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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “4-Boyutlu Minkowski Uzayinda Null Eqgriler
Ve Null Yiizeylerin Geometrisi Uzerine” baghkh bu ¢alismanm bilimsel ahlak ve
geleneklere aykiri diigsecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve
yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢cinde hem de kaynakcada yontemine

uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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OZET
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4-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA NULL EGRILER VE NULL
YUZEYLERIN GEOMETRISI UZERINE
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55+v sayfa
2008

Danigman: Dog¢.Dr. Recep ASLANER

Tez ti¢ boliimden meydana gelmektedir.

Cahgmanmn ilk boliimiinde yari-Oklid uzay, yari-Riemann manifoldlar, null egri-
ler ve null yiizeylerle ilgili temel tanim ve teoremler verildi.

Calismanin orijinal kismini ikinci ve ti¢tincti boéliimler olugturmaktadair.

Ikinci boliimde, Minkowski Spacetime’da null helis ve null rektifyen egriler cahsild.
[k kisimda null helis egrilerinin harmonik egrilikleri ile egrilik fonksiyonlar1 arasimdaki
bagmt: ve egilim ekseninin harmonik egrilikler cinsinden ifadesi elde edildi. Ikinci
kisminda, null rektifyen egriler egrilik fonksiyonlarina gore karakterize edildi.

Uciincii boliimde, Minkowski Spacetime’da light koni tizerinde yatan dejenere
olmayan bir ylizeyin, bu yiizey boyunca Minkowski Spacetime’da lightlike ¢at1 alani
kullanilarak karakteristik ozellikleri incelendi. Ayrica bu ytlizeyin Gauss ve ortalama
egrilikleri arasinda bir baginti elde edilerek, bu bagintidan bazi teorem ve sonuclara

ulasgildi.

ANAHTAR KELIMELER: Minkowski Spacetime, Distinguished Parametre, Null
Helis, Null Rektifyen Egri, Light Koni.
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This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, some fundamental definitions and theorems related to semi-
Euclidean space, semi-Riemannian manifolds, null curves and null surfaces have
been given.

The second and the third chapters are the original parts of the thesis.

In the second chapter, null helix and null rectifying curves are studied on the
Minkowski Spacetime. In the first part, the relation between the curvature functions
and harmonic curvature of null helix and the inclination axes of the curve with
respect to harmonic curvatures is examined. In the second part, we characterize
null rectifying curves in terms of their curvature functions.

In the third chapter, making use of lightlike basis on Minkowski Spacetime along
the surface, the characteristic properties of non-degenerate surface lying on the light
cone in Minkowski Spacetime are invesgated. Also, the relation between Gaussian
curvature and mean curvature of this surface is found out and some results are
obtained.

KEYWORDS: Minkowski Spacetime, Distinguished Parameter, Null Helix, Null
Rectifying Curve, Light Cone.
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TESEKKUR

Calisma boyunca karsilagtigim problemleri tartigmak icin bana degerli zamanlari-
n1 ayirip yardimei olan, ¢aligmanin her asamasinda oneri ve desteklerini esirgemeden
beni yonlendiren tez danigman hocalarim Do¢.Dr.Recep ASLANER ve Prof.Dr.Sadik
KELES’e; ayrica Yrd.Doc.Dr.Erol KILIC ve Prof.Dr.Rifat GUNES’e, bu cahigmanim
yaziliminda bana yardimci olan Doc¢.Dr.Bilal ALTAY’a ve tiim hayatim boyunca
oldugu gibi doktora caligmalarim stiresince de yardim ve desteklerini esirgemeyen

aileme sonsuz tesekkiirlerimi ve giikranlarimi sunarim.
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GIRIS

Riemann manifoldlar iizerinde egriler teorisi uzun siire 6nce galigildi ve elde
edilen sonuglar yari-Riemann manifoldlar iizerindeki egrilere aktarilirken bazi yeni
durumlarla karsilagildi. Egrinin spacelike veya timelike olmasi durumunda Frenet
catilar1 ve egrilikleri kolayca elde edilirken, null egri olmasi durumunda egri yay
parametresi cinsinden ifade edilemediginden bazi zorluklarla karsilagilmigtir. Bu
problemi 1969 yilinda Bonnor [1]’deki ¢alismasinda egrinin ivme vektoriinii birim
hizli yapan pseudo-yay parametresi kavramini ve buna bagh olarak olusturulan
Cartan catisini kullanarak Minkowski Spacetime’da null egrilerin geometrisini ele
almigtir. Daha sonra A. Bejancu 1994’de Lorentz manifoldlarda ve daha genel olarak
yari-Riemann manifoldlardaki null egrilerin genel calismasi igin “Lightlike Curves in
Lorentz Manifolds” isimli ¢aligmasi ile bir metod geligtirmigtir. 2001°’de A. Ferrandez
vd. Cartan catiyr “Null helices in Lorentzian space forms” isimli ¢calisma ile Lorentz
uzay formlarina genellestirerek, temel varlik ve teklik teoremlerini ispatladilar.

Oklid uzayda rektifyen egriler Chen tarafindan [2]’de incelendi. Tlarslan vd. [3]’de
3-boyutlu Minkowski uzaydaki rektifyen egrileri, [4]’de de 4-boyutlu Oklid uzayda
rektifyen egrileri incelemislerdir.

Caligmanin orijinal kismini ikinci ve tigiincti boliimler olusturmaktadir.

Ikinci boliimiin ilk kisminda A. Bejancu ve K. L. Duggal’m [5]’de verdikleri Frenet
denklemleri, ¢ distinguished parametre ve distinguished Frenet cati kullamlarak
Minkowski Spacetime’daki null helisler caligildi. Ikinci boliimiin ikinei kisminda
ozel olarak pseudo-yay parametresi segilerek elde edilen Frenet cati (Cartan gati)
kullanilarak Minkowski Spacetime’daki null rektifyen egriler ¢aliildi.

Uciineii boliimde Minkowski Spacetime’da Q3 light koni tizerinde yatan dejenere
olmayan yiizeyler i¢in Lui tarafindan [6]’da elde edilen sonuglar, lightlike gat1 alan
kullanarak incelendi. Ele alinan yiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri arasindaki

iligkiyi veren bir egitlik elde edilerek, bu egitlikten bazi teorem ve sonuclara ulagildi.



BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

Temel kavramlara ayrilan bu boliim dort kisim olarak diizenlenmistir. Birinci kisim
yarl—éklid uzay, ikinci kisim yari-Riemann manifoldlar, ti¢lincii kisim null egriler ve
dordiincii kistm null yiizeylerle ilgili temel tanim ve teoremleri icermektedir. Bu

konuda daha genig bilgi igin [5,7-10] numarah kaynaklara bakilabilir.

1.1  Yar1-Oklid Uzaylar

Tanim 1.1.1 (Simetrik Bilineer Form). V' bir reel vektor uzay: olsun.
g:VxV-R

dontsimi ¥ a,b € R ve V u,v,w € V igin
i) glu,0) = g(v, ),
ii)  glau+ bv,w) = ag(u,w) + bg(v,w)
g(u, av + bw) = ag(u,v) + bg(u, w)
ozelliklerine sahip ise g dontsumine V reel vektor uzay: tuzerinde simetrik bilineer

form denir [5, 7, 8].

Tanim 1.1.2. V reel vektor uzay tzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

i) YveVvev#D0 igin gv,v) > 0 ise g'ye pozitif taniml,

i) YveV vev#0 igin g(v,v) <0 ise g'ye negatif tanimls,

i) g(v,v) > 0 ve g(w,w) < 0 olacak sekilde v,w € V mevcut ise g ye indefinit
denir [8].

Tanim 1.1.3. V' reel vektor uzay tzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

0 # & €V olmak tizere Yv € V igin

9(§;v) =0

ise g ye V tzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g’ye non-dejeneredir denir.



Bu tamima gore, g 'nin non-dejenere olmas i¢cin gerek ve yeter sart Vv € V ig¢in
g(u,v) =0 tken u =0
olmasidur [5].

Tanim 1.1.4. V' reel vektor uzay tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun. V 'nin
RadV ={£ €V :g(&v)=0, VveV}

seklinde tanymly alt uzayina, g’ye gore V. uzayimin radikal (veya null ) uzayr denir.
RadV 'nin boyutuna g’nin nulluk derecesi denir ve null V ile gosterilir.

Eger null V > 0 ise g dejeneredir, eger null V =0 ise g non-dejeneredir [5].

Tanim 1.1.5 (indeks). V' reel vektor uzay tizerinde bir simetrik bilineer form g
olsun. Bu durumda,

glw W xW =R

negatif tanymli olacak sekilde en buyik boyutlu W alt uzayinin boyutuna g 'nin indeksi

denir ve q ile gosterilir [7] .

Teorem 1.1.1. V' reel vektor uzayr tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun. Bu

durumda,

it) glag, ;) =1, 1<i<wy

iii) g(oy, i) = =1, y+1<i<vy+gq

w) glog,05) =0, v+q+1<i<y+q+p=n
olacak sekilde V ’nin bir {ay, ..., a,} baze varder [5].

Tanim 1.1.6. Bir V reel vektor uzay: tzerinde non-dejenere simetrik bilineer g
formuna, V' reel vektér uzayr tzerinde bir skalar ¢arpim (yar Oklid metrigi) ve

(V,g) ikilisine de skalar ¢carpim uzay: (yari-Oklid uzays) denar [5, 7.

Tanim 1.1.7. V yam—éklid uzayr tzerinde tanwmlb bir g skalar ¢carpima igin,

i) g pozitif tanamly ise g’ye Oklid metrigi, (V,g) ye de Oklid uzap,

it) g’nin indeksi q = 1 ise g’ye Lorentz (Minkowski) metrigi, (V, g) 'ye de Lorentz
(Minkowski) uzay,



iii) g dejenere ise V vektor uzayina g’ye gore lightlike (dejenere) vektor uzayr

denir [5].

Tamim 1.1.8. V yari-Oklid uzay tzerinde tanaml bir g skalar carpuma igin,
i) g(v,v) >0 veya v =0 ise v’ye spacelike,
i) v # 0 iken g(v,v) <0 ise v’ye timelike,
iii) v # 0 iken g(v,v) = 0 ise v'ye de lightlike (null veya isotropik) vektor

denir. v € V vektorinin bu g tipine v’'nin causal karakteri denir [8].

V yar-Oklid uzay1 iizerinde bir g skalar carpmm icin; ||v| = | g(v7v)|% saylsina
v vektoriiniin wzunlugu (boyu) denir. Uzunlugu bir birim olan (yani g(v,v) = +1)
vektore, birim vektér denir. v,w € V i¢in g(v,w) = 0 ise bu iki vektor ortogonaldir
denir. 0 vektorii tiim vektorlere ortogonaldir. Eger ¢ indefinit ise herhangi bir
null vektor kendisine ortogonaldir. V'’deki lineer bagimsiz vektorlerin sayisina V'nin
boyutu adi verilir. Bu vektorlerin kiimesi V' icin bir baz olugturur. Sonlu boyutlu

her vektor uzayi i¢in bir baz mevcuttur ve bu baz ortonormal hale getirilebilir [7, 8.

Tanim 1.1.9. V' bir reel vektor uzayr ve W C V' de bir alt uzay olsun. Bu durumda;
g|w, dejenere ise W ye lightlike(dejenere) alt uzay denir.
Genel olarak W 'nin dik’i

W ={veV|glw) =0, Ywe W}
olmak uzere,
W nwt £ {0}
dur [5].
Tanim 1.1.10. V yar- Oklid uzaynn,
g(fuf]>:g(fz*af]*):0a g(fhfj*):(sl]? Z?je{Lmu}
g(ua7fj):g(ua;fi*):07 g(uomuﬁ):Eéaﬁv Oé,ﬁe{l,...,t},EIil

olacak sekildek:
{fh (AR f/u f1*7 "'7f;7u17 "'7ut}

bazina V 'nin quasi-ortonormal baz denir [5].



Teorem 1.1.2. V bir yari-Oklid uzay ve W da bu uzayin bir lightlike altuzays olsun.

Bu durumda, W boyunca V' uzayinin bir quasi-ortonormal bazi vardur [5].

Tanim 1.1.11. g indeksli ve m = p + q boyutlu V yam-éklz’d uzayiman {ei, ..., e,}
birim timelike ve {€g11, ..., €q1p} birim spacelike vektorlerinden olusan {e1, e, ..., €m}
bir ortonormal bazi ile;
g<p= i€{l,...,q} vep<qg= ie{l,..,p}
1¢In
g(f’w f]):g( fz*7 f]*):(), g(fl)f]*)zdlj

yi saglacak sekilde olusturulan
1 . 1
fi= E{€q+i+€i}; fi = E{eqﬂ'_ei}

vektorleri yardimayla lightlike vektorleri kapsayan V. yari-Oklid uzayimin asagqidaki
bazlar mevcuttur.

i) q < p ise 2q tane lightlike vektor ve (p — q) tane spacelike vektérden olusan

{fla sy fqa fika "'7f*7€q+1a '-'7617}
q

kiimest,

it) p < q ise 2p tane lightlike vektor ve (¢ — p) tane timelike vektdrden olusan

{fb LKD) fp7f1*> RS f;a€p+17 "'7€q}

kimest,

iii) p = q ise 2p = 2q adet lightlike vektorden olugan
{fb e fqa f1*7 ey fq*}
kiimesi V 'nin bir bazudur [5] .

Tamm 1.1.12 (Yar-Oklid uzay). R", R dzerinde n—boyutlu standart vektor
uzayr olsun. R™ tzerinde 0 < q < n olmak vzere, q tamsayist i¢in
q n
g(x,y) == wyi+ > wyi, Vae,y R
i=1 i=q+1
ile verilen metrik tensor goz ontine alinarak elde edilen uzaya q indeksli n-boyutlu

yari-Oklid uzay denir ve RY ile gdsterilir [7].



Tamim 1.1.13. R} uzayimin g yar-Riemann metriginin M C Ry altmanifoldu
tizerine indirgenen g yari-Riemann metrigi;

i) bir Riemann metrik ise M 'ye spacelike altmanifold,

it) bir dejenere quadratik form ise M 'ye dejenere altmanifold

denir [7].
Tanmim 1.1.14. ¢ € R sabit bir nokta ve v > 0 sabiti icin;

Si(e,r) ={z e R g —c,x—c) =17}
kiimesine yari- Riemann kire,

H'(c,r)={z e R gla —c,x—c) = —r?}

kimesine yari- Riemann hiperbolik uzay,

Qule,r)={x e RZH gz —c,x—c) =0}
kiimesine de yari-Riemann lightlike koni (veya null koni) denir [6].

R} uzayma (¢,n — q) isaretli flat yari-Riemann Manifold, Si'(c,r) ve HJ'(c,7)
alt uzaylarina da ¢ merkezli, r yarigapl yari-Riemann uzay formlar1 denir. ¢ = O
ve ¢ = 1 i¢in elde edilen Q7(O) yari-Riemann lightlike konisi Q™ ile gosterilir ve
lightlike koni veya kisaca light koni olarak isimlendirilir [6].

R7+2 de;

9(€n+17 enJrl) (en+27 en+2> = 07 g(€n+1, en+2) = 17

=g
g(€n+1, ez’) = g(€n+27€z‘) =0, g(eiaej) = 513‘7 t,j=1,..,n

esitliklerini saglayan {ey, ..., €., €ni1, €nio} catl alani bir asimtotik ortonormal ¢ati

alanidir. Bu cat1 Tamm 1.1.10°a gére R?™? ’de bir quasi ortonormal bazdur.

Tanim 1.1.15. n-boyutlu Ry yam—éklid uzayina,
i) q=0 ise Oklid uzay denir ve R" ile,
i) q=1,n> 2 ise Minkowski n-uzay denir ve RY ile,
iii) ¢ = 1, n = 4 ise Minkowski Spacetime denir ve RY ile

gosterilir [7].



Biz bu c¢aligmada Minkowski Spacetime’da null egriler ve light koni tizerindeki
dejenere olmayan yiizeyleri calisacagiz.

Tanim 1.1.12’den Minkowski Spacetime i¢in g indefinit metrigi

9(x,y) = =Ty + VoY + T3Ys + Tays; Y,y € R
seklindedir.

Lemma 1.1.1. R} de timelike vektore ortogonal olan causal vektorler yoktur ve iki
null vektorun ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu vektorlerin lineer bagimlis

olmasudur [9].

Tanim 1.1.16. i = /—1 ve x,y € R} icin x + iy vektorlerinin kompleks vektor
uzayma R} in komplekslestirilmis vektor uzayn denir ve bu uzay (R})® ile gosterilir.
R} ’in g skalar ¢arpima ile tanamlanan (R})® dizerindeki g°skalar ¢carpima; simetrik,
non-dejenere, C bilineer dontisiimdiir. R} ’in ikisi null, ikisi spacelike vektorlerden
olusan B = {f, f*,k,1} quasi-ortonormal baz, (R})’de g°'ye gore ikisi reel null

vektor, ikisi eslenik kompleks null vektorden olusan

{f,—f*,m: L ki), m = i(k—u)}

V2 V2

catrsing olusturur ki bu catwya null tetrad denir. Burada;
g(fa_f*>:_17 g(m7m):1

dir [5].

1.2 Yari-Riemann Manifoldlar

Tanim 1.2.1. Bir C*° n-manifold M tzerinde tanimly bir g metrigi verilmis olsun.
Buna gore;

(i) Vpe M igin g, pozitif taniml ise g’ye pozitif tanvmls,

(it) Vp € M igin g, negatif tanuml ise g’ye negatif tanimi,

(111) Yp € M igin g, indefinit ise g 'ye indefinit
metrik denir [8].



Tanim 1.2.2. Bir C* n-manifold M dzerinde taniml bir g metrigi verilmis olsun.
Buna gore;

(1) g pozitif tanwml ise g’ye Riemann metrik,

(i1) Vp € M noktasindaki M, tanjat uzayinin her ortonormal bazi bir timelike

vektor iceriyorsa g metrigine Lorentz metrik denir [8].

Tanim 1.2.3. M bir C°° n-manifold olsun. Buna gore, M tzerinde

(i) bir g Riemann metrigi tansml ise M "ye Riemann manifold,

(i1) bir g Lorentz metrigi tanimly ise M ye Lorentz manifold
denir ve (M, g) ile gosterilir [8].
Tanim 1.2.4. Bir M manifoldu tzerinde g ve g iki metrik olsun. M tzerinde bir
C>, XA > 0 fonksiyonu i¢in g = A\g ise bu ki metrige konformal olarak denktir denir
[8].
Tamim 1.2.5 (Metrik Tensor). M bir C* manifold olsun. p € M noktasindaki
tanjant uzay T,M olmak tzere,

glp: T,MxT,M — R
(Xp, Y2) = gl (Xp,Yp) = 9(X,Y))

biciminde tanwml sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0, 2) tensér alanina

M fizerinde bir metrik tensor denir [7].

Tanim 1.2.6 (Yari-Riemann Manifold). M bir C* manifold olsun. M, bir g

metrik tensori ile donatilmas ise, M ’ye bir yari-Riemann manifold denir [7].

Tanim 1.2.7. Bir M yari- Riemann manifoldu uzerinde g metrik tensorunin indeksine
yari-Riemann manifoldun indeksi denir ve indM ile gosterilir. M manifoldunun q

indekst i¢in 0 < q < boyM egitsizligi vardur [7].
Boylece agagidaki lemmay: ifade edebiliriz.

Lemma 1.2.1. Bir M yari-Riemann manifoldu tzerinde g metrik tensorinin g
indeksi i¢in,

i) g = 0iseVp € M icin gl|,, T,M dtzerinde pozitif tanvml bir i¢ ¢arpim
oldugundan M bir Riemann manifolddur,

it) q=1wven >2ise M bir Lorentz manifolddur [7].



0
Tanim 1.2.8. {21, ..., v, }, R} dizerinde bir koordinat sistemi olsun. 0;, — ’yi gostermek
.1'4

tizere, Ry dizerindeki V =3 _V;0i ve W = 3 W,;0i vektor alanlar: igin
DyW =>"V(W;)0;
seklinde tanimly vektor alanina W'nin 'V ’ye gore kovaryant tirevi denir [7].

Tanim 1.2.9. M bir C* manifold ve M izerindeki vektor alanlarinin kimesi
L(TM) olsun. M dizerindeki bir D konneksiyonu

i) DyvW, V'ye gire C*°(M,R) lineerdir,

it) DyW, W ye gire R lineerdir,

iii) Dy (fW) =V (/)W + f DyW, VYf C®(M,R)
sartlariny saglayan,

D : T(TM) x T(TM) — T(T M)
bir dondsumdir [7].

Teorem 1.2.1. Bir M yari- Riemann manifoldu tizerindeki vektor alanlarinin kiimesi
D(TM) olmak tiizere ¥V X,Y, Z € T(T'M) igin

i) [X,Y]=DxY — Dy X

i) Xg(Y,Z) = g(DxY, Z) + g(Y, Dx Z)
olacak sekilde M ’nin bir tek D konneksiyonu vardir. Bu konneksiyona Levi-Civita

konneksiyonu denir ve Levi-Civita konneksiyonu

29(DxY, Z) = Xg(Y,Z) +Yy(Z, X) - Zg(X.Y)
_g(X7 [Y> Z]) + Q(K [Zv X]) + g(Z7 [Xa Y])

Koszul formiilii ile karakterize edilir [7].

Tanim 1.2.10. {1, ..., x,}, bir M yari-Riemann manifoldunun bir U C M komsulu-
gu uzerinde tanimly koordinat sistemi olsun. Bu koordinat sistemin Ffj Christoffel

sembolleri U tizerinde tanvmly reel degerli fonksiyonlar olup,
Do (9;) = T o, (1<ij<n)
k

seklinde tanwmbdir [7].



k

U C M iizerinde tanmimh bir {wy,...,7,} koordinat sistemi i¢in I'j; Christoffel

sembolleri

1 gjm | Ogim _ 0gij
Fk’ _ km J _ J
Y2 Zm:g { Ox; * Oz 8xm}

esitligi ile verilir [7].

1.3 Null Egriler

Tanim 1.3.1. M bir C* Lorentz manifold olsun. M dizerindeki bir g indefinit
metrige gore k = 1,2, ... icin C* siafindan bir C : I — M egrisine ¥ t € I igin
C'(t) teget vektord,

(i)  spacelike ise spacelike egri,

(11) timelike ise timelike egri,

(111) null ise null (lightlike veya isotropik) egri
denir [5, 7, 8].

(M, g), boyutu n = (m + 2) ve 0 < ¢ < n olmak iizere indeksi ¢ olan (yani

metrigi indefinit olan), bir yari-Riemann manifold olsun. Bir C': I C R — M null

gibi T C+ vektor demeti
TCH = JTpCt; TeCh ={&p € TpM | g(ép,Vp) =0, V Vp € TpC}
PeC

olarak tanimlanir. Buna gére TC+’in ranki (m + 1)’dir. Vp bir null vektér oldugun-
dan, TC'nin TC*’inin ranki 1 olan bir alt vektér demeti oldugu goriiliic. Bu

durumda TC+’de TC’nin
TC+H=TC 1L S(TCH)

bi¢iminde bir ortogonal tiimleyeni vardir. Burada S(T'C*) alt uzayi, C'nin ekran
vektor demeti (screen vektor bundle) olarak bilinir ve ranki m olan bir non-dejenere
alt uzaydir. Boylece,

TM |o= S(TCH)L S(TCH)*+

olarak yazlabilir [5].
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Teorem 1.3.1. C, bir (M, g) yari-Riemann manifoldu tizerinde bir null egri olsun.

Bu durumda C' tzerinde, V U C C koordinat komsulugunda T = E olmak 1tizere,

dt

g(T,N) =1
ve VX € T (S(TCH) |v) igin
g(N,N)=g(N,X)=0

sartlarma saglayan bir tek N € T'(E |y) kesitine sahip bir ve yalmiz bir E vektor
demeti vardur ve ranky 1’°dir. Buradaki E vektor demeti, C'nin S(TC*) e gore null
transversal vektor demeti olarak adlandirilir ve ntr(C') ile gosterilir. N vektor alan
da C’nin T 'ye gore null transversal vektor alanidir. Ayrica C'nin transversal vektor
demeti tr(C),

tr(C) = ntr(C)LS(TC*)

olarak tamamlanir. Dolayiswyla,
TMic =TC ®tr(C) = (TC & ntr(C)) LS(TC™) (1.1)
dir [5].
(1.1) esitliginden agagidaki lemma verilir.

Lemma 1.3.1. C, q indeksli ve n boyutlu bir (M, g) yari-Riemann manifoldunun
bir null egrisi olsun. O zaman C’nin herbir ekran vektor demeti bir yari-Riemann
vektor demetidir ve indeksi q — 1°dir. Béylece, eger M bir Lorentz manifold ise her

bir ekran vektor demeti bir Riemann vektor demeti olur [5].

C, n = (m+ 2) boyutlu (M, g) Lorentz manifoldu iizerinde bir null egri olsun.
ac

D, M’nin Levi-Civita konneksiyonunu ve T' = o 'vigostersin. hve {ki, ks, ..., ko }

U C C koordinat komsgulugu iizerinde smooth fonksiyonlar ve {Wy, Wy, ..., W, },

I' (S(T'C*) |y) nin bir ortonormal bazi olmak iizere;

11



DTT =hT + kIWI

Dy N = —hN + kW + kW,

DeWy = kT — kg N + kyWo + ks Wy

DeWo = —ksT — kyWy + keWs + kW,

DyWs = —ks Wi — keWy + ksWy + koW (1.2)
DyWi—o = —kom—sWin—a — kom—aWin—s + koo W1 + ka1 Wi,
DyWio1 = —kom—3Win_s — kam—oWin—a + kom W,

DW= —kom1Win—2 — kom W1

denklemleri mevcuttur. Burada;

F:{EzT,N,VVl7 ,Wm}
dt

kiimesine C' boyunca M iizerinde C'nin S(T'Ct) ekran vektér demetine gore genel
Frenet ¢atisy, (1.2) denklemlerine de F'ye gore genel Frenet denklemleri ve k; fonksi-

yonlarina da C’nin egrilik fonksiyonlari denir [10].
Tanim 1.3.2. Egrilik fonksiyonlary ki, ks, ..., k,—1 olan bir C : I C R — R} null
eqgrisi i¢in,

by

ey
H =
1
2 {H (t) +kiH;»(t)}; 2<i<n-—2
i+1

seklinde tanimly H; : I — R fonksiyonuna C' egrisinin i. harmonik egriligi denir
[11].
Bu tanima gore, C': I C R — R} null egrisinin harmonik egrilik fonksiyonlar:

k 1
L Hy=—H

H = —
PRy ks

dir.
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Tanim 1.3.3. C': I C R — R} bir null egri ve X de R} 'de sifirdan farkly bir vektor

alany olsun. T = d— olmak tizere,

dt

g T, X)=X#0, Vtel

bir sabit ise; C egrisine bir null helis, sp{ X} dogrusuna da C egrisinin egilim ekseni

denir [11].

Biz ¢aligmamizin bundan sonraki kisminda null helis egrilerini v ile gosterecegiz.

1.4 Null Yizeyler

Tanim 1.4.1 (Yari-Riemann Yiizey). 2—boyutlu M yari-Riemann manifolduna

bir yari-Riemann yizey denir [7].

Tanim 1.4.2 (Lorentz Yizey). Bir M yizeyi tizerinde tanvmle g metrigi Lorentz

metrigi ise (M, g) ikilisine Lorentz yiizeyi denir [8].

Tanim 1.4.3 (Lightlike Yiizey). Minkowski Spacetime’da bir yiizeyin biitin tanjant
duzlemleri lightlike, yani yalnizea bir null dogrultu iceren dizlem ise bu yizeye

lightlike yiizey denir [12].

Tanim 1.4.4. Bir M yuzeyi uzerinde bir g Riemann metrigi verilsin. wu, v’ nin
tanim kimesi tzerinde g metrigi g ~ du® + dv? seklinde tanimly ise, M 1izerinde
g tarafindan belirtilen u,v koordinatlarina w,v isothermal (veya g— isothermal)

koordinatlar denir [8].

M vyari-Riemann yiizeyi iizerindeki u,v koordinat sistemi icin metrik tensoriin

bilesenleri

E=g1=9(0u,0.), F=gi2=gn=9(00), G=gn=g(0,0)
olmak ftizere yiizeyin yay elementi

ds® = Edu® + 2F dudv + Gdv?
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dir. Ayrica; Q = Q(0,,0,) = EG — F? olmak iizere E, F,G'nin diferensiyelinden
Christoffel sembolleri;

ort — E,/2 F orz. — F E,/2
YR B2 6| Yle BBy
E,/2 F F E,/2
Qly = : Qrf, = (1.3)
G./2 G G F,—E,/2
F,-G,/2 F F E,/2
QF%Q = / ) QF%Q = /
Go/2 G G F,—E,/2

seklindedir [7].

Bir M yiizeyi uzerindeki metrik

ds® = \(du® + dv?)

0? 0?
ile gosterilen konformal koordinatlar ise, Ay = — + —— olmak {izere Laplace
ou?  Ov?
operatori
1
A=-A 1.4
~A (14)

ile verilir.

Onerme 1.4.1. M bir Riemann ylizey ve x : M — R} bir konformal, spacelike

immersion olsun. z, M tuzerinde bir kompleks koordinat olmak tizere lokal ifadesi
ds? = e? |dz|”
olan indirgenmis metrigin K Gauss egriligi; A Laplace operatori gostermek tzere,
1

ile verilir [13].
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BOLUM 2
MINKOWSKI SPACETIME’DA NULL
EGRILER

Bu boliim iki kismindan olugmaktadir. Birinci kissmda Minkowski Spacetime’da
null helis egrileri ¢aligildi. Egrinin distinguished (6zel segilmig) bir ¢ parametresi
ile verilmesi durumunda distinguished Frenet catisi olugturularak egrinin harmonik
egrilikleri ve egrilik fonksiyonlar1 arasindaki bagint1 elde edildi. Ayrica bir null helis
egrisinin egilim ekseni, egrinin harmonik egrilikleri cinsinden ifade edildi. Ikinci
kisimda Minkowski Spacetime’da null rektifyen egriler calisildi. Bir s pseudo-yay
uzunluk parametresi ile verilen null rektifyen egrisi boyunca bir hareketli Frenet
catisindan elde edilen egrilik fonksiyonlar: kullanilarak null rektifyen egriler karakterize

edildi.

2.1 Minkowski Spacetime’da Null Helisler

Minkowski Spacetime’da C' bir null egri ve D Levi-Civita konneksiyonu olsun. A
ve {ki, ko, k3, ks} bir U C C koordinat komsgulugu iizerinde tamimh smooth fonksi-

yonlar ve {Wy, W} de T (S(T'C™) |i7) nin belirlenmis bir bazi olmak {izere (1.2)’den

n = 4 icin,
DT = hT + kW,
DN = —hN + kW, + ksW, (2.1)
DWWy = —koT — kg N + kW,
DrWy = —k3T — ks

denklemleri mevcuttur. Burada, 7" ile N null ve W ile W, spacelike vektorler olmak
tizere {T, N, W1, W}, C egrisi boyunca bir bazdir. F = {T, N, Wy, W,}'ye R} 'de
C egrisi boyunca S (T CL) ekran vektor demetine gére Frenet caty, {ky, ko, k3, ka}
fonksiyonlaria F’ye gére C'nin egrilik fonksiyonlar: ve (2.1) denklemlerine de F’ye

gore Frenet denklemleri denir [5].
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Boylece agagidaki uyari verilebilir.

Uyar1 2.1.1. Minkowsk: Spacetime’da bir C' null egrisi i¢in daima bir S (TC’L)
ekran vektor demeti ve U C C' koordinat komsulugunda S (TCL) ‘den elde edilen
F Frenet catise vardir. Gercekten, C boyunca TC* wector demeti tizerinde bir g
Riemann metrik vardwr. Boylece S (TC’L), g’ye gore TC*’de TC ye tamamlayicr

ortogonal vektor demeti olarak alinur [5].

(2.1) Frenet denklemlerinde h = g(D7T, N) = 0 olacak gekilde segilen ¢ paramet-

resine distinguished parametre denir. Bu durumda (2.1) Frenet denklemleri,

DTT = ]ﬁWl
DrN = kW + ksW-
T 2VV1 3VV2 (22)
DTW1 == _kQT - klN + k’4WQ
DTW2 = —k‘gT - k4W1

halini alir [5].

Boylece agagidaki sonuclar verilir.

Sonug 2.1.1. Ejer R} de bir C' null ejrisi t distinguished parametresi ile verilirse,
DT bir spacelike vektor alanidir ve Wy, DT ye paralel bir birim spacelike vektor

alany olarak segilebilir [5].

Sonug 2.1.2. Ejer R} de t distinguished parametresi ile verilen bir C' null egrisinin
birinci egrilik fonksiyonu ky = 0 ise DT = 0 olacagimdan C, R}’de bir null
geodeziktir [5].

Sonug 2.1.3. C' C R{, t distinguished parametresi ile verilen bir null egri olsun. C
null egrisinin R} de bir null geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart birinci egrilik

fonksiyonunun ozdes olarak sifir olmasidar.

R{’de t distinguished parametresi ile verilen bir C' null egrisinin son egrilik
fonksiyonu ks sifir ise {T, N, Wy, W5} Frenet catisina distinguished Frenet gatist
denir [5].

t distinguished parametresi ile verilen bir null egri i¢in kullamlan {7, N, Wy, W5}

catisi distinguished Frenet cati olmasi durumunda (2.2) Frenet denklemleri
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DT = kW

DrN = kWi + ksW.

T 2VV1 3VV2 (23>
DTW1 - —k’QT - ]le
DrWy = —k3T

seklinde elde edilir [5].

Bu kisimda v non-geodezik (yani k; # 0) null helis egrilere ¢ahsilacaktir.

Teorem 2.1.1. v C R} egrisi, t distinguished parametre, {T, N, W1, W} distinguished
Frenet ¢aty ve ki, ko, ks egrilik fonksiyonlar ile bir null helis olsun. sp{X}, ~
egrisinin bir egilim ekseni olacak sekilde R} de bir birim sabit vektor alany mevcuttur
ve

_ H
g(N7X>:_H1 lg(T7X)7 g(WlaX):07 g(W%X):Fég(TaX)
1

dir. Burada Hy ve Hs, v'nin siraswyla birinci ve ikinci harmonik egrilikleridir ve

2H?2
H "= (?12 - le) k3
dar.

ispat. 7, t distinguished parametresi ile verilen bir null helis ve {T, N, Wy, W5},

R{’de distinguished Frenet ¢atisi olsun. Bu durumda,
g(T.X) = A #0 (2.4)

sabit olacak sekilde bir X birim sabit vektor alani vardir. (2.4)tin 7" yoniindeki
ttrevi alinwrsa, g(D7T, X) = 0 elde edilir. (2.3)’den,

9(DrT, X) = kig(W, X)
olup, g(DrT, X) = 0 ve k; # 0 oldugundan,
gW,X) =0 (2.5)
elde edilir. (2.5)’in 7" yoniindeki tiirevi alimp (2.3) kullamlirsa,

g(DrW1, X) =0= —kog(T, X) — k1g(N,X) =0
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elde edilir. Buradan da
g(N,X) =

sonucuna ulagihr. (2.6)'nin 7" yoniindeki tirevinde (2.3) dikkate alinirsa,

!/

H
g(DrN,X) = Flgg(T,X) = ksg(W3, X)
1

esitligine sahip olunur. Bu esitlikten,

H/' H.

elde edilir.

Son olarak, (2.7) 'nin 7" yoniindeki tiirevinde (2.3) dikkate alinirsa,

H, 2H H
g(DTWQ,X): ( 2 1442

—_ — — T, X)=—ksg(T, X
esitligine ulagilir ki bu esitlikten,

2H?2
sonucu elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Ornek 2.1.1. y: I C R — R? egrisi

~(t) = (¢,0, cost,sint)
ile tanamlansin. v egrisinin teget vektori,

d
T = d_z = (1,0, —sint, cost)

(2.7)

olup, g(T,T) = 0 oldugundan v egrisi bir null egridir. R}’de bir X = (1,0,0,0)

sabit vektori i¢in, g(T, X) = —1 sabit oldugundan v egrisi bir null helistir.
Simdi v egrisi boyunca,

T = (1,0, —sint, cost) N = 1(-1,0, —sint,cost)

Wy =(0,0,—cost,—sint) Wy =(0,1,0,0)

ile verilen {T, N, W1, Wy} Frenet ¢atisi igin (2.1) denklemleri g6z éniine alindiginda,

DT = (0,0, —cost, —sint) olup, h = g(DrT, N) = 0 oldugundan, t bir distinguished

parametredir.
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DWWy = (0,0,sint, — cost) olup, ky = g(DrW1, W3) = 0 oldugundan {T, N, Wy, W}
Frenet ¢atisy distinguished Frenet ¢atidir. O halde (2.3) den,

DT =W, = k=1
DTN:%W1$ kgz%vekgzO

elde edilir. Ayrica;
o(T,X) = —1, (Wi, X) =0, g(N.X) =3, g(IW, X) =0
olup, Teorem 2.1.1°den v egrisinin birinci ve ikinci harmonik egriliklerinin
H =2 ve Hy=0
oldugu gorilir.

Teorem 2.1.2. Minkowski Spacetime’da t distinguished parametre, {T, N, Wy, Wy}
distinguished Frenet ¢atisi ile bir v null egrist bir null helis egrisidir gerek ve yeter
sart v null egrisinin Sp{T, N, Wy} uzayinda yatan ve Wi ’e ortogonal olan bir sabit

vektor alant vardar.

Ispat. Minkowski Spacetime’da bir 4 null egrisi, egilim ekseni X € R olan bir helis
egrisi oldugunu kabul edelim. Bu durumda, Teorem 2.1.1°’den, X vektor alam1 W;'e
ortogonal ve sp{T, N, W5} uzayinda yatan bir vektor alamdir.

yatan ve W e ortogonal olan sifirdan farkli sabit X vektor alaninin mevcut oldugunu

kabul edelim. Bu durumda, k; # 0 igin,

gW1,X)=0= kig(W,X)=0
g(kiW1,X) =0
g(DrT, X) =0
g(T, X) = sabit

elde edilir ki bu da ~ null egrisinin bir helis egrisi oldugu anlamina gelir. ]
Simdi v null helis egrisinin egilim eksenini harmonik egrilikler cinsinden ifade

eden teoremi verelim.
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Teorem 2.1.3. t distinguished parametre, {T, N, Wy, Wy} distinguished Frenet ¢atis
olmak tizere bir X egilim ekseni ile verilen v C R} egrisinin bir null helis olmas

icin gerek ve yeter sart g(T, X)) = X\ # 0 bir sabit olmak tizere

1 H,
X =——AT"+ AN + S\ 2.
. + +H12 2 (2.8)

dir.
Ispat. ¢ distinguished parametre ve {T, N,Wy,W,}, R}'de distinguished Frenet gat1
olmak iizere, ¥ C R} egrisi egilim ekseni X olan bir null helis olsun. Bu durumda
vVt € I C R icin,

9T, X) = A £0
sabittir. X vektor alani, A bir sabit ve u, \; : I — R diferensiyellenebilir fonksi-

yonlar olmak fizere,
olarak yazilabilir. g(T, X) = X # 0, esitliginin t’ye gore tiirevi ve (2.3)’den,

g(T,X) = X bir sabit = ¢(D7T,X) =0
g(kaW1, X) =0
k1g(Wy, X) =0
elde edilir. + non-geodezik bir egri oldugundan dolay1 k; # 0’dir. Boylece, son
esitlikten g(WWy, X) = Ay = 0 elde edilir. Bu durumda, X vektori (2.9)’dan

X = pu(t)T + AN + Mo (t) Wy (2.10)

halini alir. (2.10) esitliginin t’ye gore tiirevinde (2.3) Frenet denklemleri dikkate

alinirsa,

elde edilir. X sabit bir vektor oldugundan D7 X = 0 olup, (2.11)’den,

W= Doks =0, pky+ Mo =0, Mg+ N, =0

Hy
Hi

1
sonuclarina ulagihir ki buradan p = —F)\ ve Ay = A degerleri elde edilir. Bu

1
degerler (2.10)’da yerine yazilirsa,

H,

1
X = ——AN"+ AN + — \W.
H, + + IiE. 2
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elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

Tersine, t distinguished parametre, {7, N,W;, W5} distinguished Frenet cati
olmak iizere v C R} egrisi bir null egri ve X, (2.8) esitligi ile verilen bir vektor
alani olsun. Bu durumda,

g(T,X)=A#0
sabit oldugundan v null egrisi, egilim ekseni X olan bir null helistir. O

Boylece agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.1.4. t distinguished parametre, {T, N, Wy, Wy} distinguished Frenet ¢atu
olmak tizere v C R} egrisi bir X egilim ekseni ile null helis olsun. Eger X vektiri,
(1) spacelike veya timelike vektor ise,

€

I = H} (G

H, +2)

(11) null vektor ise,
H2 = :i:Hl V4 2H1

dir.

Ispat. v C R egrisi; t distinguished parametre ve {T, N, Wy, W, }, R¥de distinguished
Frenet cati olmak tizere bir X egilim ekseni ile null helis olsun. X vektori igin

(2.8)’den
—2H3} + H3

90X X) = (s

A2 (2.12)

elde edilir.
X vektorii spacelike (veya timelike) vektor ise g(X, X) =€, € = £1'dir. Buna
gore, (2.12)’den

€
H3 = Hf(pﬂl +2)

elde edilir.
X vektorii null vektor ise g(X, X) = 0’dir. Buna gore, (2.12)’den

H2 - :i:Hl\/ 2H1

elde edilir. n
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2.2 Minkowski Spacetime’da Null Rektifyen Egriler

R3 Minkowski uzay1 ve R* Oklid uzayindaki rektifyen egrilerin bazi karakterizas-
yonlar1 sirasiyla [3] ve [4]'de verilmigtir. Bu kisimda, Minkowski Spacetime’daki
null rektifyen egrileri « ile gosterip, bu egrileri egrilik fonksiyonlarini kullanarak

karakterize edecegiz.

Tamm 2.2.1. a : [ € R — R? egrisi icin {T(s), N(s), B(s)}, R® Oklid uzayinda
a(s) egrisi boyunca verilen hareketli Frenet ¢atisi olsun. a(s) noktasindaki,

i) Sp{T,N} dizlemine oskilator dizlem,

it) Sp{N, B} dizlemine normal diizlem,

iii) Sp{T, B} dizlemine rektifyen diizlem
denir [14].

R? Oklid uzaymnda yer vektorii rektifyen diizlemde yatan egriler rektifyen egriler
olarak isimlendirilip [2]’de Chen tarafindan incelenmistir. Chen’e gére, s € I C R
yay parametresi ve A(s) ve u(s) keyfi diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak {izere

bir a: I C R — R3 rektifyen egrisinin se¢ilmig bir orjine gore a(s) yer vektorii
a(s) = A(s)T'(s) + pu(s)B(s)

esitligi ile verilir.

R* Oklid uzaymdaki rektifyen egriler K.Ilarslan tarafindan [4]’de incelendi. K.
Tlarslan’a gore, s € I C R yay parametresi ve A(s), pu(s) ve v(s) keyfi diferensiyellene-
bilir fonksiyonlar olmak iizere bir o : I C R — R* rektifyen egrisinin secilmis bir
orjine gore «a(s) yer vektorii, N'nin ortogonal tiimleyeni N+ = sp{T, By, By} de

yatar ve dolayisiyla
a(s) = A(s)T(s) + pu(s)Bi(s) + v(s)Ba(s)

esitligi ile verilir. Burada, {T'(s), N(s), Bi(s), Ba(s)}, R* Oklid uzaymda a(s) egrisi
boyunca hareketli bir Frenet catidir.

R* Oklid uzaydaki rektifyen egrilerin durumlarima benzer olarak, Minkowski
Spacetime’daki rektifyen egrileri ele alalim. Buna gore, ilk olarak R{’deki rektifyen

egrileri tanimlayalm.
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a: I CR — R egrisi igin {T'(s), N(s), Bi(s), Ba2(s)} , Minkowski Spacetime’da
a(s) egrisi boyunca hareketli bir Frenet gatis1 olsun. g Minkowski Spacetime’daki

indefinit metrigi gostermek iizere, asli normal vektor alan1 N'nin ortogonal tiimleyeni
N+ ={X€eR}| g(X,N)=0}

ile verilir. s € I C R yay parametresi ve \(s), u(s) ve v(s) keyfi diferensiyellenebilir
fonksiyonlar olmak iizere bir o : I C R — R} rektifyen egrisinin secilmis bir orjine
gore «a(s) yer vektorii, N'nin ortogonal tiimleyeni Nt = sp{T, By, By} uzaymda

yatan ve

a(s) = A()T(s) + u(s) B (s) + v(s) Ba(s) (2.13)

esitligi ile verilen vektordiir. Ayrica; o'V (s), a(s) yer vektoriiniin normal bilegenini

gostermek tizere, a(s) bir rektifyen egri ise, (2.13)’den

0™(s) = () B (5) + v(s) Bas) (2.14)
dir.

Simdi R}’de null rektifyen egri tanimini verebiliriz.

Tanim 2.2.2. a : I C R — R} bir null egri ve {T(s), N(s), Bi(s), Ba(s)},
Minkowski Spacetime’da a(s) null egrisi boyunca hareketli Frenet ¢atisy olsun. o
null egrisinin o(s) yer vektori, N nin ortogonal tiimleyeni N+ = sp{T, By, By} 'de

yatwyorsa o null egrisine null rektifyen egri denir.

Spacelike ve timelike egrilerde tanimlanan yay uzunluk parametresi; null egriler
icin tanimlanamayip, buna karsilik null egriler i¢in pseudo-yay uzunluk kavrami

Bonnor tarafindan [1]’de agagidaki gibi verilmistir.

Tanim 2.2.3. a(s), Ri’de bir null egri olsun. s = [, (g(a”(t),a”(t)))3dt olmak

g(a’(s),a"(s)) =1

ise a(s) null egrisine s pseudo-yay fonksiyonu ile parametrize edilmistir denir [1].
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Pseudo-yay parametresi ile verilen null egrilere birim hizli null egri tabirini
kullanacagiz.

Minkowski Spacetime’da s pseudo-yay uzunluk fonksiyonu ile parametrize edilmis
a null egrisi i¢in Frenet formiilleri Walrave tarafindan [15]’de verilmigtir. Buna gore;
Minkowski Spacetime’da « egrisi boyunca verilen ve sirasiyla tanjant, asli normal,
birinci binormal ve ikinci binormal vektor alanlari ile olugturulan {7, N, By, By}

hareketli Frenet ¢atist igin o null egrisinin «(s) noktasindaki Frenet formiilleri

T 0 k1 0 0 T
N’ ko 0 —k 0 N
= (2.15)
Bi 0 —kg 0 /{73 Bl
B, ~ks 0 0 0 By

ile verilir. Burada ki = ki(s), ke = kao(s) ve k3 = k3(s); a(s) noktasindaki egrilik

fonksiyonlarini gostermektedir. Ayrica; T, N, By, B

9(T,T) = g(B1, B) =0,
g(N,N) = g(By, By) = g(T', By) = 1 (2.16)
9(T,N) = g(T, By) = g(N, B1) = g(N, By) = g(Bi1, B2) =0

denklemlerini saglar [16].

Minkowski Spacetime’da «(s) null egrisinin k; birinci egrilik fonksiyonu sadece
iki deger alabilir. Bunlar, k&; = 0 veya k; = 1'dir. « bir null dogru ise k; = 0 ve
a’nin diger tiim durumlar i¢in &y = 1’dir [1].

a: I C R — RY egrisi; ki, kao(s) ve kz(s) egrilikleri ile birim hizli bir null
rektifyen egri olsun. Bu durumda, a(s) yer vektorii igin (2.13) denklemini saglayan
A(8), p(s) ve v(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 mevcuttur. « egrisinin (2.15) ve
(2.16) esitliklerini saglayan {T', N, By, Bo} Frenet catisi vardir. (2.13) denkleminin

s'ye gore tirevini alip, (2.15) Frenet formiilleri kullanilhirsa
T = (A, — k‘gU)T + (/\]{?1 — ,LLkQ)N + /,L,Bl + (/Lk?:; + U/)BQ

esitligi elde edilir. Buradan,
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N — k?3’U = 1
Aey —pky = 0
Lo (2.17)
W =0
pks+v =0
bulunur. (2.17)’deki diferensiyel denklemlerin ¢éziimiinden,
u(s) = ¢ (sabit)
Ck‘z
Als) = 5~ (2.18)
Ly — chokl, — k2
. Cl{?Q 1 — CR9 1 — R
o) = K2k

esitlikleri elde edilir. Caligma boyunca ¢ sabitini sifirdan farkli bir sabit olarak ele
alacagiz (yani ¢ € Ry). « bir null egri oldugunda, k; yalnizca iki deger alabilir.
Bunlar; ky =0 ve k; = 1 dir. k; = 0 ise « bir null dogrudur.

k1 = 1 olmasi durumunu inceleyelim.

(2.18)’den;
u(s) = ¢ (sabit)
A(s) = cky (2.19)
cklh — 1
v(s) = ™

elde edilir. Boylece; A(s), p(s) ve v(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlarinin « egrisinin
ka(s) ve ks(s) egrilikleri cinsinden ifadesi elde edilmig olur.

(2.17)’deki son denklemde (2.19) esitlikleri kullamlarak,

Ky, — 1Y\
ck3+<02k ):0 ¢ € Ry, (2.20)
3

denklemi elde edilir.
Simdi de kabul edelim ki, R}’de sifirdan farkli ky(s) ve k3(s) egrilikleri ile birim

hizli keyfi bir o null egrisi (2.20) denklemini saglasin.
ckh —1

X(s) = a(s) = (ck2)T(s) = cBi(s) = ( )Ba(s)

ile verilen X € R} vektorii goz oniine alinirsa, (2.15) ve (2.20) kullanilarak kolayca
X'(s) = 0 elde edilir ki bunun anlami X sabit bir vektordiir. Bu da a egrisinin
bir null rektifyen egriye denk oldugu anlamina gelir. Boylelikle agagidaki teorem

ispatlanmig olur.
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Teorem 2.2.1. a: [ C R — RY egrisi; ky(s) = 1, ka(s) # 0 ve k3(s) # 0 egrilikleri
ile birim hizly bir null egri olsun. Bu durumda, o egrisinin bir null rektifyen egriye

denk olmasu i¢in gerek ve yeter sart ¢ € Ry olmak tizere, a egrisinin ko(s) ve k3(s)

Ky — 1Y\
ck’3+(62k >:0 c € Ry,

egrilikleri arasinda

3

bagintisinin olmasidur.

Ozel olarak R¥’de o null rektifyen egrisinin ky(s) ve ks(s) egrilik fonksiyonlar:
sifirdan farkh birer sabit olarak alimirsa, (2.20)’den kolayca k3 = 0 bulunur ki bu bir

celigkidir. Boylece agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.2. R?’de yatan, sifirdan farkl ki(s) = 1, kao(s) ve ks(s) sabit egrilikli
1 Z/ ) Y g

null rektifyen egri yoktur.

Dahas, ko(s) ve k3(s) egrilik fonksiyonlarimin yalnizca biri sifirdan farkl bir sabit
ise agagidaki durumlar1 goz oniine alabiliriz.

i) Tlk olarak, ky(s) # 0 bir sabit ve ks(s) sabit olmayan bir fonksiyon oldugunu
kabul edelim. (2.20) denklemi kullanilarak,

Ky +cki =0 c€Ry,

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oéziimiinden,

1
k3(s) = ———= c€ Ry, ¢ €R,

V|2¢s + 2¢4 |
elde edilir.

ii) Son olarak, k3(s) # 0 bir sabit ve kq(s) sabit olmayan bir fonksiyon oldugunu
kabul edelim. (2.20) denklemi kullanilarak,

ky +k3=0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimiinden,

+c1s+co, c1,c0 €R

elde edilir.

Boylece agagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 2.2.3. a : [ C R — RY egrisi ilk egriligi ki(s) = 1 olan birim hizl bir
null egri olsun. Bu durumda o bir null rektifyen egriye denktir eger
i) ka(s) = sabit # 0 ise

1
k3(s) = ————= ceRy, geR

V]2es +2¢1|
it) k3(s) = sabit # 0 ise

2 2
_k3s

ka(s) = +astce, ca,2€R

ii1) ko(s) ve ks(s) sifirdan farkle sabit olmayan birer fonksiyon ise

K, —1Y\
ck3+<62 ):0, ceR,
ks

dir.

Bonnor [1]’de, R}’deki null helisleri ky(s) ve ks(s) egrilikleri ikisi birden sifir
olmayan, sabitler olan egriler olarak tanimlamigtir. Bonnor'un bu tamimlamasi ile

yukaridaki teoremden agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.2.1. R} “deki herhangi bir null rektifyen egri null helis olamaz.

Teorem 2.2.4. « : I C R — R} egrisi, ki(s) = 1, ko(s) # 0 ve k3(s) # 0 egrilikleri
ile birim hizlv bir null rektifyen egri olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

i) p(s) = |la(s)|| uzaklik fonksiyonu i¢in
p?(s) =2cs+2c;, c€Ry, ¢ €R

dir.

it) o egrisinin yer vektdrinin tanjant bileseni sabittir ve
g(Oé(S),T(S)) =¢C, C c IRO

dar.
iii) o egrisinin yer vektorinin o (s) normal bileseni ve p(s) uzaklk fonksiyonu

sabit degildir.
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i) a egrisinin yer vektorinin birinci binormal ve ikinci binormal bilesenleri

siraswyla

gla(s),Bi(s)) = cky, c€Ry

ckl, — 2.21)
gla(s), By(s)) = kag 1, c e Ry (

dir.
Tersine, eger a(s) sifirdan farkl ky = 1, ko(s) ve k3(s) egrilikleri ile birim hizl
bir null egri ve (i), (i) veya (iv) ifadelerinden biri mevcutsa, o zaman « egrisi bir

null rektifyen egridir.

Ispat. Kabul edelim ki; a(s) egrisi, ky = 1, ka(s) # 0 ve ks(s) # 0 egrilikleri ile
R} ’de birim hizli bir null rektifyen egri olsun. « egrisinin yer vektorii (2.19) daki
esitlikleri ile verilen A(s), u(s) ve v(s) fonksiyonlar: (2.13) denklemini saglar.

(2.17)’deki son denklemi v ile garpip, (2.19) esitlikleri kullanilirsa,
Pkl —c+v'v=0
denklemi elde edilir. Bu denklemin integralinden de
v? =2cs —2%ky +2¢1, c€Rp, 4 €R (2.22)
esitligi elde edilir. (2.13), (2.19), (2.16) ve (2.22) kullanilarak,

gla(s),a(s)) = g(A\T + puBi +vBy, AT + By + vBs)
= 2+ v?
= 2ckyc + (2cs — 2¢%ky + 2¢1)
= 2¢cs+2¢

elde edilir, buradan p?(s) = g(a(s),a(s)) = 2cs + 2¢1, ¢ € Ry, ¢ € R sonucuna
ulagihir ki bu da (4) ifadesini verir.

(2.13), (2.19) ve (2.16) kullanilarak, kolayca
g(a(s), T(s)) = p=c, ¢ € Ry,

elde edilir ki, bu da (4¢) ifadesini verir.

(2.14), (2.19), (2.16) ve (2.22) kullanlarak
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g(aN(s), QN(3)> = g(uBy +vBy, uB; + vBy)
= 'U2
= 2cs— 202]€2 + 201

esitligi elde edilir. Boylece,
HaN(s)H2 = g(a(s),a" (s5)) = 2cs — 2¢%ky + 2¢,

sonucuna ulagilir ki bu da oV () 'nin bir sabit fonksiyon olmadigini gosterir. Yine (i)
ifadesinden p(s) sabit olmayan bir fonksiyondur. Dolayisiyla (7i7) ifadesine ulagilmig
olur.

Son olarak da, (2.13), (2.19) ve (2.16) kullamlarak kolayca (2.21) elde edilir ki,
boylece (iv) ifadesine ulagilir.

Tersine, kabul edelim ki a(s) k1 = 1, ka(s) # 0 ve k3(s) # 0 egrilikleri ile birim
hizli bir null egri olsun ve (), (i7) veya (iv) ifadelerinden biri saglansin.

() saglansin. Bu durumda,
gla(s),a(s)) =2es +2¢c;, c€ Ry, €R

esitligi mevcuttur. Bu esitligin iki defa s’ye gore tiirevi alimir ve (2.16) kullanihirsa,
kolayca g(a(s), N(s)) = 0 esitligi elde edilir ki bu da « egrisinin bir rektifyen egri
oldugunu gosterir.

(17) saglansin. Bu durumda,
9(a(s), T(s)) = ¢, c€Rg

esitligi meveuttur. Bu esitligin s’ye gore tiirevi alimr ve (2.16) kullanihirsa, kolayca
g(a(s),N(s)) = 0 esitligi elde edilir ki bu da « egrisinin bir rektifyen egri olmasi
anlamina gelir.

Son olarak (iv) saglansimn. Boylece (2.21)’e sahip olunur. Boylece, (2.21)’deki
ilk esitligin s’ye gore tiirevini alir ve (2.21)’deki ikinci esitlik ile (2.16) kullanilirsa

g(a(s), N(s)) = 0 bulunur. Dolayisiyla « bir rektifyen egridir. O

Asagidaki teorem ile bir null rektifyen egrinin parametrik denklemi elde edilir.

29



Teorem 2.2.5. a : [ C R — R} egrisi, R} de ki(s) = 1, ka(s) # 0 ve ks(s) # 0
egrilikleri ile birim hizly bir null egri olsun. Bu durumda o bir spacelike (timelike)
yer vektorid ile bir null rektifyen egridir gerek ve yeter sart y(t) yari-Riemann kire
S37de (yari-Riemann hiperbolik uzay HY da) yatan bir birim hizl timelike (spacelike)

egri olmak “izere o egrisi

at) =2 et y(t) (2.23)
esitlige ile verilir.
Ispat. Kabul edelim ki; o egrisi yer vektorii spacelike olan kq(s) = 1, ka(s) # 0 ve

ks(s) # 0 egrilikleri ile R{’de birim hizli bir null rektifyen egri olsun. Bu durumda

g(a, ) > 0 ve bir énceki teoeremin (7) ifadesinden
p*(s) = gla(s),als)) = 2cs +2¢;, c€Rg,c; €R
esitligi mevcuttur. Burada c € Ry dir.

Ayrica, yari-Riemann kiire S3’de yatan

als) _ als)
p(s) ~ Tla(s)l

ile verilen bir y(s) egrisini tammlayalim. Béylece,

y(s) =

a(s) = y(s)vV2cs + 2¢ (2.24)

elde edilir. (2.24)’lin s’ye gore tiirevi alimirsa,

T(s) = \/ﬁy(s) +V2cs 4 2¢1 Y (s) (2.25)

ifadesi elde edilir. g(y,y) = 1 oldugundan ¢(y',y) = 0’dir. Bu durumda, null egri
tanimi ve (2.25)'den

2

c
0=g(T,T) =g/, y)(2 2 _
g(T.T) = g(y/, ¥/ )(2cs + Cl)+2(cs_'_cl)
sonucuna ulagilir. Bu sonugtan
2
)= 2.26
9. y) 1) (2.26)
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elde edilir ki bu da y egrisinin bir timelike egri oldugu anlamina gelir. (2.26)

esitliginden
, c
S 2.27
O (227)
elde edilir. y egrisinin yay parametresi
t= [ I/l du
0
ile verilsin. Bu yay parametre denkleminde, (2.27) ifadesi kullanilirsa,
1
t==In(cs+ 1)
2
elde edilir ki buradan
cs+c = e (2.28)

sonucuna ulagilir. (2.28), (2.24)’de kullanilirsa kolayca (2.23) elde edilir ki bu da
ispat1 tamamlar.

Tersine kabul edelim ki; «, y(t) pseudo-Riemann kiire S} ’de yatan birim hizh
bir timelike egri olmak iizere (2.23) ile tamimli bir null egri olsun. s, a null egrisinin
pseudo-yay parametresi ve ¢ € Ry, ¢; € Rigin ¢s+c; > 0 olmak tlizere t = %ln(cs—i-cl)
ile «(t) egrisi yeniden parametrize edilebilir. Boylece a(s) = y(s)v/2cs + 2¢; 'ye

sahip olunur. Sonug olarak,

p*(s) = gla(s), a(s)) = 2(cs +c1).

esitligi elde edilir ki bir 6nceki teoremden, o R} "de yatan bir null rektifyen egridir.
Yer vektorii timelike vektor olan Ri’de birim hizhi bir «(s) null rektifyen egrisi

icin de benzer ispat yapilir. O

Ornek 2.2.1. R%"de
a(t) = V2e! (sinh ¢, cosh t,0,0) C R?

ile verilen «(t) egrisini alalbm. g(o’,a’) = 0 oldugundan o, R} ’de yatan bir null
egridir. Ayrica bu egri p(t) = /2e' olmak iizere at) = p(t)y(t) bicimindedir.
Boylece y(t) = (sinht,cosht,0,0)’dir. g(y,y) = 1 ve g(¢/,y') = —1 oldugundan
y(t) pseudo-Riemann kire S?’de yatan birim haizl bir timelike egridir. Boylece son

teoremden; o, R} 'de yatan bir null rektifyen egridir.
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Ornek 2.2.2. R%de
a(s) = V2€'(cosh t,sinh ¢, 0,0) C R

ile verilen a(t) egrisini alalbm. g(a/,a’) = 0 oldugundan «, R} ’de yatan bir null
egridir. Ayrica bu egri p(t) = /2e' olmak tzere at) = p(t)y(t) bicimindedir.
Boylece y(t) = (cosht,sinht,0,0) dir. g(y,y) = —1 ve g(v',y') = 1 oldugundan
y(t) pseudo-Riemann hiperbolik uzay HE 'da yatan birim izl bir spacelike egridir.

Béylece son teoremden; o, R} de yatan bir null rektifyen egridir.

32



BOLUM 3
MINKOWSKI SPACETIME’'DA Q® LIGHT
KONI UZERINDEKI YUZEYLER

Minkowski Spacetime’da 3 light koni {izerinde yatan dejenere olmayan bir yiizeyin
vapr denklemleri; yiizey boyunca R}’in ikisi null, ikisi spacelike vektor alanindan
olugan bir ¢at1 alan kullamlarak, Lui tarafindan [6]'da elde edilmigtir. Bu boliimde,
ayni yiizeyin yapt denklemleri ve integrallenebilme sartlar1 yiizey boyunca R{’in yeni
tanimlanan lightlike cat1 alan1 kullanarak incelendi. Daha sonra, bu yiizeyin Gauss
ve ortalama egrilikleri arasindaki iligkiyi veren bir esitlik elde edilerek, bu esitlikten
bazi teorem ve sonuclara ulasildi. Yiizeyin sifir ortalama egrilikli bir yiizey olmasi
durumunda bu yiizeye denk olan yiizeyler aragtirildi. Son olarak light koni iizerindeki
bir yiizeyin konformal denk yiizeyi ve tiiretilen yiizeyi ele alinarak, bu yiizeylerin

durumu verilen yiizeyin sifir ortalama egrilige sahip olmasi hali i¢in incelendi.

3.1 (? Light Koni Uzerindeki Yiizeyler

Minkowski Spacetime’da irtibatli, yonlendirilmis 2-boyutlu bir manifold M ve
x: M — R}, (u,v) isothermal parametreleri ile bir yiizey olsun. Bu durumda,

dx = z,du + x,dv olmak iizere,
G = {dz,dr) = 2e“(du® + dv?) (3.1)
fonksiyonu x(u,v) yiizeyi tizerinde bir metrik tanimlar.
G = (Ty, z) du® + 2 (z,, 2,) dudv + (z,, ,) dv?

oldugundan

(T ) = (T4, Ty) = 26, (T4, my) =0 (3.2)

dir.

Burada z = u + ¢v dontigiimii ile
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dz = du + idv
dz = du — idv
egitliklerinden
dz @ dz = dz ® dz = du® + dv®

olur ve (3.1)’deki § metrigi
g = (dv,dz) = e’ (dz @ dZ + dzZ @ dz) (3.3)
ifadesine dontsiir. Ayrica, dr = z,dz + r:dz oldugundan
(do,dw) = (r,,2,) dz* + (1., 25) dz @ dZ + (25, 2.) dZ @ dz + (x5, 15) dZ*
olarak yazilir ve (3.3)’den
(12, 22) = (0z,22) = 0, (22, 22) = (0z,2) = €* (3-4)

sonucuna ulagilir.

(2 — ixy)
(24 + i)
esitlikleri elde edilir.
Simdi, (u,v) isothermal parametreleri ile Q® light koni iizerinde z : M — Q?

yiizeyini alalim. x(u,v) ylizeyi lizerine indirgenen metrik (3.3)’den
g = (dz,dz) = e (dz @ dZ + dzZ @ dz)

ile verilir.
z(u,v) € Q3 oldugundan (z,z) = 0 dir. Bu son esitlikte 2 ve z ye gore kismi
tiirevler alinirsa
(x,2,) =0, (r,2:)=0 (3.7)
esitlikleri elde edilir.

(3.4) ve (3.7) esitliklerinden agagidaki sonug verilir.
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Sonug 3.1.1. z: M — Q3 C R}, (u,v) isothermal parametreleri ile light koni

tizerinde bir ylzey olsun. z = u + v olmak tzere x(u,v) ylzeyi tzerinde,
g = (dr,dz) = 2" (du’® + dv?) = e“(dz ® dZ + dZ ® d=z) (3.8)
metrigi alinirsa
(x,x) = (x,2,) = (x,25) = (x,,2,) = (x5,25) =0, (x,,25) =€¥ (3.9)
egitlikleri elde edilir [6].
Ayrica, (3.9) esitliginde z ve z ye gore kismi tiirevler alimirsa;

<xz7xzz> = <xzawz,2> = <x27x22> = <$27xz2> = <x7$zz> - <$>x22> = 07

(3.10)
(xz,2,,) = e"w,, (x,,T55) = e ws, (x,2,5) = —ev
esitlikleri elde edilir [6].
(1.4), (3.5) ve (3.8)’den g metriginin Laplace operatorii,
A= 2; (88; + 88;) = 2;4@&; = 2e0,0; (3.11)
dir. Bu durumda;
Ax =2e ",z (3.12)
dir ve ayrica (1.5) ve (3.11)’den z(u,v) yiizeyinin K Gauss egriligi,
K = ! Aw= ! (Qe’wwzg) = —e "w,; (3.13)
2 2

olarak elde edilir.

Lemma 3.1.1. Q? light koni iizerinde (u,v) isothermal parametreleri ile verilen

x(u,v) yizeyi i¢in Christoffel sembolleri
Iy =TI%=-T}=1(w, +w:
11 12 22 i( ) (3.14)
[, =0%=-T% = 3t (W, — ws)
ile verilir.

Ispat. Q® light koni iizerinde (u,v) isothermal parametreleri ile verilen z(u,v)

yiizeyi igin (3.8) metrigi alinirsa

E:G:gllz2ew, F:glgzgglz(), Q:EG—F2:4€2w
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olup, bu degerler (1.3) denklemlerinde dikkate aliirsa, I'};

1| F,/2 F 1 wype® 0 1

Q F,—E,/2 G de?v —w,ev  2e¥

ifadesine esit olur. Benzer tartigmalarla;
1 2 1 1 1 2 2 1
I =T=-Ty= o Wu Iy =To =-I7, = oW (3.15)
egitlikleri elde edilir. w, ve w, degerleri (3.6) esitliklerinde dikkate alinirsa,
wy, = (W, + ws) w, = i(w, — ws) (3.16)

sonuglarma ulagilir. (3.15) ve (3.16) esitliklerinden (3.14) elde edilir ki bu da ispat1

tamamlar. O]
Boylece agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.1. Q? light koni tizerinde bir x(u,v) yizeyinin K Gauss egriliginin

Christoffel sembolleri cinsinden ifadesi

K=—¢"w;=—e"((I'y).+ (iT}).) (3.17)

esitligi ile verilir.
Ispat. (3.6) esitligi ve (3.15) esitliklerinden

1 1
§(wu —iw,) = 5% = iéwv =T}, +il3%,

w, =
ifadesi elde edilir. Bu son esitligin z’ge gore kismi tiirevi alinirsa

wes = (T +i05), = (Th), + (iTh).
esitligi elde edilir. Bu esitlik (3.13)’de dikkate alinirsa (3.17) kolayca elde edilir. [

@Q? light koni iizerinde
1 1
y=1y(u,v) = —§Ax—g<Ax, Az) x (3.18)

ile tanmimh bir y yiizeyini alalim.
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(3.12) ile (3.10)’daki (z,z.z) = —€" ve (x,,x,:) = (x5, x,z) = 0 esitliklerinden
hareketle,
(Ax,x) = (2 "x,5,x) =2 (Tu5,2) =2 ¥ (—€¥) = =2
(Az,z.) = (267027, 22) = 267" (125, 72) = 2¢7(0) = 0 (3.19)
(Ax,xs) = (26 "x,5,x5) =2 ¥ (T.5,25) =2 % (0) =0
sonuglara ulagilir. (3.19) ile (3.9)'daki (x,x) = (x,x,) = (x,x5) = 0 esgitliklerden

(yy) =(-12Az—L{Aw,Ar)z, -3 Ao — L (Az, Ax) x)
= 1 {(Ax, Az) + 2.5 (Ax, Ax) (Ax, x) + 57 (Aw, Az) (, z)
= 1 (Az, Az) + 2.4 (Az, Az) (-2)
=0
(z,y) =(z,—1Az—Li{Az,Az)z)
= —3 (z,Az) — § (Az, Az) (@, 2)
=1

ifadeleri elde edilir.

Boylece asagidaki sonucu ifade edebiliriz.
Sonug 3.1.2. Birx: M — Q* C R} yiizeyi ve (3.18) ile tanamlanan y yiizeyi icin
(r.y) =1, (y,y) = (22,9) = (¥z,9) = 0 (3.20)
egitlikleri gecerlidir [6].
Bu sonuctan asagidaki lemmay verebiliriz.

Lemma 3.1.2. Bir x : M — Q3 C R} yiizeyi ve (3.18) ile tansmlanan y yiizeyi
X0
Ty Yz) = \ Ty Yz) = Yz, = \Yz, =0
(2,y:) = (2, y2) = (Y=, ) = (Y=z,) (3.21)
<x27y2> = -y, (fl’z»yz) = _957 <x2>yz> = <y2axz> =—-A
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esitliklert vardar.
Ispat. (3.20)’deki esitliklerin z ve z’ge gore kismi tiirevleri alirsa,

<£L‘,y>:1:> <$z7y>+<$7yz>:0:><$>yz>=—<xz,y>:0

<xz>y> =0= <5szay> + <$zayz> =0= <xzayz> - - <$ZZ7y> = -y
(Toz,y) + (72,92) = 0 = (22, ¥z) = — (T22,y) = —A
(Tz,9) = 0= (@2, y) + (25,4:) = 0= (25,4:) = — (Tz,y) = —A
(Tz2,y) + (72,92) = 0 = (22,yz) = — (T22,9) = —¢
sonuclar elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. O]
Ayrica, x(u,v) yiizeyi i¢in u! = u ve u? = v olmak {izere
(Tyini, y) = 2h;;€” (3.22)

dir, burada h;; ler z(u,v) yiizeyinin ikinci temel formunun bilegenleridir [17].
(3.2)°deki ilk esitlikten, [|z,]| = [|z|| = (2¢*)"? olup, (2e*) "/ 2, ve (2¢*)/?
ortonormal (birim dik) vektorlerdir.

Ayrica (3.9) ile (3.20)’deki esitlikler dikkate alinarak, agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.1.3. Q3 light koni tizerindeki x(u,v) yiizeyi boyunca
{x, y, (2¢”) 2 2, (2e7) 2 xv} (3.23)
kiimesi R} tizerinde bir asimtotik ortonormal ¢atr alamdr [6].

Lemma 3.1.3. Q? light koni tizerindeki x(u,v) yiizeyi boyunca
{:v, —y,V2(2¢") V2 2, V2 (2e0) A (1 =) :Bg} (3.24)

kiimesi R} dizerinde bir lightlike ¢atr (null tetrat) alanadar.
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Ispat. (3.23) quasi-ortonormal bazi ve (3.6) esitlikleri dikkate alinarak

(2¢*) ™2 (2, + i)
(2e*) ™2 (2, + izy)
(2e®) "% 2z,
(2e) 72 2

L(2e) Pz, i (2e0) M ay)

< ok ok ok

ve

((2e®) ™2 2, — i (2e®) " 2,) (2e) 2 (2, — izy)
(2¢*) ™2 (2, — i)
(2e) 2 22,

(26“’)_1/2 T,

Sl

I
< ok o sk

elde edilir. Ustelik; herbiri null olan baz vektorleri igin,
(o, —y) =1, (V2(2e") e vV2(2e) P (L)) = 1

dir. Boylece (3.24), R{ {izerinde bir lightlike ortonormal cat1 (null tetrat) alandir.
[

R{ iizerinde bir lightlike ortonormal catilar ile ilgili yeni bir tanimlama yapalim.

Tanim 3.1.1. R}’in B = {f, f*, k,1} quasi-ortonormal baz yardimayla
(£, 7)) = (m,m) =1
olacak sekilde ikisi reel null vektor, ikisi de kompleks null vektorden olusan
T = {f,f*,m = @(k—l—il},m = @(l@ —il)}
catisina RY de bir lightlike baz denir.
Onerme 3.1.1. Q3 light koni tizerindeki x(u,v) yiizeyi boyunca
{x, Y, (2¢) Y2 (14 i), (269) 72 (1 —4) xg} (3.25)

kiimesi RY dizerinde bir lightlike caty alanadar.
Ispat. (z,z) = (y,y) = (z.,2.) = (zz,2:) = 0 oldugundan herbiri null ve

(z,y) = <(zew)—1/2 (1+14) 2., (2¢°) 2 (1 —4) x5> —1

oldugundan; (3.25), R{ iizerinde bir lightlike gat1 alamdir. O
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T,,T> ve y'nin z ve z'ge gore kismi tiirevleri RY’de yatacagindan, z(u,v) yiizeyi
boyunca R{ iizerindeki (3.25) deki lightlike ortonormal ¢at1 alani cinsinden yazilabilir.

Bu durumda
oo = arx + by + e (2¢) VP (L4 i) s+ dy (2¢7) V(1 — i) s

olacak sekilde M {izerinde aq, by, ¢1, d; diferensiyellenebilir fonksiyonlar: vardir. (3.9),

(3.10) ve (3.20) esitlikleri dikkate alinarak x,.’nin x,y, z, ve z; ile i¢ garpimimdan

(2e) 72 (1414)

71/261”(1—{—2‘) =e"w, = ¢ =

degerleri elde edilir. Bu degerler z,, esitliginde yerine yazilirsa
Toe = OT + W T,
elde edilir. Benzer sekilde
Toz = Aok + boy + o (267“0)71/2 (I1+1i)x, +dy (26“’)71/2 (1 —i)xs

olacak sekilde M {izerinde as, b, ¢z, ds diferensiyellenebilir fonksiyonlar: vardir. (3.9),

(3.10) ve (3.20) esitlikleri dikkate almarak x,;'nin x,y, x, ve x; ile i¢ ¢arpimindan

8
1S3
ISl
8
R\
~
I
Q
[\
[\
Q)
g
~—
L
~
(]
g
—~
—_
_.I_
.
~—
I
e}
=)
[\
I
e}

degerleri elde edilir. Bu degerler z,; esitliginde yerine yazilirsa
Tz =\ — ey
sonucuna ulagilir.

Tos = asx + b3y + ¢3 (2¢¥) 2 (1 +0) 2, + ds (2¢*) 72 (1 — ) s
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olacak sekilde M {izerinde as, b, c3, d3 diferensiyellenebilir fonksiyonlar: vardir. (3.9),

(3.10) ve (3.20) esitlikleri dikkate alinarak z,,'nin z,y, z, ve x; ile i¢ carpimindan
<$zza $> =b3 =0,

<x22a y> =as = <$zza y> =¥,

Zzytz) — U3 - z -
(xz5,2,) =d3 (2e*)” 77 e (1 —i) = e"w; = d3

(2e) 72 (1 — i)

(x35,25) = c3 (26“’)_1/2 e’(14+i)=0=c3=0

degerleri elde edilir. Bu degerler z;; esitliginde yerine yazilirsa
Tzz = QT + WzTz
sonucuna ulagilir.
Y. = asx + by + 4 (2¢°) VP (14 0) 2. + dy (26%) 72 (1 —4) x5

olacak sekilde M {izerinde ag, by, ¢4, dy diferensiyellenebilir fonksiyonlar: vardir. (3.9),

(3.10), (3.20) ve (3.21) esitlikleri dikkate alinarak y, 'nin z, y, z, ve z; ile i¢ carpimindan

<y27x> = b4 = 07
<yz»y> = a4 = 0,
_ . —
Yzy Ty =dy(2e” 1/2€w 1—d)=—p=—ds = )
) =y 200 (1) = = =
—A

(Yo, 5) = cq (26%) 2 (1 44) = =X = ¢4 =

(2e) 2 ew (1 +4)

degerleri elde edilir. Bu degerler y, esitliginde yerine yazilirsa

—w —w
Y. = —Ae Y, — e s

sonucuna ulagilir.
ys = ast + by + ¢5 (2e%) V2 (14 i) 2. + dy (26%) 72 (1 —4) x5

olacak gekilde M tizerinde as, bs, c5, ds diferensiyellenebilir fonksiyonlar: vardir. (3.9),

(3.10), (3.20) ve (3.21) esitlikleri dikkate ahnarak y:'nin x, y, x, ve x5 ile i¢ garpimdan

<y27x> = 65 = Oa
(yzy) = a5 =0,
—A
Yz, T,) = dg (2e® 2ew (] —§)= -\=>ds = ,
( ) = ds (2€") (1—1) 5 2ew) 2 gu (1 — )
—¥




degerleri elde edilir. Bu degerler y; esitliginde yerine yazilirsa

sonucuna ulagilir.

Boylece agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.2. x : M — Q3 C R} light koni iizerinde bir yiizey olsun ve x(u,v)

yuzeyr boyunca
(o026 (14 i), (2672 (1= )} C B

lightlike ¢atisy i¢in (z.z,y) = X ve (T..,y) = @ olmak tzere, x(u,v) yizeyinin yap:

denklemleri
Ty = Ty, Tz =Tz
Ty = PT + WLT,
Tzz = PT + WXz
v (3.26)
T,z = \r — ey
Y, = —Xe Px, —pe ;s
ys = —pe Yr, — e Vs
seklindedir.

(3.12) ile (3.19)'daki (Az,x) = —2 esitligi gbz Oniine alinirsa;

A= (122y) = (50y) = 5" (Dy)
= ze" (A, —l Ax— 5 {Le Da)x)
— Jer {1 (00, 8a) - (B, A0) (B,2))
= Lev {—1(Az, Ax) — L (Ax, Ax) (-2))
=3¢ {—5 (bz, Ax)}
— —lev (Ax, Ax)

elde edilir. Ayrica 2z, = x,; = A\ = (2.5,y) = (Y, 2.z) = (y,2z,) = A olup,
A== —1e"(Az, Az) ile verilir.
Simdi, z,,; = 7.z, esitligini ele alalim. (3.26)’daki yapi denklemleri gz Oniine

alinarak
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Toz = (pT +wsT,),
= Q3L + PTz + WyzX, + W, T,z
= T + pr; + wzx, + w, (A\x — evy)
= (W A+ 935) T+ w,z2, + Tz — W,y
ve
Tz, = (Ax —evy),
=\ + \r, —w.evy — ey,
= ANz + \r, —w,ey —e? (= e Yz, — pe Vx3)
=\r+ v, —w.ey+ e r, +eVpe Vs
=T+ A r, —w. e’y + A\x, + px;
=\ + 2 \r, + pr; —w.evy
esitlikleri elde edilir. Buradan,

A= WA+ s
2)\ = W,z

sonuglarma ulagilir. Benzer gekilde y,; = vz, esitligi ve (3.26) yap1 denklemlerinden

Yoz = (—Ae Vx, —pe "as),
= =Xz Yx, + e r, — e Vx,;
—pze YTz + pwze Yrz — pe sz
= —\ze Y, + dwze Pz, — e ¥ (A\x — e?y)

Yz —pe " (pr + wsrs)

—pze Tz + pwze”
= (=A% — @) e x + (=X; + Awz) e Vx, — pe Vs + Ny

ve
yz. = (—pe ", — )\€7w$2)z
= —p.€ " + pw.em i, — eV,
e r; +  we s — e Vs,

w

= —@g.e "x, + quw,e x, — pe " (e + w,x,)
-\ e x: + dw,e Vrs — Ae ™ (A — e%y)
= (=N —@p)e r — g Vr, + (=, + Aw,) e Vs + Ny
esitlikleri elde edilir. Buradan da,
D, = As— Aws

;= A, — Aw,
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sonuclarina ulagilir.

Boylece agagidaki lemma verilebilir.

Lemma 3.1.4. z : M — Q3 C R} light koni tzerinde bir yiizey olsun ve z(u,v)

yuzeyi boyunca
(o0, 2" (Lt i), (26%) V2 (1 )2} C RS

catisy icin (T.z,y) = A ve (T..,y) = @ olmak tzere, x(u,v) yluzeyinin yapr denklemlerinin

integrallenme sartlarindan
2\ = W,z

Q. = Az — Aws (3'27)
Yz = )\z - >\wz

sonuglar: elde edilir.

Lemma 3.1.5. z : M — Q3 C R{ light koni dizerinde bir bir yizey olsun. x(u,v)

yuzeyinin yapr denklemlerinde kullamilan katsayilarin K Gauss egriligi cinsinden

ifadeleri
A = %ewK
o = —levK, (3.28)
P, =—3e"K;

dir.

Ispat. (3.27)'nin ilk esitligi, (3.13)'deki K esitliginde dikkate alnirsa

1
K=—-—c¢"%w,;=—-e"2\= )= —567“”[(

elde edilir. Boylece (3.28)’deki ilk esitlik elde edilir.
Simdi elde edilen bu sonug ile (3.13)’deki K degeri dikkate alinarak, A'nin z ve
Z'ge gore kismi tiirevi alinirsa
A, = —%wze“’K - %ewKz

= —jw.e" (—e w.z) — 1" K,

- ;wzwzz - %ewKz
= ;wz (2\) — —e“’K
1 w
= \w 56 Kz
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= %w; (2)\) — %eng
= \w; — 1" K;
egitlikleri elde edilir. Bu egitlikler (3.27)'nin ikinci ve tiglincii dekleminde dikkate

aliirsa

Y =\, — Aw,
= \w, — %ewKZ — Aw,
1 _w
= —56 KZ
0. = Az — Aw;
— )\'lUg - %eng - )\wg

- _%eng
esitliklerine ulagilir ki, bu da (3.28)’deki son iki esitligi verir. O

Tanim 3.1.2. x : M — Q3 bir yiizey olsun. Q> deki x(u,v) yizeyinin H ortalama
eqgriligi
1
H= 5 (Ax,y) (3.29)

ile tamamlamir. Eger H = 0 ise, z(u,v) yizeyine Q3 tizerindeki sifir ortalama egrilikli

ylzey denir [6].

Teorem 3.1.3. v : M — Q* C R} light koni tizerinde bir yiizey olsun. z(u,v)

ylizeyinin H ortalama egriligi ile K Gauss egriligi arasinda
K+2H =0 (3.30)

bagintisy gecerlidir.

Ispat. (3.26)’daki yap: denklemlerinden . esitligi ile (3.28)’deki ilk esitlik, (3.12)
esitliginde dikkate alinirsa
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=2e " r — 2y
= 26*“’( lewK)x— 2y
=—Kzr—2y

sonucu elde edilir. Bu sonug ile (3.20)’deki ilk iki esitlik (3.29)’da goz éniine alinirsa

H =1i(Azy)
=3 (—Kz—2y,y)
=5 {-K (z.y) —2(y.9)}
=-1K
ifadesi elde edilir ki bu da ispati tamamlar. Il

x ylizeyinin ortalama egriligi ile Gauss egriligi arasindaki bu bagintidan asagidaki
sonuca ve ortalama egriligin Christoffel semboller cinsinden ifadesini veren agagidaki

lemmaya ulagilir.

Sonug 3.1.4. z: M — Q3 C R light koni tizerindeki yiizey icin asagidaki ifadeler
denktir.
i) x: M — Q3 bir flat yizeydir.

i) v M — Q3 yiizeyi sufir ortalama egrilikli bir yiizeydir.

Lemma 3.1.6. Q3 light koni iizerinde (u,v) isothermal parametreleri ile verilen

x(u,v) ylzeyinin H ortalama egriliginin, Christoffel semboller cinsinden ifadesi

H=-e"((y),+ (iT1),) (3.31)

N | —

seklindedir.

Ispat. (3.30) esitligi, (3.17) esitliginde dikkate almirsa kolay bir hesaplama ile (3.31)
elde edilir. 0

Simdi, x ylizeyinin sifir ortalama egrilikli bir yiizey olmasi durumunda denk

oldugu yiizey tipini veren agagidaki teoremi verelim.
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Teorem 3.1.4. x : M — Q® ylizeyi, sufir ortalama egrilikli yiizey olsun. Bu
durumda bu yuzey, asaqidaki yizeylerden birine denktir.
i) x: M — Q3 yiizeyi total umbilik bir yizeydir.

it) x(u,v) = a (sinu, cosu,sinh v, coshv), 0 #a € R

Ispat. z(u,v) yiizeyi sifir ortalama egrilikli bir yiizey olsun. Bu durumda, (3.30)’dan
K Gauss egriligi de sifirdir. Boylece (3.28)’den, A = ¢; = @, = 0 ve p; = 0
= ¢ = sabit.

Kabul edelim ki; ¢ = sabit # 0. K Gauss egriligi sifir oldugundan yiizey flattir.
Bu durumda w = 0 olacak sekilde parametreler segilebilir. Parametre degisimini

¢ = ¢ olacak sekilde yapilabilir. w = A = 0 oldugu dikkate alinarak (3.26) yap1

denklemleri
= YT Tzz = QT Tzz = Y (3 32)
yz - _(sz yf - _(pxz
halini alir. (3.6)’dan
I’z:%<xu_zxv):> xzz:%{% Zm” _Zé ([E —il‘v)v}
o 1_11 (Lo — 20%yy)
vz =5 (g +iny) = @z = 5 {5 (@ +iny), +i5 (20 + i), (3.33)
Tzz = le («T — Ty + 2quv> |
T, = (g —ixy) = 2z = 5 {5 (24 —i2y), + i3 (0, — izy), }
Tyz = le (xuu + mvv)

sonuglar elde edilir. Ayrica, (3.32)’deki y, ve y; esitliklerinde, (3.6) dikkate alinirsa

1 .
Y = 5 Yu — Wy = —YTz . .
2( ) :yu_lyv:_go(xu'f’zxv)

= _90% (T +i7y)
1 .
Yz = 5 (Yu + Wy = —PT, . .
2( ) ) ' :>yu+1yv:—gp(:pu—zxv)
= — 5 (Ty — iTy)
sonuclar elde edilir ki buradan; y, = —pz, ve vy, = pz, sonucuna ulagiriz. Bu

sonug ile (3.33)’deki sonuglar, (3.32)’de dikkate alinirsa
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Tuy — Loy + 20Ty = 4901'7

Toyu — Tov — 22$uv = 490x7
(3.34)
Ty T Ty = —41%

L Yu = — P, Yo = PLy.
esitlikleri elde edilir. (3.34)’deki ilk iki esitlikten x,, = 0 elde edilir ki, bu da z(u, v)

yiizeyinin z(u,v) = f(u) F g(v) bigiminde oldugu anlamima gelir. Bu durumda
z(u,v) = f(u) F9v) = o, = f'(u), z,=F7(v)
Loyu = f”(u), Loy = :Fg”(v)

dir ve (3.34)’deki {iglincii esitlik dikkate alinirsa
—4y = Ty + T = [ (u) F ¢"(v)
elde edilir. Bu sonucun tiirevinde (3.34)’deki son esitlik gz oniine alinirsa
—dyy = ["(u) = dpry = ["(u) = dpf'(u) = f"(u)

—dy, = T¢"(v) = —dyz, = F¢"(v) = —deg'(v) = ¢"(v)

diferensiyel denklemleri elde edilir. Bu diferensiyel denklemlerinin ¢oziimiinden

ai,as,as, ay € R} olmak iizere;

@ > 0 igin;
f(u) = aysinh(2,/@)u + az cosh(2,/9)u,
g(v) = agsin(2,/P)v + a4 cos(2,/P)v

ve

¢ < 0 i¢in;
f(u) = ay sin(2y/—p)u + as cos(2y/—¢)u,
g(v) = azsinh(2y/—¢)v + a4 cosh(2/—¢)v

elde edilir.

Simdi ise kabul edelim ki, ¢ = 0 olsun. ¢ = (x.,,y) ifadesinde (3.33)'deki ilk
esitlik ile (3.22) esitligi dikkate alinirsa,
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M (@uu — Tow — 2i40) L Y)
{(Zuww, y) = (@ov, y) — 20 (Tuw, ) }
= 1{2e"hyy — 2€"hgy — 4ie”hio}
= 1" {h11 — hoy — 2ih5}
elde edilir. Buradan, ¢ = 0 olmasi hy; = hgs ve hijs = 0 olmasim gerektirir ki, bu

da yiizeyin total olarak umbilik yiizey oldugunu gosterir. O]

Calismamizin bundan sonraki kisminda x yiizeyine konformal olarak denk ytizey
ile x ylizeyinden tiiretilen yiizeyi ele alip, = yilizeyinin sifir ortalama egriligine sahip

olmasi durumunda bu yiizeylerin durumlarini inceleyecegiz.

Uyar: 3.1.1. 0 : M — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak tizere Q3 deki
bir x(u,v) yizeyine bagh olarak tanmimlanan T(u,v) = e’x(u,v) yizeyi de Q3 de bir

yuzeydir. Gercekten
(#,%) = (e"x,e7) = € (z,7) =0

dir. Aymi zamanda,

(dZ,dz) = €** (dx,dz)

oldugundan Z(u,v) ve x(u,v) yizeyleri konformal olarak denk yizeylerdir. Ayrica
(3.3) den,
(dz,dT) = e* (dw,dz)

=e27e¢¥(dz @ dz + dz ® dz)

=2 (dz @ dz + dz ® dz)

=e"(dz ® dz + dz @ dz)
sonucuna ulagilir. Buradan, W = 20 + w olur. Boylece &(u,v) ylizeyinin K Gauss
eqgriligi

K = —e U, 5
= —e 7 (20 +w),,

= —e e (20,; + w.z)
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ile verilir ve (3.13)’den

K =e % (K —20..e7") (3.35)
olarak elde edilir [6].

H, #(u,v) yiizeyinin ortalama egriligini gostersin. Z(u, v) yiizeyi de @ light koni
{izerinde bir yiizey oldugundan, Z yiizeyinin H ortalama egriligi ile K Gauss egriligi
arasinda (3.30)’dan
K +20 =0 (3.36)

bagintisi yazilabilir.
Boylece x yiizeyi ile & ylizeylerinin ortalama egrilikleri arasindaki bagintiy1 veren

asagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 3.1.7. z(u,v), Q3 de bir yiizey olsun. o : M — R bir diferensiyellenebilir
fonksiyon olmak 1izere T(u,v) = e’x(u,v) ile tamml Q3 deki diger bir yizeyin H
ortalama egriligi ile x yizeyinin H ortalama egriligi arasinda

H=e¢*(H+o..e") (3.37)

bagintisy vardar.

Ispat. (3.35) esitliginde, (3.30) ve (3.36) esitlikleri dikkate ahmirsa (3.37) kolayca
elde edilir. n

o : M — R diferensiyellenebilir fonksiyonu,
o(u,v) =au+buv+cv+d a,bc,d €R (3.38)
ile tanmimlanirsa asagidaki teorem ve sonuclar elde edilir.

Teorem 3.1.5. z : M — Q3 ylizeyinin sifir ortalama egrilikli bir yiizey olmasi
icin gerek ve yeter sart & : M — Q3 yiizeyinin de sifir ortalama egrilikli bir yiizey

olmasidar.
Ispat. (3.38) ile tanimli diferensiyellenebilir o fonksiyonu i¢in, (3.6)’dan

0. =13 (0u—i0,) = 0.z =3 {5 (0 —ioy)

+
N[

(on —i0y), }

1
2
O,z = Lll (0uu + va)



elde edilir ve

Oy = Opp =0=>0,;=0

dir.
x: M — Q3 yiizeyi sifir ortalama egrilikli bir yiizey olsun. Bu durumda H = 0

ve 0,; = 0 degerleri (3.37) egitliginde dikkate alinirsa,

H=e¢% (H + azge’w) =0

elde edilir ki bu da * = e’z yiizeyinin sifir ortalama egrilikli bir ylizey olmasi
anlamina gelir.
Tersine kabul edelim ki Z(u,v) yiizeyi sifir ortalama egriligine sahip olsun. Bu

durumda H = 0 ve 0.z = 0 degerleri (3.37) esitliginde dikkate almirsa

H:e_%(H—i-crzge_w):O:H:O

olmasini gerektirir. Bu da = : M — @Q? yiizeyinin sifir ortalama egrilige sahip

olmas: demektir. O

Teorem 3.1.6. x : M — Q3 yiizeyi flattir gerek ve yeter sart & : M — Q3 yiizeyi
flattar.

Ispat. z : M — Q3 yiizeyi flat olsun, yani K = 0’dir. (3.30)’dan H = 0 elde
edilir. Boylece bir énceki teoremden H = 0’dir. (3.36)’dan K = 0’a ulasilir ki bu
da 7 yiizeyin flat olmasi anlamina gelir.

Tersine kabul edelim ki; # yiizeyi flat olsun, yani K = 0’dir. (3.36)’dan H = 0
elde edilir. Boylece bir 6nceki teoremden, H = 0’dir. (3.30)’dan K = 0’a ulagilir ki

bu da z yiizeyin flat olmasi anlamina gelir. Il
Tanim 3.1.3. z: M — Q3 yiizeyi icin
1 1
y(u,v) = —= Az — - (Ax,Az)x
2 8
ile tanamiy y(u,v) yizeyine Q3 ’de x(u,v) yizeyinden tiretilen yizey denir [6].

Q3 light koni iizerinde tammh z(u,v) yiizeyi haricinde; z(u,v) yiizeyine bagh

olarak tammlanan Z(u, v) = ez (u, v) ve y(u, v) ylizeyleri arasindaki iligkiyi inceleyelim.

o1



Kabul edelim ki; y yiizeyi, u diferensiyellenebilir fonksiyonu igin y(u,v) = e*z(u, v)

gibi yazilsin. Bu durumda
(z,y) = (z,eMz) = " (z,2) = 0

elde edilir ki bu da (3.20)’deki ikinci esitlik ile celigir. Boylece Q3 light koni tizerinde
x(u,v) ylzeyine bagh olarak tammlanan z(u,v) = ez(u,v) ve y(u,v) yiizeyleri
birbirlerinden farkl yiizeylerdir.

r: M — Q3 yiizeyinden tiiretilen y(u,v) yiizeyi de @*’de bir yiizey oldugundan

y ylzeyinin H, ortalama egriligi ile K, Gauss egriligi arasinda (3.30)’dan
K,+2H,=0 (3.39)
bagintis1 gecerlidir.

Teorem 3.1.7. x : M — Q® bir yiizey ve bu yiizeyden tiretilen yizey de y(u,v)
olsun. Bu durumda, z(u,v) yizeyinin sifir ortalama egrilikli bir yizey (veya flat bir
ylzey) olmast igin gerek ve yeter sart y(u,v) yiuzeyinin de sifir ortalama egrilikli bir

ylzey (veya flat bir yizey) olmasidr. [6].
Son iki teoremden asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.5. © : M — Q3 C R} light koni tizerinde sifir ortalama egrilikli bir
ylizey olsun. x(u,v) ylzeyine bagl olarak tanymlanan sifir ortalama egrilikli bir &
yuzeyi asagidaki formlardan birine sahiptir.
i) T = e’x(u,v),
i) & =—3Na—

(Ax, \x) x.

1
8
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