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OZET
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Matematik Anabilim Dali
83+vi sayfa
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Tez Danismani: Prof. Dr. Ahmet Refik BAHADIR

Dort bolimden olusan bu calismanin ilk boliimiinde diger boliimlerde
kullanilacak olan denklemler ve yontemler ile ilgili bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
hatirlanmustir.

Uciincii boliimde 1s1 denkleminin elde edilisi ve 1s1 denklemi i¢in agik, kapali ve
Crank-Nicolson sonlu fark yontemleri farkli sinir sartlar1 i¢in incelenmistir. Farkli sinir
sartlar1 i¢in 1s1 denkleminin agik, kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimlarinin
matris yontemi kullanilarak kararlilik analizleri yapilmistir.

Bu calismanin esas boliimii olan dordiincii béliimde farkli sinir sartlarina sahip
181 denklemlerini ¢ozmek i¢in iistel sonlu fark yontemi kullanilmistir. Ayrica iistel sonlu
fark yonteminin kararlilik analizi ve farkli siir sartlarina sahip tic model problem
incelenmistir. Model problemler klasik ve iistel sonlu fark yontemleri kullanilarak
¢Oziilmiistiir. Son olarak niimerik yontemlerle bulunan sonuglar ile analitik ¢oziimler

karsilagtirilmistir.
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This thesis consists of four chapters. In chapter 1, information about equations
and methods which will be used in other chapters are given.

In chapter 2, we recall some basic concepts and theorems which necessary for
the rest of the thesis.

In chapter 3, that the derivation of the heat equation is given and explicit,
implicit and Crank-Nicolson finite difference methods are examined for heat equation
with different boundary conditions. For the heat equation with different boundary
conditions stability analysis of explicit, implicit and Crank-Nicolson finite difference
approaches are carried out by using the matrix method.

In chapter 4, the main chapter of this thesis, exponential finite difference method
is used to solve heat equations with different boundary conditions. Further, stability
analysis of exponential finite difference approaches and three model problems with
different boundary conditions are examined. The model problems are solved by using
with classical finite difference and exponential finite difference approaches. Finally,

numerical solutions and analytical solution have been compared.

KEYWORDS: Explicit Finite Difference Method, Implicit Finite Difference Method,
Crank-Nicolson Finite Difference Method, Exponential Finite Difference Method,
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1. GIRIS

Dogadaki olaylarin modellenmesi cogunlukla diferansiyel denklemler ile yapilir.
Ancak bu modellemelerde daha ¢ok kismi diferansiyel denklemler kullanilir. Bu agidan
bakildiginda 6zellikle kismi diferansiyel denklemler bir ¢ok bilim dalinda Onemli
uygulama alanmna sahiptir. Ancak kismi diferansiyel denklemlerin non-linerlik,
karmasik geometrik yapilar ve karmasik sinir sartlar1 gibi durumlar yiiziinden cogu
zaman analitik ¢oziimleri elde edilemez. Bu durumda niimerik yontemler kullanilir. 20.
yiizyilin baglarinda kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimleri tizerinde
calisilmaya baslanmistir. Bilgisayarlarin ¢alisma hizlarindaki artis ¢esitli bilim ve
miihendislik dallarinda niimerik yontemlerin kullanilmasini nemli miktarda arttirmastir.
Cok karmagik problemler mevcut hesaplama giicii ile kisa zamanda ¢oziilebilmektedir.
Her niimerik yontemin, fiziksel problemin yapisina bagli olarak avantaj ve
dezavantajlar1 vardir. Fakat her problem icin iyi sonuclar veren bir yontem yoktur.
Ornegin bir boyutlu bir problem igin etkili bir yontem iki ve ii¢ boyutlu problemler icin
iyl sonuglar vermeyebilir. Niimerik ¢6ziimiin elverisli olup olmadig1 analitik ¢oziimii
bilinen bir problem ile test edilebilir.

Kismi diferansiyel denklemleri igeren problemlerin niimerik ¢Oziimii yaygin
olarak sonlu fark yontemleri ve sonlu eleman yontemleri ile yapilmaktadir. Sonlu fark
yontemlerinin dogrulugu Taylor seri agilimindaki kesme hatasinin mertebesi ile kolayca
incelenebilir. Fakat sonlu eleman yontemleri i¢in aym sey sOylenemez. Sonlu fark
yontemleri kolayca formiile edilebilir, kolayca iki ve ii¢ boyutlu problemlere
uygulanabilir ve sonlu eleman yontemlerinden daha az islem gerektirir. Kismi
diferansiyel denklemleri igeren problemlerin sonlu fark yontemleri ile ¢oziimleri basit
olmasina ragmen probleme en uygun sonlu fark yonteminin se¢imi deneyim gerektirir.
En sik kullanilan sonlu fark yontemleri agik sonlu fark yontemi, kapali sonlu fark
yontemi ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemidir. Bu iic yontem klasik sonlu fark
yontemleri olarak ta adlandirilir. Ik kullanilan sonlu fark yontemleri agik ve kapali
sonlu fark yontemleridir. Daha sonra 1947 yilinda Crank ve Nicolson tarafindan agik
sonlu fark yontemi ve kapali sonlu fark yontemi kullanilarak yeni bir kapali sonlu fark

yontemi olan Crank-Nicolson yontemi elde edilmistir[1].



Bu calismada 1s1 denklemlerinin ¢ziimii i¢in kullanilan iistel sonlu fark yontemi
ilk olarak 1985 yilinda M.C. Bhattacharya tarafindan kullanilmistir. M.C. Bhattacharya
1985 yilinda yayinladig1 “An Explicit Conditionally Finite Difference Equation for Heat
Conduction Problems” isimli ¢alismasinda iistel sonlu fark yontemini elde etmis, 1s1
denkleminin bu yontemle ¢6ziimiinli yapmis ve elde ettigi coziimii hem analitik
¢oziimle hem de diger sonlu fark yontemleri ile elde ettigi coziimlerle karsilastirmistir.
Ayrica M.C. Bhattacharya bu ¢alismasinda agik bir yontem olan iistel sonlu fark
yonteminin r > 0.5 oldugu durumlar i¢inde kullanilabilecegi bir teknik geligtirmistir[2].
M.C. Bhattacharya 1986 yilinda yayinladigi “A New Improved Finite Difference
Equation for Heat Transfer During Transient Change” isimli iistel sonlu fark yontemi
izerine olan ikinci ¢alismasinda ise ters cosiniis iistel sonlu fark yonteminden
bahsetmistir[3]. 1987 yilinda M.G Davies ve M.C. Bhattacharya tarafindan yapilan
“The Comparative Performance of Some Finite Difference Equations for Transient Heat
Conduction” isimli iistel sonlu fark yontemi iizerine olan iiglincii calismada iistel sonlu
fark yontemi (veya lineer iistel sonlu fark yontemi), ters cosiniis iistel sonlu fark
yontemi ve polinom diistel sonlu fark yontemlerinden bahsedilmistir[4]. 1990 yilinda
M.C. Bhattacharya tarafindan yapilan bu konu ile ilgili “Finite Difference Solutions of
Partial Differential Equations” isimli dordiincli calismada ise Burgers denklemi icin
tistel sonlu fark yaklagimi verilmis, kutupsal kordinatlarda iki boyutlu Laplace denklemi
ve 151 denklemi i¢in iistel sonlu fark yontemi gelistirilmistir[S]. Son yillarda iistel sonlu
fark yOontemi iizerine yapilan calismalardan birisi ise A. Refik Bahadir tarafindan
yapilan “Exponential Finite-Difference Method Applied to Korteweg-de Vries Equation
Jor Small Times” isimli calismadir. Bu ¢alismada KDV denklemlerinin iistel sonlu fark
yontemi ile ¢oziimleri yapilmis, iki 6rnek alinarak iistel yontem ile bulunan sonuclarin
dogrulugu incelenmistir. Bu inceleme bulunan sonuglarin analitik sonuglarla ve diger
niimerik sonuglarla karsilastirilmasi ile yapilmistir[6]. Ustel sonlu fark yontemi iizerine
yapilan bu caligmalardan iistel sonlu fark yonteminin kismi diferansiyel denklemleri
iceren bir cok probleme uygulanabilecegi sonucu ¢ikarilabilir.

Bu calismanin esas amaci iistel sonlu fark yontemini kullanarak farkli simir
sartlarina sahip 1s1 denklemlerini ¢6zmektir. Bu amagla iistel sonlu fark ydnteminin
kararhligi ve ii¢ model problem ele alinarak iistel yontem ile bulunan sonuglarin
dogruluklari incelenmistir. Bu model problemler klasik ve iistel sonlu fark yontemleri
kullanilarak ¢oziilmiistiir. Son olarak niimerik yontemlerle bulunan sonuglar ile analitik

¢oziimler karsilagtirilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar

verilmistir.

Tanmmm 2.1. m ve n pozitif tamsayilar ve i=12,...,m, j=12,...,n olmak iizere

a;; sayilarinin olusturdugu

alp 4dp2 M@z - 4y

dzy dpy 4z3z ... dpy

A= Cl31 Cl32 Cl33 Cl3n
19m1  9m2  9m3 Amn |

bicimindeki tabloya matris denir. Burada ajj ler matrisin elemanlarin1i, m matrisin

satir sayisini, n ise matrisin siitun sayisim1 gdstermektedir. m satir n siitundan olusan
bir matrise mXn tipinde bir matris denir[7].

Yukaridaki matris A :[ a; ]mx” seklinde de gosterilebilir. Elemanlar1 reel

sayilar olan mXxn tipindeki matrislerin kiimesi IR™, ile gosterilir. Bu tezde gz Oniine

alinacak biitiin matrisler reel sayilardan olugmaktadir.

Tanim 2.2. Satr sayisi siitiin sayisina esit olan bir matrise karesel matris denir. 7

satir n siitundan olusan bir karesel matrise nxn tipinde veya n. mertebedendir

denir[8].

Tanmm 2.3. nxn tipindeki bir karesel matriste a;;,d,,...,d,, elemanlarmin

nn

bulundugu kdsegene esas kosegen denir.

Tanim 2.4. Esas kosegen iizerindeki elemanlar1 1 ve diger biitiin elemanlar1 0 olan

nXxn tipindeki matrise n. mertebeden birim matris denir ve /,, ile gosterilir[8].



Tanim 2.5. Eger bir A=| a;j ] matrisinde her i, j i¢in a;; =0 IR oluyorsa A

mxn

matrisine sifir matris denir.

Tanmim 2.6. Eger A ve B karesel matrisleri, AB = BA =1 ozelligini saghyorsa, B

matrisine A matrisinin tersi denir ve B = A7l le gosterilir. ( B matrisinin tersi de, A

matrisidir ve A= B! ile gosterilir.)[8]

Tanmm 2.7. mxn tipindeki bir A matrisinin, satirlarinm siitun (veya siitunlarmnin

satir) yapilmasiyla elde edilen nxm tipindeki matrise A matrisinin transpozu

(devrigi) denir ve AT ile gosterilir[8].

Tanim 2.8. Transpozu kendisine esit olan karesel matrise simetrik matris denir. Yani

AT = A ise A karesel matrisine simetrik matris denir[8].

Tanmmm 2.9. A, nxn tipinde reel sayilardan olusan bir matris olmak iizere

P(/l) =det(A-AI n ) polinomuna A matrisinin karakteristik polinomu denir[8].

Tanim 2.10. P(1)=det(A— I, ) karakteristik polinomunun kéklerine A matrisinin

karakteristik degerleri (6zdegerleri veya eigen degerleri) denir[8].

Tanmm 2.11. A, A matrisinin bir karakteristik degeri ise (A—Al,)v =0 esitligini

saglayan sifirdan farkli v vektoriine A matrisinin A karakteristik degerine karsilik

gelen karakteristik vektor denir[8].

Tanmm 2.12. nxn tipindeki bir A matrisinin karakteristik degerlerinin mutlak
degerce en bilyiigiine A matrisinin spectral yaricap denir ve p(A) ile gosterilir. Yani
A, i=12,...,n ler A matrisinin karakteristik degerlerini gostermek {iizere

plA)= max|4] dir.

1<i<n

Z




Tanmmm 2.13. f fonksiyonu a noktasini iceren bir aralikta her mertebeden

tirevlenebilir olsun. Bu durumda

o (k)
)= 3 L)

!
im0 K

serisine f fonksiyonunun a noktasi civarindaki Taylor Serisi agilimi denir. Taylor

serisindeki sonlu sayida terimden olusan

no (k)
B [ (a) —a)
p0= ¥ )

polinomuna n. dereceden Taylor polinomu denir[9].
Benzer sekilde iki bagimsiz degiskene bagli f fonksiyonu, (a,b) noktasi

civarinda siirekli bir fonksiyon ve bu noktada her mertebeden tiirevlenebilir ise

- k
)= £ L =2+ 6-0)2 ] slas)

1
k=0 k!

X

- fla)+((=a) 2 (=02 (e

+L[(x-a>i+(y—b)%jzf(a,bn...

2! ox

+l[(x—a)i+(y—b)%jnf(a,b)+---

n! ox
= 1) = £ @0+ (=)L (@04 (-0 L ()
X y
1 pdls 2’ 29°f
+5 (x—a) ax—z(a,b)+2(x—a)(y—b)axay(a,b)+(y—b) ay—z(a,b) +...

seri agilimina f fonksiyonunun (a,b) noktas1 civarindaki Taylor serisi denir[7].



Tanim 2.14. f, [a,b] araliginda siirekli, (a,b) arahginda (n+1). mertebeye kadar
tiirevlenebilir ve x € [a,b] olsun. Bu durumda her xe [a,b] icin xp < E(x)< x olacak

sekilde Syle bir & sayist vardir ki f(x)= P, (x)+Rn (x) yazilabilir. Burada P, (x) ve

Ry (x)

ve

dir. P, (x), n. mertebeden Taylor polinomu, R, (x) ise kesme hatasidir[10].

Tammm 2.15. Asagidaki ozellikleri saglayan |.[:IR" — IR fonksiyonuna vektor

normu denir.

1) Her xe IR" i¢in | x|20,

2) Her xe IR" i¢in |x|=0 < x=0,

3) Her a e IR veher xe IR" igin |ja x| =|of | x|
4) Her xveye IR" igin |x+y| <[ x[+| y|.

xe IR" yani ;cz(xl,xz,...,xn )T olmak iizere en sik kullamilan [, [, ve [, vektor

normlart sirasiyla

n
ey = o+ el -+ = 2 i
i=1



1n2;
R = i
i=1

.., = max x|
dir[10].
Tammm 2.16. Ae IR", olmak iizere, ||.||:1Rnn — IR fonksiyonu asagidaki

ozellikleri sagliyorsa bu fonksiyona matris normu denir. Her A, Be IRnn ve a€ IR

icin

)[4z o0,

2) |A|=0 < A sifir matrisidir.
3) |aa| =|al A

4) |a+B| <[ +|B].

5) [B| <] |B].

Ozel olarak en sik kullanilan /;, I, vel,, matris normlar sirasiyla

4], = max Z | a

1<j<n

|l =+ pla” 4)

l4].. = max2| i

1<i<n

seklinde tanimlanir[10].



Tanmm 2.17. (Tutarhlik): Adim biiyiikliigii (Ax,A¢ v.b.) kiiciiliirken kesme hatas1

da kiiciiliiyorsa sonlu fark yaklagimi asil denklem ile tutarlidir denir[1].

Tammm 2.18. (Kararhhk): Eger niimerik islemler siiresince hata zamanla artip

biiyiik hatalara sebep olmuyorsa ¢dziim yontemine kararlidir denir[1].

Tamm 2.19. (Yakinsaklik): Eger Ax ve At sifira giderken niimerik ¢oziim tam

¢Oziime yaklasiyorsa niimerik ¢oziime yakinsaktir denir[1].

Tanmmm 2.20. Bir yontemin hangi sartlar altinda kararli oldugunun arastirilmasina

kararhlik analizi denir[11].

Teorem 2.1. ( Lax’ in Denklik Teoremi): Bir sonlu fark yonteminin yakinsak

olmasi icin gerek ve yeter sart tutarli ve kararli olmasidir[11].

Teorem 2. 2 : a,b,ce IR olmak iizere

a b
c a b 0
A c a b
0 c a b
L ¢ a_

nxn tipindeki ii¢ diagonal A matrisinin karakteristik degerleri

Ic ST
A =a+2b |—cos , s=1,2,...,n (2.1)
b n+l

c ., ST
A, =a+2b |—|1-2sin , s=1,2,...,n 2.2)
b 2(n+1)

dir[11].



ispat: A, A matrisinin karakteristik degeri ve v =(v{,vs,...,v,) ise A karakteristik

degerine karsilik gelen karakteristik vektor olsun. v #0 olmak iizere karakteristik

denklem Ay = Av dir. Bu denklem sistemi

(a—/i)v1+bv2 =0
cv1+(a—/1)v2 +bv3=0

(2.3)
vy +(a—/1)vj +bvi =0
CV,_1+ (a - /1)\/,1 : 0
seklinde yazilabilir. vy =v, 1 =0 alinirsa bu denklem sistemi genel olarak
evigt(a=A)v;+bv,; =0, j=12,....n 24)
seklinde yazilabilir. (2.4) denkleminin ¢oziimii
vj= Bmlj + Cm{ (2.5)
dir. Burada Bve C keyfi sabitler, m; ve m, ise
c+(a—/1)m+bm2 =0 (2.6)

denkleminin kokleridir. (Bu koklerin farkli oldugu daha sonra gosterilecektir.) (2.5)

denklemi vy =v, ;1 =0 i¢in

0=B+C Q2.7
ve

n+l

0=Bm"" +cm) 2.8)

olur.



Buradan

1
ml n+ 1257w .
—_ =]l=e Ss=12,....n ,i=+—-1

nmyp
dir. Boylece

my €i2s7[/(n+1)

my

olur. (2.6) denkleminin kokleri icin

_C
mymy _Z

yazilabilir. (2.10) ile (2.11) denklemleri arasinda m, yok edilirse

_|c isﬂ'/(n+l)
m = 7 e

olur. Benzer sekilde

/ c —isﬂ'/(n+l)
m2 = 7 e

olur. (2.6) denkleminin kokleri toplami
m+mp = (ﬂ—a)/b

dir.

10

(2.9)

(2.10)

@.11)

2.12)

2.13)

(2.14)



Buradan

d=a+ b\/%(eisﬂ'/(rﬁl) + e—isﬂ'/(n+l)j 2.15)

elde edilir. Boylece A matrisinin n tane karakteristik degeri

Zs:a+2b\/£cosﬂ, s=12,...,n (2.16)
b n+l

olarak bulunur. Kolayca gosterilebilir ki (2.6) denkleminin kdkleri aym1 olmaz ciinkii

my = m, olursa (2.4) denkleminin ¢oziimii
vj=(B+Cjm/ 2.17)

olur. vy =v,,1 =0 oldugundan B=C =0 olur. Buradan y=0 olur ki bu ise

karakteristik deger ve karakteristik vektor tanimina gore miimkiin degildir[11].
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Teorem 2.3. (Birinci Gerschgorin Teoremi): Bir Ae IR", matrisinin

karakteristik degerlerinin mutlak degerce en bilyiigli herhangi bir satir veya siitun

tizerindeki elemanlarin mutlak degerleri toplamlarinin en biiyiigiinii gecemez. Yani bir

Ae IR", igin p(A)<|A], veya p(A)<|A|_ dufl1].

ispat: A, Ae IR", matrisinin karakteristik degeri ve v; =(vj,vy,...,v,) de bu

karakteristik degere karsilik gelen karakteristik vektdr olsun. O halde karakteristik

vektor ve karakteristik deger tammindan Av; = A4;v; yazilabilir. Bu ifade acik bir
sekilde
appvy tagppvy +otay, v, = /7.,-v1
an1vy T asyvy tt+an, v, = /1in

(2.18)
agqvy +agvy +-+ag,v, = Avg

ApV1 + AoV + -+ App vy, = Aivy,

seklinde yazilabilir. vy, v;,v,,...,v, lerin mutlak degerce en biiyiigii olsun. s.

n

denklem vy ile boliiniirse

/’ii = asl[v_lj+as2[v_2j+“.+asn[v_nj (219)
Vg Vg Vs

elde edilir.
Vi <1,i=12,..,n (2.20)
vS

oldugundan
Ai| < lag | +|ago|+ - +|ag,)| (2.21)

olur. Eger A; satir toplamlarinin en biiyiigiine esit degilse |/1i| satir toplaminin en

biiyiigiinden kii¢iik olur. Bu durumda 6zel olarak |/1i| = max|/13| ,s=12,...,n dirf[11].
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Teorem 2.4. (Gerschgorin Cember Teoremi veya Brauer Teoremi):

Ae IR",, matrisinin a ss kOsegen elemani harig

s. satir iizerinde bulunan elemanlarinin

mutlak degerleri toplam1 P, olsun. Bu durumda A matrisinin her bir karakteristik

degeri |/1 —a ss| < P, cemberinin en az birinin i¢inde veya sinir1 tizerinde bulunur[11].

ispat: A;, AeIR", matrisinin karakteristik degeri ve v; =(v,v5,...,v,) de bu

karakteristik degere karsilik gelen karakteristik vektor olsun. v, de v; karakteristik

vektoriiniin mutlak degerce en biiyiik eleman1 olsun. Teorem 2.3 den

v v
A =ag L tas 2|+
Vs Vs

olur. Boylece

12— | <[agy| +|aga] + -+ 0+ -

|A—ag| < Py

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar[11].

13

...+ass+...+asn[v_nj (222)
Vs
Yn
...+0+...+asn — (2.23)
Vs
+|ag| (2.24)



e . .. 1 -1 L
Teorem 2.5. 1, A matrisinin bir karakteristik degeri ise 7 da A matrisinin bir

karakteristik degeridir.

ispat: A, A matrisinin bir karakteristik degeri ise det(A—AI)=0 dir. A tersi olan bir

matris oldugundan karakteristik degerleri sifirdan farkli olmak zorundadir. Boylece

det(A-AI)=0 (2.25)
1 -1
= det[A/i[T I-A D =0 (2.26)
1 -1
= det(A/i)det[TI -A J =0 (2.27)
yazilabilir. 4 # 0oldugundan
det(AA) #0 (2.28)
olur. Dolayisiyla
1 -1
det[7 I-A J =0 (2.29)

1 - 1 _
olmak zorundadir. det{7l —A lj:O olmasi 7 nin A ! matrisinin karakteristik

degeri olmas1 demektir.
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Tanim 2.21.

2
d d
L er)=a’

(x,t), 0<x<L, >0
ot ox

1s1 denklemi ve

(2.30)

Dirichlet siir sartinin birlikte gdz Oniine alinmasi ile elde edilen probleme Dirichlet

siir sarth 1s1 iletim problemi denir[12].

Tanim 2.22.

(x,1), 0<x<L, t>0

1s1 denklemi ve

oT
— ko a—x(OJ)ZCIO(l)

2.31)

o7
ke S5 (L) =g, )
X

Neumann sinir sartinin birlikte g6z 6niine alinmasi ile elde edilen probleme Neumann

sinir sarth 1s1 iletim problemi denir[12].
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Tanim 2.23.

0 0
L wi)=a’

(x,t), 0<x<L, t>0
ot ox

1s1 denklemi ve

ko T 0,1+ mgel0.0)= o 1)
* (2.32)
0T
ky —(L,t)+m;z(L,t)= hy (¢)
ox

Robbin sinir sartinin birlikte goz oniine alinmasi ile elde edilen probleme Robbin siir

sarth 1s1 iletim problemi denir[12].
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3. ISI DENKLEMi VE KLASIK SONLU FARK
YONTEMLERI

3.1. ISI DENKLEMININ ELDE EDILISI

Is1 denklemi, bir kati cisim icinde ve belli bir homojen ortam iginde 1sinin
yayilmasi incelendiginde karsilagilacak onemli bir kismi diferansiyel denklemdir. Is1
denkleminin elde edilmesine gegcmeden Once asagidaki deneysel sonuglar1 hatirlamakta
fayda vardir.

a) Is1akisi, azalan sicaklik yoniindedir.

b) Is1 akis1 hizi, akisin gerceklestigi yiizeyin alan1 ve bu yiizeye dik sicaklik

gradienti ile orantilidir.

¢) Bir cismin sicakliginin degisme miktari, o cismin kazandig veya kaybettigi

181, cismin kiitlesi ve sicaklik degisimi ile orantilidir.

d) Isinin yayildigi ortamin yogunlugu her yerde aynidir.

Yukarida (b) sikkinda belirtilen oranti katsayist k “is1 iletkenlik katsayisi” ve (c)
sikkinda ifade edilen orant1 katsayisi ¢ ise, cismin “1sinma 1s1s1” olarak tarif edilmekte
ve burada bunlarin 1sinin yayildigi ortam icinde her tarafta sabit oldugu kabul
edilmektedir.

Simdi, gbz Oniine alinan cismin veya ortamin, Sekil 3.1. de goriilen herhangi

sonlu bir AV = AxAyAz hacim eleman iginde 1s1 denklemini bulalim.

Sekil 3.1. Is1 denkleminin bulunmasi i¢in gdz 6niine alinan cisim

17



Istnin yayildig1 ortamin yogunlugu 0 olmak iizere gdz Oniine alinan cismin
elemaninin kiitlesi Am = pAxAyAz olur. Yukaridaki (b) sikkinda belirtilen durum,
birinci Fourier yasast olarak bilinir. Buna gore, 6rnegin pozitif x ekseni yOniinde

gerceklesen 1s1 iletimi, o yondeki sicaklik gradienti ile orantilidir ve bu oranti,

L 3.1)
1= ox .

seklinde yazilir. Burada (—) isareti, 11 iletiminin azalan sicakhik yoniinde oldugunu
gostermektedir. (3.1) de goriilen g birim alandan birim zaman i¢inde gecen 1s1 miktari,

7 ise sicakliktir.
Once x ekseni yoniindeki yayilan 1si-enerji denklemini gbz oniine alalim. Bu

durumda, At zaman arali1 icinde HGFE yiizeyinden cisme giren 1s1,
ot
Agq, =—k—| AyAzAt 3.2)
ox |

olur. Benzer sekilde, aymt Az siiresi icinde ABCD yiizeyinden AV cismini terk eden 1s1

ise,

AyAzAt (3.3)
x+Ax

T
Aqyian = —ka—x

seklinde ifade edilir. Oyle ise, ¢ zamani icinde cisim tarafindan tutulan 1s1 miktari,
Ag=Aq, —Aq . p, =Almer) (3.4)

olur. Cisim i¢inde bir ¢ amnda, herhangi bir noktada iiretilen 1s1 miktar1 f (x,y,z,t)

fonksiyonu ile ifade edilmis olsun. O zaman, At zamani i¢inde cisimde iiretilen 1s1

miktari,

Ag' = f(x,y,2,t) AxAyAzAt (3.5)

olur.
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Diger taraftan,

Giren 1s1-Cikan 1s14+Uretilen 1s1=Biriken 1s1 (3.6)

yazilabildiginden, yukaridaki degerler bu bagintida yerlerine yazilirsa,

or or
—k—| AyAzAt +k— AyAzAt + f (x,y,2,1) AxAyAzAt = A(met)
ox X ox x+Ax (37)
= pcAxAyAzAT
elde edilir. Burada biitiin terimler AxAyAzAt ile boliiniirse,
a7t or
k— k— A
T
ox x+Ax ox X +f(x,y,z,t)=,0€£ (38)
Ax At

elde edilir. Simdi bu noktada, Ar ve Ax in birlikte sifira yaklastigin1 diistiniirsek, baska

bir deyisle gbz Oniine alinan cismin sonsuz kiiciik bir cisim oldugunu kabul edersek, o

zaman (3.8) denklemi

0 % or + £ ) or (3.9)
_— I X, ¥, 2, = pC— .
ax | ox »al=pey,

seklinde ifade edilir. (3.9) denklemine bir boyutlu 1s1 iletim denklemi denir. Is1 her
dogrultuda yayildiginda ve pek cok problemde oldugu gibi cisim icinde 1s1 iireten bir 1s1

kaynagi bulunmadiginda genel bir boyutlu 1s1 iletim denklemi

2
o7 0T
—(x,1)= o 5 (x,7) (3.10)
ot ox
olarak elde edilir. Burada
a2 =PC 3.11)
k

dir[13].
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3.2. ISI DENKLEMI ICIN KLASIK SONLU FARK YONTEMLERI

3.2.1. A¢ik Sonlu Fark Y 6ntemi

Is1 denklemini

T
= (x,1),0<x<L,t>0 (3.12)
ot ax2

7(0,1)=7(L,1)=0, >0 ve 7(x,0)=f(x), 0<x<L

sartlarina bagl olarak gz oniine alalim. M >0 ve M bir tamsay1 olmak iizere h =—
M

dir. Burada ki 2 degeri x yOniindeki adim uzunlugudur. Benzer sekilde zaman adimi

ise k ile gosterilebili. Bu durumda i=0,1,2,....M ve j=0,12... igin (x.7;)
digiim noktasi x; =ih ve r; = jk dir. ¢ ye gore birinci tiirev i¢in Taylor seri agilimi

kullanilarak ileri fark yaklasimi

ot oot jn)-elor;) & 9%
E(xi’tj): l j+k S —Tat—z(xi,ﬂj) (3.13)

olarak elde edilir. Burada u; € (t jot j+l) dir. Benzer sekilde x e gore ikinci tiirev igin

Taylor seri agilim1 kullanilarak merkezi fark yaklagimi

2 .4
07 (xi’tj): T(Xi+1,lj)—ZT(xiz,tj)+T(xi—1,lj) B ilzz 0 : (f,-,tj) (3.14)
ox h ox

olur. Burada &; € (x;_y, x;,,) dir.
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Boylece (3.13) ve (3.14) denklemleri kullanilarak (3.12) denklemi

T(xi’tj+l)_7(xi’tj)_ o T(xi+1’tj)_2T(xi’tj)+7(xi—l’tj)
k h2

2 2 4
_koTr( O\ 2h 9T
N (. 1)) -e 5 ax4(§l,t]) (3.15)

S

seklinde yazilabilir. Boylece (3.12) denklemi i¢in sonlu fark denklemi

j+l J J J J
-1 e T =21 +T, —0

k n?

T.

1

(3.16)

olur. Burada T-j T(x,-,t j) nin yaklasik degeridir. Bu yontem icin kesme hatasi

1

O(k + hzj mertebedendir. Ayrica 0 < x < L olacak sekildeki her x icin 7(x,0)= f(x)

baslangic sartindan i =1,2,...,M icin Tl-0 = f(x) yazilabilir. Benzer sekilde 7(0,¢)=0

ve 7(L,1)=0 sartlarndan Tj =T, =0 degerleri elde edilir. (3.16) denklemi yeniden

diizenlenirse

o o
7 =+ (=201 +0T (3.17)
olur. Burada
052 k
r=a —
h2

dir[10].
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Her i=12,...,M —1 i¢in T-0 :f(x,-) ve her j=0,1,2,... icin TA; :Toj =0 almrsa

1

bu yaklasim matris formunda

T1j+l _(1 - 21") r i le
T2j+l r (1—2r) r sz
: _ . : (3.18)
TAfl-‘-—lz r (1-2r) r TAZI 5
TA{Itll S r (-2 TAZI 1
) 4 7U)
veya j=0,1,2,... olmak iizere
70U+ Z 47 () (3.19)

seklinde de yazilabilir. Bu yonteme acik sonlu fark yontemi denir. Ac¢ik yontemin
sematik gosterimi Sekil 3.2. de verilmistir. Sekilden de goriildiigii gibi (n+1). zaman

1
adimindaki Tl-n+ bilinmeyenleri n. zaman adimindaki T,-’il, T,-n ve TiL degerleri

kullanilarak hesaplanmaktadir[10].

<«——— Dbilinmeyen
degerler

- bilinen
degerler

h h

Sekil 3.2. A¢ik yontem i¢in diigiim noktalarinin gosterimi
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Dirichlet Sumr Sartl Ist Iletim Problemi

Kabul edelimki i=0 ve i=M icin x=0 ve x =L de sinir sartlar

To =17(0,1)= £, (t)
(3.20)
Ty =7(L.1)= £, (1)

seklinde verilmis olsun. Boylece (3.17) denklem sisteminde TO” ve Ty, smir degerleri

her zaman bilinecegi i¢cin M —1 tane digim noktasinda Ti”+1, i=12,...M -1

bilinmeyen degerleri icin M —1 tane agik denklem elde edilir. Hesaplamalarin
algoritmasi asagidaki gibidir.
1) n=0 icin hesaplama yapmaya baglanir. Baslangic sartlarindan denklemin sag

tarafindaki degerler bilindigi i¢in (3.17) denkleminden ilk zaman adiminin sonunda
Til, i=1,2,...,M —1 degerleri hesaplanr.
2) n=1 i¢in Onceki zaman adimindan denklemin sag tarafindaki bilinen degerlerden

ikinci adimin sonunda (3.17) denklemi kullanilarak Tiz, i=12,..,M —1 degerleri

hesaplanir.
3) Her alt zaman aralig1 i¢in belirlenmis bir sicaklik veya zaman degerine ulasincaya
kadar bu islemler tekrarlanir.

Sonu¢ olarak Dirichlet sinir sarth 1s1 iletim problemi icin agik sonlu fark

denklemleri,

1
i=licin; " =(=20)11" + 7D +1fo(¢)
1
=23, ,M=2icin; T =T/ +(1-27)T" +1T), (3.21)
1
i=M -1 icin; Tyyy =rTyy o +(1=2r)Tyy_y +1fy (¢)

seklinde olur[1].
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Neumann Swmr Sarth Ist Iletim Problemi

x=0 ve x= L de sinir sartlar1 sirasiyla

o7
—kog(OJ)Z qo(t)

o7
ke S5 (L) =g, 0)
X

(3.22)

olarak verilsin. Burada ¢, ve ¢q; swrasiyla x=0 ve x=L de uygulanmis olan 1s1

akigidir. (3.22) sinir sartlart i¢in merkezi fark formiiliiniin kullanilmasi ile

Th-1"
i=0 icin; —kg————L=
¢ 0 2 490
Th 1!
¢ L 7 qr
sinir sartlar1 olarak elde edilir. Burada T} ve Ty, 17 v

noktalarindaki sicakliklardir. Bu sicakliklar1 yok etmek icin

noktalarinda (3.17) denklemi g6z 6niine alinirsa sirasiyla

1
T0n+ = I‘T_nl + (1— 2I‘)T0n + I‘Tln

1
Tar =Ty 1 +(=2¢)Tyy +1Thy 4

denklemleri elde edilir.

24

(3.23)

e “M +1” hayali
i=0 ve i=M
(3.24)



(3.23) denklemleri ile tanimlanmig sinir sartlarinin (3.24) denklemleri ile birlikte goz

Oniine alinmasiyla

h
i=0 icin; T = (1-21)T0 +2rT" + Zr%
0

(3.25)

. - h
i=M icin; T = 2rTyy  +(1=2r)T3; +2r%

L

denklemleri elde edilir. Sonu¢ olarak Neumann sinir sartl 1s1 iletim problemi i¢in agik

sonlu fark denklemleri,
. 1
i=0icin; Ty =(1-2¢)1y +2,T]" +2ryy

1
=12, M—1ici; T, =T +(1=20)1" + 7T}, (3.26)

i=M icin; Toy =27y +(1=21)Ths +2r7,

elde edilir. Burada

hqg hqr
_hao -, ML 3.27
70 ko 7L K (3.27)
ve
a’k
}" =
B2
dir[1].

25



Robbin Sumr Sarth Isi Iletim Problemi

x=0 ve x =L de sinir sartlar1 sirasiyla

aT(

_kog

0,1)+mqz(0,1)= hy ()

(3.28)

kL?(L,thLT(L,t):hL(t)
X

olmak iizere burada i =0 ve i =M sinir noktalarinda sicakliklar bilinmiyor. Buradaki
iki smir sart1 kullanilarak iki denklem elde edilir. Merkezi fark formiiliinii uygulamak
icin ¢0zlim bolgesinin 4 birim solunda ve saginda sirasiyla “-1” hayali noktasi ve bu

noktada T} sicakhigini “M +1” hayali noktasinda Ty, sicakligim dikkate alalim. Bu

hayali noktalardan faydalanarak (3.28) smnir sartlar1 i¢in merkezi fark yaklagiminin

kullanilmasi ile

/=0 icin; —k 1= +moTp =h
i= s —kg———+m =
¢ 0 " 040 0
(3.29)
n n
Tvgo1=Tap -
i=M icin; k; M+12hM Lovm Ty =h;

olarak elde edilir. Burada “-1” ve “M +1” hayali noktalarindaki sicakhiklar 7"} ve

Ty, dir. Bu sicakliklari yok etmek igin i=0 ve i=M igin (3.17) denklemi goz

Oniine alinirsa sirasiyla

1
T0n+ = I‘T_nl + (1— 2I‘)T0n + I‘Tln

(3.30)

1
Tay =rTyy_ +(1=2r)Tyy +rTyp oy

elde edilir.
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(3.29) denklemleri ve (3.30) denklemleri arasinda T_”1 ifadesi ve T,(fl 4 1fadesi yok

edilirse
h hh
i=0 igin; Ty =| 1-27 140 | 1) 4 21" 427 200
ko ko
(3.31)
. .. 1 h hh
i=M igin; TIZ+ =2rTyy 1 +| 1-2r 1+ 2L Ty +2r—L
kp kp

olur. Sonu¢ olarak Robbin simr sartli 1s1 iletim problemi icin ac¢ik sonlu fark

denklemleri,

i=0 igin; Ty = (1=2rB, I +2rT" + 217,
i=12,...M -1 icin; T/ =T/ +(1-2r)I]" + 1T/ (3.32)
i=M igin; Ty =2rTy  +(1=2rB, )i +2ry;

olarak elde edilir. Burada

hm, hh
Bo=1+—L2, yp=—"2
ko ko
(3.33)
hm hh
kp, kr,
a’k
r:
B2

dir[1].
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3.2.2. Kapali Sonlu Fark Yontemi

Is1 denklemini

2
ﬂ(x,t)zazﬂ(x,t), O0<x<L,t>0
ot axz

7(0,t)=7(L,t)=0, >0 ve 7(x,0)= f(x), 0<x<L

o7
sartlarina baglh olarak g&z Oniine alalim. Taylor seri a¢ilimi kullanilarak —— (xl- iy 1)

ot
tiirevi icin geri fark yaklagimi
2
o7 T(xi’tj+l)_7(xi’tj) k ot  —
— .t )= +— Xi 3.34
ot (l ]+l) k ) atz (l:u]) ( )
2
larak alinabilir. Burada ,u_je tj.tj41)dir 2 X;,tjy1) i¢in ise (3.14) denkleminde
© 2
ox
J yerine j+1 alinirsa (3.12) denkleminden
T(xi’tj+l)_ T(xi’tj)_ o 7(xi+l’lj+l)_ 2T(xi’lj+l)+ T(xi—l’ljﬂ)
k h2
2 2 4
kor(. —— 2hdr
:_E—z(xi,,uj)—a 1——4(fi,tj) (3.35)
ot ox

elde edilir. Burada & e (x;,_;,x;,,) dir. Boylece (3.12) denklemi icin sonlu fark
denklemi

. JHL
i -T2 T =217 +T5

2
k h

=0 (3.36)

olur.
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(3.36) denklemi yeniden diizenlenirse

j+1 j+l

. .
'y +(+2nr =y =T

(3.37)

olur. Burada rzOtzi2 dir. Her i=1,2,...,.M —1 i¢in Tl-O =f(xl-) ve her j=0,1,2,...
h

icin TAfI = Toj =0 alinirsa bu yaklasim matris formunda

_(1 +2r) —r 1 le+1 le
—r (1+2r) —-r szJrl sz
' : = : (3.38)
-r (1+2r) —r Tzétlz T/é—z
- 1+2 j j
I ro 2|7
A — —
(i) ()

veya j=0,1,2,... icin AZUH) = Z(j ) olarak da ifade edilebilir. Yontemin sematik

gosterimi Sekil 3.3 de verilmistir. Buna gore Z(j +1) degerlerinin elde edilmesi icin her

zaman adiminda bir lineer denklem sistemini ¢cozmek gerekir. Bu nedenle bu yontem

kapali sonlu fark yontemi olarak adlandirilir. Yontemde hatanin mertebesi O(k + hzj

dir[10].

Ti+1,n+1

- bilinmeyen
degerler

bilinen
degerler

Sekil 3.3. Kapali yontem i¢in diigiim noktalarinin gdsterimi
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Dirichlet Sumir Sartl Ist Iletim Problemi

Kabul edelimki i=0 ve i=M icin x=0 ve x =L de smir sartlar1 sirasiyla

Ty =7(0.1)= fo(t) (3.39)

Ty =2(L1)=f,(0)

seklinde tanimlansin. Boylece (3.37) denklem sisteminde Tj,' ve Ty, siuur degerleri her

zaman bilinecegi i¢in M —1 tane diigiim noktasinda Tl-”+1, i=12,...M —1

bilinmeyen degerleri icin M —1 tane denklem elde edilir. Sonug olarak Dirichlet sinir

sartl 1s1 iletim problemi i¢in kapali sonlu fark denklemleri,

n+l n+l

i=1 igin; Tln :(1+2r)T1 b —rfO(T)
n+1 n+l

1
i=23,...M =2 icin; T =—rT;"} +(+20)1"" =13 (3.40)

i=M—1icin; Ty, =0+ 27T = T —fy (1)

olarak elde edilir.
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Neumann Swur Sarth Ist Iletim Problemi

x =0 ve x= L de smir sartlar1 sirasiyla

o7
~ko—(0,1) =g, (1)
ox
(3.41)

or
kL_(L’t):qL(t)
ox

burada g, ve g swrasiyla x=0 ve x =L sinirinda uygulanmis 1s1 akisidir. Bu hayali

noktalardan faydalanarak (3.41) smir sartlar1 i¢in merkezi fark yaklasmminin

kullanilmasi ile

i =0 igin; —kol—:qo
(3.42)

n+1 n+l1
Typv1 =Ty

2 =4qL

i=M icin; k;,

1 1
elde edilir. Burada “-1” ve “M +1” hayali noktalarindaki sicakliklar T_nl+ ve TA,/ZI-:l

dir. Bu sicaklar1 yok etmek icin i =0 ve i = M noktalarinda (3.37) denklemi g6z Oniine

alinirsa sirasiyla

1 1 1
Ty =—rT" +(+2r)) " —rT"
(3.43)

1 1 1
TAZ = —”TAT—I + (1 + 2r)TA’/ZI+ — rTA’/ZI:I

elde edilir.
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(3.42) ile (3.43) denklemleri arasinda T ve Tjy, terimleri yok edilirse

1 1 h
i=0 icin; Ton = (1+2r)TOn+ —2rT1n+ —21’%
0

(3.44)

1 1 h
i=M icin; Ty =—=2rTyy +(142°)Ty; —Zr%
L

olur. Sonu¢ olarak Neumann simr sartli 1s1 iletim problemi i¢cin kapali sonlu fark

denklemleri,

1 1
i=0icin; Ty = (1+2r)Ty " —2rT," —2ry,

. o n n+l n+l n+l
i=12,...M—1igin; T, =—rT,_;, +(1+2r)T;  —rT}y, (3.45)

n+

1 1
1 =M igin; TA,/ZI = —ZFTAT_I +(1+ 2r)TM -2ryp

olarak elde edilir. Burada

hq hqy,
=2 = 3.46
70 ko 7L X (3.46)
ve
azk
r =
2
h
dir[1].
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Robbin Sumr Sarth Isi Iletim Problemi
x=0 ve x=L de smir sartlar1 sirasiyla

a7

—ka 2%
Oax

(0,¢)+mgz(0,¢) = ho (z)
3.47)
kLi(L,t)+mLT(L,t) =h, (1)
ox

olmak iizere burada i =0 ve i =M sinir noktalarinda sicakliklar bilinmiyor. Buradaki
iki smr sarti kullamlarak denklem sisteminin ¢6ziimii i¢in gereken iki denklem elde

edilir. (3.47) sinir sartlar1 i¢in merkezi fark yaklasiminin kullanilmasi ile

n+l n+l

. nn -T_ 1
i=0 igin; — ko1 L ymoly =hy
(3.48)
n+l n+l
. . Tapv1—Ty - 1
i=M icin; k; Mth M=1 Ty =hy

esitlikleri elde edilir. Burada “-1” ve “M +1” hayali noktalarindaki sicakliklar T_nl+1

ve TA'/ZITI dir. Bu sicakliklar1 yok etmek amaciyla i = 0 ve i =M igin (3.37) denklemi

g6z Oniine alinirsa sirasiyla

1 1 1
Ton = —rT_nl+ +(1+ 2r)T(;Z+ - rT1n+

(3.49)

1 1 1
TA'/ZI = —rTAT-_l +(1+ 2r)TA’/ZI+ - ”TA’/ZI-:-I

elde edilir.
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(3.48) ve (3.49) denklemleri arasinda T_nl+1 ifadesi ve TA'/ZITI ifadesi ise yok edilirse

h hh
i=0 icin; Ty = [1+ 2r[1+ﬂDT§“ —o ! 2 M0
ko ko

(3.50)

i=M icin; Ty =—2rTp ) + [1 + 2{1 + }’kﬂBTA’}“ - 2r—hkhL
L

elde edilir. Yukaridaki (3.50) denklemleri ile (3.47) sonlu fark denklemi her zaman
adiminda M +1 tane denklemi saglar. Sonug¢ olarak Robbin sinir sartli 1s1 iletim

problemi i¢in kapali sonlu fark denklemleri,

i=0 igin; T)' = (1+2rfo )T - 2,1 =21y
i=12,...M —1igin; T" =—rT" T+ (1+ 27 )1 — 11! (3.51)

i=M icin; Tjy = 2T +(1+ 208 T4 =20y,

olarak elde edilir. Burada

Po =1+ hZ)O ; 702%
(3.52)
Br =1+ i . oYL= }ZZL
L L
e azk
=

dir[1].

34



3.2.3. Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi
Is1 denklemini

2
97 (x1)=a” 9L
ot ox

x1),0<x<L,t>0
7(0,t)=7(L,t)=0, >0 ve 7(x,0)= f(x), 0<x<L

sartlarina baglh olarak gdz Oniine alalim. Yeni bir sonlu fark yontemini elde etmek icin

(3.15) denklemi ile (3.35) denkleminin ortalamalar1 alinir. Boylece

o TRy Ly B R L B
Gl —T 2\ T 220 4Ty Ty —2T7 4Ty |
2 2 N
k h h
kolr( —\ kd’c W o'z
___z(xi’ﬂj)"‘__(xi’ﬂj)_z ——4(1’ ) (3.53)
2 2o 12 5x
olur. Eger (3.53) denklemi i¢in
822'( — 821
2 xiuuj) 5 (Xi’ﬂj)
t

kabul edilirse bu yontem icin kesme hatast O(k”+h>) mertebeden olur. Boylece (3.12)

denklemi ile verilen 1s1 denklemi i¢in sonlu fark yaklasimi

o 2 Jj+l j+ g+l
I -T; a | T -1/ +Tz 1, Ty -2 4T, |
_ + =0 (3.54)
k 2 h2 h2
olarak elde edilir.
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(3.54) denklemi diizenlenirse her i =1,2,...,M —1 ve j=0,1,2,... icin

i+1 i+1 ji+1 ‘ ‘ ‘
— @2 Ay =il -2 T (3.55)

olur. Burada rzOtzi2 dir. Her i =1,2,...,M —1 icin Tio :f(x,-) ve her j=0,1,2,...
h

icin Tj = Tj =0 alinirsa bu yaklagim matris formunda
¢ M 0 y

_(2+2r) —-r ] T1j+1
—r (2+2r) —r T2j+1
-r (2+2r) -r T}é"'_lz
_ i+1
| r (2+2r)_ _TAZI+—1_
A —
Z(/‘H)
_(2—2r) r ] le
r (2—2r) r sz
: (3.56)
r (2—2r) r TA{1—2
2-2 i
I r (2-2r)) T ]
Z(l)
veya j=0,12,... i¢in
ar*) = ) (3.57)

olur. Bu yontemde her j=0,1,2,... icin Z(j ) den Z(j+l) elde edilir. Bu yontem Crank-

Nicolson yontemi olarak bilinir. Bu yontemin sematik gosterimi Sekil 3.4 de

verilmistir[10].
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Ti+1 ,n+1

bilinmeyen
degerler

A

Ti+1,n < bilinen
degerler

Sekil 3.4. Crank-Nicolson yontemi i¢in diigiim noktalarinin gosterimi

Dirichlet Sinir Sarth Isi Iletim Problemi

Kabul edelim ki i=0 ve i=M icin x=0 ve x = L de sir sartlar1 sirasiyla

To =7(0,t)= fo(t)
(3.58)

Ty =(L1)= fL(0)

seklinde tanimlansin. Boylece (3.55) denklem sisteminde TO” ve Ty, sinir degerleri her

zaman bilinecegi i¢in M —1 tane diigiim noktasinda Ti”H, i=12,..M -1

bilinmeyen degerleri icin M —1 tane denklem elde edilir. Sonug olarak Dirichlet sinir

sartl 1s1 iletim problemi i¢in Crank-Nicolson sonlu fark denklemleri,

1 1
i=1igin; (2+20)" =1y = (2= 20)1" +0T5 + 21f (1)
i=23,...,M -2 igin;
1 1 1
- rTlﬁ- +(2+ 2r)Tl-n+ - rTlTl- = rT,-ril +(2- 2’”)Tin + ’"Tir-li-l (3-59)
_ o n+l n+l n n
i=M—1igin; (2+42r)Ty 1 —rTy_o =2 =2r)Tpy _y +rThy_o + 217 (t)
olarak elde edilir.
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Neumann Swur Sarth Ist Iletim Problemi

x=0 ve x =L de sinir sartlar1 sirasiyla

o7
—ko—(0,) =g, (1)
ox
(3.60)

or
kL_(L’t): qrL (t)
ox

olsun. Burada g, ve g; swrasiyla x=0 ve x=L smirinda uygulanmis 1s1 akigidir. Bu

hayali noktalardan faydalanarak (3.60) sinir sartlar1 i¢in merkezi fark yaklagiminin

kullanilmasi ile

20 ol —k N -1
i=0 i¢in; —kg————=
¢ 0 2 q0
3.61)
n n
T =Ty -
i=M igin; kL—M+12h M-l =q

olur. Burada “-1” ve “M +1” hayali noktalar 7' ve Tj,,, degerleri ise bu

noktalardaki sicakliklardir. 77} ve Ty;,, sicakliklarini yok etmek i¢in i=0 ve i=M

noktalarinin g6z Oniine alinmasi ile (3.55) denkleminden sirasiyla

1 1 1
- rT_nl+ +(2+ 2r)T(;1+ - rT1n+ = rT_nl +(2- 2r)T0n + rTln

(3.62)

1 1 1
— rTA’/IItl + (2+ 2r)TA’/II+ — rTA’/IIT,_l = rTA’/II_l + (2— 2r)TA’/II + rTA’/II_,_l

denklemleri elde edilir. 7"} ve T_”lJrl sicakliklarinin, n+1 ve n zaman adimlar igin

(3.61) denklemlerinin birincisinde kullanilmasi ile (3.62) denklemlerinin birincisinde

yok edilir.
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Benzer olarak T}, ve TAZJ;II degerleri (3.61) denklemlerinin ikincisi yardimiyla (3.62)

denklemlerinin ikincisinde yok edilir. Boylece i=0 ve i=M smr digim
noktalarinda sinir sartlarmin sonlu fark yaklasimlari icin elde edilen denklemler

sirasiyla

h
Q+2r ! 2" = - 201 2rT +4r kqo
0
(3.63)
1 1 h
Ty @2y = 2T+ 2= 20Ty +4r :L
L

olur. Sonug¢ olarak Neumann sinir sarth 1s1 iletim problemi i¢in Crank-Nicolson sonlu

fark denklemleri,
.. 1 1
i=0 icin; 2+2r)1y " — 2" = (2-20)T + 20T +4ryg

i=12,...,M —1 igin;

1 1 1
" + 20" = = = 20)T T (3.64)

i=M icin; — 2T+ Q4 20T = 20T+ (220 )Th +4ry,

elde edilir. Burada

hq hqr,
_ Mo, _ ML 3.65
%0 % 148 K (3.65)
ve
r= —zk
2
dir[1].
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Robbin Swmr Sarth Isi iletim Problemi

x=0 ve x=L smrinda sicakliklar 7, ve T, olarak tanimlansin. Béylece her

n zaman adiminda (3.55) denklemi, sonraki n+1 zaman adiminda sicakliklarin
belirlenmesi icin M —1 es zamanl cebirsel denklemi olusturur. Boyle durumlarda iki

ek denkleme ihtiya¢ duyulur. x =0 ve x=L de sinir sartlar1 sirasiyla

ity 2Z(0,6)+ g (0,1) = By (1)
ox

(3.66)

d
k, 2 (L) + myz (L) =h, (1)
ox

olsun. i=0 ve i =M diigiim noktalar1 civarinda verilen sinir sartlarinin birinci tiirev

icin merkezi fark formiilii ile sonlu fark yaklagimlari

7' -1/,

n
+mpTy =h
7 0£0 0

—ko
(3.67)

n n
i Tag 1 — Ty
L=

n
+m;Ty =h
" LM L

dir. Burada T} ve Tjy,;, hayali noktalardaki sicakliklardur. (3.67) denklemleri (n+1)

ile n iist indisleri yer degistirilerek (7 +1) zaman adimi icinde yazilabilir. T_nl ve TZZ 41

sicakliklarini yok etmek i¢in i =0 ve i =M noktalarinin g6z oniine alinmasi ile (3.55)

denkleminden sirasiyla

1 1 1
- rT_nl+ +(2+ 2r)T(;1+ - rT1n+ = rT_nl +(2- 2r)T0n + rTln

(3.68)

1 1 1
— rTAn;_I + (2+ 2r)TAnl+ — rTAZT,_l = rTAnl_l + (2— 2r)TAnl + rTAnl_,_l

denklemleri elde edilir.
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T’ ve T_nlJrl sicakliklar1 n+1 ve n zaman adimlar i¢in (3.67) denkleminin birincisinde
kullanilmasi ile (3.68) denklemlerinin birincisinde yok edilir. Benzer olarak Tltnl+1 ve

TA’Z-II sicakliklar1 da (3.67) denklemlerinin ikincisi yardimiyla (3.68) denklemlerinin

ikincisinde yok edilir. Boylece i=0 ve i=M smr digim noktalarinda sinir

sartlarinin sonlu fark yaklagimlar i¢in elde edilen denklemler sirasiyla

h h hh
24 27(14 220y g™t o 2| 2 2r 4+ 20 I 20y 4 4 20
kO k() ko
(3.69)
I h I h kh
2Ty | 24 20+ Ly T = 20Ty | 2= 20 (14 SELy Ty + 4r L
kL kL kL

olur. Sonug¢ olarak Robbin sinir sartli 1s1 iletim problemi i¢in Crank-Nicolson sonlu fark

denklemleri,

.. 1 1
i=0icin; (2+2rB)y " 2,1 = (2218 )Ty +2rT]" +4ryg

i=12,...,M -1 igin;

1 1 1
—r T+ 2T T = -2 T (3.70)

1 1
i=M igin; —2rTyyy +(Q2+2rB )Ty = 26Ty _y + (2= 20 Ty + 47y

olur. Burada

hmo hho
=1+—2, =0
Bo ko Y0 ko
(3.71)
th th
=l4+—L 5 =L
B . YL K
r _—2k
T2

dir[1].
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3.3. KLASIK SONLU FARK YONTEMLERI ICIN KARARLILIK
ANALIZI

Niimerik yontemlerde hesaplama yaparken hesaplayicilar sonsuz dogrulukta bir
hesaplama yapamazlar. Dolayisiyla hesaplayicilar ile sonlu fark denklemelerinin
¢cOziimiinde yapilan hesaplamalarda yuvarlama hatast olusur. Kararhlik analizi
hesaplamalar siirerken hatanin biiylimesini inceler. Kararsiz bir sistem i¢in hata sinirsiz
bir sekilde artar fakat kararli bir sistemde hata belli bir sinir1 gecemez. Kararlilik
analizinde kullanilan en yaygin iki yontem matris ve Fourier (veya von Neumann)
yontemidir. Burada sadece matris yontemi géz Oniine alinacaktir. Matris yonteminde
diferansiyel denklemin sonlu fark gdsterimi ve sinir sartlart matris formunda gosterilir
ve problemin kararliligi katsayilar matrisinin karakteristik degerlerinin incelenmesine
doniisiir. Hata zamanla iistel bir sekilde artmiyorsa ve sistemin en biiyiik karakteristik
degeri 1 den kii¢iik yada 1 e esit ise sisteme kararlidir denir. Sonlu fark yontemlerinin

kararhlik analizi icin matris yontemi asagida verilmistir.
3.3.1. Kararhlik Analizi i¢in Matris Y Ontemi

Bu yontemde diferansiyel denklemi ve smir sartlarimi iceren problemin sonlu
fark gosterimine karsilik gelen matrisin karakteristik degerleri incelenir. j = n i¢in genel

bir sonlu fark denklemi b, c € IR olmak iizere

n+1 n+l n+l n n n
bi1Ti—y +bT;  +bi Ty =ciTioy +¢T; +civTip (3.72)

seklinde olsun.
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Bu yaklasim i=0 ve i=M smir degerleri biliniyorsa i=1,2,...,M —1 i¢in acgik

bicimde
- [ 1]
by by i
by by b3 !
n'+1
by-3 by-2 bu-1]|1),_,
by by n+l
L M -2 M -1 | _TM—I_
B %/_J
Z(n+1)
G 0 Tl COT0n —b0T0n+
q ¢ T, 0
RS : (3.73)
CM-3 CM-2 M-1|Ty_, 0
c c n n n+l
L M =2 M_l__TM—l | _CMTM _bMTM
¢ (n) d
T n
veya

rimt) —er g

T (3.74)
olarak yazilabilir. Burada B ve C, (M —1). mertebeden matrisler, Z("H) elemanlar1
T, 1 T, olan kolon vektorii ve d,, bilinen sinir degerlerinden ve sifirlardan

olusan kolon vektoriidiir. (3.74) esitligi B tersi mevcut bir matris ise A = B~IC ve

fu = B_ldn olmak iizere,

T — o) 4 5, (3.75)

olarak ifade edilebilir.
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Z*, T vektoriine bir yaklasim ise

(n1f _ gl o p (3.76)

r

olarak yazilabilir. Hata

e, =T; -T; (3.77)

olarak tanimlanirsa, (3.76) ifadesi (3.75) ifadesinden cikarilarak

1) — 4,() (3.78)
elde edilir. Buradan
g(") _ Ag(n_l) _ Azg(n_z) — = A"g(o) (3.79)

T
bulunur. Burada g(o) :[elo ,eg,...,el?/l_l} baslangi¢ hatasidir. Baglangic hatas1 =0

noktasinda biliniyor olsun. Bu durumda g(") degerinin ne zaman sinirli oldugu
arastiriimalidir. Bunun i¢in A matrisinin reel, simetrik ve ranki (M —1) olan bir matris
oldugu kabul edilmelidir Bu durumda A matrisi A;,4,,...,4,,_, karakteristik

degerlerine karsilik gelen (M —1) tane lineer bagimsiz W, .W,,....,W,, _, karakteristik

vektorlerine sahiptir. Boylece W , (s=12,...,M —1) karakteristik vektorleri IRM-1
uzayimn bir bazim olustururlar. O halde bu uzaydan alinan bir vektor, W o karakteristik

vektorlerinin lineer birlesimi olarak yazilabilir.
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g(o) € IRM_1 oldugundan g(o) vektorii W karakteristik vektorlerinin lineer birlesimi

olarak

0 = Mila W (3.80)
s=1

seklinde yazilabilir. (3.79) denkleminde ¢ = 47 ¢(®) oldugundan

M -1
=AY aw, (3.81)

s=1

dir. Karakteristik deger ve karakteristik vektor tanimindan A"W . = AW  oldugundan

(3.81) esitligi

M -1
=S g w (3.82)
s=1

olur. Buradan acikca goriildigi gibi g(") degerinin n artarken smirli kalmasi

max|/13| <1 olmasi ile miimkiindiir [11].
S
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3.3.2. Ac¢ik Sonlu Fark Yaklagimi i¢in Matris Yontemi ile Kararhlik

Analizi

Dirichlet Sumr Sartl Ist Iletim Problemi

Dirichlet sinur sartli 1s1 iletim probleminin (3.21) denklemi ile verilen acik sonlu

fark yaklasimi matris formunda

TI'H'1 _(l - 2r) r i Tln _rfo ]
TZ""'1 r (l—2r) r T2" 0
: = : +| (3.83)
n+l n
TM—2 r (1—2r) r TM—2 0
+1 _
L ro(=20)]irp | LA
%/—J
I(n+1) A I(") ZZ
veya
7t — a7l) g (3.84)

seklinde yazilabilir. Teorem 2.2 den A matrisinin karakteristik degerleri

A =(1—2r)+2rcos(%j,s=1,2,...,M—1 (3.85)

veya

A :1—4rsin2(£j,s:l,2,...,M—1 (3.86)
M

dir. Matris yontemiyle yapilan kararlilik analizine gore max|/1s| <1 yani
N

|ﬂs|=‘1—4rsin2(%j <1, 5=12,...,M ~1 (3.87)

olmalidir.
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Buradan

—1S1—4rsin2(£jS1 (3.88)
oM
veya
—23—4rsin2(ﬂj30 (3.89)
oM
bulunur.
- 4rsin2(£j >0 (3.90)
oM
ifadesinden
< ! < % (3.91)
2sin 2 (mj
oM

bulunur. Dolayisiyla 0 < r <1/2 i¢in a¢ik yontem kararlidir.

Neumann Swnr Sarth Ist Iletim Problemi

Neumann smnir sartlt 1s1 iletim probleminin (3.26) denklemleriyle verilen acik

sonlu fark yaklagimi matris formunda

| T-2r)  2r 17 | 2]
T1n+1 r (1—2r) r Tln 0
ES . S (3.92)
TA’/}"'_I1 r (1 — 2r) r TA’/II » 0
_TaTl_ i ! 2r  (1-2r)] Bl 31;75
70D e ¢

veya
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7)) = ar() 4 (3.93)
olarak yazilabilir. Teorem 2.4 den A matrisinin karakteristik degerleri

/11—1-‘1-27‘22}’2/11 =1,
A-(-2r)=2r= (3.94)
b =1+2r==22r= 24 =1-4r

dir. Kararhlik i¢in |/1,-| <1 ( i= 1,2) olmalidir. Buradan
|4 <1 den [I<1 ve |A| <1 icin [1-4r/<1den 0<r<1/2

bulunur. Boylece Neumann sinir sarthh 1s1 iletim probleminin ac¢ik sonlu fark

yaklagiminin ¢oziimii ancak 0 < r <1/2 oldugunda analitik ¢oziime yakinsar.

Robbin Sumir Sarth Ist Iletim Problemi

Robbin smir sartli 1s1 iletim probleminin (3.32) denklemi ile verilen acik sonlu

fark yaklagimmi matris formunda

T T-2e8y) 2 11 1 | 2]
TI"“‘1 r (1-2r) r TI" 0
D= " o+ (3.95)
+1 —
TA’/II i r (1 2r) r TA'/II . 0
| L 2r (=20B0)]| 11 | (2071 ]
— - — - %/_J
T(n+1) A T(n) b
veya
7l — ar() 4 (3.96)
olarak yazilabilir.
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Teorem 2.4 den A matrisinin karakteristik degerleri;

i =0 icin ag, =1-2rfy ve P, =2r oldugundan,

h
A —142rfy =2r= A =1-2r ]:”0,
0
|A-(-2rBy)=2r= (3.97)
h
Ay —142rBy ==2r = A, =1—2r(2+%j
0

i=12,...M -1 i¢in ag, =1-2r ve P; =2r oldugundan,

/13—1+2r=2r3/13 =1,
A-(1-2r)=2r= (3.98)
Ay —14+2r=2r= A4 =1-4r

olur. i =M i¢in ag =1-2rf; ve Py =2r oldugundan,

h
As—1+2rB =2r= A5 =1—-2r L

kg
|A-(1-2rB; ) =2r= (3.99)

h
Ag—1+2rf; =—2r = A :1—2r{2+ﬂ

kp,

dir. Burada kararlilik icin |4;|<1 (i=12,...,6) olmalidir. Burada A; degerleri tek tek

incelendiginde,

|41/ <1 den r < )
hmo/ko

1

bl<lden rs— =
ol <1 den 1 2+ (hmy ko)

|43/ <1 denl| <1,
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|A4] <1 den rS%,

|A5| <1 den r<

th/kL
ve
1
<ldenr<—F—
Vel o 2+ (hmy 1kp)

bulunur. Boylece Robbin smir sarth 1s1 iletim probleminin acgik sonlu fark

yaklasimindan elde edilecek coziimler ancak

1 1
< mi , 3.100
" mm{ 2+ (hmg 1 k) 2+(th/kL)} ( )

oldugunda problem analitik ¢dziimiine yakinsar.
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3.3.3. Kapal Sonlu Fark Yaklasimi i¢in Matris Yontemi ile Kararhlik

Analizi

Dirichlet Sinir Sartl Isi Iletim Problemi

Dirichlet sinir sarth 1s1 iletim probleminin (3.40) denklemi ile verilen kapali

sonlu fark yaklasimi matris formunda

_(1 + 21") -r Tl Tl l’fo
-r (1+2r) —-r T;H T2" 0
. o=l | (3.101)
-r (1+2r) -r TAZJ’-—IZ TA’/ZI—Z 0
_ 1+2 n+l n
S r (2] [ T-1] | Tm—1] £C,L_—,
4 7o) ) b
veya
AT =1 4 p (3.102)
olarak yazilabilir. Boylece
7l Z o170 4 g1y (3.103)

elde edilir. Burada kararlilik analizi i¢in A~ matrisinin karakteristik degerlerine ihtiyag

vardir. Teorem 2.5 den A, A matrisinin karakteristik degerlerini gostermek iizere A7l

matrisinin karakteristik degerleri — dir. A matrisinin karakteristik degerleri Teorem
A\

2.2 den

A :(1+2r)—2rc0s(%j, s=12,...M—1 (3.104)
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veya

A =1+4rsin2(ﬂj, s=12,..,M -1 (3.105)
M

dir. Buradan A~! matrisinin karakteristik degerleri

1 1
— = ,s=12,....M -1 (3.106)

A 1t4r sin’ [MJ
2M

olur. Matris yonteminde kararlilik i¢in gerek ve yeter sart max
N

<1 olmasidir. Buna

s

gore

- 1 <1 s=12....M—1 (3.107)

1+ 4rsin2(mj‘
oM

bulunur. Bu esitsizlik her » >0 i¢in saglandigindan yontem sartsiz kararlidir. Boylece
Dirichlet smir sartli 1s1 iletim probleminin kapali yontem ile yaklasik ¢ozimi r
kararhlik parametresinin her secimi i¢in analitik ¢dziime yakinsar. Yani yontem sartsiz

kararhdir.
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Neumann Swmr Sarth Isi Iletim Problemi

Neumann smir sarth 1s1 iletim probleminin (3.45) denklemi ile verilen kapah

sonlu fark yaklagimi matris formunda

(1+2r) —2r Wt [ e ] T2r]
—r (1+2r) —r TI""'1 TI" 0
- = e (3.108)
_ _ +1
ro(1+2r) el Tt T 0
i =2r (20| et || | (27 ]
A T(n+1) T(n) b
veya
Ar(nt) — ) g (3.109)
olarak yazilabilir. Buradan
7)) — 417 () 4 41, (3.110)

elde edilir. Teorem 2.4 den A matrisinin karakteristik degerleri

A —1=-2r=2r= 4 =1+4r,
A-({+2r)=-2r= (3.111)
M —1-2r==2r= 1 =1

olarak bulunur. A matrisinin karakteristik degerleri /4; ise A™! matrisinin karakteristik

1 1
degerleri Tdegerleridir. O halde kararlilik icin |—|<1 (i=1,2) olmalidir. Buradan
i A

kararhlik parametresi r >0 olarak bulunur. Boylece Neumann sinir sarth 1s1 iletim
probleminin kapali sonlu fark yaklasimi ile bulunan yaklagik ¢6ziimii r kararlilik
parametresinin her se¢imi i¢in problemin analitik ¢6ziimiine yakinsar. Yani yontem

sartsiz kararhidir.
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Robbin Sumr Sarth Isi Iletim Problemi

Robbin sinir sartli 1s1 iletim probleminin (3.51) denklemi ile verilen kapali sonlu

fark yaklasimmi matris formunda

[(1+2rB8y) —-2r 1| g+ ) | [2r0]
—r (1+2r) -r TI""'1 TI" 0
- co =] s |+ | G112
_ _ +1
ro(1+2r) r Ty Ty 0
i =2r 2|\ ptt || g | L2
M =
A Z(n+l) Z(n) b
veya
At ) 4 (3.113)

olarak yazilabilir. Buradan,

7)) — 4170 4 41 (3.114)

elde edilir. Teorem 2.4 den A matrisinin karakteristik degerleri

i=0 i¢in ag, =142rfy ve P, =—2r oldugundan,

h
A —1-2rBy =2r = 4 =1+2r(2+%}
0

A= (+2rBy) =-2r =
hmo

(3.115)

b =1=-2rfy="2r= A4, =1+2r P
0

i=12,...,M -1 icin ag, =1+2r ve P; =—2r oldugundan,

A3 —1-2r=2r= A3 =1+4r,
A-({+2r)=-2r= (3.116)
2,4—1—21‘:—21”22,4 =1
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i=M i¢in ag, =1+2rf; ve P, =-2r oldugundan,

A5 —1-2rB; =2r = Js =1+2r{2+ h:L j
A—(1+2rBy) = —2r = t (3.117)

h
Jo —1-2rB =—2r = Jg =1+2r ]'C"
L

olur. A matrisinin karakteristik degerleri A; ise A™" matrisinin karakteristik degerleri

<1, i=12,...,6 olmalidir. Buradan

1
T degerleridir. O halde kararlilik i¢in
i i
kararhilik parametresi r > 0 olarak bulunur. Boylece Robbin sinir sarthi 1s1 iletim
probleminin kapali sonlu fark yaklasimi ile yaklasik ¢oziimii » kararlilik parametresinin

her secimi i¢in problemin analitik ¢6ziimiine yakinsar. Yani yontem sartsiz kararhdir.
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3.3.4. Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklasimi icin Matris Yontemi ile
Kararlilik Analizi

Dirichlet Sinir Sartl Isi Iletim Problemi

Dirichlet sinir sartli 1s1 iletim probleminin (3.59) denklemi ile verilen Crank-

Nicolson sonlu fark yaklagimi matris formunda

r [ n+l ]
(2 + 2r) —-r T
-r (2+2r) -r TZ’”‘I
+1
—-r (2+2r) —-r TA’/ZI—Z
— n+l
| r (2+2r)_ _TM—l_
A T(n+1)
[(2-2r) 10 1" | [2fo]
r (2 - 2r) r T2" 0
' N E (3.118)
r (2— 2r) r TA’/ZI—Z 0
I ro @=20)]|rp | (2L ]
B b
veya kisaca
arlntt) — pr(n) g (3.119)
olarak yazilabilir. Buradan
7)) Z g-1pr(n) 4 41y (3.120)
elde edilir. Burada B=41,; _| — A oldugu goz dniine alinirsa
-1 -1
z(”“) :(4A —IM_IJY_"(")+A b (3.121)

olarak yazilabilir.
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A, A matrisinin bir karakteristik degeri olmak iizere 4A™1—1 M—1 Mmatrisinin

4 4
karakteristik degeri — —1 dir. Bu yontemin kararli olabilmesi i¢in 7—1 <1 yani

A >2 olmalidur.

Diger taraftan A matrisinin A karakteristik degerleri [2,2+ 4r] araliginda olup
her r >0 i¢in 4 >2 oldugundan yontem sartsiz kararlidir.

Neumann Swmr Sarth Isi Iletim Problemi

Neumann sinir sartli 1s1 iletim probleminin (3.64) denkleminden Crank-Nicolson

sonlu fark yaklasimi matris formunda

[(2+2r)  -2r 17+t
—r (2+2r) -r T1n+1
_ _ +1
r (2+2r) r TA’/ZI—I
| —2r (2+2r)_ TA’/ZIH
A T(n+1)
(2-2r)  2r 11 7o ] T4
r (2-2r) r TI” 0
S P (3.122)
ro(2-2r) r TA’/ZI—I 0
i 2r (2—2r)_ I TA'/II | _4r}/L_
B T(") b

veya

AT+ — pr(n) 4, (3.123)

olarak yazilabilir.
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Buradan

70D = A7'BT™ + A7p (3.124)

elde edilir. Burada B=41,, ; — A oldugundan

Z(n+1) — (414_1 _IM—ljZ(n) +A_1b (3.125)

olur. A, A matrisinin bir karakteristik degeri olmak iizere 4A™' -1 M -] Mmatrisinin

4 4
karakteristik degeri 7—1 dir. Bu yontemin kararli olabilmesi i¢in 7—1 <1 yani

A >2 olmaldur.
Diger taraftan A matrisinin A karakteristik degerleri [2,2+ 4r] araliginda olup

her r >0 i¢in 4 >2 oldugundan yontem sartsiz kararlidir.

Robbin Sumir Sarth Ist Iletim Problemi

Robbin sinir garth 1s1 iletim probleminin (3.70) denklemi ile verilen Crank-

Nicolson sonlu fark yaklasimi matris formunda

[(2+2rB)) -2 T[]
—r (2+2r) —r TI”“‘1
—r (2+2r) —r TA’/ZI“‘_I1
| —2r (2+2rﬁL)_ TAF/ZI+1
A Z(n+1)
(2-2r8,)  2r 11 70 1 [4rp]
r (2—2r) r TI” 0
’ o] (3.126)
r (2—2r) r TA’/ZI—I 0
| 2r (2—2rﬂL)_ i L 4ryr |
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veya

AT+ — pr() 4, (3.127)

olarak yazilabilir. Burada B=41,, ; —A dir. Buradan

Z(nﬂ):(“'A_l_IM—ljz(n)"'A—ll_’ (3.128)

elde edilir. A, A matrisinin bir karakteristik degeri olmak iizere 4A7 11 M1

4
matrisinin karakteristik degeri 7—1 dir. Bu yontemin kararli olabilmesi ig¢in

4 .
‘7 -1 <1 yani A > 2 olmalidur.

Diger taraftan A  matrisinin A4 karakteristik  degerlerinin  hepsi

h h
2+2r(By —1), 2+2r(By +1)] yani |2+2r—2 2440 | arahginda olup
0 0 k
0 0

her r >0 i¢in A >2 oldugundan yontem sartsiz kararlidir.
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4. ISI DENKLEMI ICIN USTEL SONLU FARK YONTEMI
VE MODEL PROBLEMLER

4.1. ISI DENKLEMI ICIN USTEL SONLU FARK YONTEMI

Is1 denklemini
—4Lﬁ=a-—3uJ) 4.1

7(x,0)=d(x), 0<x<L
baslangic sartina bagli olarak gdz 6niine alalim. Bu denklemin analitik ¢6ziimii

7(x.1) = 9(0)6(1) 4.2)
formunda olsun. Burada baslangic sart: 7(x,0)= ¢(x) oldugundan

0(0)=1 4.3)

olur. (4.2) denkleminin ¢ ye gore birinci tiirevi alinirsa

9= p(n 48 (4.4)
olur. (4.2) denkleminin x e gore ikinci tiirevi alinirsa
2060 d-¢ 4.5)
elde edilir.
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(4.4) ve (4.5) ifadeleri (4.1) denkleminde yerlerine yazilirsa

940 _ azed—f (4.6)
dt dx

olur. (4.6) denkleminin her iki taraf1 @@ ile boliiniirse
a ——~L—=-R 4.7

denklemi elde edilir. (4.7) denklemi degiskenlerine ayrilabilir oldugundan esitligin
olmas1 denklemin her iki yamimin sabit bir R sayisina esit olmasi ile miimkiindiir.

(Soguma olmasi durumunda R pozitif alinir.) Boylece

146 _

—R 4.8
0 dt @9
ve
2 ;2
“—d—fz—R 4.9)
? dx

denklemleri elde edilir. (4.8) esitliginin sol tarafi 4 ile carpilirsa

046 _ g (4.10)
6p di

olur. Bu ifade (4.2) ve (4.4) denklemleri kullanilarak yeniden diizenlenirse

1 a_T =
7(x,t) ot

-R @.11)

seklinde yazilabilir.
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Zaman adimi ¢ =k icin yazilabilen bu denklemin 7(x,7) nin sifirdan farkli degerleri

icin bir ¢oztimii vardir. (4.11) ifadesinin her iki tarafinin k£ ya gore integrali alinirsa
7(x,k) = coexp(—Rk) (4.12)

elde edilir. (4.12) denklemindeki c, sabitini bulmak i¢in baslangi¢ sart1 kullanilirsa
T(x, k) = 7(x,0)exp(—Rk) (4.13)

¢

elde edilir. Buradaki R sabitinin degerini bulmak i¢in (4.9) denkleminin sol tarafi 20

ile carpilirsa

o {iﬁ} =—R (4.14)
op dx2
veya
azi{ed—z"’}z—R (4.15)
09 dx2

olur. (4.2) ve (4.5) denklemlerinden

o« 3z
——=-R (4.16)
T(x.0) 3x°
827
elde edilir. (4.16) denkleminde — ifadesi yerine bu ifadenin merkezi fark
ox

yaklagimi, 7 (x,t) yerinede 7,/ yazilirsa

2( i _Agd J
o | Ty —217 +T7,
‘ 2

=—R 4.17)
T/ h

1

olur.
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Bu R degeri (4.13) denkleminde yerine yazilirsa

T_j+1 =T-j

M-j: i+1

J+l _
T, =
veya
l
olur. Bu son ifadede
l
ve

olarak alinirsa

j+1 J J
/" =T, exp{er- }

elde edilir. Bu son ifadeye {iistel sonlu fark (Bhattacharya) denklemi denir[2].

J J J
i1 2T AT
42
J J J
a’k| T — 2T +T
T/
J J
17 +T..,

(4.18)

4.19)

4.20)

(4.21)

4.22)



Dirichlet Sumir Sartl Ist Iletim Problemi

Kabul edelimki i=0 ve i=M icin x=0 ve x =L de smir sartlar1

Ty =7(0,1)= fo(t)
4.23)
Ty =o(L,1)= (1)

seklinde tanimlansin. Boylece (4.22) denkleminde Ton ve Ty, sinir de@erleri her zaman

bilinecegi i¢cin M —1 tane diigiim noktasinda Ti”+l, i=12,...,M —1 bilinmeyen

degerleri icin M —1 tane ac¢ik denklem elde edilir. Sonug olarak Dirichlet sinir sartl 1s1

iletim problemi i¢in iistel sonlu fark denklemleri,

i=1 igin; 7" = Tlnexp{{T; —21) + £, (1) / Tl”}

1

i=23,...M 2 icin; "' =T/ exp{r[Tizl o1 + 1/, / T.”} (4.24)

i=M~1icin; T = TA’}_lexp{r [— 2Ty +Tan + f1 (r)} / TA’}_I}

olarak elde edilir.
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Neumann Swmr Sarth Ist Iletim Problemi

x =0 ve x=L de sinir sartlar sirasiyla

oT
—koa—x(OJ): q0(?)

(4.25)

oT
b )= 0 0)
X

olur. Burada g, ve g; swrasiyla x =0 ve x =L smrinda uygulanmis 1s1 akigidir. (4.25)

sin1r sartlart icin merkezi fark formiiliiniin kullanilmas ile

7 T
A 1 -1
i=0 igin; —kg ————— =
¢ 0 2 q0
(4.26)
T . -T"
i =M igin; kL—M+l2h ML — g,

esitlikleri elde edilir. Burada “-1” ve “M +1” hayali noktalarindaki sicakliklar
sirastyla T} ve Ty, dir. Bu sicakliklari yok etmek igin i =0 ve i =M noktalarinda

(4.22) denklemi g6z Oniine alinirsa sirasiyla

n+l n n n n n

n+l n n n n n

4.27)

elde edilir.

65



(4.26) denklemleri ile tanimlanmig sinir sartlarinin (4.27) denklemleri ile birlikte goz

Oniine alinmasiyla

h
=0 191n, T0n+1 = Ton exp{2r (Tln —Ton + kqo j/TOn}
0

h
i=M igin; TATI = TA'/ZI exp{Zr{TA’/}_l —TA'/ZI + :L j/TAZ}
L

4.28)

elde edilir. Sonug¢ olarak Neumann sinir sarth 1s1 iletim problemi i¢in {istel sonlu fark

denklemleri,

L. n+l n n n n
. .. n+1 n n n n n
i=L2,...M—1icin; T;""" =T; expyr| T;,y = 2T; +T,, |/ T; (4.29)

1
1=M igin; TA’/ZI+ = TA’/ZI exp{Zr (TA’/ZI_I —TA'/ZI +7L j/TA’/ZI}

seklinde olur. Burada

hq hqy,
_hao , _haL 430
0 k 143 K (4.30)
ve
a’k
r:
B2
dir.
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Robbin Sumr Sarth Isi Iletim Problemi

x=0 ve x =L de sinir sartlar1 sirasiyla

_koz_z(o,mmof(o,t): holt)
431)

9
kLa—T(L,t)+mLT(L,t): y (¢)
X

olmak {izere burada i=0 ve i=M sinir noktalarinda sicakliklar bilinmiyor. (4.31)
sinir sartindaki birinci mertebeden tiirevler i¢in merkezi fark yaklagiminin kullanilmasi
ile

Tn n

i =0 icin; —koﬁ

+ moTOn = ho

4.32)

n

. sl TAZ+1_TM—1 n
l=M191n; kLT+mLTM :hL

elde edilir. Burada “-1” ve “M +1” hayali noktalarindaki sicakliklar 7 ve T}, dir.

Bu sicakliklar1 yok etmek i¢in i =0 ve i =M icin (4.22) denklemi goz Oniine alinirsa

sirasiyla
n+l n n n n n
(4.33)
n+l n n n n n
elde edilir.
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Simdi (4.32) ve (4.33) denklemleri arasinda 7] ifadesiile Ty, ifadesi yok edilirse

1 h hh
i=0 icin; Ty =Ty exp{Zr [TI" —[1 + ;"0 jTO" e 0 j / TO"}
0 0

h hh
1=M igin; TATI = TA'/ZI exp{Zr(TA’/lI_l —{1+ :L jTAZ + P L j/TAZ}
L L

olur. Sonu¢ olarak Robbin smnir sarthi 1s1 iletim denklemi i¢in iistel sonlu fark
denklemleri;

(4.34)

. n+l n n n n
i=12,...M -1 icin; T = Tinexp{r(Ti:Z_l —or" + T j / Ti"} (4.35)

1
i=M igin; TZ(/ZI+ = TA’/ZI exp{Zr (TA’/ZI_I —ﬁLTA’/ZI +7r j/TA’/ZI }

olarak elde edilir. Burada

h hh
ko ko
(4.36)
hm hh
Br=1+—L, y=—L
kp, kp,
a’k
}" =
B2

dir.
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4.2. USTEL SONLU FARK YONTEMI ICIN KARARLILIK
ANALIZI

Genel olarak kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in kullanilan acik
sonlu fark yontemleri belli sartlar altinda kararhidirlar. Bir sonlu fark yOonteminin
kararhligini incelemek icin temel olarak bir 6nceki adimdaki sonug ile meveut adimdaki
sonucun oranina bakilir. Eger bu oramin mutlak degeri 1 den kiigiik ise yontem icin

kararhdir denir[14]. Buna gore,

Tij exp<r

E="t = : (4.37)

T T
yani,
j+l

T' .

gzr_.:exp{er} (4.38)
T’

olur. Boylece kararlilik icin

lim |£] <1 (4.39)
k—0

olmalidir. Bunun i¢in (4.38) denklemindeki iistel rM l-j ifadesinin sifira esit olmas1 yada
sifirdan kiiciik olmasi1 gerekmektedir. Ustel ifadedeki r pozitif oldugundan kararlilig:

M l-j belirleyecektir.
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Buna gore

M/ <0 (4.40)
yani
) —or/ +1/
il T Hlcg 4.41)
T_J
l
olmalidir. Buradan
J J J
Ta - 2T + T7, < 0 (4.42)
ise
J J J
Ty +T2, <21 (4.43)
olur. Buradan
J J J
T2 5 i+ T (4.44)

elde edilir. (4.40) ve (4.44) ile verilen kararlilik sartlar1 » nin biiyiikliigii ile dogrudan
ilgili degildir. Fakat r nin degerindeki artig 2Tl-j degerinin le_ 1t Tzil degerinden daha

kiigiik olmasina neden olur. Bu durumda (4.22) denklemi ile ¢6ziim yapmak miimkiin
olmaz. Yapilan hesaplamalar sonucu (4.22) denklemi ile yapilan islemler genellikle

r £0.52 degeri icin kararli olmaktadir[14].

70



4.3. MODEL PROBLEMLER

Herhangi bir niimerik yontemin ne kadar iyi sonu¢ verdigine bakmak igin
niimerik yontem ile bulunan sonuglar analitik ¢6ziim veya diger niimerik yontemlerle
bulunan sonuglarla karsilagtirilir. Bu diisiince ile bu kisimda iistel sonlu fark yonteminin
iyi sonuglar verip vermedigini incelemek i¢in farkli sinir sartlarina sahip problemlerin
klasik sonlu fark yontemleri ile ¢oztimleri ve analitik ¢dziimleri bulunmus, bulunan bu
sonuglar iistel sonlu fark yontemi ile bulunan sonuglarla karsilagtirilmistir. Farkli sinir
sartlar1 i¢in en iyi sonucun elde edilecegi yontem degisebileceginden bu kisimda sirayla
Dirichlet, Neumann ve Robbin sinir sartl: {i¢ 1s1 iletim probleminin ¢dziimleri gbz oniine
alinmastir.

Burada niimerik c¢oziimlerin analitik ¢oziimlere ne kadar yakin sonuglar

verdigini gdérmek icin ||el||, L, ve L., hata normlar1 kullanilmistir. z'(x,t) nin (xm,tn)

noktasindaki niimerik ve analitik ¢oziimleri sirasiyla T(xm,tn) ve T,, olmak iizere

||e1||, L, ve L., hata normlari

1 M-1 Tm"
leil=—— X [I-——"—1

N
)
N | —

dir.
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PROBLEM 1:

0T 3’r
—(x,t)=—(x,1), 0<x<1, t>0
ot ax2

seklindeki 1s1 denkleminin sinir sartlarr ;

, t>0

7(0,t) =0
7(1,1)=0

ve baslangic sarti ;

2x, 0<x<1/2 ise,

T(X,O):f(X):{z(l_x)’ 1/23x£1 ise

olmak {izere problemin analitik ¢6ziimii

1 2 2

8 =21 _
T(x,t) = — Z—Z{Sin — niz'j(sin ni x)e nrt
T n=ln 2

dir.
Tablo 4.1.1. k=0.00001 ve r=0.1 alinarak /s nin farkli degerleri icin tistel sonlu fark yontemi ile elde
edilen sonuglarin karsilastirilmasi

Analitik
X h=0.1 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 | Coziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.094872 0.093726 0.093441 0.093370 0.093356
0.2 0.180472 0.178287 0.177743 0.177607 0.177573
0.3 0.248424 0.245405 0.244656 0.244468 0.244409
04 0.292064 0.288506 0.287622 0.287402 0.287319
0.5 0.307104 0.303358 0.302429 0.302197 0.302106
0.6 0.292064 0.288506 0.287622 0.287402 0.287319
0.7 0.248424 0.245405 0.244656 0.244468 0.244409
0.8 0.180472 0.178287 0.177743 0.177607 0.177573
0.9 0.094872 0.093726 0.093441 0.093370 0.093356
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
Hata
Normu
HeHl 0.014756 0.003653 0.000894 0.000204
L, 0.003516 0.000875 0.000220 0.000056
L, 0.004998 0.001252 0.000323 0.000091
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Tablo 4.1.2. h=0.01 ve ¢r=0.1 almarak farkli k& degerleri icin iistel sonlu fark yontemi ile elde edilen

sonuglarin karsi

lagtirilmasi

Analitik
X k =0.000001 | £=0.00001 | k=0.00004 k =0.00005 | Coziim

0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.093361 0.093361 0.093363 0.093372 0.093356
0.2 0.177590 0.177591 0.177594 0.177611 0.177573
0.3 0.244445 0.244446 0.244450 0.244473 0.244409
04 0.287374 0.287375 0.287380 0.287406 0.287319
0.5 0.302168 0.302169 0.302174 0.302202 0.302106
0.6 0.287374 0.287375 0.287380 0.287406 0.287319
0.7 0.244445 0.244446 0.244450 0.244473 0.244409
0.8 0.177590 0.177591 0.177594 0.177611 0.177573
0.9 0.093361 0.093361 0.093363 0.093372 0.093356
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Hata

Normu
HeHl 0.000118 0.000121 0.000137 0.000222
L, 0.000036 0.000037 0.000041 0.000060
L, 0.000062 0.000063 0.000068 0.000096

Tablo 4.1.3. k=0.00001ve hA=0.01 icin r=0.1 de problemin niimerik ve analitik ¢dziimlerinin
karsilagtirilmast
Crank- Ustel Sonlu
X Acik Kapah Nicolson Fark Analitik
Yontem Yontem Yontemi Yontemi Coziim

0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.093356 0.093365 0.093361 0.093361 0.093356
0.2 0.177582 0.177599 0.177590 0.177591 0.177573
0.3 0.244433 0.244456 0.244445 0.244446 0.244409
04 0.287360 0.287388 0.287374 0.287375 0.287319
0.5 0.302153 0.302182 0.302168 0.302169 0.302106
0.6 0.287360 0.287388 0.287374 0.287375 0.287319
0.7 0.244433 0.244457 0.244445 0.244446 0.244409
0.8 0.177582 0.177599 0.177590 0.177591 0.177573
0.9 0.093356 0.093365 0.093361 0.093361 0.093356
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Hata

Normu
HeHl 0.000074 0.000156 0.000118 0.000121
L, 0.000026 0.000046 0.000036 0.000037
L, 0.000047 0.000075 0.000062 0.000063
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Tablo 4.1.4.

k=0.000lve h=0.05 i¢in x=0.2 de problemin

niimerik ve analitik ¢oziimlerinin

karsilastirilmast
Crank- Ustel Sonlu
t Ack Kapah Nicolson Fark Analitik
Yontem Yontem Yontemi Yontemi Coziim
0.01 0.396466 0.396269 0.396370 0.396474 0.431664
0.05 0.290596 0.290694 0.290658 0.290677 0.290866
0.10 0.178200 0.178371 0.178301 0.178295 0.177573
0.20 0.066524 0.066653 0.066589 0.066592 0.066183
0.40 0.009269 0.009306 0.009287 0.009288 0.009194
0.50 0.003460 0.003477 0.003469 0.003469 0.003427
1.00 0.000025 0.000025 0.000025 0.000025 0.000025

Bu kisimda ele alinan Dirichlet sinir sartli 1s1 iletim problemi i¢in iistel sonlu
fark yonteminin etkisini gézlemek amaciyla cesitli hesaplamalar yapilmistir. Tablo
4.1.1. de £=0.00001 ve ¢=0.1 alinarak /4 nin farkli degerleri i¢in iistel sonlu fark
yontemiyle bulunan sonuclar ile analitik ¢6ziimle bulunan sonuglar karsilastirilmistir.
Bu karsilastirma sonucunda en iyi sonucun 4 nin en kiiciik degeri olan 0.0125 i¢in elde
edildigi gozlenmistir. Tablo 4.1.2. de ise h=0.01 ve r=0.1 almarak k mn farkl
degerleri icin iistel sonlu fark yontemi ile bulunan sonuclarlarla analitik ¢6ziimle
bulunan sonuglar karsilastirilmistir. Bu karsilastirma sonucunda ise en iyi sonucun k
nin en kiiciik degeri olan 0.000001 i¢in elde edildigi gézlenmistir. Boylece Tablo 4.1.1.
ve Tablo 4.1.2. den Problem 1 i¢in x ve t yOniindeki boliintii sayis1 artarken hatanin
azaldig1 gozlenmistir. Tablo 4.1.3. de k, h ve t degerleri sabit tutularak degisen x
degerleri icin hem analitik ¢6ziim bulunmus hem de sonlu fark yontemleri ile ¢oziim
yapilmistir. Burada ama¢ x degeri degisirken sonlu fark yontemleri ile bulunan
sonuglarin nasil degistigini gozlemektir. Boylece Tablo 4.1.3. de k£ =0.00001, 2=0.01
ve t =0.1 icin analitik ¢6ziim ile bulunan sonugclar ile sonlu fark yontemleri ile bulunan
sonuglar karsilagtirilmig en iyi sonucun bu problem icin acik sonlu fark yontemi ile elde
edildigi gbzlenmistir. Tablo 4.1.4. de k, h ve x degerleri sabit tutularak degisen ¢
degerleri icin hem analitik ¢6ziim hem de sonlu fark yontemleri ile ¢coziim yapilmustir.
Burada ise zaman artarken sonlu fark yontemleri ile bulunan sonu¢larin analitik ¢6ziime
yakinsayip yakinsamadigi gozlenmek istenmistir. Boylece Tablo 4.1.4. de k& =0.0001,
h=0.05 ve x=0.2 i¢in ¢ nin farkli degerlerine karsilik analitik ¢6ziim ile bulunan
sonuglarla sonlu fark yontemleri ile bulunan sonuclar karsilastiriimistir. Bu tabloda ise
t degeri artarken kullanilan sonlu fark yontemlerinde olusan hatanin azaldigi

gozlenmistir.
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PROBLEM 2:

2
0 0
—T(x,t)z ;(x,t),0<x<1,t>0

ot ox

seklindeki 1s1 denkleminin sinir sartlar;

or
—10,¢)=0
ax( )

or
—(1,¢)=2
ax( t)

, >0

ve baslangic sarti;
7(x,0)= f(x)= x> +1+cos(zx), 0<x<I

olmak {izere problemin analitik ¢6ziimii

2
T(x,t) =21+ alre ™! cos(7 x)
dir.

Tablo 4.2.1. k =0.00001 ve ¢ = 0.3 alinarak /# mnin farkli degerleri i¢in {istel sonlu fark yontemi ile elde

edilen sonuglarin karsilastirilmasi

75

Analitik
X h=0.1 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 Coziim
0.0 1.653178 1.652282 1.652107 1.651993 1.651773
0.1 1.660582 1.659729 1.659561 1.659449 1.659239
0.2 1.683049 1.682320 1.682170 1.682072 1.681885
0.3 1.721319 1.720765 1.720650 1.720573 1.720432
0.4 1.776528 1.776200 1.776125 1.776085 1.775999
0.5 1.850122 1.850036 1.850014 1.850017 1.850000
0.6 1.943685 1.943842 1.943896 1.943944 1.944001
0.7 2.058867 2.059237 2.059352 2.059443 2.059568
0.8 2.197120 2.197637 2.197802 2.197934 2.198115
0.9 2.359572 2.360201 2.360402 2.360541 2.360761
1.0 2.546971 2.547641 2.547844 2.547988 2.548227
Hata
Normu
HeHl 0.000384 0.000158 0.000102 0.000064
L, 0.000939 0.000400 0.000261 0.000162
L, 0.001405 0.000586 0.000383 0.000239




Tablo 4.2.2. h=0.01 ve r=0.2 alinarak farkli k degerleri i¢in iistel sonlu fark yontemi ile elde edilen
sonuglarin karsilagtirilmasi

Analitik
X k =0.000001 | £ =0.00001 | £ =0.00004 k =0.00005 | Coziim
0.0 1.540493 1.539205 1.538910 1.538998 1.538911
0.1 1.543575 1.542399 1.542114 1.542202 1.542112
0.2 1.553625 1.552649 1.552389 1.552477 1.552382
0.3 1.572619 1.571885 1.571666 1.571757 1.571650
0.4 1.603554 1.603115 1.602953 1.603047 1.602926
0.5 1.650209 1.650132 1.650039 1.650137 1.650000
0.6 1.716846 1.717148 1.717125 1.717228 1.717074
0.7 1.807741 1.808375 1.808412 1.808520 1.808350
0.8 1.926649 1.927605 1.927689 1.927803 1.927619
0.9 2.076522 2.077851 2.077963 2.078083 2.077888
1.0 2.259296 2.261042 2.261166 2.261288 2.261089
Hata
Normu
HeHl 0.000451 0.000079 0.000019 0.000072
L, 0.001073 0.000165 0.000050 0.000150
L, 0.001793 0.000294 0.000077 0.000199
Tablo 4.2.3. k=0.0000lve hA=0.01 i¢in r=0.2 de problemin niimerik ve analitik ¢dziimlerinin
karsilastirilmast
Crank- Ustel Sonlu | Analitik
X Acik Kapah Nicolson Fark Coziim
Yontem Yontem Yontemi Yontemi
0.0 1.539112 1.536397 1.538934 1.539205 1.538911
0.1 1.542307 1.539573 1.542134 1.542399 1.542112
0.2 1.552562 1.549809 1.552400 1.552649 1.552382
0.3 1.571807 1.569042 1.571663 1.571885 1.571650
04 1.603045 1.600280 1.602933 1.603115 1.602926
0.5 1.650072 1.647311 1.650000 1.650132 1.650000
0.6 1.717097 1.714335 1.717067 1.717148 1.717074
0.7 1.808331 1.805561 1.808337 1.808375 1.808350
0.8 1.927567 1.924781 1.927600 1.927605 1.927619
0.9 2.077816 2.075011 2.077866 2.077851 2.077888
1.0 2.261008 2.258203 2.261066 2.261042 2.261089
Hata
Normu
HeHl 0.000054 0.001424 0.000007 0.000079
L, 0.000114 0.002721 0.000016 0.000165
L, 0.000201 0.002886 0.000023 0.000294
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Tablo 4.2.4. k =0.0001 ve h=0.05 igin x=0.2 de problemin niimerik ve analitik ¢dziimlerinin
karsilastirilmast
Crank- Ustel Sonlu
f Ack Kapah Nicolson Fark Analitik
Yontem Yontem Yontemi Yontemi Coziim
0.01 1.793097 1.793166 1.793147 1.793105 1.792984
0.05 1.634284 1.634512 1.634469 1.634314 1.633903
0.10 1.541993 1.542263 1.542262 1.542044 1.541527
0.20 1.552731 1.552906 1.552838 1.552817 1.552382
0.40 1.855713 1.855684 1.855738 1.855846 1.855611
0.50 2.045879 2.045784 2.045878 2.046026 2.045818
1.00 3.040107 3.039736 3.040043 3.040315 3.040042

Bu kisimda ele alinan Neumann sinir sartl 1s1 iletim problemi igin cesitli
hesaplamalar yapilmistir. Tablo 4.2.1. de £ =0.00001 ve #=0.3 almarak A4 nin farkh
degerleri i¢in iistel sonlu fark yontemiyle bulunan sonuclar ile analitik ¢ziimle bulunan
sonug¢lar karsilastirilmigtir. Bu karsilagtirma sonucunda en iyi sonucun % nin en kiigiik
degeri olan 0.0125 i¢in elde edildigi gozlenmistir. Tablo 4.2.2. de ise h=0.01 ve
t=0.2 almarak k mnin farkli degerleri i¢in iistel sonlu fark yOontemiyle bulunan
sonuglarla analitik c¢oziimle bulunan sonuglar karsilagtirilmistir. Bu karsilagtirma
sonucunda ise en iyi sonucun k =0.00004 degeri icin elde edildigi gdzlenmistir. Tablo
42.3. de k, h ve t degerleri sabit tutularak degisen x degerleri i¢cin hem analitik
¢Oziim bulunmus hem de sonlu fark yontemleri ile ¢oziim yapimistir. Burada amag¢ x
degeri degisirken sonlu fark yontemleri ile bulunan sonuclarin nasil degistigini
gozlemektir Tablo 4.2.3. de ki karsilastirma sonucunda k =0.00001, £2=0.01 ve
t = 0.2 degerleri alinarak bu problem i¢in en iyi sonucun kapal1 bir yontem olan Crank-
Nicolson yontemi ile elde edildigi gozlenmistir. Tablo 4.2.4. de k, h ve x degerleri
sabit tutularak degisen ¢ degerleri icin hem analitik ¢6ziim hem de sonlu fark
yontemleri ile ¢oziim yapilmistir. Burada ise zaman artarken sonlu fark yontemleri ile
bulunan sonuclarin analitik ¢6ziime yakinsayip yakinsamadigi gozlenmek istenmistir.
Boylece Tablo 4.2.4. de k=0.0001, 7=0.05 ve x=0.2 icin ¢ nin farkl degerlerine
karsilik analitik ¢oziim ile bulunan sonuglarla sonlu fark yontemleri ile bulunan
sonuglar karsilastirilmistir. Bu tabloda da ¢ degeri artarken ele alinan biitiin sonlu fark

yontemlerinde olusan hatanin azaldig1 gézlenmistir.
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PROBLEM 3:

2

=2 T (ur). 0<x<l, 1>0
ot o’

seklindeki 1s1 denkleminin sinir sartlarr ;

0 0
(0.0 =7(0,1), L

> > (Lt)=—7(L1)

ve baslangic sart1 ;

7(x,00=1, 0<x<1

olmak {izere problemin analitik ¢6ziimii

) o _ 2
T(x,0) =4 L"Ze 4ot cos[2an(x—ljj
n=1 (3+4anj 2

dir. Burada o, degerleri o tan =1/2 denkleminin pozitif kokleridir.

Tablo 4.3.1. kK =0.00001ve ¢=0.2 almarak A nin farkli degerleri icin {istel sonlu fark yontemi ile elde
edilen sonuglarin karsilastirilmasi

Analitik
X h=0.1 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 Coziim
0.0 0.604148 0.604049 0.604025 0.604019 0.603979
0.1 0.659397 0.659170 0.659114 0.659100 0.659060
0.2 0.703371 0.703043 0.702961 0.702941 0.702901
0.3 0.735324 0.734921 0.734821 0.734796 0.734756
04 0.754713 0.754266 0.754155 0.754127 0.754086
0.5 0.761213 0.760751 0.760636 0.760607 0.760566
0.6 0.754713 0.754266 0.754155 0.754127 0.754086
0.7 0.735324 0.734921 0.734821 0.734796 0.734756
0.8 0.703371 0.703043 0.702961 0.702941 0.702901
0.9 0.659397 0.659170 0.659114 0.659100 0.659060
1.0 0.604148 0.604049 0.604025 0.604019 0.603979
Hata
Normu
HeH1 0.000642 0.000191 0.000079 0.000051
L, 0.000504 0.000149 0.000062 0.000040
L, 0.000647 0.000142 0.000070 0.000041
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Tablo 4.3.2. h=0.01 ve ¢ =0.3 alinarak farkli k degerleri i¢in iistel sonlu fark yontemi ile elde edilen
sonuglarin karsilagtirilmasi

Analitik

X k =0.000001 | £ =0.00001 | £ =0.00004 k =0.00005 | Coziim
0.0 0.509216 0.509216 0.509218 0.509282 0.509177
0.1 0.555654 0.555655 0.555656 0.555718 0.555615
0.2 0.592620 0.592620 0.592622 0.592682 0.592580
0.3 0.619484 0.619484 0.619486 0.619545 0.619444
04 0.635787 0.635788 0.635789 0.635847 0.635748
0.5 0.641253 0.641253 0.641255 0.641313 0.641213
0.6 0.635787 0.635788 0.635789 0.635847 0.635748
0.7 0.619484 0.619484 0.619486 0.619545 0.619444
0.8 0.592620 0.592620 0.592622 0.592682 0.592580
0.9 0.555654 0.555655 0.555656 0.555718 0.555615
1.0 0.509216 0.509216 0.509218 0.509282 0.509177

Hata

Normu
HeH1 0.000059 0.000060 0.000061 0.000151
L, 0.000039 0.000040 0.000041 0.000102
L, 0.000040 0.000040 0.000043 0.000103

Tablo 4.3.3. k£ =0.0000lve h=0.01 icin #=0.2 de problemin niimerik ve analitik ¢oziimlerinin
karsilagtirilmast
Crank- Ustel Sonlu
X Acgik Kapah Nicolson Fark Analitik
Yontem Yontem Yontemi Yontemi Coziim
0.0 0.604016 0.604020 0.604018 0.604018 0.603979
0.1 0.659096 0.659100 0.659098 0.659099 0.659060
0.2 0.702936 0.702940 0.702938 0.702939 0.702901
0.3 0.734791 0.734795 0.734793 0.734793 0.734756
04 0.754121 0.754125 0.754123 0.754124 0.754086
0.5 0.760601 0.760605 0.760603 0.760603 0.760566
0.6 0.754121 0.754125 0.754123 0.754124 0.754086
0.7 0.734791 0.734795 0.734793 0.734793 0.734756
0.8 0.702936 0.702940 0.702938 0.702939 0.702901
0.9 0.659096 0.659100 0.659098 0.659099 0.659060
1.0 0.604016 0.604020 0.604018 0.604018 0.603979
Hata
Normu
HeH1 0.000044 0.000049 0.000047 0.000048
L, 0.000035 0.000039 0.000037 0.000038
L, 0.000037 0.000041 0.000039 0.000039
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Tablo 4.3.4. k =0.0001 ve h=0.05 igin x=0.2 de problemin niimerik ve analitik ¢oziimlerinin
karsilastirilmast
Crank- Ustel Sonlu
f Ack Kapah Nicolson Fark Analitik
Yontem Yontem Yontemi Yontemi Coziim
0.01 0.990684 0.990592 0.990646 0.990690 0.990471
0.05 0.912268 0.912312 0.912325 0.912283 0.911964
0.10 0.834389 0.834412 0.834465 0.834407 0.834195
0.20 0.703022 0.703063 0.703042 0.703047 0.702901
0.40 0.499623 0.499681 0.499652 0.499656 0.499579
0.50 0.421193 0.421255 0.421224 0.421227 0.421174
1.00 0.179339 0.179392 0.179366 0.179367 0.179369

Bu kisimda ele alinan Robbin sinir sartli 1s1 iletim problemi icin cesitli
hesaplamalar yapilmistir. Tablo 4.3.1. de £ =0.00001 ve ¢ =0.2 alnarak /4 nin farkl
degerleri i¢in iistel sonlu fark yontemiyle bulunan sonuclar ile analitik ¢ziimle bulunan
sonug¢lar karsilastirilmigtir. Bu karsilagtirma sonucunda en iyi sonucun % nin en kiigiik
degeri olan 0.0125 i¢in elde edildigi gozlenmistir. Tablo 4.3.2. de ise h=0.01 ve
t=0.3 almarak k nin farklt degerleri i¢in iistel sonlu fark yOontemiyle bulunan
sonuglarla analitik c¢oziimle bulunan sonuglar karsilagtirilmistir. Bu karsilagtirma
sonucunda ise en iyi sonucun k£ nin en kiiciik degeri olan 0.000001 i¢in elde edildigi
gozlenmistir. Tablo 4.3.3. de k, h ve ¢t degerleri sabit tutularak degisen x degerleri
icin hem analitik ¢6ziim bulunmus hem de sonlu fark yontemleri ile ¢6ziim yapilmistir.
Burada ama¢ x degeri degisirken sonlu fark yontemleri ile bulunan sonuglarin nasil
degistigini gozlemektir. Tablo 4.3.3. de ki karsilastirma sonucunda k =0.00001,
h=0.01 ve r=0.2 degerleri alinarak bu problem i¢in biitiin sonlu fark yontemlerinin
birbirlerine olduk¢a yakin sonuglar verdigi gézlenmistir. Ancak en iyi sonug agik sonlu
fark yontemi ile elde edilmistir. Tablo 4.3.4. de k, h ve x degerleri sabit tutularak
degisen ¢ degerleri icin hem analitik ¢6ziim hem de sonlu fark yontemleri ile niimerik
¢O6ziim yapilmigtir. Burada ise zaman artarken sonlu fark yontemleri ile bulunan
sonuglarin analitik ¢oziime yakinsayip yakinsamadigi gozlenmek istenmistir. Boylece
Tablo 4.3.4. de £k =0.0001, 7=0.05 ve x=0.2 icin ¢ nin farkli degerlerine karsilik
analitik ¢oziim ile bulunan sonuglarla sonlu fark yontemleri ile bulunan sonuglar
karsilastirtlmistir. Bu karsilagtirma sonucunda ¢ degeri artarken biitiin sonlu fark

yontemlerinde olusan hatanin azaldig1 gézlenmistir.
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