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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Minkowski 3-Uzayinda Egriler ve
Yiizeylerin Geometrisi” baglikli bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri
diisecek bir yardima basvurmaksizin tarafimdan yazildigim1 ve yararlandigim biitiin
kaynaklarin, hem metin icinde hem de kaynakcada yOntemine uygun bicimde
gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Ahmet KAZAN
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111+vi sayfa

2011
Danigman: Dog¢. Dr. H. Bayram KARADAG

Dort bolimden olusan bu tezin giris boliimiinde konuyla ilgili bazi1 genel
degerlendirmeler yapilmis ve bu konuya temel olan bazi ¢alismalara yer verilmistir.

Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar
verilmisgtir.

Uciincii boliimde, ilk olarak E13 Minkowski 3-uzayinda egrilerin genel yapilar
incelenmis, egrilerin farkli causal karakterleri icin Frenet denklemleri elde edilmis ve
bu denklemler yardimiyla egrilerin egrilik ve burulmalar1 incelenmigtir. Sonra E13 de
sabit egrilikli diizlemsel egriler ele alinmistir. Ayrica yine bu uzayda helisler ve Bertrand
egrilerle ilgili baz1 karakterizasyonlar verilmistir. Bu bdliimde son olarak da spacelike,
timelike ve null normal egrilere yer verilmistir.

Dordiincii boliimde Once spacelike ve timelike yiizey kavramlari tamitilmis ve
ardindan bu yiizeyler i¢in ortalama egrilik ve Gauss egriligi lokal olarak ifade edilmistir.
Ayrica E f’ in umbilik yiizeyleri karakterize edilmistir. Daha sonra, Minkowski 3-uzayinda
donel yiizeyler genel olarak tanitilmis ve bu yiizeyler i¢in bazi sinifflandirmalar verilmistir.
Son olarak da regle yiizeylerin genel yapisi ve timelike regle yiizeyler i¢in bazi karakteri-
zasyonlar verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Minkowski Uzayi, Causal Karakteri, Normal Egri,
Donel Yiizey, Ortalama Egrilik, Gauss Egriligi, Regle Yiizey
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In the introduction chapter of this thesis consisting of four chapters, some general
evaluations have been done about the subject and some studies which are main into this
subject have been presented.

In the second chapter, some fundamental notions which will be used in the later
chapters have been given.

In the third chapter, firstly the general structures of the curves have been investigated
in E 13 Minkowski 3-space, the Frenet equations have been obtained for different causal
characters of curves and the curvature and torsion of the curves have been investigated
with the aid of these equations. After, the planar curves with constant curvature have
been handled in E13 Furthermore, some characterizations about helices and Bertrand
curves have been given in this space. In this chapter, lastly, spacelike, timelike and null
normal curves have been presented in £ 13 .

In the fourth chapter, firstly the notions of spacelike and timelike surfaces have been
introduced and after the mean curvature and Gaussian curvature have been locally denoted
for these surfaces. Moreover, the umbilical surfaces of E 13 have been characterized. After,
the rotation surfaces have been generally introduced in E 13 and some characterizations
about these surfaces have been given. And lastly, the general structures of ruled surfaces
and some characterizations for timelike ruled surfaces have been given.

KEY WORDS: Minkowski space, Causal Character, Normal Curve, Rotation Sur-
face, Mean Curvature, Gaussian Curvature, Ruled Surface
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1. GIRIS

Ismini Alman matematik¢i Hermann Minkowski’den alan Minkowski uzay veya
Minkowski uzay-zaman; en uygun sekilde formule edilmis olan Einstein’in 6zel izafiyet
teorisinin matematiksel yapisidir. Hermann Minkowski, uzayin ii¢c boyutuyla zamanin
boyutunu birlestiren dort boyutlu bir uzay zamani olabildigini 1907°1i yillarda ozel

izafiyet teorisinin de yardimiyla fark etmistir.

Teorik fizikte Minkowski uzay, Oklid uzayindan farklidir. Oklid uzayinda sadece
spacelike boyutlar varken, Minkowski uzay bir timelike boyuta sahiptir. Bu nedenle
bir Oklid uzaymin simetri grubu bir Oklidyen grup iken, Minkowski uzay icin bu grup
Poincare gruptur.

Son yillarda geometriciler ozellikle 3-boyutlu E13 Minkowski uzayinda egri ve
yiizeylerle ilgili bir¢ok ¢alisma yapmustir.

I bir acik aralik ve O € [ olmak lizere ot: [ — E 13 diferensiyellenebilir doniisiimiine
egri denir. E f’ de bir egrinin causal karakteri i¢in belirleyici olan, bu egrinin herbir nok-
tasindaki hiz vektoriinlin causal karakteridir. Herbir noktasindaki hiz vektoriine gore
karakterize edilen egrilerle ilgili pek ¢ok calisma yapilmistir [2, 5, 11].

Ornegin, E* te bir o : I C R — E> egrisi icin ortonormal baz vektorii sis-
temi {7,N,B} olmak iizere, o egrisinin yer vektorii siirekli {N,B} normal diizleminde
yatiyorsa o ya normal egri denir. [15] ve [16] da E13 Minkowski 3-uzayinda spacelike,

timelike ve null normal egriler incelenmistir.

Tanjant diizlemine bagli olarak causal karakteri belirlenen yiizeyler de yine
Minkowski 3-uzayinda dnemli bir calisma alanidir. Ozellikle Oklid uzayinda 6nemli yeri
olan donel yiizeyler ve regle yiizeylerle ilgili olarak Ef’ de de bir¢ok caligmaya rastlan-
maktadir [1, 3, 6, 19-23, 26-28].

A" ikinci temel forma gére Laplace operatorii, A bir 3 x 3 matris ve r : M> —
E13 , Indirgenmis metrikle donatilmis 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda bir donel

yiizeyin bir izometrik immersiyonu olmak iizere, Kaimakamis ve Papantoniou, 3-boyutlu



Lorentz-Minkowski uzayinda

Ay = Ar

sartin1 saglayan parabolik noktalar digindaki donel yiizeyleri siniflandirdilar [9].
Bekkar ve Zoubir [17], 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda sifirdan farkli Kg
Gauss egrilikli donel yiizeyleri
Axi = Aixd
sart1 altinda simiflandirdilar. Bu yiizeylerin ya minimal veya Lorentz-Hiperbolik silindirler

ya da pseudokiireler veya reel veya sanal yarigapli pseudohiperbolik uzay olduklarini is-

patladilar.

Ferrandez ve Lucas [1], E f de s = 0, 1 indeksli M? nondejenere yiizeylerin Lorentz

versiyonunu

AH = \H

sart1 altinda siniflandirdilar. Onlar, M? nin her yerde sifir ortalama egriligine sahip ya
B-scroll yiizeylerin bir agik pargast ya da S'(r) x R, H(r) x R, S} (r) x R, H?(r), S}(r)
yiizeylerinin bir agik par¢asi oldugunu ispatladilar.

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma, giris ile birlikte dort boliimden
olusmaktadir. Ikinci boliimde bazi temel kavramlar verilmistir. Uciincii boliimde, ilk
olarak El3 Minkowski 3-uzayinda egrilerin genel yapilar1 incelenerek, egrilerin farkli
causal karakterleri icin Frenet denklemleri elde edilmis ve bu denklemler yardimiyla
egrilerin egrilik ve burulmalar incelenmistir. Ayrica E13 de sabit egrilikli diizlemsel
egriler ele alinmig ve bu uzayda helisler ve Bertrand egrilerle ilgili baz1 karakterizas-
yonlar verilmistir. Bu boliimde son olarak spacelike, timelike ve null normal egrilere yer
verilmistir. Dordiincii boliimde once spacelike ve timelike yiizey kavramlari tanitilarak
bu yiizeyler icin ortalama ve Gauss egrilikleri lokal olarak ifade edilmistir. Ayrica
Ef in umbilik yiizeyleri karakterize edilmistir. 4. Boliimde yer alan 4.6.1 ve 4.6.3
kisimlart ¢calismamizin orijinal kistmlarini teskil etmektedir. 4.6.1. kisimda, Ff.‘j Christof-
fel sembolleri yardimiyla tanimladigimiz ve Christoffel-like operatorii dedigimiz bir ope-

rator yardimiyla donel yiizeylerin bir simiflandirmast yapilmistir. 4.6.3. kisimda da



sabit egrilikli diizlemsel egriler tarafindan olusturulan donel yiizeyler elde edilerek bu
yiizeylerle ilgili baz1 karakterizasyonlar verilmistir. Son olarak da regle yiizeylerin genel

yapis1 ve timelike regle yiizeyler i¢in bazi karakterizasyonlar verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ileriki boliimlerin daha iyi anlasilabilmesi i¢in 6nce Oklid uzayinda
bazi temel kavramlar tanitilacak, daha sonra da E13 Lorentz-Minkowski uzayinda bazi

temel tanim ve teoremler verilecektir.

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1.1. M bir C* manifold olsun. M iizerinde, vektor alanlarinin uzayr x(M) ve

reel degerli C* fonksiyonlarin halkasi C*°(M,R) olmak iizere,
() x(M) xx (M) — C*(M,R)

seklinde bir i¢ carpim tanimli ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada (, ) iglemine
M {izerinde i¢ carpim, metrik tensor, Riemann metrigi veya diferensiyellenebilir metrik

denir.
M iizerinde
() (M) x X (M) — C*(M,R)
fonksiyonu,
1) 2-lineer,
2) simetrik,
VX e x(M) igin (X,Y)=0=Y =0€ (M)

ozelliklerini sagliyorsa bu durumda da M ye semi-Riemann manifoldu denir [12].

Tanim 2.1.2. M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayi (M) olmak

lzere,
V(M) xx (M) — x(M)
(X,Y) — V(X,Y)=VyxY
fonksiyonu i¢in,
D) VixiovZ = fVxZ+gVyZ,VX,Y,Z € \(M),Vf,g € C*(M,R)

4



2) Vx(fY) = fVxY +(Xf)Y,VX,Y e x(M),Vf € C*(M,R)
ozellikleri saglaniyorsa V ya M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon ve Vx ede X e

gore kovaryant tiirev operatorii denir [12].
Tanim 2.1.3. M bir semi-Riemann manifold ve V, M iizerinde bir afin konneksiyon olsun.
Eger

1) V, C* smifindan,

2) M nin bir A bolgesi iizerinde C* olan VX, Y € ¢ (A) igin

VxY —VyX = [X,Y] (Sifir torsiyon 6zelligi)
3) M nin bir A bolgesi tizerinde C* olan VX,Y € (A) ve VP € M igin
Xp(Y,Z) = (VxY,Z)|p+ (Y,VxZ) |p (Konneksiyonun metrikle bagdasabilme 6zelligi)

ozellikleri saglaniyorsa V konneksiyonuna M iizerinde bir Riemann konneksiyonu ve

Vx e de X e gore Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatorii denir [12].

Tanim 2.1.4. E" n-boyutlu Oklid uzayinda (n-1)-boyutlu yiizey diye E” deki bos ol-

mayan bir M kiimesine denir, dyle ki bu kiime
M={XecUCE"|f:U—R, f(X)=c=sbt, U bir agik kiime, f dif.bilir fonksiyon}

seklindedir. E? de bir yiizeye egri, E- te 2-yiizeye sadece yiizey denir. n > 3 ise genellikle

hiperyiizey olarak adlandirilir [12].

Tamm 2.1.5. E" de bir M hiperyiizeyi ve M nin birim normal vektoér alan1 N olarak

verilsin. E" de Riemann konneksiyonu V olmak iizere, VX € (M) i¢in
S(X)=VxN
seklinde taniml1 S doniisiimiine M iizerinde sekil operatorii veya M nin Weingarten
doniisiimii denir.
M nin bir P noktasindaki sekil operatorii S(P) olmak iizere,
K:M — R

P — K(P)=detS(P)

5



bigiminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K(P) degerine de

M nin P noktasindaki Gauss egriligi denir.

Ayrica,

H:M — R

P — H(P)=izS(P)

seklinde tanimli fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P) degerine de M

nin P noktasindaki ortalama egriligi denir [12].

Tanim 2.1.6. V bir reel vektor uzayi olsun. Va,b € R ve VX,Y,Z € V icin
(,y:VxV =R

doniisiimii asagidaki Ozelliklere sahip ise bu doniisiime V vektdr uzayi lizerinde bir

simetrik bilineer formdur denir [4]:
1. (X,Y) = (Y,X),
2. (aX +bY,Z) =a(X,Z)+b(Y,Z)

(X,aY +bZ) =a(X,Y)+b(X,Z).

Tamim 2.1.7. (,), V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form olsun.

i) Eger Vv € V,v # 0 i¢in (v,v) > 0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna pozitif
taniml,

ii) eger Vv € V,v # 0 i¢in (v,v) < 0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna negatif
taniml,

iii) eger Vv € V igin (v,v) > 0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna pozitif yari-
taniml,

iv) eger Vv € V igin (v,v) <0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna negatif yari-
taniml,

v) Vw € V i¢in (v,w) = 0 iken v = 0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna nonde-

jeneredir denir [4].



Tanimm 2.1.8. V bir reel vektor uzayi ve (,) : V x V — R bir simetrik bilineer form olsun.
(Yw:WxW—=R

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W altuzayinin boyutuna (,) simetrik bili-

neer formunun indeksi denir [4].
Tamm 2.1.9. Bir R” vektor uzayi iizerinde Oklid i¢ carprmi yerine indeksi 1 olan

():R'xR" — R
n—1

(X,y) - <x>y>:inyi_ann
i—1

1=

Lorentz i¢ ¢arpimi tamimlanirsa, R" uzayina Lorentz vektor uzayr denir ve R7 ile

gosterilir.

Ozel olarak n = 3 icin bu uzay Minkowski 3-uzay olarak isimlendirilir ve genel-
likle E; ile gosterilir [26].
Tanim 2.1.10. ;, R de bir vektor olmak iizere, x vektoriine,

) <}’ }’> > 0 veya x = 0 ise spacelike,

i) <}’ }’> < 0 ise timelike,

iii) x # 0 olmak iizere <}’ }’> — 0 ise lightlike veya null vektor denir.

Timelike ve null vektorlere causal vektorler denir [26].

Ayrica, X vektoriiniin tipi, onun causal karakteri olarak adlandirilir.
Lemma 2.1.1. Bir timelike vektore dik causal vektor yoktur [26].
Tanim 2.1.11. E13 Minkowski 3-uzayinda,
C={(x,y,2) : x> +y* — 722 =0} — {(0,0,0)}

seklinde taniml Ef in biitlin lightlike vektorlerinin kiimesine Ef’ in light konisi denir.
Benzer sekilde E 13 de,

T ={(x,5,2) : x> +y* -2 < 0}
olarak tanimlanan E f’ in biitiin timelike vektorlerinin kiimesine de £ 13 in time Konisi denir

[18].



y

spacelike

timelike

Sekil 2.1 Spacelike, Timelike ve Lightlike Bolgeler

Tanmm 2.1.12. M bir C* manifold ve M iizerinde tanimli bir (,) metrigi verilmis olsun.
Buna gore;
i) (,) pozitif tanimli ise (,) metrigine Riemannian,

ii) VP € M noktasindaki 7p(M) tanjant uzayinin her ortonormal bazi tamamen bir

timelike vektor iceriyorsa (,) metrigine Lorentzian denir [24].

Tamm 2.1.13. M bir C* n-manifold olsun. Buna gore M iizerinde,
i) bir (,) Riemannian metrigi tanimli ise M ye Riemannian manifold,
ii) bir (,) Lorentzian metrigi tanimli ise M ye Lorentzian manifold,

iii) herhangi bir (,) metrigi tammli ise M ye semi-Riemann manifold denir ve

(M, (,)) ile gosterilir [24].

Lemma 2.1.2. g(= (,)) bir nondejenere metrik olmak iizere, (V,g) bir metrik uzay olsun.

Bu durumda
1. Eger U C V bir altuzay ise, bu taktirde boy(U~) = boy(V) — boy(U) dur.
2. Eger U C V bir altuzay ise, bu taktirde (U)* = U dur.

3. Eger U C V bir nondejenere altuzay ise, bu taktirde U de bir nondejenere
altuzaydir [18].

Ispat. 1. B = {e1,e2,...,e,n}, U nun bir bazi olsun. Bu baz1 V nin bir e = {ey,es,...,e,}



bazina genisletelim. Eger u = ¥ x;e; € U ise, bu taktirde
i

n n
0= <Z)Ci€l',€j> = Zgjixi:()a 1<j<m
i=1 i=1

olur. Bu ifade matris formunda,

gt - - . & X1 0

= | . | veyaAX =0, A = [gjj]

mxn

8&ml - - . 8mn Xn 0

olarak verilebilir. A nin ranki m-dir. Ciinkii metrik nondejeneredir. Sonug olarak, AX =0

denkleminin ¢oziimleri (n-m)-boyutlu bir altuzay olustururlar.

2. UL CVise
boy(U™)" = boy(V) —boy(U™)
veU CVise
boy(U™) = boy(V) — boy(U)
dur. O halde,

boy(U~)" = boy(U™) +boy(U) — boy(U™)

ve dolayisiyla
boy(U™)" = boy(U)
olur. (U*)* C U oldugu icin sonug, boy(U+)* = boy(U) esitliginden dolayi elde edilir.
3. B={ei,e2,....,en} U nun bir ortonormal bazi olsun, yani, g|y metrigine ait
matris sadece 1 ve -1 ile diyagonal olsun. Bu bazi, V nin a = {ej,e,...,e,} bazina

genigletelim. boy(U~+) = n— m oldugundan, {e,1,...,e,}, U* in bir bazidir ve bu da

ispati tamamlar. O

Simdi, iizerindeki causal karaktere bagli olarak altuzaylarin baz1 karakterizasyon-

larini verelim:



Onerme 2.1.1. 1. v € E3 olsun. Bu taktirde v bir timelike vektérdiir ancak ve ancak (v)*
spacelike tir ve dolayisiyla E; = (v) @ (v)* dir. Benzer sekilde v spacelike tir ancak ve

ancak (v)* timelike tir.
2. U C V bir altuzay olsun. Bu durumda, U spacelike tir ancak ve ancak U+
timelike tir.

3. U bir altuzay ise bu durumda, U lightlike tir ancak ve ancak U~ de lightlike tir
[18].

ispat. 1. v bir timelike vektor ise, v E f’ in ortonormal bazinin bir eleman1 olacak sekilde
B = {e1,ez,v} bazim alahm. Bu taktirde, (v)" = Sp{e1,es} dir ve bu bir spacelike
uzaydir.

Tersine, (,) | (- pozitif tanimli bir metrik olmak iizere, (v)i in bir ortonormal bazi
{e1,e2} olsun. Bu taktirde metrik diyagonal olacak sekilde {e;,es,v} bir bazdir. g =

g22 = 1 i¢in g33 < 0 dir, yani, v bir timelike vektordiir.

2. U bir timelike altuzay ve v € U bir timelike vektor olsun. Bu taktirde, U+ C <v>L

dir. (v)* spacelike ise bu durumda U~ spacelike tir. Benzer sekilde tersi de, (UL)+ = U

oldugundan dolay1 agiktir.

3. Bu madde, yukaridaki iki maddenin bir sonucudur. [

E3 Oklid uzayinin dogal yapisindan farkli olarak, Lorentz-Minkowski uzayinda
timelike vektorlerin ve kendileriyle carpimlart sifir olan lightlike vektorlerin var olmast,

ilgin¢ durumlarin ortaya ¢ikmasina neden olur.

Simdi de, lightlike vektorlerin bazi 6zelliklerinden bahsedelim:

Onerme 2.1.2. 1. u ve v iki lightlike vektor olsunlar. Bu taktirde, u ve v vektorleri lineer

bagimlidir ancak ve ancak (u,v) = 0 dir.

2. Eger U bir lightlike altuzay ise, bu taktirde boy(U NU*) = 1 dir [18].
Ispat. 1.(=) : u ve v birbiriyle orantil iki lightlike vektr olsunlar. Bu durumda,

u=(uy,up,u3), v=-cu=(cuj,cup,cuz), ceR
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olmak tizere
() = (1) + (u2)* = (u3)* = 0
(uv) = c(ur)? +e(u2)’ = e(u3)* = c((wr)* + (u2)* = (u3)?) = 0
dir. Dolayisiyla u ve v ortogonaldir.

(«<=) : Kabul edelim ki u ve v ortogonal olan iki lightlike vektordiir.

E13 = <E3’>l ) <E3> olmak iizere, u = x+w, v =y + w olarak yazalim. Bu durumda,

(u,v) = (x+w,y+w) = (x,3) + (x,w) + (,w) + (w,w), (2.1.1)
(u,u) =0 = (x+w,x+w) = (x,x) +2 (x,w) + (w,w) =0, (2.1.2)
) =0= (y+wy+w) =y +2w)+ww)=0 (2.1.3)

dir. (2.1.2) ve (2.1.3) denklemleri toplanirsa,
Il + 111 4 2 G+ y,w) +2 (w, w) =0
olur. w = u — x alinirsa,

]+ Iyl* +2 x4y —x) +2(u—x,u—x) = 0,
Hx||2+HyH2—2<x,u>+2<y,u)—2<x7y> = 07

2 2
Ixl° +lIyl" =2 x = yu) =2(x,y) = 0,

y—x =v—u oldugundan,

Fell? + ¥ +2 (v =) =2 (x,3) = 0,
[lell? + 0P 2 (v = 2 () =2 (x,y) = O,
el + I0l* =2 (ey) = o,

=yl = o,

x =y

bulunur. Dolayisiyla u = v dir. Bu ise ispati tamamlar.
2. U bir lightlike uzay oldugundan, u,v € U NU~* ise (u,v) = 0 dir. Boylece u ve v

vektorleri lineer bagimhdirlar. Dolayisiyla bu, boy(U NU*) < 1 oldugunu gosterir. Eger
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boy(UNU"L) =0ise E} = U & U™ dir. Dolayistyla E3 in her vektorii lightlike olmalidir
ki bu dogru degildir. O halde boy(U NU~) # 0 dir. Bu nedenle, boy(UNU*) =1 dir. [

Simdi de timelike altuzaylarla ilgili asagidaki karakterizasyonu verelim:

Onerme 2.1.3. U CE 13 iki-boyutlu bir altuzay olsun. Bu taktirde agagidaki ifadeler denk-
tir [18]:

1. U bir timelike altuzaydir.
2. U, iki tane lineer bagimsiz lightlike vektor igerir.

3. U bir timelike vektor icerir.

Ispat. 1=2: ¢; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0, 1) olacak sekilde E; in {ey,e2,e3}
ortonormal bazini alalim. Bu taktirde, T = Sp{e,,e3 } timelike diizleminde yer alan e; + 3

ve e — e3 vektorleri lineer bagimsiz lightlike vektorlerdir.

2—>3: u ve v iki lineer bagimsiz lightlike vektor iseler, bu taktirde u+v veya u — v

vektorlerinden biri timelike tir. Ciinkii # ve v lineer bagimsiz iki lightlike vektor iseler

(u,v) # 0 olup
(utvutv)==42(u,v)#0
dar.

3—1: v, U nun bir timelike vektdrii olsun. Bu taktirde U+ C (v)* ve (v)* bir

spacelike altuzaydir. Boylece U spacelike tir ve dolayisiyla U timelike tir. U

Bu O6nerme, U nun bir hiperdiizlem oldugu diisiiniilerek keyfi boyutlara genel-

lenebilir.

Simdi, lightlike altuzaylar1 karakterize eden su onermeyi verelim:

Onerme 2.14. U, E 13 in bir altuzay1 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
1. U bir lightlike altuzaydir.
2. U bir lightlike vektor igerir fakat timelike vektor icermez.

3.UNC=L—{0} ve boy(L) = 1 dir [18].
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Ispat. 1=-2: (,) bir dejenere metrik oldugundan bir lightlike vektor vardir. Onerme

2.1.3 ten, timelike vektor yoktur.

2—-3: U da lightlike vektorlerin varolusundan dolayi, U N C bostan farkli bir
kiimedir. Onerme 2.1.3 ten, eger iki lineer bagimsiz lightlike vektor varsa bu taktirde

bir timelike vektor vardir.

3—:1: Yine Onerme 2.1.3 ten, U hem spacelike hem de timelike altuzay degildir.
[

E ]3 in timelike vektorlerinin kiimesi 7 oldugundan, Yu € T icin u nun timelike ko-
nisi,
Cu)={veT: (uv) <0}
seklinde verilen kiime olarak tanimlanir.
Bu kiime, # € C(u) oldugundan dolay1 bos degildir. Ayrica T', C(u) ve C(—u) nun
ayrik birlesimidir: Eger v € T ise bu taktirde (u,v) # 0 dir ve dolayisiyla v € C(u) veya
v € C(—u) dur. Ayrica, C(u) NC(—u) = @ dir.

Timelike koninin bazi 6zellikleri su 6nerme ile verilebilir:

Onerme 2.1.5. 1. iki timelike u ve v vektdrii aym timelike konide yatar ancak ve ancak
(u,v) <0 dir.
2. u € C(v) dir ancak ve ancak C(u) = C(v) dir.

3. Timelike koniler konveks kiimelerdir [18].

Ispat. 1. (u,v) < Oise u € C(v) dir. Farzedelim ki u,v € C(w) dir.
(w,w) = —1 kabul edebiliriz.
uw=x+awvev=y+bw x,y€ (w)"

yazalim. (w)™ bir spacelike altuzay iken

[Go )| < il Iy
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veE

(u,v) = (x+aw,y+bw) = (x,y)+b(x,w)+a(w,y)+ab(w,w)
= —ab+(x,y) < —ab+ x|/ [y
dir.
(x,x) < a®ve (y,y) < b*

oldugundan (u,v) < 0 dir. Bu da (1) in ispatin1 tamamlar.

2. u € C(v) ise bu taktirde (u,v) < 0 dir. Dolayisiyla v € C(u) dur. Ayn1 zamanda
Vv € C(u) icin v € C(v) dir. O halde C(u) C C(v) dir.

Vu € C(v) i¢in ayn1 zamanda u € C(u) oldugundan C(v) C C(u) dur. Bundan dolayi,
C(u) =C(v) dir.

3. Farzedelim ki u,v € C(w) ve t € [0, 1] olsun. Bu durumda
(tu+ (1 =1t)v,w) =t {u,w)+ (1 —1) (v,w) <0
oldugundan ru+ (1 —¢t)v € C(w) dur. O

Simdi, timelike vektorler icin Cauchy-Schwarz esitsizliginin bir tipini gosterelim.

Bu esitsizlik, iki timelike vektor arasindaki aciy1 tanirmlamamizi saglar.

Teorem 2.1.1. u ve v iki timelike vektor olsunlar. Bu durumda,

[, )| > V= (u,u0) v/ = ()

dir ve egitlik ancak ve ancak u ve v orantili iki vektor ise saglanir.

Her iki vektoriin ayni timelike konide yatmasi durumunda,
(u,v) = — [|ul| |v]|cosh @

olacak sekilde bir tek @ > 0 sayist vardr.

Bu @ sayisi u ile v vektorleri arasindaki hiperbolik act olarak adlandirilir [18].
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Ispat. Lineer bagimsiz u,v timelike vektorlerini dikkate alalim. Bu durumda,

U = Sp{u,v} bir timelike diizlemdir. Onerme 2.1.3 ten,
(au+ bv,au+bv) = a® (u,u) +b* (v,v) + 2ab (u,v) = 0

seklindeki denklem a ve b ye gore ¢oziime sahiptir. Ayrica a # 0 dir (aksi halde v vektorti

lightlike olurdu). Denklem a? ile boliiniirse,
(VY A2 42 (u,v) A+ (u,u) =0

denklemi A ya gore ¢oziime sahiptir.

Bu kuadratik denklemin diskriminant1 pozitif, yani

(u,v>2 > (u,u) (v,v)

olmalidir. Bu esitsizlik gosterir ki u ve v lineer bagimsizdir.
Diger taraftan, eger u ile v orantililarsa bu taktirde esitlik elde edilir.

Teoremin ikinci kismi i¢in

(u,v)?
(= (w,u)) (= ()

yazalim. Eger u ve v ayn1 timelike konide yatarsa, bu taktirde (u,v) < 0 ve (2.1.4) ifadesi

>1 (2.1.4)

— ) > 1

\/_ <Lt, M> \/_ <V, V) B

demektir. cosh : [0,00) — [1,00) fonksiyonu 1:1 dir ve bu durumda bir tek

— <u’v>
\/_ <”7 u) \/_ <V7 V>

sayis1 vardir. ]

cosh@ =

Sonug 2.1.1. u ve v timelike konide yatan iki timelike vektor iseler, bu taktirde
[lutvl[ = [lull +[Iv]

dir ve esitlik ancak ve ancak u ile v orantili ise saglanir [18].
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Simdi, spacelike vektorler icin genel bir a¢1 kavram olmadigini gorelim. Ornegin;
u = (0,cosht,sinht) ve v= (0, 1,0) birim spacelike vektorleri i¢in 1 den biiyiik herhangi
bir keyfi deger olan (u,v) = coshr elde edilir. Ciinkii, Sp{u, v} diizlemi timelike tir. Ak-
sine, eger u ve v bir spacelike P diizlemi belirtirlerse, P den indirgenen metrik pozitif

definittir ve bu taktirde dogal Cauchy-Schwarz esitsizligi elde edilir.

Simdi, timelike yonlendirme kavramini verecegiz. Once, herhangi bir vektor
uzayinda yonlendirme tanimini hatirlayalim.

Bir V vektor uzayi icin {ej,e,...,e,} ve {e,e,...,e,} bazlar, ¢ = ZA{ej,
(1 <1i,j < n) olmak iizere detA > 0 sartim1 sagliyorlarsa ayn1 yonlendirmeye sahiptir-
ler denir. V igin biitiin bazlarin kiimesi iizerinde ayn1 yonlendirmeye sahip olma bir
denklik bagintisidir ve sadece iki denklik sinifi vardir. Bu denklik siniflarina V' nin
yonlendirmeleri denir [4]. Ornegin; R? vektor uzayimin yonlendirmeleri diye adlandirilan
tam olarak iki denklik smifi vardir. Bu denklik siniflarindan biri tespit edilirse, R3 e
yonlendirilmistir denir. Burada R? yonlendirilmistir dedigimizde B bir baz olmak iizere

(R3,[B]) sirali ¢iftini kastederiz.

E 13 de biitiin ortonormal bazlarin  kiimesini diisiinelim.

"B ~ B’ dir eger e3 ve ¢} ayn timelike konide yatiyorsa, yani <eg,e’3> < 0 1se”
seklindeki denklik bagintisini tanimlayalim. Bu taktirde, timelike yonlendirmeler denilen
tam olarak iki denklik sinifina sahip oluruz. Ayrica herbir denklik sinifi bir tek timelike
koni belirtir.

Eger B icin (E;,[B]) sirali gifti diisiiniilerek bir yonlendirme tespit edilirse, E; €

timelike yonlendirilmistir denir [18].
Tanim 2.1.14. e3 = (0,0, 1) olsun. Verilen bir v = (vy,v,v3) timelike vektoriine future-

directed (veya past-directed) denir, eger v € C(e3) ise, yani (v,e3) < 0 (veyav € C(—e3),
yani (v,e3) > 0) ise [18].

Kolayca goriilebilir ki, v = (v,v2,v3) future-directed dir eger v3 > 0 ise. [,
R3 iin dogal bazi olmak iizere E; i (E3,[B,]) olacak sekilde C(e3) timelike konisiyle

yonlendirilmis olarak diisiinecegiz.
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Tanmm 2.1.15. u = (uy,uz,u3), v = (vi,v2,v3) E13 de iki vektor olsunlar. Lorentzian

vektorel carpim,
el ey —e3
uxv= | u; uy wuz | = (U2v3z—uzva,uzvi—uivs,uzvy —usva)
vy V2 V3
seklinde tanimlanir, burada
e1 = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 =(0,0,1)
dir [20].
Sonug 2.1.2. Kolayca goriilebilir ki, u x v vektorii hem u ya hem de v ye dik bir vektordiir.

Onerme 2.1.6. E 13 de x,y,z,w vektorleri i¢in su 6zellikler saglanir [22]:
i) x X y =0 <= x ve y lineer bagimlidir.
ii) x x y= —y x x dir.
iii) (xxy) xz=—(x,2) y+ (y,2) x dir.

iV) <X XYy,ZX W> = <X7W> <y7Z> - <X,Z> <y,w> dir.
2.2 Ef in Izometrileri

Bu kisimda, Ef’ Minkowski 3-uzayinin izometrileri incelenecektir. Burada Ef’ in
tiim vektor izometrilerinin kiimesi ele alinip, bu kiime O (3) ile gosterilecektir. Eger B ve
B’ iki ortonormal baz ise, koordinat degisimi matrisi A olmak iizere bu matris, A’'GA = G

esitligini saglar. Dolayisiyla,
0,3)={A € GI(3,R):A'GA = G}

dir. Burada detA = =1 dir. Bunun anlami, O;(3) iin en az iki baglantili elemaninin var
olmasidir. Determinanti 1 olan izometrilerin kiimesini SO;(3) ile gosterelim. SO;(3)
kiimesi, Ozel Lorentz Grup diye adlandirilir. Bu grup, R? iin yonlendirme kavramiyla
baglantili olarak bellidir. Eger dogal bazla verilen yonlendirme alinirsa, 3 bir ortonormal

baz olmak iizere § € SO;(3) tiir ancak ve ancak B pozitif yonlendirilmigtir.
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Tanim 2.2.1. B bir future-directed ortonormal baz olmak iizere, B’ = AP de future-directed

ise A timelike yonlendirmeyi korur denir [18].
07 (3) = {A € 0:(3) : A timelike yonlendirmeyi korur}
seklinde taniml kiime bir grup olup, bu gruba ortocrone grup denir.

O{ (3) icin su karakterizasyon verilebilir:

)A€ 0;“(3) tiir ancak ve ancak azz > 0 dur.

ii) O (3), bilesenlerinden biri O] (3)N SO;(3), digeri de O (3) — (0{ (3)N
S0(3)) olan bir gruptur.

07" (3)=50:(3)N0{ (3) = {A € 0:(3) : detA = 1, A timelike yonlendirmeyi korur}

seklinde tanimh kiime Ozel Lorentz Ortocrone Grup olarak adlandirilir,

Topolojik bakis agistyla, O (3) bir kompakt kiime degildir, ¢iinkii

1 0 0
0 cosht sinhz |.t€R
0 sinht cosht

altkiimesi sinirh degildir.

Teorem 2.2.1. O;(3),
i) 07" (3) = {A € 0/(3) : detA = 1, A timelike yénlendirmeyi korur},
i) O ~(3) ={A € 50:(3) : az3 < 0},
iii) 0, 7 (3) ={A € 0} (3) : detA = —1} ve
iv) 07~ (3) ={A € 0/(3) : detA = —1,a33 < 0}

altgruplarina sahiptir.

1 0 O
Ornegin, € O]~ (3) dir,buradal/= | 0 1 0 | dir.
0 0 —1
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Eger T) ve T yi T = diag[1,1,—1] ve T, = diag[1,—1, 1] seklinde ifade edersek,
bu taktirde 73 € O] 7 (3) icin

.51, T.Ts, T\.T;

strastyla (i), (iii), (iv) gruplarina aittir.
Simdi, 2-boyutlu E 12 Lorentz-Minkowski uzayinin izometrilerini inceleyelim.

a b
A matrisi, A = ile verilsin. Bu taktirde,

c d
A € 01(2) dir ancak ve ancak G = A'GA dur, yani,

a—c*=1l,ab—cd=0,d>—b*>=1

dir.

Burada, a® — ¢ = 1 esitliginde su durumlar elde edilir:

i) a = cosht ve ¢ = sinht olacak sekilde t € R vardir. Ayrica d*> —b* = 1 esitliginden
de su iki durum ortaya ¢ikar:

a) d = coshs ve b = sinhs olacak sekilde s € R vardir. ab—cd = 0 esitliginden s =1t
olur.

b) d = —coshs ve b = sinhs olacak sekilde s € R vardir. Yine ab —cd =0
esitliginden s = —¢ olur.

ii) a = —cosht ve ¢ = sinht olacak sekilde # € R vardir. d> — b* = 1 esitligi yine iki
olasilik dogurur:

a) d = coshs ve b = sinhs olacak sekilde s € R vardir. ab — c¢d = 0 esitliginden
s = —t bulunur.

b) d = —coshs ve b = sinhs olacak sekilde s € R vardir. ab — cd = 0 esitliginden

s =t elde edilir. Boylece 4 tip izometri elde edilir. Bu izometriler matrisel olarak;

coshs sinhs coshs sinh s —coshs sinhs —coshs  sinhs
9 b )
sinhs coshs —sinhs —coshs —sinhs coshs sinhs —coshs
seklinde yazilabilir.
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Yukaridaki teoremdeki notasyonlarla, bu matrisler sirasiyla asagidaki kiimelere ait-
tir:

077(2), 077(2), 077(2), O (2).
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3. MINKOWSKI 3-UZAYINDA EGRILER

Bu boéliimde, ilk olarak Ef Minkowski 3-uzayinda egrilerin genel yapilart ve
egrilerin causal karakterlerine bagl olarak bazi karakterizasyonlar verilecektir. Ayrica
egrilerin farkli causal karakterleri i¢in Frenet denklemleri elde edilip, bu denklemler
yardimiyla egrilerin egrilik ve burulmalar1 incelenecektir. Daha sonra, sabit egrilikli
diizlemsel egriler ele alinacak ve E13 deki sabit egrilikli diizlemsel egrilerin sadece
Oklidyen ¢emberler, hiperboller ve paraboller olduklar1 goriilecektir. Ayrica Minkowski
3-uzayinda helisler ve Bertrand egriler ile ilgili baz1 karakterizasyonlar verilecektir. Son
olarak da Oklid uzayinda rektifiyan, oskiilatér ve normal egriler tamtilarak E 13 de space-

like, timelike ve null normal egriler ele alinacaktir.

R de bir agik aralik 7 olmak iizere, o : I — R diferensiyellenebilir doniisiimiine egri
denir. Bu boliimde o tarafindan / iizerinde indirgenmis metrik gézoniinde bulundurula-
caktir. Bu yeni yapida yapilacak islemler, E> te Oklidyen egriler icin yapilanlarla ben-
zerdir. Bununla birlikte, E 13 de bir vektoriin ayr1 ayri gozoniinde bulundurulmasi gereken

farkli causal karakterleri olabileceginden dolay1 £ 13 de calismak biraz zorlasmaktadir.

3.1 Parametrik Egriler

Tanmm 3.1.1. o, £ 13 de bir egri ve I da parametre arali1 olsun. @, ¢t € I da spacelike tir
(veya timelike veya lightlike) denir, eger o (1) iz vektorii spacelike (veya timelike veya
lightlike) vektor ise.

Bir egriye I iizerinde spacelike (veya timelike veya lightlike) denir eger Vt € I igin

o/ (¢) spacelike (veya timelike veya lightlike) ise [4].

E f’ de genel olarak her egri I araliginin tamaminda yukarida verilen causal karak-
terlerden sadece birine ait olmak zorunda degildir. o egrisinin o' (7) hiz vektorii herhangi
bir ¢ € I i¢in spacelike, timelike veya lightlike tir, fakat bu 6zellik biitiin / aralifinda ayni
olmak zorunda degildir. Yani bir egri i¢in / aralig1 iizerinde farkli noktalarda farkli causal

karakterler s6z konusu olabilir.
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Ornegin;
o) = (cosht,?,sinhr)
egrisini inceleyelim:

Bu egri i¢in,
(o/(t),0(r)) = ((sinht,2¢,cosht), (sinht, 2z, coshr)) = 42 —1

dir. Boylece bu egri, (—oo, —%) U (%,oo) araliginda spacelike, (—%, %) araliginda timelike
ve {—1, 1} noktalarinda da lightlike trr.

Ayrica eger o, ty € I noktasinda spacelike (veya timelike) ise & nin yine spacelike
(veya timelike) karaktere sahip oldugu bir (fo — 8,%p + J) aralig1 vardir. Yani eger t € [
noktasinda (o (7p),o/(f9)) > 0 (< 0) ise 7y noktasi civarinda (o (zp), o (t9)) > 0 (< 0)

olacak sekilde bir araligin varligim siireklilik garanti eder.
Causal karakter tanimi1 su sekilde de ifade edilebilir:

o : I — E; bir egri olsun. Her 7 € I igin
(do) : I =R — Ty Ej = R3
diferensiyel doniisiimiinii gdzoniine alalim, dyle ki bu doniisiim

(do)(s) = % . ot +su) = sal (1)

veya

seklinde verilsin.

R = T;1 tanjant uzayinda o dan indirgenen metrigi, yani

o (), (m,n) = {(do)e(m), (o) (n)) = mn (ol (1), 0 (1))

seklinde tanimli o () metrigini gozoniine alalim. Eger 7,/ daki dogal bazi, yani % yi

alirsak,
@ (), (5 2) = (o). (0)
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olur, ki bu durumda (7;/,0" ( )) bir-boyutlu bir metrik uzaydur.
Simdi bu metrik uzay yardimyla o(f) de o nin causal karakterini yeniden
tanimlayalim:

Eger bu uzay pozitif tanimli veya o' () = 0 ise o egrisine o(¢) noktasinda spacelike;
eger uzay negatif tanimli ise bu durumda o ya o(¢) de timelike ve eger uzay dejenere ise

o ya o(t) de lightlike (null) tir denir.

Tamm 3.1.2. Eger to € [ igin o' (9) # 0 ise o egrisine 7y € I da regiilerdir denir. Bu sart

her ¢ € I icin saglaniyorsa o egrisine regiilerdir denir [18].

Simdi, £ f’ de baz1 diizlemsel egri 6rnekleri verelim, Syle ki bu egriler R? iin bir afin
diizleminde bulunurlar.

p,v €R3 ve r > 0 olsun.

1. a(t) = p+tv dogrusu, v ile ayn1 causal karaktere sahiptir.

2. o(t) = p+r(cost,sint,0) cemberi, spacelike diizlemde bulunan bir spacelike
egridir.

3. a(t) = p+r(0,sinht,coshr) hiperbolii, timelike diizlemde bulunan bir spacelike
egridir.

4. o(t) = p+r(0,cosht,sinhr) hiperbolii, spacelike diizlemde bulunan bir timelike
egridir.

5. a(t) = (¢,12,1?) parabolii, lightlike diizlemde bulunan bir spacelike egridir.

Simdi de diizlemsel olmayan egri drneklerine bakalim:

1. o(t) = (cost,sint,at),a # 0 egrisi Oklidyen helistir. Ayrica a € (—o,—1)U
(1,e0) araliginda timelike, a € (—1,1) araliginda spacelike ve a = {—1, 1} noktalarinda
da lightlike tir.

2. o(t) = (at,sinht,cosht),a # 0 egrisi bir spacelike egridir.

3. a(t) = (at,cosht,sinht),a # 0 egrisi, a € (—oo, —1)U(1,0) araliginda spacelike,
a € (—1,1) arahinda timelike ve a = {—1, 1} noktalarinda da lightlike tir.

Minkowski 3-uzayinda bir egrinin causal karakteri, egrinin topolojisi ve regiilerligi
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gibi Ozellikleri iizerinde etkilidir.

[lk olarak su 6nermeyi verelim:

Onerme 3.1.1. Her timelike veya lightlike egri regiilerdir [18].

Ispat. Egrinin timelike oldugunu farzedelim. x, y, z fonksiyonlar1 / iizerinde diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

olsun. Bu taktirde,
(o (t),0(t)) =x'(t)*+Y (1)* = 2(1)* < 0

dir, ozellikle 7' (¢) # 0 dir, yani o bir regiiler egridir.

Eger egri lightlike ise bu durumda da 7/(¢) # 0 dir. Aksi taktirde x'(r) = y/(t) =0 ve

o/ (¢) = 0 olur. Bu ise, o nin spacelike olmasi anlamina gelir. O halde 7/(r) #0dir. [

Ispatin sonucu olarak, baz1 f ve g diizgiin fonksiyonlar1 icin, her timelike veya

lightlike egri ty civarinda lokal olarak,

ot) = (f(1),8(1),1), 1 € (to = 8,10 +9)

olarak yazilabilir.
Spacelike bir egri i¢cin de agagidaki sonucu verebiliriz:

to € I verilsin. Bu durumda,

oft) = (¢, f(1),8(1)) veya aur) = (f(2),2,8(t))

olacak sekilde & > 0 vardir.

Causal karakterle ilgili bir diger sonug sudur:

Teorem 3.1.1. «, E13 de bir T afin diizleminde bulunan kapali bir egri olsun.
1. o spacelike ise, bu taktirde T bir spacelike diizlemdir.

2. o timelike veya lightlike degildir [18].
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Ispat. 1. Genelligin disina cikmadan, 7t diizleminin bir vektér diizlemi oldugunu farzede-

lim. 7 diizlemini T = Sp{e,,e3} timelike diizlemi olarak alalim. Bu taktirde,

o(t) = (0,y(t),z(r))
olarak alinabilir. y : R — R ile verilen doniisiim en az bir #y da bir maksimuma sahiptir.
Bu durumda y'(t9) = 0 dir ve o/’ (t9) = (0,0,Z/(¢)) bir timelike vektordiir.

7t diizlemini T = Sp{e;,e, + e3} lightlike diizlemi olarak alalim. Bu taktirde,

olarak almabilir. 7y, x(¢) fonksiyonunun maksimumu olsun. Bu durumda o(7p) =
(0,¥'(t0),Y (o)) bir lightlike vektordiir.
Sonug olarak o spacelike ise T bir spacelike diizlemdir.

2. o bir timelike egri olsun. Bu durumda diizlem timelike olmalidir, ciinkii space-
like veya lightlike diizlemlerde timelike vektorler yoktur. Eger m = Sp{e,e3} time-
like diizlemi ve 7, z(¢) fonksiyonunun bir maksimumu ise o (¢9) = (0,y'(),0) dir.

Dolayistyla bu vektor spacelike tir. Bu bir celigkidir.

Benzer diisiince lightlike egriler i¢in de yapilabilir. [

Dolayisiyla su sonuca sahip oluruz:

Sonuc¢ 3.1.1. E 13 de timelike veya lightlike kapal1 egriler yoktur.

Simdi, spacelike olmayan diizlemlerde kapali olmayan spacelike egrilerin var
oldugunu gorelim:

Bir 6rnek olarak;

o(s) = (0,sinhs, coshs)
egrisini gozoniine alalim. Bu egri, Sp{e»,e3} timelike diizleminde bir spacelike egridir.
Benzer sekilde
a(s) = (s,5%,5%)

edrisi Sp{ey,es + ez} lightlike diizleminde yer alan bir spacelike egridir.

Bu boliimde, bundan sonra biitiin egrilerin regiiler olduklar1 farzedilecektir.
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Lemma 3.1.1. o spacelike veya timelike bir egri olsun. Bu taktirde ||o/(s)|| = 1 ola-
cak sekilde bir parametre degisimi vardwr. Gergekten, verilen bir to € I icin d,€ > 0
ve bir ® : (—€,€) — (to — 8,10 + O) diffeomorfizmi vardiwr, éyle ki B = oo ® ile veri-
len B : (—¢e,€) — E3 egrisi ||B/(s)| = 1 ozelligini saglar. Boyle bir durumda, egri yay

uzunlugu ile parametrelendirilmistir denir [18].

Ispat. Ispati timelike egriler icin yapacagiz. S : I — R doniisiimiinii,

olarak tanimlayalim.

§'(tg) > 0 oldugundan S fonksiyonu 7 = fy civarinda bir lokal diffeomorfizmdir.
Ciinkii S(79) # 0 i¢in 8,€ > 0 vardir, dyle ki S : (19 — 8,79 + 8) — (—¢,¢€) bir diffeomor-
fizmdir. Aradigimiz doniisim, ® = § —1 dir, ]

Lightlike egriler i¢in, o(z) vektorii lightlike tir ve yay parametresi ile yeniden
parametrelendirmek anlamli degildir. Bununla birlikte, (o/(¢),0/(z)) = O denkleminin
diferensiyeli almirsa (o (z),0/(z)) = 0 olur. o”(¢) # 0 oldugunu kabul edelim. Bu du-
rumda, o (¢) bir spacelike vektordiir ve o y1 ||a” (¢)|| = 1 olarak parametrelendirebiliriz.

Asagidaki lemma bunun yapilabilecegini iddia eder:

Lemma 3.1.2. a, E} de bir lightlike egri olsun. B(s) = o(P(s)) ile verilen o nin yeniden
parametrelendirmesi ||B” (s)|| = 1 yoluyla elde edilecek sekilde vardir. B ya o nin pseudo

yay parametresi ile parametrelendirilmesi denir [18].

Ispat. Herhangi bir ® fonksiyonu yardimiyla B(s) = o(®(s)) yazalim. 2 kez diferen-
siyelle

B"(s) = @"(s)ol (1) + @'(s) " (1)

ye ulasilir. Bu durumda,

(B"(5),B"(s)) = @' (s)*||e" (1) |
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dir. Boylece ®, asagidaki diferensiyel denklemin ¢oziimiidiir:

)= .
=T *O ="

3.2 Egrilik ve Burulma

Bu kisimda El3 de verilen bir egrinin egrilik ve burulmasi incelenecektir. Regiiler
bir o egrisi verilsin. Egrinin herhangi bir noktasi icin, egrinin geometrisini belirleyen
ortonormal bazi belirlemek istiyoruz. Bu bazi Frenet ii¢ ayaklisi ile verecegiz. Egri
boyunca bu bazin degismesi bize, egrinin esas uzayda nasil degisime ugradig1 hakkinda
bilgi verecektir.

Biliyoruz ki egrilerin en basit yapis1 dogrulardir. Eer p € E 13 ve v # 0 ise p nok-
tasinda v dogrultusu boyunca dogru, o(t) = p +tv seklinde parametrelendirilir. Bu tak-
tirde o’ (1) = 0 dur.

Tersine, eZer o her s i¢in o (s) = 0 olacak sekilde bir regiiler egri ise, iki kez integ-
ralle o(s) = v ve v # 0 igin a(s) = sv+ p olur. Bu demektir ki o, p noktasindan gegen
ve dogrultusu v olan parametrik bir dogrudur. Verilen bir dogrunun (R? iin bir kiimesi
olarak) bagka parametrelendirmelerle de parametrelendirilebilecegini gorelim. Ornegin,

a(s) = s°Ey, (E1) dogrusunun bir parametrelendirilmesidir, fakat o’ = 0 1 saglamaz.

Burada, bir o egrisinin yay parametresi veya pseudo yay parametresi ile parametre-
lendirildigi gézoniinde tutulacaktir. 7'(s) = o/’ (s) vektorii o egrisinin s noktasindaki teget
vektorii olarak adlandirilir. (T'(s),7T’(s)) = 0 dir. Burada 7”'(s) # 0 olmak iizere 7”(s)
nin herbir s i¢in 7'(s) ile orantili olmadig: kabul edilecektir. Bu durum, egrinin bir dogru

olmamasini garanti eder.

Simdi egrinin timelike, spacelike ve lightlike olmast durumlarini gozoniine alalim:
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3.2.1 Egrinin timelike olmasi hali:

o nin bir timelike egri oldugunu kabul edelim. Bu taktirde, 77(s) # 0, T (s) ile
lineer bagimsiz bir spacelike vektordiir. s noktasinda o egrisinin egriligi, k(s) = ||T'(s)||

dir. N(s) asli normal vektorii de,

dir. Ayrica k(s) = (T’(s),N(s)) dir.
B(s) =T(s) x N(s)

seklindeki B(s) vektoriine binormal vektor denir. B(s) vektorii, bir spacelike birim
vektordiir. Her s i¢in o nin Frenet ii¢ ayaklist diye adlandirlan {7, N,B}, E13 in bir

ortonormal bazidir.

o nin s deki burulmasi, t(s) = (N'(s),B(s)) seklinde tanimlanir. Bu durum igin

Frenet denklemleri matris formunda,

T’ 0 x O T
N|l=|x 0 = N (3.2.1)
B’ 0 —1t 0 B

seklinde ifade edilir.

3.2.2 [Egrinin spacelike olmasi hali:

o bir spacelike egri olsun. 77(s) nin causal karakterine bagh olarak 3 olasilik vardir:
1. T'(s) vektorii spacelike olsun:

Yine k(s) = ||T'(s)]],
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dir. Bu durum i¢in Frenet denklemleri,

T' 0 ¥ O T
Mli=|_-co<lln (32.2)
B’ 0 ©0 B

seklindedir. o nin burulmasi, T = — (N’ B) dir.

2. T'(s) vektorii timelike olsun:

o nin egriligi k(s) = v/— (T'(s),T’(s)) ve asli normal vektorii de

dur.
B(s) =T(s) x N(s)

binormal vektorii, bir spacelike vektordiir. Bu durumda Frenet denklemlert,

T’ 0 x O T
N |=|lx 01 N (3.2.3)
B 0t O B

dir. o nin burulmasi, T = (N’, B) dir.
3. Her s icin 77(s) vektorii lightlike (7’ (s) # 0 ve T'(s) ile orantili degil) olsun:

T (s) ile lineer bagimsiz olan asli normal vektor,

seklinde tanimlanir. B birim lightlike vektor olsun, dyle ki
(N(s),B(s)) =1

dir ve B(s), T(s) ye ortogonaldir. B(s) vektorii, o nin s deki binormal vektoriidiir. Frenet

denklemleri,
T 0 1 0 T
N |=]0 1 0 N (3.2.4)
B -1 0 — B

dir. T fonksiyonuna o nin burulmasi denir.
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3.2.3 [Egrinin lightlike olmasi hali:

o, pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmis bir lightlike egri, yani o’ bir

spacelike birim vektor olsun. T = o teget vektoriinii gozoniine alalim. Buna gore

seklinde asli normal vektorii ve
(T(s),B(s)) =1
olacak sekilde N(s) ye ortogonal birim lightlike B(s) binormal vektoriinii tanimlayalim.

Bu taktirde Frenet denklemleri,

T’ 0 1 0 T
Nl=|l1t 0o =1 N (3.2.5)
B’ 0 -t 0 B

dir. Yine 7 fonksiyonu o nin burulmasidir. Belirtelim ki, 7’ ivme vektorii lightlike olan o
spacelike egrisinin egriligi tanimlanamaz.

Oklid uzayindaki yapiya benzer olarak Minkowski 3-uzayinda da yay parametresi
ile parametrelendirilmemis bir egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlar i¢in birer formiil
vardir. B = oto® yay uzunlugu ile parametrelendirilmis bir egri olsun. Kq(t) = Kg o
1 vety(t) = 50 &~ ! dir. O halde, egriyi yeniden parametrelendirmeye gerek yoktur.

Ornegin; timelike egriler icin,

Ko (1) = o' (1) ><0<”3(t)|| _ ') ><0€"(t)||3
[[ov(r) ]l (—(o/(2),0/(1)))2
o) = det(a’(t),Oc”(t),oc”;(t))
o' (1) x o ()|
dir.

Teorem 3.2.1. x: I — R bir diizgiin fonksiyon ve T bir timelike diizlem olsun. Bu du-
rumda, T diizleminde K egriligine sahip bir tek spacelike egri vardir. Benzer sekilde, K

egrilik fonksiyonu i¢cin T diizleminde bir tek timelike egri de vardir [18].
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Ispat. Genelligi bozmaksizin T = Sp{ey,e3} ve Py = (0,0,0) oldugunu kabul edelim.
1. a(0) = (0,0,0), o’ (0) = e ve Kq(s) = k(s) olacak sekildeki o spacelike egrisini
bulacagiz.

0 : I — R fonksiyonu
S
8(s) = / K(1)dr
0

veE
s s

x(s) = [ cosh®(t)dt, z(s)= [ sinh®(r)dt
[ [

olsun. Bu durumda o.(s) = (x(s),0,z(s)) aranan egridir. Burada, o(0) = (0,0,0) dur.

o/(s) = (cosh®(s),0,sinh0(s))
o’(s) = «(s)(sinhB(s),0,coshB(s))

olmak lizere, o egrisi yay parametresi ile parametrelendirilmis,
o/ (0) = (cosh(0),0,sinh(0)) = (1,0,0)

olacak sekilde bir spacelike egridir. Bundan dolay1 o nin k(s) egriligi [|o” (s)]| dir.

2. Baslangi¢ hiz1 e3 olan bir timelike egri bulmak igin,

=
—~
)
~—
I
o—_.
2.
=
=
D
—~
-~
~—
QU
~
2
—~
ta
~—
I
O\h
(@]
@)
2]
=
D
—~
~
~—
QU
o~

almak yeterli olacaktir. ]

3.3 Sabit Egrilikli Diizlemsel Egriler

Burada £ 13 in bir afin diizleminde yer alan diizlemsel egriler g6zoniinde bulunduru-

lacaktir. Bir kat1 hareketten sonra bu diizlemin bir vektor diizlemi oldugu kabul edilebilir.
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Bu kisimda, sabit egrilikli diizlemsel egriler calisilacaktir. Once, Oklid uzayinda
egriler icin saglanan bir sonu¢ Lorentzian uzaydaki egriler icin diisiiniilecektir. Eger .,
E? de yay parametresi ile parametrelendirilmis bir diizlemsel egri ve v sabit bir dogrultu
ise T (s) ile v arasindaki 0(s) agis1, cos(0(s)) = (T'(s),v) ile verilir.

Bu durumu Lorentzian yapiya genisletmek, a¢1 kavramindan bahsetmek
gerekeceginden dolay1r miimkiin degildir. Bu, sadece timelike egriler icin miimkiindiir.

Oncelikle su teoremi verelim:

Teorem 3.3.1. a ve b, E]2 de future pointing timelike iki birim vektor olsunlar. ©, a dan b
ye hiperbolik a¢t ise,
cosh® = — (a,b)

dir [10].
Ispat. a = (a1,az), b= (by,by) olmak iizere 0, a dan b ye ag1 ise,

cosh® sinh6 ay by
sinh® cosh© ar by

dir. Buradan,

ajcosh®+a>sinh® = by

a; sinh®+aycosh® = by

bulunur.
<a=b> = <(a17a2)7(b17b2)>
= ((a1,a2),(a;cosh®+ a;sinh®,a; sinh 6 + a; cosh6))
= (a}—d3)cosh®
= |[la||*cosh®
= —cosh®
elde edilir. [l
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Teorem 3.3.2. o, yay parametresi ile parametrelendirilmis ve timelike diizlemde kalan
bir timelike egri olmak iizere, v future pointing diizlemin sabit bir birim timelike vektorii

ve 0(s) de T (s) ile v arasindaki hiperbolik agt olsun. Bu taktirde,
K(s) = |6/(s)]
dir [18].

Ispat. Genelligin disma ¢ikmadan, T = Sp{es,e3} ve v = (0,v2,v3),v3 # O olsun.

—cosh(0(s)) = (T (s),v) oldugunu hatirlayalim. Bu ifadenin diferensiyeli alinirsa,
—0'(s)sinh8(s) = x(s) (N(s),v)
elde edilir. {N,T}, ® nin bir baz1 iken,
v=nN(s))N(s) = (»T(s)) T(s)
olarak yazilabilir. Bu taktirde,
—1=(WN(s))* = (W T(s))* = (»N(s))* — cosh(8(s))’

dir, yani,
(v,N(s)) = £sinh(0(s))
dir. Bu nedenle k(s) = |0’(s)| dir. O

Bu sonug¢ gosterildikten sonra, artik sabit egrilikli diizlemsel egriler ¢alisilabilir.

Burada, sabit egriligin 0 olmadig1 varsayilacaktir (eger O olursa, o bir dogru olur).

Bu tip egrilerin ¢alisilmasi, egrinin farkli causal karakterleri i¢in farkli olacaktir.
3.3.1 Egrinin timelike olmas1 durumu:

Egri timelike oldugundan, egriyi kapsayan diizlem timelike olmalidir. Bu nedenle,

T = Sp{ez,e3} ve dolayisiyla y ve z diizgiin fonksiyonlar olmak iizere

0s) = y(s)ea +z(s)es
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oldugunu varsayalim. Egri yay parametresi ile parametrelendirildiginden dolay1
V() =) =~1
dir. Bu durumda,
Y (s) = sinh(8(s)), Z'(s) = cosh(8(s)),
olarak alinabilir. Boylece, o nin egriligi

K(s) = || (5)]| = |6'(s)| :=a

olarak hesaplanir.

Dolayisiyla 6(s) = as + b olarak alinirsa,
y = sinh(as + b), 7 = cosh(as + b)
olur. Bu durumda,

1
os) = . (cosh(as+ b)ep + sinh(as+ b)e3)

olarak elde edilir. Bu egri, 7 diizleminde bir Oklidyen hiperboldiir.
3.3.2 Egrinin spacelike olmas1 durumu:

Sabit egrilikli diizlemsel spacelike egrileri arastiralim:

a) Egrinin, © = Sp{ej, e, } spacelike diizleminde yatti§in1 varsayarsak, Lorentzian
metrikle © den indirgenen metrik, Oklidyen metrikle bagdasir. Bu durumda o bir

Oklidyen ¢emberdir.

b) Egrinin yatti1 diizlem © = Sp{e;,es} ile verilen timelike diizlem olsun. Bu

durumda yay parametresi ile verilen o spacelike egrisi,
a(s) = (x(s),0,z(s)), X' ()2 =2 (s)> =1
olarak yazilabilir. Boylece,
x'(s) = cosh(8(s)), z = sinh(8(s))
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olacak sekilde bir 0 fonksiyonu vardir. Timelike durumdakiyle benzer diisiince kul-

lanilirsa,

os) = (x(s),0,z(s)) = (ésinh(as—kb),o,écosh(as%—b))
= ésinh(as+b),0,cosh(as+b))

olur. Bu egri, Oklidyen hiperboldiir.

¢) Diizlemin lightlike oldugunu farzedelim. Bu durumda, egrinin egriligi kavrami
yoktur. Bir kati hareketten sonra farzedelim ki, egriyi ihtiva eden diizlem © = Sp{e, —

e3 = 0} dir. Boylece egri,

seklinde yazilabilir. o, yay parametresi ile parametrelendirilen bir spacelike egri ise,
bu taktirde x'(s)?> = 1 dir. x(s) = s oldugunu kabul edelim. Bu durumda T'(s) =
(1,y'(s),y'(s)) dir. Biliyoruz ki 7’(s) bir lightlike vektordiir. Diizlemde bir tek lightlike
dogrultu var oldugu i¢in, bu durumda 7" (s) vektorii sabit bir vektorle 6rnegin v = (0,1, 1)
vektori ile orantihdir. o egrisine sabit egriliklidir denir, eger T = 0 ise. Sonug olarak,

T'(s) = v dir. Integrasyonla, w bir spacelike birim vektdr olmak iizere,

2
s
o(s) = po+sw+ 5(62 +e3)

elde edilir.

(w,w) = 1 icin w vektorii w = ej + c(ex + e3) seklinde yazilabilir. Bu taktirde

yeniden parametrelendirmeyle,

2
s
o(s) = po+ser + (cs+ 5)(62 +e3)

olur ki bu, 7 diizleminde ekseni lightlike dogrultuya paralel olan bir paraboldiir.
3.3.3 [Egrinin lightlike olmasi durumu:

o, T diizleminde kalan bir lightlike egri olsun. 7 diizlemi lightlike veya timelike

olabilir. Bu durumlar inceleyelim:
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a) Diizlem lightlike olsun. ©T = Sp{e;, ez + e3} oldugunu kabul edelim. o/ (s) light-
like ve sadece bir tek lightlike dogrultu var oldugundan f diferensiyellenebilir fonksiyon

olmak tizere
o (s) = f(s)(e2 +e3),
dir. Boyle bir durumda, o bir dogrudur. Biliyoruz ki, bu durumda Frenet ii¢ ayaklisindan

bahsedilemez.

b) Diizlem timelike olsun. @ = Sp{es,e3} alabiliriz. Bu durumda lineer bagimsiz
olacak sekilde e; + e3 ve ex — e3 gibi sadece iki lightlike dogrultu vardr.
o/ (s) = f(s)(e2 £ e3) aliarak, v = 0 vektoriiniin lightlike olmamasi gercegiyle birlikte /
dayao/(s) = f(s)(ex+e3) yada o (s) = f(s)(ex — e3) dir. Egri yine bir dogrudur.

o spacelike ve N lightlike iken benzer diistinceyle yaklasirsak, denilebilir ki, / da
T = 0 ise egri sabit egrilige sahiptir. Bu durumda, N'(s) = 0 dur. Integrasyonla,

o/ (s) = sv+w elde edilir, burada N(s) = v bir spacelike vektordiir. Fakat (T,N) =0
iken bu durumda Vs i¢in s + (v,w) = 0 dir. Bu ise bir ¢eligkidir.

O halde tek olasilik v = 0 dir, yani o bir dogrudur.
Teorem 3.3.3. E f in bir kati hareketinden sonra, sifirdan farkli sabit egrilikli diizlemsel

egriler sadece Oklidyen cemberler, hiperboller ve parabollerdir [18].

34 E 13 de Helisler ve Bertrand Egriler

Oklid uzayinda bir helis, teget dogrular1 sabit bir dogrultuyla sabit ac1 yapan bir
egridir. Bu dogrultuya helisin ekseni denir. Biliyoruz ki, bir egri helistir ancak ve ancak

< bir sabit fonksiyondur. Ornegin, diizlemsel egriler helislerdir.
Sabit egrilikli ve burulmali bir helise silindirik helis denir.

Burada, bu kavram Lorentzian yapiya genisletilecektir. Vektorler arasindaki agi
kavrami ile ilgili konugamamamiza ragmen, sabit bir v dogrultusu i¢in sabit olan (7'(s), v)

fonksiyonu gozoniine alinacaktir.

Tamim 3.4.1. E; de bir helis, en az bir v # 0 sabit vektorii igin (7 (s), v) sabit bir fonksiyon
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olacak sekilde bir regiiler egridir. v dogrultusuna paralel olan dogruya helisin ekseni denir

[18].
Burada egrinin diizlemsel olmadig1 gézoniinde bulundurulacaktir.

Teorem 3.4.1. Eger bir (spacelike veya timelike) o. egrisi E 13 de bir helis ise bu durumda,

< sabit bir fonksiyondur [18].

Ispat. o egrisinin spacelike veya timelike olmasi durumlarini ayri ayri ele alalim:
* o bir spacelike egri olsun. Bu durumda 3 olasilik s6z konusudur:
» T’ bir spacelike vektor olsun:

o bir helis ise (T'(s),v) = sbt dir. Bu ifadenin s ye gore diferensiyeli alinirsa,
K(s) (N(s),v) = 0 olur. Bu taktirde (N(s),v) = 0 dir ve dolayisiyla v = aT + bB olacak
sekilde a ve b fonksiyonlar1 vardir. Bu ifadenin s ye gore diferensiyeli alinir ve (3.2.2)

Frenet denklemleri kullanilirsa

0 = dT+aT +b'B+bB
= dT+akN+b'B+bIN

= dT+bB+ (ax+bt)N

elde edilir. Buradan @' = b’ = 0 ve ax+ bt = 0 bulunur. Bu da, bu durum ig¢in ispati

tamamlar.
» T’ bir timelike vektor ise diisiince yine benzerdir.
» T’ bir lightlike vektor olsun:
Ayni diisiinceyle
0= (a'—b)T+aN+ (b'—1b)B
ye ulagilir ki bu da a = b = 0, yani v = 0 demektir. Bu bir ¢eligkidir.

* o nin timelike olmasi1 durumu, o nin ve N nin her ikisinin de spacelike olmasi

durumuyla benzerdir. O

Simdi bu teoremin tersini ifade edelim:
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Teorem 3.4.2. o, normali lightlike olmayan bir spacelike veya timelike egri olsun. Eger

< sabit ise, bu taktirde o bir helistir [18].

Ispat. Farzedelim kit = ck, ¢ € R dir. o egrisinin timelike olmasi durumunu inceleyelim.
v(s) =cT(s)+ B(s)
ile verilen vektorel fonksiyonu tanimlayalim. Bu ifadenin diferensiyeli alinirsa,
Vi(s) = JT(s)+cT'(s)+B'(s)
= KN —1N
= N(ck—1)=0

yani, v/ = 0 elde edilir ki bu da v nin sabit fonksiyon oldugunu gosterir. Ayrica (T (s),v) =

¢ = sbt dir ve bu da o egrisinin helis oldugunu ispatlar. [

Normal vektorii lightlike olan o egrisinin spacelike veya lightlike olmasi halinde ne
olacag: diisiiniilebilir. Birinci durumu diigiinelim. Yani, o asli normali lightlike olan
bir spacelike egri olsun. Bu durumda herhangi bir diizlemsel egrinin helis oldugunu
gosterelim:

T = Sp{e1,es + e3} diizlemini alalim; of(s) bu diizleme ait ve ey +e3 € T+
oldugundan, bu durumda (7 (s),e; + e3) = 0 dir. Diger taraftan eger o egrisi (T'(s),v) =a

denklemini saglarsa, Frenet denklemleri kullanilarak v vektorii,
v=aT(s)+b(s)N(s)
seklinde yazilabilir. Diferensiyel alinarak
b'+bt+a=0

elde edilir. Simdi normal vektorii lightlike causal karaktere sahip olan herhangi bir space-
like egrinin bir helis oldugunu gorelim:

a bir sabit ve b = b(s), b'(s) + b(s)t(s) +a = 0 diferensiyel denkleminin bir ¢6ziimii
olsun.

v=aT(s)+b(s)N(s)
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vektorel fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon,
Vi(s)= (' +bt+a)N=0

oldugundan sabittir. Ustelik, (T (s),v) = a dir ve dolayistyla o bir helistir. Bu durumda, v

vektorlerinin kiimesi sonsuz elemana sahiptir.

Burada dnce Oklidyen anlamda Bertrand egrisinin tanimini hatirlayalim. M, N C E>
egrileri, sirasiyla, (I,a), (I, ) koordinat komsuluklariyla verilsin. s € I ya karsilik gelen

o(s) € M ve B(s) € N noktalarinda M ve N nin

{Vl (S)7V2(S)7V3(S)}a {Vl*(s)vvik (S)7V3*(S)}

Frenet ii¢ ayaklilar1 verildiginde Vs € [ i¢in

{Va(s), V2 (s)}

lineer bagimli ise (M, N) egri ikilisine Bertrand cifti denir [12].

Bu tanima gore, diizlemsel egriler Bertrand dir. Bunu gérmek icin, orjinal egriye
paralel egriler almak yeterli olacaktir.

Eger T # 0 ise, bir Bertrand egrisinin karakterizasyonu su sekildedir:

o egrisi bir Bertrand egrisidir ancak ve ancak herhangi A ve B sayilari icin AKX +

Bt =1dir (eger Ax+ Bt = 0 ise bir helis elde edilir).

Bertrand egrilere ornek olarak, egriligi ve burulmasi birer sabit fonksiyon olan

silindirik helisleri alabiliriz.
E 13 Minkowski 3-uzayinda Bertrand egri tanimi1, Oklid uzayindakiyle aynidir.

Timelike egriler i¢in agagidaki teoremi verelim:

Teorem 3.4.3. «, El3 de bir timelike egri olsun. Bu durumda, o bir Bertrand egrisidir

ancak ve ancak AX+ Bt = 1 olacak sekilde A ve B gibi iki sabit vardir [18].

Ispat. o bir Bertrand egri ve B da o nin es egrisi olsun. Bu durumda p,

B(s) = as) +A(s)N(s)
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seklinde parametrelendirilebilir. Frenet denklemleri kullanilirsa,
B'(s) = (1+A)T + AN +AtB

olur. Boylece, A’ = 0 yani A nin bir sabit fonksiyon oldugu sonucuna ulasilir. B nin
lightlike egri oldugunu varsayalim. Bu taktirde, 1 + Ak = +At dur. Simdi de [ nin non-
dejenere, 6rnegin spacelike bir egri oldugunu kabul edelim.  nin normal dogrultusunu
bulalim. Bunun i¢in B y1 Y(s) = B(P(s)) olacak sekilde yay parametresi ile parametre-

lendirelim. Bu taktirde § nin normal dogrultusu Y’ (s) ile verilir. Buradan, tiirev alinirsa

V(s) =P (s)B'(1), 1 = D(s)

Y'(s) = @"(s)B'(t) + @ ()B"(¢)

olur. Burada
cI)/2 1 ve d’ — _ (B",B")

BB (B, B>

oldugu agiktir.

Bu taktirde, o nin Frenet ii¢ ayaklisi cinsinden Y’ niin bir ifadesi elde edilir. Bu-
rada B nin normal dogrultusu Y’ dogrultusunda oldugundan 7' ve B nin Katsayilar1 sifir

olacaktir. O halde,

Ak (1+Ax) — A2t/ N B
Sy v A vy rpry R

A (1+Ak) —A2tt N

Mo (ot T e (e

veya

MAKT—17 —Akt) = 0
AM1+Ak) (AT —1 —Akt) = 0

dir. Eger en az bir noktada T = 0 ise o bir diizlemsel egridir.

Eger t # 0 ise bu taktirde,
AMdt—17 Akt =0
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ve bu da

K 1
A, - /: (Y
Ey=-()
demektir. O halde,
Ak 1
__|__:b
T T

olacak sekilde b € R vardir.
—A = A ve b = B alinirsa ispat tamamlanir.

Tersine, AK+ BT = 1 olacak sekilde A ve B gibi iki sabit varsa,
B(s) = a(s) +AN(s)

egrisini tanimlamak yeterli olacaktir. Bu taktirde, § nin o nin es egrisi oldugu aciktir. [

35 E f Minkowski 3-Uzayinda Spacelike Normal Egriler

E? Oklid uzayinda, diferensiyellenebilir bir a.: I C R — E?3 egrisinin herhangi bir
o(s) noktasinda diizlemler, {7,N}, {T,B} ve {N,B} tarafindan gerilir ve bu diizlemler
sirastyla, oskiilator diizlem, rektifiyan diizlem ve normal diizlem diye adlandirilirlar. Yer
vektorleri siirekli rektifiyan diizlemde yatan o : I C R — E3 egrilerine kisaca rekti-
fiyan egriler denir [5]. Benzer sekilde yer vektorleri siirekli oskiilator diizlemde yatan
o egrilerine kisaca oskiilator egriler ve yer vektorleri siirekli normal diizlemde yatan o
egrilerine de kisaca normal egriler denir.

Tanimdan dolay1 bir normal egri i¢in, o egrisinin yer vektori, s € I C R nin bazi

diferensiyellenebilir A ve u fonksiyonlari i¢in

sartin1 saglar.
Bu kisimda, E 13 Minkowski 3-uzayinda spacelike normal egriler incelenecektir.

Hatirlayalim ki eger o, spacelike veya timelike N asli normaline sahip bir spacelike

41



egri ise Frenet denklemleri,

T’ 0 k¥ O T
N |[=]| —ex 0 = N (3.5.1)
B 0 7 O B

idi. Burada, (T,T) =1, (N,N) =e¢=+1, (B,B) = —¢, (T,N) = (T,B) = (N,B) = 0 dir.

Eger o, lightlike N asli normaline sahip bir spacelike egri ise, Frenet denklemleri,

T’ 0 k¥ O T
N | = 0O t O N (3.5.2)
B -x 0 —x B

dir. Burada, (7,T) =1, (N,N) =0, (B,B) =0, (T,N) = (T,B) =0, (N,B) = 1 dir. Bu
durumda eger o bir dogru ise Kk = 0, diger durumlarda x = 1 dir.
m, E 13 de bir nokta ve r > 0 bir sabit olsun. Bu durumda,

pseudo-Riemannian kiire,
SHm,r) ={uc E}: (u—mu—m) =r’},
pseudo-Riemannian hiperbolik uzay,
HE(m,r) = {u € E} : (u—m,u—m) = —r*}
ve pseudo-Riemannian lightlike koni de
C(m)={uc€E}: (u—m,u—m) =0}

seklinde tanimlanir [16].

Simdi, E 13 Minkowski 3-uzayinda spacelike normal egrilerle ilgili bazi1 karakterizas-

yonlar verelim:

Teorem 3.5.1. o= a(s), E13 de N asli normali spacelike veya timelike olan birim hizli bir
spacelike normal egri olsun. Herbir s € I C R icin k(s) > 0 ve T(s) # 0 da o egrisinin,

swrastyla, egrilik ve burulmasi olsunlar. Bu taktirde asagidaki durumlar saglanir [16]:
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i) K(s) ve t(s) asagidaki esitligi saglar:

% = c1cosh(/‘c(s)ds) +c sinh(/r(s)ds)7 c1,¢2 €R.

ii) Egrinin yer vektoriiniin asli normal ve binormal bilesenleri sirastyla,

(0s),N) = aycosh( / T(s)ds) +az sinh( / T(s)ds) ve

(a(s),B) = alsinh(/r(s)ds) +azcosh(/r(s)ds), a,a €R

seklinde verilir.

iit) Eger egrinin yer vektorii null ise, bu taktirde o egrisi, C(m) pseudo-Riemannian

lightlike konisinde yatar, X(s) ve t(s) de

L = [Cosh(/’t(s)ds) :ESIDh(/T(S)dS)]

K(s)
sartint saglarlar.

Tersine, eger a.(s), Ef’ de N asli normali spacelike veya timelike olan birim hizli bir
spacelike egri ve her s € I C R icin x(s) > 0 ve t(s) # 0 iseler, ayrica (i), (ii) veya (iii)
durumlarindan biri saglaniyorsa, bu taktirde o bir normal egridir veya bir normal egriye

kongriienttir.

Ispat. o(s) nin Ef de spacelike veya timelike N asli normaline sahip, s pseudo
yay uzunlugu ile parametrelendirilmis birim hizli bir spacelike normal egri oldugunu

varsayalim. Bu taktirde tanimdan,
ofs) = Ms)N(s) +u(s)B(s)
dir. Bu denklemin s ye gore tiirevi alinir ve (3.5.1) Frenet denklemleri kullanilirsa,
erk=—1, N +ut=0, 4 +At=0 (3.5.3)
bulunur. (3.5.3) deki birinci ve ikinci denklemlerden,
A2 =y (3.5.4)

T K
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elde edilir. Boylece,
afs) = — v+ & (!
§)=—— —(=
K TK

olur. Ayrica, (3.5.3) deki 3. denklem ve (3.5.4) kullanilirsa

)'B (3.5.5)

1.1, B
E(E)] _E_O (3.5.6)

diferensiyel denklemine ulasilir.

y(s) =1 ve p(s) = 1 aliursa, (3.5.6) denklemi,

K T

p(s)
seklinde yazilabilir.
Yukaridaki denklemde ¢ = | ﬁds degisken degisimi yapilirsa,
d?y
2 v=0
az >

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimii, c1,c; € R olmak iizere
y = cycosh(t) 4 ¢y sinh(z)

dir. Boylece,

$ =] cosh(/’c(s)ds) +c sinh(/’c(s)ds) (3.5.7)

olup (i) ispatlanmus olur.

(3.5.7) denklemi, (3.5.4) ve (3.5.5) te yerine konursa,
A = —gfeicosh( / T(s)ds) + ¢ sinh( / T(s)ds)]
u = elersinh( [ (s)ds) + cacosh( [ x(s)ds)
ve

o — —eleicosh( / t(s)ds) + 2 sinh( [ T(s)ds)|N (3.5.8)

/
+gfe; sinh( / T(s)ds) + 2 cosh( / t(s)ds)|B
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elde edilir. Dolayisiyla, (3.5.8) denkleminden kolayca bulunabilir ki,

(o, ) = €(ct —c3), (3.5.9)
(0, N) = a; cosh( / T(s)ds) + a2 sinh( / t(s)ds) (3.5.10)
(01, B) = ay sinh( / T(s)ds) + az cosh( / T(s)ds) (3.5.11)
dir. Burada a; = —c1 € R, ap = —c> € R dir. Sonug olarak, (ii) ispatlanmis olur.

Simdi farzedelim ki o, yer vektorii lightlike olan bir normal egridir. Bu taktirde,

o, o) = 0 dir. Bu, (3.5.9) da yerine yazilirsa, c? = ¢2 elde edilir. Boylece (3.5.7) denk-
1 2

lemi,
@ — ¢1[cosh( / 1(s)ds) = sinh( / T(s)ds)] (3.5.12)
olur. Simdi,
m—a(s)+ N-5(Lym (3.5.13)
K T K

vektoriinli gozoniine alalim. Bu vektoriin s ye gore tiirevi alinir ve (3.5.1) Frenet denklem-
leri kullanilirsa, m’ = 0 bulunur ve dolayisiyla m = sbt tir. Bu taktirde, (—m,oo—m)=0

dir ve bu demektir ki o, C(m) iizerinde yatar. Sonug olarak (iii) ispatlanmisg olur.

Tersine, (1) nin saglandigini kabul edelim. Bu taktirde,

$ =c] cosh(/’c(s)ds) ) Sinh(/’C(S)dS)

dir. Bu denklemin s ye gore 2 kez tiirevi alinirsa,

L 1, =
LT =2
bulunur. (3.5.1) Frenet denklemleri kullanilirsa,
d € e, 1
—|a -N—=(=)'B]=0
2 [als) + N = ~(V'B]

elde edilir. Sonug olarak o, bir normal e8riye kongriienttir.

Simdi farzedelim ki (ii) saglansin. Bu taktirde (3.5.9) ve (3.5.10) denklemleri
gecerlidir. (3.5.9) in s ye gore tiirevi alinip (3.5.10) kullanilirsa (a, 7) = O bulunur ve

bu demektir ki o bir normal egridir.
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Son olarak (iii) saglansin. Bu taktirde o egrisi, m noktasinda C(m) lightlike koni-
sinde yatar ve k(s) ile t(s) de (3.5.12) denklemini saglar. Dolayisiyla (ot — m,o00 —m) =0

dir. Bu denklemin 4 kez s ye gore tiirevi alinir ve (3.5.1) Frenet denklemleri kullanilirsa,
€ €

o(s)—m=——=N+ (l

)'B
K Tk

olur. O halde, o egrisi bir normal egriye kongriienttir. m = 0 diyelim. (3.5.13) kullanilarak

kolayca (a, o) = 0 bulunur. Bu da ispati tamamlar. O
3.6 E 13 Minkowski 3-Uzayinda Timelike ve Null Normal Egriler

{T,N,B}, E} de a(s) egrisi boyunca Frenet gatisim belirtmek iizere, eger o bir

timelike egri ise Frenet denklemleri,

T’ 0 k¥ O T
N |=]lx 0 = N (3.6.1)
B’ 0 —t 0 B

seklinde idi. Burada (T, T) = —1, (N,N) = (B,B) =1, (T,N) = (T,B) = (N,B) = 0 dir.

Diger taraftan eger o bir null egri ise Frenet denklemleri,

T’ 0 k 0 T
N/ — T O —K N (3.6.2)
B 0 —t O B

idi. Burada da (T,T) =0, (N,N) =1, (B,B) =0, (T,N) =0, (T,B) =1, (N,B) = 0 dir.
Bu durumda o bir dogru ise k¥ = 0, diger biitiin hallerde k = 1 dir.

Simdi £ 13 de timelike ve null normal egriler icin baz1 karakterizasyonlar verelim.
Teorem 3.6.1. o(s), E; de her s € I C R igin (s) > 0 ve t(s) # 0 olacak ekilde birim

hizli bir timelike egri olsun. Bu taktirde, o bir normal egridir ancak ve ancak o yer

vektortiniin asli normal ve binormal bilesenleri, sirasiyla,
1 1,1
o,N)=—; (o,B) = =(=)
(N = 3 (0 B) = ()
seklinde verilir [15].
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Ispat. s yay parametresi olmak iizere farzedelim ki o(s) bir normal egridir. Bu taktirde,
tanimdan

u(s) = M(sIN(s) + (s)B(s)

dir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinir ve (3.5.1) Frenet denklemleri kullanilirsa,
M=1,N—-ut=0At+uy =0 (3.6.3)

elde edilir. (3.6.3) teki 1. ve 2. denklemlerden,

1 1.1
7\, = — = — — /
o k=)
bulunur. Béylece,
1 1
a=-N+-(=)B (3.6.4)
K K
olur. Buradan,
1
<0('7N>__7 <Och>:_(E>/

oldugu goriiliir.
Tersine, farzedelim ki
1 1.1
o,N)=—, (a,B)=—(=)
V)=, (B = ()
dir. (&, N) = L denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa,

(T,N)+ (0, KT +1B) = (%)’ (3.6.5)

denklemine ulagilir. (3.6.5) denkleminde

1.1
B)=—(=)
(@.B) = ()
kullanilirsa,
Ko T)+e () = ()
’ Tk K
olur. Boylece, (o, T) = 0 oldugu goriiliir. Bu demektir ki, o bir normal egridir. [
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Teorem 3.6.2. o(s), E; de her s € I C R igin (s) > 0 ve t(s) # 0 olacak sekilde birim

hizli bir timelike egri olsun. Bu taktirde, o bir normal egriye kongriienttir ancak ve ancak
)Y (3.6.6)
dir [15].

Ispat. ilk olarak o(s) nin bir normal egriye kongriient oldugunu kabul edelim. Bu tak-

tirde (3.6.3) denklemleri bize (3.6.6) denklemini verir.

Tersine, farzedelim ki (3.6.6) saglansin. (3.5.1) Frenet denklemleri kullanilirsa,

d 1 p
S5 ols) = =N (s) = (L)' B(s)] =0
oldugu kolayca goriiliir.
Sonug olarak, o bir normal egriye kongriienttir. [

Teorem 3.6.3. o(s), E; de her s € I C R igin k(s) = 1 ve ©(s) # 0 olacak sekilde bir null
egri olsun. Bu taktirde, o bir normal egridir ancak ve ancak . yer vektoriiniin teget ve

asli normal bilesenleri sirasiyla,
1.1 1
T) = —(=) N) = -
(@,T) = (=)' ve (oN) = -
seklinde verilir [15].

Ispat. Once a(s) nin bir normal egri oldugunu farzedelim. Bu taktirde tanimdan, A ve u

s ye bagl keyfi fonksiyonlar olmak iizere,
os) = A(s)N(s)+u(s)B(s) (3.6.7)
dir. Bu denklemin s ye gore tiirevi alinip Frenet denklemleri kullanilirsa,
N—wr=0,A=1,4—-A=0 (3.6.8)

bulunur. Bu demektir ki,



dir. Boylece (3.6.7) denkleminden,

(o, T) =u= %(%)'Ve (o, N) :k:%

elde edilir.

Tersine, farzedelim ki
1.1 1
a,T)==(=)" ve (o,N) = =
(@.T) = L) ve (@) = 1
olsun. (a,N) = % nun s ye gore tiirevi alinirsa,
Ly
<T7N> + <(XaTT _B> = (E)

elde edilir ve sonug olarak (o, B) = 0 dur.
ou(s) vektoriinti {7,N,B} bazina gore, a(s), b(s) ve c(s) keyfi fonksiyonlar olmak
lizere,

os) =a(s)T(s)+b(s)N(s)+c(s)B(s)
seklinde yazabiliriz. Bu taktirde kolayca goriilebilir ki,
(@T)=c=~(2), (@N)=b=1, (@,B)=a=0
=C=—|— = = — = a=
7 T T ) ) T ) )

dir. Bu nedenle

olur ki, o bir normal egridir. [

Teorem 3.6.4. o.(s), E; de her s € I C R igin k(s) = 1 ve ©(s) # 0 olacak sekilde bir null

egri olsun. Bu taktirde, o. bir normal egriye kongriienttir ancak ve ancak
1.1 1
(Z(2))' == (3.6.9)
T
dir [15].

Ispat. Farzedelim ki o bir normal egriye kongriienttir. Bu taktirde, o egrisi (3.6.7)
denklemine sahiptir ve dolayisiyla (3.6.8) denklemi saglanir. (3.6.8) denklemininin

saglanmasi da (3.6.9) denklemininin saglanmasi anlamina gelir.
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Diger taraftan tersine, (3.6.9) denklemininin saglandigini diisiinelim. (3.6.2) Frenet

denklemleri kullanilarak,

d 1 11
—Jou(s) —=N(s) — =(=)'B(s)] =0
£ [a(s) = -N(s) = - (=)'B(s)]
elde edilir. Sonug olarak a(s), bir normal egriye kongriienttir. [
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4. MINKOWSKI 3-UZAYINDA YUZEYLER

Bu boliimde, once spacelike ve timelike yiizey kavramlar1 tanitilacak, ardindan
bu yiizey tiirleri i¢cin ortalama egrilik ve Gauss egriligi tanimlanacak ve daha sonra bu

egrilikler lokal olarak yazilacaktir. Ayrica E 13 in umbilik yiizeyleri karakterize edilecektir.

Spacelike ve timelike yiizeylerin insasi, Oklid uzayindakiyle benzerdir. Bununla
birlikte, bu yiizeyler lizerinde calisirken causal karakterlerin nasil sinirlamalar or-
taya koydugu goriilecekti.  Ornegin, yiizey kapali olamayacaktir.  Ayrica Wein-
garten doniisiimii, timelike yiizeyler icin diyagonallestirilebilir degildir (ve asli egrilikler
kavrami diisiiniilemez).

Daha sonra, Oklid uzayinda da 6nemli bir yeri olan yiizey gesitlerinden donel
ylizeyler El3 Minkowski 3-uzayinda genel olarak tanitilip bu yiizeyler icin bazi
siniflandirmalar verilecektir. Ayrica iiciincii boliimde elde edilen sabit egrilikli diizlemsel
egriler tarafindan olusturulan donel yiizeyler elde edilerek bu yiizeylerle ilgili baz1 karak-
terizasyonlar verilecektir. Ardindan regle yiizeylerin genel yapisi olusturularak timelike

regle yiizeyler i¢in bazi karakterizasyonlar verilecektir.
41 E f de Spacelike ve Timelike Yiizeyler

M diizgiin, baglantili ve dM sinirina sahip bir yiizey olsun. x : M — El3 bir immer-
siyon, yani x in dx, : T,M — R? diferensiyel doniisiimii 1:1 olacak sekilde bir diferen-

siyellenebilir doniisiim olsun.
Tp(M) tanjant diizlemini (dx),(7,M) ile gosterelim. gp = x*((,),) pullback
metrigini, yani
gp(u,v) = (u,v), = (dxp(u),dxp(v))
metrigini gozoniine alalim.

Oklidyen yapida (7,M,,) ) pozitif tanimli metrik ile bir Riemannian uzaydir.

Bununla birlikte, E 13 de x doniisiimii alinirsa, bu metrik 3 tip olabilir [18]:

1. T,M bir spacelike diizlemdir, yani g, pozitif tanimlidur.
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2. T,M bir timelike diizlemdir, yani g, 1-indeksli bir metriktir.

3. T,M bir lightlike diizlemdir, yani g, bir dejenere metriktir.

Tamm 4.1.1. Bir immersiyona spacelike (timelike, lightlike) denir, eer herbir tanjant

diizlem spacelike (timelike, lightlike) ise [18].

Bundan sonra g, yerine genellikle (,) kullanilacaktir. Eger immersiyon spacelike
veya timelike ise, uzay E; = T,M & (T,M)" seklinde ayristirilabilir. Burada eger immer-
siyon spacelike veya timelike ise ikinci altuzay sirasiyla, timelike veya spacelike olacak

sekilde vektorler igerir.
Simdi, baz1 spacelike ve timelike yiizey 6rneklerine bakalim:
1) Bir yatay diizlem spacelike tir ve bir dikey diizlem timelike tir.
2)
H* = {p € E{|(p,p) = —1,2> 0}

hiperboloidi bir spacelike yiizeydir. Herbir p € H? i¢in tanjant diizlem
T,M = {v e R*|{p,v) =0} = (p)"

dir. Bu yiizeye hiperbolik diizlem denir.
3) De Sitter uzay1
S;={peEl{p.p)=1}
seklinde tanimlanir. Oklidyen bakis acisiyla bu yiizey bir regle hiperboloiddir. M =
( p)L ve p bir spacelike vektor oldugundan Sé bir timelike diizlemdir. (Sekil 4.1).

4) T,M = ( p)L ve p bir lightlike vektor oldugundan

C={peE;|(p,p) =0}—{(0,0,0)}

lightlike konisi bir lightlike yiizeydir.
5) f, Q C R? bolgesi iizerinde taniml1 bir diizgiin doniisiim olsun.

X(x,y) = (x,y, f(x,y)) ile verilen X : Q — E} immersiyonunu (Monge yiizeyi) ele alalim.
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X, = (1,0, fy) ve X, = (0,1, f,) olmak iizere, tanjant diizlemindeki indirgenmis metrik,

1=£ kb
~fy 1=f}
matrisine sahiptir.
Bu matrisin determinanti, 1 — 2 — fy2 =1—|Df|? dir.
Boylece, eger |Df |2 < 1 ise immersiyon spacelike ve eger |Df |2 > | ise immersiyon
timelike tir.
Su 6rnekler de verilebilir:
B Q c R? diizlemi iizerinde tanimlanan f(x,y) = m bir H? hiperbolik
diizlemidir.
B f(x,y) = V142 ise bu yiizey z2 — x> = 1 regle yiizeyidir. Bu bir spacelike
yiizeydir.

Lightlike Koni

Sekil 4.1 De Sitter Uzay1, Hiperbolik Diizlem ve Lightlike Koni

Biliyoruz ki Oklid uzayinda x, oM = @ olacak sekilde bir imbedding ise yiizey
yonlendirilebilirdir. Eger sinir bos kiime degilse bu taktirde, Md&bius seridi gibi
yonlendirilemeyen yiizey ornekleri vardir. Eger x bir immersiyon ise, E> te Klein sisesi
ve projektif diizlem gibi yonlendirilemeyen yiizey ornekleri vardir.

Simdi, herhangi bir spacelike yiizeyin yonlendirilebilir oldugunu gosteren teoremi

verelim:
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Teorem 4.1.1. x : M — Ef’ bir spacelike immersiyon olsun. Bu taktirde, M bir

yonlendirilebilir yiizeydir [18].

Ispat. x bir spacelike immersiyon oldugundan herbir 7,(M) = (dx),(T,M) tanjant
diizlemi spacelike tir. Lorentzian vektorel carpimla, lokal olarak tanjant diizlemin or-
togonal bir N birim vektoriinii tanimlayabiliriz. X = x(u,v) olsun. Bu taktirde
X = () () ve X, = (d)y (o)
u v
dir. X, ve X, spacelike vektorleri i¢in X, X X,, vektorel carpimi bir timelike vektordiir. N

birim normal vektOriini

X, x X,
N(u,v) = 422V
) = <,

seklinde tanimlayabiliriz. Boylece her noktanin bir komsulugunda, yiizey iizerinde dife-

rensiyellenebilir birim normal vektor alani vardir. ez = (0,0,1) olsun. Bu vektor de

timelike oldugundan, [(N,e3)| > 1 dir. Bdylece bir koordinat komsulugunda Vp igin, ya
(Np,e3) > 1 yada (Ny,e3) < —1 dir. Ornegin, N vektoriinii negatif isaretli secelim.
Bu, global olarak yiizeyin bir normal vektor alanini tanimlamamiza imkan sa8lar ve

dolayisiyla M bir yonlendirilebilir ylizeydir. O]

Simdi de, yukaridaki gibi tanimlanan N : M — H? doniisiimiinii gozoniine alalim.
Global olarak tanimli N, immersiyonun Gauss doniisiimii olarak adlandirilir. Ayrica N,
future-directed dir. N nin se¢imi, T,M de bir yonlendirme verir: 7,M nin verilen bir
{u,v} baz1 igin T,M pozitif yonlendirilmistir denir, eger {u,v,N(p)} E3 in bir pozitif
yonlendirmesi ise, yani det(u,v,N(p)) > 0 ise.

M iizerindeki yonlendirme, OM siniri iizerinde bir yonlendirme tanimlar: u € 7,0M
verilsin. M pozitif yonlendirilmistir denir, eger {u,v}, T,M nin bir pozitif yonlendirmesi
ise. Burada v i¢c konormal vektordiir.

Benzer olarak, timelike yiizeyler icin de lokal olarak tanimlanmis bir Gauss

doniislimiiniin var oldugu gosterilebilir.
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4.2 Nondejenere Yiizeylerin Egrilikleri
Burada, yiizeyin spacelike ve timelike olmasi durumlar1 ayr1 ayri ele alinacaktir.
4.2.1 Spacelike durum

xX:M— El3 bir M yiizeyinin spacelike immersiyonu, N de M nin future pointing
Gauss doniisiimii ve X, M nin bir tanjant vektor alani olsun. V ve V ile sirasiyla E 13 ve M

nin Levi-Civita konneksiyonlarini gosterelim. Ayrica
VxY = (Vx¥)'

dir, ki burada (VxY) T, VxY vektor alaninin tanjant kismini gosterir.

x immersiyonunun ikinci temel formu simetrik
G:  x(M)xy(M)—x(M)*
o(X,Y) = (Vx¥)*

tensori ile tanimlanir.

X ve Y, M nin tanjant vektor alanlar1 olmak iizere, Gauss formiilii
VxY = VxY +0(X,Y)

dir.
Eger Z, x immersiyonunun bir normal vektér alami ise, —(VxZ) nin tanjant bileseni
Az(X) ile yani
Az(X)=—(VxZ)"
ile gosterilir.
Ayrica, Az donilisiimii M nin metrigine gore lineer ve self-adjoint tir. Eger Z = N
alinirsa, (VxN,N) = 0 oldugundan

An(X) = —VxN
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elde edilir.
A = Ay, x immersiyonunun Weingarten endomorfizmi diye adlandirilir.

A self adjoint oldugundan, (AX,Y) = (X,AY) dir. Eger X,Y € y (M) ise,
6(X,Y) = —(6(X,Y),N)N = — (AX,Y)N

ve
VxY = VxY — (AX,Y)N
dir.
Sonug olarak, Weingarten endomorfizmi diyagonallestirilebilirdir, yani eger p € M
ise Ap(v) = (AX), ile tanimlanan A, : T,M — T,M doniisiimii diyagonallestirilebilirdir.
Burada X € (M), v yi geren bir vektor alanidir. A, nin 6zdegerleri, asli egrilikler olarak

adlandirilir ve A;(p) ile gosterilir.

Immersiyonun ortalama egrilik vektor alani,
H = ~iz(o)

olarak tanimlanir.
{E1,E>} bir ortonormal lokal vektor alan1 olmak iizere,

i =3i(0) = 5(0(ErEr)+o(Es Ex)

_ —%(<AE1,E1>+<AE2,E2>)N

— (—5iA)N

dir. Eger bir H =HN 0zdesligi elde edilmek istenirse, immersiyonun ortalama egriligi,

H= —%iz(A) fonksiyonu olarak tanimlanir.
Ozellikle eger H + 0 ise <fl H > = —H? < 0 oldugundan, H future directed dir.
Simdi M yiizeyinin egrilik tensoriinii hesaplayalim. E13 in R egriligi sifir oldugu
i¢cin, Gauss denkleminden

R(X,Y)Z = — (AX,Z) AY + (AY,Z) AX
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dir. Ricci egriligi,

[}

Ric(X,Y) =Y (R(X,E)Y,E;) = (AX,AY) +2H (AX,Y)
i=1

dir. Skalar egrilik de

p = iz(Ric) = —4H? + iz(A?)
dir. p = 2K oldugundan,
iz(A?)

K= —2H?
T3

dir, burada K Gauss egriligidir [18].
4.2.2 Timelike durumu

x:M— E% bir timelike immersiyon, yani x yardimiyla M iizerine indirgenmis
metrik 1-indeksli bir nondejenere metrik olsun. Yiizey lokal olarak yonlendirilebilirdir:

N bir spacelike birim vektor alani olsunve N : U C M — S% seklinde tanimlansin.

Lokal olarak N yi tanimlamak miimkiin oldugundan, spacelike immersiyonlar-

dakine benzer ifadeler verilebilir. Bu nedenle

VxY =VxY+o(X,Y) = VyY+(c(X,Y),N)N

= VxY+(AX,Y)N
dir. A Weingarten doniigiimii yine self-adjointtir, yani
(AX,)Y) = (X,AY), X,Y € x(M)

dir.

Buradaki fark, A, diyagonallestirilebilir degildir (pozitif tamimli olmayan bir
metrige gore self-adjoint bir endomorfizm diyagonallestirilebilir olmayabilir). Bununla
birlikte, ortalama egrilik ve Gauss egriligi, spacelike ylizeyler i¢in verilen yapiyla benzer
olarak tanimlanabilir. Burada

1
H= Eizl(c)’ K = det;(0)
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dir. Buradaki 7 alt indeksi, yiizeyin metrigine gore hesaplama yapildigini belirtir. Ornegin,
E, timelike vektor olmak iizere eger {E}, E,}, ortonormal tanjant vektor alanlari ise bu

taktirde
I¥z%&@hEQ—G@@EQLKzGQhEQmELEQ—dE“&V
dir.
S3(r) De Sitter uzay1 bir timelike yiizey 6rnegidir. $imdi S?(r) nin ortalama egrilik
ve Gauss egriligini hesaplayalim.

N(p) = £ oldugundan, dN,(v) = ¥ dir. Bu demektir ki,

r

dir. Bu nedenle
dir.
4.3 Egriliklerin Lokal Hesaplamalari

x bir spacelike immersiyon ve X = X(u,v) bir lokal parametrelendirme olsun.
{X.,X,} herbir noktada tanjant diizlemin bir lokal bazi olsun. 7,,M iizerinde birinci temel

formun metrik oldugunu yani,
I={(), : T,MxT,M—R
IP(ua V) = <I/t, V)p
oldugunu hatirlayalim.
B = {X,,X,} bazina gore I metriginin matris formu

E F
F G

olarak yazilabilir. Burada,
E = <XM7XM>7 F = <XM7XV>7 G: <XV7XV>
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dir. Metrik pozitif tanimlidir ancak ve ancak det(I) = EG — F? > 0 dur.
Eger immersiyon timelike ise EG — F? < 0 dir.

X, XX,

N=———
[ Xu x X, |

seklinde taniml1 normal vektor alanini alalim. p deki ikinci temel form,
6, : T,MxT,M—R
Op(u,v) = — <(dN>p(”)7V>p = (Ap(u),v)

dir. 6 da matris formunda
L M

M N

olarak yazilabilir. Burada,

L=—(Xy,Ny) = (N, Xou,)
M=— <Xuan> = <XV7NM> = <N7XW>

N == (X,,Ny) = (N, Xon)

dir. Eger a,b € T,M ise, bu durumda

| LM | EF
a b=a Ab
M N F G
elde edilir. Boylece
—1 r
E F L M
F G M N

dir. Ortalama egrilik ve Gauss egriligi, sirasiyla,

1 GL—2FM +EN LN — M?

2 EG-F? ' EG-F2

dir.
Spacelike ve timelike durumlar arasindaki farki gostermek i¢in, Weingarten endo-

morfizmi diyagonallestirilemeyen bir timelike regle yiizeyi ele alalim. o : 7 — E13 bir
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lightlike egri ve {T,N, B} de Frenet ii¢ ayaklisi olsun. Burada B binormal vektorii birim
lightlike bir vektordiir.
X(s,t) =os) +1B(s)
ile verilen X : I x R — E? doniisiimiinii gdzoniine alalim.
Simdi {Xy,X; } bazina gore A, doniistimiiniin matrisini hesaplayalim.
X, =T+tB'=T—ttNveX, =B

oldugundan

1?7 1

1 0

dir. Determinant negatif oldugu icin yiizey timelike tir.

Simdi de ikinci temel formun katsayilarin1 hesaplayalim. Bunun i¢in

Xy = —t0°T+ (1 —17)N+11B
XSI = _TN
Xty = 0

dir. Buna gore ikinci temel form,

—14t(—t+T+27) 1
T 0

dir. O halde Weingarten endomorfizmi

T 0
A=
— 141t (=1 +0)1?) +17 1

dur. Bu matris diyagonallestirilebilir degildir. Diger taraftan, ortalama egrilik H = T ve

Gauss egriligi K = 12 dir.

4.4 Umbilik Yiizeyler

Bu kisimda, E 13 in (spacelike veya timelike) umbilik yiizeyleri incelenecektir.
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Tamm 4.4.1. Bir p € M noktasina umbilik tir denir, eger

6p(u,v) = Mp) (u,v)

ise, yani ikinci temel form metrikle orantili ise. Immersiyonun spacelike olmasi halinde
bu, A1 (p) = A2(p) demekle denktir. Bir yiizeye total umbilik denir, eger herbir noktasi
umbilik ise [18].

x bir spacelike immersiyon olsun. A; ler A nin 6zdegerleri olmak iizere,

AM+A
H=-27% ko
2
dir. Bu durumda,
M—A M+ Ay

2 = 2 MM =H*+K
Bitep_ Mthp g, gy
dir. Boylece bir spacelike yiizey i¢in H> 4+ K > 0 saglanir. Ayrica H> + K = 0 dir ancak
ve ancak p € M noktas1 umbiliktir.

Diger taraftan asli egrilikler,
Ai=—-H++VH?>+K

dir.

Simdi, bazi umbilik yiizey 6rneklerini inceleyelim:

1. Bir spacelike veya timelike T = po+ (v)™, ||v|| = 1, diizlemi icin N = v saglanr.
Bu taktirde dN = 0 dir ve 7 nin spacelike diizlem olmas1 halinde A; = 0 oldugundan yiizey

total umbiliktir.
2.
H(r, po) = {p € E;| (p — po.p — po) = —r*,z > 0}

hiperbolik diizlemini alalim. Bu durumda N(p) = £ ve dN,(v) = ¥ dir ve dolayisiyla

r

Ai = —% oldugundan yiizey total umbiliktir. Burada H = %, K= _r]_Z dir.
Simdi, H? yiizeyine neden hiperbolik diizlem dendigini gorelim:
Herbir p € H? ve v € T,H2, |[v|| = 1, igin a(s) = cosh(s)p + sinh(s)v egrisini

tanimlayalim. Bu taktirde o(0) = p ve o/(0) = v olup a(s) € H? dir. o(s) = a(s)
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oldugundan ivmenin teget kismi yok olur, yani o’(s)" = 0 dir. Bu demektir ki o bir

geodeziktir.

v tanjant vektorii keyfi oldugundan, p den baglayan biitiin geodezikler yukaridaki
gibi yazilabilirler. o, herhangi bir s € R i¢in tanimli oldugundan, yiizey tamdir. Bu tak-
tirde H?, K = —1 sabit egriligi ile birlikte tam, basit baglantil bir yiizeydir. Diferensiyel

Geometri’nin bir klasik sonucuna gére H?, hiperbolik diizleme izometriktir.

3. S3(r, po) De Sitter uzay1

St(r.po) = {p € E}|{p— po,p — po) =1

olsun. Bu taktirde, N(p) = £ ve dN,(v) = ¥ dir ve dolayisiyla yiizey total umbiliktir.
Burada, H = %, K= ri2 dir.

Teorem 4.4.1. Minkowski uzayda total umbilik yiizeyler sadece diizlemler, hiperbolik

diizlemler veya De Sitter uzaylaridir [18].

Ispat. Uygun parametrelendirilmis bir X = X (u,v) ylizeyi verilsin. Yiizey total umbilik
ise,

(NoX)u = (foX)Xy

(NoX)y = (foX)X,
olacak sekilde bir diizgiin f fonksiyonu vardir. u ve v ye gore diferensiyel alinirsa,

(foX)uXy+ (foX)Xuy = (f o X)uXu+ (f o X)X
olur. Boylece,
fuoX = fyoX

dir. Bu demektir ki, bir koordinat komsulugunda f bir sabit fonksiyondur, yani foX =r,
r € R dir. Yiizey baglantili oldugundan, M iizerinde f o X = r dir.
1. Eger r = 0 ise, bu taktirde N, = N, dir, yani N sabittir. Bu gosterir ki, ylizey bir

diizlemdir.
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2.Eger r # 0 ise, (NoX), = rX, ve (N oX), = rX, dir. Bir komsulukta

L NoX) ()

h(u,v) = X(I/t,v) -

,
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda h, = h, = 0 dir. Bu demektir ki / sabittir.
Boylece,

L (Vo X)(uv) = po

X(M,V)-;

olacak sekilde py € E 13 vardir. Bu taktirde,

1
(X —po,X —po) =+
dir. Isaret yiizeyin sirasiyla spacelike ve timelike olmasina baglidir. Bu durumlarda yiizey

ya bir hiperbolik diizlem ya da De Sitter uzayidir. [
4.5 Sabit Ortalama Egrilikli Spacelike Yiizeyler
4.5.1 Maksimum prensibi

Bu kisimda, sabit ortalama egrilikli spacelike yiizeyler icin maksimum prensibi
ifade edilecektir. Maksimum prensibi, kismi diferensiyel denklemler teorisinin yine mak-
simum prensibi denilen teorisinin bir sonucudur. Maksimum prensibi ile, ayn1 ortalama
egrilige sahip iki yiizeyin “’karsilagtirmast” yapilabilir.

S1 ve 82, p € S§1 NS, arakesit noktasinda teget iki diizlem olsunlar. Farzedelim
ki yiizeylerden biri, ornegin Si, p noktasi civarinda digerinin asagisinda yatsin. Her
iki yiizeyi, 7,81 = T),$, ortak tanjant diizleminin bir bolgesi tizerinde u; ve up diizgiin
fonksiyonlarinin graph lar1 olarak ele alalim. Bir izometriden sonra farzedelim ki 7,S;,
z = 0 yatay diizlemidir (burada spacelike sart1 kullanilmaktadir). Bu iki graph icin de p
noktasinda bagdasacak sekilde yonlendirme alalim, yani N;(p) = N»(p) olsun. Bu du-
rumda, eger tanjant diizlemde p nin bir komsulugunda u; < u, ise S1, S> nin asagisinda

yatar denir. Bu taktirde, S1 < S5 (veya S > S;) yazilir [18].

p nin bir sinir noktasi olmas1 halinde su tanim verilebilir:
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Tamm 4.5.1. S| ve S», Ef’ de p € S NS, ve Ni(p) = N2(p) olmak iizere iki spacelike
yiizey olsunlar. Eger ortak tanjant diizlemde S; = graph(u;) olarak alindifinda, p nin
bir komgulugunda u; < uy ise p civarinda S} < S, denir [18]. Eger p € 951 NdS, ise
T,0S1 = T),0S, sart1 da ilave edilir (Sekil 4.2).

N(p)

N(p)

Sekil 4.2 Bir teget noktada S; < S, olacak sekilde iki yiizey

Eger u; < uy ise bu taktirde H;(p) < Hy(p) dir [18].

Literatiirde bu sonug¢ genellikle karsilastirma prensibi olarak adlandirilir.

Kargilagtirma prensibi icin agagidaki ornek verilebilir:

S, Sekil 4.3 ile verilen H # 0 sabit ortalama egrilikli bir yiizey olsun. Yukar1 dogru
olan yonlendirmeyle ortalama egriligin pozitif mi negatif mi oldugunu 6grenmek istiyo-
ruz. S nin en alt noktasinda P tanjant diizlemini alalim. Bu taktirde, P < § dir. P diizlemi
sifir ortalama egrilige sahiptir (yonlendirmeden bagimsiz). P noktasinda yukar1 dogru
olan yonlendirmeyi alalim. Bu taktirde, P < S dir ve karsilagtirma prensibinden dolay1
0 < H(p) elde edilir. H(p) pozitif oldugundan H # 0 dir ve dolayisiyla S de H > 0 dir.

Maksimum prensibi su gercegi ifade eder:

Aym ortalama egrilige sahip iki yiizeyden biri digerinin asagisinda yatiyorsa, bu

durumda her iki ylizey p civarinda bir a¢ik kiimede bagdasir.

Teorem 4.5.1. (Maksimum Prensibi): S| ve S» bir ortak p noktasinda (i¢ veya sinir) teget
iki spacelike yiizey olsunlar. Farzedelim ki S1 < S, dir. Eger ortalama egrilikler ayni ve

sabitlerse, bu taktirde p nin bir komsulugunda S| = S, dir (Sekil 4.4) [18].
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Sekil 4.3 Kargilagtirma Prensibi

Sekil 4.4 Maksimum Prensibi

4.6 Minkowski 3-Uzayinda Donel Yiizeyler

s 1Inkowski1 3-uzayinda indirgenmis metrikle donatilmi -boyutlu bir yuze
M, E3 Minkowski 3-uzayinda indirgenmis metrikle donatilmug 2-boyutlu bir yiizey

olsun.

Oklid uzayinda bir donel yiizey, keyfi bir egrinin keyfi bir eksen etrafinda
dondiiriilmesiyle elde edilen yiizeydir. Bununla birlikte Minkowski 3-uzayinda egrilerin
spacelike, timelike veya lightlike (null) gibi farkli tiirleri oldugundan ve bunun gibi

spacelike, timelike veya lightlike (null) gibi farkli donme eksenleri oldugundan donel
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yiizeylerin farkli gesitleri vardir [25].

o:1=(ab) CR— = E} in n diizleminde bir egri ve d de 7 diizleminin a
egrisiyle kesismeyen bir dogrusu olmak iizere £ 13 de bir M donel yiizeyi, d donme ekseni
etrafinda o egrisinin dondiiriilmesiyle elde edilen yiizeydir.

Simdi donme ekseninin spacelike, timelike veya lightlike (null) olmasi1 durumlarina
gore donel yiizeyleri elde edelim:

[k olarak farzedelim ki donme ekseni e; = (1,0,0) spacelike ekseni olsun. Bu
taktirde o egrisinin Sp{e;j,e;} diizleminde veya Sp{ej,es} diizleminde yattig1 kabul
edilebilir. Dolayisiyla o egrisi f ve g diizgiin fonksiyonlar ve f bir pozitif fonksiyon

olmak iizere
o(u) = (g(u), f(u),0) veya a(u) = (8(u),0, f(u)),
seklinde parametrelendirilebilir.

A, 3 x 3-tipinde bir regiiler matris ve 0 £ & € E 13 bir vektor olsun. Eger A asagidaki

sartlar1 sagliyorsa bu durumda pozitif yonlii bir donme belirtir [20]:

1 0 O
I=101 0
0 0 —1

3 x 3-tipinde Lorentzian birim matris olmak iizere,

DAL =g,

i) AIA" =1,
iii) detA =1,
dir .

Buradan goriilebilir ki, e; = (1,0,0) spacelike vektoriinii sabit birakan donme mat-
risi,
1 0 0
A(v)=1| 0 coshv sinhv |,v€R
0 sinhv coshv

seklindeki 3 x 3 matrislerin kiimesidir.
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Eger o egrisi Sp{e1, ey} diizleminde ise M donel yiizeyi,
W(u,v) = (g(u), f(u)coshv, f(u)sinhv); (4.6.1)
eger o egrisi Sp{ey,e3} diizleminde ise M donel yiizeyi,
W(u,v) = (g(u), f(u)sinhv, f(u)coshv) (4.6.2)

olarak parametrelendirilebilir.

Simdi dénme ekseninin ez = (0,0, 1) timelike ekseni oldugunu kabul edelim. a
egrisi Sp{ey,e3} diizleminde yatsin. Bu durumda o egrisinin parametrelendirmelerinden

biri, f ve g diizgiin fonksiyonlar ve f bir pozitif fonksiyon olmak iizere,

ou) = (f(u),0,g(u))
olarak almabilir. e3 = (0,0, 1) timelike vektoriinii sabit birakan donme matrisi

cosv —siny 0
A(v)=| sinv cosv 0 |,0<v<2m
0 0 1
dir. Dolayisiyla e3 timelike ekseni etrafinda o egrisinin dondiiriilmesiyle olusan M donel
ylizeyi
W(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)) (4.6.3)
seklinde parametrelendirilir.

Simdi de donme ekseninin Sp{ej,e3} diizleminin (1,0, 1) tarafindan gerilen bir null

dogrusu oldugunu kabul edelim. Bu taktirde (1,0, 1) vektoriinii sabit birakan dénme mat-

risi
V2 V2
1—7 1% 5
A(v) = —v 1 v ,vER
2 2
-5 v 1+5

seklinde verilen 3 x 3 matrislerin kiimesidir.
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Dolayisiyla o(u) = (f(u),0,g(u)) seklindeki Sp{ej,ez} diizleminde yatan «
egrisinin (1,0,1) tarafindan gerilen null eksen etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen M
donel yiizeyi,

2 2 2 2

W(uv) = (1= 5 )f () + g 0), = () 4 v ), = £ () + (14 g ()

dur.
4.6.1 Minkowski 3-uzayinda donel yiizeylerin bir simflandirmasi

Giriste de belirtildigi gibi Minkowski 3-uzaymnda donel yiizeyler icin cesitli
stniflandirmalar yapilmistir ([9, 17, 20]). Biz de burada donel yiizeyleri, Fk Christoffel
sembolleri yardimiyla tammmladigimiz ve Christoffel-like operatorii dedigimiz bir operator

yardimiyla siniflandiracagiz.

Iyi bilinir ki Fk Christoffel Sembolleri

magm alm 3gi'
_ Zk{ J 8im J}

ax’ dx/  dx™m

seklinde tanimhidir [12]. Burada g"/ = (g; j)_l dir. Biz de burada Fﬁ-‘j Christoffel Sembol-

leri yardimiyla Christoffel-like operatorii diyecegimiz su operatorii tanimlayacagiz:

. 1 0 d 0
Fk =3 fm im=_; m= -  8ijN S
i 22;g {gjmz 5 +8mz 5 =8zt

E,F,G yukarida tanimlanan donel yiizeylerin 1. temel formlarinin katsayilarini belirtmek

iizere, ['l | Christoffel-like operatorii bir diizgiin ¥(u,v) fonksiyonuna uygulanirsa

- 1 G F
r(p) = g EY) — g (2FYu - E¥} ) (4.6.4)

elde edilir.

Bu kisimda,

DW=, L eR, i=1,2,3 (4.6.5)

sartin1 saglayan donel yiizeylerin bir siniflandirmasi incelenecektir. (4.6.1) ve (4.6.3) ile

verilen donel yiizeyler i¢in iki farkli durum ayr1 ayri ele alinacaktir.
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1. DURUM
Farzedelim ki M donel yiizeyi (4.6.1) ile verilsin. o egrisinin

2

) +g w)y=1,vYuel (4.6.6)

olacak sekilde yay parametresi ile verildigini kabul edelim. Bu donel yiizey i¢in birinci

ve ikinci temel formlarin katsayilari, sirasiyla,

E = 1,F=0,G=—f*u), (4.6.7)
L = g"u)f'(uw)—f"(wg (u), M =0, N=—f(u)g ()

ve ortalama egrilik ile Gauss egrili8i, sirasiyla,

H o= 010~ g )+ 5, @6
_g/(_u)//u/u_//u/u :_f//(”)
K = S0 - e =L

dir. ¢ =t(u) bir diizgiin fonksiyon olmak iizere (4.6.6) sartindan dolay1 f’ ve g’ fonksi-
yonlari,

f'(u) = cost(u), g (u) =sint(u), Yuecl (4.6.9)

olarak yazilabilirler. Dolayisiyla

E=1,F=0,G=—f(u), L=1"(u), M=0, N = —f(u).sint(u) (4.6.10)
1, y sint (u) _sint(u).t'(u)
H= 30y K=

olur.

[, =MW, i =1,2,3 sartim (4.6.1) donel yiizeyine uygularsak,

Thi(g(w) = Mglu)
I, (f(u)coshv) = Apf(u)coshvy (4.6.11)
I, (f(u)sinhv) = A3f(u)sinhv

esitliklerine sahip oluruz.
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(4.6.1) donel yiizeyi icin W (u,v) = g(u) oldugundan
¥, =g (u) =sint(u), ¥, =0

u

dir. Dolayisiyla (4.6.4) , (4.6.9), (4.6.10) ve (4.6.11) den

I (g(u)) = 5 sini(u)

ve buradan

olur.

W) (u,v) = f(u)coshv oldugundan
W, = f'(u)coshv = cost(u) coshv, ¥, = f(u)sinhv

dir. Dolayisiyla
- 1
', (f(u)coshy) = 5 cost(u)coshv

olup buradan
%cost(u) Mo f(u)
dir.
Benzer sekilde
Ws(u,v) = f(u)sinhv oldugundan
1
3 cost(u) = A3 f(u)

bulunur. Dolayisiyla

—sint(u) = A1 g(u)
3 cost(u) = Ao f(u)

%cost(u) =A3f(u)
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denklem sistemine ulasiriz. Buradan A, = A3 oldugu agiktir. Ay = Az = A, A = u dersek;
cost(u) =2Af(u) (4.6.12)
sint(u) = 2ug(u)

denklem sistemine ulagiriz.

Bu nedenle f% Vi = MY, sartim saglayan (4.6.1) ile verilen donel yiizeylerin
siniflandirilmasi problemi, bu adi diferensiyel denklem sistemini ¢6zmeye indirgenmis

olur. Simdi A ve u degerlerine gore bu denklem sisteminin ¢oziimlerini irdeleyelim:

A. A = u =0 olsun. Bu taktirde,

cost(u) =0

sint(u) =0

denklem sistemine ulasilir ki bu durum miimkiin degildir. Dolayisiyla bu durumda donel

yiizey yoktur.

B. A = u # 0 olsun. Bu durumda (4.6.12) denklem sistemi,

cost(u) =2Af (u)

sinz(u) = 2Ag(u)

olur.

Bu denklem sisteminde birinci denklem —sin#(u) ile, ikinci denklem cosz(u) ile

carpilip ¢ikan denklemler toplanirsa,

f(u)sint(u) — g(u)cost(u) =0

denklemi elde edilir. (4.6.9) dan

veya




olur. Burada her iki tarafin integrali alinirsa;
f(u) = c.g(u)
olup bu durumda (4.6.1) donel yiizeyi
W(u,v) = (g(u),c.g(u)coshv,c.g(u)sinhv)

seklinde parametrelendirilir.
C. A =0, u# 0 olsun. Bu durumda (4.6.12) den cos?(u) = 0 olur. O halde,
f(u) = cost(u) = 0 oldugundan f(u) = cy, c; €R;
7 (u)+g" (u) = 1 oldugundan g(u) =u+cy, ¢ € Rdir.

Dolayisiyla bu durumdaki donel yiizey,
W(u,v) = (u+ cp,cycoshv,cy sinhv)
seklinde bir parametrelendirmeye sahiptir. Bu yiizey, S% (r) x R Lorentz hiperbolik
silindiridir.
D. A # 0, u = 0 olsun. Bu taktirde (4.6.12) den sint(u) = 0 olup (4.6.10) dan H =

K = 0 elde edilir. Bu demektir ki bu durumdaki dénel yiizey minimaldir.
Ayrica g'(u) = sint(u) = 0 oldugundan g(u) = ¢y, ¢; € R dir. Buradan, f(u) =

u+ca, c2 € R olur. Boylece donel yiizey,
Y(u,v) = (c1,(u+ cz) coshv, (u+cy) sinhv)

seklinde parametrelendirilebilir.

E. A #0, u# 0 ve A # uolsun.

Bu durumda (4.6.12) denklem sistemi,
cost(u) = 2Af(u)
sint(u) = 2ug(u)
seklindedir.
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B dekiyle ayn prosediir uygulanirsa,
—Af(u)sint(u) + ug(u)cost(u) =0,

veya
f'(uw) _ Ag'(u)
flu)  ugu)

olup % = c1 denir ve her iki tarafin integrali alinirsa,

fu) = 2.8 (u)
bulunur. Dolayisiyla bu durumdaki donel yiizey
W(u,v) = (g(u),c2.g" (u)coshv,cp.g' (u) sinh v)

seklindedir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.6.1. M, El3 de (4.6.1) ile verilen donel yiizey olsun. Bu taktirde M icin fh‘l’i =
A, i = 1,2,3 dir ancak ve ancak M asagidaki donel yiizeylerden biridir:
i) ¥(u,v) = (g(u),c.g(u)coshv,c.g(u) sinhv),c € R donel yiizeyi,
ii) ¥(u,v) = (u+ca,crcoshv,cy sinhv), ¢y, ¢y € R Lorentz hiperbolik silindiri,
iii)¥ (u,v) = (c1, (u+c2) coshv, (u+cp) sinhv), c1,c2 € R minimal yiizeyi,

) ¥(u,v) = (g(u),cr.g (1) coshv,cp.g (u) sinhv), cy, ¢y € R donel yiizeyi.

2. DURUM
imdi farzedelim ki E3 de M yiizeyi (4.6.3) ile verilsin.
1 yuzey

2

f ()=—1,Vuel (4.6.13)

(u)—g

oldugunu varsayalim.

(4.6.13) ten dolayi, bir r = #(u) diizgiin fonksiyonu i¢in
f'(u) = sinht(u), g'(u) = cosht(u), Vu €1 (4.6.14)
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olarak yazilabilir.

Bu yiizey icin

E=—1,F=0,G=f*u), (4.6.15)

. L, i 1" / g/(”)
H o= L ¢ s )+ ) @6.16)
_ _g/(”> 1O F () — o (1) £ (1) = f"(u)

ve (4.6.14) ten dolay1

E=—1,F=0,G=f*u), L=—t'(u), M=0, N = f(u)cosht(u); (4.6.17)

1 'y cosht(u) _
H—2(t()+ ) ), K

olarak elde edilir. f} Wi =N, i = 1,2,3 sartimi (4.6.3) ile verilen donel yiizeye uygu-

larsak,
T}y (f () cosv) = Ay f (u) cos v
I (f (u) sinv) = Ao f(u) siny (4.6.18)
i1 (g(w) = Aag(u)
olur. (4.6.4), (4.6.14), (4.6.15) ve (4.6.18) den
%sinht(u) — M Fw)
%sinht(u) M f(u)
%cosht(u) — hag(u)

denklem sistemine ulasilir. Bu sistemden, A; = A, dir. Burada A\ = A = A, A3 =pu

denirse,
sinh#(u) = 2Af(u) (4.6.19)
cosht(u) = 2ug(u)
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denklem sistemi elde edilir.

Bu nedenle f}l‘Pi = A¥; sartim saglayan ve (4.6.3) denklemi ile verilen donel
ylizeyin siiflandirilmasi problemi, bu adi diferensiyel denklem sisteminin ¢6ziimiine
indirgenmis olur.

Simdi bu denklem sisteminin ¢6ziimlerini A ve u degerleri i¢in irdeleyelim:

A. A = u =0 olsun. Bu taktirde (4.6.19) dan,
sinhz(u) =0

coshz(u) =0

denklem sistemi elde edilir ki bu miimkiin degildir. Dolayisiyla A = u = 0 iken donel

ylizey yoktur.

B. A = u # 0 olsun. Bu durumda,
sinh?(u) = 2Af (u)

coshz(u) = 2Ag(u)

sistemine ulagilir.

Bu denklem sisteminde birinci denklem —cosht (u) ile, ikinci denklem sinht (u) ile

carpilip ¢ikan sonuclar toplanirsa
f(u)cosht(u) — g(u) sinht(u) =0
denklemine ulasilir. (4.6.14) ten
fu)g'(u) — g(u)f'(u) =0
veya
S _ )
flu)  g(u)

denklemine ulagilir. Her iki tarafin integralinden,

flu)y=cg(u),ceR
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olup bu taktirde donel yiizey,

W(u,v) = (c.g(u)cosv,c.g(u)sinv, g(u))
olur.

C. A=0,u#0olsun.

Bu durumda sinhz(u) = 0 olacagindan f’(u) = sinh¢(u) = 0 ve dolayisiyla f(u) =
c1, ¢1 € R dir. Buradan g(u) = u+ ¢z, ¢ € R bulunur. Yani A = 0, u # 0 olmast duru-
munda donel yiizey

W(u,v) = (cjcosv,cysinv,u+cp)
olur ki bu yiizey dairesel silindirdir.

D. A £ 0, u = 0 olsun. Bu durumda,

cosht(u) = 0 olur. Bu durum “cosh” fonksiyonunun tanimindan dolayr miimkiin

degildir. Dolayisiyla bu sart1 saglayan donel yiizey yoktur.

E. A #0, u# 0 ve A # u olsun. Bu taktirde (4.6.19) denklem sistemimiz,

sinh?(u) = 2Af (u)

coshr(u) = 2ug(u)

dir.
Bu denklem sisteminde birinci denklem coshz(u) ile, ikinci denklem — sinhz(u) ile
carpilip toplanirsa,
Af(u)g' (1) —pg(u) f'(u) =0
veya

f'(w)  Ag'(u)
flu)  pg(u)
A

olur. §=C1LC1 € R denirse ve integral alinirsa

flu)=cr.g(u), c €R
bulunur. Dolayisiyla donel yiizey,
P (u,v) = (c2.8°' (u) cosv,c2.8" (u) sinv, g(u))
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seklinde parametrelendirilir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.6.2. M, E13 de (4.6.3) ile verilen donel yiizey olsun. Bu taktirde f‘h‘l‘i =NY,

i =1,2,3 dir ancak ve ancak M asagidaki donel yiizeylerden biridir:
i) ¥(u,v) = (c.g(u)cosv,c.g(u)sinv,g(u)),c € R donel yiizeyi,
ii) ¥(u,v) = (cicosv,cy sinv,u+c3),ci, ¢z € R dairesel silindiri,

iii) ¥(u,v) = (c2.81 (1) cosv,cp.g (u) sinv, g(u)),c1,cz2 € R donel yiizeyi.
Simdi bu donel yiizeyler icin birka¢ 6rnek verelim:

Ornek 4.6.1. ¥(u,v) = (u+2,3coshv,3sinhv) donel yiizeyinin cinsini, I'],%¥; = AP},
i = 1,2,3 sart1 altinda A ve u degerlerine bagli olarak belirleyelim:

W(u,v) yiizeyinin u ve v ye gore tiirevleri sirasiyla,

¥, =(1,0,0), ¥, = (0,3sinhv,3coshv)

dir. Ayrica,
E=1,F=0,G=-9
dur.
Ihu+2) = !
2
I'1,(3coshv) = 0

I'{,(3sinhv) = 0

oldugundan, (4.6.5) ten dolay1

1

5 = 7\4 (I/t + 2)
0 = Aycoshv
0 = 7\.3 sinhv

elde edilir. O halde A; =A3 =A =0, A; = u # 0 olmalidir. Dolayisiyla bu durum verilen

yiizeyin, birinci durumun C sikkina ait olup Lorentz Hiperbolik silindir oldugunu gosterir.
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Ayrica bu yiizey i¢in,
L=0,M=0,N=-3veH=¢{, K=04dr
Sekil 4.5 te, ¥(u,v) = (u + 2,3coshv,3sinhv) Lorentz Hiperbolik silindiri

goriilebilir.

Sekil 4.5 W¥(u,v) = (u+2,3coshv,3sinhv) Lorentz Hiperbolik Silindiri

Ornek 4.6.2. ¥(u,v) = (3, (u+2)coshv, (u+2)sinhv) yiizeyi igin;
E=1,F=0,G=—(u+2)?
bulunur.
=1 1 1 =1 - L.
I',(3)=0, I'{; ((#+2) coshv) = Ecoshv, I'l;((u+2)sinhv) = Esmhv
oldugundan, (4.6.5) ten dolayi, sirasiyla,

0=31, 5 =ha(ut2), 5 =Aau+2)

| =

elde edilir. Dolayisiyla Ay = A3 = A # 0, A; = u = 0 olmalidir. Burada
L=M=N=0veH=K=0
dir (1.Durum D sikki).

Sekil 4.6’da bu yiizey goriilmektedir.
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Sekil 4.6 W(u,v) = (3,(u+2)coshv, (u+2)sinhv) Donel Yiizeyi

Ornek 4.6.3. ¥(u,v) = (3cosv,3sinv,u+ 2) donel yiizeyi ele alinr ve (4.6.5) sart1 kul-

lanilirsa,

0 = 3Ajcosv
0 = 3Apsinv

1

5 = ;\.3(u—|— 2)

elde edilir. Dolayisiyla A = Ay = A =0 ve A3 = u # 0 dir. Bu taktirde bu donel yiizey
ikinci durumun C gikkina ait olup dairesel silindirdir (Sekil 4.7).

%
.

Sekil 4.7 ¥(u,v) = (3cosv,3sinv,u+ 2) Dairesel Silindiri
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Ornek 4.6.4. Simdi de ¥(u,v) = (3cos?ucosv,3cos>usinv,cosu) donel yiizeyini in-

celeyelim.
Il (3cos’ucosv) = —3cosusinucosv
[, (3cos?usiny) = —3cosusinusiny
Il (cosu) = ) sinu

oldugundan, (4.6.5) sartindan dolay1

—sinu = Ajcosu
—sinu = Apcosu
|

—3 sinu = Azcosu

olur. Bu nedenle, A; = Ay =A # 0 ve A3 = u # 0 dir. Ayrica A # u diir. Dolayisiyla bu
yiizey ikinci durumun E gikkina aittir. Bu yiizey Sekil 4.8°de goriilebilir.

Sekil 4.8 ¥(u,v) = (3cos’ucosv,3cos?usinv,cosu) Donel Yiizeyi

462 E f’ Minkowski 3-uzayinda spacelike ve timelike eksenli spacelike minimal

donel yiizeyler

Teorem 4.6.3. ¥ : M — E3 E 13 de spacelike veya timelike eksenler etrafindaki bir space-

like donel yiizey olsun. Bu durumda ¥, asagidakilerden biriyle parametrelendirilir:
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1) ¥, e; = (1,0,0) spacelike ekseni etrafinda, Sp{e1,e3} diizlemindeki (u,0, f(u))

seklinde tanimli profil egrisinin dondiiriilmesiyle elde edilen donel yiizey ise,
W(u,v) = (u, f(u)sinhv, f(u)coshv)

seklinde parametrelendirilebilir.

Bu yiizey i¢in ortalama egrilik,

Flu)f" () — £2(u)+1
21 (u)(1 - f2)3

H =

(4.6.20)

dir.
2) ¥, ez = (0,0,1) timelike ekseni etrafinda, Sp{e1,e3} diizlemindeki (f(u),0,u)

seklinde tamimli profil egrisinin dondiiriilmesiyle elde edilen donel yiizey ise,

W(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv,u)
seklinde parametrelendirilebilir.

Bu yiizey icin ortalama egrilik,

F)f" () = £2(u) +1
21 (u) (2~ 1)

H =

(4.6.21)
dir.
Tanim 4.6.1. ¢ : M — E 13 immersiyonuna konformal denir, eger

<(Pua(Pv> = 0;

(ST

| oull = llov]] = e

ise, ki burada (u,v) M de bir lokal koordinat sistemi ve x, M den R ye reel degerli bir

fonksiyondur [20].

Tanim 4.6.2. Br ¥ : M — E 13 konformal spacelike immersiyonuna minimal denir, eger

H =0 ise.

E13 de spacelike veya timelike eksenler etrafindaki spacelike minimal donel
yiizeyler, H = 0 olmak iizere yukaridaki teoremde verilen diferensiyel denklemler

coziilerek bulunabilir.
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E f’-de donme ekseni spacelike olan spacelike minimal donel yiizeyler

Burada, donme ekseni ¢; = (1,0,0) olan doénel yiizeyin minimal, yani H = 0
oldugunu kabul edelim. Bu durumda (4.6.20) denkleminden,

F)f" () = £2(u) + 1
Flu)(1— f2)3

=0 (4.6.22)
olur. Ayrica bu donel yiizey icin,
E=1—f%u), F=0,G=f*(u)
dur. Diger yandan, ¥ konformal spacelike immersiyon oldugundan,
L= f2 () = £*(u)

dur. Boylece, (4.6.22) deki non-lineer f(u) f” (u) — f">(u) + 1 = 0 denklemi, konformallik
sartiyla birlikte

f(w)+ f(u) =0

lineer denklemine indirgenir ki bu lineer diferensiyel denklemin ¢oziimii,
f(u) =crcosu+cysinu
dur. Bu nedenle, donme ekseni e; spacelike ekseni olan spacelike minimal donel yiizeyler,
Y(u,v) = (u,(c1 cosu+ cysinu) sinhv, (¢j cosu+ c¢; sinu) coshv)

seklinde verilir.

Sekil 4.9, ¢; = 3, ¢ = 2 olacak sekilde bu ylizeylerin bir 6rnegini verir.
E 13-de donme ekseni timelike olan spacelike minimal donel yiizeyler

e3 = (0,0,1) timelike ekseni etrafindaki donel yiizeylerin ortalama egriligi (4.6.21)
ile verilmisti. Simdi kabul edelim ki H = 0 dir. Bu durumda,
fQ)f" () = f?(u) + 1
Fl)(f2=1)2
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Sekil 4.9

olur. Burada, konformallik sartindan dolayi,

fPu)—1=f(u)

dur. Boylece (4.6.23) denklemi

lineer denklemine indirgenir ve bu lineer diferensiyel denklemin ¢6ziimii de,
flu)=cre" +cre™
dur. Bu nedenle e3 timelike ekseni etrafindaki spacelike minimal donel yiizeyler,
Y(u,v) = ((c1€" +cae” ") cosv, (cre" + coe ") sinv,u)

seklindedir.

Sekil 4.10, ¢ = %, = % olacak sekilde bu yiizeyler i¢in bir 6rnektir.
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Sekil 4.10

4.6.3 Sabit Egrilikli Diizlemsel Profil Egrileri Tarafindan Olusturulan Donel

Yuzeyler

Uglincii boliimde, Minkowski 3-uzaymnda sabit egrilikli diizlemsel egriler ele
alinmisti. Bu kisimda da elde edilen o egriler profil egrileri olarak diisiiniiliip, bu pro-
fil egrilerinin spacelike, timelike ve lightlike eksenler etrafinda dondiiriilmesiyle olugan

donel yiizeyler elde edilerek bu donel yiizeylerle ilgili baz1 karakterizasyonlar verildi.

4.6.3.1. Sabit egrilikli diizlemsel timelike profil egrileri tarafindan olusturulan

donel yiizeyler

Ugiincii boliimde © = Sp{e;,e3} timelike diizleminde yer alan sabit egrilige sahip

diizlemsel timelike egri,

1
(0,cosh(as+b),sinh(as+ b)) (4.6.24)

a

os)

olarak bulunmustu. Simdi bu o egrisinin eksenler etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel

yiizeyleri bulalim:

1) Sabit egrilikli diizlemsel (4.6.24) timelike profil egrisinin e; ve e, spacelike ek-
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senleri etrafinda dondiiriilmesiyle olugan donel yiizeyler, sirasiyla,

1
Y(s,t) = —(0,cosh(as+ b)cosht+ sinh(as+ b)sinhz, (4.6.25)
a
cosh(as + b) sinht + sinh(as + b) cosht)
ve
1
W (s,t) = —(sinh(as + b) sinht, cosh(as + b), sinh(as + b) cosh?) (4.6.26)
a
dir.

(4.6.25) donel yiizeyi T = Sp{es,e3} diizleminin bir pargasi olup timelike tir.

(4.6.26) donel yiizeyinin Gauss doniisiimii,
G = (sinh(as + D) sinht, cosh(as + b), sinh(as + b) cosht)

dir. G bir spacelike vektordiir ve dolayisiyla (4.6.26) ile verilen donel yiizey timelike tir.

Ayrica, (4.6.26) ile verilen donel yiizeyin H ortalama egriligi ve K Gauss egriligi,
sirasiyla,

H=—a, K= a’
olarak bulunur.

ii) Sabit egrilikli diizlemsel (4.6.24) timelike profil egrisinin e3 timelike ekseni

etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizey
Y(s,t) = é(— cosh(as+ b) sint,cosh(as + b) cost, sinh(as + b)) (4.6.27)
dir. Bu yiizeyin Gauss doniisiimii
G = (cosh(as+ b)sint, — cosh(as + b) cost, —sinh(as + b))
olup, G spacelike oldugundan dolay1 ¥ yiizeyi timelike tir. Ayrica bu donel yiizey i¢in
H=a, K= a’

dir.
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iii) Sabit egrilikli diizlemsel (4.6.24) timelike profil egrisinin (1,0, 1) lightlike ek-
seni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizey

1 t2
Y(s,t) = 5<t cosh(as+b)+ £} sinh(as + b),cosh(as + b) +tsinh(as +b),

2
tcosh(as+b)+ (1+ 5) sinh(as+b)) (4.6.28)

dir. Bu ylizeyin G Gauss doniistimii

12
G = (tcosh(as+b)+ ) sinh(as + b),cosh(as + b) +t sinh(as + b),

2
4
tcosh(as+b)+ (1+ 3) sinh(as + b))
dir. G spacelike oldugundan (4.6.28) ile verilen yiizey timelike tir. Ayrica bu yiizey icin

H = —a, K=d>

elde edilir.

O halde sabit egrilikli diizlemsel timelike profil egrisinin spacelike, timelike ve

lightlike eksenler etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyler i¢in asagidaki tabloyu

verebiliriz:
Profil Egrisi | Diizlem Donme Ekseni | DONEL YUZEY
Spacelike (e) Timelike
Spacelike (e2) Timelike
Timelike Timelike Timelike (e3) Timelike
Lightlike ((1,0,1)) Timelike

4.6.3.2. Sabit egrilikli diizlemsel spacelike profil egrileri tarafindan olusturulan

donel yiizeyler

a) T = Sp{ej,ey} spacelike diizleminde yer alan sabit egrilikli diizlemsel spacelike
egri

ofs) = é(—cos(as+b),sin(as+b),0) (4.6.29)
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olarak bulunmustu.
i) Sabit egrilikli diizlemsel (4.6.29) spacelike profil egrisinin e; ve e, spacelike

eksenleri etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyler, sirasiyla,

1
Y(s,t) = —(—cos(as+b),sin(as + b) cosht,sin(as + b) sinhz) (4.6.30)
a
ve
1
Y(s,t) = 5(—c0s(as—|—b)cosht,sin(as-l—b), —cos(as + b)sinh?) (4.6.31)

dir. (4.6.30) ile verilen donel yiizeyin Gauss doniisiimii
G = (cos(as+ b),—sin(as+ b) cosht, —sin(as + b) sinht)

olup, G bir spacelike vektor oldugundan (4.6.30) ile verilen donel yiizey timelike tir.

(4.6.31) ile verilen donel yiizeyin Gauss doniisiimii
G = (—cos(as+ b) cosht,sin(as + b), — cos(as + b) sinh?)

dir ve G spacelike tir. Dolayisiyla (4.6.31) ile verilen donel yiizey timelike tir.

Ayrica (4.6.30) ve (4.6.31) ile verilen donel yiizeyler icin H ve K, sirasiyla,
H=a, K= a®
ve
H=—a, K= a*

olarak elde edilir.

ii) Sabit egrilikli diizlemsel (4.6.29) spacelike profil egrisinin e3 timelike ekseni

etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizey

1

Y(s,t) = —(—cos(as+b)cost —sin(as + b) sint, —cos(as + b) sint + sin(as + b) cost,0
a

(4.6.32)

dir. Bu donel yiizey m = Sp{e;,e,} diizleminin bir pargasi olup spacelike tir.
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iii) Sabit egrilikli diizlemsel (4.6.29) spacelike profil egrisinin (1,0, 1) lightlike ek-

seni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizey

2
Y(s,t) = é(—(l—%)cos(as+b)+tsin(as+b), (4.6.33)
2

tcos(as+b) +sin(as+b), % cos(as+Db)+tsin(as+b))

dir. Bu donel yiizey icin Gauss doniistimii

2
G = ((1—E)cos(asjtb)—tsin(as+b),—tcos(as+b)—sin(as+b),

)
—5 cos(as+b) —tsin(as+ b))

olup, G bir spacelike vektordiir. Dolayisiyla (4.6.33) ile verilen donel yiizey timelike tir.
Ayrica (4.6.33) icin
H=a, K= a’
dir.

O halde m = Sp{ej,er} spacelike diizleminde yer alan sabit egrilikli
diizlemsel spacelike profil egrisinin spacelike, timelike ve lightlike eksenler etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyler i¢in asagidaki tabloyu verebiliriz:

Profil Egrisi | Diizlem Donme Ekseni | DONEL YUZEY
Spacelike (ey) Timelike
Spacelike (e2) Timelike
Spacelike | Spacelike Timelike (e3) Spacelike
Lightlike ((1,0,1)) Timelike

b) © = Sp{e1,e3} timelike diizleminde yer alan sabit egrilikli diizlemsel spacelike
egri
ofs) = é(sinh(as—i—b),o,cosh(as+b)) (4.6.34)
seklinde elde edilmisti.
i) Sabit egrilikli diizlemsel (4.6.34) spacelike profil egrisinin e; ve e, spacelike

eksenleri etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyler, sirasiyla,

1
(sinh(as + b),cosh(as + b) sinht, cosh(as + b) cosht) (4.6.35)

a

Y(s,t) =
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veE

1
(sinh(as + b) cosht + cosh(as + b) sinht, 0, (4.6.36)

a

W(s,t)
sinh(as + b) sinht + cosh(as + b) cosht)
dir.
(4.6.35) ile verilen donel ylizeyin Gauss doniisiimii
G = (—sinh(as+b),—cosh(as + b) sinhz, — cosh(as + b) coshrt)

dir. G bir timelike vektor oldugundan (4.6.35) donel yiizeyi spacelike tir. Ayrica (4.6.35)

icin
H=a, K= a’
dir.
(4.6.36) ile verilen donel yiizey T = Sp{e;,e3} diizleminin bir parcast olup timelike
tir.

ii) Sabit egrilikli diizlemsel (4.6.34) spacelike profil egrisinin e3 timelike ekseni

etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizey

1
W (s,t) = —(sinh(as + b) cost, sinh(as + b) sint,cosh(as + b)) (4.6.37)
a

dir. Bu donel yiizey i¢in
G = (—sinh(as+ b) cost, —sinh(as+ b) sint, —cosh(as + b))

Gauss doniigiimii timelike oldugundan (4.6.37) ile verilen donel yiizey spacelike tir.
Ayrica (4.6.37) i¢in
H=a, K= a’

olarak bulunur.

iii) Sabit egrilikli diizlemsel (4.6.34) spacelike profil egrisinin (1,0, 1) lightlike ek-

seni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizey

1 2 2

t t
Y(s,t) = ;((1 — 5) sinh(as +b) + 3 cosh(as+b), (4.6.38)
2 2

t t
—tsinh(as +b) +1tcosh(as+b), 5 sinh(as+b) + (1+ 5) cosh(as+b))
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dir. Bu donel yiizey icin G Gauss doniisiimii

1 2
G = Z‘2 . h b h b _ h2 b
cosh(as+ b) — sinh(as+ D) (¢ sinh(as +b) cosh(as + b) > cosh”(as+b)

2

4
—5 sinh?(as + b) + sinh®(as + b) — sinh(as + b) cosh(as + b),

2t sinh(as 4 b) cosh(as + b) — t cosh? (as + b) — t sinh? (as + b),
)
sinh(as + b) cosh(as + b) — cosh?(as + b) — 0} cosh?(as+b)

)
—5 sinh? (as 4 b) + t* sinh(as + b) cosh(as + b))

dir. G bir timelike vektor oldugundan (4.6.38) ile verilen donel yiizey spacelike tir.
Ayrica bu donel yiizey i¢in
H=a, K= a’

dir.

O halde T = Sp{ey, e3} timelike diizleminde yer alan sabit egrilikli diizlemsel space-
like profil egrisinin spacelike, timelike ve lightlike eksenler etrafinda dondiiriilmesiyle

olusan donel yiizeyler icin asagidaki tabloyu verebiliriz:

Profil Egrisi | Diizlem Donme Ekseni | DONEL YUZEY
Spacelike (e) Spacelike
Spacelike (e2) Timelike
Spacelike | Timelike Timelike (e3) Spacelike
Lightlike ((1,0,1)) Spacelike

¢) © = Sp{er —e3 =0} lightlike diizleminde yer alan sabit egrilikli diizlemsel space-

like egriyi
2 S2

afs) = (s, % as+b, +as+0) (4.6.39)

olarak yazabiliriz.

i) Sabit egrilikli diizlemsel (4.6.39) spacelike profil egrisinin e; ve e spacelike

eksenleri etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyler, sirasiyla,

2 2

Y(s,t) = (s, (% +as+ b)(sinht + coshr), (% +as+b)(sinht +coshr))  (4.6.40)
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veE

2 2 2
Y(s,t) = (scosht + (% + as + b) sinht, % +as+ b,ssinht + (% +as+ b) cosht)

(4.6.41)
dir.

(4.6.40) ile verilen donel ylizeyin normal vektorti,

2 2
N = (0, —(% + as + D) (sinht 4 cosht), —(% + as + D) (sinht + cosht))

lightlike vektorii oldugundan dolay1 (4.6.40) donel ylizeyi lightlike tir.

(4.6.41) ile verilen donel yiizeyin normal vektorii B=s+a ve C = % +as+b olmak
lizere

N = (Bscosht + BCsinht, —s+ BC, Bssinht 4+ BC cosht)

dir. Ay = —2abs — (—1+a® +2b)s* — as® olarak alimirsa, eger A| > 0 ise (4.6.41) donel
ylizeyi timelike, A; < 0 ise (4.6.41) donel yiizeyi spacelike ve A; = 0 ise (4.6.41) donel
ylizeyi lightlike tir. Ayrica (4.6.41) i¢cin D = —% + b olmak lizere ortalama ve Gauss
egriligi sirasiyla

1 —s[—s?+C? +[Bs*> — BC?| — 2D[B*s — BC]

H =
2,41 —2 e D
ve
P —s[Bs?> — BC?] — [B*s — BC)?
A —s2+C*—D?
dir.

ii) Sabit egrilikli diizlemsel (4.6.39) spacelike profil egrisinin e3 timelike ekseni

etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizey
2 2 2

Y(s,t) = (scost — (% +as+b)sint,ssint + (% +as+ D) cost, SE +as+b) (4.6.42)
dir. Bu donel yiizeyin normal vektorii

N = (—Bscost + BCsint,—Bssint — BCcost,—s — BC)

dir. O halde bu yiizey, A, = —2abs — (1 + a* + 2b)s*> — as® olmak iizere, A, > 0 ise

timelike, A> < 0 ise spacelike ve A = 0 ise lightlike tir.
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Ayrica bu donel yiizey icin

o | s[s?> 4+ C?] + [Bs* + BC?| +2D[B*s — BC]

2y/]4] $2+C2—D?

veE
1 s[Bs*+ BC?] — [B*s — BCJ?

K =
Ay s2+C2—D?

olarak bulunur.
iii) Sabit egrilikli diizlemsel (4.6.39) spacelike profil egrisinin (0, 1, 1) lightlike ek-

seni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizey

2 2
Y(s,t) = (s,st+%+as+b,st+%+as+b) (4.6.43)

olup, bu donel yiizeyin normal vektorii
N =(0,—s,—s)

lightlike vektorii oldugundan (4.6.43) donel yiizeyi lightlike tir.

O halde @ = Sp{ex — e3 = 0} lightlike diizleminde yer alan sabit egrilikli
diizlemsel spacelike profil egrisinin spacelike, timelike ve lightlike eksenler etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyler icin asagidaki tabloyu verebiliriz:

Profil Egrisi | Diizlem | Donme Ekseni DONEL YUZEY
Spacelike (e) Lightlike
Spacelike (e2) Space,Time veya Lightlike
Spacelike | Timelike Timelike (e3) Space,Time veya Lightlike
Lightlike ((0,1,1)) Lightlike

4.6.3.3. Sabit egrilikli diizlemsel lightlike profil egrileri tarafindan olusturulan

donel yiizeyler

Ugiincii boliimde egrinin lihgtlike olmasi durumunda sabit egrilikli diizlemsel egri
bulunamayacagini gérmiistiik. Dolayisiyla sabit egrilikli diizlemsel lightlike profil egrileri

tarafindan olusturulan doénel yiizey yoktur.
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Eger bir ylizeyin H ortalama egriligi ve K Gauss egriligi asikar olmayan bir
®(H,K) = 0 bagintisin1 sagliyorlarsa, bu taktirde bu yiizeye Weingarten yiizeyi denir [8].

Dolayisiyla su teoremi verebiliriz:

Teorem 4.6.4. E]3 de sabit egrilikli diizlemsel profil egrilerine sahip olan (4.6.26),
(4.6.27), (4.6.28), (4.6.30), (4.6.31), (4.6.33), (4.6.35), (4.6.37) ve (4.6.38) donel yiizeyleri

H*-K=0
sartint saglayan Weingarten yiizeyidirler.

M, E f’ de bir ylizey ve A, de p € M noktasinda bu ylizeyin sekil operatdrii olsun. p

ye M nin bir umbilik noktas: (veya genellestirilmis umbilik nokta) denir, eer A,

a 0 a 0
Al = (veya Ay = )
0 a 1 a

kanonik formunda yazilabiliyorsa. M yiizeyine E 13 de bir umbilik yilizey (veya
genellestirilmig umbilik yiizey) denir, eger Vp € M i¢in A, sekil operatorii Ay (veya Aj)
kanonik formunda yazilacak sekilde bir a reel sayis1 varsa [13].

O halde,

Teorem 4.6.5. E13 de sabit egrilikli diizlemsel profil egrilerine sahip olan (4.6.26),
(4.6.27), (4.6.28), (4.6.30), (4.6.31), (4.6.33), (4.6.35), (4.6.37) ve (4.6.38) donel yiizeyleri
umbilik yiizeylerdir.

Sonuc 4.6.1. E 13 de sabit egrilikli diizlemsel profil egrilerine sahip olan (4.6.26), (4.6.27),
(4.6.28), (4.6.30), (4.6.31), (4.6.33), (4.6.35), (4.6.37) ve (4.6.38) donel yiizeylerinin

parametre egrileri, onlarin egrilik ¢izgileridir.

47 E f’ Minkowski 3-Uzayinda Regle Yiizeyler

Bir regle yiizey, bir oo egrisi boyunca hareket eden bir / dogrusu tarafindan

olusturulur. Regle yiizeyi olusturan / dogrusunun ¢esitli durumlarina, yiizeyin dogrultman
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dogrusu denir. Boyle bir yiizey,
o(t,v) = ot) +vZ(t)

formunda parametrik olarak ifade edilebilir. Burada o egrisine dayanak egrisi ve Z ye de

[ nin dogrultman vektorii denir [12].

Eger Z dogrultman vektorii sabit ise regle ylizeye silindirik, aksi halde silindirik

olmayan denir.

[lk olarak o dayanak egrisinin spacelike veya timelike olmas1 durumlarini gozoniine
alalim. Bu durumda, Z dogrultman vektorii o ya ortogonal olacak sekilde secilebilir.
Bununla birlikte, oo dayanak egrisinin ve Z dogrultmaninin causal karakterine bagl olarak

5 farkl: tip regle yiizey elde edilebilir. Bu regle yiizey ¢esitleri su sekilde olusturulurlar:

Eger o dayanak egrisi spacelike veya timelike ise, bu taktirde M regle yiizeyi,
stirastyla, M veya M_ tipindendir denir. Ayrica M tipindeki regle yiizeyler de kendi
icinde 3 tipe ayrilabilir.

Bu durumda, Z spacelike olmak iizere eger Z’' non-null veya lightlike ise M regle
yiizeyi sirastyla, M }r veya M%r tipindendir denir.

Z timelike iken Z’ spacelike olmak zorundadir. Bu durumda da M, Mi tipindendir
denir.

Diger taraftan, M _ tipindeki regle yiizeyler icin e8er Z' non-null veya lightlike ise
M regle yiizeyine sirastyla, M! veya M? tipindendir denir. Sunu belirtelim ki, M_ tipine
ait regle ylizeyler icin Z dogrultman vektorii daima spacelike tir.

M! veya M7 tipindeki regle yiizeyler spacelike; M3, M! veya M? tipindeki regle
ylizeyler de timelike tir.

Eger a0 dayanak egrisi bir lightlike egri ise ve o egrisi boyunca Z vektor alani bir
lightlike vektor alani ise, bu taktirde M regle yiizeyine bir null scroll denir [27].

Eger tanjant diizlem, tespit edilen dogrultman dogrusu boyunca sabit ise regle
yiizeye acilabilir regle yiizey denir. Bir bagka deyisle, bir regle yilizeyin anadogrulari

boyunca teget diizlemleri ayni ise regle yiizeye acilabilirdir denir. Bu sart1 saglamayan
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diger regle yiizeylere aykiri (skew) regle yiizeyler denir.
Bir aykin yiizeyin komsu iki dogrultmaninin ortak dikmesinin esas dogrultman
tizerindeki dikme ayak noktasina bogaz noktasi (veya merkez noktasi veya striksiyon nok-

tast) denir.
Merkez noktalarin geometrik yerine de striksiyon egrisi denir.

Bir regle ylizeyin anadogrularimin herbirini dik olarak kesen egriye regle yiizeyin
ortogonal yoriingesi denir [12].

Simdi timelike regle yiizeyleri tanitip, bazi karakterizasyonlar verelim:

4.7.1 Timelike regle yiizeyler

Minkowski 3-uzayinda yay uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmis bir dife-

rensiyellenebilir timelike egri, 0 € I olmak iizere
a:l — RS
to—= o) = (ou(r),00(r), 03(2))
olsun. o egrisinin teget vektor alanini 7" ile gosterelim. Bir
I:R — E;
v — 1(v) = (o1 (t) +vay(t),0(t) +vax(t),03(t) + vas(r))

spacelike dogrusu, / dogrultman vektorii dogrultusundaki vektor ile o egrisinin teget
vektorii o egrisinin herbir noktasinda lineer bagimsiz olacak sekilde secilebilir. Bu-
rada a;(t), 1 <i < 3, skalarlart o(¢) noktasinda dogrultman vektoriiniin bilesenleridir.
[ dogrusu o egrisi boyunca hareket ederken (7 x R, @) parametrizasyonu ile verilen bir
regle yiizey cizer. Buradaki ¢, Minkowski 3-uzayinda

¢:IxR — E;

(t,v )= o(t,v) = (0 (t) +vai(t),0(t) +vas(t), a3(t) 4 vas(r))
seklinde parametrik olarak verilir.
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Bu regle yiizey M ile gosterilecektir.

M nin tanjant vektor alanlarinin uzay1 (M) olmak iizere, (M) nin bir {T,X}
ortonormal bazi elde edilebilir. Boylece, N =T x X dir. Burada N, M nin birim normal
vektor alanidir. Bu nedenle, {X,N,T} sistemi, E 13 deki o egrisi boyunca bir ortonormal

cati teskil eder.

V.E 13 tizerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. E 13 de o egrisi boyunca bu sistemin

tirev formiilleri,

VX = ¢N+aT

VeN = —cX+bT

VT = aX+bN
dir. Burada a = — <T,?TX> = <§TT,X> dir.

Gergekten, X bir spacelike birim vektor, N birim normal vektor ve T de bir birim

timelike vektor ise sirasiyla,
(X,X)=1,(N,N)=1,(T,T) =—1 4.7.1)

(X,N) = (N,T) = (T,X) =0 4.7.2)

vE

TXX=N,XXN=-T,NxT=X
dir. (4.7.1) denkleminin tiirevi alinirsa
(VrX,X) = 0
(VIN,N) = 0 (4.7.3)
(ViT,T) = 0
olur. Ayrica,
6TX = anX+appN-+apT
?TN = anX+apN +axnT 4.7.4)

ViT = a3 X +anN+anT
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olarak yazilabilir.

(4.7.2) esitliklerinin tiirevleri alinirsa,
(VIX,N)+(X,VrN) = 0
(VIN,T)+(N,V7T) = 0 (4.7.5)
(ViT.X)+(T,V7X) = 0
olur.
(4.7.4) esitlikleri (4.7.3) te yerine yazilirsa,

ajgn =axp =az3 =0

olur.

(4.7.4) esitlikleri (4.7.5) te yerine yazilirsa,

ap+ay = 0= ap=—ay =c
—aptaypy = 0= ayy=axp»=>0
az1—aiz = 0= az1=api=a

elde edilir. Boylece (4.7.4) formiilleri,

ViX = cN+al
VN = —cX+bT

VT = aX+bN

veya matrisel formda

0 ¢ a
B=| - 0 b
a b 0
olarak elde edilir.
1 0 O
BT = —¢Be oldugundan B bir anti-adjoint matristir. Buradag= | 0 1 0 | dir.
0 0 —1
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¢(t,v) = a(t) + vX(r) parametrizasyonu gozoniize alindiginda,

E = <aa—(tp,aa—(tp> = <?TOC+V?TX,6TOC—|—V6TX>

= ((I+av)T +cvN,(1+av)T +cvN)

= —(I+av)*+cH?
_ /99 90\ _ _
F = <§,E>—((l+av)T+ch,X>—0
09 0

G = <$,g> — (X, X)=1

E nin negatif olmas1 durumunda regle yilizey lizerinde indirgenmis metrik bir

Lorentz metrigidir. E nin kokleri,

. 1 1 1 1
min{— ,— } ve max{— ,—
a—c a+tc a—c a+tc

dir. Burada, ¢* —a* = (V7X,V7X) tir.

Belirtelim ki,

1. Eger ?TX bir timelike vektor alani ise,

cve _{ 1 1 } { 1 1
—oo <y < ming — ,— veya max{ — ,—
a—c a+c y a—c a+c

F<v<oo
dur.

2. Eger VX bir spacelike vektor alant ise,
1 1 1 1

min{ — — < v < max{— —
{ a—c’ a+c} { a—c a+c

}
dir.
3.VsX,E f’ de null vektor alan1 olsun.

o . 1 o . 1
Egera>0isev < —5. veegera <0isev > —5 dir.

Bu nedenle, yukaridaki 3 durumda da v parametresinin tanim kiimesi R nin tamami

degil, fakat yukaridaki araliklardan biridir.

v nin tanim kiimesini J ile gosterelim. Eger J de v parametresini tespit edersek, bu

taktirde M tizerinde,
ov):Ix{v} — M
(t,v) — o,(t,v) =a(r) +vX(t)
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egrisi elde edilebilir. Bu egrinin tanjant vektor alani,

% Vo) VWX ()

ve dolayisiyla

A = T+vrX
= T+v(cN+aTl)

= (14av)T+cvN
olarak elde edilir. Bu da, A vektor alaninin X e dik oldugunu gosterir.

Teorem 4.7.1. M bir timelike regle yiizey olsun. M nin herhangi bir dogrultmanit boyunca

tanjant diizlemleri ¢akisiktir ancak ve ancak ¢ = 0 dir [3].
Ispat. M timelike yiizeyi,
¢:IxR — E?
(t,v) = @t,v) = (ou(r) +vai(r),00(t) +va(t),03(1) +vas(1))

olmak iizere {(I x R, @)} atlasi ile verilsin.

{X,N,T} ortonormal sistemini ve dogrultmanin herhangi bir v = sbt degerine

karsilik gelen noktasindan gecen
Q:Ix{v}—-M

egrisinin A = (14 av)T + ¢vN tanjant vektor alanin1 g6zoniine alalim.

o(¢) noktasindan gecen dogrultmanin her noktasinda tanjant diizlemlerin sabit ol-
mas1 i¢in, dogrultman boyunca N nin sabit olmas1 gerekir. Ciinkii bu durumda, her tanjant
diizlemin ortak birer dogrular1 (dogrultman) var ve normalleri ayn1 olur. N nin dogrultman

boyunca sabit olmasi igin {A, T} sisteminin lineer bagimli olmasi gerekir. Bu ise,
A= (1+av)T +cvN, A=AT
esitligi geregince ¢ = 0 olmasini gerektirir. [
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Simdi, E 13 de agilabilir olan timelike regle yiizeyler i¢in bir karakterizasyon verelim:
Sonug 4.7.1. M timelike regle yiizeyi agilabilirdir ancak ve ancak ¢ = 0 dir [3].

Lemma 4.7.1. Bir M timelike regle yiizeyi icin c = —det(T,X,DrX) tir [3].
Merkez noktasimin yer vektorii

Bir aykir timelike regle yiizeyin dayanak egrisi ile merkez nokta arasindaki uzaklik

i ise, 0(t) yer vektorii

a(r,a@) = o) + aX(t) 4.7.6)

seklinde ifade edilebilir. Burada o(f), dayanak egrisinin yer vektorii ve X(¢) de
dogrultmana ait olan dogrultu vektoriidiir. & parametresi dayanak egrisinin yer vektorii
ile dogrultman vektoriiniin bilesenleri cinsinden ifade edilebilir. Bir regle yiizeyin bi-
rinci ve ikinci dogrultmanlar sirasiyla, X (¢) ve X (¢) + dX (¢) olan komsu ii¢ dogrultman

dogrusunu gozoniine alalim.

Ql

11

—  X(t)+HdX()

X(t)

Sekil 4.11

P, P’ ve Q, Q' noktalar1 komsu iki anadogruya dik olan ortak dikmelerin dogrultman
dogrusu iizerindeki ayak noktalar1 olsunlar. Ilk iki komsu anadogrunun ortak dikmesi,
X(t) x (X(¢) + VrX(t)dt) = X(t) x V7X(t)dt bagmmtisindan dolayr X (1) x V7X(z)

vektoriine paraleldir.
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Limit durumunda PQ vektorii PP’ vektorii ile cakisacagindan PQ vektorii striksiyon

egrisinin teget vektorii olacaktir. Dolayisiyla,

<X(t),PQ> —0, <X + ?Tth,PQ> ) 4.7.7)
olacagindan
<?TX,}7Q> —0
elde edilir. Ayriva (4.7.6) ifadesinin ¢ ye gore tiirevi alinir ve (4.7.7) kullanilirsa,
_ (VrX,T)
u——-—-—-——-
(VrX,VrX)

elde edilir. Gergekten, PQ = % oldugundan

<?TX,PE> -0
<6Tx,d3—f)+d”;(;)x(t>+zz(t)d§§’)> _ 0
<?TX,T>+d”ZI—(;)<?TX,X(t)>+a(r)<?Tx,d§£t) =0

ve dolayisiyla

VX, T
i(t) = _AvXT)
(VrX,VrX)
bulunur. Boylece striksiyon egrisinin yer vektori
VX, T
a(t) = a(r) — Mx(t) (4.7.8)
<VTX, VTX>

olarak ifade edilebilir.

Burada <@TX VX > # 0 dir. Eger <@TX VX > = 0 ise regle yiizey striksiyon
egrisine sahip degildir (bu durum, regle yiizeyin bir silindir olmas1 halini karakterize
eder). Regle yiizeyler i¢in striksiyon egrisi dayanak egrisi olarak alinabilir. Bu ise i = 0
oldugundan (V7X,T) = 0 demektir.

Diger yandan, (4%, X) = 0 oldugundan
(VrX,T) (cN +aT,T) a

_<vTX,§TX> __<CN+aT,cN—|—aT> cz—a?

i(t) =
sabitidir.
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Teorem 4.7.2. M bir aykiri timelike yiizey olsun. Bu durumda, o egrisinin a(t) nok-
tasindan gecen anadogrultman iizerindeki ©(t,vo) noktast merkez noktadir ancak ve an-

cak VX, ¢(t,vo) noktasinda tanjant diizlemin bir normal vektériidiir [3].

Ispat. (<=): VrX, a(t) noktasindan gecen anadogrultman iizerindeki @(t,vy) nok-

tasinda tanjant diizlemin normali olsun. Diger taraftan,
o(t,v) =alt) +vX(r)
ile verilen ifade {(/ x R, )} atlasinda, Vv € R sabit degeri i¢cin M nin bir
Qv Ix{vi—=M, o(t)=oa(t)+vX(t)

egrisini belirtir. Bu egrinin teget vektor alan,

do do -
_—= = _— V
7 A 7 +vVrX(1)

= (14av)T+cvN
seklinde bulunur. V7X, tanjant diizleme normal oldugundan,
(V1X,A)=0

dir. Bu nedenle

(¢N+aT,(14av)T +cvoN) =0

olup

a
Vo= —-5—>
22

elde edilir. Bu ise @(z,vo) noktasinin bir merkez nokta oldugunu gosterir.

(=): Tersine, o(t) noktasindan gecen dogrultmanin merkez noktasi @(,vo) olsun.
(VrX,A) = (V7X,X) = 0 oldugunu gdsterecegiz.

(X,X) = 1 oldugundan <@TX X > = 0 dir. Ayrica,

<§TX,A> = (¢cN+aT,(1+av)T +cvoN) = c*vg —a — a®vy dir.

¢(t,vp) merkez nokta oldugundan,

a
VO:—
2_a2
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veya
c2v0 —a— a2v0 =0
dir. O halde,
(VrX,A) =0

bulunur. u

VX, merkez noktasinda tanjant diizlemin normal vektdrii oldugundan merkez nok-

tasinda VX bir spacelike vektordiir. Boylece,
<?TX,6TX> —?—a’>0
dir.

Teorem 4.7.3. Bir aykir: timelike regle yiizeyin striksiyon egrisi,

olr) = oz X(t
(1) =al0) + X (1)
bir timelike egridir [3].
ispat.
da.  do a =
— =— 4+ =V X=T VX
i di T E—a'T * 2T
dir. O halde,
do. da
—,— ) = (T V X, T V X
<dt " dt > < * c2 LR s A >
2a 2
= (L) + 55 (TVrX) + g (VX VrX)
2a2 a’ s o
= (T,T)— 2 + (cz—az)z(c —a’)
2
- \<T7 T>,_ cza_az
<0 S——
>0
Bu da
do da
—,— ) <0
< dt’ dt >
demektir. O halde & egrisi timelike tir. [
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Bir timelike regle yiizeyin dagilma parametresi

Timelike regle yiizeyin dayanak egrisi striksiyon egrisi, yani &(z) = o.(r) olsun. Bu

durumda iz = 0, yani

a2

Eha— !
22

dir. Boylece a = 0 olur. Bu nedenle, V7X ve N lineer bagimlidir, yani
N =AVrX
tir.

Burada

_ da
VrX =aT +cN VeN:TxX:ExX

tir. Boylece _ .

pe — <T_>< X,_VTX> __det(T,X,VrX)
(VrX,VrX) (VX,VrX)

elde edilir. Bu sekilde elde edilen Py e timelike regle yiizeyin dagilma parametresi

(drali) denir [12]. V7X bir timelike vektdr alani oldugundan <?TX VX > =0 dir.

4.7.9)

Anadogrularinin birim dogrultman vektorii X olan bir regle ylizeyin dralini Py
ile gosterelim. Komsu anadogrularin ortak dikmesi dogrultusundaki vektér, X x X’

oldugundan bu dogrultudaki birim vektor

X xX'

[ X"]]
dir, burada X’ = VX tir.

Dayanak egrisinin komsu iki noktas1 o ve ou(s + ds) = a(s) + do(s) oldugundan

doxX'

vektori
[l

bu noktalardaki anadogrular arasindaki en kisa uzaklik da vektoriiniin

iizerindeki izdiistimiidiir. BOylece en kisa uzaklik k ile gosterilirse

/ !/
o <da7X ><IX > _ det(doc,/X,X)
1X] X

olarak bulunur. Eger anadogrularin kiiresel gostergesini gozoniine alirsak, bu gosterge

yay elementi olan
ds = H@TXH ds =/ c? —a?ds
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komsu iki anadogru arasindaki ac1 olarak alinabilir. Boylece regle yiizeyin drali i¢in

k  det(do,X,X') X ds = &
: 2

Ph=——=— " ° 7 -
T aw B 2—a?

olarak bulunur [3].

Teorem 4.7.4. Timelike bir regle yiizey acilabilirdir ancak ve ancak dagilma parametresi

stfirdir [3].

Ispat. (=>): Regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in anadogrular boyunca teget diizlemin,

dolayisiyla yiizey normallerinin, ayn1 kalmasi gerekir. Regle yiizeyin
9(t,v) = aft) +vX (1

denkleminden ¢ ve v parametrelerine gore kismi tiirev alinirsa,

o0(t,v - o0(t,v
(pét ) =@, =T+vrX, —(P(.()v ) =@, =X(s)
elde edilir. Buradan,
O X @, = (T+vwWrX)x X =T x X +vWrX x X (4.7.10)
tir, ayrica yiizey normali
_ DXy
19: % @]

oldugundan N nin anadogru boyunca degismemesi icin v parametresinden bagimsiz ol-
mas1 gerekir. Bu nedenle (4.7.10) daki T x X ve V7X x X vektorleri lineer bagimhidr.
Boylece,

(TxX)x (VrXxX)=0

dir. Bu nedenle
(TxX,X)VrX —(TxX, VX)X = 0
X(T xX,VrX) = 0

det(T,X,V7X) = 0
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veya

Py=0
elde edilir.

(<=): Tersine hareket ederek Py = 0 ise regle yiizeyin normallerinin ayn1 kalacagi

ve dolayisiyla regle yiizeyin acilabilir oldugu goriiliir. ]

Acilabilir regle yiizeyler icin dralin sifir olmasi, anadogrular arasindaki en kisa

uzakligin sifir olmasini, yani bu dogrularin kesismesini gerektirir.

Teorem 4.7.5. M, E13 de bir timelike regle yiizey olsun. M nin dogrultmanlari M de hem

asimptotik hem de geodezik cizgilerdir [3].

Ispat. X € (M), M nin bir dogrultmaninin teget vektor alani olsun. Anadogrularin her-

biri £ 13 de bir dogru oldugundan geodeziktir. Boylece V7X = 0 dir. Bu ise,
VxX =VxX +(S(X),X)N
Gauss denkleminden,
VxX =(S(X),X)N

ve

VxX € x(M) ve (S(X),X)N € x(M)*

oldugundan x (M) Ny (M)* = {0} dir. Buradan da VxX = 0 ve (S(X),X) = 0 olmalidur.
VxX = 0 oldugundan M nin dogrultmanlar1 M nin geodezik ¢izgileri olurlar.

(S(X),X) = 0 olmasi ise bu dogrultmanlarin asimptotik ¢izgiler oldugunu gosterir. [

Teorem 4.7.6. M, E13 de bir timelike regle yiizey olsun. Bu taktirde herhangi bir P € M

noktasinda M nin Gauss egrilik fonksiyonu K (P),
K(P)>0

sartint saglar [3].
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Ispat. X, bir P € M noktasindaki dogrultman dogrusunun bir spacelike vektdrii olsun.
x(M), Y bir timelike vektor alan1 olmak tizere {X,Y } seklinde tanjant diizlemin bir orto-

gonal bazi olarak elde edilebilir. Bu baza gore M nin S sekil operatoriiniin matrisi,

dir. § self-adjoint oldugundan bir 6nceki teoremden (S(X),X) = 0 oldugu goriiliir. O

halde Gauss egriligi,
K = det(S) = ({S(x),1))?
olup
K(P)>0
elde edilir. [
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