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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum ”Fuzzy Dizi Uzaylari” bagliklh bu ¢aligmanin
bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan
yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢cinde hem de kaynakcada
yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla
dogrularim.

Yaprak GULDOGAN
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Beg bolimden olugsan bu caligmanin ilk bolimiinde, caligmanin amaci ve
literatiirdeki yeri aciklandi.

Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tamm ve
teoremler verildi.

Uciineii boliimde, fuzzy ciimle tanimm verildi. Klasik ciimleler icin gecerli olan
birlegim, kesigim, tiimleme ve konvekslik gibi kavramlar fuzzy ctimleler i¢in verildi ve
bunlarin baz1 ozelliklerinden bahsedildi.

Dordiinci boliimde, reel sayilar icin aralik tanimi verildi. Daha sonra fuzzy sayi
kavrami tanmimlandi ve fuzzy sayilara ait bazi ozellikler ile fuzzy sayilar iizerinde
tanimlanan bazi cebirsel iglemler verildi.

Besginci boliimde, fuzzy say1 dizisi tanimi verilerek bu diziler ile ingaa edilen bazi
dizi uzaylarina ve bunlarin topolojik 6zelliklerine yer verildi. Ayrica fuzzy sayilarimin
fark dizi uzaylar1 tanimlandi. Fuzzy sayilarinin fark dizi uzaylari ile gesitli dizi uzaylari
ingaa edilip bu uzaylarin baz topolojik ozellikleri incelendi.
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In the first chapter of this thesis that consists of five chapters, the goal of the work
and its importance in the literature are emphasized.

In the second chapter, some basic definitions and theorems which will be used in
the next chapters were given.

In the third chapter, fuzzy sets and their some properties such as union,
intersection, complement, convexsity, etc. were given.

In the fourth chapter, some properties of a real interval and fuzzy numbers were
defined. Then some special types of fuzzy numbers and their algebraic operations
were given.

In the fifth chapter is concerned with the sequences of fuzzy numbers. In this
chapter, the definition of sequence spaces of fuzzy numbers and some sequence spaces
which constructed by sequence spaces of fuzzy numbers were given. Then some
topological properties of these sequences were introduced. Additionally the difference
sequence spaces of fuzzy numbers and their topological properties were examined.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Dogal sayilar ctimlesi,

Reel sayilar ctimlesi,

Kompleks sayilar ciimlesi,

X ciimlesi iizerindeki biitiin fuzzy ciimlelerinin ctimlesi,
Reel terimli Cauchy dizilerinin uzay,
Kompleks terimli tiim dizilerin uzayn,
Kompleks terimli sinirh dizilerin uzayn,
Kompleks terimli yakinsak dizilerin uzayi,
Kompleks terimli sifira yakinsak dizilerin uzay,
Fuzzy say1 uzayz,

Biitiin fuzzy say1 dizilerinin uzayi,

Siirh fuzzy say1 dizilerinin uzay,

Yakinsak fuzzy say1 dizilerinin uzayn,

Sifira yakinsak fuzzy say1 dizilerinin uzayn,
Fuzzy Cauchy say1 dizilerinin uzayz,

Simirh fuzzy dizilerinin fark dizi uzayn,
Yakinsak fuzzy dizilerinin fark dizi uzay,

Sifira yakinsak fuzzy dizilerinin fark dizi uzay.
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1. GIRIS

Giinliik yagantimizda, kesin oldugunu diigindiigimiiz ancak gercekte kesin olmayan
durumlarla karsilagiriz. Birgok sosyal, ekonomik ve teknik olayda da belirsizlik ve
dolayisiyla  karmagiklik  bulunmaktadir. Bu  belirsizliklerin  analiz  edilmesi
Zadeh tarafindan gelistirilen fuzzy mantik teorisi kapsaminda miimkiindiir.

Fuzzy mantik kavramn ilk kez 1965 yilinda California Berkeley Universitesinden
Azeri bilim adami Prof. Liitfi A. Zadeh’in bu konudaki arastirmalarina ait ilk
makalelerini yayimlamasiyla duyuldu. O tarihten sonra oOnemi gittikge artarak
glinimiize kadar gelen fuzzy mantik, belirsizliklerin anlatimi ve belirsizliklerle
caligilabilmesi icin kurulmug esnek bir matematik diizen olarak tanimlanabilir. Fuzzy
mantik ve klasik mantik arasindaki temel farklilik klasik mantigin onermelerinin
sadece agir1 u¢ degerleri kullanmasidir. Klasik mantikta bir nesne ya A kiimesinin
elemanidir ya da degildir. Klasik mantik yontemleriyle karmagik sistemleri modellemek
ve kontrol etmek zordur, ciinkii veriler tam ve net olmalidir. Fuzzy mantik kisiyi
bu zorunluluktan kurtarir ve daha niteliksel bir tanimlama olanag1 saglar. Giinliik
hayatta kullanilan birgok terim genellikle bir fuzzy yapiya sahiptir. Bir kavram
tanimlanirken, bir olay agiklanirken, komut verilirken ve daha bir¢ok durumda
kullamlan sozel veya sayisal ifadeler belirsizlik icerir. Ornegin; yash, genc, uzun, kisa,
soguk, 1lik, bulutlu, parcali bulutlu gibi daha pek ¢ok sozel terim gosterilebilir. Bir

kisi icin 38.5 yasinda demektense orta yash demek bir ¢cok uygulama igin yeterli bir



veridir. Fuzzy mantik ve fuzzy mantik tabanl uygulamalar son yillarda hem iiniversite
gevrelerinde hem de tiretici firmalar tarafindan ilgiyle izlenen bir konu haline geldi.
Gelistirilen son teoremler fuzzy mantigin ilke olarak, ister miithendislik, ister biyoloji
ve hatta isterse ekonomi olsun, her tiirlii alanda siirekli sistemleri modellemek icin
kullanilabilecegini gostermektedir. Fuzzy mantik fotograf makineleri, c¢amasir
makineleri, klimalar ve otomatik iletim hatlar1 gibi uygulamalarda kullamlmaktadir.
Bundan basgka uzay arastirmalar: ve havacilik endiistrisinde de kullanilmaktadir. Cogu
alanda fuzzy mantik temelli sagduyulu modellerin standart matematiksel modellerden
daha yararl ya da daha kesin sonuglar verdigi goriilmektedir.

Fuzzy kuraminin merkez kavrami fuzzy ciimlelerdir. Bir fuzzy ciimle kendine ait
iiyelik fonksiyonuyla agik olarak temsil edilebilir. Bir fuzzy sayisi reel sayilarin alt
ciimlesi olan bir fuzzy climlesidir. Fuzzy sayilar ve bu sayilar iizerinde aritmetik
iglemler ilk olarak Zadeh [1] tarafindan tammlanmigtir. Fuzzy sayilarin bir dizisi ilk
olarak Matloka [2] tarafindan tammlanmig ve bu dizilerin smirlilk ve yakimsaklik
ozellikleri incelenmigtir. Daha sonra Nanda [3] fuzzy say1 dizilerinin tam metrik uzay
oldugunu ispatlamigtir. H. Kizmaz [4] klasik ctimleler i¢in [ (A), ¢(A), co(A) fark dizi
uzaylarini inceledi. Bu uzaylar daha sonra Tripathy ve Esi [5] tarafindan genellegtirildi.
E. Savag [6] bu ¢caligmadan fuzzy reel sayilar igin fark dizi uzaylarmi ingaa ederek ve
farkli 6zelliklerini aragtirmak icin faydalanda.

Bu tezde ilk olarak Fuzzy ciimle, fuzzy say1 kavramlar1 agiklanmig daha sonra

fuzzy dizi uzaylar: tizerine yapilan ¢aligmalarin bir kismi takdim edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda tezin ilerdeki kisimlarinda kullanilacak bazi temel kavramlardan

bahsedilecektir.

Tanim 2.1.1. (/7)) X cimlesi, K kompleks saylar cismi dizerinde bostan farkl bir
ctmle olsun.

+: X xX =X
oK x X =X

fonksiyonlary asagidaki sartlary saghyor ise X cumlesine K cismi tizerinde bir vektor

(lineer) uzayr denir. Vr,y,z € X ve \,u € K olmak tzere

l.z+y=y+=z

2. (@+y)+z=a+(y+2)

3. Vx € X ic¢in = 4+ 0 = x olacak sekilde bir # € X vardir.

4. Vz € X igin z + (—z) = 0 olacak gekilde bir (—z) € X vardir.

5. lx ==z

=2

ANz +y)=dr+ Ay



7. A+ p)z =+ px

8. A(px) = (Au)z

Tamim 2.1.2. ([7]) X # @ ve z,y € X olsun. Vx,y,z € X igin

(d1) d(z,y) =0 az=y

(d2) d(z,y) = d(y,z), (simetri aksiyomu)

(d3) d(x,z) < d(x,y) +dly, z), (icgen esitsizligi)

sartlarim saglayan d : X x X — R fonksiyonuna bir metrik, (X,d) ikilisine de bir

metrik uzay denir.

Tamim 2.1.3. ([7]) x = (x,,) bir dizi olsun. Verilen her € > 0 igin ve V n,m > N
oldugunda d(x,,x,,) < € olacak sekilde bir N = N(e) sayist mevcut ise x = (x,)

dizisine bir Cauchy dizisidir denir.

Tanmim 2.1.4. ([7]) (X,d) bir metrik uzay olmak tizere X wzayindaki herbir Cauchy

dizist yine X in bir noktasina yakinswyor ise (X, d) uzayina bir tam metrik uzay denir.

Tanmim 2.1.5. ([7]) X , K cismi dzerinde bir vektor uzayr olsun.

I X =R

z = ||z

donusumu, VYr,y € X ve A € Kigin

(N1) Jjz[| =0



(N2) ||z]|=0=2=1¢
(N3) [[Az]| = [A]. [|l]
(N4) [lz +yll < =]l + llyll

sartlarim saghyor ise bu doniigiime bir norm, (X, ||.||) ikilisine de bir normlu uzay

denir.

Tanim 2.1.6. (/7)) (X, ||.||) normlu uzayr tam ise, yani X wuzayindan alinan her
Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinswyor ise, bu normlu uzaya bir Banach

uzayr denir.

Tamim 2.1.7. ([7]) X bir vektor uzayr ve Y C X olsun. Vo,y € Y ve X € [0, 1] i¢in
A={zeX:z= xx+(1- Ny} CY

ise Y konvekstir denir.

Tamim 2.1.8. ([7]) Kompleks cisim dzerindeki bitin x = (xy), dizilerinin uzayr w

ile gosterilir. w uzayr x = (xy),y = (yg) ve X € C igin

+:rwXw—w

(z,y) » 2 +y = (T4 + i)
ve

o Cxw—w

(N z) = Ax = (A\xg)

wslemleriyle bir lineer uzaydir. w uzayimin her altuzayina bir dizi uzayr denir.
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Tamim 2.1.9. ([7]) x = (x,) kompleks terimli bir dizi olmak tzere ¥n € N ig¢in
|z, < M olacak sekilde bir M > 0 var ise v = (x,) dizisine sinarhdir denir ve tim
stnarly dizilerin uzayr Ly ile gosterilir,

d(z,y) = sup [, — Y|

olmak tzere d, lo, tzerinde bir metrik tanimlar.

Tanim 2.1.10. (/7)) x = (x,,), (X, d) metrik uzayinda kompleks terimli bir dizi olmak
tizere eger verilen her ¢ > 0 ve n > N igin d(z,,l) < € olacak sekilde en az bir
N = N(e) bulunabiliyor ise x = (x,,) dizisi | ye yakinsaktir denir ve x, — 1 (n — o0
i¢in) veya nh_)rglo xn, = 1 ile gosterilir. Tium yakinsak dizilerin uzay c ile, tum sifira

yakinsak dizilerin uzayr co ile gosterilir.

d(,y) = sup [ — g
fonksiyonu c tzerinde,
d(z,y) = max |z, — yn|
fonksiyonu co tzerinde bir metrik tanimlar.
Kolayca gortilebilecegi gibi bu dizi uzaylar: tizerinde

co CcCly

kapsamalar1 gecerlidir.
I, C Ve ¢y uzaylari
)

el = sup o

normu ile birer Banach uzayidir.



Simdi solid uzay, monoton uzay, convergence free uzay ve simetrik uzay

kavramlarindan bahsedelim:

Tamim 2.1.11. ([8]) E bir dizi uzay ve (ay) dizisi ¥ k € N igin |ag] < 1 sartin
saglayan skalerlerin bir dizisi olmak tizere (xy) € E iken (oxy) € E ise E ye solid

(normal) dir denir.

Tanim 2.1.12. (/8]) E bir dizi uzay: olmak tizere eger E uzay tim basamak uzaylarinin

kanonik ongoruntilerini iceriyorsa E ye monotondur denir.

Tanim 2.1.13. ([8]) E bir dizi uzayr olmak izere eger (zy) € E iken (yx) € E ve

xr = 0 tken yr = 0 ise E ye convergence freedir denir.

Tamm 2.1.14. (/8]) E bir dizi uzay: olmak izere eder (xy) € E iken (2x4)) € E ise

E ye simetriktir denir, burada w(k) , N nin bir permitasyonudur.

Fark dizi uzaylarn kavrami ilk olarak H.Kizmaz [4] tarafindan agagidaki gibi

tanmimlanda:

Tanim 2.1.15. [, ¢ ve ¢y uzaylar da kompleks terimli x = (xy) (k € N) dizisinin
siraswyla swnarl, yakinsak ve sifira yakinsak uzaylary olsun. Ax = (xp — Tpy1),

k=1,2,... olmak tizere bu uzaylarn fark dizi uzaylar, sirasiyla
lo(A) =4z = (z1) : Az € I };

c(A) ={x = (zp) : Az € ¢};
co(A) ={x = (vg) : Az € ¢o}

seklindedir.



Bu tanim daha sonra Tripathy ve Esi [5] tarafindan agagidaki gibi genellegtirildi:

Tamim 2.1.16. (/5/) m > 0 bir tamsay ve k € N i¢in Az = (T — Tgm) olmak

tzere lo, ¢ ve co uzaylarmin fark dizi uzaylar, sirasiyla
lo(Ap) ={x = (zg) : Az € I}
c(Ap) ={x = (xg) : Apx € ¢}
co(Ap) ={x = (x) : Apx € o}
seklindedir.

Ozel olarak m = 1 icin bu uzaylar loo (A1) = loo(A), (A1) = ¢(A), co(A1) = co(A)
olur.

Fark dizi uzaylar: icin gegerli baz topolojik 6zellikler asagidaki gibi verilebilir:

Teorem 2.1.1. ([5]) loo(An), c(A) ve co(Ay) uzaylar

m
Iz, =D lz + Sup | Am|
r=1

normuyla birer normlu lineer uzaydur.

Teorem 2.1.2. ([5]) Asaqidaki kapsama bagintilary gegerlidir:
(1) co(An) Cc(Ay) Clo(An),

(il) Z = co, ¢, loo olmak tizere Z(A) C Z (A,,) dir.

Teorem 2.1.3. ([5]) loo(An), ¢(An) ve co(Arn) uzaylar:

m
e, = 3 le] + sup A

r=1

normu ile birer Banach uzayidar.



Teorem 2.1.4. ([5]) loo(Ay), ¢(An) ve co(An) uzaylary solid uzay degildir.
Teorem 2.1.5. (/5])

(1) m =1 igin co(A) uzayr simetrik uzaydr,

(i1) lo(An), c(An) ve co(Ap) (m > 1) uzaylary simetrik uzay degildir.

Teorem 2.1.6. ([5]) loo(Ay), ¢(An) ve co(Arn) uzaylary convergence free degildir.

Teorem 2.1.7. ([5]) loo(Ay), ¢(Ay) ve co(An) uzaylars monoton degildir.



3. FUZZY CUMLELER

Fuzzy ciimle kavrami ilk olarak Lutfi A. Zadeh tarafindan 1965’de ortaya atilmigtir.
Fuzzy ciimle kurami, belirsizlik ifade eden kavramlara belirlilik getirme ihtiyacindan
dogmustur. Fuzzy ctimleler klasik ciimlelerin genellestirilmis seklidir . Bir fuzzy ciimle
siirekli tiyelik derecesine sahip nesnelerin bir sinifidir. Bu tarz ctimleler nesnelere 0 ile
1 arasinda degisen degerler tahsis eden tiyelik fonksiyonlariyla karakterize edilir. Bu
kisimda fuzzy ciimleler igin birlegim, kesigim, tiimleme ve konvekslik gibi kavramlar
Zadeh [1] e dayamlarak tammlanacaktir.

X genel eleman z ile gosterilen nesnelerin bir ctimlesi olsun. X de bir A fuzzy
ciimlesi X deki herbir noktay1 [0, 1] araligindaki bir reel sayiya kargihk getiren f4(z)
iiyelik fonksiyonuyla karakterize edilir. Uyelik fonksiyonu z € A icin fa(z) € (0,1],
x & Aigin fa(r) = 0 geklinde tammhdir. f4(z) degeri z € A nin {iyelik derecesini
belirtir. A klasik anlamda bir ciimle oldugunda A nin iiyelik fonksiyonu yalnizca iki
farkli deger alir. Uyelik oldugunda fa(z) = 1 ve iiyelik olmadiginda fa(z) = 0
dir. Klasik ctimle ile fuzzy ciimlesi arasinda ayrim yapma ihtiyaci dogarsa iiyelik
fonksiyonunun sadece iki deger almas klasik ciimleyi fuzzy ctimleden ayirir.

Ornegin; R de 1 den ¢ok biiyiik sayilarm fuzzy ciimlesi A olsun. Bu durumda A

nin f4 tyelik fonksiyonunun degerleri
fa(0) =0, fa(1) =0, fa(5) =0.01, fa(10) = 0.2, fa(100) = 0.95, f4(500) =1

olabilir [1].

10



3.1 Tanimlar ve Temel Kavramlar

Tanim 3.1.1. (/1]) Bir A fuzzy ciimlesinin tyelik fonksiyonu sifira dzdes ise A fuzzy

ctimlesine bostur denir.

Tanim 3.1.2. ([1]) A ve B gibi iki fuzzy cimlesinin tyelik fonksiyonlar siraswyla fa
ve fp olsun. Eger ¥V © € X i¢in fa(x) = fp(x) ise A ve B fuzzy cimleleri birbirine

esittir denir.

Tanim 3.1.3. ([1]) Bir A fuzzy cimlesinin timleyeni A’ ile gosterilir ve
far=1—fa

olarak tanimlanar.

Klasik ciimlelerde oldugu gibi kapsama unsuru fuzzy ciimlelerde de merkezi bir

isleve sahiptir.

Tanim 3.1.4. ([1]) A ve B gibi iki fuzzy cimlesinin tyelik fonksiyonlary sirasiyla, fa
ve fg olsun. Eger bu iki tyelik fonksiyonu arasinda fa < fg gibi bir bagintr var ise

A fuzzy cumlesine B nin bir altcimlesi denir ve

Ja< [fB
seklinde gosterilir.

Tanim 3.1.5. (/1]) A ve B tyelik fonksiyonlary siraswyla fa ve fg olan iki fuzzy ciimle

olsun. Uyelik fonksiyonu

fo(z) = I:{g?{fA(I),fB(ﬁ)}

11



olarak tanimlanan C fuzzy cimlesine A ve B fuzzy cumlelerinin birlesimi denir,

kisaltilmas formda
fe=1FfaV s

ile gosterilir.

Tanim 3.1.6. (/1]) A ve B tyelik fonksiyonlar siraswyla fa ve fg olan iki fuzzy ciimle

olsun. Uyelik fonksiyonu

fo(z) = min{fa(z), fo(z)}

zeX

olarak tanimlanan C fuzzy cimlesine A ve B fuzzy ciumlelerinin kesisimi denir,

kisaltilmas formda
fe="FfaNfB

ile gosterilir. AN B = & ise A ve B cumlelerine ayriktir denir.

Tanim 3.1.7. ([1]) A, X de bir fuzzy cimlesi olmak tizere fa(x) = 1 olacak sekilde
en az bir x € X mevcut ise A ya normaldir denir, aksi taktirde A ya subnormaldir

denir.

Tanim 3.1.8. (/1)) A cimlesi, X de bir fuzzy cimle olsun. A nin destegi suppA ile

gosterilir ve
suppA = {z | fa(z) > 0}

ctimlesiyle tanymlanir. Yani A nin destegi tyelik derecesi sifirdan farkl noktalarinin

ctumlesidir.

12



3.1.1 Birlesim, Kesisim ve Tiumlemenin Bazi Ozellikleri

X uzayindaki A, B ve C' fuzzy ctimleleri agagidaki 6zellikleri saglar [1]:
e Esgiicliilik Ozelligi
AUA=A
ANA=A
e Degisme Ozelligi
ANB=BnNA

AUB=BUA

e Birlesme Ozelligi
(AUB)UC =AU (BUC)

(ANB)NC=AN(BNC)

e Dagilma Ozelligi

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

AUu(BNC)=(AUB)N(AUC)

e De Morgan Kurallar:

EN
D)
E
Il
|
-
we]

N
C
g
I
N
D)
]

13



e Birim Ozelligi

ANX=A4
Aug=A
AN =9
AUX =X
e Tiimleme Ozelligi
ANA=0
(4)=4
AUA=X

3.1.2 Fuzzy Ciimleler Uzerinde Cebirsel Islemler

Fuzzy ctimleler iizerinde cebirsel islemler Zadeh [1] e dayanilarak verilebilir:
Cebirsel Carpma: A ve B gibi iki fuzzy ciimlenin cebirsel carpimi A.B ile

gosterilen ve tiyelik fonksiyonu
Jas=fa-fB

olarak tanimlanan ciimledir. Klasik ctimleler i¢gin A.B = AN B iken fuzzy ctimleler
icin A.B =AU B dir.
Cebirsel Toplama: A ve B gibi iki fuzzy ciimlenin cebirsel toplami1 A + B ile

gosterilen ve tiyelik fonksiyonu
Jarp=fa+ [B
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olarak tanimlanan ctimledir. Cebirsel toplam, € X olmak tizere fa(x) + fp(z) <1
sartini saglayan tiim x ler icin gegerlidir.
Mutlak Fark: A ve B gibi iki fuzzy climlenin mutlak farki |A — B| ile gosterilen

ve tyelik fonksiyonu
fia—B| = |fa — [B]

olarak tanmimlanan ciimledir. Klasik ciimleler i¢in bu fark
|A—B|=(AUB)\(AN B)

ile tanimhdar.

ki Fuzzy Ciimlesinin Farki: A fuzzy ciimlesinin B fuzzy ciimlesinden farki
A-B=AnpH

ile tanimlanair.

3.1.3 Doniisiimler Tarafindan Uretilen Fuzzy Cumleler

T :X — Y bir dontigiim ve B,Y de iiyelik fonksiyonu fp olan bir fuzzy ctimle
olsun. 77! doniisiimii, X de bir A fuzzy ciimlesi iiretir 6yleki bu A fuzzy ciimlesinin

tiyelik fonksiyonu 7' tarafindan Y ye doniigtiiriilen her x igin

fa(z) = f(y),y €Y

seklinde tanimlidir, yani
A=T'(B)={re X :T(z)=y,y Y}

15



ciimlesi bir fuzzy ctimlesidir ve bu ciimlenin tiyelik fonksiyonu x € T~!(y) olan x ler
icin

fa(x) = fB(y), yeY
dir. Tersine T': X — Y bir doniigiim ve A, X de tiyelik fonksiyonu f4(z) olan bir

fuzzy ctimle olsun. T" doniigtimii, Y de iiyelik fonksiyonu

fB(y) = max fa(z),y€Y

z€T~1(y)

seklinde tamimlanan bir B fuzzy climlesi tiretir [1].

3.1.4 Konvekslik

X, R" uzaym gostermek tizere A, X de bir fuzzy ctimle olsun. A fuzzy ciimlesinin

konveks olmasi icin gerek ve yeter sart ', ile tanimh

Iy = {x ‘ fA(x) > 04}

ciimlesinin Vo € (0, 1] i¢in konveks olmasidir. Konvekslikle ilgili bir bagka tanim goyle
verilebilir:

A ctimlesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart

falAzy + (1 = A)zo] > min{ fa(21), fa(z2)}

sartinin Vap, xo € X ve VA € (0, 1] i¢in saglanmasidir.
Bu iki tanim birbirine denktir, yani;
A fuzzy ciimlesi T'y, = {z | fa(z) > «a} anlaminda konveks olsun. Burada a =

fa(zy) secilirse a = fa(z1) < fa(xe) olur ve zy € T',, dir. T, konveks oldugundan
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VA € (0,1] igin Azy + (1 — N)ap € T, olur. Boylece

faldzy + (1 = N)wo] > a = fa(z1) = min{ fa(z1), fa(za)}

olur. Tersine A fuzzy ciimlesi fa[Az1+(1—N)xs] > a = fa(x1) = min{ fa(z1), fa(z2)}
anlaminda konveks olsun ve av = fu(zq) olsun. 'y, fa(zo) > fa(z1) sarti saglayan
x9 noktalarmin ciimlesi olarak kabul edilebilir. Buradan fa[Ax; + (1 — A)ag] > fa(z1)

olup VA € (0,1] igin Ax;+(1—\)zo € T', olur ki bu ise I',, nin konveks olmasi demektir

[1].

Teorem 3.1.1. ([1]) Iki konveks fuzzy ciimlenin kesisimi de konvekstir.
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4. ARALIK SAYILARI VE FUZZY SAYILAR

4.1 Aralik Sayilar:

Bu kisimda, araliklar arasindaki cebirsel iglemler ve siralama bagintisi tanimlandi.
Daha sonra, fuzzy say1 tanimu verilerek fuzzy sayilarin ozelliklerine dair teoremler ve
fuzzy sayilar arasindaki cebirsel iglemler ifade edildi.

a ve b iki reel say1 olmak tizere
[a,b] ={r eR:a <2z <b}

ile tanimlanan reel sayilarin bir kiimesine kapali bir aralik denir. X bir aralik olmak

{izere bu araligin uc noktalar sirasiyla, X ve X ile gosterilir. Béylece
X =X, X]

seklinde bir gosterim elde edilir. Burada X sayisina araligim baglangic noktasi, X
sayisina da araligin bitim noktasi denir. Bir z reel sayis1 z = [z, 2] ile gosterilir [9].

Bundan sonraki kisimda, araliklar say1 gibi diisiintilerek onlar tizerindeki siralama
bagintisi ve cebirsel iglemler Matloka [2]'ya dayamlarak tammlanacaktir:

X ve Y araliklarinin birbirine egit olmasi i¢in gerek ve yeter sart
X=Y ve X=Y
olmasidir. X = [X, X] ve Y = [Y, Y] olmak iizere, X ve Y araliklarmin olusturdugu
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kiimede toplama iglemi

X+Y =X X]+[Y,V]=[X+Y, X +Y]
ile tanimlanir ve x € X, y € Y olmak tizere
X+Y<ao+y<X+Y
esitsizligi saglanir. Buradan
X+Y={z+y: z€X, yeVY}

olup iki araligin toplaminin yine bir aralik oldugu gortlir.

X araliginin negatifi, yani —X araligi

X =-[X,X]=[-X,-X]

olarak tammlanir.

X =[X,X] ve Y = [Y,Y] araliklarmin olusturdugu kiimede cikarma iglemi ise

X-Y=[X.X]-[V,Y]=[X-V,X Y]

ile tanimlanir ve x € X ve y € Y olmak tizere

X-Y<zr-y<X-Y

dir.

X ve Y araliklar arasindaki carpma iglemi de

XY = min{XY, XY, XY, XY}, max{XY, XY, XY, XY}]
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ile tanimlanir.

X =[X, X] ve k € R olsun. X araliginin bir k = [k, k] skaleriyle ¢arpinu
£X = [k, K].[X, X = kX, 4X]

ile tanimlanir.

X araliginin tersi ise 0 ¢ [ X, X] olmak iizere

seklinde tanimlidir.

X ve Y araliklar1 arasindaki bolme iglemi de

X/Y = X.(1)Y) = {min {% %

<
<] <

L

=

&
—N—
<<
it
il

ile tanimlanir.

Iki aralk arasmdaki uzaklik ise
d(A, B) = max(|A - B|, | A - B) (4.11)

seklinde tanimhidir.

4.2 Fuzzy Sayilari

R reel sayilar ciimlesini, N de tiim pozitif tamsayilarin ciimlesini ve F(R) de R

deki tiim fuzzy ctimlelerin ciimlesini gostersin.
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u € F(R) i¢in, v nun A seviye ciimlesi

] {zeR:u(x) >} , 0<A<lise
uly =
’ cd{r e R:u(z) >0} , A=0ise

seklinde tanimlanir [10].

Tanim 4.2.1. ([10]) R, reel saylar cimlesinden [0, 1] araligina tanvml ve asagidaki

ozellikleri saglayan bir u fonksiyonuna bir fuzzy sayr denir.
e y normaldir, yani u(z) = 1 olacak sekilde bir x € R vardir.
e u konvekstir, yani Va,y € R ve VA € [0, 1] i¢in
u(Az + (1 = A)y) > min{u(z), u(y)}
dir.
e y iist yan stireklidir, yani Vo € R i¢in,
u(—o0,a) ={z €R: u(z) < a}
cimlesi, R’deki aligilmig topolojiye gore aciktir.
e u° olarak tammlanan {z € R : u(x) > 0} ciimlesinin kapamgi kompakttir.

Yukaridaki dort 6zellik her A € [0, 1] igin u fuzzy sayimin A seviye climlesi olarak
tanimlanan
[ulx = [u™(A), u™(N)]
ciimlesinin R nin bog olmayan kompakt ve konveks altctimlesi olmasi anlamini tasir.

Benzer durum [u)o igin de sOylenebilir. Ayrica [u]g = limy_,q+[u]) seklinde de yazilabilir.

o 1, t=r
r(t)_{() , tF£T

Bir r reel sayisi



seklinde tanimli bir 7 fuzzy sayis1 olarak diigtiniilebilir.

R tizerindeki tiim fuzzy sayilari climlesi L(R) ile gosterilecektir. Yani
L(R) ={X :R — [0, 1], X fuzzy say1}
dir.

Uyar1 4.2.1. ([10]) v € L(R) olmas: durumunda herbir X\ € [0,1] i¢in [u]y, =

[u™(N),ut(N)] bos olmayan, kapali ve sinarly bir araliktor.

Tanim 4.2.2. ([10]) Fuzzy sayilar dzerindeki kismi siralama bagintise ; u,v birer

fuzzy sayr ve [u]y = [u”(A),ut(N)], [v]x = [0 (A),vT(N)] olmak dizere

u<v<=VAe|0,1] igin [u]x < [v]\

<=V € [0,1] dgin u”(A) <o~ (\) veut(N) < v (N)
seklinde tanimlanar.

Tanmim 4.2.3. (/10/) A C L(R) olmak ‘zere Yu € A igin u < K olacak sekilde bir K
fuzzy sayr varsa A ya tstten sinarlhdir ve K ya A igin bir st stmrdur denir. Eger K,
A nin bir st simr ve ust stmarlarin en kicugu ise K ya A nin en kicuk st siniry
denir ve sup A ile gosterilir. Benzer sekilde Yu € A i¢in k < u olacak sekilde bir k
fuzzy sayr varsa A ya alttan simrhdir ve k ya A i¢in bir alt sinwrdwr denir. Eger k, A
nin bir alt siniry ve alt stmarlarin en biytigi ise k ya A nin en biiytk alt siniry denir ve

inf A ile gosterilir. A cumlesi hem alttan hem tstten sinwrl ise A ya sinwrlidir denir.

Teorem 4.2.1. (/10]) (Fuzzy Saylarinin Temsil Teoremi): v € L(R) ve A € [0, 1] i¢in

[ulx = [u= (M), u™(N)] olmak iizere
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(i) u=(A\), (0,1] arahg: iizerinde sinirli, azalmayan ve soldan siirekli bir fonsiyondur.
(i) u*(A), (0,1] arahg tizerinde smirl, artmayan ve soldan stirekli bir fonksiyondur.
(iii) u~(\) ve u™ () fonksiyonlar1 A = 0 da sagdan stireklidir.
(iv) u=(N\) <wut(A) dir.

Tersine a(A) ve 5(\) fonksiyon ¢ifti (i) — (iv) sartlarin saghyor ise VA € [0, 1] igin

[u]n = [@(N), B(N)] olacak sekilde bir tek v € L(R) vardir. Burada a ve 8 fonksiyon

¢iftine karsihik gelen u fuzzy sayi;
u:R —[0,1], u(x) =sup{r: a()) <z < SN}
seklinde tanimlidir.

Tanim 4.2.4. ([10]) u bir fuzzy say olsun. Eger Yo < 0 i¢in u(z) = 0 ise u ya
negatif olmayan fuzzy sayr denir. Negatif olmayan fuzzy sayilariman uzayr L*(R) ile

gosterilecektir.

Tanim 4.2.5. (/10]) u,v € L(R) olmak tizere eger Vo € R i¢in u(x) = v(zx) ise u ve

v fuzzy sayplary esittir denir ve u = v yazlir.

Tanim 4.2.6. ([11]) (Zadeh Genisleme Prensibi): X # @ ve F(X) de X tzerindeki

tum fuzzy cimlelerinin ctimlesi olsun. U, VW C R ve
f:UXxV =W

bir fonksiyon olsun. A ve B siwrasiwyla U ve V dizerinde iki fuzzy cuimle olmak tizere f
fonksiyonunun fuzzy saplar uzerine genislemest

i F(U) x F(V) = F(W)
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olup f(A, B), W nin bir fuzzy ciimlesi olmak tizere

FAB) () = | sy tminfAR), B} ) £
0 ) fﬁl(z) =g

seklinde tanimb f fonksiyonudur, burada

) ={(z,y) eUXV: fla,y) =2z € W}
dir. Boyle bir ffOnksiyonuna genisleme prensibi ile indirgenen fuzzy fonksiyon denir.

Genigleme prensibi aracihigiyla L(R) x L(R) tizerinde tanimlanan toplama, ¢gikarma,

carpma ve bolme iglemleri agagidaki gibi tanimlanabilir: u, v € L(R) olmak tizere

(u+v)(t) = sslel]gmin(u(s), v(t—s)), t €R,

(u—0)(t) = ilelg min(u(s),v(s —t)), t € R,

(uwv)(t) = Seliulé;o min(u(s),v(t/s)), t € R,

(u/v)(t) = ilellg min(u(t.s),v(s)), t € R

dir. L(R) de toplamsal ve garpimsal etkisiz elemanlar sirasiyla 0 ve 1 olup

_ 1 , t=01se _ 1, t=11se
0(t) = , 1) =
0 , t#01se 0 , t#1ise

olarak tammhdir. Bir u fuzzy saymmn —u negatifi —u = 0 — v seklinde tanimhdir.
Buradan V¢ € R i¢in (—u)(t) = u(—t) ve v € L(R) olmak {izere u — v = u + (—v)

esitlikleri gecerlidir.
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Tamim 4.2.7. ([10]) u € L(R) olmak tizere bir u fuzzy sayimin |u| mutlak degeri

(1) = 4 Xl u(=0) -, f > Ddse

0 , t<01se

seklinde tanimbidar.

Fuzzy sayilar iizerindeki cebirsel iglemler A seviye climleleri yardimiyla asagidaki

gibi tanimhdir:

Tamim 4.2.8. (/12]) u,v € L(R) , k € R ve A € [0,1] igin [u]y = [u=(N),ut(N)],

[v]x = [v™(N\), v (N\)] olmak tizere

[u+ vy = [ux + [o]x = [u”(A) + v~ (A), ut(A) + 07 (V)]

[w—v]x = [ulx = [vlx = [u™(A) = 0" (A),u™(X) =0~ ()]

dir.

d: L(R) x L(R) — R déniisiimiiyle verilen d(u,v) = Oiugl d([u]a, [v]5) esitliginin
L(R) tizerinde bir metrik tamimladigy agiktir. L(R) uzay1 c_ii;:;etrigiyle bir tam metrik
uzaydir.

{d(u,v) : u,v € E} kiimesinin en kii¢iik iist sinirina F nin ¢api denir ve §(E) ile

gosterilir. Eger §(F) sonluysa E ye siirhdir denir.
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a R a
& A u
Sekil 4.1. Bir diggen fuzzy sayr A = (ay, a,ay)

4.3 Baz1 Fuzzy Say1 Cesitleri ve Bunlarin Aritmetigi

Bu kisimda tiggensel fuzzy say1, yamuk fuzzy say1 ve (L — R) fuzzy say1 gesitleri

Bector ve Chandra [13] ya dayanilarak acgiklanacaktir.

Tamm 4.3.1. ([13]) (Uggensel Fuzzy Say): Bir V fuzzy sayiman diyelik fonksiyonu

0o t <y, t > v, ise
= -y )
fV(t) Y <t<w 18€
;’Z—:z L v<t<u, ise

seklinde verilmis ise bu saywya tggensel fuzzy sayr denir ve V. = (v, v,v,) seklinde

gosterilir.
Bu saymin \ seviye ctimlesi olan [V]j,
VIa=[V-(\), VTN =[(v —u)X+ v, —(v, —v)A+v,], A€ 0,1]
seklinde tanimlanir.
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V = (v,v,v,) ve W = (w;,w,w,) iki ti¢cgensel fuzzy say1 olsun. Bu sayilar

lizerinde “47, 747 gibi aritmetik iglemler hem aralik aritmetigiyle hem de

sayllari A seviye climleleri araciligiyla bulunabilir.
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U+ W = (v + w,v+w,v, +w,)
=V = (—vy, —v, —v;)
kEV = (kv kv, kvy,)
V—W = (v — wy,v —w,v, —wy)
olup bu sayilar birer iicgensel sayidir ancak V=1, V.W, V/W sayilan iicgensel olmak
zorunda degildir.
Ornegin;
V =(-3,2,4) ve W = (—1,0,5) iki ti¢gensel fuzzy say1 olmak {izere
V+W=(-3,2,4)+(-1,0,5) = (—4,2,9)
ve
V—W=1(-3,2,4) 4+ (-5,0,1) = (-8,2,5)
olur. Ayni sonug A seviye ciimleleri araciligiyla:
VIx=[V"(N), V()]
=[(v—=v)A+ v, — (v, — V)X + v]
=[(24+3)A—3,—(4 —2)\+4]
= [BA — 3, =2\ + 4]
ve
Wy = [W=(A), WH ()]
= [(w —w)A + wy, —(wy — w)A + w,]
=[(0+1DA—=1,—(b—0)A+ 5]

=[A—1,—5A+5]
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olup

[VIx+ W]y = BN =3, =2XA + 4] + [\ — 1, =5\ + 5]

=[6A—4, =T\ +9]
= [U~(\), UT(N)]
elde edilir. Boylece
0 . t<—4,t>9ise
fV+W)(t) = B 4 << 2ise
=2 2<t<9ise

—, %, / iglemleri de benzer gekilde yapilir.

Tanim 4.3.2. ([13]) (Yamuk Fuzzy Say) : Bir' V' fuzzy saywman dyelik fonksiyonu

.

0 , t<wu,t>v, ise
Lu oy <t<uise
ft)=q ="
1 , v<t<7ise
\% , v<t<u, ise

seklinde verilmis ise V' ye yamuk fuzzy sayr denir ve V- = (v, v,7, v,) seklinde gésterilir.
Bu saymin \ seviye ctimlesi olan [V],,
Via=[V-\), VTN = [(v — o)A + v, — (v, —D)N+v,], X €[0,1]

seklindedir. V' = (v, v,0,v,) ve W = (w;, w,w, w,) iki yamuk fuzzy say1 olsun. Bu
sayilar lizerinde “+47, “—=" “x” “/” oibi aritmetik iglemler hem aralik aritmetigiyle hem

Y Y

de sayilarin A seviye ciimleleri araciligiyla bulunabilir.
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a, a_, a

S|

Sekil 4.2. Bir yamuk fuzzy sayr A = (ay, a,a,ay)
V4+W=(y+w,v+w0+w,v, +w,)
-V = (—vy, —v, =7, —;)
kV = (kv kv, kv, kv,)

V—W = (v — wy,v —w,v, —wy)

olup bu sayilar birer yamuk sayidir ancak V=1, V.W,V/W sayilar1 yamuk olmak

zorunda degildir.

Tamim 4.3.3. ([13]) ((L— R) Fuzzy Say) : Bir' V' fuzzy saymman fy : R — [0, 1] dyelik

fonksiyonu

L&) . v=A<t<wv, A>0
1 , v<zxz<w

R(=2)  w<t< (wtp), p>0

\ , aksi taktirde

seklinde verilmis ise V' ye bir (L — R) fuzzy sayr denir. Burada L ve R fonksiyonlar

par¢aly stirekli olup, L artan ve R azalanduwr. Ayrica L(0) = R(0) =1 dir.

30



p(x)

L(x-a/,4)

a — o ‘a Ib b+B
Sekil 4.3. L-R Fuzzy say1 A = (aq, b1, a, )

Bir V, (L — R) fuzzy say1 V. = (v, w, A\, u)Lr seklinde gosterilir. v ve w arahigin
baslangi¢ ve bitig noktalari olup A sol sigrama, p ise sag sigramadir. V' = (vy, wy, A, pt) Lr

ve W = (vg, ws,v,v) iki (L — R) fuzzy say1 olsun. Buradan
V+W = (v1+ v, w1 + w2, A+ 7, p+ V)R
-V = _(Uh Wi, A7 :U’) = (_wla — U1, — M, _/\)LR

olur.

V=W = (vi,wi, \, 1) g + (—(v2, w2, v,9)rr)
= (v1, w1, A\, )R + (—w2, =2, Y, 7) LR

= (v; —wa, wy — Vv, A+ VU, u+ V)R

olur. Ucgensel ve yamuk fuzzy sayilarda oldugu gibi V=1, V.W,V/W | (L — R) fuzzy

say1 olmak zorunda degildir.
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5. FUZZY DIZI UZAYLARI

5.1 Fuzzy Say1 Dizisi

Fuzzy say1 dizisi kavrami tanimlanmadan 6nce d metrigi kavrami verilmelidir.
L(R) iizerindeki d metrigi asagidaki gibi tanimhdir: u,v € L(R) ve d, (4.1.1) de

tanimlandigi gibi olmak tizere

d(u,v) = sup d([uly, [v]x) = sup max{|u”(A) — v~ (N)|, |[uT(N) —vT(N)|}

A€[0,1] A€[0,1]

dir.

Tanim 5.1.1. (/2]) Bir fuzzy say dizisi, tanem cimlesi N dogal saylar deger ciimlesi
L(R) fuzzy sayr uzayr olarak tanimlanan bir fonksiyondur. Butin fuzzy sayr dizilerinin

uzay w ile gosterilir.

Bu durumda bir u = (u,) fuzzy say1 dizisi her dogal saymnin bir fuzzy sayiya
karsilik gelmesidir, yani her n € N sayisi bir u,, fuzzy sayiya karsilik gelir. u,, fuzzy

saylya dizinin n. terimi denir. R de fuzzy sayilarin bir u = (u,) dizisine érnek olarak

st , te]o, 2"7:1), ise
0 1 , te [2l 2] ise
Uup(t) =
S (t—4) ,  te (2 4] ise
0 , diger hallerde

verilebilir.
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Tamim 5.1.2. (/2]) Bir v = (u,) C L(R) ve up € L(R) olmak tzere eger verilen
her € > 0 icin n > ng oldugunda d(u,,uy) < € olacak sekilde en az bir ng € N
bulunabiliyor ise (uy,) fuzzy say dizisi uy a yakinsaktir denir ve u, — ug (n — 00)

ile veya lim w, = uq ile gosterilir. Ornegin (u,(t)) dizisi
n—oo

it , t€1]0,2), ise
up(t) = ¢ —Lt(t—4) , te2,4], ise
0 , diger hallerde

fuzzy saywya yakinsaktir. Tim yakinsak fuzzy saye dizilerinin uzay ¥ ile, sifira yakinsak

fuzzy sayn dizilerinin uzay ise & ile gosterilir.

Tanim 5.1.3. (/2]) Bir ug fuzzy sayinin € yarigaply bir K(ug, ) komsulugu
K(ug,e) = {u € L(R) : d(ug,u) < &}

seklinde taniymbidar.

Teorem 5.1.1. (/2]) u = (u,) bir dizi ve uy da bir fuzzy sayr olmak tzere eger uyg
i her € komgulugu dizinin sonsuz ¢oklukta terimini iceriyor ise u = (u,) dizisinin

limiti wg dur denir.
Teorem 5.1.2. ([2]) Bir (u,) dizisi yakinsak ise sadece bir tek limiti vardar.

Ispat. lizn U, = ug olsun. vy, ug dan farklh bir fuzzy say1 olsun. ug in bir K komsulugu
ve KNK' = 0 gsartin saglayan vy in bir K’ komsulugu vardir. li;Ln U, = ug oldugundan
K, {u,} in sonlu sayida terimini igerir. Bu nedenle vy n K’ komsgulugu (u,) in
sonsuz ¢oklukta terimini igeremez. Bu vy mn {u, } in bir limiti olamayacagimi gosterir.

Dolayisiyla lim u,, = ug ise (u,) in sadece bir tek limiti vardir o da ug dir. O
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Teorem 5.1.3. ([2])n > ng ve (u,) < (v,) < (wy,) olacak sekilde bir ng sayist mevcut
ve lim u,, = ug = limw,, ise limv,, = uqy dir.

Ispat. ¢ > 0 olsun. limu, = ug oldugundan bir n; € N vardir oyleki n > ny
oldugunda d(u,,ug) < ¢ dur. Ayrica limw, = uy oldugundan bir ny, € N vardir

oyleki n > ny oldugunda d(w,,ug) < € dur. n = max{ng,ny,ns} olsun. Buradan

n > n oldugunda

d(vm uO) S d(vm wn) + d<wm uO) S d(una wn) + d<wnu uO)

< d(up, ug) + d(wy, ug) + d(wy,, u)

< 3¢

elde edilir ve dolayisiyla lim v,, = ug dir. O]

Tanim 5.1.4. (/3]) (u,) C L(R) bir fuzzy say dizisi olsun. Eger {u, : n =1,2,...}
fuzzy sayr cimlesi simarl ise (uy,) dizisine sinarlidir denir veya her n € N igin k <
u, < K olacak sekilde k ve K fuzzy sayilart mevcut ise (u,) dizisi sumarlidur. Tim

simarhy fuzzy sayn dizilerinin wzay 1L ile gosterilir.

Tanim 5.1.5. (/3]) (u,) C L(R) bir fuzzy sayu dizisi olsun. Eger Ve > 0 wverildiginde
Vn,m > ng iken d(un, un) < € sartia saglayan en az bir n, € N mevcut ise u = (uy,)
dizisine bir Cauchy dizisidir denir. Biitin fuzzy saylarin Cauchy dizilerinin uzay: CF

ile gosterilir.

A C L(R) olsun. {d(u,v) : u,v € A} ciimlesinin en kiiciik iist stirma A nin ¢apr

denir ve §(A) ile gosterilir. Eger 6(A) sonlu ise A smirhdir.

Teorem 5.1.4. ([2]) Her yakinsak fuzzy sayr dizisi sinarlidor.
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Ispat. limu, = uy ve A = {u, :n=1,2,...} olsun. Tamim 5.1.3 de oldugu gibi bir N
€ N sayisi vardir 6yleki n > N iken d(u,, uo) < 1dir. § = (d(u1, uo), d(ug, o), ..., d(tpn, ug), 1)

olsun. Buradan her n i¢in d(u,,u) < § dir. Fakat d, L(R) de bir metrik oldugundan
AU, ) < AU, ug) + d(up ) < 20

dir. Buradan §(A) < 2§ olup (u,) dizisi siirhdir. O

Agik olarak
cccot cll cuw”

dir.

Tamim 5.1.6. (/2]) (u,) bir fuzzy saye dizisi ve (ny,) da dogal sayilarin artan bir dizisi

olmak tizere (uy,) dizisine (u,) nin bir alt dizisidir denir.

Teorem 5.1.5. ([2]) Bir fuzzy say dizisi yakinsak ise her alt dizisi de ayni noktaya
yakinsaktir. Yani (u,) C L(R) bir fuzzy say dizisi olmak dizere eger limu, = ug ise

Vk € N i¢in lim u,, = uy dor.
n

Ispat. Eger li7rln Up = Ug ise (uy,) in bir (u,,) alt dizisi igin de liyrln(unk) = up oldugu
gosterilmelidir. Boylece Ve > 0 i¢in bir k¢ sayist vardir oyleki & > ko iken u,, €
K (ug,e) > 0 oldugu gosterilmelidir. € > 0 olsun. liTan U, = ug oldugundan bir N € N
sayist vardir Oyleki tim n > N icin w, € K(ug,e) dur. Ayrica (ny) dogal sayilarin
artan bir dizisi oldugundan bir kq sayis1 vardir oyleki k£ > ky oldugunda ny > N dir.

Boylece eger k > ko ve ng > N ise u,, € K(up,¢) olur. O

Yakinsak fuzzy say1 dizilerinin sagladig1 baz1 6zellikler agagidaki teoremle verilebilir :
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Teorem 5.1.6. ([2]) Eger liTan Up, = Ug Ve li£n Up = Vg iSe
i) li,{nw” + v,) = ug + vo,

(ii) lign(un — ) = Uy — Vo,

(iii) liin(un.vn) = Ug.Vy,

(iv) lign Up Vs = U/ Vo, ¥ igin 0 ¢suppuw,, ve 0 €supp vy.

Ispat. (1) lim w, = ug ve lim v, = vy olsun. Boylece Ve > 0 igin bir ny € N vardir

oyleki n > ng iken

d(urmuo) <e , d(’l)n7’[)0) <e

dir. Buradan Y\ € [0, 1] igin

d([unx, [uo]x) = max (|u; (\) —ug (V)]

uy () —ug (V)]) <e

A([v]s, [tol) = max (o ) = o5 (V] [ () = i (V)]) < 2

elde edilir. Boylece

d([un]x + [vn]xs [uo]x + [vo]x)
=d([u, (A) + v, (A), uy (N) + vy (V)] [ug (A) +v5 (A), ug (A) 4+ v (V)])
= max(|u, (A) + v, (A) —ug (A) —vg (W), |ur (X) + v, (A) = ug (X) — o5 (A)])

< max([uy, (A) — ug (A)| + [o, (\) —v5 (M)

N () = ug (V)] + o (A) = v (V)])
< max (|uy (A) —ug (V)| Ju (A) — ug (V)])

+ max(|v, (A) — vy (A)

vy (A) = v (V)])

Y
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=d([wals [uo]) + d([vlx [v0]2)

<2

olur. Dolaysiyla VA € [0, 1] i¢in

d(fun]x + [on]x; [uo]x + [vo]x) < 2¢
elde edilir ve buradan ligl(un + v,) = ug + v sonucuna ulagihir.
(ii) (4) ye benzer gekilde ispat1 verilebilir.
(iii) u, (N), v, (A),uy (A) ve vy (A) > 0 durumunu ispatlayalim:

d([wn]x-[vn]r, [wo]x-[vo] )

= max (|uy, (A).v; (A) = ug (A).vg (V)] [uf (Vv (A) = ug (A).vF (A)])
- ( | (V) = ug (V)] - oy V)] + o (A) = o5 V)] - |ug (V)] )
k) = ag V)] Jow W]+ [oif () = v (V)] - [ (V)]
(1) ve (vn) dizileri yakinsak oldugundan siirhdir.
Dolaysiyla [v- (A)], |vF (V)] [u; (V)] velut (V)] < ko olacak sekilde bir ky sayis:

vardir. Boylece

d([wn]x-[vnlx, [wo]x-[vo] )

< max ‘U;(A)_UE(A)"%JF|UE()\)—UO_(/\)|.]<;O
< ,WE(A) —u{;(/\)] Ko + |U;r()\) _U(-)‘r()\)l ko

< k. (max(|uy (\) — ug (V)] [ (A) = ug (V)])

+max(|o; (A) — v V)], [ () = v (V)
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< ko-(d([un]x; [uo]x) + d([vn]; [vo]))

S /{0.28

elde edilir. Burada € = £/2kq alinirsa

d([wn]x-[va], [uo]x-[vo]x) < €
olur ve buradan lim(u,.v,) = uy.vy sonucuna ulagilir.

(iv) limv, = v, olsun. Ilk olarak, YA € [0,1] icin d(1/[va]x,1/[v0]x) < € oldugu

gosterilmelidir. v, (A), v;7(X), vy (A) ve vy (A) > 0 olsun. Buradan

d(1/[va]x, 1/[vo]x) = d([1/vy (N), 1/v, (W], [1/vg (A), 1/vg (V)])
= max([1/v; (A) = 1/vg (V)] [1/v5 (A) = 1/v5 (V)])

= max(|(vg (A) — vy (V) /vy (\)-vg (V)] [ (05 (A) = v (A) /v, (V)-vg (M)])

elde edilir. lim v,, = vy oldugundan

AL/ (N, 1/ () < ma[of () = o5 )] [ () = o5 ()] ko
= d([vn)s, [vo]n) Ko

< e.kgy
olup burada e = £7/ky alinirsa
d(1/[valx, 1/[vo]s) < €
elde edilir. Boylece liTIln 1/v, = 1/vg olup (éii) den
liglun/vn = liTanun.l/vn = ug.1/vg = up/vo

sonucuna ulagilir.
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Fuzzy say1 dizileri igin bazi topolojik kavramlar Tripathy ve Baruah [14] a

dayanilarak verilebilir:

Tamim 5.1.7. ([14]) E bir dizi uzay olsun. (u,) € EY olmak iizere Vn € N igin
V| < |un| sarts saglandiginda eger (v,) € EY oluyorsa E¥ e normal(veya solid) dir

denir.

Tamm 5.1.8. ([14]) K = {ky < ky < k3 < ...} C N ve E¥ bir dizi uzay olsun. EF

nin K—basamak cumlesi
AT = {(up,) € w" : (u,) € BT}

seklinde tanvmly dizilerin bir uzaydir. (ug,) € )\EF dizisinin bir kanonik ongoruntusi

olan (v,) € w’

u, , mne€ K igmn,
Vp =

0 , diger hallerde

seklinde tansmbdur. \E™ in bir kanonik ongorimtisi NE* deki tim dizilerin kanonik
ongorintilerinin ciimlesidir. Eger EY | tiim basamak uzaylarimin kanonik ongorintilerini

iceriyorsa EY monotondur denir.
Uyan 5.1.1. ([14]) ET bir dizi uzay olmak tizere EY solid ise monotondur.

Tamm 5.1.9. [14]) EF bir dizi uzay: olsun. Eger (uwy) € ET iken (uqu)) € EF ise

EY ye simetriktir denir. Burada (k) , N nin bir permiitasyonudur.

Tanim 5.1.10. (/14]) EY bir dizi uzayr olsun. Eger (uy) € EY iken (v) € EY wve

u, = 0 iken vy, = 0 ise B ye convergence free dir denir.
Teorem 5.1.7. ([15]) IX ve ¢} uzaylar solid uzaydar.
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Ispat. pF =15 veya ¢ olsun. (uy) € p¥ ve (v,) da Vk € N icin d(vg, 0) < d(ug, 0)

sartini saglayan bir dizi olsun. Buradan esitsizligin her iki tarafinin supremumu alinirsa

sup d(vg, 0) < sup d(uy, 0)
keN keN

< 00

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan d(vy,0) < d(ug,0) esitsizliginin her iki tarafinin

limiti alinirsa

lim d(vg,0) < lim d(ug,0) =0
k—o0

k—o0

olup (vg) € p!" dir. Dolaywsiyla IZ ve ¢l uzaylan solid uzaydir. O

Teorem 5.1.8. (/3]) u = (u,) ve v = (v,) yakinsak veya swirl fuzzy say dizileri

olmak tizere cFve 1L dizi uzaylar

p(u,v) = sup d(uy,, v,)

n

metrigiyle birer tam metrik uzaydar.

r

ispat. Bu teoremin ispatim ¢ icin yapmak yeterlidir. p nun ¢f {izerinde bir metrik

oldugu agiktir. ¢’ in bu metrikle tam oldugunu gostermek igin ¢ de bir (u?) Cauchy

dizisi alimsin. Her sabit n i¢in (u,) de L(R) de bir Cauchy dizisidir ve (L(R), d) tamdr.

Dolaysiyla Vn € N igin lim u!, = u,, dir. u = (u,,) olsun. Gosterilmelidir ki limu’ = u

ve u € cl" dir. (u’), ¢ de bir Cauchy dizisi oldugundan Ve > 0 icin bir ng € N vardir

oyleki i, 7 > ng i¢in

d(u,,,ul) < =€

n» -'n

dur. j — oo igin limit alinirsa
- 1
d(uy,, uy) < =€

n’
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elde edilir. Buradan limu’ = u dir. Simdi u € ¢ oldugu gosterilmelidir. (u?) € ¢

oldugundan bir (u}) € L(R) vardir dyleki

dur. Boylece

olur. O halde (), L(R) de bir Cauchy dizisidir. L(R) tam oldugundan bir uy € L(R)

vardir Oyleki

X 3
d(u%, UO) < 56

dur. Boylece

olup u € ¢ dir. Bu da ¢! nin tam oldugunu gosterir. O

5.2 Fuzzy Sayilarin Fark Dizi Uzaylari

H. Kizmaz [4] m =1 i¢in [ (A), ¢(A), co(A) uzaylarin inceledi. Bu uzaylar daha
sonra Tripathy ve Esi [5] tarafindan genellegtirildi. E. Savag [6] bu ¢calismadan fuzzy

reel sayilar i¢in fark dizi uzaylarini ingaa ederek ve farkli ozelliklerini aragtirmak

i¢in faydalandi. Acik olarak [£ C 1L (A,,), ¢ C (An) ve ¢f C c&(A,) dir.
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IE(A), P (A) ve ¢b'(A,) uzaylan toplama ve skalerle garpma iglemleri altinda

kapalidir.

Tamim 5.2.1. ([16]) Au = (Auw,) bir fuzzy fark say dizisi, Ye > 0 i¢in bir N € N
oyleki n > N oldugunda

d(Aup,up) < €

ise (Auy,) fark dizisine bir ug fuzzy sayya yakinswyor denir ve lim Au,, = ug olarak
yazlr. Puzzy sayplarim tiom yakinsak fark dizilerinin wzay ¥ (A,,), tim sifira yakinsak

fark dizilerinin uzay ise ¢k (A,,) ile gosterilir.

Tanim 5.2.2. ([16]) Au = (Auy,) bir fuzzy fark sayr dizisi ve Au = (U, —Upy1) olmak
iizere ejer |Au,| < p olacak sekilde p € L*(R) warsa ya da supd (Au,,0) < oo ise
u = (Auy,) dizisine synrlidur denir. Fuzzy sayplarn tim swarle fark dizilerinin uzay

IE(A,,) ile gosterilir.

E. Savag ([6]), m = 1 i¢in fark dizi uzaylar iizerinde bir metrik tanimlayarak bu

uzaylarin birer metrik uzay oldugunu gosterdi.

Lemma 5.2.1. ([6]) u = (u,) ve v = (v,) svmrl(veya yakinsak) fuzzy sayr dizileri

olmak tizere 1L (A)(veya ¢t (A)) dizi uzayp
IO(U’7 ,U)A = C_Z(ula Ul) + sup E(AUTH AUn)
metrigiyle bir tam metrik uzaydar.

Ispat. Vn € Nicin (u*) = (u}) = (u?,ul,...), I£(A) uzaymda bir Cauchy dizisi
olsun. Bu durumda n,m — oo igin p(u™, u™)a = d(uf,u) + sup d(Au}, Auf*) — 0
k

olur. Dolayisiyla Vk € N ve n,m — oo i¢in d(u},u}’) — 0 elde edilir. Boylece
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(u}) = (up,ui,...), L(R) de bir Cauchy dizisidir ve L(R) tam oldugundan yakinsaktir.
Simdi, Vi € N igin lim u} = uy olsun. (u") bir Cauchy dizisi oldugundan Ve > 0 igin
bir N = N(g) vardir 6yleki n,m > N oldugunda p(u",u™)a < e olur. Dolayisiyla

Vk € Nve n,m > N icin

d(uy, ui") <e, d((ugy, —ugh), (up —uy')) <e
olur. Boylece,
limd(u}, ul) = d(u},uy) < e
tim d((ufy — ). (uf — ) = d((ufsy — o), (uf — w)) <2 n > N igin

olup ¥n > N igin p(u",u)a < 2 oldugu goriiliir, yani (£ (A) uzaymda n — oo icin

u™ — u dir. Simdi u € I (A) oldugu gosterilmelidir.

d(ur, upr) < d(uy ugy) + p(u u)a = o(1).

Buradan u = (u;) € L (A) dir. Boylece ispat tamamlanir. ¢’ (A) uzaymin da tam

metrik uzay oldugu benzer sekilde gosterilebilir. O]

m = 1 durumunda fark dizi uzaylari i¢in tanimlanan metrik B. C. Tripathy ve A.

Baruah [14] tarafindan genellestirilerek agagidaki sonug elde edildi:

Teorem 5.2.1. IF (A,,), ¢(A,) ve cd(A,) uzaylar

3

plu,v) = > d(ug, vg) + sup d( A ug, Apvk)
k=1 k

ile tanamly p metrigi ile birer tam metrik wzaydir, burada u = (u,,),v = (v,) € 1L (A)

(veya cF'(A,,) ,cb'(A)) dir.
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Ispat. (u') dizisi I£(A,,) de Vi € N icin (u) = (ul) = (ul,ub,u,...) € I5(A)
seklinde tanimh bir Cauchy dizisi olsun. O halde verilen her € > 0 i¢in bir ny € N

vardir Oyleki 7, 7 > ng oldugunda
p(ut,v?) = S d(ul, v]) 4 sup d(Apul, Anv]) < € (5.2.1)
k=1 k

dir. Boylece V 7,7 > ng ve k =1,2,3,...,m icin

3

J(u};,vi) <e
k=1

= d(ul,v]) <e, Vi,j >ngvek=1,23,..,m icgn
=k=1,23,..,micin (ui) , L(R) de bir Cauchy dizisidir
=k=1,23,..m igin(ui) , L(R) de yakisak bir dizidir

k=1,2,3,...,m olmak iizere lim ufg = uy, olsun. (5.2.1) den V i,5 > ng ve k € N
j—o0
icin
d(Apul, Ayvl) < e
= (Anul) , L(R) de bir Cauchy dizisidir, k& € N i¢in
= (Anul) , L(R) de yakmsak bir dizidir, & € N igin

dir. V k£ € N igin hﬁm Amui = olsun. k =1,2,3,...,m igin ll)m ui = uy, oldugundan
J—00 J—0o0

V k € Nigin lim ui = uy mevcuttur. V ¢ > ng icin,
J—00
lim > d(uy,uy,) = > d(ug, ug) < e,
I =1 k=1

lim d(A,,uk, Amu{g) = d(Apul, Apuy) < €

J]—00
yazilabilir. Buradan V ¢ > ny igin,

sup d(A,uk, Anug) < €
k
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olur. Boylece V 7,7 > ng icgin

3

d(up, wg) + sup d(Apup, Apug) < 28 = p(u’,u) < 2e
1

k k

elde edilir. Yani £ (A,,) uzaymmda i — oo iken u® — u dir. V i > ny igin,
sup d(Apug, 0) < sup d(Apug, Apup) + sup d(Ayuj, 0) < oo
k k k
bulunur. Boylece ispat tamamlanir. O

Fuzzy sayilarin fark dizi uzaylarina ait bazi topolojik ozellikler Tripathy ve Baruah

[14] a dayanilarak tanimlanmgtir.
Teorem 5.2.2. I (A,,), ¢F'(A,) ve ¢ (A,) uzaylar solid degildir.
cf'(A,,) uzaymn solid olmadigina dair bir 6rnek verelim :

Ornek 5.2.1. (u,) bir dizi olmak tizere

nt+n+1 1 -
gl —1—EStSO,ZS€
un(t) = nilont o 0<t <141, ise
0 , diger hallerde

seklinde tanimly olsun. m = 3 i¢in (Asu,(t)) fark dizisi

tn?+2n24-3nt+8n+3 o 1 1 .
2218113 y 2y s S0, dse
— —tn?—3tn+2n24+8n+3 1 1 :
Agun(t) = 2n2+8n+3 , 0St<24 0+ o, ise
0 , diger hallerde

olur. n — oo i¢in (Aguy,) dizisinin limiti alimarsa im Agu, = u olup u = u(t),
n—oo

B2 —2<t<0,

ut) =49 &t | 0<t<2,

[\
~

2
0 , diger hallerde
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seklinde elde edilir. Boylece (u,) € c(A3) dir. Simdi bir (o) skaler dizisini goz

ontune alalim oyleki bu dizi

1, n=3k—-2, keN, ise
(o) =
0 , diger hallerde

olarak tanvmlanmas olsun. Buradan (c,u,) = {u1,0,0,u4,0,0,u7,0,0,ui .} olur.
Ancak (Azanuy) = {uy —uy,0,0,us—u7,0,0,...} & ¢ (A3) olur. O halde cF'(A,,) solid

degildir. Benzer sekilde £ (A,,) ve ¢ (An,) wzaylarmin da solid olmadaign gosterilebilir.
Teorem 5.2.3. L (A,,), ¢F'(A,) ve 5 (A,,) uzaylar simetrik degildir.
cf'(A,,) uzaymin simetrik olmadigima dair bir érnek verelim :

Ornek 5.2.2. m =1 ve

H o —4<t <o, B —5<t <0,
A: % s 0§t§4, 9 B: % ) O§t§57
0 , diger hallerde 0 , diger hallerde

olsun. w = {A, B, A, B, A, B, ...} seklinde tanvmly bir dizi olsun. Bir (v,) dizisi (uy)
dizisinin  yeniden  duzenlenmis  hali  olarak  gozonine  alinabilir — oylek:
(vn) = {A, A, B,B,A A, ..} seklinde tanwmly olsun. Bu durumda (u,) € c(A,,)
iken (v,) ¢ c'(Ay,) dir. Dolaypsiyla Ym € N igin c¥'(A,,) simetrik degildir. Benzer

sekilde 15 (A,,) ve cf'(An) uzaylarmin da simetrik olmadige gosterilebilir.
Teorem 5.2.4. 1L (A,,), ¢&'(A,) ve el (A,) uzaylar: convergence free degildir.

cf'(A,,) uzaymm convergence free olmadigina dair bir érnek verelim :
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Ornek 5.2.3. Bir (uy,) dizisi

t+n+1 1
nnT ) —-1- n S t S 07
un(t) = q =t 0 <t <14+
0 , diger hallerde

seklinde tanimlanmas olsun. m = 3 igin (Asu,(t)) fark dizisi

tn%%ﬁﬁﬁ?"% ,—2— 1 — = <t <0, ise
Agun(t) = =ogiptegind 0SS 24 5+ o, ise
0 , diger hallerde
olur. n — oo i¢in (Aguy,) in limiti alinirsa 7}1—{& Azu, = u olup u = u(t),
$2 . —2<t<0,
u(t) = ¢ 2=t 0<t<2

0 , diger hallerde

seklinde elde edilir. Boylece (u,) € c'(A3z) dir. (vy,),

HTTL ) -n S t S 07
u(t) =49 =t | 0<t<n,
0 , diger hallerde

olarak tamimlanan bir dizi olsun. Bu durumda (Agv,(t)) fark dizisi,

t+2n+43
ﬁ , —2n—-3<t<0,
Asv,(t) = _2;1:_?;? ., 0<t<2n+3,
0 , diger hallerde

olur. Agikca goriliir ki (v,) & ¢ (A3z) dir. O halde c*'(A3z) convergence free degildir.

Benzer sekilde 1L (A,,) ve ¢ (A,,) uzaylarmin da convergence free olmadign gosterilebilir.
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