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(Dicle Üniversitesi)
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ONUR SÖZÜ

Doktora Tezi olarak sunduğum ”Pseudosimetrik Lightlike Hiperyüzeyler”

başlıklı bu çalışmanın bilimsel ahlak ve geleneklere aykırı düşecek bir yardıma baş-

vurmaksızın tarafımdan yazıldığını ve yararlandığım bütün kaynakların, hem metin

içinde hem de kaynakçada yöntemine uygun biçimde gösterilenlerden oluştuğunu

belirtir, bunu onurumla doğrularım.

———————————–

Sema Kazan



ÖZET

Doktora Tezi

PSEUDOSİMETRİK LİGHTLİKE HİPERYÜZEYLER

Sema KAZAN

İnönü Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

84+v sayfa

2014
Danışman: Prof. Dr. Bayram ŞAHİN

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde problemin ortaya çıkışı, geometrik
anlamı ve ilgili çalışmalar tanıtılmaktadır. İkinci bölümde, tezin orijinal bölümlerinde
kullanılacak tanım ve teoremler verilmektedir.

Üçüncü bölüm tezin orijinal bölümlerinden birini oluşturmaktadır. Bu bölümde,
bir semi-Riemann manifoldun pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyi incelenmektedir.
Öncelikle, pseudosimetrik lightlike hiperyüzeylere bir örnek verilmekte ve yeter şartlar
sunulmaktadır. Ayrıca, bir lightlike hiperyüzeyin pseudoparalellik durumu incelen-
mekte ve karakterizasyonlar verilmektedir. Bu bölümde son olarak, bir lightlike
hiperyüzeyin Ricci-pseudosimetrik olma şartları da elde edilmekte ve genelleştirilmiş
Ricci pseudoparalel lightlike hiperyüzeyler incelenmektedir.

Son bölümde ise bir Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperyüzeyinin pseudosi-
metri olma durumu incelenerek çeşitli karakterizasyonlar elde edilmektedir. Ayrıca,
bir Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperyüzeyinin pseudoparalelliği çalışılmakta
ve karakterizasyonlar verilmektedir. Daha sonra, bir Sasakiyan uzay formun bir
lightlike hiperyüzeyinin Ricci-pseudosimetri şartı incelenmektedir. Son olarak da,
bir Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperyüzeyinin Weyl projektif pseudosimet-
rikliği tanımlanarak bazı sonuçlar verilmektedir.

ANAHTAR KELİMELER: Pseudosimetrik lightlike hiperyüzey, Pseudoparalel
lightlike hiperyüzey, Ricci-pseudosimetrik
lightlike hiperyüzey.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

PSEUDOSYMMETRIC LIGHTLIKE HYPERSURFACES

Sema KAZAN

İnönü University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

84+v pages

2014
Supervisor: Prof.Dr. Bayram ŞAHİN

We study pseudosymmetric lightlike hypersurfaces of semi-Euclidean spaces and
indefinite Sasakian space forms. After, we explain our motivation to study this
problem and give related literatures, we give basic metarials used in the thesis.

In the third chapter, we study pseudosymmetric lightlike hypersurfaces of semi-
Euclidean spaces. We give an example, find sufficient conditions for a lightlike
hypersurface to be pseudosymmetric and obtain characterizations of pseudosymmetric
lightlike hypersurfaces of semi-Euclidean spaces. Then, we find sufficient conditions
for a lightlike hypersurface to be pseudoparallel and give a characterization of
pseudoparallel lightlike hypersurfaces. We also study Ricci-pseudosymmetric lightlike
hypersurfaces, give an example and obtain characterizations for such lightlike hypersur-
faces.

In the fourth chapter, we study pseudosymmetric lightlike hypersurfaces of indefi-
nite Sasakian space forms such that its sectional curvature c = 1. We first obtain
integrability conditions for screen distribution of a lightlike hypersurface and then we
find sufficient conditions for a lightlike hypersurface to be pseudosymmetric under
integrable screen distribution. We also give a characterization of a pseudosymmetric
lightlike hypersurface and investigate relations between pseudosymmetric lightlike
hypersurface and its screen distribution. Moreover, we give sufficient conditions
for a lightlike hypersurface of a Sasakian space form M̄(1) to be pseudoparallel,
Ricci-pseudosymmetric and obtain characterizations for such hypersurfaces. In the
last subsection, we check the effect of Weyl projective pseudosymmetry conditions
on the geometry of lightlike hypersurfaces.

KEY WORDS: Pseudosymmetric lightlike hypersurface, Pseudoparallel lightlike
hypersurface, Ricci-pseudosymmetric lightlike hypersurface.
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2.5 Belirsiz Sasakiyan Manifoldların Lightlike Hiperyüzeyleri . . 25
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Lightlike Hiperyüzeyler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.4 Belirsiz Sasakiyan Uzay Formlarda Weyl Projektif

Pseudosimetrik Lightlike Hiperyüzeyler . . . . . . . . . . . . . 73

KAYNAKLAR 81
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BÖLÜM 1

GİRİŞ

M , bir diferensiyellenebilir manifold ve ∇, M üzerinde bir lineer konneksiyon

olsun. Eğer p ∈M noktasının bir U komşuluğunda involutive afin dönüşümü varsa

∇ ya p ∈ M de yerel simetriktir denir. Eğer ∇ torsiyonsuz ise ∇ konneksiyonunun

yerel simetrik olması için gerek ve yeter şart ∇R = 0 olmasıdır, burada R eğrilik

tensörünü göstermektedir. Yerel simetrik manifoldlar sabit eğrilikli manifoldları

içeren daha geniş bir sınıftır. Yerel simetrik manifoldlar birçok yazar tarafından hala

çalışılmaktadır (bkz [1, 2, 3]). Diğer taraftan, yerel simetrik Riemann manifoldların

bir genellemesi olarakR·R = 0 şartını sağlayan Riemann manifoldlarına semi-simetrik

manifoldlar denir. Her bir yerel simetrik manifold semi-simetrik manifolddur, fakat

tersi geçerli değildir [4]. Bu tip manifoldlar E. Cartan tarafından incelenmiş ve Szabo

tarafından da yerel olarak sınıflandırılmıştır (ayrıca bu konuyla ilgili [5] numaralı

makaleye de bakılabilir).

Semi-simetri şartı diğer eğriliklere de genişletilmiş ve bu durumlar için de birçok

sonuç elde edilmiştir. Örneğin, eğer S Ricci tensörü ise R ·S = 0 olması durumunda

manifolda Ricci semi-simetriktir denir. Semi-simetrik manifoldların bir genelleştirilmesi

olarak pseudosimetrik manifoldlar ilk olarak Verstraelen tarafından Catholic University

of Leuven de bir seminerde tanımlandı. İlk detaylı çalışma Ryszard Deszcz tarafından

[6, 7] de sunuldu. Pseudosimetrik manifoldlar esas olarak semi-simetrik manifoldların

tamamen umbilik hiperyüzeyleri çalışılırken ortaya çıktı [8]. Daha sonra gösterildi

ki semi-simetrik manifoldlara tanımlanan jeodezik dönüşümler de pseudosimetrik

manifoldlar üretmektedir. g Riemann metriği, R eğrilik tensörü olmak üzere,

Q(g,R) = (X1, ..., Xn, X, Y )

= ((X ∧ Y )R)(X1, ..., Xk)

= −Σk
i=1R(X1, ..., (X ∧ Y )Xi, ..., Xk)
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tanımlansın, burada (X ∧ Y ) endomorfizmi

(X ∧ Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

ile tanımlıdır. Bu durumda, eğer M manifoldunun her noktasında R ·R ile Q(g,R)

lineer bağımlı ise M manifolduna pseudosimetrik manifold denir. Daha açık olarak

şöyle ifade edilebilir: U = {x ∈ M | Q(g,R) 6= 0} üzerinde R · R = LRQ(g,R) ise

manifolda pseudosimetrik manifold adı verilir, burada LR diferensiyellenebilir bir

fonksiyondur. Her semi-simetrik Riemann manifoldu pseudosimetrik manifolddur,

fakat tersi doğru değildir. Pseudosimetrik manifoldların geometrik yorumu ise Haesen

ve Verstraelen tarafından elde edildi. Buna göre, bir manifoldun pseudosimetrik

olması geometrik olarak manifoldun bir p noktasının komşuluğundaki bütün çift kat

(double) kesit eğriliklerinin aynı olmasıdır [9].

Ayrıca, pseudosimetri şartları Ricci eğrilik, Weyl eğrilik durumlarına da genişletildi.

Semi-simetrik olmayan pseudosimetrik manifoldlar ilk olarak Deprez, Deszcz ve

Verstraelen tarafından incelendi [10] ve bu tip manifoldlarla ilgili olarak verilen tüm

örneklerin warped çarpım manifoldlar olduğu görüldü. Daha sonra, pseudosimetri,

Ricci-pseudosimetri ve pseudoparalel eğrilik şartlarıyla ilgili olarak pek çok çalışma

yapılmıştır (bkz [7, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]).

Lightlike hiperyüzeyler üzerine araştırmalar matematiksel fizikteki önemi nedeni

ile 1960 lı yıllardan itibaren çalışılmaya başlansa da, bu tür hiperyüzeyler sistematik

olarak Duggal-Bejancu tarafından incelendi [21]. Bir lightlike hiperyüzeyde en önemli

özellik hiperyüzeyin dik uzayının da hiperyüzeyin tanjant uzayında kalmasıdır. Bu

ise hiperyüzeyin dışsal (extrinsic) çalışmasındaki en önemli araçtan yoksun olmasını

doğurmaktadır. Duggal-Bejancu, bir semi-Riemann manifoldun lightlike hiperyüzeyi

boyunca hiperyüzeyin tanjant uzayına tamamlayan fakat ortogonal olmayan bir

vektör demetinin varlığını gösterdiler. Bu vektör demetini kullanarak hiperyüzeyi

dışsal olarak incelediler. Lightlike hiperyüzeyler ile non-dejenere hiperyüzeyler arasın-

da önemli farklar mevcuttur. Örneğin, bir lightlike hiperyüzey üzerine indirgenen

konneksiyon Levi-Civita konneksiyon değildir. Ayrıca, Ricci tensörü simetrik değildir.

Böylece görülmektedir ki lightlike hiperyüzeyin incelenmesi için yeni araç ve metodlara

ihtiyaç vardır. Duggal-Bejancu yaklaşımını kullanarak bir çok yazar günümüzde
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lightlike hiperyüzeyler üzerine araştırmalar yapmaktadır.

[22] de Şahin, bir semi-simetrik lightlike hiperyüzey kavramını tanımlayarak bu

kavramla ilgili yeni sonuçlar verdi ve bu çalışma birçok yazara çalışmaları için ışık

tutmaktadır (bkz [2, 23, 24, 25, 26, 27]).

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. İkinci bölüm, tezde kullanılacak temel

kavramlara ayrılmaktadır. Tezin orijinal bölümü üçüncü bölüm ile başlamaktadır

ve bu bölüm üç altbölümden oluşmaktadır. Birinci altbölümde, bir semi-Riemann

manifoldunun bir lightlike hiperyüzeyinin pseudosimetri şartı incelenerek örnek veril-

mektedir ve bazı karakterizasyonlar sunulmaktadır. Ayrıca, bir lightlike Einstein

hiperyüzeyin pseudosimetrik olması için yeter şart elde edilmektedir. İkinci altbölümde,

bir semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyüzeyinin pseudoparalelliği incelen-

mektedir ve bazı karakterizasyonlar verilmektedir. Üçüncü altbölümde ise bir semi-Rie-

mann manifoldunun bir lightlike hiperyüzeyinin Ricci-pseudosimetrik olma durumu

incelenmektedir ve örnek verilmektedir. Bu bölümde Ricci-pseudosimetrik hiperyüzey-

ler karakterize edilmektedir. Son olarak da, bir semi-Riemann manifoldunun bir

lightlike hiperyüzeyinin Ricci-genelleştirilmiş pseudoparalelliği verilmektedir.

Dördöncü bölüm, tezin son bölümü olup Sasakiyan uzay formların pseudosimetrik

lightlike hiperyüzeylerine ayrılmaktadır. Bu bölüm, dört altbölümden oluşmaktadır.

İlk altbölümde, bir Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperyüzeyinin pseudosimet-

ri olma durumu incelenmektedir ve karakterizasyonlar verilmektedir. İkinci altbölümde,

bir Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperyüzeyinin pseudoparalelliği çalışılmaktadır

ve karakterizasyonlar verilmektedir. Üçüncü altbölümde, bir Sasakiyan uzay formun

bir lightlike hiperyüzeyinin Ricci-pseudosimetrik şartı incelenmektedir. Son altbölümde

ise bir Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperyüzeyinin Weyl projektif pseudosimetrik-

liği tanımlanarak, bir karakterizasyon verilmektedir.
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Tezin orijinal kısımlarında faydalı olacak bilgilerin verildiği bu bölüm beş altbö-

lümden oluşmaktadır. Birinci altbölümde, semi-Riemann manifoldlar, skaler çarpım

uzayları, Radikal uzay, eğrilikler ve benzeri kavramlar hatırlatılmaktadır. İkinci

altbölümde, semi-Riemann manifoldlarda tanımlanan yerel simetri, semi-simetri ve

pseudosimetri kavramları tanıtılmaktadır. Üçüncü altbölümde, belirsiz Sasakiyan

manifoldlar verilmektedir. Dördüncü altbölümde, semi-Riemann manifoldlarda light-

like hiperyüzeyler için gerekli olan temel tanım ve formüller sunulmaktadır. Beşinci

altbölümde, bir belirsiz Sasakiyan manifoldun lightlike hiperyüzeyinin inşaası detaylı

olarak oluşturulmaktadır.

2.1 Semi-Riemann Manifoldlar

Bu altbölüm, semi-Riemann geometrinin temel kavramı olan non-dejenere bilineer

form kavramı ile başlamaktadır.

Tanım 2.1.1. V , n-boyutlu bir reel vektör uzayı olsun. Eğer g : V × V −→ R

dönüşümü, ∀α, β ∈ R ve ∀u, v, w ∈ V için

i) Simetriklik: g(u, v) = g(v, u),

ii) Bilineerlik: g(αu+ βv, w) = αg(u,w) + βg(v, w) ve

g(u, αv + βw) = αg(u, v) + βg(u,w),

iii) Non-dejenerelik: ∀v ∈ V için g(u, v) = 0 iken u = 0 dır

özelliklerini sağlıyorsa, g dönüşümüne V üzerinde skaler çarpım ve (V, g) uzayına

skaler çarpım uzayı denir [28]. Not edelim ki, her skaler çarpım uzayı ortonormal

baza sahiptir.
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Tanım 2.1.2. (V, g) bir skaler çarpım uzayı olmak üzere, V üzerinde bir v vektörü

için

i) g(v, v) > 0 veya v = 0 ise, v ye spacelike vektör,

ii) g(v, v) = 0 ve v 6= 0 ise, v ye lightlike (null) vektör,

iii) g(v, v) < 0 ise, v ye timelike vektör

denir. Timelike, spacelike ve lightlike terimlerine vektörün causal karakterleri denir

[28].

Tanım 2.1.3. V , n-boyutlu bir reel vektör uzayı ve g de V üzerinde simetrik bilineer

form olsun. Bu durumda,

RadV = {ξ ∈ V : g(ξ, v) = 0, ∀v ∈ V }

şeklinde tanımlı altuzaya V nin radikal (null) uzayı denir. Ayrıca, RadV altuzayının

boyutuna g nin null-luk derecesi denir ve nullV ile gösterilir [29].

Tanım 2.1.4. V bir reel vektör uzayı, g, V üzerinde bir bilineer form ve W da V

uzayının herhangi bir altuzayı olsun. g|W nın negatif tanımlı olduğu en geniş W

altuzayının boyutuna V üzerinde g bilineer formun indeksi denir [28].

Örnek 2.1.1. En, n-boyutlu Öklid uzayı verilsin. 0 ≤ s ≤ n olmak üzere s tamsayısı

için En üzerinde

g(Xp, Yp) = −
s∑
i=1

xiyi +
n∑

i=s+1

xiyi

şeklinde verilen metrik tensör göz önüne alınırsa elde edilen uzay semi-Öklidyen uzay

olarak adlandırılır ve En
s ile gösterilir. Eğer s = 0 ise En Öklid uzayı elde edilir [28].

Tanım 2.1.5. (V, g), bir n-boyutlu semi-Öklidyen uzay olsun. V uzayının {e1, ..., ep}

birim timelike ve {ep+1, ..., ep+q}, p+ q = n, birim spacelike vektörler olacak şekilde

{e1, ..., en} ortonormal bazı göz önüne alınsın. Bu durumda, lightlike vektörleri de

içeren aşağıdaki üç durum söz konusudur;

1. Durum: (p < q). Bu durumda,

Ni =
1√
2

(ep+i + ei), N
∗
i =

1√
2

(ep+i − ei), 1 ≤ i ≤ p (2.1.1)

5



vektörleri inşaa edilsin. Buradan

g(Ni, Nj) = g(N∗i , N
∗
j ) = 0, g(Ni, N

∗
j ) = δij, 1 ≤ i, j ≤ p (2.1.2)

olduğu görülür. Böylece,

{N1, ..., Np, N
∗
1 , ..., N

∗
p , e2p+1, ..., ep+q = en},

V uzayının 2q-tane lightlike vektörü ve (q − p)-tane de spacelike vektörü içeren bir

bazıdır.

2. Durum: (p > q). Bu durumda,

Na =
1√
2

(ep+a + ea), N
∗
a =

1√
2

(ep+a − ea), 1 ≤ a ≤ q (2.1.3)

olur. Böylece, (2.1.1) ve (2.1.2) de i, j yerine 1 ≤ a, b ≤ q alınırsa, V uzayının

2q-tane lightlike vektör ve (p− q) -tane de timelike vektör içeren

{N1, ..., Nq, N
∗
1 , ..., N

∗
q , e2q+1, ..., ep+q = en}

bazı elde edilir.

3. Durum: (p = q). n = 2p = 2q olduğundan, (2.1.1) veya (2.1.3) de

tanımlanan

{N1, ..., Np, N
∗
1 , ..., N

∗
p}

lightlike bazı elde edilir.

Eğer p.q 6= 0 ise, V semi-Öklidyen uzayına bir proper semi-Öklidyen uzay denir.

Bir proper semi-Öklidyen uzayın, i, j ∈ {1, ..., r}, a, b ∈ {1, ..., s}, 2r + s = n ve

εa = ±1 için

g(Ni, Nj) = g(N∗i , N
∗
j ) = 0, g(Ni, N

∗
j ) = δij,

g(ua, Ni) = g(ua, N
∗
i ) = 0, g(ua, ub) = εaδab,

şartlarını sağlayan bir

{N1, ..., Nr, N
∗
1 , ..., N

∗
r , u1, ..., us}

bazı vardır ve bu baza quasi-ortonormal baz denir [30].
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Önerme 2.1.1. (W, g), nullW = r < n olacak şekilde n-boyutlu bir reel lightlike

vektör uzayı olsun. Bu taktirde, RadW radikal uzayının tamamlayanı olan altuzay

non-dejeneredir [29].

Bu durumda, RadW uzayının tamamlayanı olan altuzaya ekran altuzay denir,

SW ile gösterilir [29].

Tanım 2.1.6. M , bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M üzerinde sabit indeksli,

simetrik, non-dejenere (0,2)-tensör alanına bir metrik tensör denir [28].

Tanım 2.1.7. M , bir diferensiyellenebilir manifold ve g de M üzerinde bir metrik

tensör olsun. Bu durumda, (M, g) ikilisine semi-Riemann manifold denir [28].

Eğer M manifoldunun indeksi 1 ise manifolda Lorentz manifoldu denir.

Şimdi, semi-Riemann manifoldlar üzerindeki temel kavramlar verilecektir:

Teorem 2.1.1. (M, g), bir semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda, ∀X, Y, Z ∈

χ(M) için

i) [X, Y ] = ∇XY −∇YX,

ii) Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

şartlarını sağlayan bir tek∇ konneksiyonu vardır. Bu konneksiyonaM manifoldunun

Levi-Civita konneksiyonu denir ve bu konneksiyon

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )

+g([X, Y ], Z)− g([Y, Z], X) + g([Z,X], Y )

şeklindeki Koszul özdeşliği ile karakterize edilir [28].

Tanım 2.1.8. M , n-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve ∇ da M nin Levi-Civita

konneksiyonu olsun. M üzerinde

R : χ(M)× χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X, Y, Z) → R(X, Y, Z) = R(X, Y )Z

RXYZ = R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XY −∇[X,Y ]Z

olarak tanımlanan tensöre ∇ konneksiyonunun eğrilik tensörü denir [28].
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Tanım 2.1.9. (M, g), bir semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda, ∀X, Y, Z,W ∈

χ(M) için

K : χ(M)× χ(M)× χ(M)× χ(M) → C∞(M,R)

(X, Y, Z,W ) → K(X, Y, Z,W ) =< R(X, Y )Z,W >

= g(R(X, Y )Z,W )

olarak tanımlanan 4. mertebeden kovaryant tensöreM üzerinde Riemann Christoffel

eğrilik tensörü denir [31].

Teorem 2.1.2. Bir semi-Riemann manifoldM veM üzerindeki Levi-Civita konneksiyo-

nu ∇ olsun. Bu durumda, M üzerinde aşağıdaki bağıntılar geçerlidir [31]:

i) R(X, Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y, Z)X = 0,

ii) K(X, Y, Z,W ) = −K(Y,X,Z,W ),

iii) K(X, Y, Z,W ) = −K(X, Y,W,Z),

iv) K(X, Y, Z,W ) = K(Z,W,X, Y ).

Tanım 2.1.10. (M, g), bir semi-Riemann manifold ve p ∈ M noktasındaki TpM

tanjant uzayının 2-boyutlu non-dejenere bir altuzayı P olsun. P altuzayının bir

bazı {X, Y } olmak üzere

K(P ) =
K(X, Y,X, Y )

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2

şeklinde tanımlanan K(P ) reel sayısına P nin kesit eğriliği denir. Eğer K(P ) = c

(sbt) ise, M manifolduna c sabit kesit eğrilikli semi-Riemann manifold denir ve M(c)

ile gösterilir. Bu durumda, M manifoldunun R eğrilik tensör alanı ∀X, Y, Z ∈ TpM

için

R(X, Y )Z = c{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }

şeklinde verilir [28].

Bir basit bağlantılı sabit c kesit eğrilikli semi-Riemann manifoldu,

i) c > 0 ise pseudo-küreye izometriktir,
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ii) c = 0 ise Rn
v semi-Öklidyen uzaya izometriktir,

iii) c < 0 ise pseudo-hiperbolik uzaya izometriktir.

Bu tezin orijinal kısımlarında, semi-Öklidyen uzaylar göz önüne alınacaktır. Bir Rn
v

semi-Öklidyen uzay,

ds2 = −Σv
i=1dx

i ⊗ dxi + Σn
j=v+1dx

j ⊗ dxj

metriğine sahip Rn uzayıdır [28].

Tanım 2.1.11. M manifoldunun ortonormal bir tabanı {e1, ..., en} olsun. Böylece

εi, {ei} bazının işareti ve ∀X ∈ Γ(TM) için

g(ei, ej) = εiδij

ve

X = Σn
i=1εig(X, ei)ei

olmak üzere

g(X, Y ) = Σn
i=1εig(X, ei)g(Y, ei)

yazılır. (M, g), semi-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda,

Ric(X, Y ) = izZ → R(X, Y )Z,

Ric(X, Y ) =
∑
i

εiK(X, ei, Y, ei)

şeklinde tanımlı Ric tensörüne M manifoldunun Ricci eğrilik tensörü denir, burada

εi = g(ei, ei) dir [28].

Tanım 2.1.12. M , g metrik tensörüyle birlikte n-boyutlu bir semi-Riemann manifold

olsun. Bu durumda, M manifoldunun (1, 3)-tipinde Weyl projektif eğrilik tensörü

W ,

W (X, Y )Z) = R(X, Y )X − 1

n− 1
[S(Y, Z)X − S(X,Z)Y )] (2.1.4)

ile verilir [32].
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Tanım 2.1.13. P , bir M semi-Riemann manifoldunun altmanifoldu olsun. j : P →

M inclusion dönüşümü olmak üzere, eğer j∗ geri-çağırma (pull-back) dönüşümü P

üzerinde bir metrik tensör ise bu durumda, P manifolduna M manifoldunun bir

semi-Riemann (non-dejenere) altmanifoldu denir [28].

Semi-Riemann altmanifoldlar, semi-Riemann manifoldlar ile benzer özelliklere

sahiptir. Örneğin, indirgenmiş konneksiyon metrik konneksiyondur ve Ricci tensörü

simetriktir.

Tanım 2.1.14. M̄ , bir semi-Riemann manifold ve M de M̄ manifoldunun bir

altmanifoldu olsun. M̄ ve M üzerindeki konneksiyonlar sırasıyla, ∇̄ ve ∇ olmak

üzere, ∀X, Y ∈ χ(M) için

∇̄XY = ∇XY + h(X, Y ) (2.1.5)

ile tanımlı denkleme Gauss formülü denir. Burada h

h : χ(M)× χ(M)→ χ⊥(M)

ile tanımlı normal demet değerli simetrik bilineer formdur ve ikinci temel form olarak

adlandırılır. Bu durumda, h = 0 şartı sağlanıyorsa M altmanifolduna tamamen

jeodeziktir denir [28].

Tanım 2.1.15. M̄ , bir semi-Riemann manifoldu veM , M̄ manifoldunun bir altmanifoldu

olsun. Bu durumda, eğer ∀v, w ∈ Tp(M) için

h(v, w) =< v,w > z

şartını sağlayan bir z ∈ Tp(M)⊥ normal vektör alanı varsa p ∈ M ⊂ M̄ noktasına

umbiliktir denir. Eğer M altmanifoldunun her noktası umbilik ise M manifolduna

tamamen umbiliktir denir [28].

Şimdi vektör demetleri tanımlanacak ve bazı özellikleri verilecektir:

Tanım 2.1.16. E, B ve F , C∞ manifoldlar ve π : E → B bir C∞ dönüşüm olsun.

B manifoldunun bir açık örtüsü {Uα}α∈I (I, indis kümesi) olmak üzere eǧer

(π ◦ ψα)(x, y) = x x ∈ Uα, y ∈ F

10



olacak şekilde

ψα : Uα × F → π−1(Uα)

diffeomorfizmlerinin bir {ψα}α∈I ailesi varsa π, F ye göre yerel çarpım özelliǧine

sahiptir denir ve D = {(Uα, ψα)}α∈I sistemine de π nin yerel ayrışması denir [33].

Tanım 2.1.17. π : E → B dönüşümü yerel çarpım özelliǧine sahip olsun. Bu

durumda ζ = (E, π,B, F ) dörtlüsüne bir diferensiyellenebilir lif demeti adı verilir

[33].

Bir lif demetinde E ye total uzay, B ye baz (taban) uzay, F ye lif modeli ve π ye

de projeksiyon (fibrasyon) adı verilir [33].

Lif demeti E veya π ile gösterilecektir.

Tanım 2.1.18. π : E → B bir lif demeti olsun. ∀x ∈ B için

π−1(x) = Fx = {p ∈ E|π(p) = x}

kümesine x üzerinde bir lif denir. Tüm Fx liflerinin ayrık birleşimi E total uzayını

verir [33].

Tanım 2.1.19. ζ = (E, π,B, F ), bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. π nin D

yerel ayrışmasına ζ lif demetinin yerel koordinat temsilcisi denir [33].

Tanım 2.1.20. ζ = (E, π,B, F ) lif demetinin D = {(Uα, ψα)}α∈I yerel koordinat

temsilcisini göz önüne alalım. ∀x ∈ Uα için

ψα,x : F → Fx

dönüşümü y ∈ F için

ψα,x(y) = ψα(x, y)

şeklinde tanımlanırsa, ψα lar diffeomorfizm olduklarından, ψα,x ler de diffeomorfizmdir-

ler [33].

Tanım 2.1.21. ζ = (E, π,B, F ), bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. Eǧer

aşaǧıdaki iki özellik saǧlanıyorsa ζ ya bir vektör demeti denir [33]:
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i)∀x ∈ B için F ve Fx bir K cismi üzerinde vektör uzayıdır.

ii)∀x ∈ B için ψα,x : F → Fx dönüşümleri lineer izomorfizm olacak şekilde ζ nın

bir D = {(Uα, ψα)}α∈I yerel koordinat temsilcisi vardır.

Tanım 2.1.22. π : E → B bir C∞ lif demeti olsun. Bu durumda,

π ◦ S = I (I, B nin birim dönüşümü)

olacak şekilde

S : B → E

C∞ dönüşümüne lif demetinin kesiti denir ve Γ(E) ile gösterilir [33].

Tanım 2.1.23. E, bir vektör demeti olsun. ∀p ∈ B için TpB tanjant uzayına bir

Xp vektörü taşıyan dönüşüme vektör demetinin kesiti denir. E nin Γ(E) kesitlerinin

uzayı, K cismi üzerinde bir vektör uzayıdır [33].

Şimdi de vektör demetlerinin bir alt sınıfı olan distribüsyonlar tanıtılacaktır:

Tanım 2.1.24. M̄ , bir m-boyutlu manifold olsun. M̄ üzerinde

D : M̄ → TxM̄

p → Dp ⊂ TpM̄, boy(Dp) = r

ile tanımlanan D dönüşümüne r-boyutlu distribüsyon denir [34].

X ∈ χ(M̄) için Xp ∈ Dp ise X vektör alanına D distribüsyonuna aittir denir.

Eğer her p noktası için Dp altuzayına ait r-tane diferensiyellenebilir lineer bağımsız

vektör var ise D distribüsyonuna diferensiyellenebilirdir denir [34].

Tanım 2.1.25. M̄ , bir C∞-manifold ve D, M̄ üzerinde r-boyutlu bir distribüsyon

olsun. Eğer X, Y ∈ Γ(D) için [X, Y ] ∈ Γ(D) ise D distribüsyonuna involutivedir

denir [34].

Tanım 2.1.26. M̄ , bir C∞ manifold ve D, M̄ üzerinde r-boyutlu bir distribüsyon

olsun. M , M̄ manifoldunun bir altmanifoldu olmak üzere, eǧerM nin her p noktasında

M manifoldunun tanjant uzayı ile Dp aynı ise M ye D distribüsyonunun integral

manifoldu denir. Yani

f : M → M̄
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bir imbedding olmak üzere ∀p ∈M için

f∗(TpM) = Dp

dir. EğerD distribüsyonununM altmanifoldunu kapsayan bir başka integral manifoldu

yoksa bu manifolda distribüsyonun bir maksimal integral manifoldu (veya leaf ) denir

[34].

Tanım 2.1.27. M̄ , bir C∞ manifold ve M , M̄ manifoldunun bir altmanifoldu olsun.

Eğer ∀p ∈ M için D distribüsyonunun p noktasını kapsayan bir maksimal integral

manifoldu varsa D distribüsyonuna integrallenebilirdir denir [34].

Tanım 2.1.28. M , bir manifold ve ∇, manifold üzerinde bir konneksiyon olsun.

Eğer X, Y ∈ Γ(D) için

∇XY ∈ Γ(D)

ise D distribüsyonuna paraleldir denir [34].

Tanım 2.1.29. B ve F , Riemann manifoldları ve f > 0, B üzerinde bir C∞

fonksiyon olsun. M = B ×f F warped çarpım manifold,

g = π∗(gB) + (f ◦ π)2σ∗(gF )

metrik tensörü ile oluşturulmuş B × F çarpım manifoldudur. Eğer v, w ∈ T(p,q)B ×

F ise bu durumda,

g(v, w) = π∗(gB(v, w)) + (f ◦ π)2σ∗(gF (v, w))

= gB(dπ(v), dπ(w)) + (f ◦ π)2gF (dσ(v), dσ(w))

dir. Özel olarak, eğer f = 1 ise B ×f F bir B × F çarpım manifolduna indirgenir

[28].

2.2 Pseudosimetrik Semi-Riemann Manifoldlar

M , n-boyutlu (n ≥ 2) C∞ sınıfından bağlantılı bir semi-Riemann manifold olsun.

∇, M üzerindeki lineer konneksiyon olmak üzere ∇R = 0 ise M manifolduna yerel
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simetriktir denir. M üzerinde tanımlı (0, 2)-tipinde bir simetrik tensör A olmak

üzere ∧A endomorfizmi

∧A : χ(M)× χ(M)× χ(M)→ χ(M)

(X ∧A Y )Z = A(Y, Z)X − A(X,Z)Y (2.2.1)

biçiminde tanımlanır. Eğer A = g alınırsa (2.2.1) denklemi

(X ∧g Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y (2.2.2)

biçimine indirgenir. Bundan sonra X ∧A Y yerine X ∧ Y kullanılacaktır [18].

M üzerinde (0, 2)-tipinde simetrik iki tensörA veB ise, bu tensörlerinKulkarni−

Nomizu çarpımı ∧̂, her X1, X2, X3, X4 ∈ χ(M) için

(A∧̂B)(X1, X2, X3, X4) = A(X1, X4)B(X2, X3) + A(X2, X3)B(X1, X4)

−A(X1, X3)B(X2, X4)− A(X2, X4)B(X1, X3) (2.2.3)

biçiminde tanımlanır [18].

M üzerinde (0, k)-tipindeki (k ≥ 1) bir T tensör alanı verildiğinde T nin kovaryant

türevi ∇T ,

(∇T )(X1, ..., Xk;X)

= (∇XT )(X1, ..., Xk)

= ∇X(T (X1, ..., Xk))− Σk
i=1T (X1, ...,∇XXi, ...Xk) (2.2.4)

biçiminde tanımlanır.

(M, g), n-boyutlu (n ≥ 3) C∞ sınıfından bağlantılı semi-Riemann manifoldu

olsun. M üzerinde T , (0, k)-tipinde (k ≥ 1) bir tensör alanı olmak üzere X1, ..., Xk,

X, Y ∈ Γ(TM) için (0, k + 2)-tipindeki R · T ve Q(g, T ) tensörleri

(R · T )(X1, ..., Xk;X, Y ) = (R̃(X, Y ) · T )(X1, ..., Xk)

= −T (R̃(X, Y )X1, X2, ..., Xk)

− ...− T (X1, ..., Xk−1, R̃(X, Y )Xk),
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ve

Q(g, T )(X1, ..., Xk;X, Y ) = ((X ∧ Y ) · T )(X1, ..., Xk)

= −T ((X ∧ Y )X1, X2, ..., Xk)

− ...− T (X1, ..., Xk−1, (X ∧ Y )Xk)

ile tanımlanırlar, burada R̃, M nin eğrilik tensörüdür ve R, R(X1, X2, X3, X4) =

g(R̃(X1, X2)X3, X4) ile verilen Riemann Christoffel eğrilik tensörüdür, endomorfizmler

ise R̃(X, Y )Z = [∇X ,∇Y ]Z − ∇[X,Y ]Z ve (X ∧ Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ile

tanımlıdır. Burada R · T = 0 olduğunda eğrilik koşullarına semi-simetrik eğrilik

koşulları denir [35]. Ayrıca R nin R üzerine etkisi olan R · R tensörü ile Q(g,R)

tensörü her X1, X2, X3, X4, X, Y ∈ χ(M) için

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) =

−R(R̃(X, Y )X1, X2, X3, X4)−R(X1, R̃(X, Y )X2, X3, X4)

−R(X1, X2, R̃(X, Y )X3, X4)−R(X1, X2, X3, R̃(X, Y )X4), (2.2.5)

ve

Q(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) =

−R((X ∧ Y )X1, X2, X3, X4)−R(X1, (X ∧ Y )X2, X3, X4)

−R(X1, X2, (X ∧ Y )X3, X4)−R(X1, X2, X3, (X ∧ Y )X4) (2.2.6)

ile tanımlanır [18]. Bu durumda, eğer R ·R = 0 ise (M, g) semi-Riemann manifoldu

semi-simetrik ve R · S = 0 ise (M, g) Ricci semi-simetrik diye isimlendirilir [36].

Her yerel simetrik manifold semi-simetriktir, fakat tersi doğru değildir.

Şimdi, bu tezin ana kavramı olan pseudosimetri kavramını tanımlayalım.

Tanım 2.2.1. (M, g), semi-Riemann manifoldu olsun. M manifoldunun her noktasında

R·R ve Q(g,R) tensörleri lineer bağımlı ise M manifolduna pseudosimetrik manifold

denir. Bu ifade, UR = {x ∈M : Q(g,R) 6= 0} kümesi üzerinde tanımlı

R ·R = LRQ(g,R) (2.2.7)

ifadesine denktir, burada LR, UR üzerinde tanımlı bir fonksiyondur [37].
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Diğer taraftan, Ricci pseudosimetrik manifoldlar aşağıda tanımlanmaktadır:

Tanım 2.2.2. (M, g) semi-Riemann manifoldu ve S, M nin Ricci tensörü olsun.

Eğer M manifoldunun her noktasında R · S ve Q(g, S) tensörleri lineer bağımlı ise

M manifolduna Ricci-pseudosimetrik manifold denir. Bu ifade ise, US = {x ∈ M :

Q(g, S) 6= 0} kümesi üzerinde tanımlı

R · S = LSQ(g, S), (2.2.8)

ifadesine denktir, burada LS, US üzerinde tanımlı bir fonksiyondur ve S, Ricci

tensörüdür [38].

n ≥ 4 boyutlu semi-Riemann manifoldlarının sınıfında, simetri şartları için

aşağıda verilen kapsama bağıntıları geçerlidir [18]:

R ·R = 0 ⊂ R · S = 0,

R · S = 0 ⊂ R · S = LSQ(g, S),

R ·R = 0 ⊂ R ·R = LRQ(g,R),

R ·R = LRQ(g,R) ⊂ R · S = LSQ(g, S).

Tanım 2.2.3. (N, g̃) semi-Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M, g) olsun.

X, Y, U, V ∈ χ(M) için

R̄ · h : χ(M)× χ(M)× χ(M)× χ(M)→ χ⊥(M)

(R̄(X, Y ) · h)(U, V ) = R⊥(X, Y )h(U, V )− h(R̃(X, Y )U, V )− h(U, R̃(X, Y )V )

ile tanımlıdır. EğerM altmanifoldunun her noktasında R̄.h = 0 iseM altmanifolduna

semiparalel altmanifold adı verilir [18].

Bu aşamada, semi-Riemann manifoldun hiperyüzeyleri üzerine olan bazı önemli

simetri şartlarını hatırlatalım:

(M, g) ve (N, ĝ) sırasıyla n ve (n+ 1)-boyutlu semi-Riemann manifoldlar olmak

üzere f : M → N bir izometrik immersiyon olsun. ξ ∈ χ⊥(M) birim normal vektör

alanı ve X, Y ∈ χ(M) olmak üzere Gauss ve Weingarten denklemleri sırasıyla,

∇̄XY = ∇XY + εH(X, Y )ξ

∇̄Xξ = −Aξ(X)
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şeklinde ifade edilebilir, burada H, M nin ξ ye göre ikinci temel tensörü ve ε =

ĝ(ξ, ξ) = ±1 dir. Böylece

g(Aξ(X), Y ) = H(X, Y )

olur. Ayrıca p ≥ 1 için

g(Apξ(X), Y ) = Hp(X, Y )

şeklinde tanımlanır [18].

R ve R̂, sırasıylaM veNn+1
s manifoldlarının Riemann-Christoffel eğrilik tensörleri

ve X1, X2, X3, X4 ∈ χ(M) olmak üzere M manifoldunun Nn+1
s de Gauss denklemi

R(X1, X2, X3, X4) = R̂(X1, X2, X3, X4) + εE(X1, X2, X3, X4) (2.2.9)

olarak tanımlanır. Burada E tensörü

E(X1, X2, X3, X4) = H(X1, X4)H(X2, X3)−H(X1, X3)H(X2, X4)

şeklinde tanımlanır. Eğer Nn+1
s semi-Riemann manifoldu, semi-Öklid uzayı En+1

s

ise (2.2.9) Gauss denklemi

R(X1, X2, X3, X4) = ε(H(X1, X4)H(X2, X3)−H(X1, X3)H(X2, X4))

denklemine dönüşür [18].

Teorem 2.2.1. M ⊂ En+1
s (n ≥ 3) bir hiperyüzey olsun. Bu durumda, M

hiperyüzeyinin semisimetrik (R · R = 0) olması için gerek ve yeter şart her p ∈

M noktasında M nin ikinci temel tensörünün H2 = λH(λ ∈ R) veya v, w ∈

T ∗x (M), α, β ∈ R için

H = αv ⊗ v + βw ⊗ w

eşitliklerinden birini sağlamasıdır [18].

Pseudosimetri için aşağıdaki sonuç geçerlidir:
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Teorem 2.2.2. M ⊂ En+1
s (n ≥ 3) bir hiperyüzey olsun. Bu durumda, M

hiperyüzeyinin pseudosimetrik (R · R = LRQ(g,R)) olması için gerek ve yeter şart

her p ∈M noktası için R ·R = 0 olması veya M nin ikinci temel tensörünün

H2 = αH + βg(α, β ∈ R) (2.2.10)

eşitliğini sağlamasıdır [18].

Teorem 2.2.3. M ⊂ En+1
s (n ≥ 3) bir hiperyüzey olsun. Bu durumda, M

hiperyüzeyinin Ricci-pseudosimetrik (R · S = LRQ(g, S)) olması için gerek ve yeter

şart her p ∈M noktası için R ·S = 0 olması veya M nin ikinci temel tensörü (2.2.10)

eşitliğini sağlamasıdır [18].

Son olarak bu altbölümde aşağıdaki bağıntı verilebilir:

Teorem 2.2.4. M ⊂ En+1
s (n ≥ 3) bir hiperyüzey olsun. Bu durumda,

R ·R = Q(S,R) (2.2.11)

dir [18].

2.3 Belirsiz Sasakiyan Manifoldlar

Bu altbölümde, belirsiz Sasakiyan manifoldlar verilmektedir. Belirsiz Sasakiyan

ve Sasakiyan manifoldlar arasındaki farkı tanıtmak için öncelikle Riemann hemen

hemen kontakt metrik manifoldlar tanımlanmaktadır.

Tanım 2.3.1. M , (2n+1)-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold, Φ, ξ ve η,

sırasıyla, M üzerinde (1,1)-tipinde tensör alanı, vektör alanı ve 1-form olsunlar.

Eğer Φ, ξ ve η

η(ξ) = 1 (2.3.1)

ve

Φ2 = −I + η ⊗ ξ (2.3.2)

şartlarını sağlıyorsa, M manifolduna bir (Φ, ξ, η) hemen hemen kontakt yapısına

sahiptir ve (M,Φ, ξ, η) ye de bir hemen hemen kontakt manifold denir, burada I,

TM üzerinde birim dönüşümdür [39].
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Önerme 2.3.1. M2n+1, bir (Φ, ξ, η) hemen hemen kontakt yapısına sahip olsun. Bu

taktirde,

Φξ = 0, (2.3.3)

η(ΦX) = 0, (2.3.4)

rankΦ = 2n (2.3.5)

dir [39].

Tanım 2.3.2. M2n+1, (Φ, ξ, η) ile birlikte bir hemen hemen kontakt manifold olsun.

Eğer M2n+1, herhangi X ve Y vektör alanları için

g(ΦX,ΦY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ) (2.3.6)

olacak şekilde bir g Riemann metriğine sahipse, M2n+1 manifolduna (Φ, ξ, η, g)

hemen hemen kontakt metrik yapısına sahiptir denir [39].

Eğer (2.3.6) da Y yerine ξ alınırsa (2.3.1) ve (2.3.3) denklemlerinden

η(X) = g(X, ξ) (2.3.7)

elde edilir.

Şimdi, böyle bir g metriğinin, (Φ, ξ, η) yapısına sahip bir manifoldda daima var

olduğunu ifade eden şu önermeyi verelim:

Önerme 2.3.2. Eğer M2n+1, (Φ, ξ, η) ile birlikte bir hemen hemen kontakt manifold

ise, bu taktirde M2n+1

g(ΦX,ΦY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

olacak şekilde bir g Riemann metriğine sahiptir [39].

Sonuç 2.3.1. M2n+1, (Φ, ξ, η, g) hemen hemen kontakt metrik yapısına sahip olsun.

Bu durumda, ∀X, Y ∈ χ(M) için

g(ΦX, Y ) = −g(X,ΦY ) (2.3.8)

dir. Yani Φ, g ye göre bir anti-simetrik tensör alanıdır [40].
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Tanım 2.3.3. (2n+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun. M üzerinde her

noktada

η ∧ (dη)n 6= 0

koşulunu sağlayan bir η diferensiyel 1-formu varsa, η ya kontakt form ve (M, η)

ikilisine de kontakt manifold denir. Burada (dη)n, dη nın kendisi ile n-defa dış

çarpımını belirtir [39].

Teorem 2.3.1. (M,Φ, ξ, η), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold

olsun. M manifoldunun kontakt formu verildiğinde ∀X, Y ∈ χ(M) için

g(X,ΦY ) = dη(X, Y )

olacak şekilde bir (Φ, ξ, η, g) hemen hemen kontakt metrik yapısı vardır [40].

Tanım 2.3.4. M üzerinde bir (Φ, ξ, η, g) hemen hemen kontakt metrik yapısı verilsin.

∀X, Y ∈ χ(M) için

Ω(X, Y ) = g(X,ΦY )

şeklinde tanımlı Ω dönüşümüne (Φ, ξ, η, g) hemen hemen kontakt metrik yapısının

temel 2-formu denir [40].

Tanım 2.3.5. (M,Φ, ξ, η, g), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik

manifold olsun. Eğer ∀X, Y ∈ χ(M) için

dη(X, Y ) = g(X,ΦY ) = Ω(X, Y )

eşitliği sağlanıyorsa, (Φ, ξ, η, g) dörtlüsüne kontakt metrik yapı ve (M,Φ, ξ, η, g) ye

de kontakt metrik manifold denir [40].

Önerme 2.3.3. (M,Φ, ξ, η), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold

olsun. Bu durumda, (Φ, ξ, η) yapısının normal olabilmesi için gerek ve yeter şart

∀X, Y ∈ χ(M) için

NΦ(X, Y ) + 2dη(X, Y )ξ = 0

olmasıdır [40, 41].
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Tanım 2.3.6. M , kontakt metrik yapısı (Φ, ξ, η, g) olan (2n+1)-boyutlu bir kontakt

metrik manifold olsun. Eğer M manifoldunun kontakt metrik yapısı normal ise,

(Φ, ξ, η, g) yapısına Sasakiyan yapı ve (M,Φ, ξ, η, g) ye de Sasakiyan manifold denir

[40].

Aşağıdaki teorem, Sasakiyan manifoldları için kullanışlı ve pratik bir karakterizasyon

sunmaktadır.

Teorem 2.3.2. (2n+1)-boyutlu (M,Φ, ξ, η, g) hemen hemen kontakt metrik manifol-

dunun bir Sasakiyan manifold olması için gerek ve yeter şart ∀X, Y ∈ χ(M) için

(∇XΦ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X

olmasıdır [40].

1990 yılında Duggal, hemen hemen kontakt manifoldlar ve uzay zaman geometrisi

arasındaki ilişkileri inceledi [42]. Buna göre,

M̄ , bir (2n+ 1)-boyutlu semi-Riemann manifoldu olsun. Eğer

φ̄2 = −I + η ⊗ ξ, η(ξ) = 1, η ◦ φ = 0 and rankφ̄ = 2n (2.3.9)

şartları sağlanıyorsa (φ̄, ξ, η) üçlüsüne hemen hemen kontakt yapı denir, burada φ̄,

(1, 1)-tipinde bir tensör alanı, ξ bir vektör alanı ve η bir 1-formdur. (φ̄, ξ, η), M̄

üzerinde bir hemen hemen kontakt yapı ve ḡ de M̄ üzerinde bir semi-Riemann

metrik olmak üzere, eğer

ḡ(ξ, ξ) = ε = ±1, η(X̄) = εḡ(ξ, X̄),

ḡ(φ̄X̄, φ̄Ȳ ) = ḡ(X̄, Ȳ )− εη(X̄)η(Ȳ ). (2.3.10)

şartları sağlanıyorsa (φ̄, ξ, η, ḡ) dörtlüsüne bir hemen hemen kontakt metrik yapı

denir, burada X̄ ve Ȳ , M̄ üzerinde vektör alanıdır. Üstelik, eğer dη(X̄, Ȳ ) =

−ḡ(φ̄X̄, Ȳ ) ve (∇̄X̄ φ̄)Ȳ = ḡ(X̄, Ȳ )ξ − εη(Ȳ )X̄ şartları sağlanıyorsa M̄ ye belirsiz

Sasakiyan manifold denir, burada ∇̄, ḡ semi-Riemannian metriği için Levi-Civita

konneksiyonudur. (2.3.10) un ilk denkleminden, ξ, M̄ üzerinde asla bir lightlike

vektör alanı değildir.
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Diğer taraftan Takahashi [43], ξ spacelike vektör alanına sahip hemen hemen

kontakt manifoldları düşünmenin yeterli olduğunu gösterdiği için burada ξ, bir

spacelike birim vektörüne (yani ḡ(ξ, ξ) = 1) kısıtlanacaktır.

TpM̄ de bir σ düzlem kesiti, eğer X̄ ve φ̄X̄ vektör alanları tarafından gerilirse,

bu durumda φ̄-kesiti diye isimlendirilir, burada X̄, ξ ye dik (ortogonal) birim vektör

alanıdır. Ayrıca σ nın kesit eğriliğine, φ̄-kesit eğriliği denir. φ̄-kesit eğriliği sabit c

olan bir M̄ Sasakiyan manifoldu, Sasakiyan uzay form diye isimlendirilir ve M̄(c)

ile gösterilir. M̄(c) Sasakiyan uzay formunun R̄ eğrilik tensörü,

R̄(X̄, Ȳ )Z̄ =
c+ 3

4
{g(Ȳ ¯, Z)X̄ − g(X̄, Z̄)Ȳ }+

c− 1

4
{η(X̄)η(Z̄)Ȳ

−η(Ȳ )η(Z̄)X̄ + g(X̄, Z̄)η(Y )ξ − g(Ȳ , Z̄)η(X̄)ξ + ḡ(φ̄Ȳ , Z̄)φ̄X̄ (2.3.11)

−ḡ(φ̄X̄, Z̄)φ̄Y − 2ḡ(φ̄X̄, Ȳ )φ̄Z̄}

dır, burada X̄, Ȳ , Z̄ ∈ Γ(TM̄) [2].

M̄ bir (2n + 1)-boyutlu, φ̄-kesit eğriliği sabit c olan Sasakiyan manifoldu olsun.

Bu durumda, eğer c = −3 ise M̄ manifoldu E2n+1
q uzayına izometrik ve c = 1 ise M̄

manifoldu, S2n+1
q uzayına izometriktir [40].

2.4 Semi-Riemann Manifoldların Lightlike Hiperyüzeyleri

(M̄, ḡ), (m + 2)-boyutlu semi-Riemann manifoldu ve g = ḡ|M , m > 0, indeks

q ≥ 1 olmak üzere (M, g), M̄ nin bir hiperyüzeyi olsun. x noktasında M nin tanjant

uzayı TxM olmak üzere dik uzay,

T⊥x M = {Vx ∈ TxM̄ : ḡx(Vx,Wx) = 0,∀Wx ∈ TxM},

ile tanımlıdır. Bu durumda

RadTxM = TxM ∩ T⊥x M,

ile tanımlıRadTM distribüsyonuna radikal distribüsyon denir. RadTxM nin boyutu,

g metriğinin nulluk derecesidir. Eğer RadTxM 6= {0} ise M ye lightlike hiperyüzey

denir [29].
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M , M̄ semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda,

TM de RadTM ye tamamlayan olan S(TM) distribüsyonu göz önüne alınırsa,

TM = RadTM ⊕ort S(TM), (2.4.1)

dır. Burada S(TM) distribüsyonuna ekran distribüsyonu denir ve Önerme 2.1.1 den

non-dejeneredir.

Diğer taraftan, Duggal-Bejancu, TM demetine tamamlayan fakat ortogonal olmayan

bir vekör demetinin varlığını gösterdiler.

Teorem 2.4.1. (M̄, ḡ) bir semi-Riemann manifold ve (M, g, S(TM)), M̄ manifoldunun

bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda,

ḡ(ξ,N) = 1, ḡ(N,N) = ḡ(N,X) = 0, ∀X ∈ Γ(STM), ξ ∈ Γ(RadTM) (2.4.2)

olacak şekilde bir tek tr(TM) vektör demeti vardır [29].

Teoremde ifade edildiği gibi, bu vektör demeti TM ye tamamlayan uzaydır, fakat

dik değildir. Dik olması manifoldun semi-Riemann olması ile çelişir.

Böylece, (2.4.1) ve (2.4.2) den,

TM̄ |M = S(TM)⊕ (TM⊥ ⊕ tr(TM))

= TM ⊕ tr(TM) (2.4.3)

olur. Burada, TM̄ |M deki TM tanjant demetine komplement (dik değil) tr(TM)

vektör demeti, M nin S(TM) ye göre lightlike transversal demeti diye isimlendirilir

[29].

Kabul edelim ki ∇̄ ve ∇, sırasıyla M̄ semi-Riemann manifoldu ve M lightlike

hiperyüzeyinin Levi-Civita konneksiyonları olsun. (2.4.3) denkleminde herhangi

X, Y ∈ Γ(TM), N ∈ Γ(tr(TM)) için,

∇̄XY = ∇XY + h(X, Y ) (2.4.4)

∇̄XN = −ANX +∇t
XN, (2.4.5)

dir, burada ∇XY,ANX ∈ Γ(TM) ve h(X, Y ),∇t
XN ∈ Γ(tr(TM)) dir. B(X, Y ) =

g(h(X, Y ), ξ) ve τ(X) = ḡ(∇t
XN, ξ) olmak üzere, herhangi X, Y ∈ Γ(TM), N ∈
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Γ(tr(TM)) için, (2.4.4) ve (2.4.5) denklemlerinden

∇̄XY = ∇XY +B(X, Y )N (2.4.6)

∇̄XN = −ANX + τ(X)N (2.4.7)

olur. AN ve B sırasıyla M lightlike hiperyüzeyinin şekil operatörü ve ikinci temel

formu diye isimlendirilir.

(2.4.6) ifadesinden,

(∇̄Xg)(Y, Z) = B(X, Y )η(Z) +B(X,Z)η(Y ) (2.4.8)

elde edilir. Böylece semi-Riemann hiperyüzeylerinin aksine, bir lightlike hiperyüzeyde

indirgenmiş konneksiyon Levi-Civita konneksiyonu değildir.

P , Γ(S(TM)) üzerinde Γ(TM) nın projeksiyonu olsun. Bu durumda, herhangi

X, Y ∈ Γ(TM) için,

∇XPY = ∇∗XPY + C(X,PY )ξ (2.4.9)

∇Xξ = −A∗ξX + τ(X)ξ, (2.4.10)

dır, burada ∇∗XPY , A∗ξX ∈ Γ(S(TM)) dir ve C, U üzerinde

C(X,PY ) = ḡ(∇XPY,N) (2.4.11)

ile tanımlı bir 1-formdur. C, A∗ξX ve ∇∗, sırasıyla S(TM) üzerinde tanımlı yerel

ikinci temel form, yerel şekil operatörü ve indirgenmiş konneksiyondur. Bu durumda,

X, Y,W ∈ Γ(TM), ξ ∈ Γ(TM⊥) ve N ∈ Γ(tr(TM)) için aşağıdaki ifadeler geçerlidir:

g(ANY, PW ) = C(Y, PW ), g(ANY,N) = 0, B(X, ξ) = 0, (2.4.12)

g(A∗ξX,PY ) = B(X,PY ), g(A∗ξX,N) = 0. (2.4.13)

M̄ , bir semi-Riemann manifoldu ve M de M̄ manifoldunun bir lightlike hiperyüzeyi

olsun. M̄ ve M manifoldlarının eğrilik tensörleri sırasıyla R̄ ve R ile gösterilsin. Bu

durumda, her X, Y, Z ∈ Γ(TM|U) için

R̄(X, Y )Z = R(X, Y )Z +B(X,Z)ANY −B(Y, Z)ANX

+ {(∇XB)(Y, Z)− (∇YB)(X,Z)

+ τ(X)B(Y, Z)− τ(Y )B(X,Z)}N (2.4.14)
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elde edilir [29].

Şimdi M , R
(n+2)
q semi-Riemann manifoldun bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu

durumda, kesit eğriliği sıfır olduğundan R̄ = 0 olur. Böylece X, Y, Z ∈ Γ(TM) ve

N ∈ Γ(tr(TM)) için M hiperyüzeyinin Gauss denklemi,

R(X, Y )Z = B(Y, Z)ANX −B(X,Z)ANY, (2.4.15)

dır, burada R, M hiperyüzeyinin eğrilik tensör alanıdır [30].

M , (m + 2)-semi-Öklidyen uzayın bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda,

herhangi X, Y ∈ Γ(TM), N ∈ Γ(tr(TM)) için M hiperyüzeyinin Ric Ricci tensörü,

Ric(X, Y ) = −Σm
i=1εi{B(X, Y )C(Wi,Wi)− g(A∗ξY,ANX)}, εi = ±1 (2.4.16)

ile verilir, burada {Wm
i=1}, S(TM) ekran distribüsyonunun bir ortonormal bazıdır

[30]. Kolayca görülür ki, Ricci tensörü simetrik değildir.

M , bir semi-Öklidyen uzayın bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer herhangi

X, Y,X1, X2, X3, X4 ∈ Γ(TM) için

(R(X, Y ) ·R)(X1, X2, X3, X4) = 0 (2.4.17)

şartı sağlanıyorsa M hiperyüzeyi semi-simetrik diye adlandırılır [22]. Benzer olarak,

X, Y,X1, X2 ∈ Γ(TM) için

(R(X, Y ) ·Ric)(X1, X2) = 0 (2.4.18)

şartı sağlanıyorsa M hiperyüzeyi Ricci semi-simetrik diye adlandırılır [22].

Lightlike hiperyüzeylerin geometrisi için [22], [29], [30] çalışmalarına bakılabilir.

2.5 Belirsiz Sasakiyan Manifoldların Lightlike Hiperyüzeyleri

Şimdi, bir belirsiz Sasakiyan manifoldun bir lightlike hiperyüzeyinin yapısı hatırla-

tılacaktır. Detaylı bilgi için [2] kaynağına bakılabilir.

(M̄, φ̄, ξ, η, ḡ), bir belirsiz Sasakiyan manifold ve (M, g) de ξ ∈ Γ(TM) yapı

vektör alanına teğet bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer E, TM⊥ demetinin bir

yerel kesiti ise bu durumda, ḡ(φ̄E,E) = 0 dir ve φ̄E, M ye teğettir. Böylece
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φ̄(TM⊥), M üzerinde 1 ranklı bir distribüsyondur ve φ̄(TM⊥)∩TM⊥ = {0} dır. Bu

ise φ̄(TM⊥) altvektör demetini içeren bir S(TM) ekran distribüsyonunun seçimine

olanak sağlar. N , tr(TM) demetinin bir yerel kesiti ise ḡ(φ̄N,E) = −ḡ(N, φ̄E) = 0

olduğundan φ̄E, S(TM) ye aittir. Diğer taraftan ḡ(φ̄N,N) = 0 olduğundan, φ̄N nin

E ye göre bileşeni sıfırdır. Böylece φ̄N ∈ Γ(S(TM)) dir. Ayrıca kolayca görülür ki

ḡ(φ̄N, φ̄E) = 1 olur. Dolayısıyla φ̄(TM⊥)⊕ φ̄(tr(TM)), S(TM) demetinin 2 ranklı

bir non-dejenere altvektör demetidir. Diğer taraftan, eğer M , ξ yapı vektör alanına

teğet ise bu durumda, [44] den biliyoruz ki ξ, S(TM) ye aittir. Böylece,

S(TM) = {φ̄(TM⊥)⊕ φ̄(tr(TM))} ⊥ D0 ⊥< ξ > (2.5.1)

dır, burada < ξ >= Sp{ξ} dir ve D0, non-dejenere invaryant vektör demetidir [2].

Bu durumda, (2.4.1) ve (2.4.3) denklemlerinden,

TM = {φ̄(TM⊥)⊕ φ̄(tr(TM))} ⊥ D0 ⊥< ξ >⊥ TM⊥ (2.5.2)

ve

TM̄ |M = {φ̄(TM⊥)⊕ φ̄(tr(TM))} ⊥ D0 ⊥< ξ >⊥ (TM⊥ ⊕ tr(TM)) (2.5.3)

ayrışımları elde edilir. M üzerinde iki distribüsyonu

D := TM⊥ ⊥ φ̄(TM⊥) ⊥ D0 ve D′ := φ̄(tr(TM)) (2.5.4)

ile tanımlayalım. Bu durumda D, φ̄ altında invaryanttır ve

TM = (D ⊕D′) ⊥< ξ > (2.5.5)

dir.

U := −φ̄N ve V := −φ̄E

yerel null vektör alanları olsunlar. Bu durumda, (2.5.5) den herhangi bir X ∈

Γ(TM) içın

X = RX +QX + η(X)ξ, QX = u(X)U (2.5.6)

olarak yazılır, burada R ve Q, sırasıyla TM demetinin D ve D′ distribüsyonlarına

projeksiyonları ve u daM üzerinde u(X) = g(X, V ) şeklinde tanımlanan bir diferensiyel
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1-formdur. (2.5.6) denklemine φ̄ uygulanır, (2.3.9) kullanılır ve φ̄2N = −N olması

dikkate alınırsa,

φ̄X = φX + u(X)N (2.5.7)

elde edilir, burada φ, herhangi bir X ∈ Γ(TM) için φX := φ̄RX şeklinde M üzerinde

tanımlı (1,1)-tipinde bir tensör alanıdır. (2.5.7) denklemine φ̄ uygulanır ve (2.3.9)

kullanılırsa

φ2X = −X + η(X)ξ + u(X)U, ∀X ∈ Γ(TM) (2.5.8)

eşitliğine ulaşılır.

Herhangi X, Y ∈ Γ(TM) için (2.3.10) ve (2.5.7) ifadeleri kullanılarak

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )− u(Y )v(X)− u(X)v(Y ) (2.5.9)

ifadesi elde edilir, burada v, M üzerinde v(X) = g(X,U), ∀X ∈ Γ(TM), şeklinde

tanımlı bir 1-formdur.

Ayrıca, direkt hesaplamalarla aşağıdaki özdeşlikler elde edilir:

∇Xξ = −φX, (2.5.10)

B(X, ξ) = −u(X), (2.5.11)

C(X, ξ) = −v(X), (2.5.12)

B(X,U) = C(X, V ), (2.5.13)

(∇Xu)Y = −B(X,φY )− u(Y )τ(X), (2.5.14)

(∇Xφ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X −B(X, Y )U + u(Y )ANX. (2.5.15)

M̄(c) bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M̄(c) uzayının bir lightlike hiperyüzeyi

ve ξ ∈ Γ(TM) olsun. U ⊂M üzerinde {E,N} çiftini göz önüne alalım. Bu durumda

X, Y, Z ∈ Γ(TM) için, (2.3.11), (2.3.11) ve (2.5.7) ifadeleri kullanılıp teğet kısımı

yazılırsa,

R(X, Y )Z =
c+ 3

4
{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }+

c− 1

4
{η(X)η(Z)Y

−η(Y )η(Z)X + g(X,Z)η(Y )ξ − g(Y, Z)η(X)ξ + ḡ(φ̄Y, Z)φX (2.5.16)

−ḡ(φ̄X, Z)φY − 2ḡ(φ̄X, Y )φZ}+B(Y, Z)ANX −B(X,Z)ANY
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olur. Bu durumda, c = 1 için Gauss denklemi,

R(X, Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y +B(Y, Z)ANX

− B(X,Z)ANY (2.5.17)

dir. Diğer taraftan, doğrudan işlemlerle,

R(X, Y )Z = R∗(X, Y )Z + C(X,Z)A∗EY − C(Y, Z)A∗EX

+ {(∇XC)(Y, Z)− (∇YC)(X,Z) + τ(Y )C(X,Z) (2.5.18)

− τ(X)C(Y, Z)}E

bulunur. Ayrıca X, Y ∈ Γ(TM) için, lightlike hiperyüzeyin Ricci eğriliği

Ric(X, Y ) = ag(X, Y )− bη(X)η(Y ) +B(X, Y )izAN −B(ANX, Y ) (2.5.19)

olarak elde edilir, burada a = (2n+1)(c+3)−8
4

, b = (2n+1)(c−1)
4

dir ve iz, S(TM) ekran

distribüsyonuna kısıtlanmış g ye göre yazılır [24].

M , bir semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda,

herhangi X ∈ Γ(φ̄(TM⊥)) ve Y ∈ Γ(D ⊕ D′) için M hiperyüzeyinin ikinci temel

formu h için h(X, Y ) = 0 şartı sağlanıyorsa, M hiperyüzeyine (φ̄(TM⊥), D ⊕

D′)-mixed tamamen jeodeziktir denir [2].

Umbilik kavramı belirsiz Sasakiyan manifoldların altmanifoldları için kullanışlı

olmadığından (tamamen jeodezikliğe karşılık gelmektedir), aşağıdaki umbiliklik kavramı

tanımlanmıştır:

M , bir M̄ semi-Riemann manifoldunun bir altmanifoldu olsun. Bu durumda,

herhangi X, Y ∈ Γ(TM) için M altmanifoldunun ikinci temel formu h

h(X, Y ) = λ{g(X, Y )− η(X)η(Y )}N. (2.5.20)

şartını sağlıyorsa M ye η-tamamen umbilik lightlike hiperyüzeyidir denir [2].

Belirsiz Sasakiyan manifoldlar üzerindeki lightlike hiperyüzeylerin simetri özellikleri

için [2], [23], [27] çalışmalarına da bakılabilir.
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BÖLÜM 3

SEMİ-ÖKLİDYEN UZAYLARDA

PSEUDOSİMETRİK LİGHTLİKE

HİPERYÜZEYLER

Bu bölüm, üç altbölümden oluşmaktadır. Birinci altbölümde, pseudosimetrik

lightlike hiperyüzeylere örnek verilmekte ve bir lightlike hiperyüzeyin pseudosimetrik

lightlike hiperyüzey olması için yeter şartlar verilmektedir. Ayrıca, pseudosimetrik

lightlike hiperyüzeyin karakterizasyonu sunulmakta ve hiperyüzeyin pseudosimetrik

olması ile ekran distribüsyonunun pseudosimetrik olması arasındaki ilişki araştırılmak-

tadır. Diğer taraftan, bir pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyin semi-simetrik lightlike

hiperyüzey olma durumu tartışılmakta ve lightlike Einstein hiperyüzeyin pseudosimet-

rik olma durumu incelenmektedir. İkinci altbölümde, pseudoparalel lightlike hiperyü-

zeyler için karakterizasyon elde edilmekte ve semi-simetri olma şartları verilmektedir.

Üçüncü altbölümde, semi-Öklidyen uzayın Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyüzey

olması için yeter şartlar verilmekte, karakterizasyon elde edilmekte ve Ricci-genelleşti-

rilmiş pseudoparalel lightlike hiperyüzey için yeter şartlar bulunmaktadır.

3.1 Semi-Öklidyen Uzaylarda Pseudosimetrik

Lightlike Hiperyüzeyler

Bu altbölüme, ilk olarak lightlike hiperyüzey için pseudosimetri tanımı ve bir

örnek sunularak başlanmaktadır.

Tanım 3.1.1. M , bir semi-Öklidyen uzayın bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer

M hiperyüzeyinin her noktasında R · R ve Q(g,R) tensörleri lineer bağımlı ise

M hiperyüzeyine pseudosimetrik lightlike hiperyüzey denir, yani M hiperyüzeyinin

pseudosimetrik lightlike hiperyüzey olması için gerek ve yeter şart UR = {p ∈

M |Q(g,R) 6= 0} kümesi üzerinde R · R = LRQ(g,R) olmasıdır, burada LR, UR
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üzerinde fonksiyondur.

Öncelikle aşikar olmayan, fakat basit bir örnek sunalım:

Örnek 3.1.1. M , R4
1 de

x1 = u1 secu3 , x2 = u1 cos(u2 + u3) , x3 = u1 sin(u2 + u3) , x4 = u1 tanu3,

ile verilen bir hiperyüzey olsun, burada R4
1,

{∂x1, ∂x2, ∂x3, ∂x4}

standart bazına göre (−,+,+,+) işaretli semi-Öklidyen uzaydır ve u1 6= 0; u3, u2 +

u3 ∈ (0, π
2
) dir. Bu durumda TM ,

Z1 = secu3∂x1 + cos(u2 + u3)∂x2 + sin(u2 + u3)∂x3 + tanu3∂x4

Z2 = −u1 sin(u2 + u3)∂x2 + u1 cos(u2 + u3)∂x3

Z3 = u1 secu3 tanu3∂x1 − u1 sin(u2 + u3)∂x2 + u1 cos(u2 + u3)∂x3 + u1 sec2 u3∂x4

ile gerilir. Böylece, M hiperyüzeyinin indirgenmiş metriği

∂s2 = 0∂u2
1 + u2

1(∂u2
2 + ∂u2∂u3 + (1 + sec2 u3)∂u2

3)

= u2
1(∂u2

2 + ∂u2∂u3 + (1 + sec2 u3)∂u2
3)

ile verilir. Bu durumda, M bir warped çarpım lightlike hiperyüzeydir ve RadTM =

Sp{Z1} ve S(TM) = Sp{Z2, Z3} dir. Dolayısıyla, M hiperyüzeyinin lightlike transversal

vektör demeti,

N = −1

2
(secu3∂x1 − cos(u2 + u3)∂x2 − sin(u2 + u3)∂x3 + tanu3∂x4)

ile verilir. Doğrudan işlemlerle,

∇̄Z2Z2 = −u1 cos(u2 + u3)∂x2 − u1 sin(u2 + u3)∂x3

∇̄Z2Z3 = −u1 cos(u2 + u3)∂x2 − u1 sin(u2 + u3)∂x3

∇̄Z3Z3 = u1(secu3 tan2 u3 + secu3 sec2 u3)∂x1 − u1 cos(u2 + u3)∂x2

− u1 sin(u2 + u3)∂x3 + 2u1 sec2 u3 tanu3∂x4
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elde edilir. Burada [Z2, Z3] = 0 ifadesine ulaşılır. Bu durumda, direkt hesaplamalarla

η(Z2) = 0, η(Z3) = 0 ve η([Z2, Z3]) = 0 elde edilir. Böylece, S(TM) integralenebilirdir.

Şimdi, Gauss formülünden

B(Z2, Z2) = −u1 , B(Z2, Z3) = −u1 , B(Z3, Z3) = −u1 − u1 sec2 u3

bulunur. Diğer taraftan,

∇̄Z2N = −1

2
(sin(u2 + u3)∂x2 − cos(u2 + u3)∂x3)

∇̄Z3N = −1

2
(secu3 tanu3∂x1 + sin(u2 + u3)∂x2 − cos(u2 + u3)∂x3) + sec2 u3∂x4)

elde edilir. Böylece (2.4.7) Weingarten formülünden

ANZ2 = − 1

2u1

Z2 , ANZ3 = − 1

u1

Z2 +
1

2u1

Z3

elde edilir. Bu durumda, yukarıdaki denklemlerden

(R ·R)(Z2, Z3, Z2, Z3;Z2, Z3) = −u
2
1 sec2 u3

2
,

ve

Q(g,R)(Z2, Z3, Z2, Z3;Z2, Z3) = u4
1 sec2 u3

elde edilir. Böylece,

(R ·R)(Z2, Z3, Z2, Z3;Z2, Z3) = − 1

2u2
1

Q(g,R)(Z2, Z3, Z2, Z3;Z2, Z3)

bulunur. ANZ1 = 0 kullanılarak,

(R ·R)(Z1, Z3, Z2, Z3;Z2, Z3) = 0 , (R ·R)(Z2, Z1, Z2, Z3;Z2, Z3) = 0,

(R ·R)(Z2, Z3, Z1, Z3;Z2, Z3) = 0 , (R ·R)(Z2, Z3, Z2, Z1;Z2, Z3) = 0

elde edilir, burada Z1 ∈ Γ(RadTM) dir. Benzer şekilde,

Q(g,R)(Z1, Z3, Z2, Z3;Z2, Z3) = 0 , Q(g,R)(Z2, Z1, Z2, Z3;Z2, Z3) = 0,

Q(g,R)(Z2, Z3, Z1, Z3;Z2, Z3) = 0 , Q(g,R)(Z2, Z3, Z2, Z1;Z2, Z3) = 0

elde edilir, burada Z1 ∈ Γ(RadTM) dir. Böylece, M tamamen umbilik pseudosimetrik

lightlike hiperyüzeydir.
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M lightlike hiperyüzeylerinin pseudosimetrikliği için aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1.1. M , integrallenebilir ekran distribüsyonuna sahip bir lightlike hiperyüzey

olsun. Bu durumda, eğer B(X, Y )A2
NZ = g(X, Y )ANZ ve B(X, Y )A∗ξANZ =

g(X, Y )A∗ξZ ise M bir pseudosimetrik lightlike hiperyüzeydir, öyle ki λ = 1 dir,

burada X, Y, Z ∈ Γ(TM) dir.

İspat. Hipotezden, X, Y, Z ∈ Γ(TM) için B(X, Y )A2
NZ = g(X, Y )ANZ ise W ∈

Γ(TM) olmak üzere

g(B(X, Y )A2
NZ,W ) = g(g(X, Y )ANZ,W )

⇒ B(X, Y )g(A2
NZ,W ) = g(X, Y )g(ANZ,W ) (3.1.1)

olur. Diğer taraftan, B(X, Y )A∗ξANZ = g(X, Y )A∗ξZ ise U ∈ Γ(TM) olmak üzere

g(B(X, Y )A∗ξZ,U) = g(g(X, Y )A∗ξZ,U)

⇒ B(X, Y )B(ANZ,U) = g(X, Y )B(Z,U) (3.1.2)

olur. X1, X2, X3, X4, X, Y ∈ Γ(TM) için (2.2.5) denkleminde (2.4.15) ifadesi yazılırsa,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −R(R(X, Y )X1, X2, X3, X4)−R(X1, R(X, Y )X2, X3, X4)

−R(X1, X2, R(X, Y )X3, X4)−R(X1, X2, X3, R(X, Y )X4)

= −R(B(Y,X1)ANX −B(X,X1)ANY,X2, X3, X4)

−R(X1, B(Y,X2)ANX −B(X,X2)ANY,X3, X4)

−R(X1, X2, B(Y,X3)ANX −B(X,X3)ANY,X4)

−R(X1, X2, X3, B(Y,X4)ANX −B(X,X4)ANY )

bulunur. R, lineer olduğundan

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −B(Y,X1)R(ANX,X2, X3, X4) +B(X,X1)R(ANY,X2, X3, X4)

−B(Y,X2)R(X1, ANX,X3, X4 +B(X,X2)R(X1, ANY,X3, X4)

−B(Y,X3)R(X1, X2, ANX,X4) +B(X,X3)R(X1, X2, ANY,X4)

−B(Y,X4)R(X1, X2, X3, ANX) +B(X,X4)R(X1, X2, X3, ANY ) (3.1.3)
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olur. Böylece

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −B(Y,X1)g(R(ANX,X2)X3, X4) +B(X,X1)g(R(ANY,X2)X3, X4)

−B(Y,X2)g(R(X1, ANX)X3, X4) +B(X,X2)g(R(X1, ANY )X3, X4)

−B(Y,X3)g(R(X1, X2)ANX,X4) +B(X,X3)g(R(X1, X2)ANY,X4)

−B(Y,X4)g(R(X1, X2)X3, ANX) +B(X,X4)g(R(X1, X2)X3, ANY )

dır. Burada Gauss denklemi kullanılırsa,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −B(Y,X1)g(B(X2, X3)A2
NX −B(ANX,X3)ANX2, X4)

+B(X,X1)g(B(X2, X3)A2
NY −B(ANY,X3)ANX2, X4)

−B(Y,X2)g(B(ANX,X3)ANX1 −B(X1, X3)A2
NX,X4)

+B(X,X2)g(B(ANY,X3)ANX1 −B(X1, X3)A2
NY,X4)

−B(Y,X3)g(B(X2, ANX)ANX1 −B(X1, ANX)ANX2, X4)

+B(X,X3)g(B(X2, ANY )ANX1 −B(X1, ANY )ANX2, X4)

−B(Y,X4)g(B(X2, X3)ANX1 −B(X2, X3)ANX2, ANX)

+B(X,X4)g(B(X2, X3)ANX1 −B(X2, X3)ANX2, ANY )

elde edilir. Bu ifade düzenlenirse,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −B(Y,X1)[g(A2
NX,X4)B(X2, X3)−B(ANX,X3)g(ANX2, X4)]

+B(X,X1)[g(A2
NY,X4)B(X2, X3)−B(ANY,X3)g(ANX2, X4)]

−B(Y,X2)[B(ANX,X3)g(ANX1, X4)− g(A2
NX,X4)B(X1, X3)]

+B(X,X2)[B(ANY,X3)g(ANX1, X4)− g(A2
NY,X4)B(X1, X3)]

−B(Y,X3)[B(X2, ANX)g(ANX1, X4)−B(X1, ANX)g(ANX2, X4)]

+B(X,X3)[B(X2, ANY )g(ANX1, X4)−B(X1, ANY )g(ANX2, X4)]

−B(Y,X4)[g(ANX1, ANX)B(X2, X3)− g(ANX2, ANX)B(X1, X3)]

+B(X,X4)[g(ANX1, ANY )B(X2, X3)− g(ANX2, ANY )B(X1, X3)]

33



bulunur. Burada (3.1.1) ve (3.1.2) ifadeleri kullanılırsa

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −g(Y,X1)[g(ANX,X4)B(X2, X3)−B(X,X3)g(ANX2, X4)]

+ g(X,X1)[g(ANY,X4)B(X2, X3)−B(Y,X3)g(ANX2, X4)]

− g(Y,X2)[B(X,X3)g(ANX1, X4)− g(ANX,X4)B(X1, X3)]

+ g(X,X2)[B(Y,X3)g(ANX1, X4)− g(ANY,X4)B(X1, X3)]

− g(Y,X3)[B(X2, X)g(ANX1, X4)−B(X1, X)g(ANX2, X4)]

+ g(X,X3)[B(X2, Y )g(ANX1, X4)−B(X1, Y )g(ANX2, X4)]

− g(Y,X4)[g(ANX1, X)B(X2, X3)− g(ANX2, X)B(X1, X3)]

+ g(X,X4)[g(ANX1, Y )B(X2, X3)− g(ANX2, Y )B(X1, X3)]

= Q(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ), (3.1.4)

olur. Bu ise ispatı tamamlar.

Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir:

Sonuç 3.1.1. M bir semi-Öklidyen uzayın bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu

durumda, eğer M üzerinde B(X, Y )A2
NZ = g(X, Y )ANZ ve B(X, Y )A∗ξANZ =

g(X, Y )A∗ξZ şartları sağlanıyorsa B(ANX,U) = g(X,U) dır, burada X, Y, Z, U ∈

Γ(TM) dir.

İspat. X, Y, Z,W,U ∈ Γ(TM) için (3.1.1) den,

B(X, Y ) =
g(X, Y )

g(A2
NZ,W )

g(ANZ,W ) (3.1.5)

dır. Diğer taraftan (3.1.2) den,

B(X, Y ) =
g(X, Y )

B(ANZ,U)
B(Z,U) (3.1.6)

dır. Böylece (3.1.5) ve (3.1.6) ifadelerinden,

g(X, Y )

g(A2
NZ,W )

g(ANZ,W ) =
g(X, Y )

B(ANZ,U)
B(Z,U)

olur. Bu ifade düzenlenirse,

g(X, Y )g(ANZ,W )B(ANZ,U) = g(X, Y )g(A2
NZ,W )B(Z,U)
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deklemleri elde edilir. Bu eşitlik ise

g(X, Y )[g(ANZ,W )B(ANZ,U)− g(A2
NZ,W )B(Z,U)] = 0

ifadesine denktir. Burada X, Y ∈ Γ(S(TM)) alınırsa ve AN operatörünün S(TM)

değerli olduğu göz önüne alınırsa,

g(ANZ,W )B(ANZ,U)− g(A2
NZ,W )B(Z,U) = 0,

g(ANZ,W )B(ANZ,U)− g(B(Z,U)A2
NZ,W ) = 0 (3.1.7)

olur. Ayrıca hipotezden,

B(X, Y )A2
NZ = g(X, Y )ANZ

olduğu için, (3.1.7) ifadesi

g(ANZ,W )B(ANZ,U)− g(B(Z,U)A2
NZ,W ) = 0

g(ANZ,W )B(ANZ,U)− g(g(Z,U)ANZ,W ) = 0

g(ANZ,W )B(ANZ,U)− g(Z,U)g(ANZ,W ) = 0

g(ANZ,W )[B(ANZ,U)− g(Z,U)] = 0

denklemine denktir.

Şimdi, semi-Öklidyen uzay üzerindeM ve S(TM) nin pseudosimetrikliği arasındaki

ilişkiyi veren aşağıdaki teoremi ifade edelim:

Teorem 3.1.2. M , bir semi-Öklidyen uzayın B(X, Y )A∗ξANZ = g(X, Y )A∗ξZ şartını

sağlayan, integrallenebilir ekran distribüsyonuna sahip bir lightlike hiperyüzeyi olsun.

Bu durumda, M hiperyüzeyinin pseudosimetrik olması için gerek ve yeter şart ekran

distribüsyonunun integral manifoldunun pseudosimetrik olmasıdır.

İspat. (2.4.15) den,

R(X, Y )PZ = B(Y, PZ)ANX −B(X,PZ)ANY

olup buradan

g(R(X, Y )PZ, PW ) = B(Y, PZ)g(ANX,PW )−B(X,PZ)g(ANY, PW )
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bulunur. Burada hipotez gereğince (3.1.2) kullanılırsa, X, Y, Z,W ∈ Γ(TM) için

g(R(X, Y )PZ, PW ) = B(ANY, PZ)B(ANX,PW )

− B(ANX,PZ)B(ANY, PW ) (3.1.8)

elde edilir. (3.1.8) ifadesinde Gauss ve Weingarten denklemleri kullanılırsa,

g(R(X, Y )PZ, PW )

= g(∇X∇Y PZ −∇Y∇XPZ −∇[X,Y ]PZ, PW )

= g(∇X(∇∗Y PZ + h∗(Y, PZ))−∇Y (∇∗XPZ + h∗(X,PZ))

−∇∗[X,Y ]PZ − h∗([X, Y ], PZ), PW )

= g(∇X∇∗Y PZ +∇Xh
∗(Y, PZ)−∇Y∇∗XPZ −∇Y h

∗(X,PZ)

−∇∗[X,Y ]PZ − h∗([X, Y ], PZ), PW )

= g(∇X∇∗Y PZ, PW ) + C(X,∇∗Y PZ)g(ξ, PW )

+X(C(Y, PZ))g(ξ, PW ) + C(Y, PZ)g(−A∗ξX − τ(X)ξ, PW )

− g(∇Y∇∗XPZ, PW )− C(Y,∇∗XPZ)g(ξ, PW )

− Y (C(X,PZ))g(ξ, PW )− C(X,PZ)g(−A∗ξY − τ(Y )ξ, PW )

− g(∇∗[X,Y ]PZ, PW )− C([X, Y ], PZ)g(ξ, PW )

= g(R∗(X, Y )PZ, PW )− C(Y, PZ)g(A∗ξX,PW ) + C(X,PZ)g(A∗ξY, PW )

= g(R∗(X, Y )PZ, PW )− g(ANY, PZ)B(X,PW )

+ g(ANX,PZ)B(Y, PW ) (3.1.9)

bulunur. Buna göre (3.1.9) ifadesinde (3.1.2) kullanılırsa, X, Y, Z,W ∈ Γ(TM) için

g(R(X, Y )PZ, PW ) = g(R∗(X, Y )PZ, PW )−B(ANY, PZ)B(ANX,PW )

+ B(ANX,PZ)B(ANY, PW ) (3.1.10)

dir. Böylece (3.1.8) ve (3.1.10) dan,

g(R(X, Y )PZ, PW ) =
1

2
g(R∗(X, Y )PZ, PW ) (3.1.11)

olur. Diğer taraftan, (2.4.12) ve (2.4.15) den, ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM), N ∈ Γ(tr(TM))

için

g(R(X, Y )PZ,N) = 0, (3.1.12)
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dır. Böylece, (3.1.11) ve (3.1.12) den

R(X, Y )PZ =
1

2
R∗(X, Y )PZ (3.1.13)

elde edilir. Diğer taraftan, X, Y, Z, U, V,W ∈ Γ(TM) için

(R(X, Y ) ·R)(U, V,W,Z)

= −R(R(X, Y )U, V,W,Z)−R(U,R(X, Y )V,W,Z)

−R(U, V,R(X, Y )W,Z)−R(U, V,W,R(X, Y )Z)

olduğundan, bu ifadede (3.1.13) ifadesi kullanılır ve X, Y, U, V,W ∈ Γ(S(TM))

seçimi yapılırsa,

(R(X, Y ) ·R)(U, V,W,Z) =
1

4
(R∗(X, Y ).R∗)(U, V,W,Z) (3.1.14)

bulunur. Diğer taraftan, X, Y, U, V,W ∈ Γ(S(TM)) için

Q(g,R)(U, V,W,Z;X, Y )

= −R((X ∧ Y )U, V,W,Z)−R(U, (X ∧ Y )V,W,Z)

−R(U, V, (X ∧ Y )W,Z)−R(U, V,W, (X ∧ Y )Z)

= −R(g(Y, U)X − g(X,U)Y, V,W,Z)−R(U, g(Y, V )X − g(X, V )Y,W,Z)

−R(U, V, g(Y,W )X − g(X,W )Y, Z)−R(U, V,W, g(Y, Z)X − g(X,Z)Y )

= −g(Y, U)R(X, V,W,Z) + g(X,U)R(Y, V,W,Z)− g(Y, V )R(U,X,W,Z)

+ g(X, V )R(U, Y,W,Z)− g(Y,W )R(U, V,X,Z) + g(X,W )R(U, V, Y, Z)

− g(Y, Z)R(U, V,W,X) + g(X,Z)R(U, V,W, Y )

= −g(Y, U)g(R(X, V )W,Z) + g(X,U)g(R(Y, V )W,Z)− g(Y, V )g(R(U,X)W,Z)

+ g(X, V )g(R(U, Y )W,Z)− g(Y,W )g(R(U, V )X,Z) + g(X,W )g(R(U, V )Y, Z)

− g(Y, Z)g(R(U, V )W,X) + g(X,Z)g(R(U, V )W,Y ) (3.1.15)

olur. (3.1.13) kullanılır ve ifade düzenlenirse,

Q(g,R)(U, V,W,Z;X, Y ) =
1

2
Q(g,R∗)(U, V,W,Z;X, Y ) (3.1.16)

olur. Böylece, eğer M pseudosimetrik ise, bu durumda (3.1.14) ve (3.1.16) dan

S(TM) pseudosimetriktir. Tersi (3.1.14) ve (3.1.16) den açıktır.
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M ve S(TM) nin tamamen umbilik olması durumunda aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1.3. M , semi-Öklidyen uzayın pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyi olsun.

Eğer M ve S(TM) tamamen umbilik ise M bir semi-simetrik lightlike hiperyüzeydir.

İspat. M , semi-Öklidyen uzayın pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyi yani, R ·R =

LRQ(g,R) olsun. Böylece X2, X3, X4, X, Y ∈ Γ(TM) ve X1 = ξ ∈ Γ(RadTM) için

(2.2.5) ifadesinde (2.4.15) kullanılarak,

(R ·R)(ξ,X2, X3, X4;X, Y )

= −R(R(X, Y )ξ,X2, X3, X4)−R(ξ, R(X, Y )X2, X3, X4)

−R(ξ,X2, R(X, Y )X3, X4)−R(ξ,X2, X3, R(X, Y )X4)

olur. Burada Gauss denklemi göz önüne alınırsa,

(R ·R)(ξ,X2, X3, X4;X, Y )

= −R(B(Y, ξ)ANX −B(X, ξ)ANY,X2, X3, X4)−R(ξ, B(Y,X2)ANX

−B(X,X2)ANY,X3, X4)−R(ξ,X2, B(Y,X3)ANX −B(X,X3)ANY,X4

−R(ξ,X2, X3, B(Y,X4)ANX −B(X,X4)ANY )

elde edilir. Bu ifade düzenlenirse,

(R ·R)(ξ,X2, X3, X4;X, Y )

= −B(Y, ξ)R(ANX,X2, X3, X4) +B(X, ξ)R(ANY,X2, X3, X4)

−B(Y,X2)R(ξ, ANX,X3, X4 +B(X,X2)R(ξ, ANY,X3, X4)

−B(Y,X3)R(ξ,X2, ANX,X4) +B(X,X3)R(ξ,X2, ANY,X4)

−B(Y,X4)R(ξ,X2, X3, ANX) +B(X,X4)R(ξ,X2, X3, ANY )

= −B(Y,X2)g(R(ξ, ANX)X3, X4) +B(X,X2)g(R(ξ, ANY )X3, X4)

−B(Y,X3)g(R(ξ,X2)ANX,X4) +B(X,X3)g(R(ξ,X2)ANY,X4)

−B(Y,X4)g(R(ξ,X2)X3, ANX) +B(X,X4)g(R(ξ,X2)X3, ANY )

olur. Burada, tekrar Gauss denklemi kullanılırsa,

(R ·R)(ξ,X2, X3, X4;X, Y )
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= −B(Y,X2)[B(ANX,X3)g(ANξ,X4)− g(A2
NX,X4)B(ξ,X3)]

+B(X,X2)[B(ANY,X3)g(ANξ,X4)− g(A2
NY,X4)B(ξ,X3)]

−B(Y,X3)[B(X2, ANX)g(ANξ,X4)−B(ξ, ANX)g(ANX2, X4)]

+B(X,X3)[B(X2, ANY )g(ANξ,X4)−B(ξ, ANY )g(ANX2, X4)]

−B(Y,X4)[g(ANξ, ANX)B(X2, X3)− g(ANX2, ANX)B(ξ,X3)]

+B(X,X4)[g(ANξ, ANY )B(X2, X3)− g(ANX2, ANY )B(ξ,X3)]

bulunur. Bu ifade düzenlenirse,

(R ·R)(ξ,X2, X3, X4;X, Y )

= −B(Y,X2)B(ANX,X3)g(ANξ,X4) +B(X,X2)B(ANY,X3)g(ANξ,X4)

−B(Y,X3)B(X2, ANX)g(ANξ,X4) +B(X,X3)B(X2, ANY )g(ANξ,X4)

−B(Y,X4)g(ANξ, ANX)B(X2, X3) +B(X,X4)g(ANξ, ANY )B(X2, X3)

olur. M ve S(TM) tamamen umbilik olduğundan X, Y ∈ Γ(TM) için B(X, Y ) =

ρg(X, Y ) ve C(X, Y ) = λg(X, Y ) dir. Bu durumda, ifadeler yerine yazılırsa,

(R ·R)(ξ,X2, X3, X4;X, Y )

= −ρg(Y,X2)ρg(ANX,X3)C(ξ,X4) + ρg(X,X2)ρg(ANY,X3)C(ξ,X4)

− ρg(Y,X3)ρg(X2, ANX)C(ξ,X4) + ρg(X,X3)ρg(X2, ANY )C(ξ,X4)

− ρg(Y,X4)C(ξ, ANX)ρg(X2, X3) + ρg(X,X4)C(ξ, ANY )ρg(X2, X3)

veya

(R ·R)(ξ,X2, X3, X4;X, Y )

= −ρg(Y,X2)ρg(ANX,X3)λg(ξ,X4) + ρg(X,X2)ρg(ANY,X3)λg(ξ,X4)

− ρg(Y,X3)ρg(X2, ANX)λg(ξ,X4) + ρg(X,X3)ρg(X2, ANY )λg(ξ,X4)

− ρg(Y,X4)λg(ξ, ANX)ρg(X2, X3) + ρg(X,X4)λg(ξ, ANY )ρg(X2, X3)

elde edilir. M , pseudosimetrik kabul edildiğinden,

(R ·R)(ξ,X2, X3, X4;X, Y )

= ρ2λQ(g,R)(ξ,X2, X3, X4;X, Y )

= 0
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bulunur. Benzer şekilde

(R ·R)(X1, ξ,X3, X4;X, Y ) = 0, (R ·R)(X1, X2, ξ,X4;X, Y ) = 0,

(R ·R)(X1, X2, X3, ξ;X, Y ) = 0, (R ·R)(X1, X2, X3, X4; ξ, Y ) = 0,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, ξ) = 0

ve

Q(g,R)(X1, ξ,X3, X4;X, Y ) = 0, Q(g,R)(X1, X2, ξ,X4;X, Y ) = 0,

Q(g,R)(X1, X2, X3, ξ;X, Y ) = 0, Q(g,R)(X1, X2, X3, X4; ξ, Y ) = 0,

Q(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, ξ) = 0

dır. Diğer taraftan, X1, X2, X3, X4, X, Y ∈ Γ(S(TM)) olduğundan X1 = PX1 alınır

ve benzer işlemler yapılırsa,

(R ·R)(PX1, X2, X3, X4;X, Y )

= −B(Y, PX1)[g(A2
NX,X4)B(X2, X3)−B(ANX,X3)g(ANX2, X4)]

+B(X,PX1)[g(A2
NY,X4)B(X2, X3)−B(ANY,X3)g(ANX2, X4)]

−B(Y,X2)[B(ANX,X3)g(ANPX1, X4)− g(A2
NX,X4)B(PX1, X3)]

+B(X,X2)[B(ANY,X3)g(ANPX1, X4)− g(A2
NY,X4)B(PX1, X3)]

−B(Y,X3)[B(X2, ANX)g(ANPX1, X4)−B(PX1, ANX)g(ANX2, X4)]

+B(X,X3)[B(X2, ANY )g(ANPX1, X4)−B(PX1, ANY )g(ANX2, X4)]

−B(Y,X4)[g(ANPX1, ANX)B(X2, X3)− g(ANX2, ANX)B(PX1, X3)]

+B(X,X4)[g(ANPX1, ANY )B(X2, X3)− g(ANX2, ANY )B(PX1, X3)]

olur, burada P , Γ(S(TM)) üzerinde Γ(TM) nin projeksiyon morfizmidir. M ve

S(TM) tamamen umbilik olduğundan yukarıdaki denklem

(R ·R)(PX1, X2, X3, X4;X, Y )

= −ρg(Y, PX1)[C(ANX,X4)ρg(X2, X3)− ρC(X,X3)g(ANX2, X4)]

+ ρg(X,PX1)[C(ANY,X4)ρg(X2, X3)− ρC(Y,X3)g(ANX2, X4)]

40



− ρg(Y,X2)[ρC(X,X3)g(ANPX1, X4)− C(ANX,X4)ρg(PX1, X3)]

+ ρg(X,X2)[ρC(Y,X3)g(ANPX1, X4)− C(ANY,X4)ρg(PX1, X3)]

− ρg(Y,X3)[ρC(X2, X)g(ANPX1, X4)− ρC(PX1, X)g(ANX2, X4)]

+ ρg(X,X3)[ρC(X2, Y )g(ANPX1, X4)− ρC(PX1, Y )g(ANX2, X4)]

− ρg(Y,X4)[C(ANPX1, X)ρg(X2, X3)− C(ANX2, X)ρg(PX1, X3)]

+ ρg(X,X4)[C(ANPX1, Y )ρg(X2, X3)− C(ANX2, Y )ρg(PX1, X3)]

= −ρg(Y, PX1)[λ2g(X,X4)ρg(X2, X3)− ρλg(X,X3)λg(X2, X4)]

+ ρg(X,PX1)[λ2g(Y,X4)ρg(X2, X3)− ρλg(Y,X3)λg(X2, X4)]

− ρg(Y,X2)[ρλg(X,X3)λg(PX1, X4)− λ2g(X,X4)ρg(PX1, X3)]

+ ρg(X,X2)[ρλg(Y,X3)λg(PX1, X4)− ρλ2g(Y,X4)ρg(PX1, X3)]

− ρg(Y,X3)[ρλg(X2, X)λg(PX1, X4)− ρλg(PX1, X)λg(X2, X4)]

+ ρg(X,X3)[ρλg(X2, Y )λg(PX1, X4)− ρλg(PX1, Y )λg(X2, X4)]

− ρg(Y,X4)[λ2g(PX1, X)ρg(X2, X3)− λ2g(X2, X)ρg(PX1, X3)]

+ ρg(X,X4)[λ2g(PX1, Y )ρg(X2, X3)− λ2g(X2, Y )ρg(PX1, X3)]

= ρ2λ2{−g(Y, PX1)[g(X,X4)g(X2, X3)− g(X,X3)g(X2, X4)]

+ g(X,PX1)[g(Y,X4)g(X2, X3)− g(Y,X3)g(X2, X4)]

− g(Y,X2)[g(X,X3)g(PX1, X4)− g(X,X4)g(PX1, X3)]

+ g(X,X2)[g(Y,X3)g(PX1, X4)− g(Y,X4)g(PX1, X3)]

− g(Y,X3)[g(X2, X)g(PX1, X4)− g(PX1, X)g(X2, X4)]

+ g(X,X3)[g(X2, Y )g(PX1, X4)− g(PX1, Y )g(X2, X4)]

− g(Y,X4)[g(PX1, X)g(X2, X3)− g(X2, X)g(PX1, X3)]

+ g(X,X4)[g(PX1, Y )g(X2, X3)− g(X2, Y )g(PX1, X3)]}

olur. Burada ise M , pseudosimetrik kabul edildiğinden

(R ·R)(PX1, X2, X3, X4;X, Y )

= ρ2λ2Q(g,R)(PX1, X2, X3, X4;X, Y )

= 0
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bulunur. Benzer şekilde

(R ·R)(X1, PX2, X3, X4;X, Y ) = 0, (R ·R)(X1, X2, PX3, X4;X, Y ) = 0,

(R ·R)(X1, X2, X3, PX4;X, Y ) = 0, (R ·R)(X1, X2, X3, X4;PX, Y ) = 0,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X,PY ) = 0

ve

Q(g,R)(X1, PX2, X3, X4;X, Y ) = 0, Q(g,R)(X1, X2, PX3, X4;X, Y ) = 0,

Q(g,R)(X1, X2, X3, PX4;X, Y ) = 0, Q(g,R)(X1, X2, X3, X4;PX, Y ) = 0,

Q(g,R)(X1, X2, X3, X4;X,PY ) = 0

dır. Böylece ispat tamamlanır.

Bu teoremde görülmektedir ki, bir pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyin tamamen

umbilik olması bu tür hiperyüzeyleri daha özel olan semi-simetrik lightlike hiperyüzeyler

sınıfına dahil etmektedir.

Teorem 3.1.4. M bir semi-Öklidyen uzayın pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyi

ve ANξ null olmayan vektör alanı olsun. Bu durumda, ya M tamamen jeodeziktir

ya da A∗ξX2 ve ANξ lineer bağımlıdır.

İspat. Kabul edelim ki M , bir semi-Öklidyen uzay üzerinde pseudosimetrik lightlike

hiperyüzey olsun. (2.2.5) ve (2.2.6) da (2.4.15) kullanılır ve X1 = ξ ∈ Γ(RadTM)

alınırsa,

(R ·R)(ξ,X2, X3, X4;X, Y )

= −B(Y,X2)B(ANX,X3)g(ANξ,X4) +B(X,X2)B(ANY,X3)g(ANξ,X4)

−B(Y,X3)B(X2, ANX)g(ANξ,X4) +B(X,X3)B(X2, ANY )g(ANξ,X4)

−B(Y,X4)g(ANξ, ANX)B(X2, X3) +B(X,X4)g(ANξ, ANY )B(X2, X3)

ve

Q(g,R)(ξ,X2, X3, X4;X, Y )

= −g(Y,X2)B(X,X3)g(ANξ,X4) + g(X,X2)B(Y,X3)g(ANξ,X4)

− g(Y,X3)B(X2, X)g(ANξ,X4) + g(X,X3)B(X2, Y )g(ANξ,X4)

− g(Y,X4)g(ANξ,X)B(X2, X3) + g(X,X4)g(ANξ, Y )B(X2, X3).
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olduğu görülür. Bu durumda, Y = ξ için Q(g,R)(ξ,X2, X3, X4;X, ξ) = 0 dır ve

(R ·R)(ξ,X2, X3, X4;X, ξ)

= B(X,X2)B(ANξ,X3)g(ANξ,X4) +B(X,X3)B(X2, ANξ)g(ANξ,X4)

+B(X,X4)g(ANξ, ANξ)B(X2, X3) (3.1.17)

bulunur. Ayrıca, M pseudosimetrik lightlike hiperyüzey olduğu içinR·R = LRQ(g,R)

dir. Bu durumda, (3.1.17) ifadesi sıfıra eşittir. Eğer X2 = X3 = X4 alınırsa, (3.1.17)

ifadesi

(R ·R)(ξ,X2, X3, X4;X, ξ)

= B(X,X2)B(ANξ,X2)g(ANξ,X2) +B(X,X2)B(X2, ANξ)g(ANξ,X2)

+B(X,X2)g(ANξ, ANξ)B(X2, X2)

= 0

olur. Böylece,

B(X,X2)[2B(ANξ,X2)g(ANξ,X2) + g(ANξ, ANξ)B(X2, X2)] = 0

elde edilir ve

B(X,X2)[2g(ANξ, A
∗
ξX2)g(ANξ,X2) + g(ANξ, ANξ)g(A∗ξX2, X2)] = 0

bulunur. Buna göre, ya M tamamen jeodeziktir ya da

A∗ξX2 = −
2g(ANξ, A

∗
ξX2)

g(ANξ, ANξ)
ANξ

dır. Bu ise ispatı tamamlar.

Teorem 3.1.5. M bir semi-Öklidyen uzayın pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyi

olsun. Eğer ∀X ∈ Γ(TM), ξ ∈ Γ(RadTM) için S(ξ,X) = 0 ve ANξ null olmayan

vektör alanı ise, M tamamen jeodeziktir, burada S Ricci tensörüdür.

İspat. Kabul edelim ki M pseudosimetrik lightlike hiperyüzey olsun. Bu durumda,

X1, X2, X3, X4, X, Y ∈ Γ(TM) için,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = λQ(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ),
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dir. Buradan, X2 = ξ için (2.2.5) ve (2.2.6) ifadelerinde (2.4.15) kullanılarak,

B(Y,X1)B(ANX,X3)g(ANξ,X4)−B(X,X1)B(ANY,X3)g(ANξ,X4)

+B(Y,X3)B(X1, ANX)g(ANξ,X4)−B(X,X3)B(X1, ANY )g(ANξ,X4)

+B(Y,X4)B(X1, X3)g(ANξ, ANX)−B(X,X4)B(X1, X3)g(ANξ, ANY )

−λ[g(Y,X1)B(X,X3)g(ANξ,X4)− g(X,X1)B(Y,X3)g(ANξ,X4)

+g(Y,X3)B(X1, X)g(ANξ,X4)− g(X,X3)B(X1, Y )g(ANξ,X4)

+g(Y,X4)B(X1, X3)g(ANξ,X)− g(X,X4)B(X1, X3)g(ANξ, Y )] = 0

elde edilir. X = ξ için,

B(Y,X1)B(ANξ,X3)g(ANξ,X4) +B(Y,X3)B(X1, ANξ)g(ANξ,X4)

+B(Y,X4)B(X1, X3)g(ANξ, ANξ) = 0 (3.1.18)

bulunur. Hipotezden S(ξ,X) = B(X,ANξ) = 0 için (3.1.18) denklemi,

B(Y,X4)B(X1, X3)g(ANξ, ANξ) = 0

ifadesine denktir. ANξ, null olmayan vektör alanı olduğundan, Y = X1 ve X4 = X3

alınarak, B(X1, X3) = 0 elde edilir ki, bu da M nin tamamen jeodezik olduğunu

gösterir.

(M̄, ḡ), (m + 2)-boyutlu bir semi-Riemannian manifold olsun. Eğer S̄ = k̄ḡ ise

M̄ manifolduna Einstein manifold denir, burada k̄ sabittir ve S Ricci tensörüdür.

Üstelik, M̄ manifoldunun Einstein olması için gerek ve yeter şart k̄ = r̄/(m + 2)

olmasıdır, burada r̄, M̄ manifoldunun skaler eğriliğidir [30]. Geometrik olarak bir

lightlike Einstein hiperyüzey kavramı, skaler eğrilik kavramını içermektedir. Diğer

taraftan, Duggal’in çalışmalarından biliniyor ki [45], lightlike geometride skaler eğrilik

kavramı ancak Ricci tensörünün simetrik olması ile geometrik bir anlama kavuşmaktadır.

Böylece, lightlike Einstein hiperyüzey kavramından bahsedildiğinde hiperyüzeyin

Ricci simetrik olduğu kabul edilmektedir.

Bir lightlike Einstein hiperyüzeyi için aşağıdaki sonuç verilebilir:

Sonuç 3.1.2. M , bir semi-Öklidyen uzayın lightlike Einstein hiperyüzeyi olsun.

Eğer R ·R = Q(S,R) ise bu durumda, M bir pseudosimetrik lightlike hiperyüzeydir,

burada S, M hiperyüzeyinin Ricci tensörüdür.
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İspat. Kabul edelim ki, M bir semi-Öklidyen uzayın lightlike Einstein hiperyüzeyi

olsun. Bu durumda, X1, X2, X3, X4, X, Y ∈ Γ(TM) için

Q(S,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −R((X ∧S Y )X1, X2, X3, X4)−R(X1, (X ∧S Y )X2, X3, X4)

−R(X1, X2, (X ∧S Y )X3, X4)−R(X1, X2, X3, (X ∧S Y )X4)

= −R(S(Y,X1)X − S(X,X1)Y,X2, X3, X4)−R(X1, S(Y,X2)X

− S(X,X2)Y,X3, X4)−R(X1, X2, S(Y,X3)X − S(X,X3), X4)

−R(X1, X2, X3, S(Y,X4)X − S(X,X4))

bulunur. R, lineer olduğundan,

Q(S,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −S(Y,X1)R(X,X2, X3, X4) + S(X,X1)R(Y,X2, X3, X4)

− S(Y,X2)R(X1, X,X3, X4) + S(X,X2)R(X1, Y,X3, X4)

− S(Y,X3)R(X1, X2, X,X4) + S(X,X3)R(X1, X2, Y,X4)

− S(Y,X4)R(X1, X2, X3, X) + S(X,X4)R(X1, X2, X3, Y ) (3.1.19)

elde edilir. Hipotezden,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = Q(S,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

dır. Burada (3.1.19) kullanılırsa,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −λg(Y,X1)R(X,X2, X3, X4) + λg(X,X1)R(Y,X2, X3, X4)

− λg(Y,X2)R(X1, X,X3, X4) + λg(X,X2)R(X1, Y,X3, X4)

− λg(Y,X3)R(X1, X2, X,X4) + λg(X,X3)R(X1, X2, Y,X4)

− λg(Y,X4)R(X1, X2, X3, X) + λg(X,X4)R(X1, X2, X3, Y )

olur. Bu ise

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = λQ(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

demektir. Böylece ispat tamamlanır.
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3.2 Semi-Öklidyen Uzaylarda Pseudoparalel

Lightlike Hiperyüzeyler

Bu altbölümde, pseudoparalel lightlike hiperyüzey olma şartı verilmekte, bir

pseudoparalel lightlike hiperyüzeyin karakterizasyonu elde edilmekte ve semi-paralel

olma şartları da elde edilmektedir.

Tanım 3.2.1. M , bir semi-Öklidyen uzayın bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer

M hiperyüzeyinin her noktasında R · h ve Q(g, h) tensörleri lineer bağımlı ise M

hiperyüzeyine pseudoparalel lightlike hiperyüzey denir, yani M nin pseudoparalel

lightlike hiperyüzey olması için gerek ve yeter şart Uh = {p ∈ M |Q(g, h) 6= 0}

kümesi üzerinde R · h = LhQ(g, h) olmasıdır, burada Lh, Uh üzerinde fonksiyondur.

Şimdi, M lightlike hiperyüzeyinin pseudoparalel olma durumu için aşağıdaki

teoremi verelim:

Teorem 3.2.1. M , bir semi-Öklidyen uzayın bir lightlike hiperyüzeyi ve AN , B

ye göre simetrik olsun. Eğer τ -paralel ve B(X, Y )A∗ξANZ = g(X, Y )A∗ξZ ise bu

durumda, M pseudoparalel lightlike hiperyüzeydir, öyle ki Lh = 1 dir, burada

X, Y, Z ∈ Γ(TM) ve τ , M üzerinde 1-formdur.

İspat. X1, X2, X, Y ∈ Γ(TM) için Gauss denklemi kullanılırsa,

(R(X, Y ) · h)(X1, X2)

= R⊥(X, Y )h(X1, X2)− h(R(X, Y )X1, X2)− h(X1, R(X, Y )X2)

= [(∇Xτ)Y − (∇Y τ)X]h(X1, X2)− h(X,Ah(X1,X2)Y )

+ h(Y,Ah(X1,X2)X)−B(Y,X1)B(ANX,X2)N

+B(X,X1)B(ANY,X2)N −B(Y,X2)B(X1, ANX)N

+B(X,X2)B(X1, ANY )N

olur. Burada, h(X1, X2) = B(X1, X2)N olduğundan

(R(X, Y ) · h)(X1, X2)

= [(∇Xτ)Y − (∇Y τ)X]B(X1, X2)N −B(X,AB(X1,X2)NY )N
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+B(Y,AB(X1,X2)NX)N −B(Y,X1)B(ANX,X2)N

+B(X,X1)B(ANY,X2)N −B(Y,X2)B(X1, ANX)N

+B(X,X2)B(X1, ANY )N

bulunur. Bu ifade düzenlenirse,

(R(X, Y ) · h)(X1, X2)

= [(∇Xτ)Y − (∇Y τ)X −B(X,ANY ) +B(Y,ANX)]B(X1, X2)N

−B(Y,X1)B(ANX,X2)N +B(X,X1)B(ANY,X2)N

−B(Y,X2)B(X1, ANX)N +B(X,X2)B(X1, ANY )N (3.2.1)

dır. Hipotezden ve (3.1.2) den

(R(X, Y ) · h)(X1, X2) = −B(Y,X1)B(ANX,X2)N +B(X,X1)B(ANY,X2)N

− B(Y,X2)B(X1, ANX)N +B(X,X2)B(X1, ANY )N

= −g(Y,X1)B(X,X2)N + g(X,X1)B(Y,X2)N

− g(Y,X2)B(X1, X)N + g(X,X2)B(X1, Y )N

= Q(g, h)(X1, X2;X, Y ),

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.

Burada not edelim ki, Teorem 3.2.1 de verilen şartlar altındaki lightlike hiperyüzeyde

Ricci tensörü simetriktir.

Tanım 3.2.2. M ⊂ En+1
s , g(A∗ξX, Y ) = h(X, Y ) olmak üzere h ikinci temel forma

sahip bir hiperyüzey olsun. Eğer,

(R(X, Y ) · h)(U, V ) = 0, ∀X, Y, U, V ∈ Γ(TM)

koşulu sağlanıyorsa, M hiperyüzeyine semi-paraleldir denir [18].

Teorem 3.2.2. M , bir semi-Öklidyen uzayın pseudoparalel lightlike hiperyüzeyi

ve AN , B formuna göre simetrik olsun. Eğer M ve S(TM) tamamen umbilik ve

τ -paralel ise, M bir semi-paralel lightlike hiperyüzeydir.
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İspat. Kabul edelim ki M ve S(TM) tamamen umbilik olsunlar. Bu durumda,

X1, X2, X, Y ∈ Γ(TM) için hipotezden,

(R(X, Y ) · h)(X1, X2) = −B(Y,X1)B(ANX,X2)N +B(X,X1)B(ANY,X2)N

− B(Y,X2)B(X1, ANX)N +B(X,X2)B(X1, ANY )N

olur. M ve S(TM) tamamen umbilik olduğundan

(R(X, Y ) · h)(X1, X2) = −ρg(Y,X1)ρλg(X,X2)N + ρg(X,X1)ρλg(Y,X2)N

− ρg(Y,X2)ρλg(X1, X)N + ρg(X,X2)ρλ(X1, Y )N

= ρ2λQ(g, h)(X1, X2;X, Y )

= 0

elde edilir ki bu da ispatı tamamlar.

Aşağıdaki sonuçta, Ricci tensörünün simetrikliği ve τ nun paralelliği yerine R⊥ =

0 şartı alınmaktadır.

Sonuç 3.2.1. M , bir semi-Öklidyen uzayın bir pseudoparalel lightlike hiperyüzeyi

olsun. Eğer M ve S(TM) tamamen umbilik ve R⊥ sıfır ise bu durumda, M bir

semi-paralel lightlike hiperyüzeydir.

İspat. İspat (3.2.1) den açıktır.

Teorem 3.2.3. M , bir semi-Öklidyen uzayın bir pseudoparalel lightlike hiperyüzeyi

ve AN , B ye göre simetrik olsun. Eğer τ -paralel ise bu durumda, ya M tamamen

jeodeziktir ya da B(ANξ,X1) = 0 dır.

İspat. Kabul edelim ki M pseudoparallel lightlike hiperyüzey, yani

(R(X, Y ) · h)(X1, X2) = λQ(g, h)(X1, X2;X, Y )

olsun. Bu durumda, X1, X2, X, Y ∈ Γ(TM) ve ξ ∈ Γ(RadTM) için hipotezden,

− B(Y,X1)B(ANX,X2)N +B(X,X1)B(ANY,X2)N

− B(Y,X2)B(X1, ANX)N +B(X,X2)B(X1, ANY )N

+ λg(Y,X1)B(X,X2)N − λg(X,X1)B(Y,X2)N

+ λg(Y,X2)B(X1, X)N − λg(X,X2)B(X1, Y )N

= 0 (3.2.2)
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olur. Böylece Y = ξ için,

B(X,X1)B(ANξ,X2) +B(X,X2)B(X1, ANξ) = 0

bulunur. Buna göre X1 = X2 için B(X,X1)B(ANξ,X1) = 0 sonucuna ulaşılır. Bu

ise ispatı tamamlar.

Tanım 3.2.3. M , bir lightlike hiperyüzey ve R⊥, ∇⊥ konneksiyonuna göre eğrilik

tensör alanı olsun. Eğer R⊥ sıfır ise M hiperyüzeyine transversal flat denir.

Sonuç 3.2.2. M , bir semi-Öklidyen uzayın pseudoparalel lightlike hiperyüzeyi olsun.

EğerM transversal flat ise bu durumda, yaM tamamen jeodeziktir ya daB(ANξ,X1) =

0 dır.

İspat. İspat, Theorem 3.2.3 den açıktır.

3.3 Semi-Öklidyen Uzaylarda Ricci-Pseudosimetrik

Lightlike Hiperyüzeyler

Bu bölümde, Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyler incelenmekte ve bir

örnek verilmektedir. Bir lightlike hiperyüzeyin Ricci semi-simetrik olması için yeter

koşullar elde edilmekte ve Ricci-pseudosimetrik, Ricci semi-simetrik ve tamamen

jeodezik lightlike hiperyüzeyler arasındaki ilişkiler incelenmektedir. Ayrıca, τ 1-formu

üzerine konulan belirli koşullar altında bir lightlike hiperyüzeyin Ricci-genelleştirilmiş

pseudoparalel lightlike hiperyüzey olma durumu elde edilmektedir.

Tanım 3.3.1. M , bir semi-Öklidyen uzayın bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer

M hiperyüzeyinin her noktasında R · S ve Q(g, S) tensörleri lineer bağımlı ise M

hiperyüzeyine Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyüzey denir, yaniM hiperyüzeyinin

Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyüzey olması için gerek ve yeter şart US = {p ∈

M |Q(g, S) 6= 0} kümesi üzerinde R · S = LSQ(g, S) olmasıdır, burada LS, US

üzerinde fonksiyondur ve S, Ricci tensörüdür.

Öncelikle, Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyler için aşağıdaki örneği sunalım:
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Örnek 3.3.1. M , R4
2 de

x1 = u1 secu3 , x2 = u1 tanu2 , x3 = u1 secu2 , x4 = u1 tanu3,

ile verilen bir hiperyüzey olsun, burada R4
2,

{∂x1, ∂x2, ∂x3, ∂x4}

standart bazına göre (−,−,+,+) işaretli semi-Öklidyen uzaydır ve u1 6= 0; u2, u3 ∈

(0, π
2
) dir. Bu durumda TM ,

Z1 = secu3∂x1 + tanu2∂x2 + secu2∂x3 + tanu3∂x4

Z2 = u1 sec2 u2∂x2 + u1 secu2 tanu2∂x3

Z3 = u1 secu3 tanu3∂x1 + u1 sec2 u3∂x4

ile gerilir. Böylece, M hiperyüzeyinin indirgenmiş metriği

∂s2 = 0∂u2
1 + u2

1(− sec2 u2∂u
2
2 + sec2 u3∂u

2
3)

= u2
1(− sec2 u2∂u

2
2 + sec2 u3∂u

2
3)

olur. Bu durumda, M bir warped çarpım lightlike hiperyüzeyidir ve RadTM =

Sp{Z1} ve S(TM) = Sp{Z2, Z3} dür. Dolayısıyla, M hiperyüzeyinin lightlike

transversal vektör demeti,

N =
1

2
(− secu3∂x1 + tanu2∂x2 + secu2∂x3 − tanu3∂x4).

ile verilir. Doğrudan hesaplamalarla,

∇̄Z2Z2 = 2u1 sec2 u2 tanu2∂x2 + u1 secu2(tan2 u2 + sec2 u2)∂x3

∇̄Z2Z3 = 0

∇̄Z3Z3 = u1 secu3(tan2 u3 + sec2 u3)∂x1 + 2u1 sec2 u3 tanu3∂x4.

elde edilir. Burada ∇̄Z2Z3 = 0 ve benzer şekilde ∇̄Z3Z2 = 0 olduğundan, [Z2, Z3] = 0

dır. Bu durumda, direkt hesaplamalarla η(Z2) = 0, η(Z3) = 0 ve η([Z2, Z3]) = 0

elde edilir. Böylece, S(TM) integrallenebilirdir. Şimdi, Gauss formülü kullanılarak

B(Z2, Z2) = u1 sec2 u2 , B(Z2, Z3) = 0 , B(Z3, Z3) = −u1 sec2 u3.
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elde edilir. Diğer taraftan,

∇̄Z2N =
1

2
(sec2 u2∂x2 + secu2 tanu2∂x3)

∇̄Z3N =
1

2
(− secu3 tanu3∂x1 − sec2 u3∂x4)

bulunur. Böylece (2.4.7) Weingarten formülünden

ANZ2 = − 1

2u1

Z2 , ANZ3 =
1

2u1

Z3

elde edilir. Bu durumda, yukarıdaki denklemlerden

(R · S)(Z2, Z3;Z2, Z3) = αu1 sec2 u2 sec2 u3,

ve

Q(g, S)(Z2, Z3;Z2, Z3) = u2
1 sec2 u2 sec2 u3

elde edilir, burada α = Σn
i=1εiC(Wi,Wi) dır. Böylece

(R · S)(Z2, Z3;Z2, Z3) =
α

u1

Q(g, S)(Z2, Z3;Z2, Z3)

elde edilir. ANZ1 = 0 kullanılarak,

(R · S)(Z1, Z3;Z2, Z3) = 0 , (R · S)(Z2, Z1;Z2, Z3) = 0,

(R · S)(Z2, Z3;Z1, Z3) = 0 , (R · S)(Z2, Z3;Z2, Z1) = 0,

dır, burada Z1 ∈ Γ(RadTM) dir. Benzer şekilde

Q(g, S)(Z1, Z3;Z2, Z3) = 0 , Q(g, S)(Z2, Z1;Z2, Z3) = 0,

Q(g, S)(Z2, Z3;Z1, Z3) = 0 , Q(g, S)(Z2, Z3;Z2, Z1) = 0,

bulunur, burada Z1 ∈ Γ(RadTM) dir. Böylece, M tamamen umbilik Ricci-pseudosi-

metrik lightlike hiperyüzeydir.

Aşağıdaki teoremde, bir lightlike hiperyüzeyin Ricci-pseudosimetrik lightlike hiper-

yüzey olması için yeter şartlar verilmektedir:

Teorem 3.3.1. M , bir semi-Öklidyen uzayın bir lightlike hiperyüzeyi ve AN , B

ye göre simetrik olsun. Eğer B(X, Y )A∗ξANZ = g(X, Y )A∗ξZ ise bu durumda ,M

Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyüzeydir, öyle ki LS = 1 dir, burada X, Y, Z ∈

Γ(TM) dir.
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İspat. X1, X2, X, Y ∈ Γ(TM) için

(R · S)(X1, X2;X, Y ) = −S(R(X, Y )X1, X2)− S(X1, R(X, Y )X2)

dır. Gauss denklemi kullanılırsa,

(R · S)(X1, X2;X, Y )

= −B(Y,X1)S(ANX,X2) +B(X,X1)S(ANY,X2)

−B(Y,X2)S(X1, ANX) +B(X,X2)S(X1, ANY )

olur. Burada, Ricci tensörünün ifadesi yerine yazılırsa,

(R · S)(X1, X2;X, Y )

= −B(Y,X1){−Σn
i=1εi[B(ANX,X2)C(Wi,Wi)−B(X2, A

2
NX)]}

+B(X,X1){−Σn
i=1εi[B(ANY,X2)C(Wi,Wi)−B(X2, A

2
NY )]}

−B(Y,X2){−Σn
i=1εi[B(X1, ANX)C(Wi,Wi)−B(ANX,ANX1)]}

+B(X,X2){−Σn
i=1εi[B(X1, ANY )C(Wi,Wi)−B(ANY,ANX1)]} (3.3.1)

elde edilir. Böylece, (3.3.1) ifadesinde (3.1.2) ve hipotez kullanılırsa,

(R · S)(X1, X2;X, Y ) = αg(Y,X1)B(X,X2)− g(Y,X1)B(X2, ANX)

− αg(X,X1)B(Y,X2) + g(X,X1)B(X2, ANY )

+ αg(Y,X2)B(X1, X)− g(Y,X2)B(X,ANX1)

− αg(X,X2)B(X1, Y ) + g(X,X2)B(Y,ANX1)

= Q(g, S)(X1, X2;X, Y ), (3.3.2)

elde edilir, burada α = Σn
i=1εiC(Wi,Wi) dir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.3, Ricci-pseudosimetrik durumunda aşağıdaki formu almaktadır:

Teorem 3.3.2. M , bir semi-Öklidyen uzayın bir Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyi

olsun. Eğer M ve S(TM) tamamen umbilik ise M , Ricci semi-simetrik lightlike

hiperyüzeydir.
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İspat. Kabul edelim kiM ve S(TM) tamamen umbilik olsun. Bu durumda, X1, X2, X, Y ∈

Γ(TM) için (3.3.2) ifadesi,

(R · S)(X1, X2;X, Y ) = ρ2λ[αg(Y,X1)g(X,X2)− λg(Y,X1)g(X2, X)

− αg(X,X1)g(Y,X2) + λg(X,X1)g(X2, Y )

+ αg(Y,X2)g(X1, X)− λg(Y,X2)g(X,X1)

− αg(X,X2)g(X1, Y ) + λg(X,X2)g(Y,X1)]

= ρλQ(g, S)(X1, X2;X, Y )

= 0,

olur. Bu ise ispatı tamamlar.

Aşağıdaki teorem, Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyi karakterize etmektedir.

Teorem 3.3.3. M , bir semi-Öklidyen uzayın bir Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyi

olsun. Bu durumda, ya M tamamen jeodeziktir ya da B(ANξ, ANξ) = 0 dır.

İspat. Hipotezden X1, X2, X, Y ∈ Γ(TM) için,

(R · S)(X1, X2;X, Y ) = λQ(g, S)(X1, X2;X, Y )

dır. Bu ifadenin açılımından,

−B(Y,X1){−Σn
i=1εi[B(ANX,X2)C(Wi,Wi)−B(X2, A

2
NX)]}

+B(X,X1){−Σn
i=1εi[B(ANY,X2)C(Wi,Wi)−B(X2, A

2
NY )]}

−B(Y,X2){−Σn
i=1εi[B(X1, ANX)C(Wi,Wi)−B(ANX,ANX1)]}

+B(X,X2){−Σn
i=1εi[B(X1, ANY )C(Wi,Wi)−B(ANY,ANX1)]}

− λg(Y,X1){−Σn
i=1εi[B(X,X2)C(Wi,Wi)−B(X2, ANX)]}

+ λg(X,X1){−Σn
i=1εi[B(Y,X2)C(Wi,Wi)−B(X2, ANY )]}

− λg(Y,X2){−Σn
i=1εi[B(X1, X)C(Wi,Wi)−B(X,ANX1)]}

+ λg(X,X2){−Σn
i=1εi[B(X1, Y )C(Wi,Wi)−B(Y,ANX1)]} = 0

elde edilir. Böylece X = ξ ∈ Γ(RadTM) alınırsa,

αB(Y,X1)B(ANξ,X2)−B(Y,X1)B(X2, A
2
Nξ) + αB(Y,X2)B(X1, ANξ)

−B(Y,X2)B(ANξ, ANX1) + λg(Y,X1)B(X2, ANξ) = 0
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elde edilir. Bu durumda, X1 = ξ için B(Y,X2)B(ANξ, ANξ) = 0 olur. Böylece ispat

tamamlanır.

Bu altbölümün son kısmında, Ricci-genelleştirilmiş pseudoparalel lightlike hiperyü-

zeyler incelenerek, bu hiperyüzeyler için bir yeter koşul elde edilmektedir.

Tanım 3.3.2. M , bir semi-Öklidyen uzayının bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer

M hiperyüzeyinin her noktasında R · h ve Q(S, h) tensörleri lineer bağımlı ise M

hiperyüzeyine Ricci-genelleştirilmiş pseudoparalel lightlike hiperyüzey denir, yani M

hiperyüzeyinin Ricci-genelleştirilmiş pseudoparalel lightlike hiperyüzey olması için

gerek ve yeter şart U = {p ∈ M |Q(S, h) 6= 0} kümesi üzerinde R · h = LQ(S, h)

olmasıdır, burada L, U üzerinde fonksiyondur.

Teorem 3.3.4. M , bir semi-Öklidyen uzayının lightlike hiperyüzeyi ve AN , B ye

göre simetrik olsun. Eğer τ -paralel ise, bu durumda λ = −1 olmak üzere M bir

Ricci-genelleştirilmiş pseudoparalel lightlike hiperyüzeyidir.

İspat. X1, X2, X, Y ∈ Γ(TM) için, Ricci tensörünün ifadesi ve Gauss denklemi

kullanılırsa,

Q(S, h)(X1, X2;X, Y )

= Σn
i=1εi[B(Y,X1)C(Wi,Wi)−B(X1, ANY )]h(X,X2)

− Σn
i=1εi[B(X,X1)C(Wi,Wi)−B(X1, ANX)]h(Y,X2)

+ Σn
i=1εi[B(Y,X2)C(Wi,Wi)−B(X2, ANY )]h(X1, X)

− Σn
i=1εi[B(X,X2)C(Wi,Wi)−B(X2, ANX)]h(X1, Y )

= αB(Y,X1)B(X,X2)N −B(X1, ANY )B(X,X2)N

− αB(X,X1)B(Y,X2)N +B(X1, ANX)B(Y,X2)N

+ αB(Y,X2)B(X1, X)N −B(X2, ANY )B(X1, X)N

− αB(X,X2)B(X1, Y )N +B(X2, ANX)B(X1, Y )N

= −[−B(X2, ANX)B(X1, Y )N +B(X2, ANY )B(X1, X)N

−B(Y,X2)B(X1, ANX)N +B(X,X2)B(X1, ANY )N ]

= −(R.h)(X1, X2;X, Y ),

elde edilir, burada α = Σn
i=1εiC(Wi,Wi) dir. Böylece ispat tamamlanır.
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BÖLÜM 4

BELİRSİZ SASAKİYAN UZAY FORMLARDA

PSEUDOSİMETRİK LİGHTLİKE

HİPERYÜZEYLER

Bu bölüm, dört altbölümden oluşmaktadır. Birinci altbölümde, bir belirsiz

Sasakiyan uzay formun lightlike hiperyüzeyinin pseudosimetri olma durumu incelen-

mektedir. Bu altbölümde, bir lightlike hiperyüzeyin önce pseudosimetri olması için

en genel durum göz önüne alınmakta, sonrada kesit eğriliğinin 1 olması durumunda

yeter şartlar elde edilmekte ve bu tür lightlike hiperyüzeyler karakterize edilmektedir.

Ayrıca, lightlike hiperyüzey ile onun ekran distribüsyonunun pseudosimetri koşulları

araştırılmaktadır. İkinci altbölümde, kesit eğriliği 1 olan bir belirsiz Sasakiyan

uzay formun lightlike hiperyüzeyinin pseudoparalel olma şartları elde edilmektedir.

Üçüncü altbölümde, eğriliği 1 olan bir belirsiz Sasakiyan uzay formun lightlike

hiperyüzeyinin Ricci-pseudosimetrik olması için yeter şartlar elde edilmekte ve bu

tür yüzeyler karakterize edilmektedir. Son altbölümde, Weyl pseudosimetri şartının,

eğriliği 1 olan bir belirsiz Sasakiyan uzay formun lightlike hiperyüzeyinin geometrisi

üzerine olan etkileri araştırılmaktadır. Ayrıca, lightlike Einstein hiperyüzeylerinin

pseudosimetrikliğine bakılmaktadır.

4.1 Belirsiz Sasakiyan Uzay Formlarda Pseudosimetrik

Lightlike Hiperyüzeyler

Bu altbölüm, lightlike hiperyüzeyler için pseudosimetrik şartı hatırlatılarak başla-

maktadır.

Tanım 4.1.1. M̄(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M̄(c) uzay

formunun bir lightlike hiperyüzey olsun. Eğer M hiperyüzeynin her noktasında R ·R

ve Q(g,R) tensörleri lineer bağımlı ise, M hiperyüzeyine pseudosimetrik lightlike
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hiperyüzey denir, yani M hiperyüzeyinin pseudosimetrik lightlike hiperyüzey olması

için gerek ve yeter şart UR = {p ∈ M |Q(g,R) 6= 0} kümesi üzerinde R · R =

LRQ(g,R) olmasıdır, burada LR, UR üzerinde fonksiyondur.

Belirsiz Sasakiyan uzay formda, bir lightlike hiperyüzeyin ekran distribüsyonunun

integrallenebilme durumu için aşağıdaki sonuç verilebilir:

Lemma 4.1.1. M̄(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M̄(c) uzay

formunun bir lightlike hiperyüzey olsun. Bu durumda, S(TM) distribüsyonunun

integrallenebilmesi için gerek ve yeter şart

g(∇∗XφY −∇∗Y φX, φN) = g(u(Y )ANX − u(X)ANY + η(X)Y − η(Y )X,φN)

dir, burada X, Y ∈ Γ(S(TM)) ve N ∈ Γ(tr(TM)) dır.

İspat. X, Y ∈ Γ(S(TM)) için

ḡ([X, Y ], N) = ḡ(∇̄XY − ∇̄YX,N) (4.1.1)

olur. (4.1.1) denkleminde

ḡ([X, Y ], N) = ḡ(φ̄∇̄XY, φ̄N) + η(∇̄XY )η(N)− ḡ(φ̄∇̄YX, φ̄N)− η(∇̄YX)η(N)

dır. η(N) = 0 olduğundan,

ḡ([X, Y ], N) = ḡ(φ̄∇̄XY, φ̄N)− ḡ(φ̄∇̄YX, φ̄N)

elde edilir. φ̄ tensörünün kovaryant türevinden,

ḡ([X, Y ], N) = ḡ(∇̄X φ̄Y, φ̄N)− ḡ((∇̄X φ̄)Y, φ̄N)− ḡ(∇̄Y φ̄X, φ̄N) + ḡ((∇̄Y φ̄)X, φ̄N)

olur. (4.1.1) denkleminden,

ḡ([X, Y ], N) = ḡ(∇̄X φ̄Y, φ̄N)− ḡ(ḡ(X, Y )ξ − η(Y )X, φ̄N)

− ḡ(∇̄Y φ̄X, φ̄N) + ḡ(ḡ(Y,X)ξ − η(X)Y, φ̄N)

bulunur. ḡ(ξ, φ̄N) = 0 olduğundan,

ḡ([X, Y ], N) = ḡ(∇̄X φ̄Y, φ̄N) + η(Y )g(X, φ̄N)− ḡ(∇̄Y φ̄X, φ̄N)− η(X)g(Y, φ̄N)
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dir. Diğer taraftan, φ̄Y = φY + u(Y )N olduğundan

ḡ([X, Y ], N) = ḡ(∇̄X(φY + u(Y )N), φ̄N) + η(Y )g(X, φ̄N)

− ḡ(∇̄Y (φX + u(X)N, φ̄N)− η(X)g(Y, φ̄N)

yazılır. Doğrudan işlemlerle,

ḡ([X, Y ], N) = ḡ(∇̄XφY, φ̄N) +X(u(Y ))ḡ(N, φ̄N) + u(Y )ḡ(∇̄XN, φ̄N)

+ η(Y )ḡ(X, φ̄N)− ḡ(∇̄Y φX, φ̄N)− Y (u(X))ḡ(N, φ̄N)

− u(X)ḡ(∇̄YN, φ̄N)− η(X)ḡ(Y, φ̄N)

olur. Burada Gauss formülü kullanılırsa,

ḡ([X, Y ], N) = g(∇XφY +B(X,φY )N, φ̄N) + u(Y )ḡ(−ANX + τ(X)N, φ̄N)

+ η(Y )ḡ(X, φ̄N)− g(∇Y φX +B(Y, φX)N, φ̄N)− u(X)ḡ(−ANY

+ τ(Y )N, φ̄N)− η(X)ḡ(Y, φ̄N)

dır. Buradan,

ḡ([X, Y ], N) = g(∇XφY, φN)− u(Y )g(ANX,φN) + η(Y )g(X,φN)

− g(∇Y φX, φN) + u(X)g(ANY, φN)− η(X)g(Y, φN)

elde edilir. Bu ifadede S(TM) distribüsyonuna göre Gauss formülü kullanılırsa,

ḡ([X, Y ], N) = g(∇∗XφY + C(X,φY )E, φN)− u(Y )g(ANX,φN) + η(Y )g(X,φN)

− g(∇∗Y φX + C(Y, φX)E, φN) + u(X)g(ANY, φN)− η(X)g(Y, φN)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Şimdi, bir belirsiz Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperyüzeyinin pseudosi-

metrik olma durumu için şu teorem verilebilir:

Teorem 4.1.1. M̄(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M̄(c)

uzayının integrallenebilir ekran distribüsyonuna sahip bir lightlike hiperyüzeyi olsun.

Bu durumda, eğer B(X, Y )A2
NZ = g(X, Y )ANZ, B(X, Y )A∗EANZ = g(X, Y )A∗EZ

ve C(X, Y )Z = C(X,Z)Y ise M bir pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyidir, öyle ki

λ = 2 dir, burada X, Y, Z ∈ Γ(TM), E ∈ Γ(RadTM) dir.
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İspat. X, Y,X1, X2, X3, X4 ∈ Γ(TM) için

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −R(R(X, Y )X1, X2, X3, X4)−R(X1, R(X, Y )X2, X3, X4)

−R(X1, X2, R(X, Y )X3, X4)−R(X1, X2, X3, R(X, Y )X4)

dır. Burada (2.5.17) kullanılırsa,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −R(g(Y,X1)X − g(X,X1)Y +B(Y,X1)ANX −B(X,X1)ANY,X2, X3, X4)

−R(X1, g(Y,X2)X − g(X,X2)Y +B(Y,X2)ANX −B(X,X2)ANY,X3, X4)

−R(X1, X2, g(Y,X3)X − g(X,X3)Y +B(Y,X3)ANX −B(X,X3)ANY,X4)

−R(X1, X2, X3, g(Y,X4)X − g(X,X4)Y +B(Y,X4)ANX −B(X,X4)ANY )

olur. R, lineer olduğundan

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −g(Y,X1)R(X,X2, X3, X4) + g(X,X1)R(Y,X2, X3, X4)

−B(Y,X1)R(ANX,X2, X3, X4) +B(X,X1)R(ANY,X2, X3, X4)

− g(Y,X2)R(X1, X,X3, X4) + g(X,X2)R(X1, Y,X3, X4)

−B(Y,X2)R(X1, ANX,X3, X4 +B(X,X2)R(X1, ANY,X3, X4)

− g(Y,X3)R(X1, X2, X,X4) + g(X,X3)R(X1, X2, Y,X4)

−B(Y,X3)R(X1, X2, ANX,X4) +B(X,X3)R(X1, X2, ANY,X4)

− g(Y,X4)R(X1, X2, X3, X) + g(X,X4)R(X1, X2, X3, Y )

−B(Y,X4)R(X1, X2, X3, ANX) +B(X,X4)R(X1, X2, X3, ANY ) (4.1.2)

elde edilir. Buradan,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −g(Y,X1)g(R(X,X2)X3, X4) + g(X,X1)g(R(Y,X2)X3, X4)

−B(Y,X1)g(R(ANX,X2)X3, X4) +B(X,X1)g(R(ANY,X2)X3, X4)

− g(Y,X2)g(R(X1, X)X3, X4) + g(X,X2)g(R(X1, Y )X3, X4)
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−B(Y,X2)g(R(X1, ANX)X3, X4) +B(X,X2)g(R(X1, ANY )X3, X4)

− g(Y,X3)g(R(X1, X2)X,X4) + g(X,X3)g(R(X1, X2)Y,X4)

−B(Y,X3)g(R(X1, X2)ANX,X4) +B(X,X3)g(R(X1, X2)ANY,X4)

− g(Y,X4)g(R(X1, X2)X3, X) + g(X,X4)g(R(X1, X2)X3, Y )

−B(Y,X4)g(R(X1, X2)X3, ANX) +B(X,X4)g(R(X1, X2)X3, ANY )

dır. Tekrar (2.5.17) ifadesi kullanılırsa,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −g(Y,X1)g(g(X2, X3)X − g(X,X3)X2 +B(X2, X3)ANX −B(X,X3)ANX2, X4)

+ g(X,X1)g(g(X2, X3)Y − g(Y,X3)X2 +B(X2, X3)ANY −B(Y,X3)ANX2, X4)

−B(Y,X1)g(g(X2, X3)ANX − g(ANX,X3)X2 +B(X2, X3)A2
NX

−B(ANX,X3)ANX2, X4) +B(X,X1)g(g(X2, X3)ANY − g(ANY,X3)X2

+B(X2, X3)A2
NY −B(ANY,X3)ANX2, X4)− g(Y,X2)g(g(X,X3)X1

− g(X1, X3)X +B(X,X3)ANX1 −B(X1, X3)ANX,X4) + g(X,X2)g(g(Y,X3)X1

− g(X1, X3)Y +B(Y,X3)ANX1 −B(X1, X3)ANY,X4)−B(Y,X2)g(g(ANX,X3)X1

− g(X1, X3)ANX +B(ANX,X3)ANX1 −B(X1, X3)A2
NX,X4)

+B(X,X2)g(g(ANY,X3)X1 − g(X1, X3)ANY +B(ANY,X3)ANX1

−B(X1, X3)A2
NY,X4)− g(Y,X3)g(g(X2, X)X1 − g(X1, X)X2

+B(X2, X)ANX1 −B(X1, X)ANX2, X4) + g(X,X3)g(g(X2, Y )X1

− g(X1, Y )X2 +B(X2, Y )ANX1 −B(X1, Y )ANX2, X4)

−B(Y,X3)g(g(X2, ANX)X1 − g(X1, ANX)X2 +B(X2, ANX)ANX1

−B(X1, ANX)ANX2, X4) +B(X,X3)g(g(X2, ANY )X1 − g(X1, ANY )X2

+B(X2, ANY )ANX1 −B(X1, ANY )ANX2, X4)− g(Y,X4)g(g(X2, X3)X1

− g(X1, X3)X2 +B(X2, X3)ANX1 −B(X1, X3)ANX2, X)

+ g(X,X4)g(g(X2, X3)X1 − g(X1, X3)X2 +B(X2, X3)ANX1

−B(X1, X3)ANX2, Y )−B(Y,X4)g(g(X2, X3)X1 − g(X1, X3)X2

+B(X2, X3)ANX1 −B(X1, X3)ANX2, ANX) +B(X,X4)g(g(X2, X3)X1

− g(X1, X3)X2 +B(X2, X3)ANX1 −B(X1, X3)ANX2, ANY )
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bulunur. Böylece

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −g(Y,X1)g(X2, X3)g(X,X4) + g(Y,X1)g(X,X3)g(X2, X4)

− g(Y,X1)B(X2, X3)g(ANX,X4) + g(Y,X1)B(X,X3)g(ANX2, X4)

+ g(X,X1)g(X2, X3)g(Y,X4)− g(X,X1)g(Y,X3)g(X2, X4)

+ g(X,X1)B(X2, X3)g(ANY,X4)− g(X,X1)B(Y,X3)g(ANX2, X4)

−B(Y,X1)g(X2, X3)g(ANX,X4) +B(Y,X1)g(ANX,X3)g(X2, X4)

−B(Y,X1)B(X2, X3)g(A2
NX,X4) +B(Y,X1)B(ANX,X3)g(ANX2, X4)

+B(X,X1)g(X2, X3)g(ANY,X4)−B(X,X1)g(ANY,X3)g(X2, X4)

+B(X,X1)B(X2, X3)g(A2
NY,X4)−B(X,X1)B(ANY,X3)g(ANX2, X4)

− g(Y,X2)g(X,X3)g(X1, X4) + g(Y,X2)g(X1, X3)g(X,X4)

− g(Y,X2)B(X,X3)g(ANX1X4) + g(Y,X2)B(X1, X3)g(ANX,X4)

+ g(X,X2)g(Y,X3)g(X1, X4)− g(X,X2)g(X1, X3)g(Y,X4)

+ g(X,X2)B(Y,X3)g(ANX1, X4)− g(X,X2)B(X1, X3)g(ANY,X4)

−B(Y,X2)g(ANX,X3)g(X1, X4) +B(Y,X2)g(X1, X3)g(ANX,X4)

−B(Y,X2)B(ANX,X3)g(ANX1, X4) +B(Y,X2)B(X1, X3)g(A2
NX,X4)

+B(X,X2)g(ANY,X3)g(X1, X4)−B(X,X2)g(X1, X3)g(ANY,X4)

+B(X,X2)B(ANY,X3)g(ANX1, X4)−B(X,X2)B(X1, X3)g(A2
NY,X4)

− g(Y,X3)g(X2, X)g(X1, X4) + g(Y,X3)g(X1, X)g(X2, X4)

− g(Y,X3)B(X2, X)g(ANX1, X4) + g(Y,X3)B(X1, X)g(ANX2, X4)

+ g(X,X3)g(X2, Y )g(X1, X4)− g(X,X3)g(X1, Y )g(X2, X4)

+ g(X,X3)B(X2, Y )g(ANX1, X4)− g(X,X3)B(X1, Y )g(ANX2, X4)

−B(Y,X3)g(X2, ANX)g(X1, X4) +B(Y,X3)g(X1, ANX)g(X2, X4)

−B(Y,X3)B(X2, ANX)g(ANX1, X4) +B(Y,X3)B(X1, ANX)g(ANX2, X4)

+B(X,X3)g(X2, ANY )g(X1, X4)−B(X,X3)g(X1, ANY )g(X2, X4)

+B(X,X3)B(X2, ANY )g(ANX1, X4)−B(X,X3)B(X1, ANY )g(ANX2, X4)

− g(Y,X4)g(X2, X3)g(X1, X) + g(Y,X4)g(X1, X3)g(X2, X)
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− g(Y,X4)B(X2, X3)g(ANX1, X) + g(Y,X4)B(X1, X3)g(ANX2, X)

+ g(X,X4)g(X2, X3)g(X1, Y )− g(X,X4)g(X1, X3)g(X2, Y )

+ g(X,X4)B(X2, X3)g(ANX1, Y )− g(X,X4)B(X1, X3)g(ANX2, Y )

−B(Y,X4)g(X2, X3)g(X1, ANX) +B(Y,X4)g(X1, X3)g(X2, ANX)

−B(Y,X4)B(X2, X3)g(ANX1, ANX) +B(Y,X4)B(X1, X3)g(ANX2, ANX)

+B(X,X4)g(X2, X3)g(X1, ANY )−B(X,X4)g(X1, X3)g(X2, ANY )

+B(X,X4)B(X2, X3)g(ANX1, ANY )−B(X,X4)B(X1, X3)g(ANX2, ANY )

olur. Bu ifade düzenlenirse,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= Q(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

−B(Y,X1)g(X2, X3)g(ANX,X4) +B(Y,X1)g(ANX,X3)g(X2, X4)

−B(Y,X1)B(X2, X3)g(A2
NX,X4) +B(Y,X1)B(ANX,X3)g(ANX2, X4)

+B(X,X1)g(X2, X3)g(ANY,X4)−B(X,X1)g(ANY,X3)g(X2, X4)

+B(X,X1)B(X2, X3)g(A2
NY,X4)−B(X,X1)B(ANY,X3)g(ANX2, X4)

−B(Y,X2)g(ANX,X3)g(X1, X4) +B(Y,X2)g(X1, X3)g(ANX,X4)

−B(Y,X2)B(ANX,X3)g(ANX1, X4) +B(Y,X2)B(X1, X3)g(A2
NX,X4)

+B(X,X2)g(ANY,X3)g(X1, X4)−B(X,X2)g(X1, X3)g(ANY,X4)

+B(X,X2)B(ANY,X3)g(ANX1, X4)−B(X,X2)B(X1, X3)g(A2
NY,X4)

−B(Y,X3)g(X2, ANX)g(X1, X4) +B(Y,X3)g(X1, ANX)g(X2, X4)

−B(Y,X3)B(X2, ANX)g(ANX1, X4) +B(Y,X3)B(X1, ANX)g(ANX2, X4)

+B(X,X3)g(X2, ANY )g(X1, X4)−B(X,X3)g(X1, ANY )g(X2, X4)

+B(X,X3)B(X2, ANY )g(ANX1, X4)−B(X,X3)B(X1, ANY )g(ANX2, X4)

−B(Y,X4)g(X2, X3)g(X1, ANX) +B(Y,X4)g(X1, X3)g(X2, ANX)

−B(Y,X4)B(X2, X3)g(ANX1, ANX) +B(Y,X4)B(X1, X3)g(ANX2, ANX)

+B(X,X4)g(X2, X3)g(X1, ANY )−B(X,X4)g(X1, X3)g(X2, ANY )

+B(X,X4)B(X2, X3)g(ANX1, ANY )−B(X,X4)B(X1, X3)g(ANX2, ANY )

(4.1.3)
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elde edilir. Eğer (3.1.1), (3.1.2) ve C(X, Y )Z = C(X,Z)Y sağlanırsa,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = 2Q(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

olur ve bu da ispatı tamamlar.

Aşağıdaki teorem, pseudosimetrik lightlike hiperyüzeylerin c = 1 olan belirsiz

Sasakiyan uzay formlardaki karakterizasyonunu vermektedir.

Teorem 4.1.2. M̄(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M̄(c) uzayının

bir pseudosimetrik (LR = 1) lightlike hiperyüzeyi ve ξ ∈ Γ(TM), ANE ∈ Γ(D0)

olsun. Bu durumda, ya M tamamen jeodeziktir ya da

g(g(ANE,ANX)Y − g(ANE,ANY )X,A∗φ̄N) = 0

dır, burada X, Y ∈ Γ(TM), N ∈ Γ(tr(TM)) dir.

İspat. Kabul edelim ki M pseudosimetrik lightlike hiperyüzey olsun. Bu durumda,

X1 ∈ Γ(RadTM) ve X4 = U = −φ̄N için

(R ·R)(E,X2, X3,−φ̄N ;X, Y ) = LRQ(g,R)(E,X2, X3,−φ̄N ;X, Y )

dır. Böylece,

Q(g,R)(E,X2, X3,−φ̄N ;X, Y ) +B(Y,X2)B(ANX,X3)g(ANE, φ̄N)

−B(X,X2)B(ANY,X3)g(ANE, φ̄N) +B(Y,X3)B(X2, ANX)g(ANE, φ̄N)

−B(X,X3)B(X2, ANY )g(ANE, φ̄N) +B(Y, φ̄N)B(X2, X3)g(ANE,ANX)

−B(X, φ̄N)B(X2, X3)g(ANE,ANY )− LRQ(g,R)(E,X2, X3,−φ̄N ;X, Y ) = 0

denkleminde Q(g,R) ifadesi yerine yazılırsa

(1− LR)[g(Y,X2)B(X,X3)g(ANE, φ̄N)− g(X,X2)B(Y,X3)g(ANE, φ̄N)

+g(Y,X3)B(X2, X)g(ANE, φ̄N)− g(X,X3)B(X2, Y )g(ANE, φ̄N)

+g(Y, φ̄N)B(X2, X3)g(ANE,X)− g(X, φ̄N)B(X2, X3)g(ANE, Y )]

+B(Y, φ̄N)B(X2, X3)g(ANE,ANX)−B(X, φ̄N)B(X2, X3)g(ANE,ANY ) = 0

bulunur. Hipotezden (LR = 1) olduğundan,

B(X2, X3)g(g(ANE,ANX)Y − g(ANE,ANY )X,A∗φ̄N) = 0

elde edilir, burada X, Y,X1, X2, X3, X4 ∈ Γ(TM) dir. Böylece ispat tamamlanır.
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(LR 6= 1) durumunda aşağıdaki sonuç söz konusudur:

Teorem 4.1.3. M̄(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M̄(c) uzayının

bir η-tamamen umbilik pseudosimetrik (LR 6= 1) lightlike hiperyüzeyi ve ξ ∈ Γ(TM),

ANE ∈ Γ(D0) olsun. Bu durumda, yaM tamamen jeodeziktir ya da η(Y )C(E,X) =

η(X)C(E, Y ) dir, burada X, Y ∈ Γ(TM) dir.

İspat. Kabul edelim ki M , pseudosimetrik lightlike hiperyüzey olsun. Bu durumda,

X1 ∈ Γ(RadTM) ve X4 = ξ için

(R ·R)(E,X2, X3, ξ;X, Y ) = LRQ(g,R)(E,X2, X3, ξ;X, Y )

olur. Burada (4.1.3) ifadesi kullanılırsa,

B(X2, X3){(1− LR)[−g(Y, ξ)g(ANE,X) + g(X, ξ)g(ANE, Y )]−B(Y, ξ)g(ANE,ANX)

+B(X, ξ)g(ANE,ANY )} = 0

bulunur. Hipotezden M η-tamamen umbilik olduğundan

B(X2, X3){(1− LR)[−η(Y )g(ANE,X) + η(X)g(ANE, Y )]

− λ[g(Y, ξ)− η(Y )η(ξ)]g(ANE,ANX) + λ[g(X, ξ)− η(X)η(ξ)]g(ANE,ANY )} = 0

elde edilir. Dolayısıyla

B(X2, X3)((1− LR)[−η(Y )g(ANE,X) + η(X)g(ANE, Y )] = 0,

olur, burada X1, X2, X3, X4, X, Y ∈ Γ(TM) dir. Böylece ispat tamamlanır.

Tamamen jeodezik pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyler için aşağıdaki durum

söz konusudur:

Sonuç 4.1.1. M̄(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M̄(c) uzayının

pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda, M tamamen jeodezik ise

semi-simetriktir.

İspat. İspat (4.1.3) den açıktır.

Şimdi bir belirsiz Sasakiyan uzay formun, (c = 1), M ve S(TM) ekran distribüsyonunun

pseudosimetrikliği arasındaki ilişkiyi veren aşağıdaki teoremi verelim:
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Teorem 4.1.4. M̄(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M̄(c)

uzayının bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer C = 0 ise, bu durumdaM hiperyüzeyinin

pseudosimetrik olması için gerek ve yeter şart ekran distribüsyonunun integral manifoldu-

nun pseudosimetrik olmasıdır, burada C, M lightlike hiperyüzeyinin ekran distribüsyonu-

nun ikinci temel formudur.

İspat. (c = 1) için (2.5.18) kullanılarak doğrudan hesaplamalar yapılırsa,

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −R(R(X, Y )X1, X2, X3, X4)−R(X1, R(X, Y )X2, X3, X4)

−R(X1, X2, R(X, Y )X3, X4)−R(X1, X2, X3, R(X, Y )X4)

= (R∗ ·R∗)(X1, X2, X3, X4;X, Y )− C(R∗(X, Y )X1, X3)g(A∗NX2, X4)

+ C(X2, X3)g(R∗(X, Y )X1, X4)− C(X,X1)[g(R∗(A∗NY,X2)X3, X4)

+ C(A∗NY,X3)g(A∗NX2, X4)− C(X2, X3)g(A∗2NX2, X4)]

+ C(Y,X1)[g(R∗(A∗NX,X2)X3, X4) + C(A∗NX,X3)g(A∗NX2, X4)

− C(X2, X3)g(A∗2NX,X4)]− C(X1, X2)g(A∗NR
∗(X, Y )X2, X4)

+ C(R∗(X, Y )X2, X3)g(A∗NX1, X4)− C(X,X2)[g(R∗(X1, A
∗
NY )X3, X4)

+ C(X1, X3)g(A∗2N Y,X4)− C(A∗NY,X3)g(A∗NX1, X4)]

+ C(Y,X2)[g(R∗(X1, A
∗
NX)X3, X4) + C(X1, X3)g(A∗2NX,X4)

− C(A∗NX,X3)g(A∗NX1, X4)]− C(X1, R
∗(X, Y )X3)g(A∗NX2, X4)

+ C(X2, R
∗(X, Y )X3)g(A∗NX1, X4)− C(X,X3)[g(R∗(X1, X2)A∗NY,X4)

+ C(X1, A
∗
NY )g(A∗NX2, X4)− C(X2, A

∗
NY )g(A∗NX1, X4)]

+ C(Y,X3)[g(R∗(X1, X2)A∗NX,X4) + C(X1, A
∗
NX)g(A∗NX2, X4)

− C(X2, A
∗
NX)g(A∗NX1, X4)]− C(X1, X3)g(A∗NX2, R

∗(X, Y )X4)

+ C(X2, X3)g(A∗NX1, R
∗(X, Y )X4)− C(X,X4)[g(R∗(X1, X2)X3, A

∗
NY )

+ C(X1, X3)g(A∗NX2, A
∗
NY )− C(X2, X3)g(A∗NX1, A

∗
NY )]

+ C(Y,X4)[g(R∗(X1, X2)X3, A
∗
NX) + C(X1, X3)g(A∗NX2, A

∗
NX)

− C(X2, X3)g(A∗NX1, A
∗
NX)]

64



elde edilir. Diğer taraftan,

Q(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −R((X ∧g Y )X1, X2, X3, X4)−R(X1, (X ∧g Y )X2, X3, X4)

−R(X1, X2, (X ∧g Y )X3, X4)−R(X1, X2, X3, (X ∧g Y )X4)

= Q(g,R∗)(X1, X2, X3, X4;X, Y )− g(Y,X1)[C(X,X3)g(A∗NX2, X4)

− C(X2, X3)g(A∗NX,X4)] + g(X,X1)[C(Y,X3)g(A∗NX2, X4)

− C(X2, X3)g(A∗NY,X4)]− g(Y,X2)[C(X1, X3)g(A∗NX,X4)

− C(X,X3)g(A∗NX1, X4)] + g(X,X2)[C(X1, X3)g(A∗NY,X4)

− C(Y,X3)g(A∗NX1, X4)]− g(Y,X3)[C(X1, X)g(A∗NX2, X4)

− C(X2, X)g(A∗NX1, X4)] + g(X,X3)[C(X1, Y )g(A∗NX2, X4)

− C(X2, Y )g(A∗NX1, X4)]− g(Y,X4)[C(X2, X3)g(A∗NX1, X)

− C(X1, X3)g(A∗NX2, X)] + g(X,X4)[C(X2, X3)g(A∗NX1, Y )

− C(X1, X3)g(A∗NX2, Y )]

bulunur. Böylece, ekran distribüsyonunun ikinci temel formu sıfır olduğundan ispat

tamamlanır.

Bir belirsiz Sasakiyan uzay formun bir lightlike Einstein hiperyüzeyinin pseudosi-

metrikliği için aşağıdaki sonuç verilebilir:

Sonuç 4.1.2. M̄(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M̄(c) uzayının

lightlike Einstein hiperyüzeyi olsun. Eğer R · R = Q(S,R) ise bu durumda, M bir

pseudosimetrik lightlike hiperyüzeydir, burada S, M hiperyüzeyinin Ricci tensörüdür.

İspat. İspat Sonuç 3.1.2 ile aynıdır.

Teorem 4.1.5. M̄(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M̄(c) uzayının

lightlike hiperyüzeyi ve ξ ∈ TM , ANE ∈ Γ(D0) de null olmayan vektör alanı olsun.

Bu durumda, X ∈ Γ(TM) için u(X) 6= 0 olmak üzere eğer R · R = Q(S,R) ise, M

tamamen jeodeziktir.
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İspat. (2.5.19) ve (4.1.2) den X1, X2, X3, X4, X, Y ∈ Γ(TM) olmak üzere c = 1

için,

Q(S,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y )

=− [αg(Y,X1) +B(Y,X1)izAN −B(ANY,X1)]R(X,X2, X3, X4)

+ [αg(X,X1) +B(X,X1)izAN −B(ANX,X1)]R(Y,X2, X3, X4)

− [αg(Y,X2) +B(Y,X2)izAN −B(ANY,X2)]R(X1, X,X3, X4)

+ [αg(X,X2) +B(X,X2)izAN −B(ANX,X2)]R(X1, Y,X3, X4)

− [αg(Y,X3) +B(Y,X3)izAN −B(ANY,X3)]R(X1, X2, X,X4)

+ [αg(X,X3) +B(X,X3)izAN −B(ANX,X3)]R(X1, X2, Y,X4)

− [αg(Y,X4) +B(Y,X4)izAN −B(ANY,X4)]R(X1, X2, X3, X)

+ [αg(X,X4) +B(X,X4)izAN −B(ANX,X4)]R(X1, X2, X3, Y )

olur. R ·R = Q(S,R) olduğu kullanılırsa,

− [(α− 1)g(Y,X1) +B(Y,X1)izAN −B(ANY,X1)][g(X2, X3)g(X,X4)

− g(X,X3)g(X2, X4) +B(X2, X3)g(ANX,X4)−B(X,X3)g(ANX2, X4)]

+ [(α− 1)g(X,X1) +B(X,X1)izAN −B(ANX,X1)][g(X2, X3)g(Y,X4)

− g(Y,X3)g(X2, X4) +B(X2, X3)g(ANY,X4)−B(Y,X3)g(ANX2, X4)]

− [(α− 1)g(Y,X2) +B(Y,X2)izAN −B(ANY,X2)][g(X,X3)g(X1, X4)

− g(X1, X3)g(X,X4) +B(X,X3)g(ANX1, X4)−B(X1, X3)g(ANX,X4)]

+ [(α− 1)g(X,X2) +B(X,X2)izAN −B(ANX,X2)][g(Y,X3)g(X1, X4)

− g(X1, X3)g(Y,X4) +B(Y,X3)g(ANX1, X4)−B(X1, X3)g(ANY,X4)]

− [(α− 1)g(Y,X3) +B(Y,X3)izAN −B(ANY,X3)][g(X2, X)g(X1, X4)

− g(X1, X)g(X2, X4) +B(X2, X)g(ANX1, X4)−B(X1, X)g(ANX2, X4)]

+ [(α− 1)g(X,X3) +B(X,X3)izAN −B(ANX,X3)][g(X2, Y )g(X1, X4)

− g(X1, Y )g(X2, X4) +B(X2, Y )g(ANX1, X4)−B(X1, Y )g(ANX2, X4)]

− [(α− 1)g(Y,X4) +B(Y,X4)izAN −B(ANY,X4)][g(X2, X3)g(X1, X)
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− g(X1, X3)g(X2, X) +B(X2, X3)g(ANX1, X)−B(X1, X3)g(ANX2, X)]

+ [(α− 1)g(X,X4) +B(X,X4)izAN −B(ANX,X4)][g(X2, X3)g(X1, Y )

− g(X1, X3)g(X2, Y ) +B(X2, X3)g(ANX1, Y )−B(X1, X3)g(ANX2, Y )]

+B(Y,X1)[g(X2, X3)g(ANX,X4)− g(ANX,X3)g(X2, X4) +B(X2, X3)g(A2
NX,X4)

−B(ANX,X3)g(ANX2, X4)]−B(X,X1)[g(X2, X3)g(ANY,X4)− g(ANY,X3)g(X2, X4)

+B(X2, X3)g(A2
NY,X4)−B(ANY,X3)g(ANX2, X4)] +B(Y,X2)[g(ANX,X3)g(X1, X4)

− g(X1, X3)g(ANX,X4) +B(ANX,X3)g(ANX1, X4)−B(X1, X3)g(A2
NX,X4)]

−B(X,X2)[g(ANY,X3)g(X1, X4)− g(X1, X3)g(ANY,X4) +B(ANY,X3)g(ANX1, X4)

−B(X1, X3)g(A2
NY,X4)] +B(Y,X3)[g(X2, ANX)g(X1, X4)− g(X1, ANX)g(X2, X4)

+B(X2, ANX)g(ANX1, X4)−B(X1, ANX)g(ANX2, X4)]−B(X,X3)[g(X2, ANY )g(X1, X4)

− g(X1, ANY )g(X2, X4) +B(X2, ANY )g(ANX1, X4)−B(X1, ANY )g(ANX2, X4)]

+B(Y,X4)[g(X2, X3)g(X1, ANX)− g(X1, X3)g(X2, ANX) +B(X2, X3)g(ANX1, ANX)

−B(X1, X3)g(ANX2, ANX)]−B(X,X4)[g(X2, X3)g(X1, ANY )− g(X1, X3)g(X2, ANY )

+B(X2, X3)g(ANX1, ANY )−B(X1, X3)g(ANX2, ANY )] = 0

bulunur. Burada X1 = Y = E ∈ Γ(RadTM) alınırsa

B(ANE,X2)B(X,X3)g(ANE,X4)−B(ANE,X2)B(X2, X)g(AE,X4)

−B(ANE,X4)B(X2, X3)g(ANE,X)−B(X,X2)B(ANE,X3)g(ANE,X4)

−B(X,X3)B(X2, ANE)g(ANE,X4)−B(X,X4)B(X2, X3)g(ANE,ANE) = 0

olup X4 = ξ için

u(X)B(X2, X3)g(ANE,ANE) = 0

bulunur. Böylece hipotezden ispat tamamlanır.

4.2 Belirsiz Sasakiyan Uzay Formlarda Pseudoparalel

Lightlike Hiperyüzeyler

Bu altbölümde, bir belirsiz Sasakiyan uzay formda pseudoparalel lightlike hiperyüzeyler

incelenmekte ve bazı karakterizasyonlar verilmektedir.
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Tanım 4.2.1. M̄(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M̄(c) uzayının

bir lightlike hiperyüzeyi olsun. EğerM hiperyüzeyinin her noktasındaR·h veQ(g, h)

tensörleri lineer bağımlı ise, M hiperyüzeyine pseudoparalel lightlike hiperyüzey denir,

yani M hiperyüzeyinin pseudoparalel lightlike hiperyüzey olması için gerek ve yeter

şart Uh = {p ∈M |Q(g, h) 6= 0} kümesi üzerinde R ·h = LhQ(g, h) olmasıdır, burada

Lh, Uh üzerinde fonksiyondur.

Teorem 4.2.1. M̄(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M̄(c) uzayının

bir lightlike hiperyüzeyi ve AN , B ye göre simetrik olsun. Eğer τ -paralel ve

B(X, Y )A∗ξANZ = g(X, Y )A∗ξZ ise bu durumda, M pseudoparalel lightlike hiperyü-

zeydir, öyle ki Lh = 2 dir, burada X, Y, Z ∈ Γ(TM) ve τ , M üzerinde 1-formdur.

İspat. X1, X2, X, Y ∈ Γ(TM) olmak üzere c = 1 alınırsa,

(R(X, Y ) · h)(X1, X2)

= R⊥(X, Y )h(X1, X2)− h(R(X, Y )X1, X2)− h(X1, R(X, Y )X2)

= −h(g(Y,X1)X − g(X,X1)Y +B(Y,X1)ANX −B(X,X1)ANY,X2)

− h(X1, g(Y,X2)X − g(X,X2)Y +B(Y,X2)ANX −B(X,X2)ANY )

olur. Buradan

(R(X, Y ) · h)(X1, X2) (4.2.1)

= −g(Y,X1)h(X,X2) + g(X,X1)h(Y,X2)−B(Y,X1)h(ANX,X2)

+B(X,X1)h(ANY,X2)− g(Y,X2)h(X1, X) + g(X,X2)h(X1, Y )

−B(Y,X2)h(X1, ANX) +B(X,X2)h(X1, ANY ) (4.2.2)

elde edilir. İkinci temel tensör alanı h yazılırsa,

(R(X, Y ) · h)(X1, X2)

= −g(Y,X1)B(X,X2)N + g(X,X1)B(Y,X2)N −B(Y,X1)B(ANX,X2)N

+B(X,X1)B(ANY,X2)N − g(Y,X2)B(X1, X)N + g(X,X2)B(X1, Y )N

−B(Y,X2)B(X1, ANX)N +B(X,X2)B(X1, ANY )N

= Q(g,R)(X1, X2;X, Y )−B(Y,X1)B(ANX,X2)N +B(X,X1)B(ANY,X2)N

−B(Y,X2)B(X1, ANX)N +B(X,X2)B(X1, ANY )N
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dir. (3.1.2) kullanılırsa,

(R(X, Y ) · h)(X1, X2) = 2Q(g, h)(X1, X2;X, Y ),

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar.

Not edelim ki, yukarıdaki sonuç semi-Öklidyen uzayda Lh = 1 durumunda

geçerlidir.

Sonuç 4.2.1. M̄(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g) de M̄(c) uzayının

bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer hiperyüzey transversal flat veB(X, Y )A∗EANZ =

g(X, Y )A∗EZ ise bu durumda, M pseudoparalel lightlike hiperyüzeydir, öyle ki Lh =

2 dir, burada X, Y, Z ∈ Γ(TM), E ∈ Γ(RadTM) ve τ , M üzerinde 1-formdur.

Teorem 4.2.2. M̄(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M̄(c) uzayının

bir pseudoparalel (Lh = 1) lightlike hiperyüzeyi ve AN , B ye göre simetrik, ξ ∈

Γ(TM) olsun. Eğer τ -paralel ve

B(Y,X2)B(ANξ, φ̄E)N = −u(X2)B(φ̄E,ANY )N

ise, bu durumda yaM , (φ̄(TM⊥), D⊕D′
)-mixed tamamen jeodeziktir ya daB(ANξ,X2) =

0 dır, burada X2 ∈ Γ(TM), Y ∈ Γ(D ⊕D′
), E ∈ Γ(RadTM), N ∈ Γ(tr(TM)) dir.

İspat. Kabul edelim ki M , pseudoparalel lightlike hiperyüzey yani,

(R(X, Y ) · h)(X1, X2) = LhQ(g, h)(X1, X2;X, Y )

olsun, burada X1, X2, X ∈ Γ(TM), Y ∈ Γ(D ⊕ D
′
) dir. c = 1 için X = ξ ve

X1 = V = −φ̄E alınırsa

(R(ξ, Y ) · h)(−φ̄E,X2) = LhQ(g, h)(−φ̄E,X2; ξ, Y )

olur. Burada, R eğrilik tensör alanı ve Q(g, h) yazılırsa,

(1− Lh)[g(Y, φ̄E)B(ξ,X2)− g(ξ,X2)B(φ̄E, Y )]N

+B(Y, φ̄E)B(ANξ,X2)N −B(ξ, φ̄E)B(ANY,X2)N

+B(Y,X2)B(ANξ, φ̄E)N −B(ξ,X2)B(φ̄E,ANY )N = 0
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olur. Buradan Lh = 1 ve B(ξ, φ̄E) = −u(φ̄E) = g(φ̄E, φ̄E) = 0 olduğu göz önüne

alınırsa

B(Y, φ̄E)B(ANξ,X2)N +B(Y,X2)B(ANξ, φ̄E)N

−B(ξ,X2)B(φ̄E,ANY )N = 0

elde edilir. Böylece hipotez gereğince

B(Y, φ̄E)B(ANξ,X2)N = 0

bulunur. Dolayısıyla ispat tamamlanır.

Sonuç 4.2.2. M̄(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g) de M̄(c) uzayının bir

pseudoparalel lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer hiperyüzey transversal flat ve M

tamamen jeodezik ise bu durumda, M semi-paralel lightlike hiperyüzey olur.

İspat. İspat (4.2.2) den açıktır.

4.3 Belirsiz Sasakiyan Uzay Formlarda Ricci-Pseudosimetrik

Lightlike Hiperyüzeyler

Bu altbölümde, bir belirsiz Sasakiyan uzay formda Ricci-pseudosimetrik lightlike

hiperyüzeyler incelenmekte ve bazı karakterizasyonlar verilmektedir.

Tanım 4.3.1. M̄(c) bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M̄(c) uzayının

bir lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer M hiperyüzeyinin her noktasında R · S ve

Q(g, S) tensörleri lineer bağımlı ise, M hiperyüzeyine Ricci-pseudosimetrik lightlike

hiperyüzey denir, yani M Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyüzey olması için gerek

ve yeter şart US = {p ∈ M |Q(g, S) 6= 0} kümesi üzerinde R · S = LSQ(g, S)

olmasıdır, burada LS, US üzerinde fonksiyondur ve S Ricci tensörüdür.

Aşağıdaki teoremde, bir lightlike hiperyüzeyin Ricci-pseudosimetrik olması için

yeter şart sunulmaktadır:

Teorem 4.3.1. M̄(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M̄(c) uzayının

bir lightlike hiperyüzeyi ve AN , B ye göre simetrik olsun. Eğer B(X, Y )A∗EANZ =
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g(X, Y )A∗ξZ ve C(X, Y )A∗EZ = g(X, Y )Z ise bu durumda, M Ricci-pseudosimetrik

lightlike hiperyüzeydir, öyle ki LS = 2 dir, buradaX, Y, Z ∈ Γ(TM), E ∈ Γ(RadTM)

dir.

İspat. X1, X2, X, Y ∈ Γ(TM) için c = 1 olduğundan,

(R · S)(X1, X2;X, Y )

= −S(R(X, Y )X1, X2)− S(X1, R(X, Y )X2)

= −S(g(Y,X1)X − g(X,X1)Y +B(Y,X1)ANX −B(X,X1)ANY,X2)

− S(X1, g(Y,X2)X − g(X,X2)Y +B(Y,X2)ANX −B(X,X2)ANY )

= −g(Y,X1)S(X,X2) + g(X,X1)S(Y,X2) +B(Y,X1)S(ANX,X2)

−B(X,X1)S(ANY,X2)− g(Y,X2)S(X1, X) + g(X,X2)S(X1, Y )

−B(Y,X2)S(X1, ANX) +B(X,X2)S(X1, ANY ) (4.3.1)

olur. Burada düzenleme yapılırsa,

(R · S)(X1, X2;X, Y )

= Q(g, S)(X1, X2;X, Y ) +B(Y,X1)S(ANX,X2)−B(X,X1)S(ANY,X2)

−B(Y,X2)S(X1, ANX) +B(X,X2)S(X1, ANY )

dır. Diğer taraftan doğrudan hesaplamalarla,

(R · S)(X1, X2;X, Y )

= Q(g, S)(X1, X2;X, Y )

+B(Y,X1)[αg(ANX,X2) +B(ANX,X2)izAN −B(A2
NX,X2)]

−B(X,X1)[αg(ANY,X2) +B(ANY,X2)izAN −B(A2
NY,X2)]

−B(Y,X2)[αg(X1, ANX) +B(X1, ANX)izAN −B(ANX1, ANX)]

+B(X,X2)[αg(X1, ANY ) +B(X1, ANY )izAN −B(ANX1, ANY )] (4.3.2)

bulunur. Böylece eğer teoremin hipotezi sağlanırsa ve (4.3.1) ile (4.3.2) den,

(R · S)(X1, X2;X, Y ) = 2Q(g, S)(X1, X2;X, Y ),

elde edilir, burada α = 2n− 1 dir. Böylece ispat tamamlanır.
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Son olarak bu altbölümde, c = 1 olan bir belirsiz Sasakiyan uzay formun Ricci-pseu-

dosimetrik lightlike hiperyüzeyi için karakterizasyon verilmektedir.

Teorem 4.3.2. M̄(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, M , M(c) uzayının bir

Ricci-pseudosimetrik (LS = 1) lightlike hiperyüzeyi ve ξ ∈ Γ(TM) olsun. Eğer

B(ξ,X2) = 0 ise bu durumda, ya M tamamen jeodeziktir ya da S(E,ANξ) = 0 dir.

İspat. Kabul edelim ki M , M̄(c = 1) bir belirsiz Sasakiyan uzay formun Ricci-pseu-

dosimetrik lightlike hiperyüzeyi olsun. Böylece X1, X2, X, Y ∈ Γ(TM) için (2.3.10)

dan

(1− LS)Q(g, S)(X1, X2;X, Y ) +B(Y,X1)[αg(ANX,X2) +B(ANX,X2)izAN

−B(A2
NX,X2)]−B(X,X1)[αg(ANY,X2) +B(ANY,X2)izAN −B(A2

NY,X2)]

−B(Y,X2)[αg(X1, ANX) +B(X1, ANX)izAN −B(ANX1, ANX)]

+B(X,X2)[αg(X1, ANY ) +B(X1, ANY )izAN −B(ANX1, ANY )] = 0,

dir. Burada, X1 = E ∈ Γ(RadTM) alınırsa

(1− LS)Q(g, S)(E,X2;X, Y ) +B(Y,E)[αg(ANX,X2) +B(ANX,X2)izAN

−B(A2
NX,X2)]−B(X,E)[αg(ANY,X2) +B(ANY,X2)izAN −B(A2

NY,X2)]

−B(Y,X2)[αg(E,ANX) +B(E,ANX)izAN −B(ANE,ANX)]

+B(X,X2)[αg(E,ANY ) +B(E,ANY )izAN −B(ANE,ANY )] = 0.

elde edilir. Bu durumda,

(1− LS)[g(Y,X2)B(ANE,X) + g(X,X2)B(ANE, Y )]

+B(Y,X2)B(ANE,ANX)−B(X,X2)B(ANE,ANY ) = 0.

dir. (LS = 1) olduğu göz önüne alınırsa ve X = ξ seçilirse

B(Y,X2)B(ANE,ANξ)−B(ξ,X2)B(ANE,ANY ) = 0.

olur. Eğer B(ξ,X2) = 0 ise

B(Y,X2)B(ANE,ANξ) = 0

elde edilir. S(E,ANξ) = −B(ANE,ANξ) olduğundan ispat tamamlanır.
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Sonuç 4.3.1. M̄(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M̄(c) uzayının

Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda, M tamamen jeodezik

ise Ricci semi-simetriktir.

İspat. İspat (4.3.2) den açıktır.

4.4 Belirsiz Sasakiyan Uzay Formlarda Weyl Projektif

Pseudosimetrik Lightlike Hiperyüzeyler

Bu altbölümde, Weyl projektif pseudosimetri olma şartının lightlike hiperyüzeyler

üzerine olan etkisi araştırılmakta ve bir karakterizasyon verilmektedir.

Tanım 4.4.1. M̄(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M̄(c) uzayının bir

lightlike hiperyüzeyi olsun. Eğer M hiperyüzeyinin her noktasında R ·W ve Q(g,W )

tensörleri lineer bağımlı ise M hiperyüzeyine Weyl projektif pseudosimetrik lightlike

hiperyüzeyi denir, yani M hiperyüzeyinin pseudosimetrik lightlike hiperyüzey olması

için gerek ve yeter şart UW = {p ∈ M |Q(g,W ) 6= 0} kümesi üzerinde R · W =

LWQ(g,W ) olmasıdır, burada LW , UW üzerinde fonksiyondur.

Bir Weyl projektif pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyinin pseudosimetrik olması

için gerek ve yeter şart aşağıdaki teoremde verilmektedir:

Teorem 4.4.1. M̄(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M̄(c)

uzayının bir Weyl projektif pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyi olsun. Bu durumda,

M hiperyüzeyinin pseudosimetrik olması için gerek ve yeter şart A = B olmasıdır,

burada

A = − 1

n− 1
{−g(Y,X1)[S(X2, X3)g(X,X4)− S(X,X3)g(X2, X4)]

+ g(X,X1)[S(X2, X3)g(Y,X4)− S(Y,X3)g(X2, X4)]

−B(Y,X1)[S(X2, X3)g(ANX,X4)− S(ANX,X3)g(X2, X4)]

+B(X,X1)[S(X2, X3)g(ANY,X4)− S(ANY,X3)g(X2, X4)]

− g(Y,X2)[S(X,X3)g(X1, X4)− S(X1, X3)g(X,X4)]

+ g(X,X2)[S(Y,X3)g(X1, X4)− S(X1, X3)g(Y,X4)]
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−B(Y,X2)[S(ANX,X3)g(X1, X4)− S(X1, X3)g(ANX,X4)]

+B(X,X2)[S(ANY,X3)g(X1, X4)− S(X1, X3)g(ANY,X4)]

− g(Y,X3)[S(X2, X)g(X1, X4)− S(X1, X)g(X2, X4)]

+ g(X,X3)[S(X2, Y )g(X1, X4)− S(X1, Y )g(X2, X4)]

−B(Y,X3)[S(X2, ANX)g(X1, X4)− S(X1, ANX)g(X2, X4)]

+B(X,X3)[S(X2, ANY )g(X1, X4)− S(X1, ANY )g(X2, X4)]

− g(Y,X4)[S(X2, X3)g(X1, X)− S(X1, X3)g(X2, X)]

+ g(X,X4)[S(X2, X3)g(X1, Y )− S(X1, X3)g(X2, Y )]

−B(Y,X4)[S(X2, X3)g(X1, ANX)− S(X1, X3)g(X2, ANX)]

+B(X,X4)[S(X2, X3)g(X1, ANY )− S(X1, X3)g(X2, ANY )]}

ve

B = − 1

n− 1
{−g(Y,X1)[S(X2, X3)g(X,X4)− S(X,X3)g(X2, X4)]

+ g(X,X1)[S(X2, X3)g(Y,X4)− S(Y,X3)g(X2, X4)]

− g(Y,X2)[S(X,X3)g(X1, X4)− S(X1, X3)g(X,X4)]

+ g(X,X2)[S(Y,X3)g(X1, X4)− S(X1, X3)g(Y,X4)]

− g(Y,X3)[S(X2, X)g(X1, X4)− S(X1, X)g(X2, X4)]

+ g(X,X3)[S(X2, Y )g(X1, X4)− S(X1, Y )g(X2, X4)]

− g(Y,X4)[S(X2, X3)g(X1, X)− S(X1, X3)g(X2, X)]

+ g(X,X4)[S(X2, X3)g(X1, Y )− S(X1, X3)g(X2, Y )]}

dir.

İspat. X1, X2, X3, X4, X, Y ∈ Γ(TM) için

(R ·W )(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −W (R(X, Y )X1, X2, X3, X4)−W (X1, R(X, Y )X2, X3, X4)

−W (X1, X2, R(X, Y )X3, X4)−W (X1, X2, X3, R(X, Y )X4)
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dır. Burada c = 1 durumunda Gauss denklemi kullanılırsa,

(R ·W )(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −W (g(Y,X1)X − g(X,X1)Y +B(Y,X1)ANX −B(X,X1)ANY,X2, X3, X4)

−W (X1, g(Y,X2)X − g(X,X2)Y +B(Y,X2)ANX −B(X,X2)ANY,X3, X4)

−W (X1, X2, g(Y,X3)X − g(X,X3)Y +B(Y,X3)ANX −B(X,X3)ANY,X4)

−W (X1, X2, X3, g(Y,X4)X − g(X,X4)Y +B(Y,X4)ANX −B(X,X4)ANY )

olur. R ve S lineer olduğundan,

(R ·W )(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −g(Y,X1)W (X,X2, X3, X4) + g(X,X1)W (Y,X2, X3, X4)

−B(Y,X1)W (ANX,X2, X3, X4) +B(X,X1)W (ANY,X2, X3, X4)

− g(Y,X2)W (X1, X,X3, X4) + g(X,X2)W (X1, Y,X3, X4)

−B(Y,X2)W (X1, ANX,X3, X4 +B(X,X2)W (X1, ANY,X3, X4)

− g(Y,X3)W (X1, X2, X,X4) + g(X,X3)W (X1, X2, Y,X4)

−B(Y,X3)W (X1, X2, ANX,X4) +B(X,X3)W (X1, X2, ANY,X4)

− g(Y,X4)W (X1, X2, X3, X) + g(X,X4)W (X1, X2, X3, Y )

−B(Y,X4)W (X1, X2, X3, ANX) +B(X,X4)W (X1, X2, X3, ANY )

bulunur. Buradan,

(R ·W )(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −g(Y,X1)g(W (X,X2)X3, X4) + g(X,X1)g(W (Y,X2)X3, X4)

−B(Y,X1)g(W (ANX,X2)X3, X4) +B(X,X1)g(W (ANY,X2)X3, X4)

− g(Y,X2)g(W (X1, X)X3, X4) + g(X,X2)g(W (X1, Y )X3, X4)

−B(Y,X2)g(W (X1, ANX)X3, X4 +B(X,X2)g(W (X1, ANY )X3, X4)

− g(Y,X3)g(W (X1, X2)X,X4) + g(X,X3)g(W (X1, X2)Y,X4)

−B(Y,X3)g(W (X1, X2)ANX,X4) +B(X,X3)g(W (X1, X2)ANY,X4)

− g(Y,X4)g(W (X1, X2)X3, X) + g(X,X4)g(W (X1, X2)X3, Y )

−B(Y,X4)g(W (X1, X2)X3, ANX) +B(X,X4)g(W (X1, X2)X3, ANY )
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elde edilir. (2.1.4) kullanılırsa,

(R ·W )(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −g(Y,X1)g(R(X,X2)X3 −
1

n− 1
[S(X2, X3)X − S(X,X3)X2], X4)

+ g(X,X1)g(R(Y,X2)X3 −
1

n− 1
[S(X2, X3)Y − S(Y,X3)X2], X4)

−B(Y,X1)g(R(ANX,X2)X3 −
1

n− 1
[S(X2, X3)ANX − S(ANX,X3)X2], X4)

+B(X,X1)g(R(ANY,X2)X3 −
1

n− 1
[S(X2, X3)ANY − S(ANY,X3)X2], X4)

− g(Y,X2)g(R(X1, X)X3 −
1

n− 1
[S(X,X3)X1 − S(X1, X3)X], X4)

+ g(X,X2)g(R(X1, Y )X3 −
1

n− 1
[S(Y,X3)X1 − S(X1, X3)Y ], X4)

−B(Y,X2)g(R(X1, ANX)X3 −
1

n− 1
[S(ANX,X3)X1 − S(X1, X3)ANX], X4)

+B(X,X2)g(R(X1, ANY )X3 −
1

n− 1
[S(ANY,X3)X1 − S(X1, X3)ANY ], X4)

− g(Y,X3)g(R(X1, X2)X − 1

n− 1
[S(X2, X)X1 − S(X1, X)X2], X4)

+ g(X,X3)g(R(X1, X2)Y − 1

n− 1
[S(X2, Y )X1 − S(X1, Y )X2], X4)

−B(Y,X3)g(R(X1, X2)ANX −
1

n− 1
[S(X2, ANX)X1 − S(X1, ANX)X2], X4)

+B(X,X3)g(R(X1, X2)ANY −
1

n− 1
[S(X2, ANY )X1 − S(X1, ANY )X2], X4)

− g(Y,X4)g(R(X1, X2)X3 −
1

n− 1
[S(X2, X3)X1 − S(X1, X3)X2], X)

+ g(X,X4)g(R(X1, X2)X3 −
1

n− 1
[S(X2, X3)X1 − S(X1, X3)X2], Y )

−B(Y,X4)g(R(X1, X2)X3 −
1

n− 1
[S(X2, X3)X1 − S(X1, X3)X2], ANX)

+B(X,X4)g(R(X1, X2)X3 −
1

n− 1
[S(X2, X3)X1 − S(X1, X3)X2], ANY ) (4.4.1)

bulunur. Böylece (2.5.16) ve (2.5.19) den

(R ·W )(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= Q(g,W )(X1, X2, X3, X4;X, Y )

−B(Y,X1)g(X2, X3)g(ANX,X4) +B(Y,X1)g(ANX,X3)g(X2, X4)

−B(Y,X1)B(X2, X3)g(A2
NX,X4) +B(Y,X1)B(ANX,X3)g(ANX2, X4)
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+B(X,X1)g(X2, X3)g(ANY,X4)−B(X,X1)g(ANY,X3)g(X2, X4)

+B(X,X1)B(X2, X3)g(A2
NY,X4)−B(X,X1)B(ANY,X3)g(ANX2, X4)

−B(Y,X2)g(ANX,X3)g(X1, X4) +B(Y,X2)g(X1, X3)g(ANX,X4)

−B(Y,X2)B(ANX,X3)g(ANX1, X4) +B(Y,X2)B(X1, X3)g(A2
NX,X4)

+B(X,X2)g(ANY,X3)g(X1, X4)−B(X,X2)g(X1, X3)g(ANY,X4)

+B(X,X2)B(ANY,X3)g(ANX1, X4)−B(X,X2)B(X1, X3)g(A2
NY,X4)

−B(Y,X3)g(X2, ANX)g(X1, X4) +B(Y,X3)g(X1, ANX)g(X2, X4)

−B(Y,X3)B(X2, ANX)g(ANX1, X4) +B(Y,X3)B(X1, ANX)g(ANX2, X4)

+B(X,X3)g(X2, ANY )g(X1, X4)−B(X,X3)g(X1, ANY )g(X2, X4)

+B(X,X3)B(X2, ANY )g(ANX1, X4)−B(X,X3)B(X1, ANY )g(ANX2, X4)

−B(Y,X4)g(X2, X3)g(X1, ANX) +B(Y,X4)g(X1, X3)g(X2, ANX)

−B(Y,X4)B(X2, X3)g(ANX1, ANX) +B(Y,X4)B(X1, X3)g(ANX2, ANX)

+B(X,X4)g(X2, X3)g(X1, ANY )−B(X,X4)g(X1, X3)g(X2, ANY )

+B(X,X4)B(X2, X3)g(ANX1, ANY )−B(X,X4)B(X1, X3)g(ANX2, ANY )

− 1

n− 1
{B(Y,X1)[−αg(ANX,X4)g(X2, X3)− g(ANX,X4)B(X2, X3)izAN

+ g(ANX,X4)B(ANX2, X3) + αg(X2, X4)g(ANX,X3) + g(X2, X4)B(ANX,X3)izAN

− g(X2, X4)B(A2
NX,X3)] +B(X,X1)[αg(ANY,X4)g(X2, X3)

+ g(ANY,X4)B(X2, X3)izAN − g(ANY,X4)B(ANX2, X3)− αg(X2, X4)g(ANY,X3)

− g(X2, X4)B(ANY,X3)izAN + g(X2, X4)B(A2
NY,X3)]

+B(Y,X2)[−αg(X1, X4)g(ANX,X3)− g(X1, X4)B(ANX,X3)izAN

+ g(X1, X4)B(A2
NX,X3) + αg(ANX,X4)g(X1, X3) + g(ANX,X4)B(X1, X3)izAN

− g(ANX,X4)B(ANX1, X3)] +B(X,X2)[αg(X1, X4)g(ANY,X3)

+ g(X1, X4)B(ANY,X3)izAN − g(X1, X4)B(A2
NY,X3)− αg(ANY,X4)g(X1, X3)

− g(ANY,X4)B(X1, X3)izAN + g(ANY,X4)B(ANX1, X3)]

+B(Y,X3)[−αg(X1, X4)g(X2, ANX)− g(X1, X4)B(X2, ANX)izAN

+ g(X1, X4)B(ANX2, ANX) + αg(X2, X4)g(X1, ANX) + g(X2, X4)B(X1, ANX)izAN

− g(X2, X4)B(ANX1, ANX)] +B(X,X3)[g(X1, X4)g(X2, ANY )
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+ g(X1, X4)B(X2, ANY )izAN − g(X1, X4)B(ANX2, ANY )− αg(X2, X4)g(X1, ANY )

− g(X2, X4)B(X1, ANY )izAN + g(X2, X4)B(ANX1, ANY )]

+B(Y,X4)[−αg(X1, ANX)g(X2, X3)− g(X1, ANX)B(X2, X3)izAN

+ g(X1, ANX)B(ANX2, X3)− αg(X2, ANX)g(X1, X3) + g(X2, ANX)B(X1, X3)izAN

− g(X2, ANX)B(ANX1, X3)] +B(X,X4)[αg(X1, ANY )g(X2, X3)

+ g(X1, ANY )B(X2, X3)izAN − g(X1, ANY )B(ANX2, X3)− αg(X2, ANY )g(X1, X3)

− g(X2, ANY )B(X1, X3)izAN + g(X2, ANY )B(ANX1, X3)]}

elde edilir. Diğer taraftan,

Q(g,W )(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −W ((X ∧g Y )X1, X2, X3, X4)−W (X1, (X ∧g Y )X2, X3, X4)

−W (X1, X2, (X ∧g Y )X3, X4)−W (X1, X2, X3, (X ∧g Y )X4)

= −g(Y,X1)W (X,X2, X3, X4) + g(X,X1)W (Y,X2, X3, X4)

− g(Y,X2)W (X1, X,X3, X4) + g(X,X2)W (X1, Y,X3, X4)

− g(Y,X3)W (X1, X2, X,X4) + g(X,X3)W (X1, X2, Y,X4)

− g(Y,X4)W (X1, X2, X3, X) + g(X,X4)W (X1, X2, X3, Y )

dır. Burada (2.1.4) kullanılırsa,

Q(g,W )(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −g(Y,X1)g(R(X,X2)X3 −
1

n− 1
[S(X2, X3)X − S(X,X3)X2], X4)

+ g(X,X1)g(R(Y,X2)X3 −
1

n− 1
[S(X2, X3)Y − S(Y,X3)X2], X4)

− g(Y,X2)g(R(X1, X)X3 −
1

n− 1
[S(X,X3)X1 − S(X1, X3)X], X4)

+ g(X,X2)g(R(X1, Y )X3 −
1

n− 1
[S(Y,X3)X1 − S(X1, X3)Y ], X4)

− g(Y,X3)g(R(X1, X2)X − 1

n− 1
[S(X2, X)X1 − S(X1, X)X2], X4)

+ g(X,X3)g(R(X1, X2)Y − 1

n− 1
[S(X2, Y )X1 − S(X1, Y )X2], X4)

− g(Y,X4)g(R(X1, X2)X3 −
1

n− 1
[S(X2, X3)X1 − S(X1, X3)X2], X)

+ g(X,X4)g(R(X1, X2)X3 −
1

n− 1
[S(X2, X3)X1 − S(X1, X3)X2], Y ) (4.4.2)
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olur. (2.5.16) ve (2.5.19) dan,

Q(g,W )(X1, X2, X3, X4;X, Y )

= −g(Y,X1)[g(ANX,X4)B(X2, X3)−B(X,X3)g(ANX2, X4)]

+ g(X,X1)[g(ANY,X4)B(X2, X3)−B(Y,X3)g(ANX2, X4)]

− g(Y,X2)[B(X,X3)g(ANX1, X4)− g(ANX,X4)B(X1, X3)]

+ g(X,X2)[B(Y,X3)g(ANX1, X4)− g(ANY,X4)B(X1, X3)]

− g(Y,X3)[B(X2, X)g(ANX1, X4)−B(X1, X)g(ANX2, X4)]

+ g(X,X3)[B(X2, Y )g(ANX1, X4)−B(X1, Y )g(ANX2, X4)]

− g(Y,X4)[g(ANX1, X)B(X2, X3)− g(ANX2, X)B(X1, X3)]

+ g(X,X4)[g(ANX1, Y )B(X2, X3)− g(ANX2, Y )B(X1, X3)]

− 1

n− 1
{g(Y,X1)g(X2, X4)[B(X,X3)izAN −B(ANX,X3)]

− g(X,X1)g(X2, X4)[B(Y,X3)izAN −B(ANY,X3)]− g(Y,X2)g(X1, X4)[B(X,X3)izAN

−B(ANX,X3)] + g(X,X2)g(X1, X4)[B(Y,X3)izAN −B(ANY,X3)]

− g(Y,X3)g(X1, X4)[B(X2, X)izAN −B(ANX2, X)] + g(Y,X3)g(X2, X4)[B(X1, X)izAN

−B(ANX1, X)] + g(X,X3)g(X1, X4)[B(X2, Y )izAN −B(ANX2, Y )]

− g(X,X3)g(X2, X4)[B(X1, Y )izAN −B(ANX1, Y )]}

elde edilir. Burada (4.4.1) ve (4.4.2) denklemleri düzenlenirse,

(R ·W )(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = (R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) +A,

ve

Q(g,W )(X1, X2, X3, X4;X, Y )) = Q(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) + B,

ifadeleri elde edilir. Böylece, A ve B ifadeleri göz önüne alınırsa ispat tamamlanır.

Ayrıca, bir başka ifade olarak da şu teorem verilebilir:

Teorem 4.4.2. M̄(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M̄(c)

uzayının bir pseudosimetrik lightlike hiperyüzey olsun. Bu durumda, M hiperyüzeyinin

Weyl projektif pseudosimetrik olması için gerek ve yeter koşul A = B olmasıdır.
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Teorem 4.4.3. M̄(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M̄(c) uzayının

bir Weyl projektif pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyi, ξ ∈ Γ(TM) ve ANE ∈ Γ(D0)

null olmayan bir vektör alanı olsun. Eğer u(Y ) 6= 0 ise, bu durumda M tamamen

jeodeziktir.

İspat. X2, X3, X4, Y ∈ Γ(TM) ve X1 = X = E ∈ Γ(RadTM) için

(R ·W )(E,X2, X3, X4;E, Y )

= Q(g,W )(E,X2, X3, X4;E, Y )−B(Y,X2)B(ANE,X3)g(ANE,X4)

+B(E,X2)B(ANY,X3)g(ANE,X4)−B(Y,X3)B(X2, ANE)g(ANE,X4)

+B(E,X3)B(X2, ANY )g(ANE,X4)−B(Y,X4)B(X2, X3)g(ANE,ANE)

− 1

n− 1
{−B(Y,X2)g(ANE,X4)B(ANE,X3)−B(Y,X3)g(X2, X4)B(ANE,ANE)

−B(Y,X4)g(X2, ANE)B(ANE,X3)}

bulunur. Bu durumda Q(g,W )(E,X2, X3, X4;E, Y ) = 0 olduğu göz önüne alınarak

M Weyl projektif pseudosimetrik lightlike hiperyüzeyi için X4 = ξ ve X2 = V =

−φ̄E alınırsa

B(Y, ξ)B(X2, X3)g(ANE,ANE)− 1

n− 1
{B(Y,X3)g(φ̄E, ξ)B(ANE,ANE)

+B(Y, ξ)g(φ̄E,ANE)B(ANE,X3)} = 0

olur. Buradan,

B(Y, ξ)B(X2, X3)g(ANE,ANE) = 0

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.
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Üniversitesi, Fen-Bilimleri Enstitüsü Bursa, Türkiye.
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