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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum ”Pseudosimetrik Lightlike Hiperytizeyler”
baglikli bu ¢alismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diigecek bir yardima bag-
vurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin
icinde hem de kaynakcada yontemine uygun bigimde gosterilenlerden olugtugunu

belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Sema Kazan



OZET

Doktora Tezi
PSEUDOSIMETRIK LIGHTLIKE HIPERYUZEYLER

Sema KAZAN
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84+v sayfa

2014 .
Danmisman: Prof. Dr. Bayram SAHIN

Bu tez dért boliimden olusmaktadir. Ik bolitmde problemin ortaya ¢ikisi, geometrik
anlami ve ilgili galigmalar tanitilmaktadir. Ikinci boliimde, tezin orijinal boliimlerinde
kullanilacak tanim ve teoremler verilmektedir.

Uciineii boliim tezin orijinal béliimlerinden birini olugturmaktadir. Bu boliimde,
bir semi-Riemann manifoldun pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyi incelenmektedir.
Oncelikle, pseudosimetrik lightlike hiperyiizeylere bir 6rnek verilmekte ve yeter sartlar
sunulmaktadir. Ayrica, bir lightlike hiperyiizeyin pseudoparalellik durumu incelen-
mekte ve karakterizasyonlar verilmektedir. Bu boliimde son olarak, bir lightlike
hiperyiizeyin Ricci-pseudosimetrik olma sartlar1 da elde edilmekte ve genellestirilmig
Ricci pseudoparalel lightlike hiperytizeyler incelenmektedir.

Son boliimde ise bir Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperyiizeyinin pseudosi-
metri olma durumu incelenerek cesitli karakterizasyonlar elde edilmektedir. Ayrica,
bir Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperyiizeyinin pseudoparalelligi ¢aligilmakta
ve karakterizasyonlar verilmektedir. Daha sonra, bir Sasakiyan uzay formun bir
lightlike hiperyiizeyinin Ricci-pseudosimetri sarti incelenmektedir. Son olarak da,
bir Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperytizeyinin Weyl projektif pseudosimet-
rikligi tanmimlanarak bazi sonuclar verilmektedir.

ANAHTAR KELIMELER: Pseudosimetrik lightlike hiperytizey, Pseudoparalel

lightlike hiperyiizey, Ricci-pseudosimetrik
lightlike hiperytizey.
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84-+v pages

2014 '
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We study pseudosymmetric lightlike hypersurfaces of semi-Euclidean spaces and
indefinite Sasakian space forms. After, we explain our motivation to study this
problem and give related literatures, we give basic metarials used in the thesis.

In the third chapter, we study pseudosymmetric lightlike hypersurfaces of semi-
Euclidean spaces. We give an example, find sufficient conditions for a lightlike
hypersurface to be pseudosymmetric and obtain characterizations of pseudosymmetric
lightlike hypersurfaces of semi-Euclidean spaces. Then, we find sufficient conditions
for a lightlike hypersurface to be pseudoparallel and give a characterization of
pseudoparallel lightlike hypersurfaces. We also study Ricci-pseudosymmetric lightlike
hypersurfaces, give an example and obtain characterizations for such lightlike hypersur-
faces.

In the fourth chapter, we study pseudosymmetric lightlike hypersurfaces of indefi-
nite Sasakian space forms such that its sectional curvature ¢ = 1. We first obtain
integrability conditions for screen distribution of a lightlike hypersurface and then we
find sufficient conditions for a lightlike hypersurface to be pseudosymmetric under
integrable screen distribution. We also give a characterization of a pseudosymmetric
lightlike hypersurface and investigate relations between pseudosymmetric lightlike
hypersurface and its screen distribution. Moreover, we give sufficient conditions
for a lightlike hypersurface of a Sasakian space form M (1) to be pseudoparallel,
Ricci-pseudosymmetric and obtain characterizations for such hypersurfaces. In the
last subsection, we check the effect of Weyl projective pseudosymmetry conditions
on the geometry of lightlike hypersurfaces.

KEY WORDS: Pseudosymmetric lightlike hypersurface, Pseudoparallel lightlike

hypersurface, Ricci-pseudosymmetric lightlike hypersurface.
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BOLUM 1
GIRIS

M, bir diferensiyellenebilir manifold ve V, M {izerinde bir lineer konneksiyon
olsun. Eger p € M noktasinin bir U komsulugunda involutive afin doniigiimii varsa
V ya p € M de yerel simetriktir denir. Eger V torsiyonsuz ise V konneksiyonunun
yerel simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart VR = 0 olmasidir, burada R egrilik
tensoriinii gostermektedir. Yerel simetrik manifoldlar sabit egrilikli manifoldlar:
iceren daha genig bir simiftir. Yerel simetrik manifoldlar bir¢ok yazar tarafindan hala
caligilmaktadir (bkz [1, 2, 3]). Diger taraftan, yerel simetrik Riemann manifoldlarin
bir genellemesi olarak R-R = 0 sartini saglayan Riemann manifoldlarina semi-simetrik
manifoldlar denir. Her bir yerel simetrik manifold semi-simetrik manifolddur, fakat
tersi gegerli degildir [4]. Bu tip manifoldlar E. Cartan tarafindan incelenmis ve Szabo
tarafindan da yerel olarak simiflandirilmigtir (ayrica bu konuyla ilgili [5] numaral
makaleye de bakilabilir).

Semi-simetri sart1 diger egriliklere de genigletilmis ve bu durumlar igin de birgok
sonug elde edilmistir. Ornegin, eger S Ricci tensorii ise R-S = 0 olmasi durumunda
manifolda Ricci semi-simetriktir denir. Semi-simetrik manifoldlarin bir genellestirilmesi
olarak pseudosimetrik manifoldlar ilk olarak Verstraelen tarafindan Catholic University
of Leuven de bir seminerde tammlandi. Ilk detayl calisma Ryszard Deszcz tarafindan
[6, 7] de sunuldu. Pseudosimetrik manifoldlar esas olarak semi-simetrik manifoldlarin
tamamen umbilik hiperyiizeyleri ¢aligilirken ortaya gikt1 [8]. Daha sonra gosterildi
ki semi-simetrik manifoldlara tanimlanan jeodezik dontigiimler de pseudosimetrik

manifoldlar iiretmektedir. g Riemann metrigi, R egrilik tensorii olmak iizere,

Q(g,R) = (X1,...X,,X,)Y)
= (X AY)R)(Xy, ..., Xp)
= Y% R(Xy,..,(XAY)X:, ., Xi)



tanimlansin, burada (X A 'Y') endomorfizmi

ile tanimhidir. Bu durumda, eger M manifoldunun her noktasinda R - R ile Q(g, R)
lineer bagimli ise M manifolduna pseudosimetrik manifold denir. Daha agik olarak
soyle ifade edilebilir: U = {z € M | Q(g, R) # 0} iizerinde R - R = LgQ(g, R) ise
manifolda pseudosimetrik manifold adi verilir, burada Lg diferensiyellenebilir bir
fonksiyondur. Her semi-simetrik Riemann manifoldu pseudosimetrik manifolddur,
fakat tersi dogru degildir. Pseudosimetrik manifoldlarin geometrik yorumu ise Haesen
ve Verstraelen tarafindan elde edildi. Buna gore, bir manifoldun pseudosimetrik
olmasi geometrik olarak manifoldun bir p noktasinin komsulugundaki biitiin ¢ift kat
(double) kesit egriliklerinin ayni olmasidir [9].

Ayrica, pseudosimetri gartlar: Ricci egrilik, Weyl egrilik durumlarina da genisletildi.
Semi-simetrik olmayan pseudosimetrik manifoldlar ilk olarak Deprez, Deszcz ve
Verstraelen tarafindan incelendi [10] ve bu tip manifoldlarla ilgili olarak verilen tiim
orneklerin warped carpim manifoldlar oldugu goriildii. Daha sonra, pseudosimetri,
Ricci-pseudosimetri ve pseudoparalel egrilik sartlariyla ilgili olarak pek ¢ok caligma
yapilmistir (bkz [7, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]).

Lightlike hiperytizeyler iizerine aragtirmalar matematiksel fizikteki 6nemi nedeni
ile 1960 L1 yillardan itibaren caligilmaya basglansa da, bu tiir hiperyiizeyler sistematik
olarak Duggal-Bejancu tarafindan incelendi [21]. Bir lightlike hiperyiizeyde en 6nemli
ozellik hiperytlizeyin dik uzayimin da hiperyiizeyin tanjant uzayinda kalmasidir. Bu
ise hiperyiizeyin digsal (extrinsic) ¢cahgmasidaki en 6nemli aragtan yoksun olmasini
dogurmaktadir. Duggal-Bejancu, bir semi-Riemann manifoldun lightlike hiperytizeyi
boyunca hiperylizeyin tanjant uzayina tamamlayan fakat ortogonal olmayan bir
vektor demetinin varligini gosterdiler. Bu vektor demetini kullanarak hiperytizeyi

digsal olarak incelediler. Lightlike hiperytizeyler ile non-dejenere hiperytizeyler arasin

da 6nemli farklar meveuttur. Ornegin, bir lightlike hiperyiizey tizerine indirgenen
konneksiyon Levi-Civita konneksiyon degildir. Ayrica, Ricci tensorii simetrik degildir.
Boylece gortilmektedir ki lightlike hiperytlizeyin incelenmesi i¢in yeni arag ve metodlara

ihtiyag vardir. Duggal-Bejancu yaklagimini kullanarak bir ¢ok yazar giintimiizde



lightlike hiperytizeyler tizerine aragtirmalar yapmaktadir.

[22] de Sahin, bir semi-simetrik lightlike hiperyiizey kavramini tanimlayarak bu
kavramla ilgili yeni sonuclar verdi ve bu ¢aligma bircok yazara ¢aligmalar: ic¢in 151k
tutmaktadir (bkz [2, 23, 24, 25, 26, 27]).

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Ikinei boliim, tezde kullanilacak temel
kavramlara ayrilmaktadir. Tezin orijinal boliimii tigiincii bolim ile baglamaktadir
ve bu bolim ii¢ altbolimden olusmaktadir. Birinci altboliimde, bir semi-Riemann
manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyinin pseudosimetri sarti incelenerek 6rnek veril-
mektedir ve bazi1 karakterizasyonlar sunulmaktadir. Ayrica, bir lightlike Einstein
hiperyiizeyin pseudosimetrik olmasi icin yeter sart elde edilmektedir. Ikinci altboliimde,
bir semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperytizeyinin pseudoparalelligi incelen-
mektedir ve baz1 karakterizasyonlar verilmektedir. Uciincii altbdliimde ise bir semi-Rie-
mann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyinin Ricci-pseudosimetrik olma durumu
incelenmektedir ve ornek verilmektedir. Bu boliimde Ricci-pseudosimetrik hiperyiizey-
ler karakterize edilmektedir. Son olarak da, bir semi-Riemann manifoldunun bir
lightlike hiperyiizeyinin Ricci-genellegtirilmis pseudoparalelligi verilmektedir.

Doérdoncii boliim, tezin son boliimi olup Sasakiyan uzay formlarin pseudosimetrik
lightlike hiperytizeylerine ayrilmaktadir. Bu boliim, dort altboliimden olugmaktadir.
Tlk altboliimde, bir Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperyiizeyinin pseudosimet-
ri olma durumu incelenmektedir ve karakterizasyonlar verilmektedir. Ikinci altboliimde,
bir Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperyiizeyinin pseudoparalelligi ¢aligilmaktadir
ve karakterizasyonlar verilmektedir. Ugiincii altboliimde, bir Sasakiyan uzay formun
bir lightlike hiperyiizeyinin Ricci-pseudosimetrik sart1 incelenmektedir. Son altboliimde
ise bir Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperyiizeyinin Weyl projektif pseudosimetrik-

ligi tanimlanarak, bir karakterizasyon verilmektedir.



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

Tezin orijinal kisitmlarinda faydali olacak bilgilerin verildigi bu béliim beg altbo-
liimden olugmaktadir. Birinci althéliimde, semi-Riemann manifoldlar, skaler ¢arpim
uzaylar1, Radikal uzay, egrilikler ve benzeri kavramlar hatirlatilmaktadir. Ikinci
altboliimde, semi-Riemann manifoldlarda tanimlanan yerel simetri, semi-simetri ve
pseudosimetri kavramlari tamtilmaktadir. Ucilincii altbdliimde, belirsiz Sasakiyan
manifoldlar verilmektedir. Dérdiincti altboliimde, semi-Riemann manifoldlarda light-
like hiperytizeyler i¢in gerekli olan temel tanim ve formiiller sunulmaktadir. Beginci
altboliimde, bir belirsiz Sasakiyan manifoldun lightlike hiperytizeyinin ingsaas: detaylh

olarak olusturulmaktadir.

2.1 Semi-Riemann Manifoldlar

Bu altboliim, semi-Riemann geometrinin temel kavrami olan non-dejenere bilineer

form kavrami ile baglamaktadir.

Tanim 2.1.1. V', n-boyutlu bir reel vektor uzayi olsun. Eger g : V xV — R

doniigiimi, Vo, 8 € R ve Yu,v,w € V i¢in
i) Simetriklik: g(u,v) = g(v,u),

ii) Bilineerlik: g(au + pv,w) = ag(u, w) + Bg(v,w) ve
9(u, ow + fw) = ag(u,v) + Bg(u, w),
iii) Non-dejenerelik: Vo € V i¢in g(u,v) = 0 iken v = 0 dir
ozelliklerini saghyorsa, g dontigiimiine V' iizerinde skaler ¢arpim ve (V,g) uzayma

skaler ¢arpim uzayr denir [28]. Not edelim ki, her skaler garpim uzay1 ortonormal

baza sahiptir.



Tanim 2.1.2. (V, g) bir skaler ¢carpim uzay1 olmak tizere, V iizerinde bir v vektorii

icin

i) g(v,v) >0 veya v = 0 ise, v ye spacelike vektor,

ii) g(v,v) =0 ve v # 0 ise, v ye lightlike (null) vektor,
iii) g(v,v) < 0 ise, v ye timelike vektir

denir. Timelike, spacelike ve lightlike terimlerine vektoriin causal karakterleri denir

128].

Tanim 2.1.3. V', n-boyutlu bir reel vektor uzayi ve g de V' tizerinde simetrik bilineer

form olsun. Bu durumda,
RadV ={¢£ €V :¢9({v) =0, Yvoe V}

seklinde tanmimli altuzaya V' nin radikal (null) uzay: denir. Ayrica, RadV altuzayinin

boyutuna g nin null-luk derecesi denir ve nullV ile gosterilir [29].

Tanim 2.1.4. V bir reel vektor uzayi, g, V iizerinde bir bilineer form ve W da V'
uzaymin herhangi bir altuzay: olsun. ¢|y nin negatif tammh oldugu en genig W

altuzaymin boyutuna V iizerinde g bilineer formun indeksi denir [28].

Ornek 2.1.1. E™, n-boyutlu Oklid uzay1 verilsin. 0 < s < n olmak {izere s tamsayis
icin £™ tizerinde

9(Xp, Yp) = — sz‘yi + Z T;Y;
i=1

i=s5+1
seklinde verilen metrik tensor goz oniine alimirsa elde edilen uzay semi- Oklidyen uzay

olarak adlandirihr ve E7 ile gosterilir. Eger s = 0 ise E™ Oklid uzay1 elde edilir [28].

Tanim 2.1.5. (V, ), bir n-boyutlu semi-Oklidyen uzay olsun. V uzaymm {ey, ..., e, }
birim timelike ve {€p11, ..., €ptq}, P+ g = n, birim spacelike vektorler olacak sekilde
{e1,...,e,} ortonormal baz1 goz Oniine alinsin. Bu durumda, lightlike vektérleri de
iceren agagidaki ii¢ durum soz konusudur;

1. Durum: (p < q). Bu durumda,

1
Ni:—e i+6i;Ni*:
\/§(p+ )

(6p+i — 61'), 1 S 1 S P (211)

G-



vektorleri ingaa edilsin. Buradan
g(Ni, Nj) = g(Nj,N5) =0, g(N;, NJ) =65, 1 <i,5<p (2.1.2)
oldugu goriiliir. Boylece,
{Ny, ..., N,, Ny, ..., Ny s €opits s prg = ent,

V uzaymin 2¢-tane lightlike vektorii ve (¢ — p)-tane de spacelike vektorii igeren bir
bazidir.

2. Durum: (p > q). Bu durumda,

1 1
N, = —(epta +€a), N = —=(€pta
\/5(134- ) \/§(P+

olur. Boylece, (2.1.1) ve (2.1.2) de 4,j yerine 1 < a,b < ¢ almirsa, V' uzayinin

—e), 1 <a<q (2.1.3)

2¢-tane lightlike vektor ve (p — q) -tane de timelike vektor igeren
{Nl, cees Nq, Nik, ey N;, €2q+17 ceey ep—i—q = €n}

bazi elde edilir.
3. Durum: (p = q). n = 2p = 2q oldugundan, (2.1.1) veya (2.1.3) de
tanimlanan

(N1, .oy Ny, NF, oy N2}

lightlike bazi elde edilir.

Eger p.q # 0 ise, V semi-Oklidyen uzayma bir proper semi- Oklidyen uzay denir.
Bir proper semi-Oklidyen uzaym, i,j € {1,....r}, a,b € {1,...,s}, 2r +s = n ve
€, = £1 igin

g(Ni, N;) = g(Ni*aN;) =0, Q(NmN;) = 0y,

g(uaa Nz) = g(uaaNz‘*) = 07 g(umub) = Eaaaby
sartlarini saglayan bir
{le P Nr, Nik, ceey N:, Uy -eny U,s}

baz1 vardir ve bu baza quasi-ortonormal baz denir [30].



Onerme 2.1.1. (W, g), nullW = r < n olacak sekilde n-boyutlu bir reel lightlike
vektor uzayi olsun. Bu taktirde, RadW radikal uzayimin tamamlayani olan altuzay

non-dejeneredir [29].

Bu durumda, RadW uzayimin tamamlayani olan altuzaya ekran altuzay denir,

SW ile gosterilir [29].

Tanim 2.1.6. M, bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerinde sabit indeksli,

simetrik, non-dejenere (0,2)-tensor alanina bir metrik tensor denir [28].

Tanim 2.1.7. M, bir diferensiyellenebilir manifold ve g de M {izerinde bir metrik

tensor olsun. Bu durumda, (M, g) ikilisine semi-Riemann manifold denir [28].

Eger M manifoldunun indeksi 1 ise manifolda Lorentz manifoldu denir.

Simdi, semi-Riemann manifoldlar tizerindeki temel kavramlar verilecektir:

Teorem 2.1.1. (M, g), bir semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda, VX,Y, Z €
X(M) igin

i) [X,Y]=VyY - VyX,
i) Xg(Y.Z)=g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ)

sartlarini saglayan bir tek V konneksiyonu vardir. Bu konneksiyona M manifoldunun

Levi-Civita konneksiyonu denir ve bu konneksiyon
29(VxY,Z) = Xg(Y,Z)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y)
+9([X,Y], Z) — g([Y. 2], X) + 9([Z, X].Y)
seklindeki Koszul ézdesligi ile karakterize edilir [28].

Tanim 2.1.8. M, n-boyutlu bir semi-Riemann manifold ve V da M nin Levi-Civita

konneksiyonu olsun. M ftizerinde

R x(M) x x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y,Z) — R(X,Y,Z)=R(X,Y)Z
nyZ = R(X, Y)Z = Vvaz — VYVXY — V[X,Y]Z

olarak tanimlanan tensére V konneksiyonunun egrilik tensdri denir [28].



Tanim 2.1.9. (M, g), bir semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda, VXY, Z, W €
X(M) icin

K x (M) x x (M) x x(M) x x(M) C>=(M, R)

Lol

(X,Y, Z, W) K(X,Y,Z,W) =< R(X,Y)Z,W >

= g(R(X7 Y)Z7 W)

olarak tanimlanan 4. mertebeden kovaryant tensore M tizerinde Riemann Christoffel

egrilik tensori denir [31].

Teorem 2.1.2. Bir semi-Riemann manifold M ve M 1tizerindeki Levi-Civita konneksiyo-

nu V olsun. Bu durumda, M {izerinde agagidaki bagmtilar gegerlidir [31]:
i) RX,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =0,
i) K(X,Y,Z,W) = —K(Y, X, Z,W),
i) K(X,Y,Z,W)=—K(X,Y,W,Z),
w) K(X,Y,Z,W)=K(Z,W,X,Y).

Tanim 2.1.10. (M, g), bir semi-Riemann manifold ve p € M noktasindaki 7, M
tanjant uzaymin 2-boyutlu non-dejenere bir altuzayir P olsun. P altuzayimin bir
baz1 {X, Y} olmak {izere

K(X,Y,X,Y)

KR = X Xy y) — X,V

seklinde tanimlanan K (P) reel sayisina P nin kesit egriligi denir. Eger K(P) = ¢
(sbt) ise, M manifolduna c sabit kesit egrilikli semi-Riemann manifold denir ve M (c)
ile gosterilir. Bu durumda, M manifoldunun R egrilik tensor alam VX,Y, Z € T,M
icin

R(X,Y)Z = c{g(Y. Z)X — g(X, 2)Y'}
seklinde verilir [28].

Bir basit baglantili sabit ¢ kesit egrilikli semi-Riemann manifoldu,

i) ¢ > 0 ise pseudo-kiireye izometriktir,



ii) ¢ =0 ise R" semi-Oklidyen uzaya izometriktir,
iii) ¢ < 0 ise pseudo-hiperbolik uzaya izometriktir.

Bu tezin orijinal kisimlarinda, semi-Oklidyen uzaylar goz 6niine almacaktir. Bir Ry

semi-Oklidyen uzay,
ds® = =%i_ da’ @ da’ + 57, da’ @ da?
metrigine sahip R™ uzayidir [28].

Tanim 2.1.11. M manifoldunun ortonormal bir tabani {ey, ..., e,} olsun. Boylece

€, {€;} bazinn igareti ve VX € I'(T'M) i¢in
glei,e;) = €idy;
ve
X = XL a9(X e)e;

olmak tlizere

g(X7 Y) = E?Zleig(Xa 62)9(Y7 6i)

yazilir. (M, g), semi-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda,
Ric(X,Y)=1izZ — R(X,Y)Z,

Ric(X,Y) = &K(X,e;, Y, e;)

seklinde tanimh Ric tensoriine M manifoldunun Ricci egrilik tensorii denir, burada

€ = g(@i, 61') dir [28]

Tanim 2.1.12. M, g metrik tensoriiyle birlikte n-boyutlu bir semi-Riemann manifold
olsun. Bu durumda, M manifoldunun (1, 3)-tipinde Weyl projektif egrilik tensorii
w,

W(X,Y)Z) = R(X,Y)X — — SV, 2)X ~ S(X, 2)Y)] (2.1.4)

n —

ile verilir [32].



Tanim 2.1.13. P, bir M semi-Riemann manifoldunun altmanifoldu olsun. ;5 : P —
M inclusion déniigiimii olmak tizere, eger j* geri-gagirma (pull-back) déniigimii P
tizerinde bir metrik tensor ise bu durumda, P manifolduna M manifoldunun bir

semi-Riemann (non-dejenere) altmanifoldu denir [28].

Semi-Riemann altmanifoldlar, semi-Riemann manifoldlar ile benzer ozelliklere
sahiptir. Ornegin, indirgenmis konneksiyon metrik konneksiyondur ve Ricei tensorii

simetriktir.

Tamim 2.1.14. M, bir semi-Riemann manifold ve M de M manifoldunun bir

altmanifoldu olsun. M ve M iizerindeki konneksiyonlar sirasiyla, V ve V olmak
tizere, VX,Y € x(M) i¢in

VxY =VxY +h(X,Y) (2.1.5)
ile tanimli denkleme Gauss formiili denir. Burada h

e x(M) x x(M) = x (M)

ile tanimli normal demet degerli simetrik bilineer formdur ve ikinci temel form olarak
adlandirilir. Bu durumda, h = 0 sarti saglaniyorsa M altmanifolduna tamamen

jeodeziktir denir [28].

Tanim 2.1.15. M, bir semi-Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun bir altmanifoldu

olsun. Bu durumda, eger Yv, w € T,,(M) igin
h(v,w) =<v,w >z

sartini saglayan bir z € T,(M)* normal vektér alani varsa p € M C M noktasina
umbiliktir denir. Eger M altmanifoldunun her noktasi umbilik ise M manifolduna

tamamen umbiliktir denir [28].
Simdi vektor demetleri tanimlanacak ve bazi ozellikleri verilecektir:

Tanim 2.1.16. E, B ve F, C*° manifoldlar ve 7 : F — B bir C'"*° doniistim olsun.

B manifoldunun bir agik értiisit {U, }aer (I, indis kiimesi) olmak tizere eger

(motha)(w,y) =20 €Uy y€F
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olacak sekilde

Vo 1 Uy x F — 77 HU,)

diffeomorfizmlerinin bir {t¢, }aes ailesi varsa w, F' ye gore yerel ¢arpim dzelligine

sahiptir denir ve D = {(Ua, ¥a) }acr sistemine de 7 nin yerel ayrismas: denir [33].

Tanim 2.1.17. 7 : E — B dontgimi yerel ¢arpim ozelligine sahip olsun. Bu
durumda ¢ = (F,m, B, F) dortlisiine bir diferensiyellenebilir lif demeti ad1 verilir

[33).

Bir lif demetinde E ye total uzay, B ye baz (taban) uzay, F ye lif modeli ve 7 ye
de projeksiyon (fibrasyon) adi verilir [33].

Lif demeti F veya 7 ile gosterilecektir.

Tanim 2.1.18. 7 : F — B bir lif demeti olsun. Vz € B i¢in
m i (z) = Fy = {p € E|n(p) =z}

kiimesine z iizerinde bir lif denir. Tim F} liflerinin ayrik birlesimi £ total uzayimi

verir [33].

Tanim 2.1.19. ( = (E, 7, B, F), bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. 7 nin D

yerel ayrigmasina ¢ lif demetinin yerel koordinat temsilcisi denir [33].

Tamim 2.1.20. ¢ = (E,m, B, F) lif demetinin D = {(U,, ¥a) }aer yerel koordinat

temsilcisini goz ontine alalim. Va € U, i¢in
N

doniigimi y € F' icin
wa,m (y) = %(l} y)
seklinde tanimlanirsa, 1, lar diffeomorfizm olduklarindan, v, , ler de diffeomorfizmdir-

ler [33].

Tanim 2.1.21. { = (E, 7, B, F), bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. Eger

agagidaki iki 6zellik saglaniyorsa  ya bir vektor demeti denir [33]:

11



i)Vz € B icin F ve F, bir IC cismi {izerinde vektor uzayidir.
ii)Vz € B icin ¢, , : F — F, doéniigtimleri lineer izomorfizm olacak sekilde ¢ nin

bir D = {(Uy, ¥a) }acr yerel koordinat temsilcisi vardir.

Tanim 2.1.22. 7 : £ — B bir C*° lif demeti olsun. Bu durumda,
moS =1 (I, Bninbirim doniigiimii)

olacak sekilde
S:B— FE

C®° doniigtimiine lif demetinin kesiti denir ve I'(E) ile gosterilir [33].

Tamim 2.1.23. F, bir vektor demeti olsun. Vp € B i¢in T, B tanjant uzayma bir
X, vektorii tagtyan doniisliime vektor demetinin kesiti denir. E nin I'(E) kesitlerinin

uzay1, K cismi tizerinde bir vektor uzayidir [33].
Simdi de vektor demetlerinin bir alt sinifi olan distribiisyonlar tanitilacaktir:

Tanim 2.1.24. M, bir m-boyutlu manifold olsun. M iizerinde

D:M — T.M

p — D,C TPM,boy(Dp) =7

ile tamimlanan D doniigiimiine r-boyutlu distribisyon denir [34].

X € x(M) igin X, € D, ise X vektor alanina D distriblisyonuna aittir denir.
Eger her p noktasi i¢in D, altuzayina ait r-tane diferensiyellenebilir lineer bagimsiz

vektor var ise D distribiisyonuna diferensiyellenebilirdir denir [34].

Tamm 2.1.25. M, bir C*-manifold ve D, M iizerinde r-boyutlu bir distribiisyon
olsun. Eger XY € I'(D) i¢in [X,Y] € I'(D) ise D distribiisyonuna involutivedir
denir [34].

Tamm 2.1.26. M, bir C°° manifold ve D, M iizerinde r-boyutlu bir distribiisyon
olsun. M, M manifoldunun bir altmanifoldu olmak iizere, eger M nin her p noktasinda
M manifoldunun tanjant uzayi ile D, ayni ise M ye D distriblisyonunun integral

manifoldu denir. Yani

f:M—M

12



bir imbedding olmak iizere Vp € M igin
f*(TpM) =D,

dir. Eger D distriblisyonunun M altmanifoldunu kapsayan bir bagka integral manifoldu

yoksa bu manifolda distribiisyonun bir maksimal integral manifoldu (veya leaf) denir

[34].

Tamm 2.1.27. M, bir C* manifold ve M, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun.
Eger Vp € M icin D distribiisyonunun p noktasini kapsayan bir maksimal integral

manifoldu varsa D distribiisyonuna integrallenebilirdir denir [34].

Tanim 2.1.28. M, bir manifold ve V, manifold tizerinde bir konneksiyon olsun.
Eger X,Y € I'(D) i¢in

ise D distribisyonuna paraleldir denir [34].

Tanim 2.1.29. B ve F, Riemann manifoldlar1 ve f > 0, B tlizerinde bir C*

fonksiyon olsun. M = B x; I' warped ¢arpim manifold,

g =7"(gp) + (f om)*c*(gr)

metrik tensori ile olusturulmug B x F' ¢arpim manifoldudur. Eger v, w € T{y, 4B X

F'ise bu durumda,

g(v,w) = 7 (gp(v,w)) + (f om)*0™ (gr(v, w))

= gpldn(v),dr(w)) + (f o 7)*gr(do(v), do(w))

dir. Ozel olarak, eger f = 1 ise B x s I bir B x F' carpim manifolduna indirgenir

128].

2.2 Pseudosimetrik Semi-Riemann Manifoldlar

M, n-boyutlu (n > 2) C* simifindan baglantili bir semi-Riemann manifold olsun.

V., M tizerindeki lineer konneksiyon olmak iizere VR = 0 ise M manifolduna yerel
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simetriktir denir. M iizerinde tanimli (0, 2)-tipinde bir simetrik tensér A olmak

uzere A4 endomorfizmi

AatX(M) x x(M) x x(M) = x(M)

(XAaY)Z =AY, 2)X —AX,2)Y (2.2.1)
bi¢iminde tanmimlanir. Eger A = ¢ alinirsa (2.2.1) denklemi
(XN Y)Z=9g(Y,Z)X —g(X,2)Y (2.2.2)

bigimine indirgenir. Bundan sonra X A4 Y yerine X A'Y kullanilacaktir [18].
M {izerinde (0, 2)-tipinde simetrik iki tensér A ve B ise, bu tensorlerin Kulkarni—

Nomizu carpimi A, her X, X5, X3, Xy € x(M) i¢in

(AAB)(X1, X2, X3, X4) = A(X1, X4)B(Xa, X3) + A(Xa, X3)B(X1, X4)
—A(X1, X3)B(X2, X4) — A(Xo, X0)B(X1, X3) (2.2.3)

bigiminde tanimlamr [18].
M fizerinde (0, k)-tipindeki (K > 1) bir 7" tensor alam verildiginde 7" nin kovaryant
turevi VT,

(VT)(Xy, ..., Xp; X)
= (VxT) (X1, ..., Xz)
= Vx(T(X1,..., X3)) = S8 T(X1, ..., Vx X5, .. Xx) (2.2.4)

bi¢iminde tanimlanir.

(M, g), n-boyutlu (n > 3) C* smifindan baglantili semi-Riemann manifoldu
olsun. M fizerinde T, (0, k)-tipinde (k > 1) bir tensor alani olmak tizere Xy, ..., Xk,
X,Y e I(TM) igin (0, k + 2)-tipindeki R - T ve Q(g,T") tensorleri

(R-T)(X1, .. X, X,Y) = (R(X,Y) -T)(X1,..., Xs)

= —T(R(X,Y)X1,Xs, ..., X})

= T(Xyy e, Xi1, ROX,Y) X,

14



ve

Q(guT>(X1’anuX7Y) = ((X/\Y)T)(X177Xk)
= _T((X/\Y)X17X277Xk)
— o =T(Xy, . X1, (X AY)XY)
ile tammlanirlar, burada R, M nin egrilik tensoridiir ve R, R(Xy, Xy, X5, Xy) =

g(R(X1, X2) X3, Xy) ile verilen Riemann Christoffel egrilik tensoriidiir, endomorfizmler
ise R(X,Y)Z = [Vx,Vy]Z = VixnZ ve (X AY)Z = g(Y, 2)X — g(X, Z)Y ile
tanimhdir. Burada R - T = 0 oldugunda egrilik kosullarina semi-simetrik egrilik
kosullar1 denir [35]. Ayrica R nin R i{izerine etkisi olan R - R tensorii ile Q(g, R)
tensorii her X7, X, X3, Xy, X, Y € x(M) igin

(R : R)<X17X27X37X4;X7 Y) =

- R(R<X7 Y>Xl7 X27 X37 X4) - R(Xla R(X7 Y)X27 X37 X4)

— R(X1, X2, R(X,Y) X5, X4) — R(X1, Xa, X3, R(X,Y)X), (2.2.5)
ve

Q(g7R)(X17X27X37X4;X7 Y) -
CRU(X AY) X1, Xa, Xa, Xa) — R(X1, (X AY)Xo, Xy, X,)
— R(X1, X5, (X AY) X35, Xy) — R(X1, X5, X3, (X ANY)Xy) (2.2.6)

ile tanimlanir [18]. Bu durumda, eger R- R = 0 ise (M, ¢g) semi-Riemann manifoldu
semi-simetrik ve R -S = 0 ise (M, g) Ricci semi-simetrik diye isimlendirilir [36].
Her yerel simetrik manifold semi-simetriktir, fakat tersi dogru degildir.

Simdi, bu tezin ana kavrami olan pseudosimetri kavramini tanimlayalim.

Tanim 2.2.1. (M, g), semi-Riemann manifoldu olsun. M manifoldunun her noktasinda

R-Rve (g, R) tensorleri lineer bagiml ise M manifolduna pseudosimetrik manifold

denir. Bu ifade, Ur = {z € M : Q(g, R) # 0} kiimesi iizerinde taniml
R-R=LpQ(g,R) (2.2.7)
ifadesine denktir, burada Lg, Ug tizerinde tamml bir fonksiyondur [37].
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Diger taraftan, Ricci pseudosimetrik manifoldlar agagida tanimlanmaktadir:

Tamim 2.2.2. (M, g) semi-Riemann manifoldu ve S, M nin Ricci tensorii olsun.
Eger M manifoldunun her noktasinda R - S ve Q(g,S) tensorleri lineer bagiml ise
M manifolduna Ricci-pseudosimetrik manifold denir. Bu ifade ise, Us = {x € M :

Q(g,S) # 0} kiimesi iizerinde tanimh
R-S=LsQ(g,5), (2.2.8)
ifadesine denktir, burada Lg, Ug tizerinde tanimli bir fonksiyondur ve S, Ricci
tensoridiir [38].
n > 4 boyutlu semi-Riemann manifoldlarimin simifinda, simetri sartlari igin
asagida verilen kapsama bagimtilar gegerlidir [18]:
R-R=0 Cc R-5=0,
R-S=0 C R-S=1LgsQ(g,9),
R-R=0 C R-R=LgQ(g,R),
R-R=LpQ(g,R) C R-S5=LsQg,5).
Tanim 2.2.3. (N, g) semi-Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M, g) olsun.

X, YU,V € x(M) igin

R-h:x(M)x x(M)x x(M)x x(M)— x"(M)

(R(IX,Y)-h)(U,V)=RYX,Y)h(U,V) — W(R(X,Y)U,V) — h(U,R(X,Y)V)

ile tanimhdir. Eger M altmanifoldunun her noktasinda R.h = 0 ise M altmanifolduna

semiparalel altmanifold adi verilir [18].

Bu asamada, semi-Riemann manifoldun hiperyiizeyleri tizerine olan bazi onemli
simetri sartlarini hatirlatalim:

(M, g) ve (N, g) sirasiyla n ve (n + 1)-boyutlu semi-Riemann manifoldlar olmak
tizere f : M — N bir izometrik immersiyon olsun. & € x*(M) birim normal vektor

alan1 ve X,Y € x(M) olmak tizere Gauss ve Weingarten denklemleri sirasiyla,

VxY = VxY +eH(X,Y)E
Vx€ = —Ag(X)
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seklinde ifade edilebilir, burada H, M nin ¢ ye gore ikinci temel tensori ve ¢ =

§(&,€) = +1 dir. Boylece
9(A¢(X),Y) = H(X,Y)

olur. Ayrica p > 1 igin

seklinde tanimlanir [18].

Rve R, sirasiyla M ve N1 manifoldlarinin Riemann-Christoffel egrilik tensorleri

ve X1, Xy, X3, X, € x(M) olmak tizere M manifoldunun N de Gauss denklemi

~

R(X1, Xo, X3, Xy) = R(X1, Xo, X5, Xy) + e E(Xy, Xo, X3, X4) (2.2.9)
olarak tamimlanir. Burada E tensori
E(X17 X27 X37 X4) == H(X17 X4>H<X27 X3) - H(X17 X3>H<X27 X4)

seklinde tammlanir. Eger N?*! semi-Riemann manifoldu, semi-Oklid uzay Entt

ise (2.2.9) Gauss denklemi
R(Xla XQ; X37 X4) = €<H(X1; X4)H(X27 X3) - H<X17 X3)H(X27 X4))
denklemine doniisiir [18].

Teorem 2.2.1. M C E™! (n > 3) bir hiperyiizey olsun. Bu durumda, M
hiperyiizeyinin semisimetrik (R - R = 0) olmasi i¢in gerek ve yeter sart her p €
M noktasinda M nin ikinci temel tensoriinin H?> = MH(A € R) veya v,w €
TX(M),a,f € R igin

H=av®v+ pfw®w

esitliklerinden birini saglamasidir [18].

Pseudosimetri i¢in agagidaki sonug gecerlidir:
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Teorem 2.2.2. M C E™!' (n > 3) bir hiperylizey olsun. Bu durumda, M
hiperyiizeyinin pseudosimetrik (R - R = LrQ(g, R)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

her p € M noktasi i¢cin R - R = 0 olmas1 veya M nin ikinci temel tensoriiniin
H? = aH + Bg(a, B € R) (2.2.10)
esitligini saglamasidir [18].

Teorem 2.2.3. M C E™' (n > 3) bir hiperyiizey olsun. Bu durumda, M
hiperyiizeyinin Ricci-pseudosimetrik (R -S = LgrQ(g,S)) olmasi igin gerek ve yeter
sart her p € M noktasi i¢in R-S = 0 olmasi veya M nin ikinci temel tensorii (2.2.10)
esitligini saglamasidir [18].

Son olarak bu altboliimde agagidaki baginti verilebilir:

Teorem 2.2.4. M C E"! (n > 3) bir hiperyiizey olsun. Bu durumda,
R-R=Q(S,R) (2.2.11)

dir [18].

2.3 Belirsiz Sasakiyan Manifoldlar

Bu altboliimde, belirsiz Sasakiyan manifoldlar verilmektedir. Belirsiz Sasakiyan
ve Sasakiyan manifoldlar arasindaki farki tanitmak igin oncelikle Riemann hemen

hemen kontakt metrik manifoldlar tanimlanmaktadir.

Tanim 2.3.1. M, (2n+1)-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold, &, & ve n,
sirastyla, M iizerinde (1,1)-tipinde tensor alani, vektor alam ve 1-form olsunlar.
Eger ®, £ ve

2E) =1 (23.1)

ve

PP=-T+n®¢ (2.3.2)

sartlarmi sagliyorsa, M manifolduna bir (®,£,n) hemen hemen kontakt yapisina
sahiptir ve (M, ®,&,n) ye de bir hemen hemen kontakt manifold denir, burada I,

T M fizerinde birim dontigimdiir [39].
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Onerme 2.3.1. M2 bir (®,&,m) hemen hemen kontakt yapisina sahip olsun. Bu

taktirde,
e = 0, (2.3.3)
n(®X) = 0, (2.3.4)
rank® = 2n (2.3.5)

dir [39].

Tanim 2.3.2. M?*"*1 (&, £ n) ile birlikte bir hemen hemen kontakt manifold olsun.

Eger M1 herhangi X ve Y vektor alanlar icin
9(2X, YY) = g(X,Y) — n(X)n(Y) (2.3.6)

olacak sekilde bir g Riemann metrigine sahipse, M?*'*1 manifolduna (®,¢,7,9)

hemen hemen kontakt metrik yapisina sahiptir denir [39].

Eger (2.3.6) da Y yerine £ alinirsa (2.3.1) ve (2.3.3) denklemlerinden

n(X) = g(X,¢) (2.3.7)

elde edilir.
Simdi, boyle bir g metriginin, (®,&,n) yapisina sahip bir manifoldda daima var

oldugunu ifade eden su 6énermeyi verelim:

Onerme 2.3.2. Eger M?" 1 (®, £, n) ile birlikte bir hemen hemen kontakt manifold
ise, bu taktirde M2"+!

olacak sekilde bir g Riemann metrigine sahiptir [39].

Sonug 2.3.1. M?"*! (& & 7, g) hemen hemen kontakt metrik yapisina sahip olsun.
Bu durumda, VX, Y € x(M) igin

g(BX,Y) = —g(X, DY) (2.3.8)

dir. Yani @, g ye gore bir anti-simetrik tensér alamdir [40].
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Tanim 2.3.3. (2n+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun. M fiizerinde her
noktada

nA(dn)" #0

kogulunu saglayan bir n diferensiyel 1-formu varsa, n ya kontakt form ve (M, n)
ikilisine de kontakt manifold denir. Burada (dn)", dn nin kendisi ile n-defa dig
carpimini belirtir [39].

Teorem 2.3.1. (M,®,£,n), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold

olsun. M manifoldunun kontakt formu verildiginde VX, Y € x(M) i¢in
9(X, @Y) = dn(X,Y)
olacak gekilde bir (®,&,7n, g) hemen hemen kontakt metrik yapisi vardir [40].

Tanim 2.3.4. M tizerinde bir (®, £, 7, g) hemen hemen kontakt metrik yapisi verilsin.
VXY € x(M) icin
QX,Y) = g(X, @Y

seklinde tanimli © dontigtimiine (P, &, 7, g) hemen hemen kontakt metrik yapisinin

temel 2-formu denir [40].

Tanim 2.3.5. (M,®,&,71,9), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik
manifold olsun. Eger VXY € x(M) igin

dn(X,Y) =g(X,dY) = Q(X,Y)

esitligi saglanyorsa, (®,¢&,n, g) dortlisstine kontakt metrik yapr ve (M, ®,£,n,g) ye
de kontakt metrik manifold denir [40].

Onerme 2.3.3. (M, ®,¢,7), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold
olsun. Bu durumda, (®,&,n) yapisinin normal olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
VX,Y € x(M) icin

No(X,Y) +2dn(X, V) =0

olmasidir [40, 41].
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Tanim 2.3.6. M, kontakt metrik yapis1 (®,&, 7, g) olan (2n+1)-boyutlu bir kontakt
metrik manifold olsun. Eger M manifoldunun kontakt metrik yapisi normal ise,
(®,&,n,9) yapisia Sasakiyan yapr ve (M, ®,&,n, g) ye de Sasakiyan manifold denir
[40].

Agagidaki teorem, Sasakiyan manifoldlar: i¢in kullanigh ve pratik bir karakterizasyon

sunmaktadir.

Teorem 2.3.2. (2n+1)-boyutlu (M, @, &, n, g) hemen hemen kontakt metrik manifol-

dunun bir Sasakiyan manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart VX, Y € x(M) icin
(Vx®)Y =g(X,Y)E —n(Y)X
olmasidir [40].

1990 yilinda Duggal, hemen hemen kontakt manifoldlar ve uzay zaman geometrisi
arasindaki iligkileri inceledi [42]. Buna gore,

M, bir (2n + 1)-boyutlu semi-Riemann manifoldu olsun. Eger

P*=—-I+n®E nE)=1, no¢ =0 and rank¢ = 2n (2.3.9)

sartlar1 saglaniyorsa (¢, &, n) iicliisiine hemen hemen kontakt yapr denir, burada ¢,
(1,1)-tipinde bir tensér alani, £ bir vektor alam ve n bir 1-formdur. (¢,€&,n), M
{izerinde bir hemen hemen kontakt yapi ve § de M fiizerinde bir semi-Riemann

metrik olmak iizere, eger

QI

(£,6) = e==1, n(X) = €g(¢, X),
(60X, 0Y) = g(X,Y) — en(X)n(Y). (2.3.10)

QI

sartlar1 saglaniyorsa (¢,&,7,g) dortliisiine bir hemen hemen kontakt metrik yap
denir, burada X ve Y, M fiizerinde vektor alamdir. Ustelik, eger dn(X,Y) =
—g(0X,Y) ve (Vgo)Y = g(X,Y)¢ — en(Y)X sartlan saglamyorsa M ye belirsiz
Sasakiyan manifold denir, burada V, § semi-Riemannian metrigi icin Levi-Civita
konneksiyonudur. (2.3.10) un ilk denkleminden, £, M iizerinde asla bir lightlike

vektor alan1 degildir.
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Diger taraftan Takahashi [43], ¢ spacelike vektor alanma sahip hemen hemen
kontakt manifoldlar1 diigiinmenin yeterli oldugunu gosterdigi icin burada &, bir
spacelike birim vektoriine (yani g(&,&) = 1) kisitlanacaktir.

T,M de bir o diizlem kesiti, eger X ve »X vektor alanlari tarafindan gerilirse,
bu durumda ¢-kesiti diye isimlendirilir, burada X, ¢ ye dik (ortogonal) birim vektor
alanidir. Ayrica o min kesit egriligine, ¢-kesit egriligi denir. ¢-kesit egriligi sabit c
olan bir M Sasakiyan manifoldu, Sasakiyan uzay form diye isimlendirilir ve M/(c)

ile gosterilir. M(c) Sasakiyan uzay formunun R egrilik tensorii,

dir, burada X,Y, 7 € I'(TM) [2].
M bir (2n + 1)-boyutlu, ¢-kesit egriligi sabit ¢ olan Sasakiyan manifoldu olsun.
Bu durumda, eger ¢ = —3 ise M manifoldu E2"*! uzayma izometrik ve ¢ = 1 ise M

manifoldu, S}"*! uzayma izometriktir [40].

2.4 Semi-Riemann Manifoldlarin Lightlike Hiperyiizeyleri

(M,g), (m + 2)-boyutlu semi-Riemann manifoldu ve g = gjar, m > 0, indeks
q > 1 olmak iizere (M, g), M nin bir hiperyiizeyi olsun. z noktasinda M nin tanjant

uzay1 T, M olmak tizere dik uzay,
Ty M ={V, € T.M : o (Va, Wa) = 0,YW,, € T, M},
ile tamimhdir. Bu durumda
RadT,M = T,M NT;M,

ile tanimh Rad T M distribiisyonuna radikal distribisyon denir. RadT), M nin boyutu,
g metriginin nulluk derecesidir. Eger RadT, M # {0} ise M ye lightlike hiperyiizey
denir [29].
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M, M semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda,

TM de RadT'M ye tamamlayan olan S(7'M) distribiisyonu goz éniine alinirsa,
TM = RadT M &,.+ S(TM), (2.4.1)

dir. Burada S(TM) distribiisyonuna ekran distribiisyonu denir ve Onerme 2.1.1 den
non-dejeneredir.
Diger taraftan, Duggal-Bejancu, T'M demetine tamamlayan fakat ortogonal olmayan

bir vekor demetinin varligin gosterdiler.

Teorem 2.4.1. (M, g) bir semi-Riemann manifold ve (M, g, S(TM)), M manifoldunun

bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda,
G(&,N)=1,5(N,N) = g(N,X) = 0,VX € ['(STM), ¢ € T(RadT M) (2.4.2)
olacak gekilde bir tek tr(T'M) vektor demeti vardir [29].

Teoremde ifade edildigi gibi, bu vektor demeti 7'M ye tamamlayan uzaydir, fakat
dik degildir. Dik olmasi manifoldun semi-Riemann olmasi ile celigir.

Boylece, (2.4.1) ve (2.4.2) den,

TM|y = S(TM)® (TM* @ tr(TM))

= TM @ tr(TM) (2.4.3)

olur. Burada, TM|y; deki TM tanjant demetine komplement (dik degil) tr(TM)
vektor demeti, M nin S(TM) ye gore lightlike transversal demeti diye isimlendirilir
[29].

Kabul edelim ki V ve V, sirasiyla M semi-Riemann manifoldu ve M lightlike

hiperyiizeyinin Levi-Civita konneksiyonlari olsun. (2.4.3) denkleminde herhangi

X,Y € I(TM), N € T(¢tr(TM)) icin,

VxY = VxY +h(X,)Y) (2.4.4)
VyN = —AyX + VLN, (2.4.5)

dir, burada VY, AyX € D(TM) ve h(X,Y), Vi N € D(tr(TM)) dir. B(X,Y) =
g(M(X,Y), &) ve 7(X) = g(ViN, ) olmak tizere, herhangi X,Y € I'(TM), N €
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L(tr(TM)) icin, (2.4.4) ve (2.4.5) denklemlerinden

VxY = VxY +B(X,Y)N (2.4.6)
VxN = —AxX+7(X)N (2.4.7)
olur. Ay ve B sirasiyla M lightlike hiperyiizeyinin sekil operatori ve ikinci temel

formu diye isimlendirilir.

(2.4.6) ifadesinden,
(Vxo)(Y, Z) = B(X,Y)n(Z) + B(X, Z)n(Y) (2.4.8)

elde edilir. Boylece semi-Riemann hiperyiizeylerinin aksine, bir lightlike hiperyiizeyde
indirgenmisg konneksiyon Levi-Civita konneksiyonu degildir.
P, T'(S(TM)) tizerinde I'(T'M) mn projeksiyonu olsun. Bu durumda, herhangi
X,Y e I'(T'M) igin,
VxPY = VYPY +C(X,PY)¢ (2.4.9)
Vx§ = —A; X +7(X), (2.4.10)

dir, burada Vi PY, A X € I'(S(T'M)) dir ve C, U iizerinde
C(X,PY) = g(VxPY,N) (2.4.11)

ile tanimh bir 1-formdur. C, A;X ve V*, sirasiyla S(T'M) tizerinde tanmimh yerel
ikinci temel form, yerel sekil operatorii ve indirgenmis konneksiyondur. Bu durumda,

X, YW e T(TM), £ € T(TM*Y) ve N € I'(tr(TM)) igin agagidaki ifadeler gegerlidir:
g(ANY, PW) =C(Y,PW),g9(ANyY,N) =0,B(X,&) =0, (2.4.12)

g(A; X, PY) = B(X,PY),g(A; X, N) = 0. (2.4.13)

M, bir semi-Riemann manifoldu ve M de M manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi

olsun. M ve M manifoldlarimin egrilik tensorleri sirasiyla R ve R ile gosterilsin. Bu

durumda, her XY, Z € I'(T'M|y) i¢in

R(X,Y)Z

R(X,Y)Z + B(X,Z)AyY — B(Y, Z)AxyX
+ {<VXB)(Y7 Z) - (VYB)(X’ Z)
+ 7(X)B(Y,Z) - 7(Y)B(X, Z)}N (2.4.14)
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elde edilir [29].

Simdi M, Rén”) semi-Riemann manifoldun bir lightlike hiperytizeyi olsun. Bu
durumda, kesit egriligi sifir oldugundan R = 0 olur. Boylece X,Y,Z € I'(TM) ve
N e I'(tr(T'M)) i¢in M hiperyiizeyinin Gauss denklemi,

R(X,Y)Z = B(Y, Z)AxX — B(X, Z)AyY, (2.4.15)

dir, burada R, M hiperyiizeyinin egrilik tensor alamdir [30].
M, (m+ 2)—semi—(jklidyen uzayin bir lightlike hiperytizeyi olsun. Bu durumda,
herhangi X,Y e I'(TM), N € I'(tr(T'M)) igin M hiperyiizeyinin Ric Ricci tensord,

Rie(X,Y) = =S e{ B(X,Y)C(Wi, Wi) — g(A7Y, Ay X)},e; = +1 (2.4.16)

ile verilir, burada {W/,}, S(TM) ekran distribisyonunun bir ortonormal bazidir
[30]. Kolayca goriliir ki, Ricci tensorii simetrik degildir.

M, bir semi—()klidyen uzayin bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger herhangi
X, Y, X1, Xo, X3, Xy € I(TM) igin

(R(X,Y) - R)(X1, X, X3, X4) =0 (2.4.17)

sart1 saglamyorsa M hiperytizeyi semi-simetrik diye adlandirilir [22]. Benzer olarak,

X,Y, X1, X, € T(TM) icin
(R(X,Y) - Ric)(X1,X2) =0 (2.4.18)
sart1 saglaniyorsa M hiperytizeyi Ricci semi-simetrik diye adlandirilir [22].
Lightlike hiperytizeylerin geometrisi i¢in [22], [29], [30] ¢calismalarima bakilabilir.
2.5 Belirsiz Sasakiyan Manifoldlarin Lightlike Hiperytuzeyleri

Simdi, bir belirsiz Sasakiyan manifoldun bir lightlike hiperytizeyinin yapisi hatirla-
tilacaktir. Detayli bilgi i¢in [2] kaynagina bakilabilir.

(M, $,€,m,G), bir belirsiz Sasakiyan manifold ve (M, g) de ¢ € T(TM) yap
vektor alanina teget bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger E, TM~ demetinin bir
yerel kesiti ise bu durumda, g(¢E,E) = 0 dir ve ¢FE, M ye tegettir. Boylece
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H(T M), M iizerinde 1 rankh bir distribiisyondur ve ¢(TM+)NTM* = {0} dir. Bu
ise (T M) altvektor demetini iceren bir S(T'M) ekran distribiisyonunun secimine
olanak saglar. N, tr(TM) demetinin bir yerel kesiti ise g(¢N, E) = —g(N, pE) = 0
oldugundan ¢E, S(TM) ye aittir. Diger taraftan g(¢.N, N) = 0 oldugundan, ¢N nin
E ye gore bileseni sifirdir. Boylece ¢N € I'(S(T'M)) dir. Ayrica kolayca goriiliir ki
G(¢N, ¢E) = 1 olur. Dolaysiyla ¢(T ML) @ ¢(tr(TM)), S(TM) demetinin 2 rankh
bir non-dejenere altvektor demetidir. Diger taraftan, eger M, & yap1 vektor alanina

teget ise bu durumda, [44] den biliyoruz ki &, S(T'M) ye aittir. Boylece,
S(TM) = {p(TM™*) @ (tr(TM))} L Dy 1< € > (2.5.1)

dir, burada < & >= Sp{{} dir ve Dy, non-dejenere invaryant vektor demetidir [2].
Bu durumda, (2.4.1) ve (2.4.3) denklemlerinden,

TM = {p(TM*Y) ® p(tr(TM))} L Dy L< & >1L TM* (2.5.2)
ve
TM|y = {6(TM*Y) @ ¢(tr(TM))} L Dy L< € >L (TM* @ tr(TM))  (2.5.3)
ayrisimlar: elde edilir. M tizerinde iki distribiisyonu
D:=TM* L ¢(TM*) L Dy ve D' := ¢(tr(TM)) (2.5.4)
ile tanimlayalim. Bu durumda D, ¢ altinda invaryanttir ve
TM=(Da&D')1l<> (2.5.5)

dir.
U:=—¢N veV := —¢F
yerel null vektoér alanlari olsunlar. Bu durumda, (2.5.5) den herhangi bir X €
I(TM) igin
X =RX +QX+n(X)¢, QX =u(X)U (2.5.6)
olarak yazilir, burada R ve @Q, sirasiyla TM demetinin D ve D’ distribiisyonlarina

projeksiyonlari ve u da M tizerinde u(X) = g(X, V') seklinde tanimlanan bir diferensiyel
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I-formdur. (2.5.6) denklemine ¢ uygulanr, (2.3.9) kullanihr ve ¢>N = —N olmas
dikkate alinirsa,

¢X = ¢X +u(X)N (2.5.7)
elde edilir, burada ¢, herhangi bir X € I'(TM) icin ¢X := ¢RX seklinde M iizerinde
tanimh (1,1)-tipinde bir tensor alamdir. (2.5.7) denklemine ¢ uygulamr ve (2.3.9)

kullanilirsa

P*X = =X +n(X)¢ +u(X)U, VX € T(TM) (2.5.8)

esitligine ulagilir.

Herhangi X,Y € I'(T'M) i¢in (2.3.10) ve (2.5.7) ifadeleri kullanilarak
9(¢X,9Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y) — u(Y)v(X) = u(X)o(Y) (2.5.9)

ifadesi elde edilir, burada v, M iizerinde v(X) = ¢g(X,U), VX € I'(T'M), seklinde
tanimh bir 1-formdur.

Ayrica, direkt hesaplamalarla asagidaki ozdeslikler elde edilir:

Vxé = —¢X, (2.5.10)
B(X,6) = —u(X), (2.5.11)
C(X,6) = —u(X), (2.5.12)
B(X,U) = C(X,V), (2.5.13)
(Vxu)Y = —B(X,¢Y)—u(Y)r(X), (2.5.14)
(Vx@)Y = g(X,Y)E—n(Y)X — B(X,Y)U +u(Y)AxX.  (2.5.15)

M (¢) bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M (c) uzayimn bir lightlike hiperyiizeyi

ve & € I'(T'M) olsun. U C M iizerinde { £, N} ¢iftini goz 6niine alalim. Bu durumda
X,Y.Z € I'(T'M) igin, (2.3.11), (2.3.11) ve (2.5.7) ifadeleri kullanilip teget kisim

yazilirsa,

c+3
4
—n(Y)In(Z)X + g(X, Z)n(Y)E — g(Y, Z)n(X)é + g(oY, Z)¢X  (2.5.16)

—9(0X, Z)0Y —29(0X,Y)6Z} + B(Y, Z)AnX — B(X, Z)AnY

R(X,Y)Z =

{0V, 2)X — (X, 2)¥} + “H n(X)(2)y
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olur. Bu durumda, ¢ = 1 i¢in Gauss denklemi,

RIX,V)Z = g(Y,2)X — g(X,2)Y + B(Y, Z) Ay X
— B(X,2)ANY (2.5.17)

dir. Diger taraftan, dogrudan iglemlerle,

RIX,)Y)Z = R(X,Y)Z+C(X,2)ALY —C(Y, Z)ALX
+ {(VxO)Y,2) — (VyC) X, Z)+7(Y)C(X,Z) (2.5.18)
- 7(X)CY, 2)}E

bulunur. Ayrica X,Y € I'(T'M) i¢in, lightlike hiperyiizeyin Ricci egriligi
Ric(X,Y) =ag(X,Y) —n(X)n(Y)+ B(X,Y)izAy — B(AxyX,Y) (2.5.19)

olarak elde edilir, burada o = @IS 1 CrtDe=) iy ve iz, S(TM) ekran
distribiisyonuna kisitlanmig g ye gore yazilir [24].

M, bir semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda,
herhangi X € I'(¢(TM*)) ve Y € T(D @ D') i¢in M hiperyiizeyinin ikinci temel
formu h icin h(X,Y) = 0 sart1 saglaniyorsa, M hiperyiizeyine (¢(TM*Y), D &
D')-mized tamamen jeodeziktir denir [2].

Umbilik kavrami belirsiz Sasakiyan manifoldlarin altmanifoldlar: i¢in kullanigh
olmadigindan (tamamen jeodeziklige kargilik gelmektedir), agagidaki umbiliklik kavrami
tanimlanmigtir:

M, bir M semi-Riemann manifoldunun bir altmanifoldu olsun. Bu durumda,

herhangi X, Y € I'(T'M) i¢in M altmanifoldunun ikinci temel formu h
MX,Y) = Mg(X,Y) = n(X)n(Y)}N. (2.5.20)

sartin saghiyorsa M ye n-tamamen umbilik lightlike hiperyizeyidir denir [2].
Belirsiz Sasakiyan manifoldlar tizerindeki lightlike hiperytizeylerin simetri 6zellikleri

i¢in [2], [23], [27] ¢alismalarina da bakilabilir.
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BOLUM 3

SEMI-OKLIDYEN UZAYLARDA
PSEUDOSIMETRIK LIGHTLIKE
HIPERYUZEYLER

Bu boliim, ii¢ altboliimden olugmaktadir. Birinci altboliimde, pseudosimetrik
lightlike hiperyiizeylere ornek verilmekte ve bir lightlike hiperytizeyin pseudosimetrik
lightlike hiperytizey olmasi i¢in yeter sartlar verilmektedir. Ayrica, pseudosimetrik
lightlike hiperyiizeyin karakterizasyonu sunulmakta ve hiperytizeyin pseudosimetrik
olmasi ile ekran distribiisyonunun pseudosimetrik olmasi arasindaki iligki aragtirilmak-
tadir. Diger taraftan, bir pseudosimetrik lightlike hiperytizeyin semi-simetrik lightlike
hiperytizey olma durumu tartisilmakta ve lightlike Einstein hiperyiizeyin pseudosimet-
rik olma durumu incelenmektedir. Ikinci altboliimde, pseudoparalel lightlike hiperyti-
zeyler icin karakterizasyon elde edilmekte ve semi-simetri olma gartlar: verilmektedir.
Uciincii altboliimde, semi-Oklidyen uzayin Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyiizey
olmasi icin yeter sartlar verilmekte, karakterizasyon elde edilmekte ve Ricci-genellesti-

rilmig pseudoparalel lightlike hiperyiizey icin yeter sartlar bulunmaktadir.

3.1 Semi—(")klidyen Uzaylarda Pseudosimetrik

Lightlike Hiperyiizeyler

Bu altboliime, ilk olarak lightlike hiperyiizey icin pseudosimetri tanimi ve bir

ornek sunularak baglanmaktadir.

Tamm 3.1.1. M, bir semi-Oklidyen uzaym bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger
M hiperyiizeyinin her noktasinda R - R ve (g, R) tensorleri lineer bagimh ise
M hiperyiizeyine pseudosimetrik lightlike hiperytzey denir, yani M hiperylizeyinin
pseudosimetrik lightlike hiperyiizey olmasi icin gerek ve yeter sart Ugp = {p €
M|Q(g,R) # 0} kiimesi iizerinde R - R = LgQ(g, R) olmasidir, burada Lg, Ug
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tizerinde fonksiyondur.
Oncelikle asikar olmayan, fakat basit bir 6rnek sunalim:

Ornek 3.1.1. M, R! de
1 = ujsecus , Tg = ujcos(ug + ug) , rz = upsin(ugs +uz) , x4 = up tanus,
ile verilen bir hiperyiizey olsun, burada R{,
{0z, Oy, Dx3, 0xy}

standart bazina gore (—,+, +, +) isaretli semi-Oklidyen uzaydir ve u; # 0; us, us +
uz € (0, 3) dir. Bu durumda 7'M,

Zy = secuz0xy + cos(ug + uz)0xy + sin(ug + uz)Oxs + tan uzdxy
Zy = —uysin(ug + u3)0zy + uy cos(ug + uz)0xs3
Zs = wuysecustanuzdr; — uy sin(ug + uz)0zy + uy cos(uy + uz)0rs + up sec® uzdxy

ile gerilir. Boylece, M hiperyiizeyinin indirgenmis metrigi

0s* = 00u] + ui(0us + Ouxdus + (1 + sec® uz)Ou3)

= u}(Ouj + Quzduz + (1 + sec? uz)ou3)

ile verilir. Bu durumda, M bir warped carpim lightlike hiperytizeydir ve RadT M =
Sp{Z,} ve S(TM) = Sp{Zs, Z3} dir. Dolayisiyla, M hiperyiizeyinin lightlike transversal

vektor demeti,
1 .
N = —§(sec u30x1 — cos(ug + uz)0ry — sin(ug + us)0xs + tan uzdry)

ile verilir. Dogrudan iglemlerle,

vZQZQ = —Uu COS(U2 + u3)8I2 — Up SiIl(UQ + Ug)al'g
V2,73 = —uycos(uy -+ us)0ry — uy sin(ug + us)0zs
V2,735 = wu(secustan® us + secussec? uz)0ry — uy cos(uy + us)ow,

— g sin(ug + u3)0rs + 2u; sec? us tan uzOr,
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elde edilir. Burada [Z,, Z3] = 0 ifadesine ulagilir. Bu durumda, direkt hesaplamalarla
n(Z2) = 0,n(Z3) = 0ven([Zs, Z3]) = 0 elde edilir. Boylece, S(T'M) integralenebilirdir.

Simdi, Gauss formiiliinden
B(Zg, ZQ) = —Uu , B(ZQ, Zg) = —Uu , B(Zg, Zg) = —U1 — U SeC2 us
bulunur. Diger taraftan,
_ 1 .
VN = —E(SIH(UQ + u3)0xy — cos(ug + ug)0xs)
_ 1
Vz N = —§(sec usz tan uzdx; + sin(ug + us)0xy — cos(ug + u3)0rs) + sec® uzOry)
elde edilir. Boylece (2.4.7) Weingarten formiiliinden

1 1 1
ANZy = —%22 , ANZs = _u_22 + ﬁzs
1 1 1

elde edilir. Bu durumda, yukaridaki denklemlerden

u? sec? uz

(R - R)(Zy, Zs, Zs, Zs; Z, Z3) = — 5

ve
Q(g, R)(Zs, Z3, Zo, Z3; Zo, Z3) = uj sec” ug
elde edilir. Boylece,
(R B)(Zs. 20,2, 2 20, 22) = =5 Q0. B) (o, 2. o 2 o )
bulunur. Ay Z; = 0 kullamilarak,

(R‘R)(Zl,ZE},ZQ,Zg;ZQ,Z;g) - 0 ) (R'R)(227217Z27ZS;ZQ7Z3) :()7
(R'R)<ZQ7Z37ZI7Z3;ZQ7Z3) - 0 ) (R'R)(ZQ7Z37ZQ7ZI;ZQ7Z3> :O

elde edilir, burada Z; € I'(RadT M) dir. Benzer sekilde,

Q(97R)<ZlaZS>ZQ>ZSQZ2723) = 0, Q(g7R)<ZZ>ZDZ2>ZS;Z%ZS> =0,
Q9, R)(Zy, Zs, Z1, Z3; Za, Zs) = 0, Q(g,R)(Z2, Z3, Za, Z1; Za, Z3) = 0

elde edilir, burada Z; € I'(RadT' M) dir. Béylece, M tamamen umbilik pseudosimetrik

lightlike hiperytizeydir.
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M lightlike hiperytizeylerinin pseudosimetrikligi i¢in asagidaki teorem verilebilir:
Teorem 3.1.1. M, integrallenebilir ekran distribiisyonuna sahip bir lightlike hiperytizey
olsun. Bu durumda, eger B(X,Y)A%Z = ¢(X,Y)AnZ ve B(X, Y)A{ANZ =
9(X,Y)A;{Z ise M bir pseudosimetrik lightlike hiperyiizeydir, dyle ki A = 1 dir,
burada X,Y,Z € I'(T'M) dir.

Ispat. Hipotezden, XY, Z € T(TM) icin B(X,Y)A%Z = g(X,Y)ANZ ise W €
I'(TM) olmak iizere

9(B(X,Y)AYZ,W) = g(9(X.Y)AnZ, W)

= B(X,Y)g(AXZ, W) = g(X,Y)g(AnZ, W) (3.1.1)

olur. Diger taraftan, B(X,Y)A{AnZ = g(X,Y)A;Z ise U € I'(T'M) olmak iizere

g(B(X,Y)A:Z,U) = g(g9(X,Y)A;Z,U)
= B(X,Y)B(AxZ,U) = g(X,Y)B(Z,U) (3.1.2)

olur. X1, Xo, X3, X4, X, Y € I'(T'M) igin (2.2.5) denkleminde (2.4.15) ifadesi yazilirsa,

(R- R)(Xy,Xo, X3, Xy; X,Y)
= —R(R(X,Y) Xy, Xy, X3, Xy) — R(X1, R(X,Y) X5, X3, Xy)
— R(X1,Xo, R(X,Y) X3, Xy) — R(Xy, Xo, X3, R(X,Y) X))
= —R(B(Y, X1)AnX — B(X, X1)AnY, Xo, X3, X4)
— R(X4, B(Y, X0)Ay X — B(X, X5)ANY, X3, X4)
— R(X1, Xo, B(Y, X3)AnX — B(X, X3)ANY, Xy)
— R(X1, Xo, X5, B(Y, X4)AnX — B(X, X,)ANY)
bulunur. R, lineer oldugundan
(R R)(Xy, X2, X3, X4; X, Y)
= —B(Y, X1)R(ANX, Xo, X3, X4) + B(X, X1)R(ANY, Xo, X3, X4)
— B(Y, Xo)R(X1, Ay X, X3, X4 + B(X, Xo)R(X1, ANY, X3, Xy)
— B(Y, X3)R(X1, X2, AN X, X)) + B(X, X3)R(X1, X, ANY, Xy)
— B(Y, X4)R(X1, X2, X3, ANX) + B(X, X4)R(X1, Xo, X3, ANY) (3.1.3)
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olur. Boylece

(R R)(X1, X, X3, X4; X, Y)

— —B(Y, X1)g(R(ANX, X5) X5, X4) + B(X, X1)g(R(ANY, X5) X3, X,)
— B(Y, X2)g(R(X1, Ay X) X3, X4) + B(X, X3)g(R(X1, ANY) X3, X,)
— B(Y, X3)g(R(X1, X2)An X, X4) + B(X, X3)g(R(X1, X2) AnY, X))
— B(Y, X4)g(R(X1, X2) X3, AnX) + B(X, X4)g(R(X1, X3) X3, AyY)

dir. Burada Gauss denklemi kullanilirsa,

(R- R)(X1, Xs, X3, X4; X,Y)

= —B(Y, X1)g(B(X3, X3) A% X — B(AnX, X3)AnXa, X4)
X, X1)g(B(Xy, X3)A%Y — B(ANY, X3)An X2, X4)
Y, X5)g(B(AnX, X35)An X, — B(X1, X3) A3 X, Xy)
X, X2)g(B(ANY, X3)An X1 — B(X1, X3)ARY, X4)

B(
B(
B(
B(Y, X3)9(B(X2, ANX)AnX: — B(X1, ANX)An X2, X4)
B(X, X3)g(B(Xa, ANY)An X, — B(X1, ANY) An X, Xy)
B(Y, X4)g(B(X2, X3)An X1 — B(Xa, X3)AnXo, Ay X)
B(

X, X4)g(B(Xs, X3)AnX1 — B(Xs, X3)An X, AyY)
elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,

(R- R)(X1, X5, X3, X4; X,Y)

= —B(Y, X1)[g(AX X, X4) B(X2, X3) — B(ANX, X3)g(An X2, X))
X, X1)[g(A%Y, X4)B(Xy, X3) — B(ANY, X3)g(AnXa, X,)]
Y, Xo)[B(ANX, X3)g(An X1, X4) — g(AV X, X4) B(X1, X3)]
X, X,5)[B(ANY, X3)g(An X1, X4) — g(ARY, X4) B(X1, X3)]

B(X1, AnX)g(An X2, X4)]

X, X3)[B(X2, ANY)g(AnX1, Xy4) — B(X1, ANY ) g(An X2, X4)]

B(
B(
B(
B(Y, X3)[B(Xa, AxX)g(Ax X1, X4 )
B( ) )
B( )
B( )

) -
) —

Y, X0)[g(An X1, AnX)B(Xa, X3) — g(AnXa, AvX)B(X1, X3)]
) —

X X4)[ (ANXlaANY)B(X%Xfi (ANX27ANY) (X17X3]
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bulunur. Burada (3.1.1) ve (3.1.2) ifadeleri kullanilirsa

(R ' R)(X17X27X37X4;X7 Y)

= —g(Y, X1)[g(AnX, X4)B(X5, X3) — B(X, X3)g(An X2, X4)]

+ 9(X, X1)[g(ANY, X4) B(Xa, X3) — B(Y, X3)g9(An X2, X4)]

) —

—9(Y, X5)[B(X, X3)g(An X1, X4) — g(ANX, X4)B(X1, X3)]

+9(X, X2)[B(Y, X3)g(An X1, Xy) — g(ANY, X4) B(X1, X3)]

—g(Y, X3)[B(Xa, X)g(AnX1, X4
Y)

+ 9(X, X3)[B(Xa,

B(X1, X)g(AnXs, X4)]

)

)]

—9(Y, Xy)[g(An Xy, X) B(Xa, X3) — g(AnXo, X) B(X1, X3)]
)

) —
g(ANXl, Xy) — B(Xh )(ANX2, 4
) —
+ ) —

XX4>[ (ANXh ) (X27X3 g(ANXQ, ) (XI’X?)]

9(
Q<g7 R)(Xh X27 X37 X47 X7 Y)7
olur. Bu ise ispat1 tamamlar.
Boylece agagidaki sonug verilebilir:

Sonug¢ 3.1.1. M bir semi-Oklidyen uzaym bir lightlike hiperytizeyi

(3.1.4)

olsun. Bu

durumda, eger M iizerinde B(X,Y)AYZ = g(X,Y)AnZ ve B(X,Y)A{AnZ =
9(X,Y)A;Z sartlan saglaniyorsa B(AyX,U) = g(X,U) dir, burada X,Y, Z,U €

[(TM) dir.

Ispat. XY, Z, W,U € T(TM) icin (3.1.1) den,

9(X,Y)

BOOY) = Sz zw)

g(ANZ, W)

dir. Diger taraftan (3.1.2) den,

_IXY)
B(ANZ,U)

dir. Boylece (3.1.5) ve (3.1.6) ifadelerinden,

_gXY)
9(ANZ, W)

B(X,Y) = B(Z,U)

9(X,Y)

A = Bz

B(Z,U)
olur. Bu ifade diizenlenirse,

9(X,Y)g(AnZ,W)B(ANZ,U) = g(X,Y)g(ANZ,W)B(Z,U)
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deklemleri elde edilir. Bu egitlik ise
9(X.Y)[g(AnZ,W)B(ANZ,U) — (AN Z,W)B(Z,U)] = 0

ifadesine denktir. Burada X,Y € I'(S(T'M)) alimirsa ve Ay operatoriiniin S(7°M)

degerli oldugu goz Oniine alinirsa,

g(ANZ, W)B(ANZ, U) - g<A?\7Z7 W)B(Zv U) = 07
9J(ANZ, W)B(ANZ,U) — g(B(Z,U)A%Z, W) = 0 (3.1.7)

olur. Ayrica hipotezden,
B(X,Y)A%Z = g(X,Y)AnZ
oldugu igin, (3.1.7) ifadesi

9(ANZ,W)B(ANZ,U) — g(B(Z,U) A% Z, W)
9(ANZ,W)B(AxZ,U) — g(9(Z, U)ANZ,W) = 0
9(ANZ,W)B(AxZ,U) — g(Z,U)g(AnZ, W)

9(ANZ, W)[B(AnZ,U) — g(Z,U)] = 0

denklemine denktir. O

Simdi, semi-Oklidyen uzay iizerinde M ve S(T'M) nin pseudosimetrikligi arasimdaki

iligkiyi veren asagidaki teoremi ifade edelim:

Teorem 3.1.2. M, bir semi-Oklidyen uzaym B(X,Y)A{AnZ = g(X,Y)A{Z sartim
saglayan, integrallenebilir ekran distriblisyonuna sahip bir lightlike hiperyiizeyi olsun.
Bu durumda, M hiperyiizeyinin pseudosimetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart ekran

distriblisyonunun integral manifoldunun pseudosimetrik olmasidir.
Ispat. (2.4.15) den,
R(X,Y)PZ = B(Y,PZ)AyX — B(X,PZ)ANY
olup buradan
g(R(X,Y)PZ, PW)=B(Y,PZ)g(ANX,PW) — B(X,PZ)g(ANY, PW)
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bulunur. Burada hipotez geregince (3.1.2) kullanilirsa, X, Y, Z, W € I'(T' M) igin

g(R(X,Y)PZ,PW) = B(AyNY,PZ)B(AyX,PW)
— B(AnX,PZ)B(AyY,PW) (3.1.8)

elde edilir. (3.1.8) ifadesinde Gauss ve Weingarten denklemleri kullanilirsa,

g(R(X,Y)PZ, PW)

— g(VxVyPZ —VyVxPZ — Vixy|PZ, PW)

= g(Vx(VLPZ + h*(Y,PZ)) — Vy (V% PZ + h*(X,PZ))
~Vixy|PZ — h*([X,Y],PZ),PW)

= g(VxViLPZ + Vxh*(Y,PZ) — VyVi%PZ — Vyh*(X, PZ)
~ Vixy/PZ — W*([X,Y],PZ), PW)

— g(VxVyPZ, PW) + C(X,ViPZ)g(&, PW)

+ X(C(Y, PZ))g(&, PW) + C(Y. PZ)g(—A:X — 7(X)E, PW)
— g(Vy Vi PZ, PW) — C(Y, V% PZ)g(&, PW)
~Y(C(X,PZ))g(¢, PW) — C(X,PZ)g(— ALY —7(Y)E, PW)
— 9(Vixy)PZ,PW) - C([X,Y], PZ)g(¢, PW)

(
g(R*(X,Y)PZ, PW) — C(Y, PZ)g(A; X, PW) + C(X, PZ)g(ALY, PW)
g(R*(X,Y)PZ, PW) — g(ANY, PZ)B(X, PW)

+ g(AnX, PZ)B(Y, PW) (3.1.9)

bulunur. Buna gore (3.1.9) ifadesinde (3.1.2) kullamilirsa, X, Y, Z, W € I'(T'M) i¢in

g(R(X,Y)PZ,PW) = g(R*(X,Y)PZ,PW)— B(AxY,PZ)B(AxX, PW)
+ B(AnxX,PZ)B(AyY,PW) (3.1.10)

dir. Boylece (3.1.8) ve (3.1.10) dan,
1
9(R(XY)PZ,PW) = Sg(R"(X.Y)PZ,PW) (3.1.11)

olur. Diger taraftan, (2.4.12) ve (2.4.15) den, VX,Y,Z € I'(TM), N € T'(tr(TM))
icin

g(R(X,Y)PZ,N) =0, (3.1.12)
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dir. Boylece, (3.1.11) ve (3.1.12) den
1
R(X,Y)PZ = SR'(X,Y)PZ (3.1.13)
elde edilir. Diger taraftan, XY, Z, U, V,W € I'(T M) igin

(R(X,Y) - R)(U,V,W, Z)
= —R(R(X,Y)U,V,W, Z) — R(U,R(X,Y)V,W, Z)
— R(U,V,R(X,Y)W, Z) — R(U,V,W,R(X,Y)Z)

oldugundan, bu ifadede (3.1.13) ifadesi kullamlr ve X,Y,U, VW € ['(S(T'M))

se¢imi yapilirsa,
1
bulunur. Diger taraftan, X,Y, U, V,W € I'(S(T'M)) igin

Qg. R)(U,V.W, Z; X, Y)

— —R(X AU, V,W,Z) — R(U,(X AY)V, W, Z)

—RU V(X ANY)W,Z) = R(U,V.W,(X NY)Z)

= —R(g(Y,U)X — g(X,U)Y,V,W, Z) — R(U,g(Y,V)X — g(X,V)Y,W, Z)

— R(U,V,g(Y, W)X — g(X, W)Y, Z) = R(U,V.W,g(Y, Z)X — g(X, Z)Y)

= —g(Y,U)R(X,V,W, Z) + g(X,U)R(Y,V,W, Z) — g(Y,V)R(U, X, W, Z)

+ g(X.V)R(U.Y, W, Z) — g(Y,W)R(U,V, X, Z) + g(X, W)R(U, V.Y, Z)

— (Y, 2)R(U,V,W,X) + g(X, Z)R(U,V,W,Y)

=—g(Y,U)g(R(X, V)W, Z) + g(X, U)g(R(Y, V)W, Z) — g(Y,V)g(R(U, X)W, Z)
+ (X, V)g(R(U, Y)W, Z) — g(Y,W)g(R(U, V)X, Z) + g(X, W)g(R(U,V)Y, Z)
— g(Y, Z2)g(R(U, V)W, X) + g(X, Z)g(R(U,V)W,Y) (3.1.15)

olur. (3.1.13) kullanilir ve ifade diizenlenirse,
1
Qo RUV.W.ZX.Y) = LQla R)UV.W.Z2XY) (3110

olur. Boylece, eger M pseudosimetrik ise, bu durumda (3.1.14) ve (3.1.16) dan
S(TM) pseudosimetriktir. Tersi (3.1.14) ve (3.1.16) den agiktir. O
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M ve S(T'M) nin tamamen umbilik olmas1 durumunda agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1.3. M, semi-Oklidyen uzaym pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyi olsun.
Eger M ve S(T'M) tamamen umbilik ise M bir semi-simetrik lightlike hiperytizeydir.

ispat. M, semi-Oklidyen uzaym pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyi yani, R - R =
LrQ(g, R) olsun. Boylece Xy, X3, Xy, XY € (T M) ve X; = £ € I'(RadT M) igin
(2.2.5) ifadesinde (2.4.15) kullamlarak,

(R : R)(ga X2a X3a X47 X7 Y)
= —R(R(X,Y)¢, Xo, X3, Xy) — R(§, R(X,Y) X, X3, Xy)
- R(é? X27 R(X7 Y>X37 X4) - R(£7 XQ; X37 R(X7 Y)X4>

olur. Burada Gauss denklemi goz ontine alinirsa,

(R R)(& X2, X3, X4; X, Y)

= —R(B(Y,§)AnX — B(X,§)ANY, Xo, X3, X4) — R(§, B(Y, Xo) AnX
— B(X, X2)AnY, X3, X4) — R(€, Xo, B(Y, X3)Ax X — B(X, X3)AnY, X,
— R, X, X, BY, X)) Ax X — B(X, X1)AxY)

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,

(R-R)(&, Xs, X3, X4; X)Y)

— _B(Y,)R(ANX, Xa, X35, X1) + B(X,€)R(ANY, Xo, X3, X1)

— B(Y, Xo)R(&, AN X, X3, Xy + B(X, Xo)R(§, ANY, X3, Xy)

— B(Y, X3)R(§, Xo, ANX, X4) + B(X, X3)R(&, Xo, ANY, X4)

— B(Y, X4)R(§, Xo, X3, ANX) + B(X, X4)R(§, X, X3, ANY')

= —B(Y, X2)g(R(€, AnX) X3, Xy) + B(X, X3)g(R(, AnY ) X5, Xy)
— B(Y, X3)g(R(&, Xo)An X, X4) + B(X, X3)g9(R(§, Xo)AnY, Xy)

— B(Y, X4)g(R(§, X2) X5, Ay X) + B(X, X4)g(R(§, X2) X3, AnY')

olur. Burada, tekrar Gauss denklemi kullanilirsa,

(R : R)<€7 X27 X37 X47 XJ Y)
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= —B(Y, Xo)[B(ANX, X3)g(AnE, Xu) — g(AR X, X4)B(&, X3))]
X, Xo)[B(ANY, X3)g(AnE, Xu) — g(AVY, X4) B(€, X3)]
Y, X3)[B(X2, ANX)g(ANE, Xu) — B(§, ANX)g(AN X2, X4)]

Y, X4)[9(AnE, AN X)B( X2, X3

B(

B( ) )
B(X, X5)[B(Xa, ANY)g(AnE, X4) — B(§, ANY ) g(AnXa, X4)]
B( ) — 9(AnXo, ANX)B(E, X3)]
B( ) )

X X4)[ (AN€ ANY)B(XQ,Xg —g(ANXQ,ANY)B(g,Xg]

bulunur. Bu ifade diizenlenirse,
(R R)(&, X2, X3, X4; X, Y)
= —B(Y, X3) B(ANX, X5)g(AnE, X4) + B(X, X2) B(ANY, X3)g(An¢, X4)
— B(Y, X3)B(X3, AnX)g(AnE, Xu) + B(X, X3) B(Xs, ANY)g(An¢, X4)
— B(Y, X4)g(AnE, ANX)B(X2, X3) + B(X, X4)g(ANE, ANY ) B(Xs, X3)
olur. M ve S(T'M) tamamen umbilik oldugundan X,Y € I'(T'M) i¢in B(X,Y) =
pg(X,Y) ve C(X,Y) = A\g(X,Y) dir. Bu durumda, ifadeler yerine yazilirsa,
(R R)(& Xo, X3, X5 X,Y)
= —pg(Y, X2)pg(An X, X3)C(&, Xa) + pg(X, X2)pg(AnY, X5)C(§, X4)
— pg(Y, X5)pg(Xo, ANX)C (&, Xy) + pg(X, X5)pg(Xa, ANY)C(E, Xy)
= pg(Y, X4)C(E, AvX)pg (X2, X3) + pg(X, X4)C(E, ANY ) pg (X2, X3)
veya
(R~ R)(§, X2, X3, Xy; X,Y)
= —pg(Y; X2)pg(An X, X3)Ag(&, Xa) + pg(X, X2)pg(AnY, X3)Ag(§, X4)
— pg(Y, X3)pg(Xa, ANX)Ag (&, Xa) + pg(X, Xs)pg(Xa, ANY)Ag(E, Xa)
= pg(Y, Xa)Ag (&, AnX)pg(Xa, X5) + pg(X, Xa)Ag(€, ANY)pg(Xs, X3)
elde edilir. M, pseudosimetrik kabul edildiginden,
(R-R)(§, X2, X3, Xy; X,Y)
= p*AQ(g, R)(€, Xa, X3, X45 X, Y)
=0
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bulunur. Benzer sekilde

(R-R)(X1,6, Xa, X X,Y) = 0,(R-R)(X1, X0, 6, X0 X,Y) = 0,
(R'R>(X1aX27X3a§;X7Y) = 07 (R'R)(X17X27X37X4;€7Y) :Oa
(R R)<X17X2aX3aX4;X7 5) = 0

ve

Q(gaR)(X1a€7X37X4;XaY) = 0,@(9,R)(X1,X2,€,X4;X,Y) :07
Q(97R)(X17X27X3a§;X’Y) = O?Q(g’R)(X17X27X37X4;€7Y> :O
Q(g7R)(X17X27X37X4;X7§) = 0

dir. Diger taraftan, Xy, X5, X3, Xy, X, Y € ['(S(T'M)) oldugundan X; = PX; alinir

ve benzer iglemler yapilirsa,

(R-R)(PXy, X, X3, X4; X,Y)
— —B(Y, PX))[g(A% X, X4)B(X,, X3) — B(AnX, X3)g(An X, X4)]
X, PX))[g(A%Y, X,)B(X,, X3) — B(ANY, X3)g(An X2, X4)]
Y, X,)[B(AnX, X3)g(ANP X1, X,) — g(A% X, X4) B(PX1, X3)]
X, X0)[B(ANY, X3)g(ANP X1, Xy) — g(AXY, X4) B(PX1, X3)]
B(PXy, ANX)g(An X3, X))
X, X3)[B(X,, ANY)yg (

B(

B(

B(

B(Y, X5)[B(X2, ANX)g(ANP X1, X4
B( (

B(Y, X,)[g(ANP Xy, Ay X)B(X5, X3
B(

) = )
ANPXl, 4) B(PXl,ANY>g ANXQ,X4)]
) — g(An X2, ANX)B(P X1, X3)]
) = ) )

X, Xy)[g(ANPX,, ANY)B(X3, X3) — g(An X2, ANY) B(P X1, X3)]

olur, burada P, I'(S(T'M)) iizerinde I'(T'M) nin projeksiyon morfizmidir. M ve
S(TM) tamamen umbilik oldugundan yukaridaki denklem
(R ’ R)<PX17 X27 X37 X47 X> Y)
= —pg(Y, PX1)[C(AnX, X4)pg(X2, X3) — pC(X, X3)g(An X2, X4)]
+pg(X, PX3)[C(ANY, Xa)pg(Xa, X5) — pC (Y, X3)g(An X2, Xy)]

40



= pg(Y, X2)[pC(X, X3)g(AnP X1, X4) — C(AnX, X4)pg(P X1, X3)]
+ pg(X, Xo)[pC (Y, X3)g(AnP X1, Xy) — C(ANY, Xy)pg(P X1, X5)]
— pg(Y, X3)[pC(Xa, X)g(An P X1, Xy) — pC(P X1, X)g(An X2, X4)]
+ p9(X, X3)[pC(X2,Y)g(ANP Xy, Xa) — pC(PX1,Y)g(An X2, X4)]
= pg(Y, X)[C(AN P Xy, X)pg(Xs, X3) — C(An X2, X)pg(P X1, X3)]
pg(X, X4)[C(ANPX1,Y)pg(X2, X5) — C(AnX2,Y)pg(P X1, X;3)]

= —pg(Y, PX1)[Ng(X, X4)pg(X2, X3) — pAg(X, X3)\g(Xo, X4)]

+ pg(X, PX1)[Ng(Y, X4)pg(X2, X3) — pAg(Y, X3)Ag(X2, X4)]

— pg(Y, X2)[pAg(X, X3)Ag(P X1, X4) — Ng(X, X4)pg(PX1, X3)]
) —

+ pg(X, X2)[pAg(Y, X3)Ag(P X1, X4) — pA?g(Y, X4)pg(P X1, X3)]
JAG( X2, Xy)]
)

JAG( X2, X4)]

g
— pg(Y, X3)[pAg(X2, X)Ag — pAg(P Xy, 1

(PX1, X4) X
+ pg(X, X3)[pAg(Xo, ( ) Y

Ag(PX1,Xy) — prg(PXy,

(
(
( )
( Y)
(

— pg9(Y, X2)[Ng(P X1, X)pg( X,

+ pg(X, X4)[Ng(PX1,Y)pg(Xo, X3) —

= PN —g(Y, PX1)[9(X, X4)g(X2, X3)

+g X PXl)[ (Y,X4) (XQ,Xg

) —
—g9(Y, X2)[9(X, X3)g9(PX1, Xy) —
) —

_|_

9(X, Xo)[g(Y, X3)g(PX1, Xy

(

(

(

— g(Y, X3)[9(X2, X)g(P X1, Xy) —
( Y)g(

(

(

+

g(X Xs)[ (Xz, g PXl,X4)
—g9(Y, Xy)[g(P X1, X)g(Xa, X3) —
Y)

+g X X4)[ (PXh g(X27X3)

, X3) — N2 g(Xo, X)pg(PX1, X3)]
Y)pg(PX1, X3)]

- g(X, X3)g(X27 X4)]

(X27

g(Y, X3)g(X2, X4)]

9(X, X4)g(PX1, X5)]
9(Y, X4)g(P X1, X3)]
g(PX1, X

(
g(
(

olur. Burada ise M, pseudosimetrik kabul edildiginden

(R . R)(PX17X27X37X4; X’ Y)
- 102/\2Q(Q7R)<PX17X27X37X4;X7 Y)
=0
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bulunur. Benzer sekilde
(R-R)(X1,PXy, X35, X4; X)Y) = 0,(R-R)(Xy,Xo, PX3, Xy; X,Y) =0,
(R-R)(X1, X2, X3, PXy; X,Y) = 0,(R-R)(X1,Xs, X3, Xy; PX,Y) =0,
(R-R)(Xy, X2, X3, Xy; X, PY) = 0

ve
Qg, R) (X1, PXo, X35, X4; X,)Y) = 0,Q(g9, R)(X1, Xo, PX3, X4; X,Y) =0,
Qg, R)(X1, X2, X3, PX4; X,Y) = 0,Q(g, R) (X1, Xo, X3, Xy; PX,Y) =0,
Qg, R)(Xy, X2, X3, Xg; X, PY) = 0

dir. Boylece ispat tamamlanir. O]

Bu teoremde goriilmektedir ki, bir pseudosimetrik lightlike hiperytizeyin tamamen
umbilik olmasi bu tiir hiperyiizeyleri daha 6zel olan semi-simetrik lightlike hiperyiizeyler

simifina dahil etmektedir.

Teorem 3.1.4. M bir semi-Oklidyen uzaym pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyi
ve Anx€& null olmayan vektor alani olsun. Bu durumda, ya M tamamen jeodeziktir

ya da AZXQ ve An€ lineer bagimhdir.

ispat. Kabul edelim ki M, bir semi-Oklidyen uzay tizerinde pseudosimetrik lightlike
hiperyiizey olsun. (2.2.5) ve (2.2.6) da (2.4.15) kullamlir ve X; = ¢ € I'(RadT'M)
alinirsa,
(- R)(§, Xo, X3, Xa; X,Y)
= —B(Y, X3) B(An X, X5)g(AnE, X4) + B(X, X2) B(ANY, X3)g(An¢, X4)
— B(Y, X5) B(X2, AnX)g(AnE, X4) + B(X, X5) B(Xz, AnY)g(AnE, Xy)
— B(Y, X4)g(AnE, ANX)B(X2, X3) + B(X, X4)9(AnE, ANY ) B(Xs, X3)
ve
Qg, R)(§, X2, X5, X43 X, Y)
= —g(Y, X3) B(X, X3)g(AnE, Xu) + g(X, X2) B(Y, X5)g(An¢, X4)
— g(Y, X3) B(X, X)g(AnE, X4) + 9(X, X3) B(X3, Y)g(AnE, X4)
— 9(Y, X4)g(AnE, X)B(Xs, X3) + g(X, X4)g(AnE, Y ) B(X2, X3).
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oldugu goriiliir. Bu durumda, Y = ¢ i¢in Q(g, R)(§, Xo, X3, X4; X, &) = 0 dir ve

(R ’ R)(§7X27X3,X4;X7 5)
= B(X7 XZ)B<AN€7 X3)g(AN€7 X4) + B(X7 XS)B(X27 ANf)g(ANg, X4)
+ B(X, X4)g(AnE, AnE) B(X2, X3) (3.1.17)

bulunur. Ayrica, M pseudosimetrik lightlike hiperyiizey oldugu igin R-R = LrQ(g, R)
dir. Bu durumda, (3.1.17) ifadesi sifira esittir. Eger Xy = X3 = X alinirsa, (3.1.17)

ifadesi

(R-R)(S,X2,X3,X4;X, f)
= B(X, X3)B(An¢, X2)g(AnE, X2) + B(X, X3) B(X2, AnE)g(AnE, Xo)
+ B(X7 XQ)Q(AN€7 ANg)B(X% XQ)

—0
olur. Béylece,
B(X, X2)[2B(AnE, X2)g9(AnE, Xa) + g(AnE, AnE) B(X2, Xo)] = 0
elde edilir ve
B(X, X5)[29(AnE, AiX2)g(ANE, X2) + g(AnE, ANE)g(Ai Xa, X2)] =0

bulunur. Buna gore, ya M tamamen jeodeziktir ya da

29(An€, Az Xz)
Q(ANf, ANf)

dir. Bu ise ispat1 tamamlar. O

AZXQ = — AN&

Teorem 3.1.5. M bir semi-Oklidyen uzaym pseudosimetrik lightlike hiperytizeyi
olsun. Eger VX € I'(T'M), ¢ € I'(RadT M) i¢in S(§,X) = 0 ve Ay null olmayan

vektor alani ise, M tamamen jeodeziktir, burada S Ricci tensoridiir.

ispat. Kabul edelim ki M pseudosimetrik lightlike hiperyiizey olsun. Bu durumda,
Xl, XQ, Xg, X4, X, Y € F(TM) igin,

(R ' R)<X17X27X37X4; X? Y) = AQ(QJ R)(X17X27X37X4; XJ Y)J
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dir. Buradan, Xs = ¢ icin (2.2.5) ve (2.2.6) ifadelerinde (2.4.15) kullanilarak,

B(Y, X1)B(AnX, X3)g(AnE, X4) — B(X, X1) B(ANY, X3)9(AnE, X4)
+B(}/, X3)B<X1,ANX>Q(AN§,X4) — B(X, Xg)B(Xl,ANY g(ANg,X4)

~Ag(Y, X1)B(X, X3)g(An€, X4) — g(X, X1)B(Y, X3

)
)

+B(Y, X4) B(X1, X3)9(AnE, AnX) — B(X, X4) B(X1, X3)g9(AnE, AnY)
)9(ANE, X4)
Y)g

+9(Y, X3) B(X1, X)g(AnE, Xy) — 9(X, X3) B(X1,Y)g(An¢E, X4)
+9(Y, X4) B(X1, X3)g(AnE, X) — g(X, X4) B(X1, X3)g(AnE Y)] =0
elde edilir. X = ¢ icin,
B(Y, X1) B(ANE, X3)g(AnE, Xa) + B(Y, X3) B(X1, AnE)g(AnE, X4)
+B(Y, X4)B(X1, X3)9(AnE, AnE) =0 (3.1.18)
bulunur. Hipotezden S(&, X) = B(X, Ax€) = 0 icin (3.1.18) denklemi,
B(Y, X4)B(X1, X3)9(AnE, AnE) =0

ifadesine denktir. Ax&, null olmayan vektor alani oldugundan, Y = X; ve Xy, = X3
alimarak, B(Xj, X3) = 0 elde edilir ki, bu da M nin tamamen jeodezik oldugunu
gosterir. O

(M, g), (m + 2)-boyutlu bir semi-Riemannian manifold olsun. Eger S = kg ise
M manifolduna FEinstein manifold denir, burada k sabittir ve S Ricci tensoriidiir.
Ustelik, M manifoldunun Einstein olmasi i¢in gerek ve yeter sart k = 7/(m + 2)
olmasidir, burada 7, M manifoldunun skaler egriligidir [30]. Geometrik olarak bir
lightlike Einstein hiperytizey kavrami, skaler egrilik kavramini icermektedir. Diger

taraftan, Duggal’in calismalarindan biliniyor ki [45], lightlike geometride skaler egrilik

kavrami ancak Ricci tensoriintin simetrik olmasi ile geometrik bir anlama kavusmaktadir.

Boylece, lightlike Einstein hiperyiizey kavramindan bahsedildiginde hiperyiizeyin
Ricci simetrik oldugu kabul edilmektedir.

Bir lightlike Einstein hiperyiizeyi i¢in agagidaki sonug verilebilir:
Sonug 3.1.2. M, bir semi-Oklidyen uzaymn lightlike Einstein hiperyiizeyi olsun.
Eger R-R = Q(S, R) ise bu durumda, M bir pseudosimetrik lightlike hiperyiizeydir,

burada S, M hiperyiizeyinin Ricci tensoriidiir.
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ispat. Kabul edelim ki, M bir semi-Oklidyen uzaym lightlike Einstein hiperyiizeyi
olsun. Bu durumda, X;, Xs, X3, Xy, X, Y € ['(T'M) i¢in

Q(S, R) (X1, X2, X3, X4; X,Y)

= —-R((X NsY)X1, X0, X3, Xy) — R(X1, (X As V)Xo, X3, Xy)
— R(X1, X5, (X Ns Y) X3, Xy) — R(X7, Xo, X3, (X As Y)Xy)
=—-R(S(Y, X)X — S(X, X1)Y, Xo, X3, Xy) — R(X1,S(Y, Xo) X
= S(X, Xp)Y, X5, Xy) — R(X1, X, S(Y, X3)X — S(X, X3), Xy)
— R(Xy, Xo, X3, 5(Y, X4) X — S(X, Xy))

bulunur. R, lineer oldugundan,

Q(S, R)(X1, X2, X3, X4; X, Y)
=-S5, X1)R(X, Xo, X3, X4) + S(X, X1)R(Y, X2, X3, X4)
—S(Y, Xo)R(X1, X, X3, X4) + S(X, Xo)R(X1,Y, X3, Xy)
—S(Y, X3)R(X1, Xo, X, X4) + S(X, X3)R(X1, Xo,Y, Xy)
—S(Y, X4)R(X1, Xo, X35, X) + S(X, X4) R(X7, X2, X3,Y) (3.1.19)
elde edilir. Hipotezden,
(R-R)(X1, X2, X3, X0; X, Y) = Q(S, R)(X1, Xo, X3, X4; X, Y)
dir. Burada (3.1.19) kullanilirsa,
(R- R)(X1, X, X3, X4; X, Y)
= —Mg(Y, X1)R(X, Xa, X3, X4) + Ag(X, X1)R(Y, X2, X3, X4)
— (Y, Xo) R(X1, X, X5, X4) + Ag(X, X2o)R(X1,Y, X3, Xy)
— Ag(Y, X3)R(X1, Xo, X, X4) + Ag(X, X3) R(X1, X, Y, X4)
—Ag(Y, X)) R(X1, Xo, X3, X) + A\g(X, X4)R(X1, Xo, X35,Y)
olur. Bu ise

(R ' R)(Xlﬁ X2a X37 X4a Xv Y) = /\Q(g7 R)(Xla X2a X3a X4a Xv Y)

demektir. Boylece ispat tamamlanir. O
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3.2 Semi-éklidyen Uzaylarda Pseudoparalel
Lightlike Hiperyiizeyler

Bu altboliimde, pseudoparalel lightlike hiperyilizey olma sarti verilmekte, bir
pseudoparalel lightlike hiperyiizeyin karakterizasyonu elde edilmekte ve semi-paralel

olma sartlar1 da elde edilmektedir.

Tanmm 3.2.1. M, bir semi-Oklidyen uzaym bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger
M hiperyiizeyinin her noktasinda R - h ve Q(g,h) tensorleri lineer bagimh ise M
hiperyiizeyine pseudoparalel lightlike hiperyizey denir, yani M nin pseudoparalel
lightlike hiperyiizey olmasi igin gerek ve yeter sart U, = {p € M|Q(g,h) # 0}

kiimesi tizerinde R-h = L,Q(g, h) olmasidir, burada L;, Uy, lizerinde fonksiyondur.

Simdi, M lightlike hiperyiizeyinin pseudoparalel olma durumu i¢in asagidaki

teoremi verelim:

Teorem 3.2.1. M, bir semi-Oklidyen uzaym bir lightlike hiperyiizeyi ve Ay, B
ye gore simetrik olsun. Eger 7-paralel ve B(X,Y)A{AnZ = g(X,Y)A{Z ise bu
durumda, M pseudoparalel lightlike hiperyiizeydir, oyle ki L, = 1 dir, burada
X,Y,Z e T'(TM) ve 7, M tizerinde 1-formdur.

ispat. X1, X, X, Y € I'(T'M) igin Gauss denklemi kullanilirsa,

(R(X,Y) - h) (X1, X2)

= RY(X,Y)h(X1, X3) — M(R(X,Y) X1, X2) — h(X1, R(X,Y)X5)
— [(Vx7T)Y — (Vy7) X]h(X1, X2) — h(X, Anx, x0)Y)

+ h(Y, Ay x0X) — B(Y, X1) B(Ay X, X5)N

+ B(X, X1)B(AxY, X5)N — B(Y, X5)B(X1, AnX)N

+ B(X, X3)B(X1, AyY)N

olur. Burada, h(X1, X3) = B(X1, X2)N oldugundan
(R(X,Y) - h)(X1, Xo)

= [(VXT)Y - (VyT)X]B(Xl, XQ)N - B(X, AB(Xl,Xg)NY)N

46



+ B(Y, Ap(x, xon X )N — B(Y, X1) B(Ax X, X5)N
+ B(X, X1)B(AxY, X5)N — B(Y, X5)B(X1, AnX)N
+ B(X, X3)B(X1, AyY)N

bulunur. Bu ifade diizenlenirse,

(R(X,Y) - h)(X1, X2)

= [(Vx7)Y — (Vy7)X — B(X, AyY) + B(Y, Ay X)|B(X1, Xo)N

— B(Y, X1)B(AxX, X5)N + B(X, X;)B(ANY, Xo)N

— B(Y, X3)B(X1, AyX)N + B(X, X3)B(X1, ANY)N (3.2.1)

dir. Hipotezden ve (3.1.2) den

(R(X,Y)-h)(X1,Xs) = —B(Y,X;)B(AxX,Xs)N + B(X, X;)B(AxY, Xo)N
— B(Y, X3)B(X1, AyX)N + B(X, X3) B(X1, AyY)N
— —g(Y, X1)B(X, X2)N + g(X, X1)B(Y, X3)N
— g(Y, X3)B(X1, X)N + g(X, X2) B(X1,Y)N
= Q(g,h) (X1, X3, X, Y),

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. O]

Burada not edelim ki, Teorem 3.2.1 de verilen sartlar altindaki lightlike hiperyiizeyde

Ricci tensoru simetriktir.

Tamim 3.2.2. M C E* g(A:X,Y) = h(X,Y) olmak iizere h ikinci temel forma

S

sahip bir hiperyiizey olsun. Eger,
(R(X,Y)-h)(U,V)=0, VX,Y,UV € I(TM)
kosulu saglaniyorsa, M hiperyiizeyine semi-paraleldir denir [18].

Teorem 3.2.2. M, bir semi-Oklidyen uzayn pseudoparalel lightlike hiperyiizeyi
ve Ay, B formuna gore simetrik olsun. Eger M ve S(T'M) tamamen umbilik ve

T-paralel ise, M bir semi-paralel lightlike hiperytizeydir.
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Ispat. Kabul edelim ki M ve S (T'M) tamamen umbilik olsunlar. Bu durumda,
X1, X5, X, Y € (T M) igin hipotezden,
(R(X,Y)-h)(X1,Xs) = —B(Y,X1)B(AyX, Xo)N + B(X, X;)B(ANY, Xo)N
— B(Y, X5)B(X1,AnX)N + B(X, X2)B(X1, ANY)N
olur. M ve S(T'M) tamamen umbilik oldugundan
(R(X,Y) - h)(X1, X2) = —pg(Y, X1)pAg(X, Xo) N + pg(X, X1)pAg(Y, X2) N
= pg(Y; X2)pAg(X1, XN + pg (X, X5)pA(X1, V)N
= p"2AQ(g, 1) (X1, X; X,Y)
= 0
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. O]

Asagidaki sonucta, Ricci tensoriiniin simetrikligi ve 7 nun paralelligi yerine R+ =

0 sart1 alinmaktadair.

Sonug 3.2.1. M, bir semi-Oklidyen uzaym bir pseudoparalel lightlike hiperyiizeyi
olsun. Eger M ve S(T'M) tamamen umbilik ve R* sifir ise bu durumda, M bir

semi-paralel lightlike hiperyiizeydir.
Ispat. Ispat (3.2.1) den aciktir. O

Teorem 3.2.3. M, bir semi-Oklidyen uzaym bir pseudoparalel lightlike hiperyiizeyi
ve Ay, B ye gore simetrik olsun. Eger 7-paralel ise bu durumda, ya M tamamen

jeodeziktir ya da B(An&, X;) =0 dir.

Ispat. Kabul edelim ki M pseudoparallel lightlike hiperyiizey, yani
(R(X,Y) - h)(X3, X2) = AQ(g, h) (X3, Xo; X, Y)

olsun. Bu durumda, X1, Xo, X, Y € I'(T'M) ve £ € I'(RadT' M) igin hipotezden,
— B(Y, X1)B(ANX, X5)N + B(X, X1)B(ANY, Xo)N
— B(Y, Xy)B(X1,ANX)N + B(X, Xo)B(X1, ANY)N

Ag(Y, X7)B(X, Xo)N — \g(X, X1)B(Y, Xo) N

+ o+

Ag(Y, X2) B(X1, X)N — Ag(X, X2) B(X1, Y)N

0 (3.2.2)
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olur. Boylece Y = £ i¢in,
B(X, X1)B(AnE, Xo) + B(X, X2)B(X1, An§) =0

bulunur. Buna gore X; = X i¢in B(X, X;)B(An¢, X1) = 0 sonucuna ulagilir. Bu

ise ispat1 tamamlar. O

Tamm 3.2.3. M, bir lightlike hiperyiizey ve R*, V+ konneksiyonuna gore egrilik

tensor alani olsun. Eger R+ sifir ise M hiperyiizeyine transversal flat denir.

Sonug 3.2.2. M, bir semi—@klidyen uzayin pseudoparalel lightlike hiperytizeyi olsun.
Eger M transversal flat ise bu durumda, ya M tamamen jeodeziktir ya da B(An&, X;) =
0 dir.

ispat. Ispat, Theorem 3.2.3 den agiktir. O

3.3 Semi—(")klidyen Uzaylarda Ricci-Pseudosimetrik
Lightlike Hiperyiizeyler

Bu boliimde, Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperytizeyler incelenmekte ve bir
ornek verilmektedir. Bir lightlike hiperyiizeyin Ricci semi-simetrik olmasi icin yeter
kosullar elde edilmekte ve Ricci-pseudosimetrik, Ricci semi-simetrik ve tamamen
jeodezik lightlike hiperytizeyler arasindaki iligkiler incelenmektedir. Ayrica, 7 1-formu
tizerine konulan belirli kogullar altinda bir lightlike hiperytizeyin Ricci-genellestirilmis

pseudoparalel lightlike hiperyiizey olma durumu elde edilmektedir.

Tanim 3.3.1. M, bir semi-Oklidyen uzaym bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger
M hiperyiizeyinin her noktasinda R - S ve (g, S) tensorleri lineer bagimh ise M
hiperyiizeyine Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperytizey denir, yani M hiperyiizeyinin
Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ug = {p €
M|Q(g,S) # 0} kiimesi tizerinde R - S = LgQ(g,S) olmasidir, burada Lg, Us

tizerinde fonksiyondur ve S, Ricci tensoriidiir.

Oncelikle, Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyler i¢in agagidaki 6rnegi sunalim:
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Ornek 3.3.1. M, R4 de
T1 = UpSeCUus , To = Ujtanuy , T3 = Uy SeCuy , T4 = Uy tanug,
ile verilen bir hiperyiizey olsun, burada Rj,
{021, 09, Ox3, 0x4}

standart bazia gore (—, —, +,+) isaretli semi-Oklidyen uzaydir ve uy # 0; ug, us €

(0, %) dir. Bu durumda 7'M,

Z1 = secusz0r; + tanus0xrs + secug0x3 + tan us0xy
Zy = wuysec? uy0ry + uy sec uy tan us0rs
Zs = wuysecustanusOr, + ug sec us0xy

ile gerilir. Boylece, M hiperyiizeyinin indirgenmis metrigi

0s* = 00u] + ui(—sec® uydus + sec’ uzou;3)

2 2 2 2 2
= uj(—sec” ugduz + sec” ugdusy)

olur. Bu durumda, M bir warped carpim lightlike hiperyiizeyidir ve RadTM =
Sp{Z,} ve S(TM) = Sp{Z,,Z3} diir. Dolayisiyla, M hiperyiizeyinin lightlike

transversal vektor demeti,
1
N = 5(— sec u30x1 + tan ugdry + sec ug0xz — tan ugdry).

ile verilir. Dogrudan hesaplamalarla,

V2, 7y = 2ujsec? uytan us0zy + ug sec ug(tan® uy + sec? ug)0xs
VZ2 Zg - O
V2,735 = wuygsecus(tan® us + sec® uz)0r; + 2u; sec? uz tan uzday.

elde edilir. Burada V z,Z3 = 0 ve benzer sekilde V 2, Z, = 0 oldugundan, [Z, Z3] = 0
dir. Bu durumda, direkt hesaplamalarla n(Zs) = 0, n(Z3) = 0 ve n([Z2, Z3]) = 0
elde edilir. Boylece, S(T'M) integrallenebilirdir. Simdi, Gauss formiilii kullanilarak

B(ZQ,ZQ) = Uux SQC2 Usg , B(ZQ,Zg) =0 s B(Zg,Zg) = —UuU sec2 us.

20



elde edilir. Diger taraftan,

— 1
VN = §(sec2 U209 + sec uy tan ugdrs)

Vz,N 3 (— sec uz tan uz0x; — sec? uzdz,)

bulunur. Béylece (2.4.7) Weingarten formiiliinden

1 1
AnZy = _ﬂZZ , AnZs = ZZ:s
1 1

elde edilir. Bu durumda, yukaridaki denklemlerden
(R - S)(Zy, Z3; Zy, Z3) = auy sec® uy sec? us,
ve
Q(g,9)(Zy, Z3; Z, Z3) = u? sec” ug sec® ug
elde edilir, burada o = X" &,C(W;, W;) dir. Boylece
(R 8)(Zo, 2 20, Z2) = Q9. 5)(Za, 2 7, Z2)

1

elde edilir. AyZ; = 0 kullanmilarak,
(R ) S)(Zh Z3; 2, Z3) = 0, (R : S)(Z2, Zy; Zo, Z3) =0,
(R'S)(Z%Z?);ZDZ?)) =0 y (R'S)(Z27Z3;Z27Z1) 207
dir, burada Z; € I'(RadT M) dir. Benzer gekilde
Q(g,S)(Zth, 22723) =0 ) Q(gﬂs’)(Z?aZl;ZQaZ?)) = 07
Q<QJS)<ZQ7Z3a 21723) - 0 ) Q(g75)(Z27Z3;227ZI) = 07

bulunur, burada Z; € I'(RadT M) dir. Béylece, M tamamen umbilik Ricci-pseudosi-
metrik lightlike hiperytizeydir.

Asagidaki teoremde, bir lightlike hiperyiizeyin Ricci-pseudosimetrik lightlike hiper-

yiizey olmasi i¢in yeter sartlar verilmektedir:

Teorem 3.3.1. M, bir semi-Oklidyen uzaym bir lightlike hiperyiizeyi ve Ay, B
ye gore simetrik olsun. Eger B(X,Y)A{AyZ = g(X,Y)A;Z ise bu durumda ,M
Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyiizeydir, oyle ki Lg = 1 dir, burada X,Y, Z €
[(TM) dir.

o1



Ispat. X;, X5, X,Y € I(TM) icin
(R-S)(X1, X9 X,Y) = =S(R(X,Y) X1, X5) — S(X1, R(X,Y) X))
dir. Gauss denklemi kullanilirsa,
(R-9)(X1, X X,Y)

= —B(Y, X1)S(AnX, Xs) + B(X, X1)S(AnY, X)
— B(Y, X5)5(X1, Ay X) + B(X, X5)S(X,, AyY)

olur. Burada, Ricci tensoriiniin ifadesi yerine yazilirsa,

(R-9)(X1,X2; X,Y)

— _B(Y, X)){=X" e[ B(An X, Xo)C (Wi, W) — B(Xa, A% X)]}

+ B(X, X)) =57 e[ BIANY, Xo)C(Wi, Wi) — B(Xy, AY)]}

— B(Y, Xo){ X6 B(X1, AnX)C(W;, W;) — B(ANX, AnX1)]}

+B(X, Xo){— S e, [B(X1, ANY)C(Wi, Wi) — B(ANY, AvX)]} (3.3.1)

elde edilir. Boylece, (3.3.1) ifadesinde (3.1.2) ve hipotez kullanilirsa,

(RS)(Xl,XQ,X,Y) = OégYXl) (X X2 g(Y,Xl)B(XQ,ANX)

|
o

( ) —
g(X Xl) (Y X2)+Q(X,X1>B<X2,ANY)
+ ag(Y, X2)B(X1,X) —g(Y, Xo)B(X, AN X3
( Y)

)
+ 9(X, Xo) B(Y, AnX1)

- ag X XQ) (Xl7
= Q(g,9)(X1, X, X)Y), (3.3.2)
elde edilir, burada o = X" £,C(W;, W;) dir. Boylece ispat tamamlanir. O

Teorem 3.1.3, Ricci-pseudosimetrik durumunda asagidaki formu almaktadir:

Teorem 3.3.2. M, bir semi-Oklidyen uzaymn bir Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyi
olsun. Eger M ve S(T'M) tamamen umbilik ise M, Ricci semi-simetrik lightlike
hiperyitizeydir.
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Ispat. Kabul edelim ki M ve S(T M) tamamen umbilik olsun. Bu durumda, X, Xo, X, Y €
['(TM) igin (3.3.2) ifadesi,
(R-9)(X1, X5; X,Y) = p*Alag(Y, X1)g(X, X2) — Ag(Y, X1)g(Xa, X)
— ag(X, X1)g(Y, Xz) + Ag(X, X1)g(X2,Y)
+ ag(Y, Xp)g(Xy, X) = Ag(Y, X5)g(X, X3)
— ag(X, X5)g(X1,Y) + Ag(X, Xa)g(Y, Xy)]
= PAQ(g, 5) (X1, Xo; X, Y)

= O’
olur. Bu ise ispat1 tamamlar. O

Asgagidaki teorem, Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperytizeyi karakterize etmektedir.

Teorem 3.3.3. M, bir semi-Oklidyen uzaym bir Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyi
olsun. Bu durumda, ya M tamamen jeodeziktir ya da B(An¢, Axy&) = 0 dur.

ispat. Hipotezden X, X5, X,Y € I'(T'M) icin,
(R ’ S)(X17X2;X7 Y) = AQ(Q? S)(X17X2;X7 Y)
dir. Bu ifadenin agilimindan,

— B(Y, X1){=3",&:[B(An X, X2)C (Wi, W;) — B(X,, A% X)]}

) —
X, Xi){=20 & [B(ANY, Xo)O(Wi, W;) — B(Xa, A3Y)]}

) — B(AnX, AnX1)]}
B(X, XQ){—E?:ﬁz[ (X1,ANY)C Wqu) - B(ANK ANXI)]}

= Ag(Y, Xi){ ¥l &[B(X, Xo)C

(
B(
— B(Y, Xo){ XL &[B(Xy, AN X)C(W;, Wi
( ( :
(Wi, W;) —

(
+ Ag(X, Xy){—X,&[B(Y, Xo)C(W;, W;
= Ag(Y, Xo){ =27 e[ B(Xq, X)O(W;, W;
(

)
+ Ag XaXQ){_E?:lez[ (Xla C( qu) _B(YuANXl)]} =0
elde edilir. Boylece X = ¢ € I'(RadT' M) alimirsa,
aB(Y, Xl)B(ANf, XQ) — B(YV7 Xl)B(X27 A%f) + O[B(Y, XQ)B(Xl, ANg)
—B(Y, X2) B(ANE, AnX1) + Ag(Y, X1) B(Xy, An§) =0
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elde edilir. Bu durumda, X; = ¢ igin B(Y, X3)B(AnE, Ay&) = 0 olur. Boylece ispat

tamamlanir. ]

Bu altboliimiin son kisminda, Ricci-genellestirilmig pseudoparalel lightlike hiperyti-

zeyler incelenerek, bu hiperyitizeyler icin bir yeter kosul elde edilmektedir.

Tanim 3.3.2. M, bir semi-Oklidyen uzaymin bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger
M hiperyiizeyinin her noktasinda R - h ve Q(S,h) tensorleri lineer bagimh ise M
hiperytizeyine Ricci-genellestirilmis pseudoparalel lightlike hiperytizey denir, yani M
hiperyiizeyinin Ricci-genellestirilmig pseudoparalel lightlike hiperytizey olmasi icin
gerek ve yeter sart U = {p € M|Q(S,h) # 0} kiimesi tizerinde R - h = LQ(S,h)
olmasidir, burada L, U iizerinde fonksiyondur.
Teorem 3.3.4. M, bir semi-Oklidyen uzaymm lightlike hiperyiizeyi ve Ay, B ye
gore simetrik olsun. Eger 7-paralel ise, bu durumda A = —1 olmak iizere M bir
Ricci-genellestirilmig pseudoparalel lightlike hiperytizeyidir.
Ispat. X1, X5, X,Y € [(T'M) igin, Ricci tensoriiniin ifadesi ve Gauss denklemi
kullanilirsa,

Q(S, h) (X1, X2 X, Y)

= NL&[B(Y, X0)C(W;, Wi) — B(X1, AnY)|h(X, X2)

— XL B(X, X0)C (Wi, Wi) — B(X1, AN X)]h(Y, Xo)

+ X7 ,6(B(Y, Xo)C(W;,W;) — B(Xs, ANY)]h(X1, X)

YiEi[B(X, Xo)C(Wi, W) — B(Xa, ANX)]h(X1,Y)

=aB(Y, X;)B(X, X3)N — B(X;, ANY)B(X, Xo)N

—aB(X, X1)B(Y, Xo)N + B(X, ANX)B(Y, Xo) N

+ aB(Y, X2)B(Xy, X)N — B(X3, ANY)B(X1, X)N

—aB(X, X5)B(X1,Y)N + B(Xy, ANX)B(X;1,Y)N

= —[-B(X2, ANX)B(X1,Y)N + B(Xy, ANY)B(X, X)N
— B(Y, X2)B(X1, ANX)N + B(X, X2)B(Xy, ANY)N]

—(R.h) (X1, X2; X, Y),

elde edilir, burada o = X" ,,C(W;, W;) dir. Boylece ispat tamamlanir. [

o4



BOLUM 4

BELIRSIZ SASAKIYAN UZAY FORMLARDA
PSEUDOSIMETRIK LIGHTLIKE
HIPERYUZEYLER

Bu boliim, dort altbélimden olusmaktadir. Birinci altbéliimde, bir belirsiz
Sasakiyan uzay formun lightlike hiperyiizeyinin pseudosimetri olma durumu incelen-
mektedir. Bu altboliimde, bir lightlike hiperyiizeyin once pseudosimetri olmasi igin
en genel durum goz oniine alinmakta, sonrada kesit egriliginin 1 olmas1 durumunda
yeter sartlar elde edilmekte ve bu tiir lightlike hiperyitizeyler karakterize edilmektedir.
Ayrica, lightlike hiperyiizey ile onun ekran distribiisyonunun pseudosimetri kosullar:
aragtirlmaktadir.  Ikinci altboliimde, kesit egriligi 1 olan bir belirsiz Sasakiyan
uzay formun lightlike hiperytlizeyinin pseudoparalel olma sartlari elde edilmektedir.
Uciincii altboliimde, egriligi 1 olan bir belirsiz Sasakiyan uzay formun lightlike
hiperyiizeyinin Ricci-pseudosimetrik olmasi icin yeter sartlar elde edilmekte ve bu
tiir yiizeyler karakterize edilmektedir. Son altboliimde, Weyl pseudosimetri sartinin,
egriligi 1 olan bir belirsiz Sasakiyan uzay formun lightlike hiperytizeyinin geometrisi
tizerine olan etkileri arastirilmaktadir. Ayrica, lightlike Einstein hiperyiizeylerinin

pseudosimetrikligine bakilmaktadir.

4.1 Belirsiz Sasakiyan Uzay Formlarda Pseudosimetrik
Lightlike Hiperyiizeyler
Bu altbodliim, lightlike hiperyiizeyler i¢in pseudosimetrik sart1 hatirlatilarak bagla-

maktadir.

Tanim 4.1.1. M(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M,g) de M(c) uzay
formunun bir lightlike hiperytizey olsun. Eger M hiperytizeynin her noktasinda R- R
ve (g, R) tensorleri lineer bagimh ise, M hiperylizeyine pseudosimetrik lightlike
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hiperytizey denir, yani M hiperyiizeyinin pseudosimetrik lightlike hiperyiizey olmasi
icin gerek ve yeter sart Ugr = {p € M|Q(g,R) # 0} kiimesi iizerinde R - R =
LrQ(g, R) olmasidir, burada Lg, Ug tizerinde fonksiyondur.

Belirsiz Sasakiyan uzay formda, bir lightlike hiperyiizeyin ekran distribiisyonunun

integrallenebilme durumu igin agagidaki sonug verilebilir:

Lemma 4.1.1. M(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M,g) de M(c) uzay
formunun bir lightlike hiperyiizey olsun. Bu durumda, S(T'M) distribiisyonunun

integrallenebilmesi igin gerek ve yeter sart
g(VxoY = V30X, ¢N) = g(u(Y)AnX — u(X)AnY +n(X)Y —n(Y)X, ¢N)
dir, burada X,Y € T'(S(TM)) ve N € D(tr(TM)) dur.
Ispat. X,Y € I'(S(TM)) i¢in
§([X,Y],N) = g(VxY —VyX,N) (4.1.1)
olur. (4.1.1) denkleminde
J([X,Y],N) = g(¢VxY,oN) +n(VxY)n(N) — g(¢Vy X, oN) — n(VyX)n(N)
dir. n(N) = 0 oldugundan,
I([X. Y], N) = g(¢VxY, ¢N) — §g(¢Vy X, ¢N)

elde edilir. ¢ tensoriiniin kovaryant tiirevinden,

(X, Y], N) = 9(VxoY, 0N) = g((Vx9)Y, &N) = §(Vy o X, 0N) + 5(Vy6) X, oN)
olur. (4.1.1) denkleminden,

g([XvY]7N) = g(vXQZgYaQEN)_g(g(X’Y)g_n(Y)X7§EN>
— §(VyoX,oN) +g(g(Y, X)€ — n(X)Y, ¢N)

bulunur. g(¢,¢N) = 0 oldugundan,

I([X. Y], N) = g(VxoY,oN) +n(Y)g(X,0N) — g(VyoX, oN) — n(X)g(Y, oN)

26



dir. Diger taraftan, ¢Y = ¢Y + u(Y)N oldugundan
(XYL, N) = g(Vx(eY +u(Y)N),oN) +n(Y)g(X, oN)
yazilir. Dogrudan islemlerle,
g(X, YL, N) = g(VxoY,¢N) + X (u(Y)g(N,oN) + u(Y)g(Vx N, oN)

+ n(Y)g(X,¢N) = §(VyoX, oN) =V (u(X))g(N, ¢N)

— u(X)g(VyN,¢oN) —n(X)g(Y, ¢N)
olur. Burada Gauss formiilii kullanilirsa,
n(Y)g(X, oN) — g(Vy¢X + B(Y,0X)N,oN) — u(X)g(—AnY
T(Y)N,¢N) — n(X)g(Y,¢oN)

dir. Buradan,
XYL, N) = g(VxoY,¢N) —u(Y)g(An X, oN) +n(Y)g(X, ¢oN)
— 9(Vy9X, oN) + u(X)g(AnY, ¢N) = n(X)g(Y, oN)
elde edilir. Bu ifadede S(7T'M) distriblisyonuna gore Gauss formiilii kullanihirsa,
(X, Y], N) = g(VxoY + C(X,¢Y)E, ¢N) — u(Y)g(AnX, pN) +1(Y)g(X, ¢N)
= 9(Vy¢X + C(Y,0X)E, ¢oN) + u(X)g(AnY, oN) — n(X)g(Y, oN)
bulunur. Boylece ispat tamamlanir. O]

Simdi, bir belirsiz Sasakiyan uzay formun bir lightlike hiperyiizeyinin pseudosi-

metrik olma durumu i¢in su teorem verilebilir:

Teorem 4.1.1. M(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M,g) de M(c)
uzayinin integrallenebilir ekran distriblisyonuna sahip bir lightlike hiperyiizeyi olsun.
Bu durumda, eger B(X,Y)A%Z = ¢(X,Y)AnZ, B(X,Y)ALANZ = g(X,Y)A%LZ
ve C(X,Y)Z = C(X, Z)Y ise M bir pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyidir, dyle ki
\ = 2 dir, burada X,Y, Z € T(TM), E € T(RadT M) dir.
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Ispat. XY, X, Xo, X3, X, € T(TM) icin

(R R)(XlaXQaX3aX4aX7 Y)
= _R<R(X7 Y)X17X27X37X4) - R(X17 R(X7 Y)X27X37X4)
o R(X17X27 R(X7 Y>X37X4) - R(X17X27X37 R(X7 Y>X4)

dir. Burada (2.5.17) kullanilirsa,

(R R)(Xy, X2, X3, X4; X, Y)

=—-R(g(Y, X1)X —g(X, X1)Y + B(Y, X1)AnX — B(X, X1)AnNY, Xo, X3, X4)
— R(X1,9(Y, X0)X — g(X, Xo)Y + B(Y, Xo)AnX — B(X, X2)AnY, X3, Xy)
~R(X1, Xa, g(Y, X3)X — g(X, X3)Y + B(Y, X3)AnX — B(X, X3)AnY, X))
— R(X1, X2, X5, 9(Y, X)X — g(X, X0)Y + B(Y, X4) AnX — B(X, X4)AnY')

olur. R, lineer oldugundan

(R R)(Xy, X2, X3, X4; X, Y)

= —g(Y, X1)R(X, Xz, X5, Xy) + g(X, X1)R(Y, X2, X3, Xy)

— B(Y, X1)R(ANX, Xo, X3, X4) + B(X, X1)R(ANY, X, X3, X4)

—g(Y, Xo)R(X1, X, X3, X4) + g(X, Xo) R(X1,Y, X3, X4)

— B(Y, X0)R(X1, AN X, X3, Xy + B(X, Xo)R(X1, ANY, X3, X4)

— g(Y, X5) R(Xy, Xo, X, Xu) + 9(X, X5) R(X1, Xo, Y, Xy)

— B(Y, X3)R(X1, X2, AN X, X)) + B(X, X3)R(X1, X, ANY, X4y)

—g(Y, X4)R(X1, Xo, X3, X) + 9(X, X4)R(X1, X5, X3,Y)

— B(Y, X4)R(X1, X2, X3, ANX) + B(X, X4)R(X1, Xo, X3, ANY) (4.1.2)

elde edilir. Buradan,

(R- R)(Xy, X2, X3, X4 X, Y)

= —g(Y, X1)g(R(X, X2) X3, X4) + 9(X, X1)g(R(Y, X5) X5, X4)

— B(Y, X1)g(R(ANX, X5) X5, Xu) + B(X, X1)g(R(ANY, X5) X5, X4)
— g(Y, Xo)g(R(X1, X) X3, X4) + g(X, X2)g(R(X1,Y) X3, X4)
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— B(Y, X2)g(R(X1, AnX) X3, X4) + B(X, X2)g(R(X1, ANY ) X3, Xy)
— 9(Y, X5)g(R(X1, X2) X, X4) + g(X, X3)g(R(X1, X2)Y, Xy)
— B(Y, X3)g9(R(X1, X2)An X, Xy) + B(X, X3)g9(R(X1, X2)ANY, Xy)
= g(Y, X4)g(R(X1, X2) X5, X) 4 g(X, X4)g(R(X1, X2)X5,Y)
— B(Y, X4)g(R(X1, X2) X3, ANX) + B(X, X4)g(R(X1, X2) X35, ANY)

dir. Tekrar (2.5.17) ifadesi kullanilirsa,

(R- R)(Xy, X2, X3, X4; X, Y)

= —g(Y, X1)g(g(X2, X3)X — g(X, X3) X5 + B(Xs, X5) Ay X — B(X, X3) Ay X, Xy)
+9(X, X1)9(9(Xa, X3)Y — g(Y, X3) X2 + B(Xa, X3)AnY — B(Y, X3)An X2, X4)

— B(Y, X1)g(9(X2, X3) AnX — g(AnX, X3) X + B(Xp, X3) AL X

— B(ANX, X5)An X2, X4) + B(X, X1)g(9(Xa, X3)AnY — g(ANY, X3) X5

+ B(X2, X3)ARY — B(ANY, X3) Ay X2, X4) — g(V, X2)g(9(X, X3) X,

— g(X1, X3)X + B(X, X3)An X1 — B(X1, X3)An X, Xy) + g(X, X2)g(9(Y, X3) X4
—g(X1,X3)Y + B(Y, X3)Any X7 — B(X3, X3)ANY, Xy) — B(Y, X2)g(9(An X, X3) X
— g(X1, X3)AnX + B(ANX, X3)An X1 — B(X1, X3) AV X, X})

+ B(X, X2)g9(g(ANY, X3) X1 — g(X1, X3)ANY + B(ANY, X3)An X,

— B(X1, X35)ARY, X4) — g(Y, X3)g(9(Xa, X) X1 — g(X1, X)X,

+ B(Xy, X)An X1 — B(X1, X)ANXo, Xy) + 9(X, X3)g9(9(X2,Y) Xy

—g(X1, )Xo+ B(Xy, Y)ANX; — B(X1,Y)AN X, Xy)

— B(Y, X3)9(9(X2, ANX) X1 — g(X1, ANX) X5 + B(Xp, ANX)An Xy

— B(X1, ANX)ANXo, Xy) + B(X, X3)9(9(Xo, ANY ) X7 — g(X1, ANY ) X5

+ B(Xs, ANY)An Xy — B(Xy, ANY)An Xo, X4) — (Y, X4)g(g(X2, X3) X3

—g(X1, X3)Xs + B(Xo, X3)An X1 — B(X1, X3)An X, X)

+ 9(X, X4)g(g(Xa, X3) X1 — 9(X1, X3)Xo + B(Xo, X3)AnX,

— B(X1, X3)An X, Y) — B(Y, X4)g(9(X2, X3) X1 — g(X1, X3) X

+ B(X3, X3)AnX; — B(X3, X3)An X2, ANX) + B(X, X4)g(9(X2, X3) X3

— 9(X1, X3)Xo + B(X2, X3)An X1 — B(X1, X3)AnXs, ANY)
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bulunur. Béylece
(R- R)(Xy, Xy, X3, X4; X,Y)
= —g(Y, X1)g(X2, X3)9(X, X4) + (Y, X1)9(X, X3)g(X2, X4)
—g(Y, X1)B(Xa, X3)9(AnX, Xy) + g(Y, X1)B(X, X3)g9(An X2, X4)
+ 9(X, X1)g(Xz, X3)g(Y, Xy) — g(X, X1)g(Y, X5)g(Xz, X4)
+ 9(X, X1)B(X2, X3)g(AnNY, X4) — (X, X1)B(Y, X3)g(An X2, X4)
— B(Y, X1)g(X2, X3)g(AnX, X4) + B(Y, X1)g(An X, X3)9(X2, X4)
— B(Y, X)B(Xs, Xg)g(A?VX, X4)+ B(Y, X1)B(ANX, X3)9(An X2, X4)
B(X, X1)9(X2, X3)g9(AnY, X4) — B(X, X1)g(AnY, X5)9(X2, X4)
+ B(X, X;)B(Xos, Xg)g(A?VY, X4) — B(X, X1)B(ANY, X3)g(AnXa, X4)
— g(Y, X2)g(X, X3)9(X1, X4) + g(Y, X2)g(X1, X3)g(X, X4)
—g(Y, X0)B(X, X3)g(AnX1X4) + g(Y, Xo) B(X1, X3)9(An X, Xy4)
9(X, X2)g(Y, X3)g(X1, Xy) — g(X, X)g(X1, X3)g(Y, Xy)
+ 9(X, Xo) B(Y, X3)g(An X1, Xa) — 9(X, Xo) B(X1, X3)g(AnY, Xu)
— B(Y, X5)g(An X, X3)g(X1, X4) + B(Y, X2)g(X1, X3)g(An X, X4)
— B(Y, Xo) B(Ax X, X3)g(An X1, X4) + B(Y, X2) B(X1, X3)g(A%X, X))
B(X, X3)g(AnY, X3)g(X1, X4) — B(X, X3)g(X1, X5)g9(AnY, Xy)
+ B(X, Xo) B(ANY, X3)g(An X1, X1) — B(X, X2) B(X1, X3)g(A%Y, X))
— 9(Y, X5)9(X2, X)g(X1, Xu) + (Y, X5)9(X1, X)g(Xz, X4)
— g(Y, X5)B(Xs, X)g(An X1, X4) + g(Y, X3) B(X1, X)g(An X2, X4)
+ 9(X, X3)9(X2,Y)g(X1, Xa) — 9(X, X5)9(X1,Y)g(Xo, X4)
+ 9(X, X5)B(X2,Y)g(An X1, X4) — 9(X, X3)B(X1,Y)g(An X2, X4)
— B(Y, X3)g(Xa, AnX)g(X1, X4) + B(Y, X3)9(X1, AvX)g(X2, X4)
— B(Y, X3)B(Xs, ANX)g(An X1, X4) + B(Y, X3)B(X1, AN X )g(An X2, X4)
B(X, X3)g(Xs, ANY)g(X1, Xy) — B(X, X3)g9(X1, AnY)g(Xs, Xy)
+ B(X, X3)B(X2, ANY)g(An X1, X4) — B(X, X3)B(X1, ANY)g(AnXo, X4)
— 9(Y, X4)g(Xs, X5)g(X3, X) + g(¥, X4)g(X3, X5)g(X2, X)
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— g(Y, X4) B(X3, X3)g(An X1, X) + g(Y, X4) B(X1, X5)9(An X2, X)
+9(X, X4)g(Xz, X3)9(X1,Y) — g(X, X4)g(X1, X5)9(X2, Y)
+ 9(X, X4) B(X2, X3)g(AnX1,Y) — g(X, X4) B(X1, X3)g(An X2, Y)
B(Y, X4)g(X2, X5)g(X1, AvX) + B(Y, X4)g(X1, X3)9(X2, Ay X)
B(Y, X4) B(Xs, X3)g(An X1, ANX) + B(Y, X4) B(X1, X3)g(AnXa, AnX)
B(X, X4)g(X2, X5)g(X1, ANY) — B(X, X4)g(X1, X3)9(X2, AY)
B(X, X4)B(X2, X3)g(An X1, ANY) — B(X, X4) B(X1, X3)9(An X2, ANY)
olur. Bu ifade diizenlenirse,
(R R)(Xy, X, X3, X4; X, Y)
= Q(g, R)(X1, X2, X3, Xy X, Y)
Y, X1)g(Xa, X3)g9(AnX, Xu) + B(Y, X1)g(An X, X3)9(X2, X4)
Y, X1)B(Xs, X3)g(AY X, X4) + B(Y, X1)B(An X, X3)9(An X2, X4)
+ B(X, X1)g(X2, X3)g(AnY, Xu) — B(X, X1)g(AnY, X3)9(X>, X4)
X, X1)B(X2, X3)g(AVY, Xu) — B(X, X1) B(ANY, X3)g(An X2, X4)

— B(

— B(

B(
B(
B(Y, X2)g(AnX, X3)g(X1, X4) + B(Y, X2)g(X1, X3)g(An X, Xy4)
B(Y, X2) B(ANX, X3)g(AnX1, X4) + B(Y, X2) B(X1, X3)g9(AX X, X4)
B(X, X5)g(AnY, X5)g(X1, X4) — B(X, X2)g(X1, X5)g9(AnY, Xy)
B(X, X5)B(ANY, X3)g(An X1, X4) — B(X, X3)B(X1, X3)g(A%Y, X,)
B(Y, X3)g(Xa, AnX)g(X1, X4) + B(Y, X3)g(X1, Ay X)g(Xa, X4)
B(Y, X3)B(Xa, AnX)g(An X1, X4) + B(Y, X3)B(X1, AnX) g(An X2, X4)
B(X, X3)g(X,, ANY)g(X1, X4) — B(X, X3)g(X1, AnY ) g(Xa, X4)
B(X, X3)B(Xy, ANY)g(AnX1, X4) — B(X, X3)B(X1, ANY)g(An X, X4)
B(Y, X4)g(Xa, X3)9(X1, AnX) + B(Y, X4)g(X1, X3)g(Xa, Ay X)
B(Y, X4)B(Xa, X3)g(An X1, ANX) + B(Y, X4) B(X1, X3)g(AnXa, AN X)
B(X, X4)g(Xa, X3)9(X1, ANY) — B(X, X4)g(X1, X3)g(Xa, ANY)
B(X, X)B(Xy, X3)g(AnX1, ANY) — B(X, X,)B(X1, X3)g(AyXa, ANY)

(4.1.3)
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elde edilir. Eger (3.1.1), (3.1.2) ve C(X,Y)Z = C(X, Z)Y saglanirsa,
(R ° R)(Xla X27 X37 X4a X7 Y) = 2@(97 R)(Xla X2; X3; X4a X7 Y)
olur ve bu da ispat1 tamamlar. O

Asgagidaki teorem, pseudosimetrik lightlike hiperyiizeylerin ¢ = 1 olan belirsiz

Sasakiyan uzay formlardaki karakterizasyonunu vermektedir.
Teorem 4.1.2. M(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M(c) uzaymm
bir pseudosimetrik (Lr = 1) lightlike hiperyiizeyi ve £ € I'(T'M), AyE € T'(Dy)
olsun. Bu durumda, ya M tamamen jeodeziktir ya da
g(g(ANE, ANX)Y - g(ANE, ANY)X, A*(5N> =0
dir, burada X, Y € I'(T'M), N € I'(tr(T'M)) dir.
Ispat. Kabul edelim ki M pseudosimetrik lightlike hiperyiizey olsun. Bu durumda,
X, € T(RadTM) ve X, = U = —¢N icin
(R : R)<E7 X27 X37 _qua X? Y) - LRQ(Q? R)(E7 X27 X37 _CEN’ X, Y)
dir. Boylece,
Q(g7 R)(E7 X27 X37 _éN7 X? Y) + B(Y7 XQ)B<ANX7 X3>g(ANE7 éN)
—B(X, X5)B(ANY, X3)g(ANE, ¢N) + B(Y, X3)B(X2, ANX)g(ANE, ¢N)
—B(X, X3)B(X2, ANY)g(ANE, ¢N) + B(Y, ¢N) B(X2, X3)g(AnE, AnX)
—B(X,¢N)B(X2, X3)9(ANE, ANY) — LrQ(g, R)(E, X2, X3, —9N; X, Y) =0
denkleminde Q(g, R) ifadesi yerine yazilirsa
(1= Lg)[g(Y, X2) B(X, X3)g(AnE, ¢N) = g(X, X2) B(Y, X3)g(AnE, ¢N)
+9(Y. X3) B(X2, X)g(ANE, ¢N) — g(X, X3) B(X2,Y)g(AnE, ¢N)
+9(Y,¢N)B(Xs, X3)g(AnE, X) — g(X, ¢N) B(Xs, X3)g(ANE,Y)]
+B(Y,pN)B(X2, X3)g(ANE, AxX) — B(X, §N)B(X2, X3)g(ANE, ANY) =0
bulunur. Hipotezden (Lg = 1) oldugundan,
B(X2, X3)g(g(ANE, ANX)Y — g(ANE, ANY )X, A*¢N) =0

elde edilir, burada X, Y, X, Xy, X3, Xy € T'(T'M) dir. Boylece ispat tamamlanir. [
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(Lr # 1) durumunda agagidaki sonug s6z konusudur:

Teorem 4.1.3. M (c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M(c) uzaymin
bir n-tamamen umbilik pseudosimetrik (Lg # 1) lightlike hiperyiizeyi ve £ € T'(T'M),
ANE € T'(Dy) olsun. Budurumda, ya M tamamen jeodeziktir ya dan(Y)C(E, X) =
n(X)C(E,Y) dir, burada X,Y € I'(T'M) dir.

ispat. Kabul edelim ki M, pseudosimetrik lightlike hiperytizey olsun. Bu durumda,
Xy € I'(RadT M) ve X, =€ i¢in

(R ) R)(E7X27X3a€;Xa Y) = LRQ(97R)<E7X27X37€;X7 Y)
olur. Burada (4.1.3) ifadesi kullanilirsa,

B(Xa, X3){(1 — Lr)[-9(Y,§)9(ANE, X) + (X, )g(ANE,Y)] — B(Y,§)g(AnE, AnX)
+ B(X,§)g(ANnE, ANY)} =0

bulunur. Hipotezden M n-tamamen umbilik oldugundan

B(Xo, Xs){(1 = Lp)[-n(Y)g(AnE, X) + n(X)g(AnE,Y)]

=AY, &) = n(Y)n()lg(AnE, AnX) + Alg(X, &) = n(X)n(§)]g(AnE, ANY)} = 0
elde edilir. Dolayisiyla
B(X2, X3)((1 = Lr)[-n(Y)g(ANE, X) +n(X)g(ANE,Y)] = 0,
olur, burada X7, X5, X3, X4, X, Y € I'(TM) dir. Boylece ispat tamamlanir. ]

Tamamen jeodezik pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyler i¢in agsagidaki durum

s6z konusudur:

Sonug 4.1.1. M(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M(c) uzaymm
pseudosimetrik lightlike hiperytizeyi olsun. Bu durumda, M tamamen jeodezik ise

semi-simetriktir.
Ispat. Ispat (4.1.3) den agiktir. ]

Simdi bir belirsiz Sasakiyan uzay formun, (¢ = 1), M ve S(T'M) ekran distribiisyonunun

pseudosimetrikligi arasindaki iligkiyi veren agagidaki teoremi verelim:
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Teorem 4.1.4. M(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M,g) de M(c)
uzayinin bir lightlike hiperytizeyi olsun. Eger C' = 0 ise, bu durumda M hiperytizeyinin
pseudosimetrik olmasi igin gerek ve yeter sart ekran distribiisyonunun integral manifoldu-
nun pseudosimetrik olmasidir, burada C', M lightlike hiperytizeyinin ekran distribiisyonu-

nun ikinci temel formudur.

Ispat. (¢ =1) icin (2.5.18) kullanilarak dogrudan hesaplamalar yapilirsa,

(R- R)(Xy, Xo, X3, X4; X,Y)

— “R(R(X,Y)X1, X2, X3, X1) — R(X1, R(X,Y) Xy, X3, X2)

— R(X1, X, R(X,Y) X35, Xy) — R(Xy, X, X3, R(X,Y) X))
=(R"-R")(X1,X9, X35, X4, X,)Y) = C(R*(X,Y) X1, X3)g(Ay X2, X4)
C(X2, X3)g(R'(X,Y) X1, Xy) — C(X, X1)[g(R*(ARY, X2) X3, X4)
C(ANY, X3)g(AyXa, Xa) — C(Xa2, X3)g(AN Xa, X4)]

C(Y, X1)[g(R* (AN X, X2) X3, Xy) + C(AV X, X3)9(AN X2, X4)

C (X2, X3)9(ANX, X4)] — C(X1, X2)g(AVR* (X, Y) X2, X4)
C(R*(X,Y) Xy, X3)g(Ay X1, Xy) — C(X, Xo)[g(R* (X1, AVY) X3, Xy)
C(X1, X3)g9(AVY, X,) — C(ARY, X3)g(AN X1, X4)]

C(Y, Xo)[g(R* (X1, Ay X) X3, Xy) + C(X1, X3)g(AVX, Xy)

C(ANKX, X5)g(AN X1, Xy)] — O(Xy, RY(X,Y) X3)g(Ay X, X4)
C(Xy, R*(X,Y) X3)g(Ay X1, Xy) — C(X, X3)[g(R* (X1, X2)AVY, Xy)
C(X1, ANY)g(ANXa, Xy) — C(Xa, ANY)g(Ay X1, Xy)]

C(Y, X3)[g(R* (X1, Xo) AN X, Xy) + C (X1, Ay X)g(AN X2, X4)

C( Xy, Ay X)g(AN X1, Xy)] — C(Xq, X3)g(AyXo, R (X, Y)Xy)
C(Xa, X3)g(Ay X1, R* (X, Y) X)) — C(X, Xy)[g(R* (X1, X2) X3, AyY)
C(X1, X3)g(AyXa, AVY) — C(Xa, X3)g(Ay Xy, AVY)]

C(Y, Xy)[g(R* (X1, X2) X3, AN X) + C(Xy, X3)g9(Ay X2, AN X)

C(

X, X3)g(AN X1, Ay X))
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elde edilir. Diger taraftan,

Qg, R) (X1, Xo, X3, Xy, X, Y)
= —R(X N Y) X1, X5, X3, Xy) — R(X1, (X A, V)X, X3, Xy)
— R(X1, Xo, (X Ny Y) X5, Xy) — R(X1, Xo, X35, (X Ny Y)Xy)
= Q(g, B") (X1, X2, X3, Xg; X, Y) — g(V, X1)[C(X, X;3)g(Ay X2, X4)
X2, X3)g(ANX, Xo4)] + g(X, X1)[C(Y, X3)g(AN X2, X4)
Xo, X3)g(AVY, Xu)] — g(Y, Xo)[C(Xq, X3)g(AN X, X4)

X3)g(ANX1, Xy)] — g9(Y, X3)[C(X1, X)g(AN Xo, Xy)

— O

—C(

— C(X, X3)g(AN X1, Xo)] + 9(X, X2)[C(X1, X3)g(AVY, X4)

- C(Y,
C(Xa, X)g(Ay X1, X4)] + g(X, X;5)[C(X1, Y)g(Ay X2, X4)
C(Xa,Y)g(AN X1, Xy)] — g(YV, X4)[C(X2, X3)g(Ay X1, X)
C(X1, X5)g(An X2, X)] + g(X, Xy)[C(X2, X3)g9(Ay X1, Y)
C(

X1’X3) (A* X27 )]

bulunur. Boylece, ekran distribtisyonunun ikinci temel formu sifir oldugundan ispat

tamamlanir. ]

Bir belirsiz Sasakiyan uzay formun bir lightlike Einstein hiperyiizeyinin pseudosi-

metrikligi i¢in agagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.1.2. M(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M(c) uzaymm
lightlike Einstein hiperyiizeyi olsun. Eger R - R = Q(S, R) ise bu durumda, M bir
pseudosimetrik lightlike hiperytizeydir, burada S, M hiperytizeyinin Ricci tensoriidiir.

Ispat. Ispat Sonug 3.1.2 ile aymdir. m

Teorem 4.1.5. M(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M(c) uzaymm
lightlike hiperyiizeyi ve £ € TM, ANE € T'(Dy) de null olmayan vektor alani olsun.
Bu durumda, X € I'(T'M) i¢in u(X) # 0 olmak iizere eger R - R = Q(S, R) ise, M

tamamen jeodeziktir.
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Ispat. (2.5.19) ve (4.1.2) den X, Xs, X3, X4, X,Y € T'(TM) olmak iizere ¢ = 1
i¢in,
Q(S, R)(Xy, X2, X3, X4; X, Y)
— [ag(Y, Xy) + B(Y, X1)izAy — B(ANY, X1)]R(X, X5, X3, Xy)
+ag(X, X)) + B(X, X )izAy — B(AyX, X1)|R(Y, Xa, X3, X4)
~Jag(Y, Xa) + B(Y, Xa)izAy — B(AxY, Xo)]R(X1, X, X3, X4)

+1
— [(l/g Y, Xg) + B(YV, Xg)lZAN - B(ANY, )(3)]}%()(17 XQ, X, X4)

Q

(
(
(
9(X, X) + B(X, Xy)izAy — B(AyX, X5)|R(X1,Y, X3, X))
(
+ Jag(X, X3) + B(X, X3)izAy — B(AnX, X3)|R(X1, X5, Y, X4)
— [ag(Y, X4) + B(Y, X4)izAy — B(AxY, X)) R(X1, X2, X3, X)
(

+ [Ozg X, X4) + B(X, X4)ZZAN — B(ANX, X4)]R(X1, XQ, Xg, Y)
olur. R- R = Q(S, R) oldugu kullanilirsa,

— [(a=1)g(Y, X1) + B(Y, X1)izAy — B(ANY, X1)][9(X2, X3)g9(X, X4)
— 9(X, X5)9(Xs, X4) + B(X2, X3)g(An X, Xy) — B(X, X3)g(An X2, Xy)]
+ [(a— 1)g(X, X1) + B(X, X;)izAny — B(ANX, X1)][9(X2, X3)9(Y, X4)
— 9(Y, X3)g(X2, X4) + B(X2, X3)g(AnY, Xy) — B(Y, X3)g(An X, X4)]
— [(a = 1)g(Y, X3) + B(Y, Xs)izAy — B(ANY, Xo)][9(X, X3)g(X1, X4)
— g(X1, X3)9(X, Xy) + B(X, X3)9(An X1, X4) — B(X1, X3)9(An X, X4)]
+ [( = 1)g(X, Xo) + B(X, Xp)izAn — B(An X, X2)][g(Y, X3)9(X1, X4)
— g(X1, X3)g(Y, X4) + B(Y, X3)g9(An X1, Xu) — B(X1, X3)g(AnY, X4)]
— [(a = 1)g(Y, X3) + B(Y, X3)izAy — B(ANY, X3)][9(X2, X)g(X1, Xy)
— g(X1, X)g(Xo, Xy) + B(Xo, X)g(An X1, Xy) — B(X1, X)g(AnXo, X4)]
+ [(a— 1)g(X, X3) + B(X, X3)izAy — B(ANX, X3)][9(X2,Y)g(X7, X4)
— g(X1,Y)g(Xs, X4) + B(X2,Y)g(An X1, Xy) — B(X1,Y)g(An X2, X4)]
— [(a = 1)g(Y, Xy4) + B(Y, Xy)izAy — B(ANY, X4)][9(X2, X3)g(X1, X)
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— 9(X1, X3)9(X2, X) + B(Xs, X5)g(An X1, X) — B(X1, X3)g(An X2, X)]

+ [(a = 1)g(X, Xy4) + B(X, Xy)izAy — B(AnX, X4)][g(X2, X5)g(X1,Y)
— 9(X1, X3)9(X2,Y) + B(Xa, X3)g9(An X1, Y) — B(X1, X5)g(An X, Y)]
+ B(Y, X1)[g(Xa, X3)g(AnX, Xa) = 9(AnX, X3)9(Xs, Xa) + B(Xa2, X3)g(AR X, X4)
— B(ANX, X3)g(An X2, X4)] = B(X, X1)[9(X2, X3)g(ANY, X4) — g(ANY, X5)g(X2, X4)
+ B(Xs, Xg)g(Ai,Y, X4) — B(ANY, X3)g(AnXo, X4)] + B(Y, Xo)[g(AnX, X3)g(X1, X4)
— 9(X1, X3)g(An X, Xa4) + B(ANX, X3)g(An X1, Xa) — B(X1, X3)g(AR X, X4))]
— B(X, Xy)[g(ANY, X3)g(X1, Xy) — g(X1, X5)g(AnY, Xy) + B(ANY, X3)g(An X1, X4)
— B(X1, X3)g(ARY, Xo)] + B(Y, X3)[9(Xa, AnX)g(X1, Xa) — (X1, AnX)g(X2, X)
+ B(Xy, ANX)g(An X1, X4) — B(X1, AnX)g(AnXs, Xy)] — B(X, X3)[g(X2, ANY)g(X1, X4)
— 9(X1, AnY)g(Xa, Xy) + B(Xa, ANY)g(An X1, Xy) — B(X1, ANY)g(An Xz, X4)]
+ B(Y, X4)[g(X2, X3)g(X1, AvX) — g(X1, X3)g(Xo, AN X) + B(X2, X3)g(An Xy, Ay X)
— B(X1, X5)g(AnXs, AN X)] = B(X, Xy)[g(X2, X3)g(X1, ANY) — g(X1, X5)g(X2, ANY)
+ B(Xs, X3)9(An X1, ANY) — B(X1, X3)g(AnXo, ANY)] =0

bulunur. Burada X; =Y = E € I'(RadT'M) alimirsa

B(ANE, X2)B(X, X3)g(AvE, X4) — B(ANE, X5)B(Xa, X)g(AE, X4)
—B(ANE, X4)B(X2, X3)g(ANE, X) — B(X, XQ)B(ANE, Xg)g(ANE, X4)
—B(X7 X3)B(X2, ANE)g(ANE, X4) - B(X, X4)B(X27 X3)g(ANE, ANE) =0

olup X, = £ igin
u(X)B(X2, X3)9(ANE, ANE) =0

bulunur. Boylece hipotezden ispat tamamlanir. O

4.2 Belirsiz Sasakiyan Uzay Formlarda Pseudoparalel

Lightlike Hiperyiizeyler

Bu altbdliimde, bir belirsiz Sasakiyan uzay formda pseudoparalel lightlike hiperytizeyler

incelenmekte ve baz1 karakterizasyonlar verilmektedir.
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Tamim 4.2.1. M(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M(c) uzaymm
bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger M hiperytizeyinin her noktasimda R-h ve Q(g, h)
tensorleri lineer bagiml ise, M hiperytizeyine pseudoparalel lightlike hiperyizey denir,
yani M hiperylizeyinin pseudoparalel lightlike hiperytizey olmasi i¢in gerek ve yeter
sart U, = {p € M|Q(g,h) # 0} kiimesi iizerinde R-h = L,Q(g, h) olmasidir, burada

Ly, Uy, tizerinde fonksiyondur.

Teorem 4.2.1. M(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M(c) uzaymm
bir lightlike hiperyiizeyi ve Ay, B ye gore simetrik olsun. Eger 7-paralel ve
B(X,Y)A{AnZ = g(X,Y)A;Z ise bu durumda, M pseudoparalel lightlike hiperyii-
zeydir, 6yle ki Lj, = 2 dir, burada X,Y,Z € ['(T'M) ve 7, M ftizerinde 1-formdur.

Ispat. X1, X5, X,Y € ['(TM) olmak iizere ¢ = 1 alimirsa,

(R(X,Y) - h)(X1, X3)

= RY(X,Y)h(X1, Xs) — h(R(X,Y) X1, X5) — h(X1, R(X,Y)X,)

= —h(g(Y, X)X — g(X, X,)Y + B(Y, X1)AyX — B(X, X1)AyY, X5)
— h(X1,9(Y, X)X — g(X, X2)Y + B(Y, X5) Ay X — B(X, X5)AxY)

olur. Buradan

(R(X,Y) - h)(X1, Xs) (4.2.1)
= —g(Y, X1)h(X, X3) + (X, X)h(Y, X3) — B(Y, X1)h(An X, X5)

+ B(X, X))h(ANY, X5) — (Y, Xo)h(X1, X) + g(X, X2)h(X1,Y)

— B(Y, X)h(X1, AxnX) 4+ B(X, Xo)h(X1, ANY) (4.2.2)

elde edilir. Ikinci temel tensor alam h yazilirsa,

(R(X,Y) - h)(X1, X2)
= —g(Y, X1)B(X, X5)N + g(X, X1)B(Y, X5)N — B(Y, X;)B(AyX, X5)N
+ B(X, X1)B(ANY, X5)N — (Y, X2)B(X1, X)N + g(X, X2)B(X;,Y)N

B(Y, X3)B(X1, AvX)N + B(X, X2)B(X1, ANY)N
Q(g, R)(X1, X2: X,Y) — B(Y, X1)B(AxX, X2)N + B(X, X1)B(AnY, X2)N
B(

Y, X3)B(X1, AyX)N + B(X, X3)B(X1, AyY)N
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dir. (3.1.2) kullanilirsa,

(R(X,Y) - h)(Xy, X2) = 2Q(g, h) (X1, X5; X, V),

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. ]
Not edelim ki, yukaridaki sonu¢ semi-Oklidyen uzayda L, = 1 durumunda
gecerlidir.

Sonug 4.2.1. M(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g) de M (c) uzaymimn
bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger hiperyiizey transversal flat ve B(X,Y )AL ANZ =
9(X,Y)A3Z ise bu durumda, M pseudoparalel lightlike hiperytizeydir, dyle ki L, =
2 dir, burada X,Y,Z € I'(TM), E € T'(RadT M) ve 7, M tizerinde 1-formdur.

Teorem 4.2.2. M(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M(c) uzaymin
bir pseudoparalel (L, = 1) lightlike hiperylizeyi ve Ay, B ye gore simetrik, £ €
[(TM) olsun. Eger T-paralel ve

B(Y, X) B(Ay&, GE)N = —u(X5) B(GE, AyY )N

ise, bu durumda ya M, (¢(TM*'), D&D')-mixed tamamen jeodeziktir ya da B(Ay€, X5) =
0 dir, burada X, € T(TM), Y € (D & D'), E € T(RadTM), N € T(tr(TM)) dir.

Ispat. Kabul edelim ki M, pseudoparalel lightlike hiperytizey yani,
(R(X,Y) - h)(X1,Xs) = LpQ(g,h) (X1, X2; X, Y)

olsun, burada X;, X5, X € T(TM), Y € T(D @ D) dir. ¢ = 1 i¢in X = £ ve
X, =V = —¢F alimrsa

olur. Burada, R egrilik tensor alani ve Q(g, h) yazilirsa,

(1= Ln)[g(Y, 0E)B(&, X2) — g(§, X2) B(E, Y)|N
+B(Y, 0E)B(AnE, X2)N — B(§, 0E)B(ANY, X2) N
+B(Y, X2) B(AnE, 0E)N — B(¢, X2) B(0E, ANY)N =0
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olur. Buradan L; =1 ve B(S,QZ;E) = —u(ggE) = g(gz_SE, gz_SE) = 0 oldugu gobz 6niine
alinirsa

B(Y, E)B(AnE, X2)N + B(Y, X2)B(AxE, 6E)N

— B(&, X3)B(¢E, ANY)N = 0

elde edilir. Boylece hipotez geregince
bulunur. Dolayisiyla ispat tamamlanir. O]

Sonug 4.2.2. M(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g) de M(c) uzaymmn bir
pseudoparalel lightlike hiperytlizeyi olsun. Eger hiperyiizey transversal flat ve M

tamamen jeodezik ise bu durumda, M semi-paralel lightlike hiperyiizey olur.

Ispat. Ispat (4.2.2) den agiktir. H

4.3 Belirsiz Sasakiyan Uzay Formlarda Ricci-Pseudosimetrik

Lightlike Hiperyiizeyler

Bu altboliimde, bir belirsiz Sasakiyan uzay formda Ricci-pseudosimetrik lightlike

hiperytizeyler incelenmekte ve baz karakterizasyonlar verilmektedir.

Tamim 4.3.1. M(c) bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M(c) uzaymm
bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger M hiperylizeyinin her noktasinda R - S ve
Q(g,S) tensorleri lineer bagimh ise, M hiperyiizeyine Ricci-pseudosimetrik lightlike
hiperyizey denir, yani M Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyiizey olmasi i¢in gerek
ve yeter sart Us = {p € M|Q(g,S) # 0} kiimesi iizerinde R - S = LgQ(g,5)

olmasidir, burada Lg, Ug iizerinde fonksiyondur ve S Ricci tensoridiir.

Agagidaki teoremde, bir lightlike hiperyiizeyin Ricci-pseudosimetrik olmasi igin

yeter sart sunulmaktadir:

Teorem 4.3.1. M(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M(c) uzaymm
bir lightlike hiperyiizeyi ve Ay, B ye gore simetrik olsun. Eger B(X,Y)ALANZ =
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9(X,Y)A;Z ve C(X,Y)ARZ = g(X,Y)Z ise bu durumda, M Ricci-pseudosimetrik
lightlike hiperyiizeydir, dyle ki Lg = 2 dir, burada X, Y, Z € I'(T'M), E € I'(RadT M)
dir.

Ispat. X;, X5, X,Y € [(T'M) i¢in ¢ = 1 oldugundan,

(R-S)(Xy, Xo; X,Y)

= —S(R(X,Y)X1, X5) — S(X1, R(X,Y) X))

= —S(g(Y, X)X — g(X, X1)Y + B(Y, X1)AxyX — B(X, X1)ANY, X5)

— S(X1,9(Y, X2) X — (X, Xo)Y + B(Y, X2) Ay X — B(X, Xo)AnY)

= —g(Y, X1)S(X, Xo) + g9(X, X1)S(Y, X5) + B(Y, X;)S(An X, X3)

— B(X, X1)S(ANY, X5) — g(Y, X5)S(X1, X) + g(X, X2)S(X1,Y)

— B(Y, X2)S(X1, AxX) 4+ B(X, X,)S(X,, AyY) (4.3.1)

olur. Burada diizenleme yapilirsa,

(R S)<X17X2?X7Y>
= Q(g,9)(X1, Xp; X, Y) + B(Y, X1)S(AnX, Xp) — B(X, X;)S(ANY, X)
~ B(Y, Xo)S(X1, AnX) + B(X, X2)S(X1, AxY)

dir. Diger taraftan dogrudan hesaplamalarla,

(R-8)(X1, Xy X,Y)

= Q(g,59)(X1, X3, X, Y)
+ B(Y, X)) [ag(AnX, X5) + B(ANX, X5)izAx — B(A% X, X3)]
B(ANY, Xy)izAy — B(A%Y, X5)]

B( )
— B(X, X))[ag(AnY, Xo)
— B(Y, Xa)|ag(X1, Ay X)
B(

n
n
+ B(Xy, AyX)izAy — B(Ay X1, Ax X))
.

+ X XQ)[Oég(Xl,ANY) B(Xl,ANY)’LZAN — B(ANXl,ANY)] (432)

bulunur. Béylece eger teoremin hipotezi saglanirsa ve (4.3.1) ile (4.3.2) den,
(R ’ S)(X17X2;X7 Y) = 2Q<97 S)(leXQ;X7 Y)7
elde edilir, burada o = 2n — 1 dir. Boylece ispat tamamlanir. O

71



Son olarak bu altboliimde, ¢ = 1 olan bir belirsiz Sasakiyan uzay formun Ricci-pseu-

dosimetrik lightlike hiperyiizeyi icin karakterizasyon verilmektedir.

Teorem 4.3.2. M (c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, M, M(c) uzaymin bir
Ricci-pseudosimetrik (Lg = 1) lightlike hiperyiizeyi ve £ € I'(T'M) olsun. Eger
B(&, X3) = 0 ise bu durumda, ya M tamamen jeodeziktir ya da S(E, Ax¢) = 0 dir.

Ispat. Kabul edelim ki M, M (¢ = 1) bir belirsiz Sasakiyan uzay formun Ricci-pseu-
dosimetrik lightlike hiperyiizeyi olsun. Boylece X, X5, X, Y € T'(T'M) igin (2.3.10)

dan

(1—Lg)Q(g, S) (X1, Xo; X, Y) + B(Y, X)) [ag(An X, Xs) + B(An X, Xy)izAy
— B(A%X, X5)] — B(X, X1)[ag(AnY, Xs) + B(AnY, X2)izAy — B(A%Y, X5)]
— B(Y, Xa)[ag(X1, AnX) + B(X1, Ay X)izAy — B(Ax X1, AvX)]

+ B(X, Xo)[ag(X1, ANY) + B(X1, AyY)izAy — B(Ay X1, AyY)] =0,

dir. Burada, X; = E € I'(RadT M) alinirsa

(1—Ls)Q(g,S)(E, X2; X,Y) + B(Y, E)[ag(AnX, X3) + B(ANX, X,)izAy
— B(A%3 X, X))] — B(X, E)|ag(AnY, Xs) + B(ANY, Xp)izAx — B(AYY, X3))
— B(Y, Xy)[ag(E, AxX) + B(E, AyX)izAy — B(ANE, Ay X))

+ B(X, Xy)[ag(E, ANY) + B(E, AyY)izAy — B(AyE, AyY)] = 0.

elde edilir. Bu durumda,

(1= Ls)[g(Y, Xo) BIANE, X) + (X, X5) B(ANE,Y)]
+ B(Y, X3)B(ANE, AxX) — B(X, X2)B(ANE, AyY) = 0.

dir. (Lg = 1) oldugu goz oniine alimirsa ve X = & segilirse
B(Y, Xo) B(ANE, An€) — B(€, Xo) B(ANE, ANY) = 0.
olur. Eger B(£, X5) =0 ise
B(Y, X5)B(ANE, AnE) =0

elde edilir. S(E, An§) = —B(ANE, Ax§) oldugundan ispat tamamlanir. O
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Sonug 4.3.1. M(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M(c) uzaymm
Ricci-pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda, M tamamen jeodezik

ise Ricei semi-simetriktir.

Ispat. Ispat (4.3.2) den agiktir. H

4.4 Belirsiz Sasakiyan Uzay Formlarda Weyl Projektif
Pseudosimetrik Lightlike Hiperyuzeyler

Bu altboliimde, Weyl projektif pseudosimetri olma sartinin lightlike hiperytizeyler

lizerine olan etkisi aragtirilmakta ve bir karakterizasyon verilmektedir.

Tanmim 4.4.1. M(c), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M, g) de M (c) uzaymin bir
lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger M hiperyiizeyinin her noktasinda R-W ve Q(g, W)
tensorleri lineer bagimh ise M hiperytizeyine Weyl projektif pseudosimetrik lightlike
hiperytizey: denir, yani M hiperylizeyinin pseudosimetrik lightlike hiperyiizey olmasi
icin gerek ve yeter sart Uy = {p € M|Q(g,W) # 0} kiimesi iizerinde R - W =
LwQ(g, W) olmasidir, burada Ly, Uy tizerinde fonksiyondur.

Bir Weyl projektif pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyinin pseudosimetrik olmasi

i¢in gerek ve yeter sart agagidaki teoremde verilmektedir:

Teorem 4.4.1. M(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M,g) de M(c)
uzayinin bir Weyl projektif pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda,
M hiperylizeyinin pseudosimetrik olmasi igin gerek ve yeter sart A = B olmasidir,

burada
A= = (g, X)X, Xa)g(X, Xa) = S, Xa)g(Xa, Xo)
+ g(X, X1)[S(Xa, X3)g(Y, Xy) — S(Y, X3)g(Xa, Xu)]
— B(Y, X1)[S(X2, X3)g(AnX, X4) — S(ANX, X3)g(X2, X4)]
+ B(X, X1)[S(X2, X3)9(ANY, Xy) — S(ANY, X3)9( X2, X4)]
—g(Y, X2)[S(X, X3)g(Xy, X4) — 5(X3, X3)g(X, Xy)]
+ 9(X, Xo)[S(Y, X3)g(X1, Xy) — S(X1, X3)g(Y, X4)]
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— B(Y, X2)[S(ANX, X3)g(Xy, Xu) —
+ B(X, X5)[S(ANY, X3)g(X1, Xy) —
— g(Y, X5)[S(X2, X)g(X1, Xy) —
+ 9(X, X5)[S (X2, Y)g(X1, X4) —
— B(Y, X5)[S(X2, AnX)g(X1, X4) —
+ B(X, X3)[S(Xy, ANY)g( X1, Xy) —
— g(Y, X4)[S(X2, X3)g(X1, X) —
+ 9(X, Xy)[S(X2, X3)g(X1,Y) —
— B(Y, Xy)[S(X2, X3)g(X1, AnX) —
+ B(X, X4)[S(X, X3)9(X1, ANY) —

ve

1

+ 9(X, X1)[S(Xz, X3)g(Y, Xy) —
—g(Y, X5)[S(X, X5)g(X1, X4) —
+9(X, Xo)[S(Y, X3)g(X1, Xy) —
— g(Y, X5)[S(X2, X)g(X1, Xy) —
+ 9(X, X5)[S (X2, Y)g(Xy, X4) —
— g(Y, X4)[S(X2, X3)g(X1, X) —

( Y) -

+9(X, Xq)[S(Xz, X3)g(Xy

dir.

{—Q(K X1)[S(Xa, X3)9(X, Xy) —

S(X1, X5)g9(AnX, X4)]
S(X1, X3)9(ANY, Xy)]
S(X1, X)g(Xa, Xy)]

S(X1,Y)g(Xz, Xy)]

S(X1, AnX)g(Xa, Xy)]
S(X1, AnY)g(Xa, Xy)]
]

]
S(Xl, Xg)g(XQ, ANX)]

S(X1, X3)9(X2, X)
S(X1, X3)9(Xy,Y)

S(X1, X3)g(Xa, ANY)]}

S(X, X3)g(Xa, X4)]

S(Y, X3)g(X2, X4)]
S(X1, X3)g(X, Xy)]
S(X1, X3)g(Y, Xy)]
S(X1, X)g(Xa, Xy)]
S(X1,Y)g(Xs, Xy)]
X3)g(Xa, X)]
V)l

3)9(X2

(
S(X1,

S(X, X }

Ispat. X;, Xy, X5, Xy, X,Y € I(TM) icin

(R ' W)(X17 X27 X37 X47 X7 Y)

~W(R(X,Y) Xy, Xo, X5, Xy) = W(Xy, R(X,Y) X5, X5, Xy)

— W(X1, Xo, R(X,Y) X3, Xy) — W(Xy, Xo, X3, R(X,Y) Xy)
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dir. Burada ¢ = 1 durumunda Gauss denklemi kullanilirsa,

(R-W)(X1, X2, X3, X4; X, Y)

= —W(g(Y, X)X — g(X, X1)Y + B(Y, X1)AnX — B(X, X1)AnY, Xo, X3, X)
— W(X1, g(Y, X2)X — g(X, Xo)Y + B(Y, X2)AnX — B(X, X2)AnY, X3, X4)
— W(X1, Xa, 9(Y, X5) X — g(X, X3)Y + B(Y, X3)An X — B(X, X3)AnY, X,)
— W(X1, Xa, X3, 9(Y, X)X — g(X, X))Y + B(Y, X)) Ay X — B(X, X;)AyY)

olur. R ve S lineer oldugundan,

(R-W)(Xy, Xa, X3, Xg5 X,Y)

= —g(Y, X1)W(X, Xo, X3, Xy) + g(X, X0)W(Y, X, X3, Xy)

— B(Y, X )W(ANX, X5, X3, Xy) + B(X, X1)W(ANY, Xo, X3, X})
— g(Y, Xo)W (X1, X, X3, Xy) + g(X, Xo)W(X1,Y, X3, X4)

— B(Y, Xo)W (X, An X, X3, Xy + B(X, Xo)W (X4, AnY, X35, Xy)
—g(Y, X)W (X1, Xo, X, Xy) + g(X, X3)W(Xy, X, Y, Xy)

— B(Y, X3)W(Xy, Xo, AN X, Xy) + B(X, X3)W(Xy, Xo, ANY, Xy)
—g(Y, X)W (Xy, Xa, X3, X) + g(X, X)) W(Xy, Xo, X3,Y)

— B(Y, X)W (X1, Xo, X3, AN X) + B(X, X)W (X3, Xs, X3, AyY)

bulunur. Buradan,

(R-W)(X1, Xa, X3, X455 X,Y)

= —g(Y, X1)g(W(X, X2) X3, X4) + g(X, X1)g(W (Y, X2) X3, X4)

— B(Y, X1)g(W(ANX, X2) X3, X4) + B(X, X1)g(W (ANY, X2) X35, X4)
= g(Y, X2)g(W (X1, X) X3, X4) + g(X, X2)g(W(X1,Y) X35, Xy)

— B(Y, X2)g(W (X3, AnX) X3, Xy + B(X, X0)g(W (X3, AnY ) X3, Xy)

— g(Y, X5)g(W (X1, X2) X, Xy) + g(X, X5)g(W (X1, X2)Y, Xy)

— B(Y, X3)g(W (X1, Xo)An X, X4) + B(X, X3)g(W (X1, Xo)ANY, Xy)
— g9(Y, Xa)g(W (X1, X2) X5, X) + g(X, Xa)g(W (X1, X2) X5, Y)

— B(Y, X4)g(W (X1, X2) X3, AnX) + B(X, X4)g(W (X3, X2) X3, AyY)
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elde edilir. (2.1.4) kullanilirsa,

(R : W)(Xla XZ; X37 X4a X7 Y)
1
= —9(Y, X1)g(R(X, X)X — ——[S(X2, X)X — 5(X, X3) Xa], X4)
1
+9(X, X1)g(R(Y, X5) X3 — E[S(Xm X3)Y = S(Y, X3)X5], Xy)

1
— B(Y, X1)g(R(ANX, X2) X5 — —1[S(X2,X3)ANX — S(ANX, X3)X5], Xy)

1
+ B(X, Xl)g(R(ANY, XQ)Xg — m[S<X2, Xg)ANY — S(ANY, Xg)Xg], X4)

— g, X2)g (R(X2, X)Xy — —=[S(X, Xo) Xi = S(Xs, X X], X

+ g9(X, X2)g(R(X1,Y) X3 — ﬁ[s(ya X3) X1 — S(X1, X3)Y], Xy)

1
— B(Y. X2)g(R(X1, AnX) X3 — ———[S(AxX, X3) X1 = S(X1, X3) A X], X,)

1
+ B(X, XQ)Q(R(Xl,ANY)X - —1[S(AN}/, Xg)Xl - S(Xl,Xg)ANY],X4)

= gY X)g(RX1, X)X — —[S(Xa, X)Xs = S(X, X)X, X

(X, Xg)g(R(X, XY = —[S(Xa, Y) X1 = S(X0,¥)Xa], Xo)
1

n —

1
+ B(X, Xg)Q(R(Xl,XQ)ANY — H[S(XQ, ANY)X1 — S(Xl,ANY)XQ], X4)

— B(Y, X3)g9(R(X;, Xo) Ay X — 1 [S(Xa, ANX) X7 — S(X1, AN X) X5, Xy)

— Y. Xa)g(R(X, X)X = —[S(Xa, Xo) X1 = S(X1, X)Xa), X)

1

+ g(X, X4)g(R(Xy, Xo) X3 — H[S(X%Xi%)Xl — S(X1, X3)X),Y)
1

— BY, X1)g(R(X3, Xo) Xy — ——[S(Xs, X)X, — S(X3, X3) Xa], Ay X)
1

+ B(X, X0)g(R(X1, X2) Xy — ——[S(Xa, Xo) X1 — S(X1, X5) Xa, AyY)  (4:4.1)

bulunur. Béylece (2.5.16) ve (2.5.19) den

(R W)(X17X27X37X47X7 Y)
= Q(ga W)(X17X27X37X4;X7 Y)
- B(K Xl)g(X27 X3)g(ANX7 X4) _I_ B(K Xl)g(ANX7 X3)g(X27 X4>

— B(K Xl)B(X27 Xg)g(A?VX, X4) + B(Y, X1>B(ANX, X3)g(ANX2, X4>
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X, X1)g(X2, X5)g(AnNY, Xy) — B(X, X1)g(AnY, X3)g(X2, X4)
X, X1)B(Xy, X3)g(ARY, Xy) — B(X, X1) B(ANY, X3)g(AnXs, X4)
Y, X2)g(AnX, X3)g9(X1, Xy) + B(Y, Xo)g(X1, X3)9(AnX, X4)
Y, Xo)B(AnX, X3)9(An X1, X4) + B(Y, Xo)B(X1, Xg)g(A?VX, X4)
X, X2)g(ANY, X3)9(X1, X4) — B(X, X2)g(X1, X3)9(ANY, Xy4)
X, X0)B(ANY, X3)g(An X1, X4) — B(X, Xo)B(X}, Xg)g(A?VY, Xy)
Y, X3)g9(Xs, AnX)g(X1, X4) + B(Y, X3)9(X1, AnX)g( X2, Xy)

B(
B(
B(
B(
B(
B(
B(
B(Y, X3)B(Xa, ANX)g(AnX1, X4) + B(Y, X3)B(X1, AnX)g(An X2, X4)
B(X, X3)9(X2, ANY)g(X1, X4) — B(X, X3)9(X1, ANY)g( X2, Xy)

B(X, X3)B(Xs2, ANY ) g(An Xy, Xy) — B(X, X3)B(X1, ANY ) g(AnXo, X4)
B(Y, X4)g(Xa, X3)g(X1, AnX) + B(Y, X4)g(X1, X3)9(X2, AnX)

B(Y, X4)B(Xa, X3)g(AnX1, AnX) + B(Y, X4) B(X1, X3)g(An X2, AnX)
B(X, X4)9(X2, X3)g(X1, ANY) — B(X, X4)9(X1, X3)9(Xa, ANY)

(

X X4) (XQ,Xg)Q(ANXl,ANY> — B(X, X4)B(X1,X3)Q(ANX27ANY)

e 1{B(Y X)[-ag(An X, X4)g(Xz, X3) — g(AnX, Xy4) B(X3, X3)izAy
+ g(ANX, X4) B(An X2, X3) + ag(Xa, X4)g(An X, X3) + g(Xo, Xy) B(ANX, X3)izAN
— 9(Xs, X4) B(AL X, X3)] + B(X, X1)[ag(AnY, X1)g(Xa, X3)
+ g(ANY, X4)B(Xa, X3)izAy — g(AnY, X3) B(Ay Xa, X3) — ag(Xe, X1)g(AnY, Xs)
— 9(Xa, X4) B(ANY, X3)izAn + 9(Xy, X4) B(A%Y, X3)]
+ B(Y, Xo)[—ag(X1, X4)g(AnX, X3) — g(X4, X4) B(ANX, X3)izAN
+ g(X1, X0)B(A% X, X3) + ag(An X, X0)g(X1, X3) + g(AnX, X4)B(X1, Xa)izAy

— 9(AnX, X4) B(An X1, X3)] + B(X, Xo)[og (X1, X4)g(ANY, X3)
+ g(X1, X4) B(ANY, X3)izAn — g(X1, X4)B(A%Y, X3) — ag(ANY, X4)g(X1, X3)
— g(AnY, X)) B(X1, X3)izAy + g(ANY, X4) B(An X1, X3)]
+ B(Y, X3)[—ag(X1, X4)g(Xa, ANX) — g(X1, X4) B(Xo, AN X )izAn
+ g(X1, X0) B(AnXo, AnX) + ag(Xa, X4)g(X1, AnX) + g(Xo, X4)B(X1, Ay X )iz Ay

— g(XQ, X4)B(ANX17 ANX)] + B(X, Xg)[Q(Xl, X4)g(X2, ANY>

7



+ 9(X1, X4) B(Xa, ANY )izAn — g(X1, X4) B(AN X2, ANY') — ag(Xa, X4)g(X1, ANY)
— 9(Xo, X4)B(X1, ANY)izANn + g(Xo, X4) B(AN X1, ANY)]

+ B(Y, Xy)[—ag(X1, ANX)g(Xz, X3) — g(X1, AnX)B(Xo, X3)iz Ay

+ g(X1, Ay X)B(An X, X3) — ag(Xa, AnX)g(X1, Xs) + 9(Xo, A X)B(X1, Xs)izAx
Xy, ANX)B(AnX1, X3)] + B(X, Xu)[ag(X1, ANY)g( X2, X3)

NY)B(Xs, X3)izAy — g(X1, ANY ) B(An X2, X3) — ag(Xs, ANY)g(X1, X3)

_|_
A/Q\/—\/-\

s

s

)B( (
— g XQ, ANY)B(Xl, X3)ZZAN + g<X27 ANY)B(ANXl, X3)]}
elde edilir. Diger taraftan,

Qg, W)(Xy, X, X3, X4; X, Y)
= -—W({(X N Y)X1, Xo, X3, Xy) — W(X7, (X Ay Y) X5, X3, Xy)
— W(X1, Xo, (X Ay Y) X5, Xy) — W(Xq, Xo, X5, (X Ay Y)Xy)
= —g(Y, X))W(X, Xy, X3, X4) + g(X, X)) W(Y, X, X3, X4)
—g(Y, X)W (X1, X, X3, Xy) + g(X, Xo)W(X4,Y, X3, Xy)
— g(Y, X)W (X1, X3, X, Xy) + g(X, X3)W (X3, X3, Y, Xy)
— g(Y, X)W (X1, X, X3, X) + g(X, X)W (X1, X5, X5, Y)

dir. Burada (2.1.4) kullanilirsa,

Q(ga W)(X17X27X37X4;Xa Y)

= (Y, Xu)g(ROX, X2)Xs = ——[S(Xa, Xo) X — S(X, X)X, X

+ (X, X0)g(RY, Xo)Xs = —=[S(X, Xa)Y = S(Y, X0)Xa), Xo)

— g(¥, Xa)g(R(X1, X)Xs = ——[S(X, X)Xy — 5(X1, X)X], Xo)

+ (X, X)g(RX0,Y) X = —[S(Y, Xa)Xa = S(X1, X)), X

— (¥, Xa)g(R(X1, X2)X = ——[S(X, X)X: = S(Xs, X)Xa], Xo)

+ g(X, X3)9(R(X17X2)Y — 0 i 1 [S(X27 Y)Xl — S(Xl, Y)XQ],X4)
— g(Y, X4)g(R(Xy, X2) X3 — ﬁ[S(X% X3) X1 — S(X1, X3) Xa), X)

+ (X, X)g(R(X1, X3) X5 — ﬁ[so@,xg)x1 _S(X, X)Xl YY) (44.2)
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olur. (2.5.16) ve (2.5.19) dan,

Qg, W) (X1, Xo, X3, X4; X, Y)
= —g(Y, X1)[g(An X, X4) B(X3, X3) — B(X, X3)g(An X2, X4)]
+ 9(X, X1)[9(ANY, X4) B(X2, X3) — B(Y, X3)g(An X2, X4)]
— (Y, X5)[B(X, X3)g(An X1, Xy) — g(An X, X4) B(X1, X3)]
+ 9(X, Xo)[B(Y, X3)g(An X1, X4) — g(ANY, X4) B(X1, X5)]
g(An X1, Xy B(X1, X)g(An X2, Xy)]

(
(
(

—g(Y, X3)[B(Xz,
(
( 9(An X2, X)B(X1, X3
(

X) ) — )

+9(X, X3)[B(X2,Y)g(An X1, Xy) — B(X1,Y)g(An X2, X4)]
) — )]

) — )

g Y X4)[ (ANXla )B(XQ, 3
Y) g(AnX2,Y)B(Xy, X3)]

+ 9(X, X4)[g(AnX1,Y) B(Xs, X3

- H{Q(Ya X1)g(X2, X4)[B(X, X3)izAy — B(AnX, X35)]

— g(X, X1)g(Xo, X4)[B(Y, X3)izAy — B(ANY, X3)] — g(Y, X2)g(X1, X4)[B(X, X3)izAy

~ B(AnX, X3)] + g(X, X2)g( X1, X0)[B(Y, X3)izAy — B(ANY, X3)]

—g(Y, X3)9(X1, X4)[B(X2, X)izAy — B(AnyX2, X)| 4+ 9(Y, X3)g(X2, X4)[B(X1, X)izAy

— B(ANX1, X)] + g(X, X3)9(X1, X4)[B(X2,Y)izAy — B(An X3, Y)]

— 9(X, X5)g(Xo, X4)[B(X1,Y)izAy — B(An X1, Y)]}

elde edilir. Burada (4.4.1) ve (4.4.2) denklemleri diizenlenirse,
(R-W)(X1,Xo, X3, X5 X,Y) = (R R)(X1, Xo, X3, Xi; X, Y) + A,

ve

Q(ga W)(X17X27X37X4;X7 Y)) = Q(97R)(X1’X2’X37X4;X7 Y) + B’

ifadeleri elde edilir. Boylece, A ve B ifadeleri gbz 6niine alinirsa ispat tamamlanir.

O
Ayrica, bir bagka ifade olarak da su teorem verilebilir:

Teorem 4.4.2. M(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form ve (M,g) de M(c)
uzayinin bir pseudosimetrik lightlike hiperytizey olsun. Bu durumda, M hiperytizeyinin

Weyl projektif pseudosimetrik olmasi icin gerek ve yeter kogul A = B olmasidir.
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Teorem 4.4.3. M(c = 1), bir belirsiz Sasakiyan uzay form, (M, g), M(c) uzaymm
bir Weyl projektif pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyi, £ € I'(T'M) ve AyE € T'(Dy)
null olmayan bir vektor alam olsun. Eger u(Y) # 0 ise, bu durumda M tamamen

jeodeziktir.
Ispat. X,, X3, X,,Y € I(TM) ve X; = X = E € I'(RadT M) icin

(R W)(E7X2JX37X4;EJY)
= Q(Q7W)(E,X2,X3,X4; an) - B(Y7 X2>B(ANE7X3)Q(ANE)X4)
+ B(E, XQ)B(ANY, Xg)g(ANE, X4) — B(K Xg)B(Xg, ANE)Q(ANE, X4)

+ B(E, Xg)B(XQ, ANY)g(ANE,X4) — B(K X4)B<X2, Xg)g(ANE,ANE>
1
n—1

— B(Y, X4)9(X2, ANE)B(ANE, X3)}

{=B(Y, X2)g(ANE, X4) B(ANE, X3) — B(Y, X3)9(X2, X4) B(ANE, ANE)

bulunur. Bu durumda Q(g, W)(E, Xs, X3, Xy; E,Y) = 0 oldugu goz 6niine alinarak
M Weyl projektif pseudosimetrik lightlike hiperyiizeyi i¢in Xy, = & ve Xy =V =

—¢F alimirsa

BUY,€)B(Xa, Xs)g(Ax B, ANE) = ——{B(Y, Xs)g(0F, ) B(ANE, Ax )

olur. Buradan,
B(YJ €>B(X27 X3)g(ANE7 ANE) =0

bulunur. Boéylece ispat tamamlanir. O]
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