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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum ”Bazi Kismi Diferensiyel Denklemlerin B-spline
Diferensiyel Quadrature Metodu ile Niimerik Coztimleri” baglikli bu ¢aligmanin bilimsel
ahlak ve geleneklere aykir1 diigsecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini
ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢inde hem de kaynakcada yontemine
uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Ali BASHAN
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166+xix sayfa
2015
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Bu tez beg boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, tezde kullanilacak olan
diferensiyel quadrature metodu hakkinda bazi1 genel bilgiler verildikten sonra spline
fonksiyonlar, B-spline fonksiyonlar, Thomas algoritmalari, doérdiincii mertebeden
Runge-Kutta algoritmasi, kararlilik ve yakinsama orani hakkinda temel bilgiler verildi.

Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullamlacak olan B-spline diferensiyel
quadrature metotlar hakkinda temel bilgiler verildi.

Uciineii boliimde, mKdV denkleminin kuintik B-spline diferensiyel quadrature
metot ile niimerik c¢oziimleri elde edildi. Bu yontem ele alinan dort test probleme
uygulandi. Elde edilen niimerik sonuglar literatiirde mevcut olan bazi sonuclar ile
kargilagtirilarak hata normlar1 ve korunum sabitleri tablolar halinde verildi. Elde
edilen niimerik ¢oztimlerin ve bu ¢oziimler elde edilirken kullanilan katsay1 matrisinden
elde edilen 6zdegerlerin grafikleri verilerek kararlilik analizi incelendi.

Dordiincii boliimde, KdVB denkleminin yanisira KdV ve Burgers’ denklemlerinin
de kuintik B-spline diferensiyel quadrature metot ile ntimerik ¢oziimleri elde edildi.
Bu yontem, ele alinan dort test probleme uygulandi. Elde edilen niimerik sonuclar
literatiirde mevcut olan bazi sonuclar ile karsilagtirilarak hata normlar: ve korunum



sabitleri tablolar halinde verildi. Elde edilen niimerik ¢oztimlerin ve bu ¢oziimler elde
edilirken kullanilan katsayr matrisinden elde edilen 6zdegerlerin grafikleri verilerek
kararlilik analizi incelendi.

Besinci boliimde, mBurgers’ denkleminin kuintik ve kuartik B-spline diferensiyel
quadrature metotlar ile niimerik ¢oztimleri elde edildi. Bu yontemler ele alinan bir
test probleme uygulandi. Elde edilen niimerik sonuclar literatiirdeki mevcut sonuclar
ile kargilagtirilarak hata normlar tablolar halinde verildi. Onceki boliimlerde oldugu
gibi elde edilen niimerik ¢oztimlerin ve bu ¢oztimler elde edilirken kullanilan katsay:
matrisinden elde edilen oOzdegerlerin grafikleri verilerek kararhilik —analizi
incelendi.

ANAHTAR KELIMELER: Diferensiyel Quadrature Metot, Kismi Diferensiyel
Denklemler,  B-spline  Fonksiyonlar, mKdV
Denklemi, KdVB Denklemi, KdV Denklemi,

Burgers’ Denklemi, mBurgers’ Denklemi,
Kararlilik.
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This thesis consists of five chapters. In the first chapter, after giving some general
information about the differential quadrature method which will be used in the
thesis, fundamental concepts about spline functions, and B-spline functions, Thomas
algorithms, fourth order Runge-Kutta algorithm, stability, and rate of convergence
are presented.

B-spline differential quadrature methods are presented in the second chapter. The
weighting coefficients, necessary to approximate the derivatives, are determined by
using B-spline functions.

In the third chapter, numerical solutions of the mKdV equation are obtained
by quintic B-spline differential quadrature method. This method is applied to four
model problems. The obtained numerical results are compared with existing results
in the literature, the error norms and the invariants are given in the form of tables.
The figures of the numerical solutions and eigenvalues of the solutions are given and
the stability analysis of the approximation obtained by applying quintic B-spline
differential quadrature method is also investigated.
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In the fourth chapter, besides numerical solutions of the KdVB equation, numerical
solutions of the KdV and Burgers’ equations are also obtained by quintic B-spline
differential quadrature method. The method is applied to four model problems. The
obtained numerical results are compared with existing results in the literature, the
error norms and the invariants are given in the form of tables. The figures of the
numerical solutions and eigenvalues of the solutions are given and the stability analysis
of the approximation obtained by applying quintic B-spline differential quadrature
method is also investigated.

In the fifth chapter, numerical solutions of the mBurgers’ equation are obtained
by quintic and quartic B-spline differential quadrature methods. Both methods are
applied to one model problem. The obtained numerical results are compared with
existing results in the literature, the error norms are given in the form of tables.
The figures of the numerical solutions and eigenvalues of the solutions are given and
the stability analysis of the approximation obtained by applying quintic and quartic
B-spline differential quadrature methods is also investigated.

KEY WORDS: Differential Quadrature Method, Partial Differential Equations,
B-spline Functions, mKdV Equation, KdVB Equation, KdV
Equation, Burgers’ Equation, mBurgers’ Equation, Stability.
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GIRIS

Dogadaki biyolojik, jeolojik veya mekanik bircok olay fizik kurallar1 yardimiyla
cebirsel, diferensiyel veya integral denklemler olarak ifade edilebilir. Dogadaki bu
olaylar1 inceleyen bilim adamlari, olaylarin matematiksel modellerini olugturmak icin
cogunlukla lineer olmayan diferensiyel denklemler kullanmaktadirlar. Bu tip
diferensiyel denklemlerin genellikle tam ¢oziimleri aranir. Ancak bu tiir diferensiyel
denklemlerin tam ¢oziimlerine ulagmak ¢ogu zaman zor olmakta hatta bazi durumlarda
miimkiin olmamaktadir. Bu durumlarda diferensiyel denklemlerin yaklagik ¢oztimlerini
bulmak i¢in niimerik yontemler kullamlir [1]. En yaygin olarak kullamilan niimerik
yontemler; sonlu fark yontemleri, varyasyonel yontemler, sonlu eleman yontemleri ve
diferensiyel quadrature metot (DQM) vb. seklinde sayilabilir.

DQM, temel olarak fonksiyonun ¢oziim bolgesindeki herhangi bir noktadaki tiirev
degerini, fonksiyonun verilen bolgede degeri bilinen tim diigiim noktalarindaki
degerlerinin lineer kombinasyonu seklinde ifade etmesi esasina dayanmaktadir. Bir¢cok
aragtirmaci agirlik katsayilarinin elde edilmesinde farkli baz fonksiyonlar kullanmigtir.
Bellman vd. [2, 3] agirhik katsayilarini elde etmek i¢in Legendre polinomlar: ve spline
fonksiyonlari, Quan ve Chang [4, 5] Lagrange interpolasyon polinomlari, Bonzani
6] ile Korkmaz ve Dag [22] Sinc fonksiyonlari, Cheng vd. [7] Hermit polinomlarini,
O’Mahoney [8] Laguerre polinomlarini, Shu ve Wu [9] radial baz fonksiyonlar1, Zhong
[10] spline fonksiyonlari, Korkmaz ve Dag [11 — 14] B-spline fonksiyonlari, Arora ve

Singh [26] ise, modifiye B-spline fonksiyonlar1 kullanmigtir. DQM, literatiirde lineer
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ve lineer olmayan bircok diferensiyel denkleme uygulanmisgtir. Bunlardan bazilar
Burgers’ denklemi:

U,+U0U, —vU,, =0,

Korteweg-de Vries denklemi (KdV):

Ui+ cUU; 4+ pUpzr = 0,
Regularized Long Wave denklemi (RLW):

Ui+ U, +eUU; — pUyzy = 0,
Adveksiyon-Difiizyon denklemi:
Ui +aU, — AUy = 0,
dir. Bu tezde lineer olmayan modifiye edilmig Korteweg-de Vries (mKdV):

U, + eUU, + WUz = 0,

Korteweg-de Vries-Burgers’ (KdVB):
Ui+ eUU, — vUyy + ppUzyy = 0,

Modifiye edilmig Burgers’ (mBurgers’):

U, +eU?U, —vU,, =0,

denklemlerinin B-spline diferensiyel quadrature metotlar ile yaklagik ¢oziimleri elde

edilecektir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezde kullanilacak diferensiyel quadrature metot ile B-spline
fonksiyonlar hakkinda temel bilgiler verildi. Yine bu boliimde diferensiyel quadrature
metot kullanilarak niimerik ¢oziimleri elde edilecek olan mKdV, KdVB ve mBurgers’

denklemleri tanitild:.

1.1 Diferensiyel Quadrature Metot (DQM)

DQM, ilk olarak Bellman vd. [2] tarafindan kismi diferensiyel denklemleri ¢6zmek
icin 1972 ’de sunulmustur. Bellman, integral quadrature fikrinden yola ¢ikarak
diferensiyel quadrature fikrini ortaya atmigtir. DQM ’'un ana diigiincesi, U
fonksiyonunun ¢oziim bolgesinde yer alan herhangi bir z; noktasindaki tiirev degerini,
U fonksiyonunun bolgedeki tiim diigiim noktalarindaki bilinen degerlerinin lineer
toplami seklinde ifade edilmesidir. DQM, ntimerik analizde tiirev yaklagimlari igin
kullanilan bir niimerik ayrigtirma metodudur. Bu teknige gore [a, b] araliginda tanimh

tek degiskenli diizgiin bir fonksiyonda z; ’ler bu araligin diigiim noktalari, N digiim

nokta sayisi ve wgf) r. mertebeden tiirev yaklagiminda kullanilacak agirlik katsayilaridir.
Problemin ¢oziim arahigidaki herhangi bir U (x) fonksiyonun x bagimsiz degiskenine

gore, x; noktasindaki r. mertebeden tiirevine
. AU~ o .
U (1) = -5 lei= Z;wl?j)U(:cj), i=1,2,.,N, r=12.,N—1 (LL1)
j:

esitligi ile bir yaklagim yapilabilir [27]. Burada esas asama, fonksiyonun ¢oziim

bolgesinde bulunan diigiim noktalarindaki fonksiyon degerlerinin agirlik katsayilarinin
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elde edilmesidir. Bunun i¢in diigiim noktalarinda fonksiyon degerleri bilinen cesitli
baz fonksiyonlar kullanilmaktadir. Giiniimiize kadar bircok arastirmaci farkli baz
fonksiyonlar kullanarak agirlik katsayilarini elde etmiglerdir. Bellman vd. [2, 3] agirlik
katsayilarin1 elde etmek icin Legendre polinomlarini ve spline fonksiyonlarii
kullanmigtir. Quan ve Chang [4, 5] Lagrange interpolasyon polinomlar: kullanmigtir.
Bonzani [6] ile Korkmaz ve Dag [22] Sinc fonksiyonlarini kullanarak agirlik katsayilarini
tespit etmistir. Cheng vd. [7] agirlik katsayilarini elde etmek i¢in Hermit polinomlarini
kullanirken, O’Mahoney [8] iki boyutlu ters 1s1 iletim denkleminin ¢dziimii igin Laguerre
polinomlarini baz polinomlar olarak kullanip agirlik katsayilarini tespit etmistir. Shu
ve Wu [9] ise radial baz fonksiyonlar: kullanarak radial tabanh diferensiyel quadrature
metodu geligtirmislerdir. Zhong [10] spline fonksiyon tabanl diferensiyel quadrature
metodunu geligtirmigtir. Korkmaz ve Dag [11 — 14] B-spline fonksiyonlar: kullanarak
agirlik katsayilarimi elde etmistir. Arora ve Singh [26] modifiye B-spline fonksiyonlari

kullanarak agirlik katsayilarini elde etmistir.

1.2 Spline Fonksiyonlar

Ilk olarak Schoenberg [95] tarafindan 1946’da ortaya atilan spline fonksiyonlar,
interpolasyon, egri uydurma, adi ve kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimii, egri ve
yiizey yaklagimi ile karmagik geometrik nesnelerin matematiksel modellemesi gibi
alanlarda sik¢a kullanilmaktadir. Depolanmasi, iglenmesi ve kullanilmasi kolay olan
spline fonksiyonlar dijital bilgisayarlardaki gelismeler ile daha onemli hale gelmistir
[30].

Spline fonksiyonlar, belirli diizgiinliikk sartlarini tagiyan polinomlarin biraraya



getirilmesiyle olugan parcali fonksiyonlardir. Reel sayilarin monoton artan bir dizisi
— 0 =2 < T < ... <ZTp < Tpgp =00

olacak seklinde x4, xs,...,x,” e bagh ve reel eksen iizerinde tanimli m. dereceden bir
s(x) spline fonksiyonu agagidaki iki 6zelligi saglar.

1. s(x), her bir (z;,2;41) ¢ = 0, ...,n araliginda m. veya daha diigiik dereceden bir
polinomdur. Burada xy = —o0, x,41 = 0o’ dir.

2. s(x) fonksiyonu ve 1,2, ..., (m—1). mertebeden tiirevleri tammlanan her aralikta
ve x;, ¢ = 1,2, ..,n digiim noktalarinda stireklidir.

Spline fonksiyonlar, parcali polinom fonksiyonlarin siirekli olmasi ve tiirevlerinin
belirli sartlar1 saglamasi ile elde edilir. 0. dereceden spline fonksiyonu (m = 0) igin
ikinci sart kullanilmaz ve 0. dereceden spline fonksiyonu adim fonksiyonu denilir. 1.
dereceden spline fonksiyonu (m = 1) ise, Sekil 1.1 'de verilen bir poligon’(kirik ¢izgi)

dur [96].
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Sekil 1.1. 1. Dereceden Spline Fonksiyon.



Spline fonksiyonlarin ozellikleri agagidaki gibi siralanabilir.

e Spline fonksiyonlar diizgiin fonksiyonlardir,
e Spline fonksiyonlar uygun bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardir,
e Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri yine spline fonksiyonlardir,

e Spline fonksiyonlar dijital bilgisayarlarda isleme, hesaplama ve depolama

acisindan uygun fonksiyonlardir.

e Spline fonksiyonlar kullanildiginda ortaya c¢ikan matrisler uygun igaretleri ve

determinant ozellikleri acisidan kolay hesaplanabilir,

e Diiglik dereceli spline fonksiyonlar oldukca esnektirler ve polinomlardaki gibi

keskin salimimlar sergilemezler,

e Yaklagim iglemi sonucunda elde edilen yapilar, igsaretler ve katsayilar gibi

polinomlarin yapilar: ile de ilgilidir,

e Spline fonksiyonlar kullanildiginda yakinsaklik ve kararliligin incelenmesi daha

kolay olur,

e Fonksiyonlar ve tiirevleri ayn1 anda yaklagik olarak hesaplanirlar.

Bazi spline fonksiyonlar farkli ézelliklere sahiptirler. Ornegin; [a, b] arahgmm bir

parcalanist a = xg < 17 < ... < x, =bve h = b_T“, r;=x;_1+h,1=1,...,n olsun.

Bu diigiim noktalarinda fonksiyon degerleri f(zo), f(z1), ..., f(z,) ve m defa ard arda

tiirevlenebilir stirekli fonksiyonlarin kiimesi C™|a, b] olsun. s(z) fonksiyonu

1. s(z) € C'a, ],



2. s(z) her [z;,x;11], (j=0,1,...,n— 1) alt arahginda en fazla ikinci dereceden
bir polinomdur,

3. s(ay) = f(;), 0<j <n
sartlarin sagliyorsa kuadratik spline fonksiyon olarak adlandirilir.

Asagidaki ozellikler ise [a, b] lizerinde bir kiibik spline fonksiyonu tanimlar.

1. s(z) € C?a, ],

2. s(ay) = fla;), 0< j <n,

3. s(x) her [z;,2j11], ( =0,1,...,n — 1) alt araliginda en fazla {i¢lincii dereceden

bir polinomdur [97].

1.3 B-spline Fonksiyonlar

Spline fonksiyonlarin hesaplanmasiyla elde edilen lineer veya lineer olmayan
sistemler bazen istenilen parametrelerin hesaplanmasina izin vermeyecek sekilde
ill-conditioned (iyi sarth olmayan) olabilir. Ayrica spline yaklagimlar elde etme
siirecinde niimerik kararsizliklarla da karsilagilabilir. Bu tiir zorluklar, biitiin spline
fonksiyonlar kiimesi i¢in bir baz olusturan ve B-spline olarak adlandirilan farkl bir
spline fonksiyon sinifi ile agilabilir. B-spline fonksiyonlar ntimerik hesaplamalar i¢in
oldukga kullanmighdirlar [31].

lim; .o z; = 00 ve lim;,_, x; = —oo olmak tlizere reel eksen iizerinde diigiim

noktalarmin bir kiimesi
LT < T <2y <21 < Ty < ...

olsun. 0. dereceden bir B-spline fonksiyonu



Bo_ 1, &, <x<xipq
' 0, diger durumlar

seklinde tanimlanmir [96]. Bu tamimdan BY(z;) = 1 ve BY(z;11) = 0’dir (Sekil 1.2).

SR p——

Sekil 1.2. 0. Dereceden B-spline Fonksiyon.

0. dereceden bir B-spline fonksiyonunun bazi ozellikleri agagidaki gibi siralanabilir:

1. BY(z) B-spline fonksiyonu [z;, ;41) yar1 agik arahiginda tammhdir.

2.V x ve Viicin BY(x) > 0 esitsizligi vardir.

3. BY fonksiyonu say1 dogrusu iizerinde sicramanin oldugu tiim diigiim noktalarinda
sagdan siireklidir.

4.Vz € Rigin > 5o BY(z) =1 esitligi gegerlidir.

5. Diigiim noktalar1 dizisi iizerinde 0. dereceden tiim spline fonksiyonlar bir baz

olugtururlar. 0. dereceden B-spline fonksiyonlar kullanilarak daha yiiksek dereceden

diger B-spline fonksiyonlar £k = 1,2, ... ve i = 0, +1, +2, ... olmak tizere

T — Ty k-1 Titk+1 — T g1
— B (2) + ———— B/ (7)
Titk — L4 Titk+1 — Tit+1

Bf(x) =
seklinde tiimevarim yontemi ile hesaplanabilir [31, 96].
Bu tezde ele aliman diferensiyel denklemlerin diferensiyel quadrature metot ile

niimerik ¢oziimleri bulunurken, baz fonksiyonlar: olarak kullanilacak olan kuartik ve
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kuintik B-spline fonksiyonlarin tanimlar ile birlikte bazi 6zellikleri agagida verildi.

1.3.1 Kuartik B-spline Fonksiyonlar

[a,b] araliginin diizgiin bir pargalanisi a = z, < 71 < ...xy_1 < xy = b olsun.
h = 41—, olmak tizere x,, diigiim noktalarinda ¢,,(z) kuartik B-spline fonksiyonlar

m=—2,—1,..., N, N + 1 noktalar1 igin;

p

(T — Tpm2)*, [Tm—2, Trm—1]
(1 — Zm2)* = 5(x — 2p1)?, [Tm—1, Tpm)
¢i(2) = 3 (= 2m-2)! = 5(x = 1) +10(x = @)Y, 20, Vo]
(Tmys — $)4 — 5(Tmy2 — )%, [Tmi1; Tmaa]
(T — )7, ]
L 0, diger durumlar
(1.3.1)

seklinde tamimlanir [32]. {¢_a2(x),d_1(x),...,¢n(x),dns1(x)} kimesi ¢ < z < b
arahginda tammml fonksiyonlar igin bir baz olugturur. Kuartik B-spline ¢,, ()
fonksiyonu ve tiirevleri [z, o, Z,,13] araligi diginda sifirdir. Sekil 1.3 *de goriildiigii gibi
her bir ¢,,(z) kuartik B-spline [z, o, Z,,13] araliginda ardigik beg elemani értmekte
ve dolayisiyla her bir [z, Z,,41] sonlu elemant ¢y, 2, Gm—1, Om, Cmi1, Gm+2 gibi bes

tane kuartik B-spline sekil fonksiyonlar1 tarafindan ortiillmektedir.



o
¥
11
¢m 1 ¢m+1
N
1 ¢m-2 ¢m+2
¥ AN
X X

Sekil 1.3. Kuartik B-spline Sekil Fonksiyonlar:.

1.3.2 Kuintik B-spline Fonksiyonlar

[a,b] araligimin diizgiin bir pargalanisi ¢ = x, < 21 < ... < zy_1 < zxy = b
olsun. h = x,,41 — 2, olmak lizere z,, diigiim noktalarinda ¢,,(x) kuintik B-spline

fonksiyonlar m = —2, —1,..., N + 1, N 4 2 noktalar igin;

(

(I - l’m_3)5, [xm—37 xm—2]
(T = Tm3)® = 6( — Tpm2)’, (T2, 1]
(1 — Tm_3)® — 6(x — Tp_2) + 15(x — 2p_1)5, [Tm_1, Tm)
(2 — Zpn_3)® — 6(2 — Tp2)® + 15(x — 2y )’ —
[Ima zm-i-l]
1 20(x — z,n)°,
Om(x) = ho 5 5
(x — Tm—3)° — 6( — Tp—2)° + 15(x — 1)
[Tmt1, Tm2]
20(x — n)° + 15(x — Ty i)
(r — 2 3)° —6(x — Tp_2)® + 15(x — ppp_1)°
[Tm+2, Tm3)]
20(x — 1,,)° + 15(2 — Tpy1)® — 6(x — Tpya)
(0 diger durumlar

(1.3.2)
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seklinde tanimlamir [32]. {¢p_o(2), d_1(x), ..., dns1(T), dni2(x)} kimesi a <z < b
arahginda tanimli fonksiyonlar igin bir baz olusturur. Kuintik B-spline ¢,, ()
fonksiyonu ve tiirevleri [z,,_3, Z,,4 3] araligi diginda sifirdir. Sekil 1.4 *de goriildiigii gibi
her bir ¢,,(z) kuintik B-spline [x,,_3, T, +3] arahginda ardigik alt1 elemam értmekte
ve dolayisiyla her bir [z,,, T 41] sonlu eleman ¢y, 2, Grm—1, Gmy Pmt1s P2, Ptz gibi

alt1 kuintik B-spline fonksiyon tarafindan ortiillmektedir.

66 fﬁm %*1
26 ¢m-1 ¢m+2
/ N\
1
N el
Xn'l ¢m-2 ¢m+3 Xm+1

Sekil 1.4. Kuintik B-spline Sekil Fonksiyonlari.

1.4 Lineer Denklem Sistemlerinin Coziimleri

Lineer denklem sistemlerinin ¢oziimlerinde ¢gesitli yontemler kullanilmaktadir. Bu
yontemlerden Gauss eliminasyon yontemi yaygin bir kullanim alanina sahiptir. Gauss
eliminasyon yonteminde temel mantik, katsayr matrisinde esas kosegen altindaki
terimlerin sifirlanmasidir. Ancak kimi zaman, birinci kdsegeni merkez kabul eden
ve ticlii, begli vb. kosegenler digindaki terimlerin sifir oldugu katsayr matrisleri ile

kargilagilmaktadir. Bu tiir durumlarda, gereksiz sifirlama iglemlerinden kacinmak ve
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boylece depolama, zaman ve enerji gibi konularda tasarruflar saglamak icin geligtirilen
Thomas algoritmalar1 kullanmilmaktadir. Thomas algoritmalar: 3-bant (tridiagonal),
5-bant (pentadiagonal),... vb. tek sayili bant matrisler igin geligtirilmistir. Bant
katsayili matrislerin klasik Gauss eliminasyonu ile ¢oztimleri de miimkiindiir. Ancak,
Thomas algoritmalar: kogsegen ve kogegen yakinlarinda bulunan sifirdan  farkh
katsayilar1 vektor bigiminde tanimladigindan programlama sirasinda bellek kullanimini
oldukca azaltmaktadir. Ornegin, N x N boyutlu 3-bant matislerinde katsayilar
matrisinin ¢ogu sifir olan elemanlar igin bilgisayar hafizasinda gereksiz yer isgal
etmemek ve gereksiz islemlerden kaginmak amaciyla N x N boyutunda bir katsayilar
matrisi yerine [V x3 boyutunda bir katsayilar matrisi kullanacak bicimde bir diizenleme
ve buna uygun bir ¢éziim algoritmasi kullanilmas:1 tercih edilir. Bant genigligi c¢ift
olan matrislerin ¢éziimiinde ise, bu algoritmalar duruma gore tistteki veya alttaki bir
kosegenin sifir alinmasi seklinde modifiye edilerek kullanilirlar. Genel olarak Thomas
algoritmalar1 iki ana kisimdan olugsmaktadir. Birinci kisim katsay1 matrisinin kogsegen
altinda bulunan elemanlarinin elenmesi, ikinci kisim ise, geri-siiptirme olarak ifade
edilen tst-tiggensel hale getirilen katsay1 matrisinin denklem sisteminin ¢oztiimiinii en
son bilinmeyenden baslayarak geriye dogru elde edilmesidir. Bu tezde 5-bant
(pentadiagonal) katsayili denklem sistemi kullanildigi i¢in kisaca deginilecektir.

5-bant (pentadiagonal) katsayili lineer denklem sisteminin genel hali
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[ co dy €o 11 Lo | [ Jo |
bi d; €1 T fi
as by ¢ dy €2 ) fa
an—2 by_2 cn—2 dy—2 en—2 ITN-2 In—2
an—1 by cy—1 dn—a TN-1 fN—1
L an by cn | L N ] i In i

seklinde verilir. Bu denklem sisteminin ¢oztimiinde ise agagidaki 5-bant (pentadiagonal)

Thomas algoritmasi kullanilir:

Eleme Algoritmasi:

do €o fo
50:b07 So = Co, g = —, )\OZ_a Yo = —,
So <o So
dy — Bi)do el fi— 5170
B = by, G =1 — By, o = —, A= —, "=
S1 S1 S1
| — Bidioy ¢
Bi = bi — a;0_2, G = ¢ — [ioi_1 — ai\i_a, o = - ) i = —Z,
Gi Si
v = fi = Biviza i%i 2, 1=2,3,.... N

Si
Geri siiptirme (Co6ziim) Algoritmasi:
IN = ny7
IN-1 = 7TN-1 — AN-1TN,

1.5 Dordiincii Mertebeden Runge-Kutta Algoritmasi

Niimerik analizde, adi diferensiyel denklemlerin ¢6ziim yaklagimlarinda gesitli

metotlar kullanilmaktadir. Zamana bagh kismi tiirevli diferensiyel denklemler 6nce
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konum tiirevi igeren terimler diferensiyel quadrature, sonlu farklar, sonlu elemanlar
vb. metotlardan birinin kullanimiyla niimerik olarak ayristirilir. Boylece, kismi tiirevli
diferensiyel denklemin adi diferensiyel denkleme dontistiiriilmesi, sonraki agamada ise
Crank-Nicolson, Runge-Kutta vb. metotlar kullanilarak zamana gore adi diferensiyel
denklemin ntimerik olarak integrasyonu ile ¢o6ziimiin elde edilmesi saglanir. Dordiincii
mertebe Runge-Kutta metodunun kararlihigi, dogrulugunun yiiksek olmasi ve
programlama maliyetinin diigiik olmasi bu metodu tercih edilen bir metot yapmaktadir.
Bu tezde kullanilacak B-spline DQM ile zamana bagl kismi tiirevli diferensiyel
denklemlerin konum ayristirilmas: yapilip ardindan elde edilecek olan adi diferensiyel
denklemin ntimerik integrasyonu da dordiincii mertebe Runge-Kutta metodu ile
yapildi. Tez konusunun B-spline DQM olmasi sebebiyle, Runge-Kutta metotlar
ayrintil olarak incelenmeyip sadece dordiincii mertebe Runge-Kutta metodu kisaca
izah edildi. DQM ile konum ayrigtirmasi yapilmig test problemleri

% =fU), Uto)=Us, tE€[to,T] (1.5.1)

esitligi ile ifade edilen bir adi diferensiyel denkleme doniistiiriildii. Zaman integrasyonu

icin kullanilacak dérdiincii mertebe Runge-Kutta algoritmasi, h = At zaman adim
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uzunlugu olmak tizere agagidaki gibidir:

U° = U,
K1 - hf (UZ),
1
K2 — hf (UZ + §K1) 5

1
K3 - hf (UZ +§K2) 5
Ky=hf U+ K),

. .1
UZHZU’+6[K1+2~(K2+K3)+K4L 1=0,1,.,N—-1

Zamana bagl bir diferensiyel denklemin genel bi¢imi, uygun baslangic ve sinir
sartlari ile

%_[t]:g(y), Ulty) = Up, L€ty T]. (1.5.2)

esitligi ile ifade edilir. Burada ¢ konuma baglh diferensiyel operator ve genel olarak
lineer olmayan operatordiir. (1.5.2) esitligi ile verilen kismi diferensiyel denklem,
genel olarak DQM ile konum ayrigtirmalar: ve gerekli lineerlegtirmeler yapildiginda
adi diferensiyel denkleme doniisiir. Elde edilen egitligin diigiim noktalarinda olacak

bicimde acilimi yapildiginda ve sinir sartlari uygulandiginda elde edilen matris bigimi

% = [A[{U} + {5} (1.5.3)

(1.5.3) seklinde olur. (1.5.3) esitliginde {U} problem bdlgesinin i¢ noktalarinda
fonksiyon degerleri, {s} ise sinir sartlarindan ve denklemin homojen olmayan
teriminden gelen ve genellikle de sabit olan bir vektor ve A ise katsayr matrisidir.
(1.5.3) esitliginde verilen adi diferensiyel denklemin Runge-Kutta metodu ile

integrasyonunun kararliligi 6ncelikle (1.5.3) denklem sisteminin kararlihigina baghdir.
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(1.5.3) denklem sisteminin kararsiz olmasi durumunda, niimerik metot kararli olsa
bile (1.5.3) denklem sisteminin niimerik integrasyonu kararsiz olacaktir. (1.5.3) adi
diferensiyel denklem sisteminin kararhligi da A matrisinin 6zdegerlerine baghdir [27].

A matrisinin 6zdegerlerinin \; oldugunu varsayalim. \; 6zdegerlerinin reel ve sanal
bilegenlerinin durumuna gére (1.5.3) denkleminin kararlihg igin farkli sartlar
bulunmaktadir. Re()\;) 6zdegerlerin reel kismi ve Sa();) 6zdegerlerin sanal kismu
olmak iizere, (1.5.3) denkleminin kararhiligy;

1.) Eger biitiin 6zdegerler reel ise
—2.78 < At\; <0,
2.) Eger 6zdegerlerin sadece sanal bilegenleri varsa
—2V2 < At\; < 2V/2,

3.) Eger 6zdegerlerin reel ve sanal bilegenleri varsa, AtA; Sekil 1.5 'de [11] verilen
bolge iginde olmalidir Eger ozdegerler karmasgik sayr iseler, ozdegerlerin reel
kisimlarimin kiigiik pozitif degerler alabilecegi bir tolerans mevcuttur [28].

Ozdegerlerin tespit edilmesi ozellikle biiytik boyutlu matrislerde oldukca zor
olmaktadir. Bu tezde katsay1 matrislerine ait 6zdegerlerin tespitinde Matlab programi

tercih edildi.

1.6 Hata Normlar: ve Yakinsama Orani

Kullanilan niimerik metotlar ile elde edilen sonuglarin dogrulugunu 6lgmek icin
cesitli hata normlar1 kullanilmaktadir. Analitik ¢oztimiin mevcut oldugu durumlarda

niimerik ¢oziim ile analitik ¢ozlim arasindaki farkin 6lgiilmesi ile hata normlar: tespit
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AtSa( A i)
02

kararsiz

kararli

Sekil 1.5. Reel ve sanal bilegenleri olan kompleks 6zdegerler i¢in kararhilik bolgesi

edilir. Uygun test problemlerinde B-spline DQM ’lar ile elde edilen sonuglardaki

hatalar Ly ve L., hata normlar ile 6l¢iildii. Bu tezde,

. . N 2
L2 — HUemact _ UnumerlkH2 ~ Z Unﬁmerik)j 7 (161)
J=1
ortalama hata normu ile
Loo — HUemact . UniimerikHoo ~ mjax ‘Ujexact . (Uniimerik)j’ ’ (162)

maksimum hata normu kullanilda.
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Bunun yaninda metotlarin analitik ¢oziimlere yakinsama orani (YO) hesaplanda.
B-spline DQM ’lar ile konum ayrigtirmalar: yapilacagindan, yakinsama oran analizleri

konuma gore yapildi. Yakinsama oran analizi igin,

In (£ (Ns)) /In (£ (Ny))

YO =
In (Nl/N2>

(1.6.3)

esitligi kullamld [29)]. (1.6.3) esitligi ile verilen YO hesap formiiliinde E (N;), (j = 1,2)
farkli sayilardaki diigiim noktalar1 igin bulunan L, ve L, hata normlarim
gostermektedir. YO analizi yapilirken zaman adimi sabit tutularak farkl diigiim nokta

sayilar i¢in YO hesaplanir.

1.7 Model Problemler

Bu kisimda tezde kullanilacak ntimerik yontem olan DQM 'un test edilmesi igin
ii¢ tane yaygin olarak bilinen lineer olmayan kismi tiirevli denklem tanitilacaktir. Bu

denklemlere ait test problemlerde baslangic sarti olarak

Ul(z,0) = Uy, (1.7.1)

kullanilacak ve g; (), (i = 1,2) sabit olmak {izere

Ula,t) =g (t),  UDt) =g2(t), (1.7.2)

sinir  gartlarindan uygun olanlar kullanilarak niimerik ¢oziimler elde edilmeye

caligildi.
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1.7.1 Modifiye edilmig Korteweg-de Vries (mKdV) Denklemi

KdV ve mKdV denklemleri ¢ ile p sabit katsayilar olmak tizere sirasiyla
Ui +eUU, 4+ pUyppr = 0, (1.7.3)

ve

Ui 4+ eUU, + tUpee = 0, (1.7.4)

seklindedir.

KdV denklemi dogada plazmadaki iyon ses dalgalar1 ve sig su dalgalar1 gibi cesitli
lineer olmayan olaylar1 modellemekte sik¢a kullanilan bir denklemdir. Ornegin; (1.7.3)
denkleminde U; terimi dalganin tek bir yonde yayilmasinda zamanin geligimini, lineer
olmayan terim olan UU,, dalganin formunu korumasini ve lineer terim olan U,,, ise
dalganin ayrilmasini veya yayilmasimi (dispersion) saglar. KdV denklemi, Korteweg
ve de Vries isimli iki arastirmaci tarafindan uzun dalga boyuna ve kiiciik genlige
sahip sig su dalgalarim tanmmmlamak igin elde edilmigtir [74]. KdV lineer olmayan
gelisim denklemi, sonlu genlikli farkli dalga dagilim olaylarini modellemektedir. KdV
denklemi, iki onemli etkiyi betimleyen en basit lineer olmayan denklemlerden biridir.
Oyle ki; lineer olmama UU, terimiyle ve lineer yayilma (dispersion) da U,y terimiyle
temsil edilmigtir. UU, teriminin lineer olmamasi, dalga disariya ayrilirken dalgay1
sabitlemektedir. Solitonlarin kararlihgi lineer olmama ve yayilma (dispersion)
arasindaki denge duyarhliginin bir sonucudur [75 — 78].

KdV tipindeki en 6nemli denklemlerden biri de Miura [79] tarafindan ortaya atilan
modifiye edilmiy KdV denklemidir. Bu denklem elektrodinamik, elektromanyetik
dalgalar, elastik ortam, trafik akigi [80, 81] akigkanlar mekanigi [82, 83] ve plazma

fizigi [84] gibi genis fiziksel uygulama alanina sahiptir.
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Lineer olmayan mKdV denkleminin niimerik ve analitik ¢oziimleri bircok
aragtirmaci tarafindan aragtirilmigtir. Wazwaz [86], tanh—coth metot, sinh—cosh metot
ve rasyonel tanh—coth metotlarini kullanarak analitik ¢oziimii, Salas ise [87], degisken
katsayilarla analitik ¢oziimiinii elde etmiglerdir. Ayrica, Gardner vd. [85], kuintik
B-spline sonlu elemanlar metodu kullanarak, Kaya [88], Adomian decomposition
metot ile ve Gardner vd. [89], lumped Galerkin yontemini kuadratik B-spline

kullanarak sonlu elemanlar metodu ile niimerik ¢oztimii elde etmiglerdir.

1.7.2 Korteweg-de Vries-Burgers’ (KdVB) Denklemi

Dogadaki baz fiziksel olaylar1 tanimlamasiyla bilinen Korteweg—de Vries-Burgers’

(KdVB) denkleminin genel hali €, v ve p pozitif sabit katsayilar olmak tizere
Uy +eUU, —vU,p + pUpre = 0, (1.7.5)

seklindedir.

KdVB denklemi ilk olarak Su ve Gardner [33] tarafindan ortaya atilmigtir. KdVB
denklemi, sonme (damping) ve yayilmay: (dispersion) birlikte barindirdigindan zay:f
lineer olmama ve uzun dalga boyu yaklagimlari icin lineer olmayan sistemlere yonelik
genis alana sahip uygun bir model sunmaktadir. KdVB denklemi, manyetik alana
dik olarak ilerleyen zayif plazma goklarinin ilerleyigini modelledigi gosterilen kararh
durum ¢6ztimiine sahiptir [34]. Diflizyon yayilmaya (dispersion) baskin oldugu zaman
KdVB denkleminin kararli durum ¢6ziimleri monoton sok dalgasi, yayilma (dispersion)
difiizyona baskin oldugu zaman ise sok dalga salinim yapar. KdVB denklemi, akigkan
dolu elastik tiipler boyunca dalga dagihmlar [35] ve viskoz akigkanlarinda sig su

dalgalarinin betimlenmesi [36] ¢caligmalarinda kullanmigtir. Baz1 aragtirmacilar KAVB
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denkleminin ¢ozimiuni elde etmek icin farkli caligmalar yapmiglardir. Monoton sok
dalganin analitik olmayan baglangic verilerinin geligimini tartigan Canosa ve Gazdag
[37], KAVB denkleminin niimerik ¢6ziimiinii kesin tiirev metodu ile yaparak yontemin
kisa detaylarimi sunmuslardir. Ali vd. [38] B-spline sonlu elemanlar metodu, Gardner
vd. [39] sonlu elemanlar iizerinde kuadratik B-spline fonksiyonlarla Galerkin metodu
kullanarak coztimler elde etmistir. Ardindan, KdVB denklemi cesitli ntiimerik veya
analitik metotlar yardimiyla ¢oziilmistiir. Bunlardan bazilari; Sonlu elemanlar metot
[40—42], tanh metot [43], hiperbolik tanjant metot, iistel rasyonel fonksiyon yaklagimi
[44], sonlu farklar metodu [45] ve Adomian decomposition metod [46, 47] seklinde
sayilabilir.

Eger v = 0 olursa, (1.7.5) ile verilen KdVB denklemi asagida verilen KdV
denklemine

Uy + eUU, + pUyzs = 0, (1.7.6)

dontisiir.
Eger u = 0 olursa, (1.7.5) ile verilen KdVB denklemi agagida verilen Burgers’
denklemine

U, + eUU, — vU,, = 0, (1.7.7)

dontisiir.

1.7.3 Modifiye edilmig Burgers’ (mBurgers’) Denklemi

Ikinci mertebeden lineer olmayan kismi diferensiyel denklem olan tek-boyutlu
Burgers’ denklemi, ilk olarak Bateman [48] tarafindan ortaya atilmigtir ve sonrasinda

Burgers’ [49] tarafindan ele alindiktan sonra, v pozitif bir reel sayr olmak iizere
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agagidaki formu almigtir:

Burgers’ denklemi akigkanlar mekaniginde onemli bir yere sahiptir. Ozellikle
turbiilans problemleri, gaz akisi, 1s1 iletimi, siirekli olasilik iglemleri ve sok dalgalar
teorisi bu alanlardan bazilaridir [50]. Akigkanlar mekaniginde kinematik viskoziteyi
gosteren v 'nin smirh degerleri icin Burgers’ denkleminin analitik ¢oziimii elde
edilmigtir. Bundan dolay1, Burgers’ denkleminin niimerik ¢oziimii bir¢ok ¢aligmanin
ana temasi olmustur. Burgers’ denkleminin niimerik ¢oziimiinde sonlu farklar metodu
[51, 52], Runge-Kutta-Chebyshev metodu [53, 54], grup-teorisi metotlar1 [55] ve
Galerkin, Petrov-Galerkin, en kiigiik kareler ve kollokasyon yontemlerini igeren sonlu
elemanlar metodu [56 — 64] kullanilmigtir. Temeli Burgers’ denklemine dayanan
modifiye edilmig Burgers’ denklemi, v pozitif bir reel say1 olmak tizere agagidaki forma
sahiptir:

U; + U*U, — vU,, = 0. (1.7.9)

Modifiye edilmig Burgers’ denklemi giiclii lineer olmayan ozellige sahiptir. Bu
denklem bircok uygulamali transfer probleminde kullamilmistir. Ornegin; diisiik
frekansh pompalama veya emmeli ortamda lineer olmayan dalgalar, tiirbiilans transferi,
termoelastik ortamda dalga iglemleri, nehirlerdeki kirliligin taginmasi ve yayilmasi ile
tortu transferi, yari-dikey soklarin iyon yansimasi sayilabilir. Yakin zamanda modifiye
edilmig Burgers’ denkleminin bir¢ok niimerik ¢oztimi yapilmigtir. M. A. Ramadan
vd. [67] kuintik B-spline kollokasyonu kullanarak sonlu elemanlar metodu ile niimerik
¢oztimler elde etmiglerdir. Y. Duan vd. [68] tarafindan 6zel Boltzmann 1zgara modeli

geligtirilmigtir. B. Saka vd. [69] kuintik B-spline kullanarak Galerkin sonlu elemanlar
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metodu ve zamani yarilama teknigiyle niimerik ¢oziimler elde etmislerdir. D. Irk [70]
tarafindan sektik B-spline kullanilarak kollokasyon metot ile niimerik ¢oziim elde
edilmigtir. T. Roshan vd. [71] agirlik fonksiyonu olarak lineer sapka fonksiyonu ve
test fonksiyonu olarak kiibik B-spline fonksiyon kullanarak Petrov-Galerkin metodu
uygulamiglardir. Siireksiz Galerkin metot Zhang Rong-Pei vd. [72] tarafindan
sunulmugtur. A. G. Bratsos [73] ise, denklemin niimerik ¢dziimiinii elde etmek igin
iki-zaman seviyeli yinelenmeli iligki i¢cinde matris tistel terime kargilik gelen dordiincii

mertebe kesirli yaklagimlara dayali sonlu farklar metodunu kullanmistir.
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2. B-SPLINE DIFERENSIYEL QUADRATURE

METOTLAR

Bu boliimde tezde kullanilacak kuartik ve kuintik B-spline diferensiyel quadrature
metotlar  tamtilacaktir. [a,b] problem araligmin = diizgiin  parcalaniginin
a =11 < Xy < -+ < xy = b geklinde oldugunu varsayalim. Burada her bir aralik
h = x,,—x,,_1 seklinde birbirine egit olsun. B-spline fonksiyonlar bulunduklar1 bolgede
bir baz olugtururlar. Baz fonksiyonlar olduklarindan, B-spline fonksiyonlar niimerik

metotlarda test fonksiyonlar: olarak da kullanilabilirler.

2.1 Kuartik B-spline DQM

Kuartik B-spline fonksiyonlar dordiincii dereceden polinomlardir ve diigiim
noktalart haricinde dordiincii mertebeye kadar tiirevleri mevcuttur. Digiim
noktalarinda sagdan ve soldan dordiincii mertebe tiirevleri birbirine esit olmadigindan

bu noktalarda dordiincii mertebe tiirevleri yoktur. Kuartik B-spline fonksiyonlar

¢i(x) =

-

Lm+1, xm+2]

Tm+2, $m+3]

diger durumlar
(2.1.1)
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egitligi ile verilmektedir. N diigiim noktali bir problem araliginda N + 3 tane
{o_1(z), ¢o(x), ..., dn(x), dns1(z)} kuartik B-spline fonksiyon bir baz olugturur.
¢m(z) ve liglincii mertebeye kadar olan ¢/, (x),dr (x), ¢ (x) tirevlerinin digim

noktalarindaki degerleri Tablo 2.1 ’de verildi.

Tablo 2.1. ¢, (x), ¢! (x), ¢ (z) ve ¢ (x)’in diigiim noktalarindaki degerleri

x ITm—2 Tm—-1 Tm Tml Tmt+2 L3
Om 0 1 11 11 1 0
h¢;n 0 4 12 -12 -4 0
hz(ﬁ;;% 0 12 -12 -12 12 0
hg(ﬁ% 0 24 =72 72 -24 0

2.1.1 Birinci Tiirev Agirlik Katsayilarinin Tespit Edilmesi

(1.1.1) esitligi ile verilen temel diferensiyel quadrature yaklagiminda kuartik
B-spline fonksiyonlarin test fonksiyonlar olarak kullanilmasi ile agirlik katsayilar
elde edilecektir. (1.1.1) esitliginde » = 1 olarak secildiginde birinci tiirev agirhik
katsayilarinin elde edilebilmesi icin diferensiyel quadrature metodolojisi kullanilacaktir.
(1.1.1) esitliginde r = 1 olarak secildiginde

dgb’;ifi) - mZH W (2;), m=-1,0,...,N+1, i=12 ., N. (2.1.2)

j=m—1

(1)

elde edilir. Ilk olarak, birinci diigiim noktast z; 'deki agirlik katsayilarmmn w;
(j=-2,—1,..., N+ 3) 'nin elde edilebilmesi i¢in sirasiyla test fonksiyonlar1 ¢,, ,
m=—1,0,..., N 4+ 1 kullanilir. : = 1 ve m = —1 igin

do- () _

—— = S wilos (2;) (2.1.3)

j=—2
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esitligi elde edilir. Tablo 2.1 ’de verilen fonksiyon ve tiirevleri (2.1.3) esitliginde yerine

yazilirsa

4
a4 1+ 1l ) =~ 214

bulunur. Ardindan bir sonraki test fonksiyonu ¢q kullanilirsa

d% Z wi o (x;) (2.1.5)

j=—1

esitligi elde edilir. (2.1.5) esitliginde fonksiyon ve tiirev degerleri yerine yazilirsa

12

wg)_l + 11w(1) + 11wﬁ + wg = .

(2.1.6)

bulunur. Benzer gekilde problem araligini geren tiim test fonksiyonlari sirasiyla

kullanilir. Son iki B-spline fonksiyonunun ¢y ve ¢y kullanilmasi ile sirasiyla

N+2

d¢N = > wilon (z)) (2.1.7)

j=N-1

esitligi elde edilir. (2.1.7) esitliginde fonksiyon ve tiirev degerleri yerine yazilirsa

wihy + 1wi) + 1lwiy )+ wily, =0 (2.1.8)
bulunur ve
N+3
doni1 (x
;7 > wilonia () (2.1.9)
j=N

esitligi elde edilir. (2.1.9) esitliginde fonksiyon ve tiirev degerleri yerine yazilirsa

Wil + iy + 1wl + Wik = 0 (2.1.10)
bulunur. Elde edilen esitlikler matris formunda yazilirsa
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11111 1 S —4/h

wy —
111 11 1 0 —12/h
Wy, —1
D 12/h
1,0 4/h
ey /
1,1 0
= ' (2.1.11)
M
w
111 11 1 o 0
w
111 11 1| b o 0

cebirsel sistemi elde edilir. (2.1.11) sisteminde N + 6 tane bilinmeyen ve N + 3 tane
denklem mevcut oldugundan sistemin c¢oziilebilmesi icin katsayr matrisinde soldan
bir siitun ve sagdan iki stitun ile bilinmeyenler vektoriinden de w§>_2, wf}v 4o Ve
wﬁv 43 terimlerinin elenmesi gerekmektedir. Bu eleme ile denklem sayisi bilinmeyen
sayisina esitlenerek (2.1.11) sistemi 5-bant Thomas algoritmasi ile ¢oziilebilir bir

denklem sistemi bigimini alir. (2.1.3) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin

yerine yazilmasi ile

26, !
dz2 Z

12
B

1

(1 Lab_y (vo2) + wg,)—1¢l_1 (2-1) +

1 / 1 /
Wiy (o) +wile., (z1),

12 g4 @12 gl

" wl,—2ﬁ +w; h

1

==
(\]
o

(2.1.12)

o
=
S|~

27



elde edilir. (2.1.12) esitliginin diizenlenmesi ile

3
wiy = 7 3wl + 3wl) + wi) (2.1.13)

elde edilir. (2.1.13) esitligi (2.1.4) ’de yerine yazilirsa

7
= 8wl + 14wl) + 20!") (2.1.14)

bulunur. (2.1.7) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine yazilmasi ile

d CbN N+2
de Z w (bN xﬁ
j=N-1

0= wi\_ 10y (an1) + wi\dy (an) +

1
wg N+1¢N (Tn41) + w§ N+2¢N (Tn42),

0= wﬁ}v_l% + wﬁ}v% - wﬂ}vﬂl—hz - w&’m% (2.1.15)
elde edilir. (2.1.15) esitliginin diizenlenmesi ile
WiNgr = Wy + 3wy = 3wy (2.1.16)
elde edilir. (2.1.16) esitligi (2.1.8) 'de yerine yazilirsa
0=2uw{\_; + 1wi} + 8w}, (2.1.17)

bulunur. (2.1.9) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine yazilmasi ile

N+3
Py (2,)

a2 Zw ¢N+1 ;)
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1 ! 1 /
0= wg,J)VQSNH (zn) + wg,z)\7+1¢N+1 (TN41) +

1 4 1
0= bt b2 -

Wy Ny2

12
h

o 12

1,N+2 h

elde edilir. (2.1.18) esitliginin diizenlenmesi ile de

w = w(l)
1,N+3 — Wi N

1
+ 3w§,1)v+1

— Bw(l

/ 1 /
Onir (TNs2) + w§,1)\7+3¢1v+1 (Tn+3),

4

N+3p,

elde edilir. (2.1.16) ve (2.1.19) esitlikleri (2.1.10) ’da yerine yazilirsa

0= 30w’} + 42w},

(2.1.18)

(2.1.19)

(2.1.20)

bulunur. Elde edilen (2.1.14), (2.1.17) ve (2.1.20) esitliklerinin kullanilmasiyla

8§ 14 2

1 11 11 1
1 11 11

1

1

11 11 1
2 14 8

1
wiy

(1)

30 42

| WiN+1

—7/h |

—12/h
12/h
4/h

0

0
0

(2.1.21)

cebirsel sistemi elde edilir. (2.1.21) sisteminin 5-bant Thomas algoritmas: ile

¢oziilmesiyle x; noktasina ait birinci tiirev agirlik katsayilar: elde edilir.
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2 < k < N — 1 olmak iizere k. diigim noktasi ile ilgili birinci tiirev agirhik
katsayilar1t olan w,glj) ‘lerin elde edilmesi i¢in de ayni metodoloji kullanilir.
{6_1(x), po(x),...,on(T), dn11(x)} baz fonksiyonlarinin her birinin test fonksiyonu

olarak kullanilmasi ve elde edilen denklemlerin diizenlenmesi ile

8 14 2 B (1) N 0
W~
111 11 1 ' :
111 11 1 o) 0
0 —4/h
e —12/h
wl) | = (2.1.22)
@ 12/h
Wi k41 4/h
1 11 11 1 . 0
2 14 8 0 :
15 21 | kN+1 0

N — 2 tane denklem sistemi elde edilir. Bu sistemlerin Thomas algoritmasi ile
¢oziiminden N — 2 tane diigiim noktasina ait birinci tirev agirhik katsayilari elde
edilir.

(1)

Son diigim noktasi olan xy noktasina ait birinci tirev agirlik katsayilar: olan wy’;

‘lerin bulunmasi igin de

d¢ SL’ m+2
m () = > wibm(z), m=-10,...,N+1 (2.1.23)

Jj=m—1

kullanilir. (2.1.23) esitliginde {¢_;(z), po(x), . .., on(x), dny1(2)} baz fonksiyonlarmin

her biri sirasiyla test fonksiyonu olarak kullanilirsa
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wy_y + 11w, + 11wy + w), =0,

o+ 110, + 110, + 0, = 0,

wily_s + 1wy + 1wy, +wily_ =0,
wily_s + 1wy, + 1wy +wily = —4/h,
w](\},)N—2 + 11w§\}?N_1 + 11w§\}?N + w](\}?NH = —12/h,
w](\}?N_l + 11w](\}7)N + 11w§é7)N+1 + w](\;)NH = 12/h,
wiy + 1wy + 1wy, +wi gy = 4/h (2.1.24)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi matris formunda

1 11 11 1 - 7 0

e
1 11 11 1 o 0
W 1
= (2.1.25)
wg\})zv "
wz(vl)z\’fﬂ i
wS’)NZ —12/h
111 11 1 o 12/h
w
1 11 11 1| b e 4/h

seklinde ifade edilir. Benzer metodoloji kullanilarak yapilan elemeler ile (2.1.25) denklem
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sistemi

8 14 2 -0 0
W 1
111 11 1 " 0
w
1 11 11 1 0
_ (2.1.26)
w](\})N2 "
D —4/h
1 11 11 1 Y —12/h
Wy N
2 14 8 o 9/h
w
30 42 AL 53/h

seklinde Thomas algoritmasi ile ¢ozilebilir bir denklem sistemine dontisiir.

2.1.2 Ikinci Tiirev Agirlik Katsayilarinin Tespit Edilmesi

(1.1.1) esitligi ile verilen temel diferensiyel quadrature yaklagiminda kuartik
B-spline fonksiyonlarin test fonksiyonlar olarak kullanilmas: ile agirlik katsayilar: elde
edilecektir. (1.1.1) egitliginde r = 2 olarak secildiginde ikinci tiirev agirhk
katsayilarinin elde edilebilmesi icin diferensiyel quadrature metodolojisi kullanilacaktir.

(1.1.1) esitliginde r = 2 olarak secildiginde

R |
— ];Iwqum ), m=-1,0,...,N+1,i=12 .. N  (21.27)

elde edilir. Ilk olarak, birinci diigiim noktast z; ’deki agihk katsayilar: wﬁ) ,

(j=-2,—1,...,N +3) 'nin elde edilebilmesi i¢in sirasiyla test fonksiyonlar1 ¢,, ,

m=—1,0,..., N+ 1 kullanilir. 2 = 1 ve m = —1 i¢in

o (x,)
dg;2 E_:Zw (2.1.28)
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esitligi elde edilir. Tablo 2.1 ’de verilen fonksiyon ve tiirevleri (2.1.28) esitliginde yerine

yazilirsa
2 2 2 2 12
2+ 1002, + 1103 + 0} = 12 2129
bulunur. Ardindan bir sonraki test fonksiyonu ¢q kullanilirsa
d*¢o (v
d:c2 Z w, ¢0 l’] (2130)

j=—1

esitligi elde edilir. (2.1.30) egitliginde fonksiyon ve tiirev degerleri yerine yazilirsa

12
w |+ 1w + 11w +wl) = -2 (2.1.31)

bulunur. Benzer gekilde problem araligini geren tiim test fonksiyonlari sirasiyla

kullanilir. Son iki B-spline fonksiyonunun ¢y ve ¢xni1 kullanilmas: ile sirasiyla

d¢N N+2
— j%:lw on (z;) (2.1.32)

esitligi elde edilir. (2.1.32) egitliginde fonksiyon ve tiirev degerleri yerine yazilirsa

WPy + 1wl + 1w, + 0, =0 (2.1.33)
bulunur ve
Poni (@) X~
T Z wi)dx (1) (2.1.34)

esitligi elde edilir. (2.1.34) esitliginde fonk&yon ve tiirev degerleri yerine yazilirsa

W+ 11w+ 1w + w0y =0 (2.1.35)
bulunur. Elde edilen esitlikler matris formunda yazilirsa
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111 11 1 PR 12/h?
wy _
1 11 11 1 & —12/n2
Wy 1 9
—12/h
e
1,0 9
12/h
e
1,1 0
: = . (2.1.36)
e
111 11 1 o 0
w
111 11 1 | b 0

cebirsel sistemi elde edilir. (2.1.36) sisteminde N + 6 tane bilinmeyen ve N + 3 tane
denklem mevcut oldugundan sistemin ¢oziilebilmesi i¢in katsay1 matrisinde soldan bir
situn ve sagdan iki stitun ile bilinmeyenler vektoriinden de w§2) 95 wﬁ)\, Lo Ve wﬁ)\, 43
terimlerinin elenmesi gerekmektedir. Bu eleme ile denklem sayis1 bilinmeyen sayisina
egitlenerek (2.1.36) sistemi 5-bant Thomas algoritmasi ile ¢oziilebilir bir denklem

sistemi bi¢imini alr. (2.1.28) egitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine

yazilmasi ile

Bo_, !
dz3 Z

24 2 ! 2 ’
—55 = iy, (o) + w6l () +
2) 2) 7/
witey (zo) + wile., (1),
24 9 4 9 12 9 12 o 4
S wﬂzg w%,hf - w%f — w} %E (2.1.37)
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elde edilir. (2.1.37) esitliginin diizenlenmesi ile de

—3 — 3w, + 3wy + w (2.1.38)

elde edilir. (2.1.38) esitligi (2.1.29) ’da yerine yazilirsa

18

2 2 2
= 8w, + 14w + 20 (2.1.39)

bulunur. (2.1.32) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine yazilmasi ile

d CbN N+2
dx?’ Z w (bN z5)
j=N-1

0= wi\_ 0y (an1) + wihdy (an) +

2
wg N+1¢N (Tn41) + w§ N+2¢N (Tn42),

0= wlh g+l — ol — ol (2.1.40)
elde edilir. (2.1.40) esitliginin diizenlenmesi ile
wfl)\7+2 = wf])\/—l + 3w§z)v 3wf1)v+1 (2.1.41)
elde edilir. (2.1.41) esitligi (2.1.33) ’de yerine yazilirsa
0= 2w, + 1w} + 8wy, (2.1.42)

bulunur. (2.1.34) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine yazilmasi ile

N+3
Py (2,)

T ds Zw ¢N+1 ;)
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2 ! 2 /
0= wg,J)VQSNH (zn) + wg,z)\7+1¢N+1 (TN41) +

2 Y 2 /
w§,1)V+2¢N+1 (Tn42) + w§,])\7+3¢N+1 (xn13),

9 4 9y 12 9y 12 9 4
0= wgz)vﬁ + wg,z)\mrlf - wg,?\f—ﬂ% - wg,f)\7+3ﬁ

elde edilir. (2.1.43) esitliginin diizenlenmesi ile

2 2 2 2
w%,z)v+3 = ng)v + 3w§,1)v+1 - 3w§,1)v+2

elde edilir. (2.1.41) ve (2.1.44) esitlikleri (2.1.35) ’de yerine yazilirsa

0= 30w + 42w,

(2.1.43)

(2.1.44)

(2.1.45)

bulunur. Elde edilen (2.1.39), (2.1.42) ve (2.1.45) esitliklerinin kullanilmasiyla

8 14 2 o 18/h?
Wy, 1
111 11 1 & —12/h?
w
1 11 11 1 s —12/n2
Wy 9
e 12/h
- !
1 11 11 1 e
1,N
2 14 8 0
w®
30 42 | b VL 0

(2.1.46)

cebirsel sistemi elde edilir. (2.1.46) sisteminin 5-bant Thomas algoritmas: ile

¢oziilmesiyle x; noktasina ait ikinci tiirev agirhik katsayilar: elde edilir.
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2 < k < N—1 olmak tizere k. diigiim noktast ile ilgili ikinci tiirev agirhik katsayilar
olan w,(fj) lerin  elde edilmesi i¢gin de aym1 metodoloji  kullanilir.
{6_1(x), ¢o(z), ..., dn(T), dn+1(x)} baz fonksiyonlarinin her birinin test fonksiyonu

olarak kullanilmasi ve elde edilen denklemlerin diizenlenmesi ile

8 ]_4 2 B w(2) T 0

111 11 1 ot :

1 11 11 1 - 0
Wi k—2 9

) 12/h
Ch1 —12/h?

w? | = (2.1.47)

N —12/h?

Wi k41 9

12/h

1 11 11 1 . 0

2 14 8 2 :

30 49 | k,N+1 | 0

N — 2 tane denklem sistemi elde edilir. Bu sistemlerin Thomas algoritmas ile
¢oziiminden N — 2 tane diigiim noktasina ait ikinci tirev agirhik katsayilar: elde
edilir.

(2)

Son diigiim noktasi olan 'y noktasma ait ikinci tirev agirlik katsayilar: olan wy’;

"lerin bulunmasi igin de
d . m—+2
& om (2x) = 3 W@ b (@), m=-1,0,.. ,N+1 (2.1.48)

Cda?
Jj=m—1

kullanilir. (2.1.48) esitliginde {¢_; (), po(x), ..., on(x), dny1(2)} baz fonksiyonlarimin

her biri sirasiyla test fonksiyonu olarak kullanilirsa
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w](\%)_Q + 11“’1(3,)—1 + 11“’1(3,)0 + w1(\27,)1 =0,
w](\?,)—l + 11w§\2,?0 + 11“’1(\?,)1 + wj(\?,)z =0,
w](\Zf,)N—4 + 11w](\2f,)N—3 + 11“’1(3,)N—2 + w1(\27,)N—1 =0,

w](\?,)N—S + 11w](\2f,)N—2 + 11“’1(3,)N—1 + w1(\27,)N = 12/h?,

wﬁ,)zva + 11w§\2/,)N—1 + sz(\?,)N + w](\?,)N+1 = _12/}127
Wiy + 1wy + 1wy + 0y, = 12/8 (2.1.49)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi matris formunda

1 11 11 1 - 7 0

w®
1 11 11 1 gf 0
W 1
= (2.1.50)
W 0
o 12/h?
WN N+1 9
1 11 11 1 o —12/h?
w
1 11 11 1 | b WA 12/h?

seklinde ifade edilir. Benzer metodoloji kullanilarak yapilan elemeler ile (2.1.50) denklem
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sistemi

8 14 2 . 0
WN, -1
111 11 1 . 0
w
1 11 11 1 0
_ (2.1.51)
wg\?)zv2 "
4V T 2
O 12/h
1 11 11 1 Y —12/h?
w
2 14 8 o —30/h?
w
30 42 | LML 6/h?

seklinde Thomas algoritmasi ile ¢oziilebilir bir denklem sistemine dontisiir.

2.2 Kuintik B-spline DQM

Kuintik B-spline fonksiyonlar besginci dereceden polinomlardir ve diigiim
noktalar1 haricinde besginci mertebeye kadar tiirevleri mevcuttur. Diiglim noktalarinda
sagdan ve soldan beginci mertebe tiirevleri birbirine egit olmadigindan bu noktalarda

besinci mertebe tiirevleri yoktur. Kuintik B-spline fonksiyonlar
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(':C - I‘m_3>5, [xm—37 xm—2]
(2 = Tm-3)° = 6(2 — Tpm2)°, (T2, Tim1]
(2 = Zs)® = 6(x — Tpp2)® + 15(2 — Tp1)®,  [Te1, Tl
(2 — 2 3)° —6(x — Tp_2)® + 15(x — Tpy_1)°
[Zlfm, xm—i—l]
(@) 1 —20(z — )",
Pm\T) = 75
h? (2 — 2 3)° —6(x — Tp_2)® + 15(x — Tpy_1)°
[xm—i-la xm+2]
—20(z — ) + 15(x — Tpyr)?
(# — 2 3)° —6(x — Tp_2)® + 15(x — Tpp_1)°
[Tim+2s Times]
—20(z — ) + 15(2 — Typy1)® — 6(2 — Tppy2)®
. 0 diger durumlar

egitligi ile verilmektedir. N diigiim noktali bir problem araliginda N + 4 tane
{o_1(x), po(x), ..., on11(x), oni2(x)} kuintik B-spline fonksiyon bir baz olugturur.
©m(x) ve dordiincii mertebeye kadar olan ¢f(x), ¢/ (x), ! (x) ve pi’(x) tirevlerinin

diigiim noktalarindaki degerleri Tablo 2.2 ’de verildi.

Tablo 2.2. ¢, (), ¢i(x), ¢! (z), ¢! (x) ve pi’(x) ’in diigiim noktalarindaki degerleri

T Tm—3 Tm—2 Tm—-1 Tm Tmil Tm42 Tm43
©m 0 1 26 66 26 1 0
he! 0 5 50 0 -50 -5 0
h2gogq 0 20 40 -120 40 20 0
h%@% 0 60 -120 0 120 -60 0
h4g0fjfb 0 120 -480 720 -480 120 0

2.2.1 Birinci Tiirev Agirlik Katsayilarinin Tespit Edilmesi

(1.1.1) egitligi ile verilen temel diferensiyel quadrature yaklagiminda kuintik

B-spline fonksiyonlarin test fonksiyonlar olarak kullanilmasi ile agirlik katsayilar
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elde edilecektir. (1.1.1) esitliginde r = 1 olarak secildiginde birinci tiirev agirhik
katsayilarinin elde edilebilmesi i¢in diferensiyel quadrature metodolojisi kullanilacaktir.

(1.1.1) esitliginde r = 1 olarak secildiginde

d - . m—+2
SD (z:) = Y wlem(a), m=-1,0.. N+2 i=12.,N (221

j=m—2
elde edilir. Ilk olarak, birinci diigiim noktast z; ’deki agirhik katsayilarmmn w%lj) ,
(j=-3,-2,...,N +4) 'nin elde edilebilmesi i¢in sirasiyla test fonksiyonlari ¢, ,
m=—1,0,..., N+ 2 kullanilir. 2 = 1 ve m = —1 i¢in
1
%) = Z w%}gp_l (x;) (2.2.2)
j=—3

esitligi elde edilir. Tablo 2.2" de verilen fonksiyon ve tiirevleri (2.2.2) esitliginde yerine

yazilirsa
5
wflg + 26wf)_2 + 6611}8)_1 + 26w§3 + wﬁ =7 (2.2.3)
bulunur. Ardindan bir sonraki test fonksiyonu ¢y kullanilirsa
d‘Po
Z wljgpo () (2.2.4)

j=—2

esitligi elde edilir. (2.2.4) esitliginde fonksiyon ve tiirev degerleri yerine yazilirsa

50

wily + 26wy + 66wy + 26w} + i =~ (2.2.5)

bulunur. Benzer sekilde problem araligini geren tiim test fonksiyonlari sirasiyla

kullanilir. Son iki B-spline fonksiyonunun ¢y ve py12 kullanilmasi ile sirasiyla

N+3

d
ore @) N uoran (2) (2:26)
j=N-1
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esitligi elde edilir. (2.2.6) esitliginde fonksiyon ve tiirev degerleri yerine yazilirsa

1
bulunur ve
d‘PN+2 sy
ZWUSONH (z5) (2.2.8)

esitligi elde edilir. (2.2.8) esitliginde fonk81y0n ve tiirev degerleri yerine yazilirsa

1 1 1 1 1
Wiy + 26015y + 66wy + 26wy + Wiy = 0 (2.2.9)

bulunur. Elde edilen esitlikler matris formunda yazilirsa

1 26 66 26 1 PR —5/h
wy _
1 26 66 26 1 0 —50/h
Wy, 9
a 0
Wy 1
50/h
ey
o 5/h
: = 2.2.10
0 ( )
oD
1 26 66 26 1 o 0
w
1 26 66 26 1| L bVt 0

cebirsel sistemi elde edilir. (2.2.10) sisteminde N + 8 tane bilinmeyen ve N + 4 tane

denklem mevcut oldugundan sistemin ¢oziilebilmesi icin katsay1 matrisinde soldan iki

situn ve sagdan iki siitun ile bilinmeyenler vektoriinden de wg?)_g, wgl) 9 wf}v 43 Ve

wﬁv 44 terimlerinin elenmesi gerekmektedir. Bu eleme ile denklem sayisi bilinmeyen

sayisina egitlenerek (2.2.10) sistemi 5-bant Thomas algoritmasi ile ¢oziilebilir bir
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denklem sistemi bigimini alir. (2.2.2) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin

yerine yazilmasi ile

d2(p_1 (LU ) 1)
Tl = Z w§,j)-80_1 (),
J

20 1 ’ 1 / 1 ’
o3 = il (o) +willal (a) + iyl (1)

1 ’ 1 /
+ el (zo) +wilel, (21),

20 ) 50 150 10
elde edilir. (2.2.11) esitliginin diizenlenmesi ile
(1) 4 ( ) (1) (1)

h

elde edilir. (2.2.4) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine yazilmasi ile

&’ 900
dx2 Z leSOO x]

J=—2

40 1 / 1 I 1 /
e w% )280 (w_2) + w§,11(p—1 (1) + w§,380—1 (7o)

1 ’ 1 ’
+wllol (o) +wihel, (22),

40 1) © 1 90 1) 90 1) 0
" wg,)—2ﬁ + w§,11€ - w“z - wigﬁ (2.2.13)
elde edilir. (2.2.13) esitliginin diizenlenmesi ile
8
wiy =~ =100 + 100l + w!) (2.2.14)

h
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elde edilir.(2.2.12) ve (2.2.14) esitlikleri (2.2.3) ’de yerine yazilirsa

137
—y = —ATw W+ 18wy + 81wl + 8wl (2.2.15)

bulunur. (2.2.14) esitligi (2.2.5) ’de yerine yazilirsa

29
_ 27 gV

= = Suwyy + 33 o+ 18wl + wi}) (2.2.16)

bulunur.(2.2.6) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine yazilmasi ile

d N+3
<PN+1 0 90 (z;),
de E : 1] N+1\*"g
j=N-1

1 !’ 1 / 1 /
0= wg,J)\f—l‘PNH (zn-1) + wg,l)\7§0N+1 (zn) + wg,z)v+180N+1 (Tn41)

1 / 1 /
+ w%,])\f—l—ngN-i-l (xN-i-Q) + w§,1)\/+390N+1 (,’L’N+3) s

1

m 5 w50 a 50

~—

BN
1

S| ot

0= wl,N—lE Wy N h Wy N2 h N+3 (2.2.17)
elde edilir. (2.2.17) esitliginin diizenlenmesi ile
1 1 1 1
Wik gy = Wiy + 10wy — 10wy, (22.18)

elde edilir. (2.2.8) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine yazilmasi ile

N+4
dSON+2 w gol (z;
N+2
dl’2 § : 1,5 + J

1
0= wi J)V<PN+2 (rn) + wi ])v+180N+2 (Tn41) + w§ z)v+2€0N+2 (Tn42)

1 / 1 ’
+ wg,z)v+3¢1v+2 (Tny3) + wg,l)v+4§0N+2 (Tn4a),
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1) O n 90 1 90 ) O
0= wg,z)vﬁ + wg,z)wlﬁ - wg,z)wg% - wg,z)v+4ﬁ (2.2.19)
elde edilir. (2.2.19) esitliginin diizenlenmesi ile
1 1 1 1
Wi g = wi'h +100i %y, — 10wy, (2.2.20)

elde edilir. (2.2.18) ve (2.2.20) esitlikleri (2.2.9) ’da yerine yazilirsa
0= 8wi'y_, +81wi} + 18wy, — 47wi\,, (2.2.21)
bulunur. (2.2.18) esitligi (2.2.7) ’de yerine yazilirsa
1y

0= wi'h_, + 18w} + 33w\, + 8w}, (2.2.22)

bulunur. Elde edilen (2.2.15), (2.2.16), (2.2.21) ve (2.2.22) egitliklerinin kullanilmas:

ve sistemin diizenlenmesiyle

37 82 21 0 —109/2h
wq _
8 33 18 1 0 —29/h
w
1 26 66 26 1 o 0
1,1
D 50/h
1,2 5/h
L] = 2.2.23
0 (2.2.23)
1 2 66 26 1 "
w
1 18 33 8 o 0
w
21 82 37 | L bV 0

cebirsel sistemi elde edilir. (2.2.23) sisteminin 5-bant Thomas algoritmas: ile

¢oziilmesiyle z1 noktasina ait birinci tiirev agirlik katsayilari elde edilir.
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2 < k < N — 1 olmak iizere k. diigim noktasi ile ilgili birinci tiirev agirhik
katsayilar1t olan w,glj) ‘lerin elde edilmesi i¢in de ayni metodoloji kullanilir.
{o_1(x), po(2), ..., on11(x), pn12(z)} baz fonksiyonlarimin her birinin test fonksiyonu

olarak kullanilmasi ve elde edilen denklemlerin diizenlenmesi ile

- - 0
37 82 21 B (1) T
Wy —1
8 33 18 1 . .
1 26 66 26 1 (1)
W k—2 —5/h
wl(cll)c 1 —50/h
wi) | = 0 (2.2.24)
1
wl(cl)f—l—l 50/h
(1)
w 5/h
1 26 66 26 1 ’“_’”2 (/)
1 18 33 8 (1)
Wi, N+1
21 82 37 | * -
- - 0

N — 2 tane denklem sistemi elde edilir. Bu sistemlerin Thomas algoritmasi ile
¢oziimiinden N — 2 tane diigiim noktasina ait birinci tiirev agirlik katsayilar: elde
edilir.

(1)

Son digiim noktasi olan zy noktasina ait birinci turev agirhk katsayilari olan wy’;

"lerin bulunmasi i¢in de

d - m—+2
30 (@) = 3 wlWpm (@), m=-1,0,...,N+2 (2.2.25)

j=m—2
kullambhr.  (2.2.25)  esitliginde  {p_1(x), po(2),...,on+1(2), oni2(x)}  baz

fonksiyonlarinin her biri sirasiyla test fonksiyonu olarak kullanilirsa
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wyy_y + 260§, + 66wy + 26w} +wi) =0,

wiy_y + 26w + 66wy + 26wy, + wlh =0,

’LU](\?N_E, _I_ 26'1.[]](\:}7)1\7_4 + 66w1(\:;7)N_3 + 26w1(\177)N_2 _I_ w](\},)N—l = 0,

w](\},)N—4 + 26w](\?N_3 + 661,01%7)]\,_2 + 26“’1(&,)1\/ L+ w =5/h,
Wiy + 260y + 66wy + 26wy + w§V>N+1 — —50/h,

Wiy + 260y + 66wy + 26wy, + wily . =0,

wih_y + 26wy + 66w§$}N+l + 260y + w4 = 50/h,

1 1 1 1 1
w](V,)N + 26w](V,)N+1 + 66wz(v,)N+2 + 26wz(v,)N+3 + w](V,)N+4 =5/h

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi matris formunda

W 3
1 26 66 26 1 @ 0
WN 2
B 0
w](\})N—i-l o
0 —50/h
N,N+2 0
w](\})N 3
1 26 66 26 1 o 50/h
w
1 26 66 26 1| L NV 5/h

(2.2.26)

(2.2.27)

seklinde ifade edilir. Benzer metodoloji kullanilarak yapilan elemeler ile (2.2.27)
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denklem sistemi

37 82 21

o 0
N,—1
8 33 18 1 " 0
w
1 26 66 26 1 N0
0
(1) = (2.2.28)
wNN L.
N,N—1
Wy N
1 26 66 26 1 o 0
w
1 18 33 8 o 29/h
w
21 82 37 NN 109/2h

seklinde Thomas algoritmasi ile ¢ozilebilir bir denklem sistemine doniisiir.

2.2.2 Ikinci Tiirev Agirlik Katsayilarinin Tespit Edilmesi

(1.1.1) egitligi ile verilen temel diferensiyel quadrature yaklagiminda kuintik
B-spline fonksiyonlarin test fonksiyonlar olarak kullanilmas: ile agirlik katsayilari elde
edilecektir. (1.1.1) egitliginde r = 2 olarak secildiginde ikinci tiirev agirhk
katsayilarinin elde edilebilmesi icin diferensiyel quadrature metodolojisi kullanilacaktir.

(1.1.1) esitliginde r = 2 olarak secildiginde

d (,Om LUZ m+2 .
— jgzwwgpm ), m=-1,0,...,N+2 i=12..,N. (2229

elde edilir. Ilk olarak, birinci diigiim noktast z; 'deki agirlik katsayilarmmn w%) ,
(j=-3,-2,...,N +4) 'nin elde edilebilmesi i¢in sirasiyla test fonksiyonlari ¢,, ,

m=—1,0,..., N+ 2 kullanilir. 2 = 1 ve m = —1 i¢in

&? a1 \T,) 1 (
de ]zgwljgo (2.2.30)
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esitligi elde edilir. Tablo 2.2 ’de verilen fonksiyon ve tiirevleri (2.2.30) esitliginde yerine

yazilirsa
2 2 2 2 2 20
bulunur. Ardindan bir sonraki test fonksiyonu ¢q kullanilirsa
Folx) 2.2.32
L) _ 3 o0 s, 2232

j=—2

esitligi elde edilir. (2.2.32) egitliginde fonksiyon ve tiirev degerleri yerine yazilirsa

40
wf)_g + 26wf)_1 + 66wf()) + 26wf1) + w@ =13 (2.2.33)

bulunur. Benzer sekilde problem araligini geren tiim test fonksiyonlari1 sirasiyla

kullanilir. Son iki B-spline fonksiyonunun ¢yy1 ve ¢y12 kullanilmasi ile sirasiyla

d*oni ( =
d:c2 J %: 1wl 2 on1 (25) (2.2.34)

esitligi elde edilir. (2.2.34) egitliginde fonksiyon ve tiirev degerleri yerine yazilirsa

Wy + 26w + 66w N + 26wy, + Wik = 0 (2.2.35)
bulunur ve
&’ 90N+2 —
Az Z wy g80N+2 () (2.2.36)

esitligi elde edilir. (2.2.36) esitliginde fonk&yon ve tirev degerleri yerine yazilirsa

W+ 26wy + 66w Ny + 26w N, + Wk, =0 (2.2.37)

bulunur. Elde edilen esitlikler matris formunda yazilirsa
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1 26 66 26 1 C @ 20/h?
wy —
1 26 66 26 1 o 40/h?
wy _
& —120/h?
Wy —q
5 40/h2
Wy,0 2
: _| o (2.2.38)
0
w?,
1 26 66 26 1 o 0
w
1 26 66 26 1| L "V 0

cebirsel sistemi elde edilir. (2.2.38) sisteminde N + 8 tane bilinmeyen ve N + 4 tane

denklem mevcut oldugundan sistemin ¢oziilebilmesi icin katsay1 matrisinde soldan iki

situn ve sagdan iki siitun ile bilinmeyenler vektoriinden de wf)_g, wf)_z, wﬁ)\, 43 Ve

wﬁ)\, 44 terimlerinin elenmesi gerekmektedir. Bu eleme ile denklem sayisi bilinmeyen
sayisina egitlenerek (2.2.38) sistemi 5-bant Thomas algoritmasi ile ¢oziilebilir bir

denklem sistemi bigimini alir. (2.2.30) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin

yerine yazilmasi ile

dg(p_l (I‘ ) ! 2) 7
da3 = Z ’LU§’])-Q0_1 (ZE']) )
j=-3

60 2 ! 2 ! 2 /
3 = wg,)—?)(p—l (w_3) + wi)—z@—l (_2) + wi)—l@—l (z-1)
2) 2)
+wiey (z0) + we_, (31),

60 2 9y 50 2) 50 2) 9
S @ <>__wgﬁ_wgﬁ (2.2.39)

5
73 w1,—3ﬁ wl,—2h
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elde edilir. (2.2.39) esitliginin diizenlenmesi ile

@ _ 12

=y — 10w @, 10w + w? (2.2.40)

elde edilir. (2.2.32) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine yazilmasi ile

d? 900
d:E3 Z wlj% IJ

120 2 2 / 2) 7/
yE wg )280 (x_s) + wg,)—190—1 (1) + wg,&‘ﬂ—l (o)

2) 7
+wllol (o) +wihel, (22),

120 5 2) 50 2)50 2)9
T3 = 0y i w5 (2.2.41)
elde edilir. (2.2.41) esitliginin diizenlenmesi ile
2 _ 24 (2) @ 4w
w17_2 - ﬁ - 10w17_1 + low ‘I’ wl’2 (2242)

elde edilir. (2.2.40) ve (2.2.42) esitlikleri (2.2.31) 'de yerine yazilirsa

—— = 41wl |+ 180 + 81wl + 8ul’) (2.2.43)
bulunur. (2.2.42) esitligi (2.2.33) ’de yerine yazilirsa
8 @

bulunur.(2.2.34) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine yazilmasi ile

d N+3
<PN+1 w' 80 (),
dl’3 E : 1] N+1\*"g
j=N-1
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2 2) 2 '
0= wgz)v 1%0N+1 (zn-1) + wg,J)VQDN—H (zn) + wg,J)\7+1§0N+1 (Tn41)

2 ! 2 /
+ w§,1)v+2901v+1 (TN42) + w§,])\;+3g0N+1 (xn13),

5 y 50 9y 90 9) O
0 w%])V E + 'UJ h w§7])\[+2% - §7])\7+3E (2245)
elde edilir. (2.2.45) esitliginin diizenlenmesi ile
2 2 2 2
w® = w100, — 1003, (2.2.46)

elde edilir. (2.2.36) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine yazilmasi ile

N+4
d? ony2 (T w SD (z;
d:l?3 E : 1,7 ¥ N+2 ]

2 2 ’ 2 ’
0= w§ 1)v90N+2 (zn) + wg,z)v+1S0N+2 (Tny1) + wg,z)v+2¢zv+2 (Tn42)

2 / ) /
+ wg,z)v+3¢1v+2 (Tny3) + wg,J)V+4§0N+2 (Tnya),

2 5 2 50 2 50 2 )
0= UJ;])\/% + w;])\/'—i-l% - wi,])\[.;.g% — w§’])\7+4ﬁ (2.2.47)
elde edilir. (2.2.47) esitliginin diizenlenmesi ile
2 2 2 2
Wy = 0+ 1008, — 100, (2.2.48)

elde edilir. (2.2.46) ve (2.2.48) esitlikleri (2.2.37) 'de yerine yazilirsa

0= 8w’y _, + 81w} + 18w}, — 47wk, (2.2.49)
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bulunur. (2.2.46) esitligi (2.2.35) ’de yerine yazilirsa
0= w_, + 18w + 33w, + 8wl , (2.2.50)

bulunur. Elde edilen (2.2.43), (2.2.44), (2.2.49) ve (2.2.50) esitliklerinin kullanilmas:

ve sistemin diizenlenmesiyle

37 82 21 - 80/h?
Wy _
8 33 18 1 o 8/h?
w
1 26 66 26 1 o —120/h2
Wi 9
O 40/h
1,2 9
20/h
: ; (2.2.51)
1 26 66 26 1 o
w
1 18 33 8 o 0
w
21 82 37 | L BV 0

cebirsel sistemi elde edilir. (2.2.51) sisteminin 5-bant Thomas algoritmas: ile

¢oziilmesiyle z; noktasina ait ikinci tirev agirlik katsayilar: elde edilir.

2 < k < N—1 olmak tizere k. diigiim noktast ile ilgili ikinci tiirev agirhik katsayilar

olan w,(fj)

"lerin

{v-1(2), wol@),

elde

edilmesi

icin

de aym

metodoloji

kullanilir.

.y pn+1(x), onie(z)} baz fonksiyonlarmin her birinin test
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fonksiyonu olarak kullanilmasi ve elde edilen denklemlerin diizenlenmesi ile

37 82

8 33
1 26

21
18
66

26

26

66 26 1
18 33 8

21 82 37

(2)
Wy k-1
2
it
(2)
W kt1
w®
)

e
k,N+1

0

0
20/h?
40/ 12

—120/h?
40/h?
20/h?

0

0

(2.2.52)

N — 2 tane denklem sistemi elde edilir. Bu sistemlerin Thomas algoritmasi ile

¢oziiminden N — 2 tane diigiim noktasina ait ikinci tirev agirhik katsayilar: elde
edilir.
Son diigiim noktasi olan z noktasina ait ikinci tiirev agirlik katsayilari olan wﬁ?j

‘lerin bulunmasi igin de

d " m-+2
(pdx;jN Z ngSOm (zj), m=-10,...,N+2 (2.2.53)
j=m—2
kullamlir.  (2.2.53)  esitliginde  {¢_1(x), @o(z), ..., pns1(T), pni2(x)}  baz

fonksiyonlarinin her biri sirasiyla test fonksiyonu olarak kullanilirsa
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wiy_y + 2605, + 66wy + 26wy +wiyy =0,

Wiy 4+ 26w + 66wy, + 26w, + wyy =0,

w](\Qf,)N—4 + 26w](\2f,)N—3 + 66“’1(3,)1\/—2 + 26“’1(3,)N 1t w(2N = 20/h2a

Wiy + 260y + 66wy + 26wy + w ., = 40/,

Wiy + 260, + 66wl

N T 26w N N+1 +
wz(\?,)N—1 + 26“’1(\2/,)N + 66“’1(3,)1\/“ + 26“’1(3,)N+2 + w](\?,)N—i-S = 40/h?,

Wiy A+ 26wy + 66w o + 26w s + Wiy = 20/R°

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi matris formunda

Wiy e = —120/h2,

1 26 66 26 1 P 0
W 3
1 26 66 26 1 0 0
W 2
B 0
2
b 2
o 40/h
; 2
1 26 66 26 1 o 40/h?
w
1 26 66 26 1| L N 20/h?

(2.2.54)

(2.2.55)

seklinde ifade edilir. Benzer metodoloji kullanilarak yapilan elemeler ile (2.2.55)
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denklem sistemi

37 82 21

e 0
N,—1
8 33 18 1 ) 0
w
1 26 66 26 1 0 :
0
@ | =
U(JJ)VN 01 (2.2.56)
2
WN N-1 9
yes 40/h
1 26 66 26 1 o —120/h?
w
1 18 33 8 o 8/h?
w
21 82 37 | L MV 80/h?

seklinde Thomas algoritmasi ile ¢ozilebilir bir denklem sistemine dontisiir.

2.2.3 ﬂgﬁncij Turev Agirhk Katsayilarinin Tespit Edilmesi

(1.1.1) egitligi ile verilen temel diferensiyel quadrature yaklagiminda kuintik
B-spline fonksiyonlarin test fonksiyonlar olarak kullanilmasi ile agirlik katsayilar
elde edilecektir. (1.1.1) esitliginde r = 3 olarak segildiginde fi¢iincii tiirev agirhik
katsayilarinin elde edilebilmesi icin diferensiyel quadrature metodolojisi kullanilacaktir.

(1.1.1) esitliginde r = 3 olarak secildiginde

d (,Om LUZ m+2 .
— jgzwwgpm z;), m=-1,0,...,N+2 i=12..,N. (2257

®3)

elde edilir. Ilk olarak, birinci diigiim noktast z; 'deki agirlik katsayilarmmn Wy,
(j=-3,-2,...,N +4) 'nin elde edilebilmesi i¢in sirasiyla test fonksiyonlari ¢,, ,
m=—1,0,..., N+ 2 kullanilir. 2 = 1 ve m = —1 i¢in

Poi(r)

— = S wiloo (x)) (2.2.58)

i=—3
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esitligi elde edilir. Tablo 2.2 ’de verilen fonksiyon ve tiirevleri (2.2.58) esitliginde yerine

yazilirsa
3 3 3 60
w® 5+ 260, + 660 | + 26w + w?) = 5 (2.2.59)
bulunur. Ardindan bir sonraki test fonksiyonu ¢y kullanilirsa
oo () 2.2.60
dx?’ Zwlﬁpo ;) (2.2.60)

j=—2

esitligi elde edilir. (2.2.60) egitliginde fonksiyon ve tiirev degerleri yerine yazilirsa

(3 _ 120

w® 5 + 26w, + 66w + 260 + wl) = 3 (2.2.61)

bulunur. Aymni gekilde problem araligini geren tiim test fonksiyonlar1 sirasiyla

kullanilir. Son iki B-spline fonksiyonunun ¢yy; ve py12 kullanilmasi ile sirasiyla

dPPoni ( =
dx?» J %: 1 w1 (25) (2.2.62)

esitligi elde edilir. (2.2.62) egitliginde fonksiyon ve tiirev degerleri yerine yazilirsa

Wy + 26w + 66w N, + 26w, + Wk =0 (2.2.63)
bulunur ve
d? 90N+2 ™
T a3 Z Wy 380N+2 (z;) (2.2.64)

esitligi elde edilir. (2.2.64) esitliginde fonk&yon ve tirev degerleri yerine yazilirsa

W+ 26w+ 66w, + 26w, + i, =0 (2.2.65)

bulunur. Elde edilen esitlikler matris formunda yazilirsa
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1 26 66 26 1 O —60/h?
wy _
1 26 66 26 1 & 120/h?
Wy, Z2
’LU(3 0
1,—1
G —120/h?
10 60/h3
: = (2.2.66)
0
w®,
1 26 66 26 1 o 0
w
1 26 66 26 1 | L "Vt 0

cebirsel sistemi elde edilir. (2.2.66) sisteminde N + 8 tane bilinmeyen ve N + 4 tane
denklem mevcut oldugundan sistemin ¢oziilebilmesi icin katsay1 matrisinde soldan iki

situn ve sagdan iki siitun ile bilinmeyenler vektoriinden de wf’)_g, wf’)_z, wﬁ)\, 43 Ve

wggj)\, 44 terimlerinin elenmesi gerekmektedir. Bu eleme ile denklem sayisi bilinmeyen
sayisina egitlenerek (2.2.66) sistemi 5-bant Thomas algoritmasi ile ¢oziilebilir bir

denklem sistemi bigimini alir. (2.2.58) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin

yerine yazilmasi ile

d4(p_1 (I‘ ) ! 3)
drt = Z ’LU§’])-Q0_1 (ZE']) )
j=-3

120 3 ’ 3 / 3 4
- = w§713¢_1 (x_3) + w§712¢_1 (r_g) + wg,)—lSO—l (z-1)

3 / 3 /
+ ol (w0) +wllel, (1),

120 3 3y 50 350 3) 0
_® 3) 2V wigF — w! %E (2.2.67)

5
W = Vi T,
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elde edilir. (2.2.67) esitliginin diizenlenmesi ile

wily =15 — 10w, + 100 + w’) (2.2.68)

elde edilir. (2.2.60) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine yazilmasi ile

d! 900
dl’4 Z wljSDO IJ

480 D 50 50 5
i () 27+ §3)_1% - ﬁ)f —wf’ﬁﬁ (2.2.69)
elde edilir. (2.2.69) esitliginin diizenlenmesi ile
(®) 96 o @ 4 o
elde edilir. (2.2.68) ve (2.2.70) esitlikleri (2.2.59) 'da yerine yazilirsa
726
3 = = 47w | + 18w o0t 81w1 1+ 8w (2.2.71)
bulunur. (2.2.70) esitligi (2.2.61) ’de yerine yazilirsa
108
-5 = 8w wi? |+ 33w + 18w + wl’) (2.2.72)

bulunur.(2.2.62) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine yazilmasi ile

d N+3
<PN+1 w! 80 (),
dl’4 § : 1] N+1\*"7
j=N-1

59



3 3) 3 '
0= wgz)v 1%0N+1 (zn-1) + wg,J)\7§0N+1 (zn) + wg,J)\7+1§0N+1 (Tn41)

3 ! 3 ’
+ w§,1)v+2901v+1 (TN42) + w§,])\;+3g0N+1 (xn13),

5 50 3y o0 3y D
elde edilir. (2.2.73) esitliginin diizenlenmesi ile
3 3 3 3
w0y = w100, — 100, (2.2.74)

elde edilir. (2.2.64) esitliginin tiirevlenmesi ve tiirev degerlerinin yerine yazilmasi ile

N+4
d* ony2 (T w SD (z;
d:l?4 E : 1,7 ¥ N+2 ]

3 3 ' 3 '
0= w§ 1)v90N+2 (zn) + wg,z)v+1S0N+2 (Tny1) + wg,z)v+2¢zv+2 (Tn42)

3 / 3 /
+ wg,z)v+3¢1v+2 (Tny3) + wg,l)v+4§0N+2 (Tnya),

0=wihz + w2 oy — o (2275)
elde edilir. (2.2.75) esitliginin diizenlenmesi ile
s = Py 1000, — 10 2270
elde edilir. (2.2.74) ve (2.2.76) esitlikleri (2.2.65) 'de yerine yazilirsa
0= 8w’y _, + 81w\ + 18wy, — 47w\, (2.2.77)
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bulunur. (2.2.74) esitligi (2.2.63) ’de yerine yazilirsa
0= wh_, + 18w} + 33w, + 8w}, (2.2.78)

bulunur. Elde edilen (2.2.71), (2.2.72), (2.2.77) ve (2.2.78) egitliklerinin kullanilmas:

ve sistemin diizenlenmesiyle

37 82 21 S 46/h3
Wy _
8 33 18 1 ) 108/h?
w
1 26 66 26 1 o 0
Wy B 3
120/h
w®
1,2 3
60/h
: (2.2.79)
0
1 26 66 26 1 .
w
1 18 33 8 o 0
w
21 82 37 | L BV 0

cebirsel sistemi elde edilir. (2.2.79) sisteminin 5-bant Thomas algoritmas: ile

¢oziilmesiyle x; noktasina ait liclincii tiirev agirlik katsayilar: elde edilir.

2 < k < N — 1 olmak iizere k. diigiim noktasi ile ilgili ii¢iincii tiirev agirhik

katsayilar1 olan wy’;

{80—1(x), 4,00($), c

(3)

lerin elde edilmesi i¢in de ayni metodoloji kullanilir.

,on+1(x), onia(z)} baz fonksiyonlarimin her birinin test fonksiyonu
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olarak kullanilmasi ve elde edilen denklemlerin diizenlenmesi ile

37 82 21
8§ 33 18 1
1 26 66 26 1

1 26 66 26 1
1 18 33 8

W _1

wl(c3l)c 2
wl(cgl)f 1
wi)
wl(cgl)c-l-l
wl(€3])€+2

®3)

21 82 37

Wi N11

—60/h3
120/h?

—120/h3
60/h3

0

(2.2.80)

N — 2 tane denklem sistemi elde edilir. Bu sistemlerin Thomas algoritmasi ile

¢oziiminden N — 2 tane diigiim noktasina ait tli¢lincii tiirev agirhik katsayilar: elde

edilir.

Son diigiim noktasi olan z noktasina ait ikinci tiirev agirlik katsayilari olan w

"lerin bulunmasi i¢in de

m+2
d me xN

d.flfs Z wN j(pm x]
j=m—2
kullamhir.  (2.2.81)  esitliginde

m=—1,0,...

{90—1(1’), QO()(SL’), .

N 42

fonksiyonlarinin her biri sirasiyla test fonksiyonu olarak kullanilirsa
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3)
N,j

(2.2.81)
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wz(?,)—?, + 261”1(\?;,)—2 + 661”1(\?;,)—1 + 26“’1(3,)0 + wz(\?;,)1 =0,

W), + 26wl + 66w, + 26w, +w, =0,

wl(\?f’,)N—S + 26w](\?f’,)N—4 + 661”1(3,)1\/—3 + 26“’1(3,)1\/—2 + w](\?f),)N—l =0,
w](\?f’,)N—4 + 261”1(\?;,)N—3 + 661”1(3,)1\/—2 + 26“’1(3,)1\/—1 + wl(\?;,)N = _60/h3a
Wy 260y + 66wy + 26wy + wl = 120/R7,

Wy + 260y + 66wy + 260y + wRy s = 0,

wz(\?f’,)N—1 + 261“1(\?/’,)N + 66w§3,)1v+1 + 26“’1(3,)N+2 + w](\?f),)N—i—S = —120/h%,
w](\?f’,)N + 26w1(\?f’,)N+1 + 66“’1(3,)N+2 + 26“’1(3,)N+3 + w](\?f),)N+4 = 60/h° (2.2.82)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi matris formunda

1 26 66 26 1 SO 0
W 3
1 26 66 26 1 0 0
Wy, 2
0
= (2.2.83)
WN N+1
A 120/h3
WN N+2 0
w](\?)N 3
1 26 66 26 1 o —120/h?
w
1 26 66 26 1 | L M. 60/h?

seklinde ifade edilir. Benzer metodoloji kullanilarak yapilan elemeler ile (2.2.83)
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denklem sistemi

37 82 21 - . 0

w](\?f)) 1
8 33 18 1 o 0
w
1 2 66 26 1 0
0
®) = (2.2.84)
w
o —60/h?
w
Ny 120/h3
WN N
1 26 66 26 1 ) 0
w
1 18 33 8 o —108/R3
w
21 82 37 | L M+ —46/h3

seklinde Thomas algoritmasi ile ¢oziilebilir bir denklem sistemine dontisiir.
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3. mKdV DENKLEMININ NUMERIK

COZUMLERI

Bu bolimde mKdV denkleminin kuintik B-spline DQM ile ntimerik ¢oziimleri

incelenecektir.

3.1 mKdV Denkleminin Ayristirilmasi

[a,b] ¢Oziim araligimin diizgiin bir pargalanigi a = 7 < 29 < ... < xy = b ve

Tig1=x;+h,i=1,..., N — 1 olsun. mKdV denkleminin sinir gartlar:

Ula,t) = g1 (1), Ub,t)=g2(t), te(0,T], (3.1.1)
ve baglangi¢ sarti
U(x,0) = f(x), a<z<b, (3.1.2)
olmak tizere
Uy + eU?Uy + iUy = 0, (3.1.3)

seklindedir. Burada U = U (z,t) konum degigkeni = ve zaman degigkeni ¢'nin bir
fonksiyonudur. ¢ ve p ise pozitif parametrelerdir. (3.1.3) denkleminde U, yalniz

birakilirsa

U = —eUU, — pUppe (3.1.4)
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elde edilir. (3.1.4) denkleminde konum ayrigtirmalari i¢in temel diferensiyel quadrature

yaklagimi kullanildiginda

SMU)Z—fU%%J)@ﬁEMﬂ+ﬂfhh@ﬂ—u{@?m@)+wﬂyﬂﬂ

olmak tlizere

dU (z;,1) p —
it) 3wl 3wl

i=2,3,..,N—1 (3.1.5)

seklinde adi diferensiyel denklem sistemi elde edilir. (3.1.5) denklem sisteminin zaman
integrasyonu dordiincii mertebe Runge-Kutta metodu ile yapilarak niimerik ¢6ziim
elde edilir. mKdV denklemine ait test problemlerde I, I5 ve I3 ile ifade edilen sirasiyla
kiitle, momentum ve enerjinin korunum sabitleri U7, j. digiim noktasindaki niimerik
¢oziim olmak tizere

L= [Ude=hY Y Up,

L=[Ude=hY " (UF)°, (3.1.6)

L= e @) ar=nsy, [0 -2 (©)]

seklinde hesaplanir. Integrallerin degeri, dikdortgenler yonteminin uygulanmasina

kargilik gelen (3.1.6) 'daki yaklagik toplamdir.

3.2 Kararhlik Analizi

B-spline diferensiyel quadrature metodunun mKdV denklemi i¢in niimerik ¢oziim
algoritmasinin kararlilik analizi, diferensiyel quadrature ile konum ayrigtirmasi yapilmig

adi diferensiyel denklemin katsay1 matrisinde lineer olmayan terimin lineerlestirilmesinin
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ardindan 6zdegerlerinin tespit edilmesi esasina dayanmaktadir. (3.1.5) esitliginde yer

alan U (x;) = «a; (o sabit) olarak alindiginda A; katsayr matrisi

[ 1 3 1 3 T
—eadwl) — pwi) —eadwi_, — pwi
2, (1) (3) 2, (1) 3)
—EQ5Ws 5 — W —EQEWq A 1 — MWa A
A, = 3W3 9 — HW;3 9 3Wg y_1 — HW3 N1 (3.2.1)
1 3 1
i _EO‘?V—lwgv)—1,2 - Nwz(v)_m T _50‘%—17”1(\/)—1,]\1_1 —HWN_y N1 |
olmak tizere ) ) ) )
dU (z2,
% U ($j> t)
dU(lL‘37t) U €T t
at = A <.J’ ) + 8, (U) (3.2.2)
dU(xn—1,t
i ( Zl\; 1) 1 L U(xjvt) i

seklinde bir matris formuna sahiptir. Sinir sartlar1 ve denklemin homojen olmayan
boliimiinden gelen S; (U) vektoriiniin kararlihga herhangi bir etkisi bulunmamaktadir.

A matrisinin 6zdegerlerinin durumuna goére metodun kararliligi degerlendirilir.

3.3 Test Problemler

Bu boliimde, mKdV denkleminin dort farkh test probleminin niimerik ¢oziimii
yapilacaktir. Tleri siiriilen metodun dogrulugunu test etmek icin kararlilik analizi,

yakinsama oran analizi ve daha once yapilan caligmalar ile kargilagtirmalar yapilacaktir.

3.3.1 Soliton Dalga Coziimiu

Soliton dalgaya ait mKdV denkleminin analitik ¢oziimii

EE
= |= 3.1
=% 3:3.)
olmak iizere
Uz, t) = kpsech (kx — kxo — k*ut) (3.3.2)
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seklindedir. (3.3.2) denklemi xy baglangi¢ konumundaki saga dogru k2 hiziyla hareket
eden soliton dalgay1 ifade eder. Soliton dalgalar k 'nin igaretine bagl olarak pozitif
veya negatif genlige sahip olabilir ancak hepsi pozitif hiza sahiptirler. Baglangic sart1

olarak (3.3.2) denkleminde ¢ = 0 alinmasiyla
U(x,0) = kpsech (kx — kxg) (3.3.3)

elde edilen (3.3.3) denklemi kullanildi. Ayrica 6nceki galigmalar ile kargilagtirma
yapma imkanina sahip olmak i¢in de ¢ = 3, p = 1, kp = ¢ = 1.3, 9 = 15 ve
0 < 2 <200 degerleri kullanilarak ntimerik ¢oziimler elde edildi.

Elde edilen soliton dalga ¢oziimiinde soliton dalganin saga dogru sabit hiz ve
degismez genlikle hareket ettigi gozlendi. Soliton dalga i¢in tasarlanan program, ¢t = 0
‘dan t = 10 'a ve t = 0 'dan ¢ = 100 ’e kadar cahstirildi. ¢ = 0 'dan ¢ = 10 ’a kadar
elde edilen ¢oziim grafigi Sekil 3.1 ’de verildi. Tablo 3.1 ’de t = 0 ’dan t = 10 ’a kadar
elde edilen I, I, ve I3 korunum sabitleri verildi. Tablo 3.2 'de ise, t = 0 'dan t = 10 ’a
kadar elde edilen Ly ve L., hata normu degerleri verilerek daha onceki ¢caligmalardan
[30, 85] numarali referanslar ile kargilagtirma yapilda.

Soliton dalganin ¢t = 10 ’daki hata normunun grafigi Sekil 3.2 'de verildi.

Onerilen metodun niimerik olarak yakmsama oram, farkli diigiim nokta sayilari
icin hesaplanarak Tablo 3.3 ’de verildi. At = 0.0001 zaman adimi ile yapilan test

¢Ozlimlerinde yakinsama oranlar1 genel olarak [4.43, 13.60] araliginda olustugu gézlendi.

Tablo 3.4 "de soliton dalganin ¢ = 0 'dan ¢ = 100 ’e kadar siiren bu uzun caligmanin
sonucunda elde edilen niimerik ¢oziimiine ait I;, Is ve I3 korunum sabitleri verilerek

daha Onceki referanslardan [85] ile kargilagtirma yapilda.
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Tablo 3.1: Soliton dalganin At = 0.0001 ve N = 601 degerleri i¢in Kuintik B-spline
DQM ile elde edilen korunum sabitleri

]1 ]2 [3
4.4429 3.6770 2.0714
4.4428 3.6768 2.0711
4.4428 3.6767 2.0709
4.4427 3.6765 2.0706
4.4426 3.6763 2.0703
4.4426 3.6762 2.0701
4.4426 3.6760 2.0698
4.4425 3.6759 2.0696
4.4423 3.6757 2.0693
4.4422 3.6756 2.0690
4.4421 3.6754 2.0688

O © 0 O Ui W N O+

—_

Kararlilik analizi i¢in o6zdegerler farkli diigiim nokta sayilari igin aragtirildi.
N =51, N =101, N = 201, N = 301, N = 401, N = 501 ve N = 601 igin
elde edilen 6zdegerlerin reel ve sanal kisimlarini gosteren grafikler Sekil 3.3—3.9 'da
verildi. Farkli diigiim nokta sayisina gore elde edilen 6zdegerler icerisinde sadece reel
kisimdan olugan ozdegerler oldugu gibi reel ve sanal bilegenlere sahip 6zdegerlerin de
mevcut oldugu goriildii. Elde edilen 6zdegerlerin birinci boliimde anlatilan kararhilik
kriterleri ile uyumlu oldugu gorildii.

Tablo 3.5 ’de farkli diigiim nokta sayilarinda mutlak degeri en biiyiik 6zdegerlerin
reel ve sanal bilegenleri verildi. N = 51 i¢in | Re (Amax) |= 0.1712, N = 301 igin
| Re (Amax) |= 35.4047 ve N = 601 i¢in | Re (Anax) |= 283.2373 olarak bulundu.
N =51 i¢in | Sa (Amax) |= 0.0522, N = 301 igin | Sa (Amax) |= 14.8419 ve N = 601
i¢in | Sa (Amax) |= 144.8805 olarak bulundu. B-spline diferensiyel quadrature metotta

diigiim noktalarimin sayisi arttikca o6zdegerlerin mutlak degerlerinin de biiyiidiigi
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Tablo 3.2: Soliton dalganin At = 0.0001 ve N = 601 degerleri i¢in Kuintik B-spline
DQM ile elde edilen ¢oziimlerin Ly ve Lo, hata normlar:

Kuintik B-spline At =0.025 ve N = 1000
DQM Kuad. Galerkin[30] Kuin.Koll. [85]
t Lyx10° Lo x10° Ly x 103 Lo x 102 Ly x 10> Lo x 103
0 _ _ _ _ _ _
1 0.73 0.48 3.38 2.03 0.25 0.10
2 0.85 0.54 4.88 3.23 0.35 0.17
3 0.93 0.65 6.32 4.15 0.39 0.25
4 0.95 0.69 7.65 5.00 0.51 0.36
) 0.95 0.67 8.84 5.75 0.75 0.51
6 0.92 0.61 9.83 6.34 1.02 0.67
7 0.80 0.59 10.57 6.71 1.32 0.85
8 0.66 0.44 11.21 7.20 1.66 1.07
9 0.63 0.36 11.34 6.99 2.03 1.03
10 0.79 0.64 11.61 7.33 2.45 1.55

goriildii. Bu durum, ozdegerlerin kararlilik araligina tagimmasi igin zaman adimi

uzunlugunun azaltilmasi gerektigini gostermektedir.
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Tablo 3.3: Soliton dalganin ¢ = 10 zamaninda farklh diigiim nokta sayilar: igin elde
edilen hata normlar1 ve yakinsama oranlari.

N L, x10° YO (Ls) Lo x10° YO (Lo)

301 425.02 - 212.26 -
351 64.30 12.29 26.26 13.60
401 19.41 8.99 9.01 8.03
451 7.74 7.82 4.35 6.20
501 3.41 7.80 2.27 6.19
951 1.30 10.14 0.94 9.27
601 0.79 5.73 0.64 4.43

Tablo 3.4: Soliton dalganin At = 0.0001 ve N = 419 degerleri i¢in Kuintik B-spline
DQM ile elde edilen korunum sabitleri

Kuintik B-spline Kuin.Koll. [85]
DQM At =0.25 ve N = 1000
t L P I3 L P I3

0 4.443 3.677 2.072 | 4.443 3.677  2.071
10 4.443 3.676 2.070 | 4.442 3.676  2.070
20 4.442 3.675 2.067 | 4.442 3.675  2.068
30 4.440 3.675 2.066 | 4.442 3.674  2.067
40 4.440 3.675 2.065 | 4.441 3.674  2.066
50 4.440 3.676 2.065 | 4.441 3.673  2.064
60 4.441 3.677 2.065 | 4.440 3.672  2.063
70 4.443 3.678 2.065 | 4.440 3.671  2.061
80 4.444 3.680 2.066 | 4.440 3.670  2.060
90 4.445 3.682 2.067 | 4.439 3.669  2.058

100 4.443 3.686 2.069 | 4.439 3.668  2.057
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1.4 4 1.4
1.2 —1t=0 12 t=2
1.04 1.04
0.8 0.8
U 0.6 U 0.6 -
0.4 0.4 -
0.2 0.2
0.0 0.0
0.2 T T T 1 0.2 T T T 1
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
X X
1.4 4 1.4
== —
1.2 1.2 t=6
1.04 1.04
0.8 0.8
U 0.6 - U 0.6 -
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
0.2 T T T 1 0.2 T T T 1
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
X X
1.4 4 1.4 4
—
124 124
1.04 1.04
0.8 0.8
U 0.6 - U 0.6 -
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
0.2 T T T 1 0.2 T T T 1
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
X X

Sekil 3.1: Soliton dalganin 0 < x < 200 araliginda t = 0 — 10, ¢ = 3, p = 1,

At = 0.0001 ve N = 601 i¢in elde edilen ¢oziim grafikleri
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Sekil 3.2. Soliton dalganin t = 10 zamaninda elde edilen hata normunun grafigi
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Sekil 3.3: Soliton dalganin N = 51 i¢in Kuintik B-spline DQM ile elde edilen
ozdegerlerin grafikleri

Tablo 3.5: Soliton dalganin diigiim noktalarinin sayilarina goére mutlak degeri en
biiyiik 6zdegerler

Kuintik B-spline DQM

Diigiim nokta sayis1 51 101 201 301 401 501 601
| Re (Amax) | 0.1712 1.3147 10.4915 35.4047 83.9222 163.9105 283.2373
| Sa (Amax) | 0.0522 0.4264  3.7949 14.8419 38.9727  80.4487 144.8805
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Sekil 3.4: Soliton dalganin N = 101 i¢in Kuintik B-spline DQM ile elde edilen
ozdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.5: Soliton dalganin N = 201 icin Kuintik B-spline DQM ile elde edilen
ozdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.6: Soliton dalganin N = 301 icin Kuintik B-spline DQM ile elde edilen
ozdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.7: Soliton dalganin N = 401 icin Kuintik B-spline DQM ile elde edilen
ozdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.8: Soliton dalganin N = 501 icin Kuintik B-spline DQM ile elde edilen
ozdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.9: Soliton dalganin N = 601 icin Kuintik B-spline DQM ile elde edilen
ozdegerlerin grafikleri
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3.3.2 1Iki Soliton Dalganin Girigimi

Niimerik ¢oziimiinii aragtiracagimiz mKdV denklemine ait ikinci test problem iki

Soliton dalganin girigimini igeren ve baglangig sarti

- [ 034

olmak tizere
Uz, t) = kipsech (kix — kizy — ki pt) + kapsec h (kox — koo — kiput) ., (3.3.5)
denkleminde ¢ = 0 alinmasiyla
U(z,0) = kipsech (kyx — kyxz1) + kapsec h (kax — ko), (3.3.6)

bulunacak olan denklem olacaktir. Bu basglangi¢ sart1 saga dogru genliklerine baglh
olarak k?; (1 = 1,2) hizlaryla hareket eden iki Soliton dalgay: ifade eder. Zaman
icinde carpigsmay1 gozlemleyebilmek igin biiylik genlige dolayisiyla biiyiik hiza sahip
olan dalga, nisbeten daha kii¢iik genlikli yani daha yavas olan dalganin solunda olacak
sekilde konumlandirildi. Bu sebeple k1p = ¢; = 1.3 genlikli dalga x; = 15 konumunda
ve kop = co = 0.9 genlikli dalga o = 35 konumunda alinip 0 < z < 200 araliginda,
e=3, 11=1vep=+/2 degerleri ile ¢éziimler arastirild.

Tablo 3.6 'da ii¢ korunum sabiti degeri hesaplandi ve daha onceki caligmalardan
[85] ile kargilagtirildi. [85] ’de diigiim nokta sayist N = 1000 iken Kuintik B-spline
DQM ’'da N = 391 gibi daha az sayida diigiim nokta sayis1 kullanilarak elde edilen
I, I, ve I3 korunum sabitleri sirasiyla 0.028 %, 0.18 % ve 0.029 % oranmindan daha az
degisim gosterdigi goriildi. Uzun siire ¢calisan bu programdan elde edilen sonuglarin

orijinal degerlerine gore hemen hemen sabit olarak kaldig1 disiintilebilir.
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Tablo 3.6: Iki Soliton dalganm girigiminin ¢; = 1.3, ¢ = 0.9, At = 0.0001 ve N = 391
degerleri i¢cin Kuintik B-spline DQM ile elde edilen korunum sabitleri

Kuintik B-spline Kuin.Koll. [85]
DQM At = 0.25 ve N = 1000
t Il IQ [3 [1 ]2 I3

8.8858 6.2226 2.7592 | 8.8858 6.2226 2.7588
20 8.8823 6.2234 2.7578 | 8.8852 6.2212 2.7562
40 8.8873 6.2237 2.7575 | 8.8854 6.2212 2.7559
60 8.8826 6.2281 2.7595 | 8.8851 6.2203 2.7540
80 8.8826 6.2404 2.7697 | 8.8846 6.2188 2.7513
100 8.8830 6.2484 2.7756 | 8.8840 6.2174 2.7487
120 8.8882 6.2337 2.7584 | 8.8834 6.2161 2.7461

Sekil 3.10 'da goriildiigi iizere, baglangicta iki Soliton dalgadan biiyiik genlige
sahip olan dalga kiigiik genlige sahip dalganin solunda yer aldigi ve genligin biytk
olmasi dolayisiyla yiiksek hiza sahip bir gekilde zaman ilerledikge ondeki dalgay:
yakaladigi ve ¢ = 40 zamaninda ondeki dalgay1 absorbe ettigi gorildiu. ¢ = 60
zamaninda ayrilmaya baglayan dalgalarin ¢ = 100 zamaninda etkilesimlerini
tamamladigl ve t = 120 zamaninda iki dalganin ayrildigi ve yer degistirdigi gozlendi.

Kararlilik analizi icin o6zdegerler farkli diigiim nokta sayilari icin arastirildi.
N =51, N =101, N = 201, N = 301, N = 401 ve N = 501 icin elde edilen
ozdegerlerin reel ve sanal kisimlarini gosteren grafikler Sekil 3.11—3.16 ’da verildi.
Farkli diigiim nokta sayilarina gore elde edilen 6zdegerler icinde sadece reel kisimdan
olusan ozdegerler oldugu gibi reel ve sanal bilegsenlere sahip ¢zdegerlerin de mevcut
oldugu goriildii. Elde edilen 6zdegerlerin birinci boliimde anlatilan kararlilik kriterleri
ile uyumlu oldugu gorildii.

Tablo 3.7 ’de farkli diigiim nokta sayilarinda mutlak degeri en biiyiik 6zdegerlerin
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reel ve sanal bilegenleri verildi. N = 51 igin | Re (Amax) |= 0.1712, N = 301 icin
| Re(Amax) |= 35.4047 ve N = 501 i¢in | Re (Anax) |= 163.9105 olarak bulundu.
N = 51 icin | Sa(Amax) |= 0.0518, N = 301 icin | Sa(Amax) |= 15.0130 ve
N =501 i¢in | Sa (Amax) |= 80.6206 olarak bulundu. B-spline diferensiyel quadrature
metotlarda diigiim noktalarinin sayisi arttikca ozdegerlerin mutlak degerlerinin de
biiytidigii gorildii. Bu durum, 6zdegerlerin kararlilik araligina taginmasi i¢in zaman

adimi uzunlugunun azaltilmasi gerektigini gostermektedir.

Tablo 3.7: Iki Soliton dalgamn girigsiminde diigiim noktalarimm sayilarina gore mutlak
degeri en biiyiik 6zdegerler

Kuintik B-spline DQM

Diigiim nokta sayisi 51 101 201 301 401 501
| Re (Amax) | 0.1712 1.3147 10.4915 35.4047 83.9222 163.9105
| Sa (Amax) | 0.0518 0.4257  3.7956 15.0130 38.8427  80.6206
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Sekil 3.10: ki Soliton dalganmn girisiminin 0 < z < 200 araligimda ¢ = 0 — 120, ¢ = 3,
=1, At =0.0001 ve N = 391 degerleri i¢in elde edilen ¢oziim grafikleri

79



0.06
.
*
0.04 *
¢ .
0.02~
*
ES ¢ +
R S ‘ . s300 0 0 0 o .
& ¢ .
.
-0.02]~
. .
-0.04 .
.
.
W L L L L L L )
-0.15 -0.1 -0.05 o 0.05 01 0.15 02

REEL

Sekil 3.11: Iki Soliton dalgamn girigiminin N = 51 icin Kuintik B-spline DQM ile elde
edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.12: Tki Soliton dalganm girigiminin N = 101 i¢in Kuintik B-spline DQM ile
elde edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.13: Iki Soliton dalgamm girigiminin N = 201 icin Kuintik B-spline DQM ile
elde edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.14: Iki Soliton dalgammn girigiminin N = 301 icin Kuintik B-spline DQM ile
elde edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.15: Iki Soliton dalgamm girigiminin N = 401 icin Kuintik B-spline DQM ile
elde edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.16: Iki Soliton dalgamm girigiminin N = 501 icin Kuintik B-spline DQM ile
elde edilen 6zdegerlerin grafikleri
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3.3.3 Ardisik Dalgalarin Gelisimi

Uciincii test problem olarak

seklinde bilinen Maxwellian baglangic sart1 ele alinacaktir.
aragtirilirken g 'nin gesitli degerleri kullanilip € 'un degeri sabit olarak 1 alinacaktir.
Ik olarak, daha onceki caligmalar ile karsilastirma yapabilmek icin —50 < x < 50
bolgesinde = 0.04, At = 0.001 ve N = 501 degerleri ile niimerik ¢oziim elde edildi
ve t =0 'dan t = 12.5 ’e kadar farkli zamanlara ait grafikler Sekil 3.17 'de verildi.

Ayrica, simiilasyon boyunca p = 0.04 igin elde edilen 1, I3 ve I3 korunum sabitleri

U(x,0) =exp (—mz) ,

daha 6nceki ¢aligmalardan [30] ile kargilagtirilarak Tablo 3.8 ’de verildi.

Tablo 3.8: Ardigik dalgalarin geligsiminin g = 0.04, At = 0.001 ve N = 501 degerleri

icin elde edilen korunum sabitleri

Kuintik B-spline

DQM

Kuad. Galerkin[30]
At =0.01 ve N = 1000

t

I

Iy

Is

I

Iy

I3

0.0
2.5
2.0
7.5
10.0
12.5

1.7725
1.7720
1.7725
1.7707
1.7724
1.7701

1.2533
1.2530
1.2526
1.2522
1.2518
1.2514

0.5854
0.5846
0.5838
0.5830
0.5822
0.5813

1.7725
1.7719
1.7716
1.7716
1.7715
1.7716

1.2533
1.2511
1.2504
1.2501
1.2501
1.2500

0.5839
0.5756
0.5734
0.5726
0.5723
0.5721

Ardindan, —15 < x < 15 bolgesinde p = 0.01, At = 0.00025 ve N = 431 degerleri

ile ntimerik ¢6ziim elde edildi ve ¢ = 0 'dan ¢t = 12.5 ’e kadar farkli zamanlara ait

grafikler Sekil 3.18 'de verildi.
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Bunun yaninda, similasyon boyunca p = 0.01 icin elde edilen Iy, I5 ve I35 korunum

sabitleri daha 6nceki ¢aligmalardan [30] ile karsilagtirilarak Tablo 3.9 ’da verildi.

Tablo 3.9: Ardigik dalgalarin geligiminin g = 0.01, At = 0.00025 ve N = 360 degerleri
icin elde edilen korunum sabitleri

Kuintik B-spline Kuad. Galerkin [30]
DQM At = 0.005 ve N = 600
t L P I3 I I I3

0.0 1.7725 1.2533 0.8110 | 1.7725 1.2533 0.8109
25 1.7724 1.2526 0.8089 | 1.7713 1.2485 0.7889
5.0 1.7701 1.2533 0.8059 | 1.7708 1.2463 0.7778
7.5 1.7709 1.2558 0.8051 | 1.7707 1.2460 0.7767
10.0 1.7720 1.2588 0.8038 | 1.7706 1.2459 0.7764
12,5 1.7725 1.2685 0.8140 | 1.7706 1.2458 0.7762

Sonra, —15 < x < 15 bolgesinde p = 0.005, At = 0.0001 ve N = 601 degerleri
ile niimerik ¢oztim elde edildi ve ¢ = 0 'dan ¢t = 12.5 ’e kadar farkli zamanlara ait
grafikler Sekil 3.19 ’da verildi.

Yine, similasyon boyunca p = 0.005 igin elde edilen Iy, I5 ve I35 korunum sabitleri
daha onceki ¢aligmalardan [30] ile karsilagtirilarak Tablo 3.10 ’da verildi.

Son olarak, —15 < x < 15 bolgesinde p = 0.0025, At = 0.0001 ve N = 901
degerleri ile niimerik ¢6ziim elde edildi ve t = 0 '"dan ¢t = 12.5 ’e kadar farkli zamanlara
ait grafikler Sekil 3.20 ’de verildi.

Benzer sekilde, simiilasyon boyunca g = 0.0025 i¢in elde edilen I, I ve I3
korunum sabitleri daha 6nceki galigmalardan [30] ile karsilagtirilarak Tablo 3.11 ’de
verildi.

Kararlilik analizi icin o6zdegerler farkli diigiim nokta sayilari icin arasgtirildi.

N =51, N =101, N = 201, N = 301, N = 401 ve N = 501 icin elde edilen
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Tablo 3.10: Ardisik dalgalarin geligiminin = 0.005, At = 0.0001 ve N = 544
degerleri icin elde edilen korunum sabitleri

Kuintik B-spline

DQM

Kuad. Galerkin [30]
At = 0.005 ve N = 3000

t

I

Iy

I3

I

Iy

I3

0.0
2.5
5.0
7.5
10.0
12.5

1.7725
1.7718
1.7728
1.7720
1.7715
1.7693

1.2533
1.2529
1.2560
1.2615
1.2640
1.2650

0.8486
0.8467
0.8473
0.8506
0.8488
0.8450

1.7725
1.7724
1.7722
1.7720
1.7719
1.7717

1.2533
1.2529
1.2522
1.2516
1.2510
1.2504

0.8486
0.8464
0.8438
0.8418
0.8399
0.8380

Tablo 3.11: Ardigik dalgalarin geligiminin g = 0.0025, At = 0.0001
degerleri icin elde edilen korunum sabitleri

ve N = 793

Kuintik B-spline

DQM

Kuad. Galerkin [30]
At = 0.005 ve N = 3000

t

I

Iy

I3

I

Iy

I3

0.0
2.5
5.0
7.5
10.0
12.5

1.7725
1.7721
1.7697
1.7698
1.7665
1.7668

1.2533
1.2523
1.2549
1.2591
1.2611
1.2753

0.8674
0.8629
0.8572
0.8525
0.8409
0.8517

1.7725
1.7722
1.7710
1.7699
1.7689
1.7680

1.2533
1.2520
1.2488
1.2458
1.2431
1.2406

0.8674
0.8614
0.8504
0.8410
0.8325
0.8247

ozdegerlerin reel ve sanal kisimlarini gosteren grafikler Sekil 3.21—3.26 ’da verildi.

Farkl diigiim nokta sayisina gore elde edilen 6zdegerler icerisinde sadece reel kissmdan

olusan ozdegerler oldugu gibi reel ve sanal bilesenlere sahip 6zdegerlerin de mevcut

oldugu goriildii. Elde edilen 6zdegerlerin birinci boliimde anlatilan kararlilik kriterleri

ile uyumlu oldugu gorildii.

Tablo 3.12 'de farkh diigiim nokta sayilarinda mutlak degeri en biiytlik 6zdegerlerin

reel ve sanal bilegsenleri verildi. N = 51 i¢in | Re (Apax) |= 0.1375, N = 301 igin
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| Re (Amax) |= 11.3295 ve N = 501 igin | Re (Amax) |= 52.4514 olarak bulundu.
N = 5licin | Sa (Amax) |= 0.0156, N = 301 icin | Sa (Amax) |= 4.7774 ve N = 501 icin
| Sa (Amax) |= 25.7452 olarak bulundu. B-spline diferensiyel quadrature metotlarda
diigiim nokta sayisi arttikca ozdegerlerin mutlak degerlerinin de biiyudiigiu goriildi.
Bu durum, ozdegerlerin kararhlik araligina taginmasi i¢in zaman adimi uzunlugunun
azaltilmasi gerektigini gostermektedir.

Tablo 3.12: Ardigik dalgalarin gelisiminde diigiim noktalarimin sayilaria gore mutlak
degeri en biiyiik 6zdegerler

Kuintik B-spline DQM

Diigiim nokta sayisi o1 101 201 301 401 501
| Re (Amax) | 0.1375 0.4196 3.3569 11.3295 26.8551 52.4514
| Sa (Amax) | 0.0156 0.1342 1.2225  4.7774 12.4894 25.7452
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Sekil 3.17: Ardigik dalgalarin geligiminin —50 < x < 50 araliginda t = 0—12.5,¢ =1,
@ =0.04, At = 0.001 ve N = 501 degerleri igin elde edilen ¢oztimlerin grafikleri
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Sekil 3.18: Ardigik dalgalarin geligiminin —15 < z < 15 araliginda t =0—12.5,¢ =1,
1w =0.01, At = 0.0005 ve N = 431 degerleri i¢in elde edilen ¢oziimlerin grafikleri
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Sekil 3.19: Ardigik dalgalarin geligiminin —15 <z < 15 araliginda t =0—12.5,¢ =1,
1= 0.005, At = 0.0001 ve N = 601 degerleri i¢in elde edilen ¢oziimlerin grafikleri
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Sekil 3.20: Ardigik dalgalarin geligiminin —15 <z < 15 araliginda t =0—12.5,¢ =1,
@ =0.0025, At = 0.0001 ve N = 901 degerleri i¢in elde edilen ¢oztimlerin grafikleri
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Sekil 3.21: Ardigik dalgalarin geligiminde N = 51 i¢in Kuintik B-spline DQM y&ntemi
ile elde edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.22: Ardigik dalgalarin geligiminde N = 101 i¢in Kuintik B-spline DQM y&ntemi
ile elde edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.23: Ardigik dalgalarin gelisiminde N = 201 i¢in Kuintik B-spline DQM y&ntemi
ile elde edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.24: Ardigik dalgalarin geligiminde N = 301 i¢in Kuintik B-spline DQM y&ntemi
ile elde edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.25: Ardigik dalgalarin geligiminde N = 401 i¢in Kuintik B-spline DQM y&ntemi
ile elde edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.26: Ardigik dalgalarin gelisiminde N = 501 i¢in Kuintik B-spline DQM y&ntemi
ile elde edilen 6zdegerlerin grafikleri
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3.3.4 Dalga Olugsumu

Dordiincti ve son test problem olarak

U(x,0) =05 |1 —tanhm%xo ,

baglangi¢ sart1 ve
U(—=150,t) = U(150,t) =0, t>0

sinir - gartlarina sahip problem ele alinacaktir. Burada incelenecek olan tim
simiilasyonlarda daha onceki caligmalar ile karsilagtirma yapmaya olanak saglamak
amaciyla —150 < x < 150 bolgesinde ¢aligma yapildi ve d = 5 ve xp = 25 segildi. d 'nin
pozitif degerli olmasi dalganin hareket yoniiniin saga dogru olmasini saglamaktadir.
t = 0 ’dan ¢t = 800 ’e siiren uzun bir simiilasyonda ¢ = 0.2, u = 0.1, At = 0.001 ve
N = 801 alindi ve farkli zamanlarda elde edilen grafikler Sekil 3.27 ’de verildi.

Farkli zamanlarda g = 0.1 icin elde edilen korunum sabitleri sonlu elemanlar
metodu [30] ile Tablo 3.13 ’de karsilagtirildi. Daha az sayida diigiim nokta sayist
kullanildig1 ve ¢ok uzun bir simiilasyon oldugu halde Iy, Is ve I3 korunum sabitleri
orijinal degerlerine oranla sirasiyla % 0.056 , % 0.51 ve % 0.04 den daha az degigim
gosterdigi goriildii. Bu sebeple korunum sabitlerinin hemen hemen sabit olarak kaldig:
diiginiilebilir.

mKdV denkleminde, a solitonun genligini ifade etmek iizere, solitona ait analitik

hiz:

Y

a’e
Co=—
6
seklinde tanimlanir. Bu kisimda a = 1.9884, ¢ = 0.2 oldugundan
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Tablo 3.13: Dalga olusumunun € = 0.2, u = 0.1, At = 0.001 ve N = 651 degerleri i¢in

elde edilen korunum sabitleri

Kuintik B-spline

DQM

Kuad. Galerkin [30]
At =0.05 ve N =750

I

I

I3

I

I

I3

100
200
300
400
500
600
700
800

50.000228
49.999891
49.996586
49.991177
49.999902
49.968979
49.964522
50.007102
49.972604

45.000455
44.999054
44.994325
45.014520
45.080120
45.198319
45.194658
45.361513
45.228045

40.434244
40.426110
40.377992
40.360638
40.436991
40.626554
40.540294
40.843402
40.418431

50.000244
49.983517
49.935287
49.913094
49.905308
49.903107
49.902920
49.908508
49.920536

45.000481
44.910309
44.674023
44.565525
44.536327
44.530098
44.530876
44.535641
44.540688

40.433926
39.909645
38.445984
37.815990
37.681885
37.638954
37.612217
37.582287
37.587090

C, ~0.1318

olmaktadir. Bununla beraber ntimerik ¢oziimden elde edilen hiz
C, ~0.1346

olarak tespit edildi. Bu sebeple analitik hiz ile niimerik hizin tutarh oldugu soylenebilir.

Kararlilik analizi icin o6zdegerler farkli diigiim nokta sayilari icin aragtirildi.
N =101, N = 201, N = 301, N = 401, N = 501 ve N = 601 i¢in elde edilen
ozdegerlerin reel ve sanal kisimlarini gosteren grafikler Sekil 3.28—3.33 ’de verildi.
Farkli diigiim nokta sayisina gore elde edilen oOzdegerler igerisinde sadece reel
kisimdan olusan ozdegerler oldugu gibi reel ve sanal bilegsenlere sahip ozdegerlerin
de mevcut oldugu goriildii. Elde edilen 6zdegerler birinci boliimde anlatilan kararhilik
kriterleri ile uyumlu oldugu gorildii.

Tablo 3.14 de farkh diigiim nokta sayilarinda mutlak degeri en biiytlik 6zdegerlerin
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reel ve sanal bilegenleri verildi. N = 101 igin | Re (Amax) |= 0.0482, N = 301 i¢in
| Re (Amax) |= 1.0490 ve N = 601 icin | Re (Amax) |= 8.3922 olarak bulundu. N = 101
i¢in | Sa (Amax) |= 0.0127, N = 301 igin | Sa (Amax) |= 0.4134 ve N = 601 igin
| Sa (Amax) |= 4.2400 olarak bulundu. B-spline diferensiyel quadrature metotlarda
diigiim nokta sayist arttikca 6zdegerlerin mutlak degerlerinin de biiyiidiigii goriildii.
Bu durum, 6zdegerlerin kararhlik araligina taginmasi i¢in zaman adimi uzunlugunun
azaltilmasi gerektigini gostermektedir.

Tablo 3.14: Dalga olusumunda diigiim noktalarinin sayilarina gore mutlak degeri en
biiyiik 6zdegerler

Kuintik B-spline DQM
Diigiim nokta sayis1 101 201 301 401 501 601
| Re (Amax) | 0.0482 0.3108 1.0490 2.4866 4.8566 8.3922
| Sa (Amax) | 0.0127 0.1017 0.4134 1.1174 2.3441 4.2400
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Sekil 3.27: Dalga olugumunda —150 < z < 150 arahiginda ¢ = 0 — 800, © = 0.1,
e =0.2, At =0.001 ve N = 801 degerleri i¢in elde edilen ¢oziimlerin grafikleri
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Sekil 3.28: Dalga olusumunda N = 101 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen o6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.29: Dalga olusumunda N = 201 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.30: Dalga olusumunda N = 301 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.31: Dalga olusumunda N = 401 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen o6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.32: Dalga olusumunda N = 501 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen o6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 3.33: Dalga olusumunda N = 601 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerin grafikleri
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3.3.5 Sonucg

Bu boliimde, mKdV denklemi Kuintik B-spline DQM y&ntemi ile ¢oziildi. Kuintik
B-spline DQM yontemi ile farkli baglangi¢ ve sinir sartlar ile verilen dort test probleme
ait nimerik c¢oziimler elde edildi. Elde edilen L, ve L. hata normlar ile I;, I
ve I3 korunum sabitlerine ait sonugclar literatiirdeki baz sonuclarla karsilagtirilarak
tablolar halinde verildi. Analitik ¢oztimi bulunan test problemde yakinsama oran
analizi yapildi ve elde edilen sonuclar tablo halinde verildi. Kuintik B-spline DQM "un
kararlilik analizi matris kararlilik analizi ile her dort test probleme ait 6zdegerler elde
edilerek ve tablolar halinde verilerek yapildi. Elde edilen 6zdegerlerin grafikleri verildi
ve sonuclarin kararhilik kriterleri ile uyumlu oldugu goriildii. DQM ile ¢6ziim elde
edilirken daha az diigiim nokta sayis1 kullanilarak ¢oziim elde etmek gibi bir avantaja
sahip olmasina kargin kii¢iik zaman adimi kullanilmasi gibi bir zorunluluk ortaya
gikmaktadir. Bu durum sebebiyle sonlu elemanlar, sonlu farklar vb. metotlar ile elde
edilen ¢oziimlerle kargilagtirma yapilirken farkli diigiim nokta sayisi ve zaman adima ile
kargilagtirma yapma ihtiyacit dogdu. Tablolar incelendiginde Soliton dalga ¢oziimii igin
Kuintik B-spline DQM yontemi ile sectigimiz degerlerle elde edilen sonuglarin
literatiirdeki bazi sonuclara gore daha iyi oldugu, iki Soliton dalganin girisimi
probleminde elde edilen sonuglarin karsilagtirildigi sonuglar ile uyumlu oldugu, ardigik
dalgalarin geligimi probleminde elde edilen sonuglarin karsilagtirilan sonuclar ile
uyumlu oldugu ve dalga olugsumu probleminde elde edilen sonuclarin karsilastirilan
sonuglardan daha iyi oldugu goriildii. Her bir probleme ait Kuintik B-spline DQM

yontemi ile elde edilen ¢oztimlerin grafikleri verildi.
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4. KdAVB DENKLEMININ NUMERIK

COZUMLERI

Bu bolimde sirasiyla KdVB denkleminde mevcut olan KdV ve Burgers’

denklemleri ile ana denklem olan KdVB denklemi incelenecektir.
4.1 KdV Denkleminin Ayristirilmasi
Boliim 1 ’de belirtildigi tizere, v = 0 alinwrsa, (1.7.5) ile verilen KdVB denklemi

Uy + eUU, + iUgq =0, (4.1.1)

formuna sahip KdV denklemine déniigiir. Burada U = U (x,t) konum degiskeni, = ve
zaman degigkeni olan ¢ 'nin bir fonksiyonudur. € ve p ise pozitif parametrelerdir. [a, 0]
¢oziim araliginin diizgiin bir parcalanisi a = 21 < 29 < ... < xy = b ve z;41 = z; + h,

t=1,...,N —1 olsun. KdV denklemi sinir sartlar
Ula,t) = g1 (1), U,t)=g2(t), te(0,T], (4.1.2)

ve baglangi¢ sarti

U(z,0) = f(x), a<xz<b, (4.1.3)

olmak {izere, (4.1.1) ile verilen KdV denkleminde U; yalniz birakilirsa

Uy = —UU, — tUyqs, (4.1.4)
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elde edilir. (4.1.4) denkleminde konum ayrigtirmalari i¢in temel diferensiyel quadrature

yaklagimi kullanildiginda
8 (U) = —2U (i, t) w1 () + wRgs (0] = e [0g1 (0) + 0o ()] (4.1.5)
olmak iizere
U ent) (@i, 1) > wU (25,1) — 0y wU (w5, 1) + S2 (U),
i=23,. . N—1 (4.1.6)
seklinde adi diferensiyel denklem sistemi elde edilir. (4.1.6) denklem sisteminin zaman

integrasyonu dordiincii mertebe Runge-Kutta metodu ile yapilarak niimerik ¢oziim

elde edilir.

4.2 Burgers’ Denkleminin Ayrigtirilmasi

Yine boliim 1 'de belirtildigi tizere, eger p = 0 alinirsa, (1.7.5) ile verilen KAVB
denklemi

U, + eUU, — vU, = 0, (4.2.1)

formuna sahip Burgers’ denklemine doniigiir. Burada U = U (x,t) konum degigkeni,
x ve zaman degiskeni olan ¢ 'nin bir fonksiyonudur. € ve v ise pozitif parametrelerdir.
la,b] ¢oziim araliginin diizgiin bir pargalanigi @ = 21 < 23 < ... < zy = b ve

Tit1 =x; +h,i=1,..., N — 1 olsun. Burgers’ denkleminin sinir sartlar:
Ula,t) =g (t),  Ubt)=g2(t), te(0,T] (4.2.2)

ve baglangic sart
U(z,0) = f(x), a<xz<b, (4.2.3)
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olmak {izere, (4.2.1) ile verilen Burgers’ denkleminde U, yalmz birakilirsa
Uy = —eUU, + vU,,, (4.2.4)

elde edilir. (4.2.4) denkleminde konum ayrigtirmalari i¢in temel diferensiyel quadrature

yaklagimi kullanildiginda
S5 (U) = —eU (x;, 1) [wi(,ll)gl (t) + wf},g2 (t)} +v [wﬁ)gl (t) + wﬁz,gg (t) (4.2.5)

olmak tizere

dU (2;,1) - @
& 1 2
g = U @) Y} widU (@t 40 Yy wiGU (1) + S5 (U),
Jj=2 j=2
i=23,..,N-1 (4.2.6)

seklinde adi diferensiyel denklem sistemi elde edilir. (4.2.6) denklem sisteminin zaman
integrasyonu dordiincii mertebe Runge-Kutta metodu ile yapilarak niimerik ¢oziim

elde edilir.

4.3 KdVB Denkleminin Ayristirilmasi

[a,b] ¢Oziim araligimin diizgiin bir pargalanigi a = 27 < 29 < ... < xy = b ve

Tiv1=x;+h,o=1,..., N — 1 olsun. KdVB denkleminin sinir sartlari
U(a7 t) =0 (t> ) U(b7 t) = 92 (t) , te (07 T]7 (431)
ve baglangic sarti
U(z,0) = f(x), a<z<b, (4.3.2)

olmak tizere

Uy +ecUU, —vUp, + ppUpze = 0, (4.3.3)

101



seklindedir. Burada U = U (x,t) konum degigkeni, x ve zaman degigkeni olan ¢ 'nin
bir fonksiyonudur. €, v ve u ise pozitif parametrelerdir. (4.3.3) denkleminde U; yalniz
birakilirsa

U, = —cUU, + U, — Uy (4.3.4)

elde edilir. (4.3.4) denkleminde konum ayrigtirmalari i¢in temel diferensiyel quadrature

yaklagimi kullanildiginda

S1(U) = =2U (i, 1) [wlg0 (1) + wilge 0] +v [0 (1) +wZige 0

|0l () + wg (1) (4.3.5)
olmak tizere
dU (2:,1) N-1 N-1
——E;——:—d]@hﬂE:wﬁU(qJ)+v§:ngK%j)
j=2 j=2
N-1
— > wlU (z;, )+ S4(U),  i=23,..,N—-1 (4.3.6)
j=2

seklinde adi diferensiyel denklem sistemi elde edilir. (4.3.6) denklem sisteminin zaman
integrasyonu dordiincii mertebe Runge-Kutta metodu ile yapilarak niimerik ¢oziim

elde edilir. KAVB denklemine ait Iy, I5 ve I3 korunum sabitleri sirasiyla

)

L= [Ude, L= [ U, Iy= [ |03~ (U)] da

seklinde hesaplanir.

4.4 Kararlhilik Analizi

Bu kisimda KdV, Burgers’ ve KdVB denklemlerinin kararhilik analizine

deginilecektir. B-spline diferensiyel quadrature metodu KdV, Burgers’ ve KdVB
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denklemleri ntimerik ¢oziim algoritmasinin kararlilik analizi, diferensiyel quadrature

ile konum ayrigtirmasi yapilmig adi diferensiyel denklemlerin katsay1 matrisinde lineer

olmayan terimin lineerlestirilmesinin ardindan 6zdegerlerinin tespit edilmesi esasina

dayanmaktadir.

4.4.1 KdV denkleminin Kararhlik Analizi

(4.1.6) egitliginde yer alan U (x;) = a; (o sabit) olarak alindiginda A, katsayi

matrisi

Ay =

olmak tizere

(1)
TEANAWN_1 9 T HWUN_ 19

dU (z2,t)
dt

dU (z3,t)
dt

)

dU(wal 7t)

dt

)

1
—EANAWN_y N1 T HWN_ N1 ]

L U(‘Tht) i

(4.4.1)

(4.4.2)

seklinde bir matris formuna sahiptir. Sinir gartlar1 ve denklemin homojen olmayan

boliimiinden gelen Sy (U) vektoriiniin kararhliga herhangi bir etkisi bulunmamaktadir.

A matrisinin 6zdegerlerinin durumuna goére metodun kararliligi degerlendirilir.
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4.4.2 Burgers’ denkleminin Kararlilik Analizi

(4.2.6) egitliginde yer alan U (x;) = a; («; sabit) olarak alindiginda Az katsayi

matrisi
[ ol toe) o el bou@l, ]
(1) (2) (1) (2)
—EQi3W4q 5 + VW —EQ3W4y ¢ T VWa
A3 _ 3 3,? 3,2 . 3%3 N 1 3,N—1 (4'4'3)
i —eaN_lw](\})_l,z + ij(é)_L2 s —5aN_1w§V1)_17N_1 + vw](?)_lvN_l i
olmak tizere ) ) ) )
dU (z2,
% U (xj> t)
dU(lL‘gﬂf) U €T t
dt = A, (']’ ) + S5 (U) (4.4.4)
dU(xn—1,t
i ( Zl\; 1) 1 L U (‘T%t) i

seklinde bir matris formuna sahiptir. Sinir sartlar1 ve denklemin homojen olmayan
boliimiinden gelen S; (U) vektoriiniin kararlihga herhangi bir etkisi bulunmamaktadir.

Az matrisinin 6zdegerlerinin durumuna goére metodun kararliligi degerlendirilir.

4.4.3 KdVB denkleminin Kararhlik Analizi

(4.3.6) esitliginde yer alan U (z;) = «; (a; sabit) olarak alindiginda A, katsay1 matrisi
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olmak tizere

matrisi ile

_ (1)
60{2“}272

_ (1)

_ (1)

_ (1)

(1)
(1)

—EQWy N

—604311)37]\[_1

+ vw

+ vw
1)

TEAN1WN_1 2

+ vw

+ vw
(1)

TEAN-1WN_1 3

+ vw

2) 3)

2,2 — HWs 2,
55 — pwiy,
+ Uwﬁ)—m -
o3 = Hwys,
3 — oy,

(2)

+ VW 3 —

(2)
(2)

tows Ny — M

3)
HWN_1.9;

3
ij(v)—l,3>

3)

2 N-1 MWy n_1,

(3)
W3 N-1s

(1) (2) (3)
—EQAN_IWN_ Ny T VWNLy Ny — HWN_ | N5

kl,l k1,2 ]{317]\[_2
k k R
A, = 2,1 2,2 2,N—2 (4.4.5)
i kn_21 kn_22 kn_on—_2 ]
dU(dxt27t) U (LL’]‘, t)
a = Ay ( 7 ) + 8,4 (U) (4.4.6)
] dU(Z‘(]l\;,Lt) | I U (SL’], t) |

seklinde bir matris formuna sahiptir. Sinir sartlar1 ve denklemin homojen olmayan

boliimiinden gelen Sy (U) vektoriiniin kararhliga herhangi bir etkisi bulunmamaktadir.

A4 matrisinin 6zdegerlerinin durumuna goére metodun kararliligi degerlendirilir.

4.5 Test Problemler

Bu béliimde, KAVB KdV denkleminin 2, Burgers’ denkleminin 1 ve ana denklem

olan KdVB denkleminin 1 olmak tizere toplam 4 test problemi i¢in niimerik ¢oziimler
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aragtirilacaktir. Mevcut metodun dogrulugunu test etmek icin kararhilik analizi,

yakinsama oran analizi ve daha dnce yapilan ¢caligmalar ile karsilagtirmalar yapilacaktir.

4.5.1 Solitary Dalga Cozimii

KdV denklemine ait ilk test problem olarak, A, C ve D reel sabitler olmak tizere,
U(z,0) = 3Csech? (AX + D),

seklinde baglangi¢ sart1 ve
U,t)=U(2,t) =0

sinir sartlari ile ele alindi. Bu problemin analitik ¢oziimii

A= % (C/w)? ve B= %80 (eC/p)"?

olmak tlizere

U(x,t) = 3Csech? (AX — Bt + D)

seklindedir. Bu baglangi¢ sarti ile elde edilen simiilasyonda €C' hiziyla saga dogru
hareket eden bir tek dalga goriilmektedir. Daha onceki ¢aligmalar ile karsilagtirma
yapabilmek icin v = 0, e = 1, p = 4.84 x 107%, C = 0.3, D = —6, At = 0.001 ve
N = 201 secildi. At = 0.001 ve N = 101 kullanilarak ¢ = 0 ’dan ¢t = 3 ’e kadar elde
edilen grafikler Sekil 4.1 'de verildi. Ayrica simiilasyon boyunca elde edilen Ly ve L
hata normlar1 Tablo 4.1 ’de daha onceki caligmalar ile karsilagtirilarak verildi. Elde
edilen Iy, I ve I3 korunum sabitleri ise, 6nceki galigmalardan [15] numaral referans
ile karsilagtirilarak Tablo 4.2 'de verildi. Tablo 4.2 ’deki verilere bakilarak I, I, ve I3

korunum sabitlerinin istenilen dogrulukta sabitler oldugu soylenebilir. Tablo 4.1 'de
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goriildiigii iizere t = 1 zamanmda Ly hata normu 2.3 x 107 ’den daha az iken L.,
hata normu ise, 7.4 x 10* 'den daha az oldugu anlagilmaktadir. Dolayisiyla, hata

normlarinin istenilen kiiciikliikte oldugu soylenebilir.

10+ 104
——
0.8+ 0.8
06+ 0.6
04+ 0.4

0.2 4 0.2

0.0 4 0.0

—=

0.8 4 0.8 4
0.6 4 0.6 4
0.4 -

0.4 -

0.2 4 0.2 4

0.0 o 0.0

T T T 1 T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Sekil 4.1: Solitary dalganin 0 < 2 < 2 araliginda farkli zamanlarda, p = 4.84 x 1074,
e =1, At = 0.001 ve N = 101 degerleri i¢in elde edilen ¢oztimlerin grafikleri

At = 0.0005 ve N = 201 kullamilarak ¢ = 0 ’dan t = 3 ’e kadar elde edilen I, I,
ve I3 korunum sabitleri ile Ly ve Lo, hata normlar1 Tablo 4.3 ’de verildi. Tablo 4.3
"deki verilerden anlasildign tizere I, I ve I3 korunum sabitleri, baglangigtaki orijinal
degerlerine oranla sirasiyla % 0.00097, % 0.000093 ve % 0.00015 den daha az degisim

gosterdigi goriildii. Elde edilen sonuclarin istenilen seviyede oldugu diigiiniilebilir.
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Tablo 4.1: Solitary dalganin ¢ = 1 ve pu = 4.84 x 10~* degerleri icin elde edilen L ve
L., hata normlar

t
Ly x 10° hata normu N At 1.0 2.0 3.0
Kuintik B-spline DQM 101  0.001 227.1 354.5 485.2
LPDQI[15] 100 0.001  1185.0 1290.0 1381.0
Galerkin Kuad-spline[39] 200 0.005 600.0  860.0 107.0
RBF Coll IMQ[65] 200 0.005 2751.0
RBF Coll 1Q[65] 200 0.005 1013.0
RBF Coll TPS[65] 200 0.005 2606.0
Septik spline Koll.[66] 200 0.005 22100.0
t
L., x 10° hata normu N At 1.0 2.0 3.0
Kuintik B-spline DQM 101  0.001 73.8 108.6  142.8
LPDQI[15] 100 0.001 274.5 2240 2422
RBF Coll IMQ[65] 200 0.005 501.8
RBF Coll 1Q[65] 200 0.005 200.0
RBF Coll TPS|[65] 200 0.005 634.5

Tablo 4.3 ’de goriildiigii iizere t = 3 zamaninda L, hata normu 3.3 x 1075 ’den
daha az iken L., hata normu ise, 9.5 x 107° ’den daha az olmustur. Bu sebeple, hata
normlar1 kabul edilebilir kii¢likliiktedir, denilebilir.

At = 0.0001 ve N = 351 kullamilarak ¢ = 0 ’dan t = 3 ’e kadar elde edilen I, I,
ve I3 korunum sabitleri ile Ly ve Lo, hata normlar1 Tablo 4.4 ’de verildi. Tablo 4.4
‘deki verilere bakilarak I, I ve I3 korunum sabitleri,baglangi¢taki orijinal degerlerine
oranla sirasiyla % 0.00056, % 0.000024 ve % 0.000022 ’den daha az degigim gosterdigi
goriildii. Tablo 4.4 de goriildiigii iizere ¢t = 3 zamaninda L, hata normu 3.3 x 1076
'dan daha az iken L., hata normu ise, 9.2 x 107 ’dan daha az oldugu goriildii. Bu
sebeple, hata normlar1 kabul edilebilir kiiciikliiktedir, denilebilir.

Onerilen metodun niimerik olarak yakinsama oram farkl diigiim nokta sayilari
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Tablo 4.2: Solitary dalganin At = 0.001 ve N = 101 degerleri i¢in elde edilen korunum
sabitleri

Kuintik B-spline DQM

LPDQJ15]

Il X 101

]2 X 102

]3 X ]_02

Il X 101

IQ X 102

Ig X 102

1.44598100
1.44591200
1.44600600
1.44609700

8.67592700
8.67592400
8.67592600
8.67592900

4.68502700
4.68502400
4.68502600
4.68502800

1.44597627
1.44229897
1.44245451
1.44461700

8.67592530
8.67613393
8.67615517
8.67617981

4.68499446
4.68501205
4.68501312
4.68501755

Tablo 4.3: Solitary dalganin At = 0.0005ve N = 201 degerleri igin elde edilen

korunum sabitleri ve hata normlar:

Kuintik B-spline DQM

t ]1 ]2 ]3 LQ X 103 Loo X 103
0 0.14459800 0.08675924 0.04685002 0.00000  0.00000
1 0.14459870 0.08675927 0.04685003 0.01419  0.04496
2 0.14459930 0.08675931 0.04685005 0.02284  0.07074
3 0.14459940 0.08675932 0.04685009  0.03219  0.09493

i¢cin hesaplanarak Tablo 4.5 ’de gosterildi. At = 0.0001 zaman adim ile yapilan test

¢Oztimlerinde yakinsama oranlari genel olarak [3.85, 4.26] araliginda olugtugu goriildii.

KdV denkleminin ¢ = 3 ’deki hata normu grafigi Sekil 4.2 'de verildi.

Kararlilik analizi icin o6zdegerler farkli diigiim nokta sayilari igin aragtirildi.
N =101, N = 151, N = 201, N = 251, N = 301 ve N = 351 igin elde edilen
ozdegerlerin reel ve sanal kisimlarini gosteren grafikler Sekil 4.3—4.8 'de verildi. Farkli
diigiim nokta sayisina gore elde edilen o6zdegerler igerisinde sadece reel kisimdan
olusan ozdegerler oldugu gibi reel ve sanal bilesenlere sahip 6zdegerlerin de mevcut

oldugu goriildii. Elde edilen 6zdegerlerin birinci boliimde anlatilan kararlilik kriterleri

109



Tablo 4.4: Solitary dalganin At = 0.000lve N = 351 degerleri igin elde edilen
korunum sabitleri ve hata normlari

Kuintik B-spline DQM
I I, I3 Lo x 10° Lo x 10°
0.14459790 0.08675925 0.04685000  0.00000  0.00000
0.14459880 0.08675923 0.04685000 0.00268  0.00540
0.14459870 0.08675924 0.04684998  0.00278  0.00694
0.14459870 0.08675927 0.04685001  0.00327  0.00918

W N = O+

Tablo 4.5: Solitary dalganin ¢t = 3 zamaninda farkli diigiim nokta sayilari igin elde
edilen hata normlar1 ve yakinsama oranlari

N Ly x10° YO (L) Lo x10° YO (L)

101 0.48596 - 1.39790 -

121 0.23534 4.01 0.66996 4.07
151 0.09729 3.99 0.27583 4.01
201 0.03172 3.92 0.09179 3.85

251  0.01271 4.12 0.03794 3.98
301 0.00594 4.19 0.01751 4.26
351 0.00327 3.88 0.00918 4.20

ile uyumlu oldugu gorildii.

Tablo 4.6 ’da farkli diigiim nokta sayilarinda mutlak degeri en biiytik 6zdegerlerin
reel ve sanal bilegenleri verildi. N = 101 igin | Re (Amax) |= 634.5736, N = 201 i¢in
| Re (Amax) |= 5077.2885 ve N = 351 icin | Re (Amax) |= 27211.1013 olarak bulundu.
N = 101 icin | Sa (Amax) |= 206.3092, N = 201 icin | Sa (Amax) |= 1888.4385 ve
N = 351 i¢in | Sa(Amax) |= 12200.1025 olarak bulundu. B-spline diferensiyel
quadrature metotlarda diigiim noktalarimin sayisi arttikca ozdegerlerinin mutlak
degerlerinin de biyudigi gorildi. Bu durum, ozdegerlerin kararhilik araligina

taginmasi i¢in zaman adimi uzunlugunun azaltilmasi gerektigini gostermektedir.
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Sekil 4.2. Solitary dalganin t = 3 zamaninda elde edilen hata normunun grafigi

Tablo 4.6: Solitary dalganin diigiim noktalarimin sayilarina gore mutlak degeri en
biiyiik 6zdegerler

Kuintik B-spline DQM

Diigiim nokta sayis1 101 151 201 251 301 351
| Re (Amax) | 634.5736 2141.9815 5077.2885 9916.5806 17135.8529 27211.1013
| Sa (Amax) | 206.3092  721.3852 1888.4385 3984.7064  7298.2175 12200.1025
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Sekil 4.3: Solitary dalganin N = 101 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 4.4: Solitary dalganin N = 151 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen o6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 4.5: Solitary dalganin N = 201 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 4.6: Solitary dalganin N = 251 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 4.7: Solitary dalganin N = 301 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen o6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 4.8: Solitary dalganin N = 351 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerin grafikleri
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4.5.2 Dalga Olusumu

KdV denklemine ait ikinci test problem olarak
U(z,0) = exp (—27), (4.5.1)
Maxwellian baglangic sart1 ve
U(—15,t) = U(15,t) =0, t>0

sinir gartlarn ile ele alindi. (4.5.1) ile verilen Maxwellian baglangi¢ sart1 goz oniine
alindiginda ¢oztim vektoriiniin p'niin kritik degerine bagh oldugu ifade edilir ki; bu
deger p, ile gosterilir [90]. Eger u < p. ahmirsa baglangictaki dalga, teorik formiilii
N = 1/[(13p)"?] geklinde olan N tane solitona ayrihr. Eger p > pu. alnirsa,
baglangicta herhangi bir solitona ayrilma goriilmez ancak hizli bir gekilde salinim
yapan dalga grubu olusur. Eger ;1 ~ p. alinirsa, ¢oziimlerin bir karigimini andiran
oncii soliton ve salimim yapan bir kuyruk olusgur. (4.5.1) denklemi igin kritik p degeri
e = 0.0625 olarak elde edilmistir [91]. Yapacagimiz niimerik ¢éziim aragtirmasinda
‘niin degeri p. 'den baglayip azalan sekilde olacaktir. Simiilasyonlarda hesaplamalar
e = 1 icin g 'miin 0.0625, 0.04, 0.03, 0.01, 0.006 degerleri alinarak ¢ = 12 zamanina
kadar yapildi.

1= 0.0625 alindiginda, Maxwellian baglangi¢ sartina ait sonucta ardinda kuyruk
bulunmayan tek bir soliton dalga olugtu ve ilgili grafik Sekil 4.9 'da verildi. Bu durum
pw'nin o6zel bir degerinden dolay:i lineer olmama ve dispersif etkiler arasi dengenin
bir sonucudur [91]. 1 = 0.04 alindiginda, bir solitary dalgaya ek olarak bir kuyruk
olugtugu goriildii ve ilgili grafik Sekil 4.10 'da verildi. p = 0.03 degerini se¢tigimizde

ise, iki solitonun ortaya ciktigi goriildi ve ilgili grafik Sekil 4.11 ’de verildi. g = 0.01
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degerini kullandigimizda ti¢ solitonun ortaya ¢iktigr gorildii ve ilgili grafik Sekil 4.12
"de verildi. Son olarak, p = 0.006 secildiginde dort soliton gozlendi ve ilgili grafik Sekil
4.13 ’de verildi.

1.2 4
1.0
0.8 4
0.6
0.4+
0.2 4

0.0 4

-0.2

Sekil 4.9. Dalga olugumunun g = 0.0625 degeri i¢in elde edilen grafigi

w1 'ntin 0.0625, 0.04, 0.03, 0.01, 0.006 degerleri i¢in hesaplanan I, I ve I3 korunum
sabitleri Tablo 4.7 ve Tablo 4.8 "de verildi.

Kararlilik analizi i¢in o6zdegerler farkli diigiim nokta sayilari igin arastirildi.
N =51, N =101, N = 121, N = 151, N = 181 ve N = 201 icin elde edilen
ozdegerlerin reel ve sanal kisimlarini gosteren grafikler Sekil 4.14—4.19 ’da verildi.
Farkli diigiim nokta sayisina gore elde edilen 6zdegerler, sadece reel kisimdan olusan
ozdegerler oldugu gibi reel ve sanal bilegenlere sahip 6zdegerlerin de mevcut oldugu
gorildii. Elde edilen 6zdegerlerin birinci boliimde anlatilan kararlilik kriterleri ile

uyumlu oldugu gorildii.
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Sekil 4.10. Dalga olusumunun g = 0.04 degeri icin elde edilen grafigi

Tablo 4.9 ’da farkli diigiim nokta sayilarinda mutlak degeri en biiyiik 6zdegerlerin
reel ve sanal bilesenleri verildi. N = 51 i¢in | Re (Apax) |= 1.9426, N = 121 i¢in
| Re (Amax) |= 26.8551 ve N = 201 i¢in | Re (Anax) |= 124.3291 olarak bulundu.
N = 51 igin | Sa(Apax) |= 0.5752, N = 121 i¢in | Sa (Amax) |= 8.6413 ve
N =201 igin | Sa (Amax) |= 45.7704 olarak bulundu. B-spline diferensiyel quadrature
metotlarda diigiim noktalarinin sayisi arttik¢a 6zdegerlerinin mutlak degerlerinin de
biiyudigi gorildii. Bu durum, ozdegerlerin kararlhilik araligina taginmasi i¢in zaman

adimi uzunlugunun azaltilmasi gerektigini gostermektedir.
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Sekil 4.11. Dalga olusumunun g = 0.03 degeri i¢in elde edilen grafigi
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Sekil 4.12. Dalga olusumunun g = 0.01 degeri i¢in elde edilen grafigi
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Sekil 4.13. Dalga olusumunun g = 0.006 degeri i¢in elde edilen grafigi

Tablo 4.7: Dalga olusumunun v = 0, ¢ = 1 ile g = 0.0625, p = 0.04 ve p = 0.03
degerleri icin elde edilen korunum sabitleri

L = 0.0625 ve N = 111

pw=0.04d ve N =181

pw=0.03 ve N =201

I

I

I I I I I I

I3

—_
[\

© O W O+

1.77245
1.77228
1.77647
1.77771
1.76933

1.25331
1.25332
1.25338
1.25347
1.25316

0.78834 | 1.77245 1.25331 0.87293 | 1.77245 1.25331
0.78823 | 1.77250 1.25332 0.87286 | 1.77245 1.25332
0.78853 | 1.77219 1.25332 0.87286 | 1.77255 1.25332
0.78903 | 1.77251 1.25332 0.87289 | 1.77248 1.25332
0.78904 | 1.76887 1.25323 0.87303 | 1.77246 1.25331

0.91053
0.91044
0.91042
0.91043
0.91043
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Tablo 4.8: Dalga olusumunun v = 0, ¢ = 1 ile u = 0.01 ve g = 0.006 degerleri i¢in
elde edilen korunum sabitleri

1 =0.01 ve N =289 p=0.006 ve N = 346

]1 IQ Ig Il IQ ]3
1.77245 1.25331 0.98573 | 1.77245 1.25331 1.00077
1.77236  1.25334 0.98552 | 1.77229 1.25345 1.00058
1.77259 1.25340 0.98549 | 1.77291 1.25410 1.00077
1.77243  1.25347 0.98550 | 1.77238 1.25475 1.00101
1.77259  1.25353 0.98555 | 1.77277 1.25530 1.00141

©O© O W Of o+

—_
[\

AKX
Ll X I . .
0o ?

@ -02f

-0.6] ¢

Sekil 4.14: Dalga olusumunun N = 51 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerin grafikleri

Sekil 4.15: Dalga olusumunun N = 101 igin Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 4.16: Dalga olusumunun N = 121 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 4.17: Dalga olusumunun N = 151 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen o6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 4.18: Dalga olusumunun N = 181 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen o6zdegerlerin grafikleri
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Sekil 4.19: Dalga olusumunun N = 201 igin Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerin grafikleri

Tablo 4.9: Dalga olusumunda diigiim noktalarinin sayilarina gore mutlak degeri en
biiyiik 6zdegerler.

Kuintik B-spline DQM

Diigiim nokta sayisi 51 101 121 151 181 201
| Re (Amax) | 1.9426  15.5411 26.8551 52.4514 90.6359 124.3291
| Sa (Amax) | 0.5752  4.9581 8.6413 17.3597 32.0840  45.7704
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4.5.3 Sok Benzeri Dalga

KdVB denkleminde (1.7.5) u = 0 alinarak elde edilen Burgers’ denkleminin sok

benzeri dalga ¢oziimii analitik olarak ¢y = exp(g;) olmak {izere;

B x/t
1+ Vt/to exp (22 /4ut)’

esitligi ile verilmektedir. (4.5.2) denkleminin ¢ = 1 degeri baslangi¢ sarti ve a < z < b

U(z,t)

(4.5.2)

olmak iizere sinir gartlar

Ua,t) = U(b,t) =0,  Vt>1 (4.5.3)

olarak alinacaktir. (4.5.2) denkleminin tercih edilmesinin sebeplerinden biri analitik
¢oziimiin kolay hesaplanmasi bir digeri ise, farkli v degerleri igin Ly ve L., hata
normlarinin hesaplanip onceki ¢aligmalar ile kargilagtirilmasinin miimkiin olmasidir.
Ik olarak 0 < z < 1 bolgesinde v = 0.005, ¢ = 1, p = 0, At = 0.01 ve N = 51
degerleri alinarak t = 3.1 ’e kadar program caligtirildi ve elde edilen grafik Sekil 4.20
"de verildi. Jok dalgaya ait en biiyiik genlik ¢ = 1 zamaninda ve en kiigiik genlik ¢t = 3.1
zamaninda ol¢iildi. Elde edilen L, ve L., hata normlari daha onceki caligmalar ile
karsilagtirilarak Tablo 4.10 'da verildi. Kuintik B-spline diferensiyel quadrature metot
ile kiibik B-spline diferensiyel quadrature metotlarinin sonuglarini kargilagtirmak igin,
0 <z < 1.2 bolgesinde v = 0.005, e = 1, u = 0 ve At = 0.001 degerleri kullanildi.
Ardindan herbir yaklagim i¢in Ly ve L., hata normlari karsilagtirilarak Tablo 4.11 ’de
verildi. Tablo 4.11 ’deki karsilagtirmadan mevcut Ly ve L., hata normlarimin onceki
baz1 caligmalardan daha iyi oldugu soylenebilir.

0 <x <1araliginda v =0.005, e =1, p =0, At = 0.01 ve N = 51 degerleri igin
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Sekil 4.20: Sok benzeri dalganin v = 0.005, ¢ = 1, At = 0.01 ve Ax = 0.02 degerleri
icin elde edilen grafikleri
t = 3.1 zamanindaki mutlak hata ile 0 < z < 1.2 bolgesinde v = 0.005, e = 1, u = 0,
At = 0.001 ve N = 201 degerleri i¢in ¢t = 3.6 zamaninda elde edilen mutlak hatalar
sirasiyla grafik Qekil 4.21 ve Sekil 4.22 ’de verildi.

Kararlilik analizi icin 6zdegerler farkli diigiim nokta sayilari icin aragtirildi.
N =21,N=31,N =41, N =51, N =61 ve N = 81 i¢in elde edilen 6zdegerlerin reel
ve sanal kisimlarini gosteren grafikler Sekil 4.23 —4.28 “de verildi. Farkl diigiim nokta
sayisina gore elde edilen 6zdegerler icerisinde sadece reel kisimdan olusan 6zdegerler
oldugu gibi reel ve sanal bilegenlere sahip 6zdegerlerin de mevcut oldugu goriildii. Elde

edilen ozdegerlerin birinci boliimde anlatilan kararlhilik kriterleri ile uyumlu oldugu
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Tablo 4.10: Sok benzeri dalganin 0 < x < 1 araliginda ¢ = 1, 4 = 0 ve v = 0.005
degerleri icin elde edilen hata normlari

t
Ly x 103 hata normu N At 17 2.4 3.1
Kuintik B-spline DQM 51 0.01 0.069 0.056 0.430
Kiibik. Koll [62] 50 0.01 0.857 0.423 0.230
Kuartik. Koll. direkt [92] 200 0.01 0.017 0.012 0.601
Kuartik. Koll. split [92] 200 0.01 0.358 0.251 0.630
t
L. x 10? hata normu N At 1.7 2.4 3.1
Kuintik B-spline DQM 51 0.01 0.433 0.312 2.635
Kiibik. Koll [62] 50 0.01 2.576 1.242 0.688
Kuartik. Koll. direkt [92] 200 0.01 0.061 0.058 4.434
Kuartik. Koll. split [92] 200 0.01 1.211 0.807 4.790

goriildii.

Tablo 4.12 de farkl diigiim nokta sayilarinda mutlak degeri en biiytlik 6zdegerlerin
reel ve sanal bilesenleri verildi. N = 21 i¢in | Re (Apax) |= 26.2145, N = 51 i¢in
| Re (Amax) |= 112.7876 ve N = 81 igin | Re (Amax) |= 250.0014 olarak bulundu.
N =21 icin | Sa (Amax) |= 1.1409, N = 51 i¢in | Sa (Amax) |= 14.2103 ve N = 81 i¢in
| Sa (Amax) |= 66.0763 olarak bulundu. B-spline diferensiyel quadrature metotlarda
diigiim noktalarimin sayisi arttikca ozdegerlerin mutlak degerlerinin de biiyiidigi
gorildii. Bu durum, ozdegerlerin kararlilhik araligina taginmasi igin zaman adimi

uzunlugunun azaltilmasi gerektigini gostermektedir.
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Tablo 4.11: Sok benzeri dalganin 0 < x < 1.2 araliginda v = 0.005, e =1, p = 0 ve
At = 0.001 icin elde edilen hata normlar:

Kuintik B-spline Kiibik B-spline DQM [13]
DQM Metot1 Metot2 Metot3
N Lo x 103 Loo X 105 L x 103 Loo X 105 Lo x 103 Leo x 105 Lo x 103 Lo x 103
21 0.71 2.00 1.64 3.10 1.41 3.29 7.05 11.6
31 0.42 1.31 1.00 2.13 0.79 2.22 0.94 1.73
41 0.30 0.97 0.70 1.61 0.57 1.68 0.92 1.48
61 0.19 0.62 0.44 1.07 0.37 1.12 0.26 0.95
81 0.13 0.44 0.31 0.77 0.27 0.83 0.20 0.76
101 0.09 0.33 0.23 0.59 0.21 0.64 0.16 0.63
121 0.07 0.25 0.18 0.46 0.16 0.52 0.14 0.54
151 0.04 0.15 0.12 0.32 0.12 0.39 0.11 0.45
161 0.03 0.13 0.11 0.28 0.11 0.35 0.10 0.43
201 0.01 0.08 0.06 0.16 0.07 0.24 0.09 0.36

Tablo 4.12: Sok benzeri dalgada diigiim noktalarinin sayilarina gore mutlak degeri en
biiyiik 6zdegerler

Kuintik B-spline DQM

Diigiim nokta sayisi 21 31 41 o1 61 81
| Re (Amax) | 26.2145 49.1349 78.0907 112.7876 153.0618 250.0014
| Sa (Amax) | 1.1409  2.3961  6.6587  14.2103  26.5071  66.0763
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Sekil 4.21: Sok benzeri dalganin t = 3.1, v = 0.005, ¢ = 1, At = 0.01 ve N = 51
degerleri ile elde edilen mutlak hatanin grafigi
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Sekil 4.22: Sok benzeri dalganin t = 3.6, v = 0.005, ¢ = 1, At = 0.001 ve N = 201
degerleri ile elde edilen mutlak hatanin grafigi
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Sekil 4.23: Sok benzeri dalganin N = 21 igin Kuintik B-spline DQM y&ntemi ile elde
edilen o6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 4.24: Sok benzeri dalganin N = 31 igin Kuintik B-spline DQM y&ntemi ile elde
edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 4.25: Sok benzeri dalganin N = 41 igin Kuintik B-spline DQM y&ntemi ile elde
edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 4.26: Sok benzeri dalganin N = 51 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 4.27: Sok benzeri dalganin N = 61 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen o6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 4.28: Sok benzeri dalganin N = 81 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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4.5.4 KdVB Tipi Dalga Céziimii

Son olarak, incelenecek olan denklem v, u # 0 olmak iizere
U+ eUU, —vUp, + pUpzr = 0 (4.5.4)

formuna sahip olan KdVB denklemidir. Burada, p ve v'nin farkh degerleri kullanilarak
¢oziim uzerindeki etkileri aragtirilacaktir. Ttum simiilasyonlarda —50 <z < 150,d =5

ve xg = 25 degerleri kullanilacak olup

U(x,0) =05 |1 —tanhm%xo ,

baglangi¢ sart1 [38]
U(—50,) = U(150,¢) = 0,

ve sinir sartlari ile niimerik c¢oziimler elde edilecektir. v = 0, ¢ = 0.2, p = 0.1,
At = 0.4 ve N = 373 degerleri ile t = 800 gibi ¢ok uzun siiren ¢aligmanin grafigi
Sekil 4.29 ’da verildi. Bu durumda, (4.5.4) denklemi v = 0 alindiginda KdV tipi
bir denklem olur ve 10 ’lu soliton zinciri formuna sahip oldugu goriildii. Korunum
sabitleri I;, Iy ve I3 hesaplandi ve [40] numaral referans ile karsilagtirilarak Tablo
4.13 'de verildi. Tablo 4.13 ’de goriildiigii tizere, bu uzun caligma sonucu daha az
sayida diigiim nokta sayisi kullanilarak elde edilen I;, I, ve I3 korunum sabitlerinin
baslangictaki orijinal degerlerine oranla sirasiyla % 0.072, % 0.00027 ve % 0.013 ’den
daha az degisim gosterdigi tespit edildi. Bu sebeple I, I ve I3 'iin hemen hemen
sabit oldugu, soylenebilir.

Daha Onceki caligmalardan [38] ve [41] numarali referanslar ile kargilagtirma
yapabilmek icin h = 0.4 digindaki tiim degerler ayni alindi ve elde edilen sonuclar

Tablo 4.14 ’de verildi. Mevcut yontemde korunum sabitleri baglangictaki orijinal
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Sekil 4.29: KAVB tipi dalganin ¢ = 800, v = 0, ¢ = 0.2, u = 0.1, At = 0.4 ve
N = 373 degerleri i¢in elde edilen grafigi
degerlerine oranla sirasiyla % 0.082, % 0.00018 ve % 0.0042 ’'den daha az degisim
gosterdigi goriildi. Bu yiizden [y, I ve I3 'iin ¢aligma siiresince hemen hemen sabit
oldugu, soylenebilir.

Sekil 4.30 ’da goriildiigii tlzere, viskozite degeri cok kiiclik oldugu zaman
(v =10.0001) KdVB denkleminin ¢6ztimii KdV denkleminin ¢éziimiine (v = 0) benzer
karakterde oldugu goriildii. Aslinda, elde edilen ¢oziime ait grafikler Sekil 4.30 ’da
verilen KdVB denkleminin ¢oziimleri ile ayni degerlerin kullanildigit KdV denkleminin
¢oziimlerinin ayirt edilemez derecede benzer oldugu goriildii. Yine ¢ = 800 zamaninda
10 "lu dalga zinciri (dizisi) elde edildigi goriildii ve Sekil 4.30 ’de verildi.

Burada, v haricinde tiim degerler ayni alinarak ¢oziimler elde edildi ve artan
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Tablo 4.13: KAVB tipi dalganin v = 0, ¢ = 0.2, p = 0.1, At = 04 ve N = 373
degerleri icin elde edilen korunum sabitleri

Kuintik B-spline DQM Kuin.Koll.[40] At = 0.05 ve N = 500

t L Iy I3 L Iy I3

0 50.00013 45.00046 42.30068 | 50.00021 45.00055 42.30074
100 50.00031 45.00048 42.29989 | 50.00034 45.00003 42.30028
200 50.00072 45.00054 42.29736 | 50.00058 44.99962 42.30098
300 50.00568 45.00058 42.29604 | 50.00612 44.99999 42.30227
400 50.00259 45.00057 42.29560 | 50.00237 44.99921 42.30135
500 49.99523 45.00054 42.29548 | 49.99435 44.99850 42.30030
600 49.97926 45.00049 42.29546 | 49.97857 44.99820 42.29995
700 49.96699 45.00054 42.29548 | 49.96607 44.99815 42.29979
800 49.96415 45.00052 42.29552 | 49.96331 44.99803 42.29974

bir gekilde degigen viskozitenin ve bunun bir sonucu olarak dispersiyon teriminin
¢oziime etkisi gozlendi. v degeri artan bir sekilde 0, 0.0001, 0.001, 0.005, 0.01, 0.03,
0.05, 0.1 ve 0.2 olarak alindi. Sekil 4.31 sirasiyla ¢ = 800 zamanindaki ¢oziimleri
gostermektedir. v degerinin arttirilmasi ile KAVB denkleminin ¢oziimii, gittikce daha
fazla Burgers’ denkleminin (x = 0) ¢oziimiine benzeme egilimi gosterdigi goriildii.
Bu durum, Sekil 4.32 ’de daha net goriinmektedir. v degerinin artmasiyla beraber,
hareket eden dalganin genliginde diigme gercgeklestigi Sekil 4.31 'de goriildii.
Kararlilik analizi icin 6zdegerler farkli diigiim nokta sayilari icin arastirildi.
N = 301, N = 351, N = 401, N = 451, N = 501 ve N = 551 icin elde edilen
ozdegerlerin reel ve sanal kisimlarini gosteren grafikler Sekil 4.33—4.38 ’da verildi.
Farkli diigiim nokta sayisina gore elde edilen oOzdegerler igerisinde sadece reel
kisimdan olusan ozdegerler oldugu gibi reel ve sanal bilesenlere sahip 6zdegerlerin de
mevcut oldugu goriildii. Elde edilen 6zdegerlerin birinci boliimde anlatilan kararhilik

kriterleri ile uyumlu oldugu gorildii.
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Tablo 4.14: KdVB tipi dalganin v = 0, ¢ = 0.2, p = 0.1, At = 0.05 ve N = 501
degerleri icin elde edilen korunum sabitleri

Kuintik B-spline DQM Kuad.Gal.[38] N = 500 Kiib.Bubn.-Gal.[41] N = 1000

t Iy Ia I3 I I I3 I I> I3

0 50.00012  45.00045 42.30068 | 50.00 45.000 42.301 | 50.00000 45.00041  42.30065
100 50.00042  45.00046  42.30042 | 50.00 45.008 42.257 | 50.00301  45.00242  42.30354
200  49.99980 45.00047  42.29957 | 50.01 45.014 42.110 | 49.99166  45.00441  42.30647
300 50.00722  45.00049  42.29913 | 50.01 45.021  42.041 | 50.01634  45.00672  42.30942
400 50.00568  45.00047  42.29897 | 50.00 45.028 42.033 | 50.06452  45.00995  42.31197
500 50.00089 45.00046  42.29895 | 49.99 45.035 42.038 | 50.12650  45.01577  42.31489
600 49.98500 45.00037  42.29891 | 49.98 45.042 42.049 | 50.15105 45.01577  42.31489
700  49.96844  45.00045  42.29895 | 49.99 45.049 42.057 | 50.09130 45.02153  42.31489
800 49.95939  45.00053  42.29900 | 50.02 45.056 42.064 | 49.97169  45.02899  42.32111

Tablo 4.15 de farkh diigiim nokta sayilarinda mutlak degeri en biiytik 6zdegerlerin
reel ve sanal bilegenleri verildi. N = 301 i¢in | Re (Amax) |= 3.4311, N = 451 icin
| Re (Amax) |= 11.7845 ve N = 551 igin | Re (Amax) |= 21.6149 olarak bulundu.
N = 301 icin | Sa(Amax) |= 14123, N = 451 i¢in | Sa (Amax) |= 5.5668 ve
N =551 i¢in | Sa (Amax) |= 10.8014 olarak bulundu. B-spline diferensiyel quadrature
metotlarda diigiim noktalarinin sayis1 arttikca ozdegerlerin mutlak degerlerinin de
biiytidigii gorildii. Bu durum, 6zdegerlerin kararlilik araligina taginmasi i¢in zaman
adimi uzunlugunun azaltilmasi gerektigini gostermektedir.

Tablo 4.15: KdVB tipi dalgada diigiim noktalarinin sayilarina gore mutlak degeri en
biiyiik 6zdegerler

Kuintik B-spline DQM

Diigiim nokta sayis1 301 351 401 451 501 551
| Re (Amax) | 3.4311 5.4944 8.2461 11.7845 16.2080 21.6149
| Sa (Amax) | 1.4123 2.3996 3.7654 5.5668  7.8953 10.8014
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Sekil 4.30: KAVB tipi dalganin t = 0 — 800, v = 0.0001, ¢ = 0.2, u = 0.1, At = 0.05
ve N = 501 degerleri icin elde edilen grafjkleri
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Sekil 4.31: KAVB tipi dalganin t = 800, ¢ = 0.2, p = 0.1, At = 0.1 ve N = 551
degerleri icin elde edilen grafikleri 134



0.7 4

v=0.2

0.6 4

0.5 4

0.4 4

0.3 4

0.2

0.1 4

0.0

T 1
-50 0 50 100 150

Sekil 4.32: KdVB tipi dalganin ¢ = 800, v = 0.2, ¢ = 0.2, p = 0.1, At = 0.1 ve
N = 551 degerleri i¢gin elde edilen grafigi
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Sekil 4.33: KAVB tipi dalganin N = 301 igin Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen o6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 4.34: KAVB tipi dalganin N = 351 igin Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 4.35: KAVB tipi dalganin N = 401 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 4.36: KAVB tipi dalganin N = 451 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerinin grafikleri

136



8- X
. *,
* *,
Py »,
o ITIITIT TN
oaesress? K3 n.,n‘ﬂ’ ",
O M MZIN %
a o N
o ‘e
K (N
s .
2 . K . o,
$ *,,
g + $ ",
2 of . b4 . . 4 3
z G
3 . 4 o
kY o
I . % . R
(3 o
(X ‘,“
-4 . o
‘" . set? 4
e ‘e cosret? o
o wnwnun‘y‘uﬂ“ Ky
¢
M 0’. . ”’0’
L 1 L L Soveapnset? L L L J
o 2 4 6 10 12 14 16 18

REEL

Sekil 4.37: KAVB tipi dalganin N = 501 igin Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen o6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 4.38: KAVB tipi dalganin N = 551 igin Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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4.5.5 Sonug

Bu boliimde, KdV, Burgers’ ve ana denklem olan KdVB denklemi Kuintik
B-spline DQM yontemi ile ¢oziildii. Kuintik B-spline DQM yontemi ile farkh baglangig
ve sinir sartlari ile verilen dort test probleme ait niimerik ¢oztimler elde edildi. Elde
edilen L, ve L. hata normlar ile I;, Iy ve I3 korunum sabitlerine ait sonuclar
literatiirdeki baz1 sonuglarla karsilagtirilarak tablolar halinde verildi. Analitik ¢oztimii
bulunan test problemde yakinsama oran analizi yapildi ve elde edilen sonuclar tablo
halinde verildi. Kuintik B-spline DQM ’un kararhilik analizi matris kararlilik analizi
ile her dort test probleme ait Ozdegerler elde edilerek ve tablolar halinde verilerek
yapildi. Elde edilen 6zdegerlerin grafikleri verildi ve sonuclarin kararhilik kriterleri
ile uyumlu oldugu goriildii. Tablolar incelendiginde KdV denklemi Solitary dalga
¢oziimil icin Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde edilen sonuglarin literatiirdeki
bazi sonuclara gore daha iyi oldugu, KdV denklemi dalga olusumu probleminde
sonuclarin kabul edilebilir oldugu, Burgers’ denklemi sok benzeri dalga probleminde
elde edilen sonuclarin karsilagtirilan sonuglara gore daha iyi oldugu ve KdVB tipi
dalga ¢oziimiinde elde edilen sonuglarin karsilagtirilan sonuclara gore daha iyi oldugu
goriildii. Her bir probleme ait Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin

grafikleri verildi.
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5. mBURGERS’ DENKLEMININ NUMERIK

COZUMLERI

Bu bolimde mBurgers’ denklemi kuintik ve kuartik B-spline diferensiyel
quadrature metotlar ile niimerik ¢oztimler elde edilecektir.
5.1 mBurgers’ Denkleminin Ayristirilmasi

[a,b] ¢Oziim araligimin diizgiin bir parcalanigi a = 27 < 29 < ... < x, = b ve

Tix1 =x; +h,i=1,....,n — 1 olsun. mBurgers’ denkleminin sinir sartlar

Ula,t) = g1 (1), U,t)=g2(t), te(0,T], (5.1.1)
ve baglangi¢ sarti
U(x,0) = f(x), a<z<b, (5.1.2)
olmak tizere
U +eUU, —vU,, =0 (5.1.3)

seklindedir. Burada U = U (x,t) konum degiskeni, x ve zaman degigkeni ¢'nin bir
fonksiyonudur. e ve v ise pozitif parametrelerdir. (5.1.3) denkleminde U, yalniz

birakilirsa

Uy = —eUU, + vU,, (5.1.4)
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elde edilir. (5.1.4) denkleminde konum ayrigtirmalari i¢in temel diferensiyel quadrature

yaklagimi kullanildiginda
S5 (U) = =eU (w3, ) [wilg1 (1) + o (8)] +v [0 g1 (1) + wZin (1)

olmak tizere,

dU (z4,t) > - - o
— = —<U% (1) S w U (g, t) + 0 Y w U (w,) + 85 (U),
=2 =2
i=23,..,N-1 (5.1.5)

seklinde adi diferensiyel denklem elde edilir. (5.1.5) denkleminin zaman integrasyonu

dordiincti mertebe Runge-Kutta metodu ile yapilarak niimerik ¢oziim elde edilir.

5.2 Kararhlik Analizi

B-spline diferensiyel quadrature metodu mBurgers’ denklemi ntimerik
¢Oziim algoritmasinin kararhlik analizi, diferensiyel quadrature ile konum ayrigtirmasi
yapilmig adi diferensiyel denklem sistemi katsay1r matrisinde lineer olmayan terimin
lineerlegtirilmesinin ardindan 6zdegerlerinin tespit edilmesi esasina dayanmaktadir.

(5.1.5) esitliginde yer alan U (x;) = «; (o sabit) olarak alindiginda A; katsay:

matrisi

[ 1 2 1 2 T

—604%11)57% + vwé% e —504%11);])\,_1 + Uwz,])v_l
1 2 1
—eagwég + vwég e —eagwé ])V_l + Uwé J)V_l
As = ’ ’ (5.2.1)

2 (1) (2) 2 (1) (2)

| —EaN WN_y o TOWNL p o —EQN WNTy N T UWND N
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olmak tizere

dU(dxt%t) U (LL’]‘, t)
a = As (ﬁ’ ) + S5 (U) (5.2.2)
dU(xn—1,
i U(d]ilt)_ _U(zj>t)_

seklinde bir matris forma sahiptir. Sinir gartlar1 ve denklemin homojen olmayan
boliimiinden gelen S5 (U) vektoriiniin kararhliga herhangi bir etkisi bulunmamaktadir.

As matrisinin 6zdegerlerinin durumuna goére metodun kararliligi degerlendirilir.

5.3 Sok Benzeri Dalga

Bu bolimde, mBurgers’ denkleminin kuintik ve kuartik B-spline diferensiyel
quadrature metotlar ile mevcut test problem icin niimerik ¢oztimler elde edilecektir.
Mevcut metotlarin dogrulugunu test etmek icin kararlihik analizi, yakinsama oran
analizi ve daha once yapilan ¢aligmalar ile kargilagtirmalar yapilacaktir.

Analitik ¢oziimii [93] numarali referansta

_ (x/t)
Ule,1) = 1+ (Vt/co) exp(a2/4vt)

seklinde verilen mBurgers’ denkleminde ¢y bir sabit olup 0 < ¢y < 1 seklindedir.

(5.3.1)

Mevcut metotlar ile niimerik ¢oztimler elde edilirken ¢y = 0.5 alinacaktir.
Baglangig sart1 olarak (5.3.1) denkleminin ¢ = 1 i¢in degeri kullanilacak ve simir
sartlar1 olarak da
U,t)=U(1,t) =0, t>0
alinacaktur.
0 < z < 1 araliginda v = 0.01, At = 0.01 ve h = 0.02 degerleri alinarak

Kuintik ve Kuartik B-spline DQM ’lar ile elde edilen simiilasyona ait Lo ve L., hata
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Tablo 5.1: Sok benzeri dalganin 0 < z < 1 araliginda v = 0.01, At = 0.01 ve N =51

degerleri icin elde edilen hata normlar:

Kuintik B-spline DQM

Kuartik B-spline DQM

Septik Kollokasyon [63]

Lo x 103

Loo x 103

Lo x 103

Loo x 103

Lo x 103

Loo x 103

S oo ok w e

0.6883159313
0.6111942976
0.5518907404
0.5243679591
0.5360036465
0.5837932334
0.6527370179
0.7279265681
0.8001311820

1.4061155014
1.2284699151
1.0470408075
0.9114703246
0.8147368174
1.0140945729
1.3014950978
1.5456068136
1.7425840423

0.7955855586
0.6690533313
0.5250528343
0.4048512821
0.3452210304
0.3638648688
0.4337013450
0.5197862999
0.6042925888

1.3795978925
1.1943543646
0.9764154381
0.7849457015
0.6374950443
0.6705419608
0.9863405006
1.2551335234
1.4747885309

0.7904296620
0.6551928290
0.5576794264
0.5105617536
0.5167229575
0.5677438614
0.6427542266
0.7236430257
0.8002564201

1.7030921188
1.1832698216
0.9964523368
0.8561342445
0.7610530060
1.0654548090
1.3581113635
1.6048306653
1.8023938553

normlar1 6nceki ¢ahigmalardan [63] ile karsilagtirilarak Tablo 5.1 ’de verildi. Tablo
5.1 'de goriildigi tizere mevcut metotlar ile elde edilen hata normlariin istenilen
sekilde oldugu ve Kuartik B-spline DQM ile elde edilen hata normlarinin gerek onceki
caligmalardan referans [63] ye oranla gerekse Kuintik B-spline DQM ’a oranla daha
iyi oldugu soylenebilir. Coziim araliginin 0 <z <1 ’den 0 < z < 1.3 ’e genigletilmesi
ve v = 0.01, At = 0.01 ve h = 0.02 degerlerinin ayn1 alinmasiyla elde edilen hata
normlar: ise Tablo 5.2 'de verildi. Tablo 5.2 'de goriildugi tlizere ¢oziim araliginin
0 < x < 1.3 ’e genigletilmesi ile hata normlarimin 0 < z < 1 araligina oranla daha
kiigiik oldugu soylenebilir. Kuintik ve Kuartik B-spline DQM ’lar ile 0 < =z < 1
araliginda elde edilen grafikler sirasiyla Sekil 5.1 ve Sekil 5.2 'de verildi. Sekil 5.1 ve
Sekil 5.2 ’den dalganin 0 < 2 < 1 araligina sigmadigr goriildii ve aralik 0 < x < 1.3
‘e genigletilerek elde edilen dalganin grafikleri Sekil 5.3 ve Sekil 5.4 ’de verildi.

0 <z <1 araliginda v = 0.001 ve At = 0.01 degerleri alinarak Kuintik ve Kuartik
B-spline DQM ’lar ile elde edilen simiilasyona ait Ly ve L., hata normlari onceki
caligmalardan [63] numaral referans ile karsilagtirilarak Tablo 5.3 'de verildi. Tablo

5.3 ’de goriildiigii iizere mevcut metotlar ile elde edilen hata normlarinin istenilen
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Tablo 5.2: Sok benzeri dalganin 0 < x < 1.3 arahiginda v = 0.01, At = 0.01 ve N = 51
icin elde edilen hata normlar:

Kuintik B-spline DQM Kuartik B-spline DQM
t Ly x 103 Lo x 103 Ly x 103 Ly x 103
2 0.6475135665 1.4186922574 | 0.8886356218 1.8426861300
3 0.6038312099 1.2481612622 | 0.7839801828 1.2737334739
4 0.5597368097 1.0744317361 | 0.6849989487 1.0400820954
5 0.5248818857 0.9393940240 | 0.5940348727 0.8973844970
6 0.4962790307 0.8341732147 | 0.5073314693 0.7724074011
7 0.4729494376 0.7511005752 | 0.4274853585 0.6624131760
8 0.4556226380 0.6853562194 | 0.3578233882 0.5679762835
9 0.4457470777 0.6313503003 | 0.3018989951 0.4898501971
10 0.4443904541 0.5873008192 | 0.2638222569 0.4245088370

sekilde oldugu soylenebilir.

Tablo 5.3: Sok benzeri dalganin 0 < z < 1 araliginda v = 0.001, At = 0.01 degerleri
alinarak elde edilen hata normlari

Kuintik B-spline DQM N = 166 | Kuartik B-spline DQM N = 201 Septik Koll. [63] N = 200
t Ly x 103 Loo x 10% Ly x 103 Loo x 10° Ly x 103 Loo x 10%
2 0.1272271131 0.4571371972 0.1370706949 0.4453892504 0.1835491190  0.8185211112
3 0.1108493122 0.3892325088 0.1168507335 0.3842839811 0.1441424335  0.5234833346
4 0.0985692037 0.3332002275 0.1019761971 0.3258391192 0.1144110783  0.3563537207
5  0.0902342480 0.2885116847 0.0920706001 0.2816616769 0.0947865272  0.2549790058
6  0.0840729951 0.2546793589 0.0849484881 0.2484289381 0.0814174677  0.2134847835
7 0.0791869199 0.2283464335 0.0794570772 0.2225471690 0.0718977757  0.1880048432
8  0.0751261273 0.2071234782 0.0750035859 0.2019577762 0.0648368942  0.1682601770
9  0.0716455900 0.1900234319 0.0712618898 0.1851510002 0.0594114970  0.1524074966
10 0.0685991848 0.1759277031 0.0680382860 0.1711033543 0.0551151456  0.1394312127

0 <z <1 araliginda v = 0.001 ve At = 0.01 degerleri alinarak Kuintik ve Kuartik
B-spline DQM ’lar kullanilarak farkli diigiim nokta sayilar1 i¢in ¢ = 10 zamaninda
elde edilen hata normlar1 ve yakinsama oranlari Tablo 5.4 ’de verildi. Ly ve Lo
hata normlarimin diigiim nokta sayisi arttikca hem Kuintik B-spline DQM ’unda

hem de Kuartik B-spline DQM ’unda hata normlarinin azaldig1 gézlendi. Yakinsama
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Sekil 5.1: Sok benzeri dalganin 0 < x < 1 araligindat =1 -9, v = 0.01, At = 0.01
ve N = 51 degerleri i¢in Kuintik B-spline DQM ile elde edilen grafikleri
oranlarmin ise, [0.16, 1.35] araliginda degistigi goriildii.

Kuintik ve Kuartik B-spline DQM ’lar kullanilarak v = 0.01 ve v = 0.001 degerleri
ile elde edilen niimerik ¢oztimlerde t = 10 zamanindaki mutlak hatalara ait grafikler
sirasiyla Sekil 5.7—5.9 'da verildi. Sekil 5.7—5.9 'da goriildiigii tizere v = 0.01 iken
mevcut metotlar benzer grafiklere sahip olup mutlak hatanin sag sinir degere dogru
yaklagtikca arttigi ve Sekil 5.8—5.9 ’da goriildiigii iizere, v = 0.001 oldugunda, mevcut
metotlarin yine benzer grafiklere sahip oldugu ancak mutlak hatanin x = 0.21
civarinda maksimum degerde oldugu gorildii.

Kararlilik analizi icin o6zdegerler farkli diigiim nokta sayilari icin aragtirildi.
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Sekil 5.2: Sok benzeri dalganin 0 < x < 1 araligindat =1 —9, v = 0.01, At = 0.01
ve N = 51 degerleri i¢in Kuartik B-spline DQM ile elde edilen grafikleri
N =21, N=41, N =61, N =81, N =101 ve N = 121 i¢in Kuintik B-spline DQM
ile elde edilen 6zdegerlerin reel ve sanal kisimlarini gosteren grafikler Sekil 5.10—5.15
‘de verildi. Farkli diigiim nokta sayisina gore elde edilen o6zdegerler icerisinde sadece
reel kisimdan olusan 6zdegerler oldugu gibi reel ve sanal bilegsenlere sahip 6zdegerlerin
de mevcut oldugu goriildii. Elde edilen 6zdegerlerin birinci boliimde verilen kararhlik
kriterleri ile uyumlu oldugu gorildii.

Kuartik B-spline DQM ’un kararhlik analizi i¢in de 6zdegerler, Kuintik B-spline
DQM icin incelenen diigiim nokta sayilari olan N = 21, N =41, N = 61, N = 81,

N =101 ve N = 121 igin incelendi. Kuartik B-spline DQM ile elde edilen 6zdegerlerin
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Sekil 5.3: Sok benzeri dalganin 0 < x < 1.3 arahiginda t =1 -9, v = 0.01, At = 0.01
ve N = 51 degerleri i¢in Kuintik B-spline DQM ile elde edilen grafikleri
reel ve sanal kistmlarini gosteren grafikler Sekil 5.16—5.21 'de verildi. Farkli diigiim
nokta sayisina gore elde edilen ozdegerler icerisinde sadece reel kisimdan olugan
ozdegerler oldugu gibi reel ve sanal bilegenlere sahip 6zdegerlerin de mevcut oldugu
goriildii. Elde edilen 6zdegerlerin birinci boliimde anlatilan kararlilik kriterleri ile
uyumlu oldugu gorildii.

Tablo 5.5 ’de Kuintik ve Kuartik B-spline DQM ’lar ile farkli diigiim nokta
sayllarinda elde edilen mutlak degeri en biiylik 6zdegerlerin reel ve sanal bilegenleri
verildi. Kuintik B-spline DQM unda N = 21 igin | Re (Apax) |= 20.5417, N = 61

i¢in | Re (Amax) |= 189.3202 ve N = 121 i¢in | Re (Amax) |= 829.5248 olarak bulundu.
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Sekil 5.4: Sok benzeri dalganin 0 < z < 1.3 arahiginda t =1 -9, v = 0.01, At = 0.01
ve N = 51 degerleri i¢in Kuartik B-spline DQM ile elde edilen grafikleri

N =21 icin | Sa (Amax) |= 1.6568, N = 61 icin | Sa (Amax) |= 39.1720 ve N = 121 i¢in
| Sa (Amax) |= 412.9202 olarak bulundu. Kuartik B-spline DQM ’'unda ise, N = 21
icin | Re (Amax) |= 45.9508, N = 61 icin | Re (Amax) |= 351.4984 ve N = 121 icin
| Re (Amax) |= 1271.8797 olarak bulundu. N = 21 icin | Sa (Amax) |= 15.7014, N = 61
i¢in | Sa (Amax) |= 160.8740 ve N = 121 i¢in | Sa (Amax) |= 675.8866 olarak bulundu.
B-spline diferensiyel quadrature metotlarda diigiim noktalarinin sayisi arttikca
ozdegerlerin mutlak degerlerinin de biiyiidiigii goriildii. Bu durum, ozdegerlerin
kararlilik araligina taginmasi i¢in zaman adimi uzunlugunun azaltilmas1 gerektigini

gostermektedir.
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Sekil 5.5: Sok benzeri dalganin 0 < z < 1 araliginda t =1—9, v = 0.001, At = 0.01
ve N = 166 degerleri i¢in Kuintik B-spline DQM ile elde edilen grafikleri

Tablo 5.4: Sok benzeri dalganin v = 0.001 ve At = 0.01 degerleri alimarak ¢ = 10
zamaninda elde edilen hata normlar1 ve yakinsama oranlar

Kuintik B-spline DQM Kuartik B-spline DQM

N Lox10° YO (L2) Loox10° YO (Loo) | L2 x10° YO (L2) Loo x10° YO (Loo)
11 0.26 - 0.64 - 0.43 - 0.98 -

21 0.13 1.07 0.30 1.17 0.35 0.31 0.88 0.16
31 0.11 0.43 0.25 0.47 0.22 1.19 0.52 1.35
41 0.10 0.34 0.23 0.30 0.17 0.92 0.39 1.02
61 0.09 0.27 0.21 0.23 0.14 0.88 0.30 1.20
81 0.08 0.42 0.20 0.17 0.10 0.72 0.19 0.98
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Sekil 5.6: Sok benzeri dalganin 0 < z < 1 araliginda ¢t =1—9, v = 0.001, At = 0.01
ve N = 201 degerleri i¢in Kuartik B-spline DQM ile elde edilen grafikleri

0.0020 — 0.0020 —

0.0015 0.0015

nmerik,
menkl

0.0010 0.0010

Hata |U-U
Hata |U-U"

0.0005 0.0005 <

0.0000 0.0000
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

X X

Sekil 5.7: Sok benzeri dalganin 0 < z < 1 araliginda ¢t = 10, v = 0.01, At = 0.01
ve N = 51 degerleri i¢in sirasiyla Kuintik ve Kuartik B-spline DQM ile elde edilen
mutlak hatalar

149



0.00020 —

0.00015
2
D 0.00010 4
ol
©
uny

0.00005 -
0.00000 T T 1 T
0.0 0.2 0.4

0.6 0.8

Sekil 5.8: Sok benzeri dalganin 0 < z < 1 arahiginda ¢t = 10, v = 0.001, At = 0.01 ve
N = 166 degerleri i¢gin Kuintik B-spline DQM ile elde edilen mutlak hata
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Sekil 5.9: Sok benzeri dalganin 0 < z < 1 arahiginda ¢t = 10, v = 0.001, At = 0.01 ve
N = 201 degerleri i¢in Kuartik B-spline DQM ile elde edilen mutlak hata
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Sekil 5.10: Sok benzeri dalganin N = 21 igin Kuintik B-spline DQM y&ntemi ile elde
edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 5.11: Sok benzeri dalganin N = 41 igin Kuintik B-spline DQM y&ntemi ile elde
edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 5.12: Sok benzeri dalganin N = 61 igin Kuintik B-spline DQM y&ntemi ile elde
edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 5.13: Sok benzeri dalganin N

edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 5.14: Sok benzeri dalganin N = 101 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde

edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 5.15: Sok benzeri dalganin N

edilen 6zdegerlerinin grafikleri

121 i¢in Kuintik B-spline DQM yontemi ile elde
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Sekil 5.16: Sok benzeri dalganin N = 21 i¢in Kuartik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 5.17: Sok benzeri dalganin N = 41 i¢in Kuartik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen o6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 5.18: Sok benzeri dalganin N = 61 i¢in Kuartik B-spline DQM yontemi ile elde
edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 5.19: Sok benzeri dalganin N

edilen 6zdegerlerinin grafikleri
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Sekil 5.20: Sok benzeri dalganin N = 101 i¢in Kuartik B-spline DQM yontemi ile elde
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Sekil 5.21: Sok benzeri dalganin N = 121 i¢in Kuartik B-spline DQM yontemi ile elde
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Tablo 5.5: Sok benzeri dalgada diigiim noktalarinin sayilarina gore mutlak degeri en
biiyiik 6zdegerler.

Kuintik B-spline DQM

Diigiim nokta sayisi 21 41 61 81 101 121
| Re (Amax) | 20.5417  83.9200 189.3202 336.7929 545.0097  829.5248
| Sa (Amax) | 1.6568 7.4688  39.1720 116.7320 242.0811  412.9202
Kuartik B-spline DQM
Diigliim nokta sayisi 21 41 61 81 101 121
| Re (Amax) | 45.9508 166.3706 351.4984 598.4487 905.5934 1271.8797
| Sa (Amax) | 15.7014  68.7637 160.8740 292.5904 464.5428  675.8866
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5.3.1 Sonuc

Bu boliimde, mBurgers’ denklemi Kuintik B-spline DQM ve Kuartik B-spline
DQM yontemleri ile sok benzeri dalga probleminin niimerik ¢oziimleri elde edildi.
Elde edilen L, ve L. hata normlarina ait sonuclar literatiirde mevcut olan bazi
sonuglarla kargilagtirilarak tablolar halinde verildi. Analitik ¢oziimii bulunan test
problemde yakinsama oran analizi yapildi ve elde edilen sonuclar tablo halinde verildi.
Kuintik B-spline DQM ve Kuartik B-spline DQM yontemlerinin kararlilik analizi
matris kararlilik analizi ile mevcut test probleme ait 6zdegerler elde edilerek ve tablolar
halinde verilerek yapildi. Elde edilen 6zdegerlerin grafikleri verildi ve sonuglarin
kararlilik kriterleri ile uyumlu oldugu goriildii. Tablolar incelendiginde sok benzeri
dalga ¢oziimii icin Kuintik B-spline DQM ve Kuartik B-spline DQM yontemler ile
se¢tigimiz degerler icin elde edilen sonuclarin literatiirdeki baz sonuglara gore zaman
zaman daha iyi oldugu, zaman zaman da karsilagtirilan sonuclarla uyumlu oldugu
goriildii. Test probleme ait Kuintik B-spline DQM ve Kuartik B-spline DQM ile elde

edilen ¢oztimlerin grafikleri verildi.
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