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(İnönü Üniversitesi)
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Sevgili eşim Sema’ya ve biricik kızım Elif ’e...



ONUR SÖZÜ
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ÖZET

Doktora Tezi

TANJANT DEMETLER ÜZERİNDE CHEEGER-GROMOLL METRİKLİ BAZI
YAPILAR

Ahmet KAZAN

İnönü Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

112+v sayfa

2015
Danışman: Prof. Dr. H. Bayram KARADAĞ

Beş bölümden oluşan bu tezin giriş bölümünde konuyla ilgili bazı genel değerlendir-
meler yapılmış ve bu konuya temel olan bazı çalışmalara yer verilmiştir.

İkinci bölümde, tezin orijinal bölümlerinde kullanılacak olan bazı temel kavramlar
sunulmuştur.

Üçüncü bölümde öncelikle tanjant demetler üzerinde doğal metrik kavramı tanım-
lanarak bazı sonuçlar verilmiş ve ardından da tanjant demetler üzerinde doğal metrik
türlerinden biri olan Cheeger-Gromoll (C-G) metrik tanımlanarak bu metrikle ilgili
bazı geometrik sonuçlar verilmiştir.

Tezin dördüncü ve beşinci bölümleri orijinal çalışmalardan oluşmakta olup, dör-
düncü bölümde ilk olarak C-G metrikli hemen hemen parakontakt tanjant demetler
tanımlanmış ve bu tanjant demetlerin normalliğini karakterize eden teorem ifade
edilmiştir. Ayrıca, C-G metrikli parakontakt, K-parakontakt ve para-Sasakian tan-
jant demetler tanımlanarak bu kavramlarla ilgili bazı sonuçlar elde edilmiştir. Bu
bölümde son olarak da, C-G metrikli hemen hemen parakontakt tanjant demetlerin
eğrilikleri ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir.

Beşinci ve son bölümde ise, ilk önce bir M manifoldu üzerinde metalik yapı
kavramı ifade edilerek TM tanjant demeti üzerinde TM metalik yapı kavramı tanım-
lanmıştır. Daha sonra C-G metrikle donatılmış bir metalik tanjant demetin metalik
Riemannian tanjant demet olma şartı elde edilmiştir. Son olarak da, C-G metrikle
donatılmış metalik Riemannian tanjant demetlerin bir sınıfı olan Golden Riemannian
tanjant demetlerin lokal olarak ayrıştırılabilir olmasıyla ilgili bir teorem verilmiştir.

ANAHTAR KELİMELER: Tanjant Demet, Doğal Metrik, Cheeger-Gromoll Met-
rik, Parakontakt Manifold, Metalik Yapı.
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SOME STRUCTURES WITH CHEEGER-GROMOLL METRIC ON TANGENT
BUNDLES

Ahmet KAZAN
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Department of Mathematics

112+v pages

2015
Supervisor: Prof. Dr. H. Bayram KARADAĞ

In the introduction chapter of this thesis consisting of five chapters, some general
evaluations have been done about the subject and some studies which are main into
this subject have been given.

In the second chapter, some fundamental notions which will be used in the
original chapters of this thesis have been presented.

In the third chapter, firstly the notion of natural metric has been determined on
tangent bundles and some results have been given about it. Later, Cheeger-Gromoll
(C-G) metric which is a type of the natural metrics on tangent bundles has been
determined and some geometric results have been given about this metric.

The fourth and fifth chapters of the thesis consist of the original studies. In the
fourth chapter, firstly almost paracontact tangent bundles with C-G metric has been
determined and then a theorem which characterizes the normality of these tangent
bundles has been expressed. Also, paracontact, K-paracontact and para-Sasakian
tangent bundles with C-G metric have been determined and some results have been
obtained about these notions. In this chapter, finally some conclusions about the
curvatures of almost paracontact tangent bundles with C-G metric have been given.

In the fifth chapter, first the notion of metallic structure on a manifold M has
been expressed and the notion of TM metallic structure on a tangent bundle TM
have been determined. Later, a condition for a metallic tangent bundle which has
been equipped with C-G metric to be a metallic Riemannian tangent bundle has
been obtained. Finally, a theorem for a Golden Riemannian tangent bundle which
is a class of the metallic Riemannian tangent bundles equipped with C-G metric to
be locally decomposable has been given.

KEY WORDS: Tangent Bundle, Natural Metric, Cheeger-Gromoll Metric,
Paracontact Manifold, Metallic Structure.
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ÖZET i

ABSTRACT ii

TEŞEKKÜR iii

İÇİNDEKİLER iv
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2.2.3 Tanjant Demet Üzerinde Lie Braket . . . . . . . . . . . . . . . 19
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DEMETLER 57

4.1 Cheeger-Gromoll Metrikli Hemen Hemen Parakontakt Tanjant Demetler 58

4.2 Cheeger-Gromoll Metrikli Normal Hemen Hemen

Parakontakt Tanjant Demetler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.3 Cheeger-Gromoll Metrikli Parakontakt Tanjant Demetler . . . . . . . 75

iv



4.4 Cheeger-Gromoll Metrikli Hemen Hemen Parakontakt Tanjant Demetlerin
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Tanjant Demetler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

KAYNAKLAR 108
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BÖLÜM 1

GİRİŞ

M bir C∞ manifold olsun. M manifoldunun herhangi bir p noktasındaki tanjant

uzayı TpM olmak üzere, M ’nin tüm p noktalarındaki TpM tanjant uzaylarının ayrık

birleşimi olan

TM =
⋃
p∈M

TpM

ye M ’nin tanjant demeti denir.

Bir (M, g) Riemann manifoldunun TM tanjant demetinin geometrisi, matematik

ve fiziğin birçok alanı için oldukça önemlidir. Son yıllarda literatürde tanjant

demetlerin lokal ve global geometrik özellikleri ile ilgili birçok çalışmaya rastlanmakta-

dır. Bu alanda çalışmalar yapılırken, ∀X, Y ∈ C∞(TM) ve (p, u) ∈ TM için

(i) ḡ(p,u)(X
h, Y h) = gp(X, Y )

(ii) ḡ(p,u)(X
h, Y v) = 0

şartlarını sağlayan ve g’ye göre doğal metrikler olarak adlandırılan ḡ metriklerinin

değişik tipleri kullanılmıştır. Tanjant demetlerin geometrisi, ilk olarak 1958 yılında

Sasaki metrik olarak adlandırılan ve bir M diferensiyellenebilir manifoldu üzerindeki

g Riemann metriği yardımıyla

(i) ĝ(p,u)(X
h, Y h) = gp(X, Y )

(ii) ĝ(p,u)(X
h, Y v) = 0

(iii) ĝ(p,u)(X
v, Y v) = gp(X, Y )

şeklinde tanımlanan yeni bir ĝ metriği kullanılarak Sasaki tarafından çalışılmıştır

[1]. Daha sonra tanjant demetler, (M, g) üzerindeki ∇ Levi-Civita konneksiyonuna

göre yatay ve dikey altdemetlerine ayrıştırılabilmiştir ve bu durum, Dombrowski

tarafından
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”Bir (p, u) noktasındaki tanjant demetler,

T(p,u)TM = H(p,u) ⊕ V(p,u)

olacak şekilde yatay ve dikey altdemetlerine ayrıştırılabilirler.”

şeklindeki önermeyle ifade edilmiştir [2]. Ardından da bir TM tanjant demetinin Lie

Braket’i, TM üzerinde ∇̂ Levi-Civita konneksiyonu ve R̂ Riemann eğrilik tensörü [2]

ve [3]’te elde edilmiştir.

Sasaki metriğinden farklı bir diğer doğal metrik olan Cheeger-Gromoll metrik,

M üzerindeki g Riemann metriği yardımıyla

(i) g̃(p,u)(X
h, Y h) = gp(X, Y )

(ii) g̃(p,u)(X
h, Y v) = 0

(iii) g̃(p,u)(X
v, Y v) = 1

1+r2
{gp(X, Y ) + gp(X, u)gp(Y, u)}, r =

√
g(u, u)

şeklinde Musso ve Tricerri tarafından, [4]’teki Cheeger ve Gromoll’un çalışmasından

faydalanılarak tanımlanmıştır [5]. Ardından, (TM, g̃)’nın ∇̃ Levi-Civita konneksiyo-

nu ve R̃ Riemann eğrilik tensörü [6] ve [7]’de verilmiştir.

Son zamanlarda Cheeger-Gromoll metrikli tanjant demetlerin geometrisi birçok

matematikçi tarafından çalışılmaktadır ( [8–13]...).

Diğer taraftan kontakt geometri, fizik ve matematiğin değişik alanlarında sıkça

kullanılan bir konudur. Kontakt geometri ilk olarak Christian Huygens, Barrow

ve Isaac Newton’un çalışmalarıyla ortaya çıkmıştır. Kontakt dönüşümler teorisi

daha sonraları S. Lie tarafından bazı diferensiyel denklemlerin çözümünü elde etmek

için geliştirilmiştir. 1970’lerin başlarında kontakt geometride, topolojik metotlar

önemli bir rol almaya başladı. Fakat, global topolojik sonuçların alınması 1980’lerin

ortalarını buldu. Bundan sonra, 3-boyutlu kontakt geometri ve topoloji çalışmaları-

nın yararlı faaliyetler olduğu görüldü ve daha yüksek boyutlu kontakt topolojiyi

anlamak için önemli adımlar atılmaya başlandı.

20. yüzyılın ilk yarısında E. Cartan ve Darboux’un kontakt geometrinin gelişimin-

de büyük katkıları olmuştur. Ayrıca kontakt manifoldlarda önemli bir yeri olan

Sasakian manifoldların tanımı 1960’lı yıllarda Japon matematikçi S. Sasaki tarafın-
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dan verilmiştir. Yine aynı yıllarda yaşayan M. Gray, K. Ogiue ve W. M. Bootby

gibi matematikçilerin bu konuyla ilgili çalışmaları dikkat çekmektedir.

Ayrıca kontakt geometri, pür matematiğin diğer alanlarıyla da bağlantılar içerir

ve mekanik, optik, termodinamik ve kontrol teorisinin uygulama alanlarında da

önemli bir yere sahiptir. Günümüzde de kontakt geometri ve kontakt geometriden

esinlenerek ortaya çıkan parakontakt geometri ile ilgili pek çok matematikçi çalışma-

lar yapmaya devam etmektedir ( [14–23]...).

Diğer taraftan, altın orandan esinlenerek ortaya çıkmış olan J2−J−I = 0 şartını

sağlayan J golden yapısının bir genellemesi olan ve J2−pJ−qI = 0 şartını sağlayan

J yapısı, metalik yapı olarak bilinmekte ve p ve q pozitif tamsayılarının aldığı farklı

değerlere göre bu yapı, golden yapı dışında silver yapı, bronze yapı, copper yapı,

subtle yapı ve nickel yapı gibi sınıflara ayrılmaktadır. Son yıllarda, çoğu golden

yapılarla ilgili olmak üzere, metalik yapılarla ilgili birçok çalışma yapılmaktadır

( [24–28]...).

Doktora tezi olarak hazırlanan bu çalışma beş bölümden oluşmaktadır. İkinci

bölüm tezde kullanılacak olan temel kavramlara ayrılmaktadır. Bu bölümün birinci

alt bölümünde, Riemann manifoldlar üzerinde bazı önemli kavramlar verilmektedir.

İkinci alt bölümde ise, öncelikle tanjant demet kavramı ifade edilerek vektör alanları-

nın yatay ve dikey liftleri verilmekte ve bu liftler yardımıyla TM tanjant demeti

üzerinde Lie braket tanımlanmaktadır. Daha sonra, tanjant demetler üzerinde doğal

hemen hemen kompleks yapı tanımlanarak bu yapıyla ilgili bazı karakterizasyonlar

verilmektedir.

Üçüncü bölümün birinci alt bölümünde, doğal metrikler tanımlanarak bu metriğe

göre tanjant demetin Levi-Civita konneksiyonuyla ilgili bazı sonuçlar verilmektedir.

İkinci alt bölümde, doğal metriklerin özel bir sınıfı olan Cheeger-Gromoll metrik

tanımlanmakta ve yatay ve dikey liftlere göre Levi-Civita konneksiyonu elde edilmeye

çalışılmaktadır. Üçüncü alt bölümde, Cheeger-Gromoll metrikli tanjant demetlerin

Riemann eğrilik tensörü elde edilmekte ve son alt bölümde ise Cheeger-Gromoll

metrikli tanjant demetlerin kesitsel eğrilikleri ve skalar eğriliği verilmektedir.

Dördüncü bölüm, tezin orijinal kısımlarının başladığı bölüm olup dört alt bölüm-

den oluşmaktadır. Bu bölümde önce, (2n+1)-boyutlu bir (M, g) Riemann manifoldu-
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nun parakontakt yapısıyla ilgili bazı kavramlar hatırlatılmaktadır. Daha sonra ilk alt

bölümde, Cheeger-Gromoll (C-G) metrikli bir TM tanjant demeti üzerinde hemen

hemen parakontakt yapı ve temel 2-form kavramları tanımlanarak bu kavramlarla

ilgili bazı hesaplamalar yapılmaktadır. İkinci alt bölümde, uzun hesaplamalar sonun-

da C-G metrikli hemen hemen parakontakt tanjant demetler için normallik şartı elde

edilmektedir. Üçüncü alt bölümde, parakontakt C-G metrik tanjant demet, K-para-

kontakt C-G metrik tanjant demet, C-G para-Sasakian tanjant demet kavramları

tanımlanarak bu kavramlarla ilgili bazı karakterizasyonlar verilmektedir. Dördüncü

ve son alt bölümde ise, bir TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant

demetinin R̃ Riemann eğrilik tensörü ve K̃ kesitsel eğriliği ile ilgili bazı sonuçlar

bulunmakta ve son olarak da bir TM tanjant demetinin ortonormal bazları yardımıy-

la, TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin S̃ Ricci eğriliği ve

σ̃ skalar eğriliği elde edilmektedir.

Son bölüm olan beşinci bölüm ise üç alt bölümden oluşmaktadır. Birinci alt

bölümde, p ve q iki pozitif tamsayı olmak üzere (p, q)-metalik sayılar ve bir M

manifoldu üzerinde metalik yapı kavramları tanımlanmakta ve p ve q’nun çeşitli

değerlerine göre metalik Riemannian yapıların bazı sınıflarından bahsedilmektedir.

İkinci alt bölümde, tanjant demetler üzerinde J̃ metalik yapısı tanımlanarak NJ̃

Nijenhuis tensörü yardımıyla J̃ metalik yapısının integrallenebilirlik şartı elde edil-

mekte ve ardından Cheeger-Gromoll metriğiyle donatılmış bir metalik tanjant deme-

tin metalik Riemannian tanjant demet olma şartı bulunmaktadır. Üçüncü alt bölüm-

de ise, Cheeger-Gromoll metriğiyle donatılmış metalik Riemannian tanjant demetle-

rin bir sınıfı olan bir golden Riemannian tanjant demetin lokal olarak ayrıştırılabilir

olmasıyla ilgili bir sonuç verilmektedir.
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Tezin orijinal kısımlarında kullanılacak olan bazı temel kavramların verildiği bu

bölüm iki alt bölümden oluşmaktadır. Birinci alt bölümde, bir diferensiyellenebilir

manifold ve bir g iç çarpımı yardımıyla Riemann manifold kavramı tanımlanarak

Riemann manifoldlar üzerinde bazı önemli kavramlar verilmektedir. İkinci alt bölüm-

de, öncelikle bir M diferensiyellenebilir manifoldunun TM tanjant demeti ifade

edilmekte ve vektör alanlarının yatay ve dikey liftleri verilmektedir. Ayrıca lokal

koordinatlarda liftler yardımıyla TM tanjant demeti üzerinde Lie braket tanımlan-

maktadır. Son olarak da, tanjant demetler üzerinde doğal hemen hemen kompleks

yapı tanımlanarak bu yapıyla ilgili bazı karakterizasyonlar verilmektedir.

2.1 Riemann Manifoldları

Tanım 2.1.1. M sayılabilir bir baza sahip topolojik Hausdorff uzayı olsun. M ’ye

topolojik manifold denir, eğer bir n ∈ N ve herbir p ∈M noktası için p’nin bir Up

açık komşuluğu herhangi bir Vp ⊂ Rn açık altkümesine homeomorfik olacak şekilde

varsa. Buradaki n tamsayısı M ’nin boyutudur ve bundan sonra n-boyutlu bir M

manifoldu Mn ile gösterilecektir [29].

Tanım 2.1.2. Mn bir topolojik manifold olsun. U , M ’nin açık ve bağlantılı bir

altkümesi ve ϕ : U −→ Rn de bir homeomorfizm olsun. Bu taktirde (U,ϕ)’ye M

üzerinde bir lokal koordinat denir. M üzerindeki lokal koordinatların bir A =

{(Uα, ϕα)|α ∈ I} kolleksiyonuna Cr-atlas denir, eğer

i) M =
⋃
α

Uα,

ii) ϕβ ◦ϕ−1
α |ϕα(Uα∩Uβ) : ϕα(Uα∩Uβ) −→ Rn uygun geçiş dönüşümleri ∀α, β ∈ I için

Cr iseler.
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Eğer A, M üzerinde bir Cr-atlas ise, bu taktirde M üzerinde bir (U,ϕ) lokal

koordinatına A ile uyumlu denir, eğer A ∪ {(U,ϕ)} bir Cr-atlas ise. Bir Â Cr-atlası

maksimaldir, eğer kendisiyle uyumlu tüm lokal koordinatları içeriyorsa. Bu durum-

da Â’ya M üzerinde bir Cr-yapı ve (M, Â) ikilisine de bir diferensiyellenebilir

Cr-manifold denir [29].

Tanım 2.1.3. M bir C∞ manifold olsun. M üzerinde, vektör alanlarının uzayı

χ(M) ve reel değerli C∞ fonksiyonların halkası C∞(M,R) olmak üzere,

g : χ(M)× χ(M)→ C∞(M,R)

şeklinde bir iç çarpım tanımlı ise M ’ye bir Riemann manifoldu denir. Buradaki g

işlemine M üzerinde iç çarpım, metrik tensör, Riemann metriği veya diferensiyellene-

bilir metrik denir [30].

Tanım 2.1.4. M bir C∞ manifold olsun. M üzerinde vektör alanlarının uzayı

χ(M) olmak üzere,

∇ : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X, Y ) → ∇(X, Y ) = ∇XY

fonksiyonu ∀X, Y, Z ∈ χ(M) ve ∀f, g ∈ C∞(M,R) için,

1. ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

2. ∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y

özelliklerini sağlıyorsa ∇’ya M manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon ve ∇X ’e

de X’e göre kovaryant türev operatörü denir [30].

Tanım 2.1.5. M bir Riemann manifoldu ve ∇ da M üzerinde bir afin konneksiyon

olsun. Eğer

1. ∇, C∞ sınıfındandır,

2. M ’nin bir A bölgesi üzerinde C∞ olan ∀X, Y ∈ χ(M) için

∇XY −∇YX = [X, Y ] (Sıfır torsiyon özelliği),
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3. M ’nin bir A bölgesi üzerinde C∞ olan ∀X, Y ∈ χ(M) ve ∀p ∈M noktası için

Xpg(Y, Z) = g(∇XY, Z)|p + g(Y,∇XZ)|p

(Konneksiyonun metrikle bağdaşabilme özelliği)

özellikleri sağlanıyorsa ∇ konneksiyonuna M üzerinde bir Riemann konneksiyonu

veya M ’nin Levi-Civita konneksiyonu ve ∇X ’e de X’e göre Riemann anlamın-

da kovaryant türev operatörü denir [30].

Teorem 2.1.1. Bir Riemann manifoldu üzerinde bir tek Riemann konneksiyonu

vardır. Bu konneksiyon, Kozsul özdeşliği olarak bilinen

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )

−g(X, [Y, Z]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X, Y ])

eşitliği ile karakterize edilir [31].

Tanım 2.1.6. M bir C∞ manifold olsun. χ(M), M üzerinde vektör alanlarının

kümesini ve χ∗(M) de χ(M)’nin dualini göstersin. Ayrıca T rs de

T : χ(M)× χ(M)× ...× χ(M)︸ ︷︷ ︸
r-tane

× χ∗(M)× χ∗(M)× ...× χ∗(M)︸ ︷︷ ︸
s-tane

−→ C∞(M,R)

şeklindeki bütün lineer dönüşümlerin kümesini göstersin. Bu taktirde, M ’de T rs ’nin

bir K elemanına (r,s)-tipinde bir tensör alanı denir. Ayrıca bu K tensör

alanına r-yinci dereceden kovaryant, s-yinci dereceden kontravaryant tensör alanı

denir. T r0 = T r, T 0
s = Ts ve T 0

0 = C∞(M,R)’dir [32].

Tanım 2.1.7. M bir C∞ manifold ve M üzerinde r-formların uzayı Λr(M) olsun.

Bu taktirde

1. Eğer f ∈ C∞(M,R) ise df(X) = X(f),

2. θ, w ∈ Λr(M) olmak üzere

d(θ ∧ w) = dθ ∧ w + (−1)rθ ∧ dw,

3. d2 = 0
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şartlarını sağlayan bir

d : Λr(M) −→ Λr+1(M)

şeklindeki d dönüşümüne dış türev denir.

w bir r-form olmak üzere

dw(X0, X1, ..., Xr) =
1

r + 1
{

r∑
i=0

(−1)iXiw(X0, X1, ..., X̂i, ..., Xr)

+
∑

0≤i<j≤r

(−1)i+jw([Xi, Xj], X1, ..., X̂i, ..., X̂j, ..., Xr)}

dir. Özel olarak, eğer w bir 1-form ise

dw(X0, X1) =
1

2
{Xow(X1)−X1w(X0)− w([X0, X1])}

ve eğer w bir 2-form ise

dw(X0, X1, X2) =
1

3
{X0(w(X1, X2))−X1(w(X0, X2)) +X2(w(X0, X1))

−w([X0, X1], X2) + w([X0, X2], X1)− w([X1, X2], X0)}

dır [33].

Tanım 2.1.8. M bir diferensiyellenebilir manifold ve X ile Y de M üzerinde

diferensiyellenebilir vektör alanları olsunlar. Bir f ∈ C∞(M,R) için

[, ] : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

[X, Y ] (f) = X(Y (f))− Y (X(f))

şeklinde tanımlanan [, ] fonksiyonuna X ile Y ’nin Lie (parantez) operatörü

denir.

Lie operatörü ∀X, Y, Z ∈ χ(M) ve ∀f, g ∈ C∞(M,R) için aşağıdaki özellikleri

sağlar:

(i) [X, Y ] = − [Y,X] ,

(ii) [aX + bY, Z] = a [X,Z] + b [Y, Z] ,

(iii) [[X, Y ] , Z] + [[Y, Z] , X] + [[Z,X] , Y ] = 0,
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(iv) [fX, gY ] = fg [X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.

Buradaki (iii) özelliğine Jakobi Özdeşliği denir [34].

Tanım 2.1.9. M , n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda, M üzerinde

R : χ(M)× χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X, Y, Z) → R(X, Y, Z) = R(X, Y )Z

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

= ([∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ])Z

şeklinde tanımlı tensöre ∇ konneksiyonunun Riemann eğrilik tensörü denir [31].

Tanım 2.1.10. M bir Riemann manifoldu ve g de M ’nin Riemann metriği olsun.

Bu durumda

R : χ(M)× χ(M)× χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X, Y, Z,W ) → R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )

şeklinde tanımlanan 4. mertebeden kovaryant tensöre, M üzerinde Riemann Ch-

ristoffel eğrilik tensörü denir.

M üzerinde aşağıdaki bağıntılar geçerlidir:

(i) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,

(ii) R(X, Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ),

(iii) R(X, Y, Z,W ) = −R(X, Y,W,Z),

(iv) R(X, Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ) [30].

Buradaki (i) özelliği I. Bianchi özdeşliği olarak bilinir.

Tanım 2.1.11. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. TPM tanjant uzayının iki

boyutlu bir altuzayı π olmak üzere, V,W ∈ π tanjant vektörleri için Q fonksiyonu

Q(V,W ) = g(V, V )g(W,W )− g(V,W )2
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şeklinde tanımlansın. Q(V,W ) 6= 0 olmak üzere

K(V,W ) =
R(V,W,W, V )

Q(V,W )
=
g(R(V,W )W,V )

Q(V,W )

ifadesine π’nin kesitsel eğriliği denir ve K(π) ile gösterilir [35].

Eğer {V,W}, π için bir ortonormal baz ise

K(π) = g(R(V,W )W,V )

olur. Ayrıca eğer K(π), TPM ’deki herbir π düzlemi ve M ’nin herbir p noktası

için sabitse, bu taktirde M ’ye sabit eğrilikli uzay denir. Bununla birlikte sabit k

eğrilikli uzay için

R(X, Y )Z = k [g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ]

eşitliği geçerlidir [32].

Tanım 2.1.12. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e1, e2, ..., en} de M ’nin

lokal ortonormal vektör alanları olsunlar. Bu durumda

S : χ(M)× χ(M) → R

(X, Y ) → S(X, Y ) =
n∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei)

şeklinde tanımlı (0,2)-tipindeki S tensör alanına, M üzerinde Ricci eğrilik tensörü

denir. Ayrıca,

r =
n∑
i=1

S(ei, ei)

değerine de M ’nin skalar eğriliği denir [32].

2.2 Tanjant Demetler ve Tanjant Demetler Üzerinde Bazı

Yapılar

Tanım 2.2.1. M , n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M ’nin TM

tanjant demeti

TM =
⋃
p∈M

TpM = {(p, u)| p ∈M, u ∈ TpM}
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şeklinde verilir. Ayrıca

π : TM −→ M

(p, u) −→ p

şeklindeki demet dönüşümüne TM ’nin doğal projeksiyonu denir [36].

Bu durumda, M ’nin herbir U açık kümesi için π−1(U) = TU ’dur.

(U, φ), M üzerinde (x1, x2, ..., xn) lokal koordinatlarıyla birlikte bir koordinat

komşuluğu olsun. Bu taktirde, a = (a1, a2, ..., an) ∈ Rn ve φ(p) = (p1, p2, ..., pn)

olmak üzere

Φ : U × Rn −→ TU

(p, a) −→ Φ(p, a) = ai(
∂

∂xi
)p

şeklinde bir dönüşüm tanımlanabilir. Φ birebir bir dönüşümdür. Çünkü, eğer u ∈

TpM, p ∈ U ise, bu taktirde

u = ui

(
∂

∂xi

)
p

dir. Sonuç olarak, Φ(p1, ..., pn, u1, ..., un) = u’dur. Bu nedenle Φ,

Φ′ : φ(U)× Rn −→ TU

(p1, ..., pn, a1, ..., an) −→ Φ′(p1, ..., pn, a1, ..., an) = Φ(p, a)

şeklinde verilen birebir örten bir dönüşüm tanımlar. Bu durumda açıktır ki, TM

üzerinde bir tek topoloji vardır öyle ki, M ’nin herbir (U, φ) koordinat komşuluğu için

TU kümesi TM ’nin bir açık kümesidir ve yukarıdaki gibi tanımlı Φ : U×Rn −→ TU

bir homeomorfizmdir. Böylece, TU üzerinde (xi, ui) lokal koordinatına sahip olunur

ve TM ’nin indirgenmiş koordinatları olarak adlandırılır [37].

2.2.1 Yatay ve Dikey Liftler

Tanım 2.2.2. (M, g), ∇ Levi-Civita konneksiyonuna sahip bir Riemann manifoldu

olsun. TM , M ’nin tanjant demetini ve π de TM ’nin M üzerine doğal projeksiyonunu
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belirtsin. Bu taktirde π’nin dπ diferensiyeli, TTM ’den TM üzerine bir C∞-dönüşüm-

dür. Eğer (p, u) ∈ TM ise, bu taktirde (p, u)’da dπ’nin çekirdeği

V(p,u) = Çek(dπ|(p,u))

ile belirtilir ve (p, u) noktasında T(p,u)TM ’nin dikey altuzayı olarak adlandırılır [9].

Bizim için çok önemli olan yatay altuzay kavramının tanımlanması için, ilk olarak

(M, g) üzerinde Levi-Civita konneksiyonunun sebep olduğu

K(p,u) : T(p,u)TM −→ TpM

konneksiyon dönüşümü oluşturulmalıdır.

Tanım 2.2.3. V, M ’de p’nin bir açık komşuluğu olsun, öyle ki

expp : TpM −→M

exponential dönüşümü, TpM ’deki 0’ın bir V ′ komşuluğunu diffeomorfik olarak V

üzerine dönüştürsün. Ayrıca,

τ : π−1(V ) −→ TpM

de TpM ’de bir C∞-dönüşüm olsun, öyle ki bu dönüşüm ∀Y ∈ π−1(V )’yi q = π(Y )’den

p’ye, V ’deki p ve q arasındaki tek geodezik eğri boyunca taşısın.

u ∈ TpM için R−u,

R−u : TpM −→ TpM

X −→ R−u(X) := X − u

şeklinde tanımlı bir dönüşüm olsun. Bu durumda, ∇ Levi -Civita konneksiyonunun

konneksiyon dönüşümü,

K(p,u) : T(p,u)TM −→ TpM

Z −→ K(Z) := d(expp ◦R−u ◦ τ)(Z)

şeklinde tanımlanır [9].
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Şimdi, K konneksiyon dönüşümü için şu önemli sonucu verelim:

Lemma 2.2.1. (M, g), ∇ Levi-Civita konneksiyonuna sahip bir Riemann manifoldu

olsun. Bu taktirde, Z ∈ C∞(TM) bir Z : M −→ TpM dönüşümü olmak üzere, ∇’nın

K(p,u) : T(p,u)TM −→ TpM konneksiyon dönüşümü, Xp ∈ TpM vektörü için

K(dZp(Xp)) = (∇XZ)p

eşitliğini sağlar [2].

İspat. Z, p ∈ M ’de (p, u) değerini alan bir vektör alanı olsun. Ayrıca γ, γ(0) = p

ve γ̇(0) = Xp olacak şekilde bir geodezik eğri olsun. Bu taktirde, konneksiyon

dönüşümünün tanımından,

K(p,u)(dZp(Xp)) = d(expp ◦R−u ◦ τ)(dZp(Xp))

= d(expp ◦R−u ◦ τ)(dZp(γ̇(0)))

= d(expp ◦R−u ◦ τ)(dZp(dγ0(
d

dt
)0))

= d(expp ◦R−u ◦ τ)(d(Z ◦ γ)0(
d

dt
)0)

=
d

dt
(expp ◦R−u ◦ τ(Z(γ(t))))t=0

=
d

dt
(expp(τ(Z(γ(t)))− u))t=0

=
d

dt
(expp(τ(Z(γ(t))))− expp(u))t=0

=
d

dt
(expp(τ(Z(γ(t)))))t=0 −

d

dt
(expp(u))t=0

=
d

dt
(expp(τ(Z(γ(t)))))t=0 −

d

dt
(γu(1))t=0

=
d

dt
(expp(τ(Z(γ(t)))))t=0

= d(expp)0(
d

dt
(τ(Z(γ(t)))))t=0

=
d

dt
(τ(Z(γ(t))))t=0

= lim
t−→0

τ(Z(γ(t)))− τ(u)

t

= lim
t−→0

τ(Z(γ(t)))− u
t
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= lim
t−→0

τ(Z(γ(t)))− Z(γ(0))

t

= (∇γ̇Z)(0)

= (∇XZ)p

elde edilir ve bu da ispatı tamamlar.

∇’nın K konneksiyon dönüşümüyle donatılmasından sonra, artık yatay altuzay

tanımı verilebilir.

Tanım 2.2.4. TM tanjant demetinin (p, u) noktasındaki T(p,u)TM tanjant uzayının

H(p,u) yatay altuzayı

H(p,u) = Çek(K(p,u))

şeklinde tanımlanır [9].

Önerme 2.2.1. (p, u) noktasında TM tanjant demetinin T(p,u)TM tanjant uzayı,

onun yatay ve dikey altuzaylarının direkt toplamıdır. Yani,

T(p,u)TM = H(p,u) ⊕ V(p,u)

dur [1, 2].

Yatay ve dikey altuzaylardan sonra, şimdi M üzerinde tanjant vektörlerin yatay

ve dikey liftleri tanımlanabilir.

Tanım 2.2.5. X ∈ TpM bir tanjant vektör olsun. Bu taktirde, (p, u) ∈ TM

noktasında X’in yatay lifti dπ(Xh) = X olacak şekildeki tek Xh ∈ H(p,u) vektörüdür.

(p, u)’da X’in dikey lifti ise, M üzerindeki her f fonksiyonu için Xv(df) = X(f)

olacak şekildeki tek Xv ∈ V(p,u) vektörüdür. Burada df , (df)(p, u) = u(f) şeklinde

tanımlı fonksiyondur [9].

Şimdi bu yapı, tanjant vektörlerden vektör alanlarına genişletilebilir.

Tanım 2.2.6. TM üzerinde bir X ∈ C∞(TM) vektör alanının yatay lifti, bir

(p, u) noktasındaki değeri (p, u)’da Xp’nin yatay lifti olan Xh ∈ C∞(TTM) vektör

alanıdır. Bir vektör alanının dikey lifti de benzer şekilde tanımlanabilir.
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Daha açık olarak; eğer X ∈ C∞(TM) ise, bu taktirde ∀Z ∈ TM için

dπ(Xh)Z = Xπ(Z) ve K(Xh)Z = 0π(Z)

olacak şekilde, X’in yatay lifti denilen TM üzerinde bir tek Xh ∈ C∞(TTM)

vektör alanı vardır.

Xv dikey lifti de,

dπ(Xv)Z = 0π(Z) ve K(Xv)Z = Xπ(Z)

şartlarını sağlayan tek vektör alanıdır [9].

• Şunu ifade edelim ki; X −→ Xh ve X −→ Xv dönüşümleri, TpM vektör uzayı

ile, sırasıyla, H(p,u) ve V(p,u) altuzayları arasında izomorfizmlerdir.

• X, Y ∈ TpM tanjant vektörleri tek olarak X = dπ(Ẑ) ve Y = K(Ẑ) şeklinde

tanımlı olmak üzere, herbir Ẑ ∈ T(p,u)TM tanjant vektörü

Ẑ = Xh + Y v

şeklinde yazılır.

2.2.2 Lokal Koordinatlarda Liftler

Bu alt bölümde, M üzerinde lokal koordinatlara göre vektör alanlarının yatay ve

dikey liftleri ifade edilmektedir.

M, n-boyutlu bir manifold ve (x1, x2, ..., xn) : U ⊂ M −→ R reel değerli

fonksiyonları da M üzerinde lokal koordinatlar olsunlar. v1, v2, ..., v2n : TM −→ R

diferensiyellenebilir fonksiyonları ∀i = 1, 2, ..., n ve Y ∈ TM için

vi = xi ◦ π,

vn+i(Y ) = Y (xi) = dxi(Y )

şeklinde tanımlansın. Bu taktirde, (v1, v2, ..., v2n) : π−1(U) ⊂ TM −→ R2n’ler TM

üzerinde lokal koordinatlardır. Tanım 2.2.6 kullanılarak, ∀Z ∈ TM ve i = 1, 2, ..., n

için

dπ

(
∂

∂vi

)
(f) =

∂

∂vi
(f ◦ π) =

∂

∂xi
(f)
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ve

dπ

(
∂

∂vn+i

)
(f) =

∂

∂vn+i

(f ◦ π) =
∂

∂vn+i

(f(x)) = 0

olduğundan

dπ

((
∂

∂vi

)
Z

)
=

(
∂

∂xi

)
π(Z)

ve dπ

((
∂

∂vn+i

)
Z

)
= 0

dır. Bu eşitlikler, X ∈ C∞(TM) vektör alanının Xh ve Xv yatay ve dikey liftleri

için bize aşağıdaki sonucu verir:

Lemma 2.2.2. (M, g) bir Riemannian manifold ve X,Z ∈ C∞(TM) de M üzerinde

lokal olarak

X =
n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
ve Z =

n∑
i=1

ηi
∂

∂xi

şeklinde ifade edilen vektör alanları olsunlar. Bu taktirde, Z ∈ TM noktasında X’in

yatay ve dikey liftleri, sırasıyla,

(Xh)Z =
n∑
i=1

ξi
∂

∂vi
− (

n∑
i,j,k=1

ξjηkΓ
i
jk)

∂

∂vn+i

ve

(Xv)Z =
n∑
i=1

ξi
∂

∂vn+i

şeklinde verilir. Burada Γijk katsayıları, (M, g) üzerinde ∇ Levi-Civita konneksi-

yonunun Christoffel sembolleridir [2].

İspat. Dikey kısmı, Tanım 2.2.6’dan ortaya çıkar.

Xh ve X’in π-bağlantılı olmaları gerçeği, yani dπ(Xh
Z) = Xπ(Z) olması

dπ

((
∂

∂vi

)
Z

)
=

(
∂

∂xi

)
π(Z)

ve dπ

((
∂

∂vn+i

)
Z

)
= 0

şartlarından ortaya çıkar.

Lokal koordinatlarda, Z : M −→ TM dönüşümü p = (x1, ..., xn) ∈M için

Z : M −→ TM

p −→ (x1, ..., xn, η1, ..., ηn)

şeklinde verilir. Bu nedenle,
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dZ(X) = dZ

(
n∑
i=1

ξi
∂

∂xi

)

=
n∑
i=1

ξi
∂

∂vi
+

n∑
i,k=1

ξi
∂ηk
∂xi

∂

∂vn+k

=
n∑
i=1

ξi
∂

∂vi
+

n∑
k=1

X(ηk)
∂

∂vn+k

=
n∑
i=1

ξi
∂

∂vi
+

n∑
i=1

X(ηi)
∂

∂vn+i

(2.2.1)

dir. Xi = ∂
∂xi

şeklinde ve ∇’nın Γijn Christoffel sembolleri de

(∇XjXn) =
n∑
i=1

ΓijnXi

şeklinde ifade edilirse, bu taktirde ∇ Levi-Civita konneksiyonu için aşağıdaki ifadeye

ulaşılır:

∇XZ =
n∑
i=1

∇X(ηiXi)

=
n∑
i=1

(X(ηi)Xi + ηi∇XXi)

=
n∑
i=1

X(ηi)Xi +
n∑

i,j=1

ηiξj∇XjXi

=
n∑
i=1

X(ηi)Xi +
n∑

i,j,k=1

ξjηiΓ
k
jiXk

=
n∑
i=1

X(ηi)Xi +
n∑

i,j,k=1

ξjηkΓ
i
jkXi

=
n∑
i=1

{X(ηi) +
n∑

j,k=1

ξjηkΓ
i
jk}Xi.

Tanım 2.2.6 ve Lemma 2.2.1’in bir sonucu olarak

K(dZ(X)) = ∇XZ

=
n∑
i=1

(
n∑
j=1

(
ξj

(
∂ηi
∂xj

+
n∑
k=1

Γijkηk

)))
∂

∂xi

dir. Bu demektir ki, K(dZ(X)) = 0 dır ancak ve ancak X(ηi) = −
n∑
j=1

ξj
n∑
k=1

ηkΓ
i
jk

dır. Bunun anlamı da, ∇XZ = 0 dır ancak ve ancak dZ(X), K’nın çekirdeğindedir.
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Bu da dZ(X)’in (2.2.1)’den dolayı

dZ(X) =
n∑
i=1

ξi
∂

∂vi
+

n∑
i=1

X(ηi)
∂

∂vn+i

=
n∑
i=1

ξi
∂

∂vi
−

n∑
i=1

(
n∑

j,k=1

ξjηkΓ
i
jk

)
∂

∂vn+i

formunda olması demektir. Bu nedenle

Xh =
n∑
i=1

ξi
∂

∂vi
−

n∑
i=1

(
n∑

j,k=1

ξjηkΓ
i
jk

)
∂

∂vn+i

dir ve bu da X’in yatay lifti için ispatı tamamlar.

Bu Lemmanın bir sonucu olarak, vektör alanlarının özel bir seçimi yapılarak şu

sonuç verilebilir:

Sonuç 2.2.1. (x1, x2, ..., xn) M ’nin lokal koordinatları ve (v1, v2, ..., v2n) de TM ’nin

yukarıdaki gibi tanımlı lokal koordinatları olsunlar. Eğer Xi = ∂
∂xi

ve Ui = ∂
∂vi

ise,

bu taktirde

(Xi)
v = Un+i =

∂

∂vn+i

ve

(Xi)
h = Ui −

n∑
j,k=1

(Γijk ◦ π)vn+kUn+j

=
∂

∂vi
−

n∑
j,k=1

(Γijk ◦ π)vn+k
∂

∂vn+j

dir [2].

Tanım 2.2.7. (M, g) bir Riemann manifoldu ve F : TM −→ TM de TM tanjant

demetinin bir diferensiyellenebilir demet endomorfizmi olsun. Bu taktirde, F ’nin

F h : TM −→ TTM ve F v : TM −→ TTM yatay ve dikey liftleri

F h(η) =
n∑
i=1

ηiF (∂i)
h ve F v(η) =

n∑
i=1

ηiF (∂i)
v

şeklinde tanımlanır. Burada, η =
n∑
i=1

ηi∂i ∈ π−1(V ), η ∈ C∞(TM) nin bir lokal

ifadesidir [9].
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2.2.3 Tanjant Demet Üzerinde Lie Braket

Bu alt bölümde, M üzerindeki vektör alanlarının yatay ve dikey liftleri yardımıyla,

M ’nin TM tanjant demeti üzerinde Lie braketinin ifadesi verilmektedir.

Teorem 2.2.1. (M, g), ∇ Levi-Civita konneksiyonu ve R Riemann eğrilik tensörü

ile birlikte bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda, M ’nin TM tanjant demeti

üzerinde Lie braket aşağıdaki eşitlikleri sağlar:

∀X, Y ∈ C∞(TM) ve TM ’de bir (p, u) noktası için

(i) [Xv, Y v] = 0,

(ii)
[
Xh, Y v

]
= (∇XY )v,

(iii)
[
Xh, Y h

]
= [X, Y ]h − (R(X, Y )u)v dir [2].

İspat. (i) (x1, x2, ..., xn), M üzerinde lokal koordinatlar ve (v1, v2, ..., v2n) de TM

üzerinde indirgenmiş lokal koordinatlar olsunlar. Ayrıca, Xi = ∂
∂xi

ve Ui = ∂
∂vi

diyelim. Bu durumda, i, j = 1, 2, ..., 2n için [Ui, Uj] = 0’dır. X ve Y , M üzerinde

lokal olarak

X =
n∑
i=1

ξiXi ve Y =
n∑
k=1

ηkXk

şeklinde verilen keyfi iki vektör alanı olsunlar. Bu taktirde, ∀i, j, k = 1, 2, ..., n için

Un+j(ξi ◦ π) = Un+k(ηk ◦ π) = 0

dır. Bu demektir ki, herhangi iki Xv ve Y v dikey liftinin Lie braketi için

[Xv, Y v] =
∑
i,k

[(ξi ◦ π)Un+i, (ηk ◦ π)Un+k]

=
∑
i,k

ξiUn+i(ηk ◦ π)Un+k − ηkUn+k(ξi ◦ π)Un+i

= 0

dır.

(ii) Tanım 2.2.6’ya göre biliyoruz ki, dπ(Xh
Z) = Xπ(Z) ve dπ(Y v

Z ) = 0’dır. Dolayı-

sıyla,

dπ
([
Xh, Y v

])
=
[
dπ(Xh), dπ(Y v)

]
= 0

19



dır ve bu nedenle, Tanım 2.2.6’dan dπ((∇XY )v) = 0 olduğundan

dπ
([
Xh, Y v

])
= dπ((∇XY )v)

ve benzer şekilde

dπ
([
Xh, Y h

])
=
[
dπ(Xh), dπ(Y h)

]
= [X, Y ]

eşitliklerine ulaşılır. Dolayısıyla Teoremin (ii) ve (iii) ifadeleri ispatlanırken, sadece

sağ taraflarınK konneksiyon fonksiyonları hesaplanmalıdır. Bu ifadelerin hesaplana-

bilmesi için (x1, x2, ..., xn)’ler M için lokal koordinatlar olmak üzere, yine daha

önceki Xi = ∂
∂xi

kısaltması kullanılacaktır. Tüm fonksiyonlar her elemana göre

lineer olduklarından, her iki terimi de sadece X, Y ∈ {X1, ..., Xn} için hesaplamak

yeterlidir.

Sonuç 2.2.1’deki

(Xi)
v =

∂

∂vn+i

ve

(Xi)
h =

∂

∂vi
−

n∑
j,k=1

(Γijk ◦ π)vn+k
∂

∂vn+j

ifadeleri ile ∀i, j ∈ {1, 2, ..., 2n} için [Ui, Uj] = 0 ve

Un+i(vn+j) = δij, δij =

 1, i = j

0, i 6= j

eşitlikleri kullanılırsa

[
Xh
i , X

v
j

]
=

[
∂

∂vi
−

n∑
j,k=1

(Γijk ◦ π)vn+k
∂

∂vn+j

,
∂

∂vn+j

]

= ∇
( ∂
∂vi
−

n∑
j,k=1

(Γijk◦π)vn+k
∂

∂vn+j
)
(

∂

∂vn+j

)−∇( ∂
∂vn+j

)(
∂

∂vi
−

n∑
j,k=1

(Γijk ◦ π)vn+k
∂

∂vn+j

)

= ∇ ∂
∂vi

∂

∂vn+j

−
n∑

j,k=1

(Γijk ◦ π)vn+k∇ ∂
∂vn+j

∂

∂vn+j

−∇ ∂
∂vn+j

∂

∂vi

+
n∑

j,k=1

(Γijk ◦ π)∇ ∂
∂vn+j

(vn+k
∂

∂vn+j

)
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=

[
∂

∂vi
,

∂

∂vn+j

]
−

n∑
j,k=1

(Γijk ◦ π)vn+k∇ ∂
∂vn+j

∂

∂vn+j

+
n∑

j,k=1

(Γijk ◦ π)

((
∇ ∂

∂vn+j

vn+k

)
∂

∂vn+j

+ vn+k∇ ∂
∂vn+j

∂

∂vn+j

)

=

[
∂

∂vi
,

∂

∂vn+j

]
−

n∑
j,k=1

(Γijk ◦ π)vn+k∇ ∂
∂vn+j

∂

∂vn+j

+
n∑

j,k=1

(Γijk ◦ π)
∂

∂vn+j

(vn+k)
∂

∂vn+j

+
n∑

j,k=1

(Γijk ◦ π)vn+k∇ ∂
∂vn+j

∂

∂vn+j

=
n∑

j,k=1

(Γijk ◦ π)δjkUn+j

=
n∑
k=1

(Γijk ◦ π)Un+k

bulunur. Lemma 2.2.2’nin ispatındaki ∇XY için verilen formül ve Tanım 2.2.6’dan

K
([
Xh
i , X

v
j

])
= K

(
n∑
k=1

(Γijk ◦ π)Un+k

)

=
n∑
k=1

(Γijk ◦ π)K(Un+k)

=
n∑
k=1

(Γijk ◦ π)Xk

=
n∑
k=1

(Γijk ◦ π)
∂

∂xk

= ∇XiXj

ve dolayısıyla

K
([
Xh
i , X

v
j

]
(p,u)

)
= (∇XiXj)p

elde edilir. Diğer taraftan K(Xv) = X olduğundan

K ((∇XiXj)
v) = ∇XiXj

=⇒ K
([
Xh
i , X

v
j

])
= K ((∇XiXj)

v)

=⇒
[
Xh
i , X

v
j

]
= (∇XiXj)

v

dir. Bu ise (ii)’yi ispatlar.
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(iii) Yukarıdakine benzer yolla, Ui(vn+j) = 0, ∀i, j ∈ {1, 2, ..., n} ve Ui(Γ
j
kl ◦π) =

Xi(Γ
j
kl) ◦ π olduğu göz önüne alınırsa

[
Xh
i , X

h
j

]
=

n∑
k,l,m=1

{Uj(Γkil ◦ π)− Ui(Γkjl ◦ π) + (Γmil ◦ π)(Γkjm ◦ π)

− (Γmjl ◦ π)(Γkim ◦ π)}vn+lUn+k

olduğu görülür.

Bu nedenle, yine K(Un+i) = Xi kullanılarak, Lemma 2.2.2’deki gibi Z = (p, u)

için

K
([
Xh
i , X

h
j

]
Z

)
= −

n∑
k=1

ηkR(Xi, Xj)Xk = −R(Xi, Xj)Z

elde edilir. Bu da (iii)’yi ispatlar.

2.2.4 Tanjant Demet Üzerinde Doğal Hemen Hemen

Kompleks Yapı

TM tanjant demeti üzerinde doğal hemen hemen kompleks yapılar ilk olarak

1959 yılında Nagano tarafından çalışılmıştır [38].

Burada TM tanjant demetinin, (M, g) manifoldu üzerinde vektör alanlarının

yatay ve dikey liftlerinin neden olduğu J doğal hemen hemen kompleks yapısı

elde edilmektedir. Ayrıca, J ’nin integrallenebilir olması için gerek ve yeter şartın

(M, g)’nin flat olması olduğu da görülmektedir.

Tanım 2.2.8. M bir diferensiyellenebilir manifold ve TM de M ’nin tanjant demeti

olsun. ∀A ∈ C∞(TTM) için J : TTM −→ TTM lineer endomorfizmi

dπ(JA) = −K(A) ve K(JA) = dπ(A)

şeklinde karakterize edilsin. Böylece, Tanım 2.2.6’dan

J(Xh) = Xv ve J(Xv) = −Xh

olduğu görülür ve dolayısıyla, J : TTM −→ TTM endomorfizmi J2 = −ITTM
şartını sağlar.

Bu nedenle J , TM üzerinde bir hemen hemen kompleks yapıdır. Bu J yapısına

TM üzerinde doğal hemen hemen kompleks yapı denir [29, 39].
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Tanım 2.2.9. Bir J hemen hemen kompleks yapısının N Nijenhuis tensörü,

N(A,B) = [A,B] + J [JA,B] + J [A, JB]− [JA, JB]

şeklinde tanımlanır [29].

Önerme 2.2.2. (M, g) bir Riemann manifoldu, ∇M üzerinde Levi-Civita konneksi-

yonu ve R de ∇’nın Riemann eğrilik tensörü olsun. Ayrıca N de TM üzerinde

J hemen hemen kompleks yapısının Nijenhuis tensör alanı olsun. Bu taktirde,

∀X, Y, Z ∈ C∞(TM) için

K(N(Xv, Y v)Z) = R(X, Y )Z ve dπ(N(Xv, Y v)Z) = 0

eşitlikleri sağlanır [2, 40].

İspat. Tanım 2.2.8 ve Tanım 2.2.9’dan

N(Xv, Y v) = [Xv, Y v] + J [JXv, Y v] + J [Xv, JY v]− [JXv, JY v]

= J
[
−Xh, Y v

]
+ J

[
Xv,−Y h

]
−
[
−Xh,−Y h

]
= −J(

[
Xh, Y v

]
+
[
Xv, Y h

]
)−

[
Xh, Y h

]
bulunur. Dolayısıyla, Teorem 2.2.1’den

K(N(Xv, Y v)Z) = −K(J(
[
Xh, Y v

]
+
[
Xv, Y h

]
)Z)−K(

[
Xh, Y h

]
Z

)

= −dπ(
[
Xh, Y v

]
Z

+
[
Xv, Y h

]
Z

)−K([X, Y ]h − (R(X, Y )Z)v)

= −dπ((∇XY )v − (∇YX)v)−K([X, Y ]h) +K((R(X, Y )Z)v)

= −dπ([X, Y ]v) +R(X, Y )Z

= R(X, Y )Z

ve

dπ(N(Xv, Y v)Z) = −dπ(J(
[
Xh, Y v

]
+
[
Xv, Y h

]
)Z)− dπ(

[
Xh, Y h

]
Z

)

= K(
[
Xh, Y v

]
Z

+
[
Xv, Y h

]
Z

)− dπ([X, Y ]h − (R(X, Y )Z)v)

= K((∇XY )v − (∇YX)v)− dπ([X, Y ]h) + dπ((R(X, Y )Z)v)

= K([X, Y ]v)− dπ([X, Y ]h)

= [X, Y ]− [X, Y ] = 0

elde edilir ve dolayısıyla ispat tamamlanır.
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Sonuç 2.2.2. J hemen hemen kompleks yapısı integrallenebilirdir ancak ve ancak

M flat, yani R ≡ 0 dır [2, 40].

İspat. Eğer J integrallenebilir ise, bu taktirde N ≡ 0’dır ve dolayısıyla R ≡ 0

olduğu Önerme 2.2.2’den ortaya çıkar.

Tersine, eğer R ≡ 0 ise, bu taktirde ∀X, Y ∈ C∞(TM) için

N(Xv, Y v) = −J
[
Xh, Y v

]
− J

[
Xv, Y h

]
−
[
Xh, Y h

]
= −J(∇XY )v + J(∇YX)v − [X, Y ]h + (R(X, Y )u)v

= J([Y,X]v)− [X, Y ]h + (R(X, Y )u)v

= − [Y,X]h − [X, Y ]h + (R(X, Y )u)v

= (R(X, Y )u)v

= 0,

N(Xh, Y h) =
[
Xh, Y h

]
+ J

[
JXh, Y h

]
+ J

[
Xh, JY h

]
−
[
JXh, JY h

]
=

[
Xh, Y h

]
+ J

[
Xv, Y h

]
+ J

[
Xh, Y v

]
− [Xv, Y v]

=
[
Xh, Y h

]
+ J(

[
Xv, Y h

]
+
[
Xh, Y v

]
)

= [X, Y ]h − (R(X, Y )u)v + J((∇XY )v − (∇YX)v)

= [X, Y ]h − (R(X, Y )u)v + J([X, Y ]v)

= [X, Y ]h − (R(X, Y )u)v − [X, Y ]h

= −(R(X, Y )u)v

= 0,

N(Xh, Y v) =
[
Xh, Y v

]
+ J

[
JXh, Y v

]
+ J

[
Xh, JY v

]
−
[
JXh, JY v

]
=

[
Xh, Y v

]
+ J [Xv, Y v] + J

[
Xh,−Y h

]
−
[
Xv,−Y h

]
=

[
Xh, Y v

]
− J

[
Xh, Y h

]
+
[
Xv, Y h

]
= (∇XY )v − J([X, Y ]h − (R(X, Y )u)v)− (∇YX)v

= [X, Y ]v − J([X, Y ]h) + J((R(X, Y )u)v)

= [X, Y ]v − [X, Y ]v − (R(X, Y )u)h

= −(R(X, Y )u)h

= 0
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ve benzer şekilde

N(Xv, Y h) = 0

elde edilir. Buradan, N ≡ 0 olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanır.
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BÖLÜM 3

CHEEGER-GROMOLL METRİKLİ TANJANT

DEMETLER

Dört alt bölümden oluşan bu bölümün birinci alt bölümünde, bir tanjant demet

üzerinde doğal metrik kavramı tanımlanarak bu metriğe göre tanjant demetin Levi-

Civita konneksiyonuyla ilgili bazı sonuçlar verilmektedir. İkinci alt bölümde, doğal

metriklerin özel bir sınıfı olan Cheeger-Gromoll metrik tanımlanarak yatay ve dikey

liftlere göre Levi-Civita konneksiyonu elde edilmeye çalışılmaktadır. Üçüncü alt

bölümde de Cheeger-Gromoll metrikli tanjant demetlerin Riemann eğrilik tensörü

elde edilmekte ve son alt bölüm olan dördüncü alt bölümde ise Cheeger-Gromoll

metrikli tanjant demetlerin kesitsel eğrilikleri ve skalar eğriliği verilmektedir.

3.1 Doğal Metrikler

Tanım 3.1.1. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. TM tanjant demeti üzerindeki

bir ḡ Riemann metriğine M üzerindeki g metriğine göre doğal metrik denir, eğer

∀X, Y ∈ C∞(TM) vektör alanları ve (p, u) ∈ TM için

(i) ḡ(p,u)(X
h, Y h) = gp(X, Y ),

(ii) ḡ(p,u)(X
h, Y v) = 0

ise [9].

Şimdi Kozsul formülü kullanılarak, M üzerinde g’ye göre doğal olan bir ḡ metriğiy-

le donatılmış (TM, ḡ) tanjant demeti için ∇̄ Levi-Civita konneksiyonu hesaplanacaktır.

Lemma 3.1.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve TM de M ’nin tanjant demeti

olsun. Bu durumda, ∀(p, u) ∈ TM, ∀X, Y, Z ∈ C∞(TM) vektör alanları ve TM

üzerinde bir ḡ doğal metriği için uygun ∇̄ Levi-Civita konneksiyonu aşağıdaki eşitlik-

leri sağlar [9]:
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(i) ḡ(∇̄XhY h, Zh) = g(∇XY, Z),

(ii) ḡ(∇̄XhY h, Zv) = −1
2
ḡ((R(X, Y )u)v, Zv),

(iii) ḡ(∇̄XhY v, Zh) = −1
2
ḡ(Y v, (R(Z,X)u)v),

(iv) ḡ(∇̄XhY v, Zv) = 1
2
(Xh(ḡ(Y v, Zv)) + ḡ(Zv, (∇XY )v)− ḡ(Y v, (∇XZ)v)),

(v) ḡ(∇̄XvY h, Zh) = 1
2
ḡ(Xv, (R(Y, Z)u)v),

(vi) ḡ(∇̄XvY h, Zv) = 1
2
(Y h(ḡ(Zv, Xv))− ḡ(Zv, (∇YX)v)− ḡ(Xv, (∇YZ)v)),

(vii) ḡ(∇̄XvY v, Zh) = 1
2
(−Zh(ḡ(Xv, Y v)) + ḡ(Y v, (∇ZX)v) + ḡ(Xv, (∇ZY )v)),

(viii) ḡ(∇̄XvY v, Zv) = 1
2
(Xv(ḡ(Y v, Zv)) + Y v(ḡ(Zv, Xv))− Zv(ḡ(Xv, Y v))).

İspat. ∀X, Y, Z ∈ C∞(TM) vektör alanları için i, j, k ∈ {h, v} olmak üzere

ḡ(∇̄XiY j, Zk) =
1

2
{X i(ḡ(Y j, Zk)) + Y j(ḡ(Zk, X i))− Zk(ḡ(X i, Y j))

−ḡ(X i,
[
Y j, Zk

]
) + ḡ(Y j,

[
Zk, X i

]
) + ḡ(Zk,

[
X i, Y j

]
)} (3.1.1)

dir. Buna göre, Teorem 2.2.1, Tanım 3.1.1 ve (3.1.1) kullanılırsa

(i)

2ḡ(∇̄XhY h, Zh)

= Xh(ḡ(Y h, Zh)) + Y h(ḡ(Zh, Xh))− Zh(ḡ(Xh, Y h))

− ḡ(Xh,
[
Y h, Zh

]
) + ḡ(Y h,

[
Zh, Xh

]
) + ḡ(Zh,

[
Xh, Y h

]
)

= Xh(g(Y, Z)) + Y h(g(Z,X))− Zh(g(X, Y ))− ḡ(Xh, [Y, Z]h − (R(Y, Z)u)v)

+ ḡ(Y h, [Z,X]h − (R(Z,X)u)v) + ḡ(Zh, [X, Y ]h − (R(X, Y )u)v)

= X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))− ḡ(Xh, [Y, Z]h) + ḡ(Xh, (R(Y, Z)u)v)

+ ḡ(Y h, [Z,X]h)− ḡ(Y h, (R(Z,X)u)v) + ḡ(Zh, [X, Y ]h)− ḡ(Zh, (R(X, Y )u)v)

= X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))− g(X, [Y, Z])

+ g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X, Y ])

= 2g(∇XY, Z)

olur ve buradan da ḡ(∇̄XhY h, Zh) = g(∇XY, Z) elde edilir.
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(ii)

2ḡ(∇̄XhY h, Zv)

= Xh(ḡ(Y h, Zv)) + Y h(ḡ(Zv, Xh))− Zv(ḡ(Xh, Y h))

− ḡ(Xh,
[
Y h, Zv

]
) + ḡ(Y h,

[
Zv, Xh

]
) + ḡ(Zv,

[
Xh, Y h

]
)

= −Zv(ḡ(Xh, Y h))− ḡ(Xh,
[
Y h, Zv

]
) + ḡ(Y h,

[
Zv, Xh

]
) + ḡ(Zv,

[
Xh, Y h

]
)

= −Zv(g(X, Y ))− ḡ(Xh, (∇YZ)v)− ḡ(Y h, (∇XZ)v) + ḡ(Zv, [X, Y ]h − (R(X, Y )u)v)

= −Zv(g(X, Y )) + ḡ(Zv, [X, Y ]h)− ḡ(Zv, (R(X, Y )u)v)

= −Zv(g(X, Y ))− ḡ(Zv, (R(X, Y )u)v)

dir. Diğer taraftan, yatay bir vektör alanının dikey doğrultuda türevi 0, yani

−Zv(g(X, Y )) = 0 olduğundan

2ḡ(∇̄XhY h, Zv) = −ḡ(Zv, (R(X, Y )u)v)

bulunur ve böylece (ii) ispatlanmış olur.

(iii)

2ḡ(∇̄XhY v, Zh)

= Xh(ḡ(Y v, Zh)) + Y v(ḡ(Zh, Xh))− Zh(ḡ(Xh, Y v))

− ḡ(Xh,
[
Y v, Zh

]
) + ḡ(Y v,

[
Zh, Xh

]
) + ḡ(Zh,

[
Xh, Y v

]
)

= Y v(g(Z,X)) + ḡ(Xh, (∇ZY )v) + ḡ(Y v, [Z,X]h − (R(Z,X)u)v) + ḡ(Zh, (∇XY )v)

= ḡ(Y v, [Z,X]h)− ḡ(Y v, (R(Z,X)u)v)

= −ḡ(Y v, (R(Z,X)u)v)

olur. Böylece (iii) görülür.

(iv)

2ḡ(∇̄XhY v, Zv)

= Xh(ḡ(Y v, Zv)) + Y v(ḡ(Zv, Xh))− Zv(ḡ(Xh, Y v))

− ḡ(Xh, [Y v, Zv]) + ḡ(Y v,
[
Zv, Xh

]
) + ḡ(Zv,

[
Xh, Y v

]
)

= Xh(ḡ(Y v, Zv))− ḡ(Y v, (∇XZ)v) + ḡ(Zv, (∇XY )v)
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bulunur. Böylece, ḡ(∇̄XhY v, Zv) = 1
2
(Xh(ḡ(Y v, Zv))+ḡ(Zv, (∇XY )v)−ḡ(Y v, (∇XZ)v))

elde edilir.

(v)

2ḡ(∇̄XvY h, Zh)

= Xv(ḡ(Y h, Zh)) + Y h(ḡ(Zh, Xv))− Zh(ḡ(Xv, Y h))

− ḡ(Xv,
[
Y h, Zh

]
) + ḡ(Y h,

[
Zh, Xv

]
) + ḡ(Zh,

[
Xv, Y h

]
)

= Xv(g(Y, Z))− ḡ(Xv, [Y, Z]h − (R(Y, Z)u)v) + ḡ(Y h, (∇ZX)v)− ḡ(Zh, (∇YX)v)

= −ḡ(Xv, [Y, Z]h) + ḡ(Xv, (R(Y, Z)u)v)

= ḡ(Xv, (R(Y, Z)u)v)

olup (v) ispatlanır.

(vi)

2ḡ(∇̄XvY h, Zv) = Xv(ḡ(Y h, Zv)) + Y h(ḡ(Zv, Xv))− Zv(ḡ(Xv, Y h))

−ḡ(Xv,
[
Y h, Zv

]
) + ḡ(Y h, [Zv, Xv]) + ḡ(Zv,

[
Xv, Y h

]
)

= Y h(ḡ(Zv, Xv))− ḡ(Xv, (∇YZ)v)− ḡ(Zv, (∇YX)v)

dir ve dolayısıyla ḡ(∇̄XvY h, Zv) = 1
2
(Y h(ḡ(Zv, Xv))−ḡ(Zv, (∇YX)v)−ḡ(Xv, (∇YZ)v))

bulunur.

(vii)

2ḡ(∇̄XvY v, Zh) = Xv(ḡ(Y v, Zh)) + Y v(ḡ(Zh, Xv))− Zh(ḡ(Xv, Y v))

−ḡ(Xv,
[
Y v, Zh

]
) + ḡ(Y v,

[
Zh, Xv

]
) + ḡ(Zh, [Xv, Y v])

= −Zh(ḡ(Xv, Y v)) + ḡ(Xv, (∇ZY )v) + ḡ(Y v, (∇ZX)v)

dir ve bu eşitlik (vii)’yi ispatlar.

(viii)

2ḡ(∇̄XvY v, Zv) = Xv(ḡ(Y v, Zv)) + Y v(ḡ(Zv, Xv))− Zv(ḡ(Xv, Y v))

−ḡ(Xv, [Y v, Zv]) + ḡ(Y v, [Zv, Xv]) + ḡ(Zv, [Xv, Y v])

= Xv(ḡ(Y v, Zv)) + Y v(ḡ(Zv, Xv))− Zv(ḡ(Xv, Y v))

olur. Böylece ispat tamamlanır.
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Şimdi, bu Lemma yardımıyla aşağıdaki sonuç kolayca ispatlanabilir:

Sonuç 3.1.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve ḡ de M ’nin TM tanjant demeti

üzerinde bir doğal metrik olsun. Bu durumda, ∀X, Y ∈ C∞(TM) vektör alanları ve

(p, u) ∈ TM için ∇̄ Levi-Civita konneksiyonu

(∇̄XhY h)(p,u) = (∇XY )h(p,u) −
1

2
(Rp(X, Y )u)v

eşitliğini sağlar [9].

İspat. Lemma 3.1.1’den

ḡ(∇̄XhY h, Zh) = g(∇XY, Z) = ḡ((∇XY )h, Zh)

ve

ḡ(∇̄XhY h, Zv) = −1

2
ḡ((R(X, Y )u)v, Zv)

olduğunu biliyoruz. O halde,

ḡ(∇̄XhY h, Zh + Zv) = ḡ((∇XY )h, Zh)− 1

2
ḡ((R(X, Y )u)v, Zv)

= ḡ((∇XY )h − 1

2
(R(X, Y )u)v, Zh + Zv)

olup, bu eşitlik ∀Z̃ = Zh + Zv ∈ T(p,u)TM için sağlandığından, istenen sonuca

ulaşılır.

Sonuç 3.1.2. K̄, bir ḡ doğal metriğiyle donatılmış (TM, ḡ) tanjant demetinin kesitsel

eğriliği olsun. Bu taktirde, herhangi iki ortonormal X, Y ∈ C∞(TM) vektör alanı

için

K̄(Xh, Y h) = K(X, Y )− 3

4
‖(R(X, Y )u)v‖2

eşitliği sağlanır. Burada K, M ’nin kesitsel eğriliğidir [29].

İspat. Kesit eğriliğinin tanımı, Lemma 3.1.1 ve Sonuç 3.1.1 kullanılırsa, herhangi

iki ortonormal X, Y ∈ C∞(TM) vektör alanı için,

K̄(Xh, Y h) =
ḡ(R̄(Xh, Y h)Y h, Xh)

ḡ(Xh, Xh)ḡ(Y h, Y h)− ḡ(Xh, Y h)2

=
ḡ(R̄(Xh, Y h)Y h, Xh)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
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= ḡ(R̄(Xh, Y h)Y h, Xh)

= ḡ(∇̄Xh∇̄Y hY
h − ∇̄Y h∇̄XhY h − ∇̄[Xh,Y h]Y

h, Xh)

= ḡ(∇̄Xh((∇Y Y )h − 1

2
(R(Y, Y )u)v)− ∇̄Y h((∇XY )h − 1

2
(R(X, Y )u)v)

−∇̄[X,Y ]h−(R(X,Y )u)vY
h, Xh)

= ḡ(∇̄Xh(∇Y Y )h − ∇̄Y h(∇XY )h +
1

2
∇̄Y h(R(X, Y )u)v

−∇̄[X,Y ]hY
h + ∇̄(R(X,Y )u)vY

h, Xh)

= ḡ((∇X∇Y Y )h − 1

2
(R(X,∇Y Y )u)v − (∇Y∇XY )h +

1

2
(R(Y,∇XY )u)v

+
1

2
∇̄Y h(R(X, Y )u)v − (∇[X,Y ]Y )h +

1

2
(R([X, Y ], Y )u)v

+∇̄(R(X,Y )u)vY
h, Xh)

= g(∇X∇Y Y −∇Y∇XY −∇[X,Y ]Y,X) +
1

2
ḡ(∇̄Y h(R(X, Y )u)v, Xh)

+ḡ(∇̄(R(X,Y )u)vY
h, Xh)

= g(R(X, Y )Y,X) +
1

2
(−1

2
ḡ((R(X, Y )u)v, (R(X, Y )u)v)

+
1

2
ḡ((R(X, Y )u)v, (R(Y,X)u)v)

= K(X, Y )− 1

4
ḡ((R(X, Y )u)v, (R(X, Y )u)v)

−1

2
ḡ((R(X, Y )u)v, (R(X, Y )u)v)

= K(X, Y )− 3

4
ḡ((R(X, Y )u)v, (R(X, Y )u)v)

= K(X, Y )− 3

4
‖(R(X, Y )u)v‖2

olur ve böylece ispat tamamlanır.

3.2 Cheeger-Gromoll Metrik

Bu alt bölümde, 1972 yılında J. Cheeger ve D. Gromoll tarafından ifade edilen [4]

ve açık bir ifadesi ise ilk olarak 1988 yılında E. Musso ve F. Tricerri tarafından verilen

[5] Cheeger-Gromoll metrik tanımlanarak bazı karakterizasyonları elde edilmektedir.

Bir M Riemann manifoldunun TM tanjant demeti üzerinde tanımlı olan bu metrik,

son yıllarda birçok matematikçi tarafından yoğun bir şekilde çalışılmaktadır ( [8,10,

11,13]...).
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Tanım 3.2.1. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu taktirde TM tanjant demeti

üzerinde g̃ Cheeger-Gromoll metriği, ∀X, Y ∈ C∞(TM) vektör alanı için

(i) g̃(p,u)(X
h, Y h) = gp(X, Y ),

(ii) g̃(p,u)(X
h, Y v) = 0,

(iii) g̃(p,u)(X
v, Y v) = 1

1+r2
{gp(X, Y ) + gp(X, u)gp(Y, u)}

şeklinde tanımlı bir doğal Riemann metriğidir. Burada, r = |u| =
√
g(u, u) dur [5].

Bundan sonra, işlemlerin sadeliği için α = 1 + r2 olarak alınacaktır.

Önerme 3.2.1. ∇̃, g̃ Cheeger-Gromoll metriğiyle donatılmış TM tanjant demetinin

Levi-Civita konneksiyonu olsun. Eğer X, Y ∈ C∞(TM) ise, bu taktirde ∀(p, u) ∈

TM için

(i) ∇̃XhY h = (∇XY )h − 1
2
(R(X, Y )u)v,

(ii) ∇̃XhY v = 1
2α

(R(u, Y )X)h + (∇XY )v,

(iii) ∇̃XvY h = 1
2α

(R(u,X)Y )h,

(iv) ∇̃XvY v = − 1
α

(g̃(Xv, U)Y v+g̃(Y v, U)Xv)+1+α
α
g̃(Xv, Y v)U− 1

α
g̃(Xv, U)g̃(Y v, U)U

dur. Burada U ∈ C∞(TM), u = (vn+1, ..., v2n) ile birlikte U =
n∑
i=1

vn+i

(
∂

∂vn+i

)
(p,u)

şeklinde tanımlı (p, u)’da kanonik dikey vektördür [6].

İspat. (i) (3.1.1)’den

2g̃(∇̃XhY h, Zh)

= Xh(g̃(Y h, Zh)) + Y h(g̃(Zh, Xh))− Zh(g̃(Xh, Y h))

− g̃(Xh,
[
Y h, Zh

]
) + g̃(Y h,

[
Zh, Xh

]
) + g̃(Zh,

[
Xh, Y h

]
)

= Xh(g(Y, Z)) + Y h(g(Z,X))− Zh(g(X, Y ))− ḡ(Xh, [Y, Z]h − (R(Y, Z)u)v)

+ ḡ(Y h, [Z,X]h − (R(Z,X)u)v) + ḡ(Zh, [X, Y ]h − (R(X, Y )u)v)

= X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))− ḡ(Xh, [Y, Z]h) + ḡ(Xh, (R(Y, Z)u)v)

+ ḡ(Y h, [Z,X]h)− ḡ(Y h, (R(Z,X)u)v) + ḡ(Zh, [X, Y ]h)− ḡ(Zh, (R(X, Y )u)v)

= X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))− g(X, [Y, Z]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X, Y ])

= 2g(∇XY, Z)
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ve

2g̃(∇̃XhY h, Zv)

= Xh(g̃(Y h, Zv)) + Y h(g̃(Zv, Xh))− Zv(g̃(Xh, Y h))

− g̃(Xh,
[
Y h, Zv

]
) + g̃(Y h,

[
Zv, Xh

]
) + g̃(Zv,

[
Xh, Y h

]
)

= −Zv(g(X, Y ))− g̃(Xh, (∇YZ)v)− g̃(Y h, (∇XZ)v) + g̃(Zv, [X, Y ]h − (R(X, Y )u)v)

= −Zv(g(X, Y )) + ḡ(Zv, [X, Y ]h)− ḡ(Zv, (R(X, Y )u)v)

= −Zv(g(X, Y ))− ḡ(Zv, (R(X, Y )u)v)

= −ḡ(Zv, (R(X, Y )u)v)

dir. O halde

g̃(∇̃XhY h, Zh + Zv) = g̃((∇XY )h − 1

2
(R(X, Y )u)v, Zh + Zv)

olup bu eşitlik ∀Z̃ = Zh+Zv ∈ T(p,u)TM için sağlandığından, istenen sonuca ulaşılır.

(ii) Yine (3.1.1)’den

2g̃(∇̃XhY v, Zh) = Xh(g̃(Y v, Zh)) + Y v(g̃(Zh, Xh))− Zh(g̃(Xh, Y v))

−g̃(Xh,
[
Y v, Zh

]
) + g̃(Y v,

[
Zh, Xh

]
) + g̃(Zh,

[
Xh, Y v

]
)

= g̃(Y v, [Z,X]h − (R(Z,X)u)v)

= − 1

α
{g(Y,R(Z,X)u) + g(Y, u)g(R(Z,X)u, u)}

= − 1

α
g(Y,R(Z,X)u)

=
1

α
g(R(u, Y )X,Z)

=
1

α
g̃((R(u, Y )X)h, Zh)

olduğundan

g̃(∇̃XhY v, Zh) =
1

2α
g̃((R(u, Y )X)h, Zh) (3.2.1)

elde edilir. Ayrıca g̃(∇̃XhY v, Zv) ifadesinin hesaplanması için şu eşitliklere ihtiyaç

duyulacaktır:

Tanım 2.2.6, Lemma 2.2.2 ve Lemma 3.1.1 kullanılırsa,

Xh

(
1

α

)
= 0, Xh(g(Y, u) ◦ π) = g(∇XY, u) ◦ π
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ve

Xh(g̃(Y v, Zv)) = g̃((∇XY )v, Zv) + g̃(Y v, (∇XZ)v) (3.2.2)

eşitliklerine ulaşılır. O halde,

2g̃(∇̃XhY v, Zv)

= Xh(g̃(Y v, Zv)) + Y v(g̃(Zv, Xh))− Zv(g̃(Xh, Y v))

− g̃(Xh, [Y v, Zv]) + g̃(Y v,
[
Zv, Xh

]
) + g̃(Zv,

[
Xh, Y v

]
)

= Xh(g̃(Y v, Zv))− g̃(Y v, (∇XZ)v) + g̃(Zv, (∇XY )v)

= g̃((∇XY )v, Zv) + g̃(Y v, (∇XZ)v)− g̃(Y v, (∇XZ)v) + g̃(Zv, (∇XY )v)

= 2g̃((∇XY )v, Zv)

olup

g̃(∇̃XhY v, Zv) = g̃((∇XY )v, Zv) (3.2.3)

bulunur. Dolayısıyla, (3.2.1) ve (3.2.3)’ten

g̃(∇̃XhY v, Zh + Zv) = g̃(
1

2α
(R(u, Y )X)h + (∇XY )v, Zh + Zv)

dir ve bu eşitlik ∀Z̃ = Zh + Zv ∈ T(p,u)TM için sağlandığından, buradan istenen

sonuca ulaşılır.

(iii)

2g̃(∇̃XvY h, Zh)

= Xv(g̃(Y h, Zh)) + Y h(g̃(Zh, Xv))− Zh(g̃(Xv, Y h))

− g̃(Xv,
[
Y h, Zh

]
) + g̃(Y h,

[
Zh, Xv

]
) + g̃(Zh,

[
Xv, Y h

]
)

= −g̃(Xv, [Y, Z]h − (R(Y, Z)u)v)

= g̃(Xv, (R(Y, Z)u)v)

=
1

α
{g(X,R(Y, Z)u) + g(X, u)g(R(Y, Z)u, u)}

=
1

α
g(X,R(Y, Z)u)

=
1

α
g(R(u,X)Y, Z)

=
1

α
g̃((R(u,X)Y )h, Zh) (3.2.4)
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ve

2g̃(∇̃XvY h, Zv)

= Xv(g̃(Y h, Zv)) + Y h(g̃(Zv, Xv))− Zv(g̃(Xv, Y h))

− g̃(Xv,
[
Y h, Zv

]
) + g̃(Y h, [Zv, Xv]) + g̃(Zv,

[
Xv, Y h

]
)

= Y h(g̃(Zv, Xv))− g̃(Xv, (∇YZ)v)− g̃(Zv, (∇YX)v)

= g̃((∇YZ)v, Xv) + g̃(Zv, (∇YX)v)− g̃(Xv, (∇YZ)v)− g̃(Zv, (∇YX)v)

= 0 (3.2.5)

olup (3.2.4) ve (3.2.5)’ten

∇̃XvY h =
1

2α
(R(u,X)Y )h

eşitliğine ulaşılır.

(iv) (3.1.1) denklemi kullanılırsa

2g̃(∇̃XvY v, Zh)

= Xv(g̃(Y v, Zh)) + Y v(g̃(Zh, Xv))− Zh(g̃(Xv, Y v))

− g̃(Xv,
[
Y v, Zh

]
) + g̃(Y v,

[
Zh, Xv

]
) + g̃(Zh, [Xv, Y v])

= −Zh(g̃(Xv, Y v)) + g̃(Xv, (∇ZY )v) + g̃(Y v, (∇ZX)v)

= −g̃((∇ZX)v, Y v)− g̃(Xv, (∇ZY )v) + g̃(Xv, (∇ZY )v)

+ g̃(Y v, (∇ZX)v)

= 0 (3.2.6)

olur. Ayrıca

Xv

(
1

α

)
= Xv

(
1

1 + g(u, u)

)
=
−Xv(g(u, u))

(1 + g(u, u))2

= − 2g(X, u)

(1 + g(u, u))2

= −2g(X, u)

α2
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ve

Xv(g̃(Y v, Zv))

= Xv

(
1

α
{g(Y, Z) + g(Y, u)g(Z, u)}

)
= Xv

(
1

α

)
{g(Y, Z) + g(Y, u)g(Z, u)}

+
1

α
{Xv(g(Y, Z)) +Xv(g(Y, u))g(Z, u) + g(Y, u)Xv(g(Z, u))}

= − 2

α2
g(X, u){g(Y, Z) + g(Y, u)g(Z, u)}

+
1

α
{g(X, Y )g(Z, u) + g(Y, u)g(Z,X)} (3.2.7)

eşitliklerinden

2g̃(∇̃XvY v, Zv)

= Xv(g̃(Y v, Zv)) + Y v(g̃(Zv, Xv))− Zv(g̃(Xv, Y v))

− g̃(Xv, [Y v, Zv]) + g̃(Y v, [Zv, Xv]) + g̃(Zv, [Xv, Y v])

= Xv(g̃(Y v, Zv)) + Y v(g̃(Zv, Xv))− Zv(g̃(Xv, Y v))

= − 2

α2
g(X, u)g(Y, Z)− 2

α2
g(X, u)g(Y, u)g(Z, u) +

1

α
g(X, Y )g(Z, u)

+
1

α
g(Y, u)g(Z,X)− 2

α2
g(Y, u)g(Z,X)− 2

α2
g(Y, u)g(Z, u)g(X, u)

+
1

α
g(Y, Z)g(X, u) +

1

α
g(Z, u)g(X, Y ) +

2

α2
g(Z, u)g(X, Y )

+
2

α2
g(Z, u)g(X, u)g(Y, u)− 1

α
g(Z,X)g(Y, u)− 1

α
g(X, u)g(Z, Y )

= (
2

α
+

2

α2
)g(X, Y )g(Z, u)− 2

α2
{g(X, u)g(Y, Z) + g(Y, u)g(Z,X)}

− 2

α2
g(X, u)g(Y, u)g(Z, u)

=
2α + 2

α2
g(X, Y )g(Z, u)− 2

α2
{g(X, u)g(Y, Z) + g(Y, u)g(Z,X)

+ g(X, u)g(Y, u)g(Z, u)}

olur ve buradan da

g̃(∇̃XvY v, Zv) =
1

α2
{(1 + α)g(X, Y )g(Z, u)− g(X, u)g(Y, Z)

−g(Y, u)g(Z,X)− g(X, u)g(Y, u)g(Z, u)} (3.2.8)

eşitliğine ulaşılır.
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Diğer taraftan U ’nun bir (p, u) noktasında u’ya eşit olmasından ve Cheeger-Gromoll

metriğin tanımından

g̃(Xv, U) =
1

α
{g(X, u)+g(X, u)g(u, u)} =

1

α
g(X, u){1+g(u, u)} = g(X, u) (3.2.9)

olup

g̃(Xv, Y v) =
1

α
{g(X, Y ) + g(X, u)g(Y, u)}

eşitliği ve (3.2.9)’dan

g(X, Y ) = αg̃(Xv, Y v)− g̃(Xv, U)g̃(Y v, U) (3.2.10)

bulunur. O halde, (3.2.9) ve (3.2.10) denklemleri (3.2.8)’de kullanılırsa

g̃(∇̃XvY v, Zv)

=
1

α2
{(1 + α)g(X, Y )g̃(Zv, U)− g(Y, Z)g̃(Xv, U)

− g(Z,X)g̃(Y v, U)− g̃(Xv, U)g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)}

=
1

α2
{(1 + α)(αg̃(Xv, Y v)− g̃(Xv, U)g̃(Y v, U))g̃(Zv, U)

− (αg̃(Y v, Zv)− g̃(Y v, U)g̃(Zv, U))g̃(Xv, U)

− (αg̃(Zv, Xv)− g̃(Zv, U)g̃(Xv, U))g̃(Y v, U)− g̃(Xv, U)g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)}

=
1

α2
{α(1 + α)g̃(Xv, Y v)g̃(Zv, U)− (1 + α)g̃(Xv, U)g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)

− αg̃(Y v, Zv)g̃(Xv, U) + g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)g̃(Xv, U)

− αg̃(Zv, Xv)g̃(Y v, U) + g̃(Zv, U)g̃(Xv, U)g̃(Y v, U)

− g̃(Xv, U)g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)}

=
1 + α

α
g̃(Xv, Y v)g̃(Zv, U)− α

α2
g̃(Xv, U)g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)

− α

α2
(g̃(Y v, Zv)g̃(Xv, U) + g̃(Zv, Xv)g̃(Y v, U)) (3.2.11)

elde edilir. Dolayısıyla, (3.2.6) ve (3.2.11)’den

∇̃XvY v = − 1

α
(g̃(Xv, U)Y v + g̃(Y v, U)Xv)

+
1 + α

α
g̃(Xv, Y v)U − 1

α
g̃(Xv, U)g̃(Y v, U)U

olur ve ispat tamamlanır.
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3.3 Cheeger-Gromoll Metrikli Tanjant Demetlerin Eğrilik

Tensörü

Bu alt bölümde, Cheeger-Gromoll metrikli bir TM tanjant demetinin Levi-Civita

konneksiyonu yardımıyla eğrilik tensörü hesaplanmaktadır.

Bunun için önce Tanım 2.2.7’den faydalanarak elde edilen aşağıdaki sonucu

verelim:

Sonuç 3.3.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve ∇̃ da Cheeger-Gromoll metriğiyle

donatılmış (TM, g̃) tanjant demeti üzerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. F :

TM −→ TM de TM ’nin bir diferensiyellenebilir demet endomorfizmi olsun. Bu

taktirde, ∀ξ = (p, u) ∈ TM ve X, η ∈ C∞(TTM) için

(∇̃XvF v(η))ξ = F (X)vξ −
1

α
{g̃(Xv, U)F (η)v + g̃(F v(η), U)Xv

−(1 + α)g̃(F (η)v, Xv)U + g̃(Xv, U)g̃(F (η)v, U)U}ξ

ve

(∇̃XvF h(η))ξ = F (X)hξ +
1

2α
(R(u,X)F (η))hξ

dir [9].

Önerme 3.3.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve R̃ de indirgenmiş Cheeger-Gromoll

metriğiyle donatılmış (TM, g̃) tanjant demetinin Riemann eğrilik tensörü olsun. Bu

taktirde, ∀X, Y, Z ∈ TpM için

(i) R̃(Xh, Y h)Zh = (R(X, Y )Z)h − 1
4α
{R(u,R(Y, Z)u)X −R(u,R(X,Z)u)Y

−2R(u,R(X, Y )u)Z}h + 1
2
((∇ZR)(X, Y )u)v,

(ii) R̃(Xh, Y h)Zv = (R(X, Y )Z)v + 1
2α
{(∇XR)(u, Z)Y − (∇YR)(u, Z)X}h

− 1
4α
{(R(X,R(u, Z)Y )u−R(Y,R(u, Z)X)u)v

+4g̃(Zv, U)(R(X, Y )u)v}+ 1+α
α
g̃((R(X, Y )u)v, Zv)U,

(iii) R̃(Xh, Y v)Zh = 1
2α

((∇XR)(u, Y )Z)h + 1
2
(R(X,Z)Y )v

− 1
4α
{(R(X,R(u, Y )Z)u)v + 2g(Y, u)(R(X,Z)u)v}
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+1+α
2α
g̃((R(X,Z)u)v, Y v)U,

(iv) R̃(Xh, Y v)Zv = − 1
2α

(R(Y, Z)X)h + 1
2α2{g(Y, u)(R(u, Z)X)h

−g(Z, u)(R(u, Y )X)h} − 1
4α2 (R(u, Y )R(u, Z)X)h,

(v) R̃(Xv, Y v)Zh = 1
α

(R(X, Y )Z)h + 1
4α2{R(u,X)R(u, Y )Z −R(u, Y )R(u,X)Z}h

+ 1
α2{g(Y, u)(R(u,X)Z)h − g(X, u)(R(u, Y )Z)h},

(vi) R̃(Xv, Y v)Zv = α+2
α2 {g̃(Xv, Zv)g(Y, u)U − g̃(Y v, Zv)g(X, u)U}

+1+α+α2

α2 {g̃(Y v, Zv)Xv − g̃(Xv, Zv)Y v}

+α+2
α2 {g(X, u)g(Z, u)Y v − g(Y, u)g(Z, u)Xv}

eşitlikleri sağlanır [6].

İspat. (i) Standart hesaplamalarla

R̃(Xh, Y h)Zh

= ∇̃Xh∇̃Y hZ
h − ∇̃Y h∇̃XhZh − ∇̃[Xh,Y h]Z

h

= ∇̃Xh((∇YZ)h − 1

2
(R(Y, Z)u)v)− ∇̃Y h((∇XZ)h − 1

2
(R(X,Z)u)v)

− ∇̃[X,Y ]h−(R(X,Y )u)vZ
h

= ∇̃Xh(∇YZ)h − 1

2
∇̃Xh(R(Y, Z)u)v − ∇̃Y h(∇XZ)h

+
1

2
∇̃Y h(R(X,Z)u)v − ∇̃[X,Y ]hZ

h + ∇̃(R(X,Y )u)vZ
h

= (∇X∇YZ)h − 1

2
(R(X,∇YZ)u)v − 1

4α
(R(u,R(Y, Z)u)X)h

− 1

2
(∇XR(Y, Z)u)v − (∇Y∇XZ)h +

1

2
(R(Y,∇XZ)u)v

+
1

4α
(R(u,R(X,Z)u)Y )h +

1

2
(∇YR(X,Z)u)v

− (∇[X,Y ]Z)h +
1

2
(R([X, Y ] , Z)u)v +

1

2α
(R(u,R(X, Y )u)Z)h

= (R(X, Y )Z)h − 1

2
{∇XR(Y, Z)u−R(∇XY, Z)u−R(Y,∇XZ)u}v

+
1

2
{∇YR(X,Z)u−R(∇YX,Z)u−R(X,∇YZ)u}v

− 1

4α
{R(u,R(Y, Z)u)X −R(u,R(X,Z)u)Y + 2R(u,R(X, Y )u)Z}h
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= (R(X, Y )Z)h +
1

2
{(∇YR)(X,Z)u− (∇XR)(Y, Z)u}v

− 1

4α
{R(u,R(Y, Z)u)X −R(u,R(X,Z)u)Y + 2R(u,R(X, Y )u)Z}h

olur. Burada

(∇XR)(Y, Z)u+ (∇YR)(Z,X)u+ (∇ZR)(X, Y )u = 0

şeklindeki 2. Bianchi özdeşliği kullanılırsa

R̃(Xh, Y h)Zh = (R(X, Y )Z)h +
1

2
((∇ZR)(X, Y )u)v

− 1

4α
{R(u,R(Y, Z)u)X −R(u,R(X,Z)u)Y + 2R(u,R(X, Y )u)Z}h

elde edilir.

(ii)

R̃(Xh, Y h)Zv

= ∇̃Xh∇̃Y hZ
v − ∇̃Y h∇̃XhZv − ∇̃[Xh,Y h]Z

v

= ∇̃Xh(
1

2α
(R(u, Z)Y )h + (∇YZ)v)− ∇̃Y h(

1

2α
(R(u, Z)X)h + (∇XZ)v)

− ∇̃[X,Y ]h−(R(X,Y )u)vZ
v

=
1

2α
∇̃Xh(R(u, Z)Y )h + ∇̃Xh(∇YZ)v − 1

2α
∇̃Y h(R(u, Z)X)h

− ∇̃Y h(∇XZ)v − ∇̃[X,Y ]hZ
v + ∇̃(R(X,Y )u)vZ

v

=
1

2α
{(∇XR(u, Z)Y )h − 1

2
(R(X,R(u, Z)Y )u)v}

+ { 1

2α
(R(u,∇YZ)X)h + (∇X∇YZ)v}

− 1

2α
{(∇YR(u, Z)X)h − 1

2
(R(Y,R(u, Z)X)u)v}

− { 1

2α
(R(u,∇XZ)Y )h + (∇Y∇XZ)v} − { 1

2α
(R(u, Z) [X, Y ])h + (∇[X,Y ]Z)v}

+ {− 1

α
g̃((R(X, Y )u)v, U)Zv − 1

α
g̃(Zv, U)(R(X, Y )u)v

+
1 + α

α
g̃((R(X, Y )u)v, Zv)U − 1

α
g̃((R(X, Y )u)v, U)g̃(Zv, U)U}

=
1

2α
(∇XR(u, Z)Y )h − 1

4α
(R(X,R(u, Z)Y )u)v +

1

2α
(R(u,∇YZ)X)h

+ (∇X∇YZ)v − 1

2α
(∇YR(u, Z)X)h +

1

4α
(R(Y,R(u, Z)X)u)v

− 1

2α
(R(u,∇XZ)Y )h − (∇Y∇XZ)v − 1

2α
(R(u, Z)∇XY )h

+
1

2α
(R(u, Z)∇YX)h − (∇[X,Y ]Z)v − 1

α
g(R(X, Y )u, u)Zv
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− 1

α
g(Z, u)(R(X, Y )u)v +

1 + α

α
g̃((R(X, Y )u)v, Zv)U

− 1

α
g(R(X, Y )u, u)g(Z, u)U

= (R(X, Y )Z)v +
1

2α
{∇XR(u, Z)Y −R(u,∇XZ)Y −R(u, Z)∇XY }h

− 1

2α
{∇YR(u, Z)X −R(u,∇YZ)X −R(u, Z)∇YX}h

− 1

4α
{R(X,R(u, Z)Y )u−R(Y,R(u, Z)X)u}v

− 1

α
g(Z, u)(R(X, Y )u)v +

1 + α

α
g̃((R(X, Y )u)v, Zv)U

= (R(X, Y )Z)v +
1

2α
{(∇XR)(u, Z)Y − (∇YR)(u, Z)X}h

− 1

4α
{R(X,R(u, Z)Y )u−R(Y,R(u, Z)X)u}v

− 1

α
g̃(Zv, U)(R(X, Y )u)v +

1 + α

α
g̃((R(X, Y )u)v, Zv)U

elde edilir.

(iii)

R̃(Xh, Y v)Zh

= ∇̃Xh∇̃Y vZ
h − ∇̃Y v∇̃XhZh − ∇̃[Xh,Y v]Z

h

= ∇̃Xh(
1

2α
(R(u, Y )Z)h)− ∇̃Y v((∇XZ)h − 1

2
(R(X,Z)u)v)− ∇̃(∇XY )vZ

h

=
1

2α
∇̃Xh(R(u, Y )Z)h − ∇̃Y v(∇XZ)h +

1

2
∇̃Y v(R(X,Z)u)v − ∇̃(∇XY )vZ

h

=
1

2α
((∇XR(u, Y )Z)h − 1

2
(R(X,R(u, Y )Z)u)v)− 1

2α
(R(u, Y )∇XZ)h

+
1

2
(R(X,Z)Y )v − 1

2α
{g̃(Y v, U)(R(X,Z)u)v + g̃((R(X,Z)u)v, U)Y v

− (1 + α)g̃((R(X,Z)u)v, Y v)U + g̃(Y v, U)g̃((R(X,Z)u)v, U)U}

− 1

2α
(R(u,∇XY )Z)h

=
1

2α
(∇XR(u, Y )Z)h − 1

4α
(R(X,R(u, Y )Z)u)v − 1

2α
(R(u, Y )∇XZ)h

+
1

2
(R(X,Z)Y )v − 1

2α
g̃(Y v, U)(R(X,Z)u)v − 1

2α
g̃((R(X,Z)u)v, U)Y v

+
1 + α

2α
g̃((R(X,Z)u)v, Y v)U − 1

2α
g̃(Y v, U)g̃((R(X,Z)u)v, U)U

− 1

2α
(R(u,∇XY )Z)h
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=
1

2α
{∇XR(u, Y )Z −R(u,∇XY )Z −R(u, Y )∇XZ}h −

1

4α
(R(X,R(u, Y )Z)u)v

+
1

2
(R(X,Z)Y )v − 1

2α
g̃(Y v, U)(R(X,Z)u)v − 1

2α
g(R(X,Z)u, u)Y v

+
1 + α

2α
g̃((R(X,Z)u)v, Y v)U − 1

2α
g(Y, u)g(R(X,Z)u, u)U

=
1

2α
((∇XR)(u, Y )Z)h − 1

4α
(R(X,R(u, Y )Z)u)v +

1

2
(R(X,Z)Y )v

− 1

2α
g̃(Y v, U)(R(X,Z)u)v +

1 + α

2α
g̃((R(X,Z)u)v, Y v)U

olup (iii) ispatlanmış olur.

(iv)

R̃(Xh, Y v)Zv

= ∇̃Xh∇̃Y vZ
v − ∇̃Y v∇̃XhZv − ∇̃[Xh,Y v]Z

v

= ∇̃Xh{− 1

α
g̃(Y v, U)Zv − 1

α
g̃(Zv, U)Y v +

1 + α

α
g̃(Y v, Zv)U

− 1

α
g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)U} − ∇̃Y v{

1

2α
(R(u, Z)X)h + (∇XZ)v}

− ∇̃(∇XY )vZ
v

= − 1

α
∇̃Xh(g̃(Y v, U)Zv)− 1

α
∇̃Xh(g̃(Zv, U)Y v) +

1 + α

α
∇̃Xh(g̃(Y v, Zv)U)

− 1

α
∇̃Xh(g̃(Y v, U))g̃(Zv, U)U − 1

α
g̃(Y v, U)∇̃Xh(g̃(Zv, U))U

− 1

α
g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)∇̃XhU − ∇̃Y v(

1

2α
)(R(u, Z)X)h

− 1

2α
∇̃Y v((R(u, Z)X)h)− ∇̃Y v(∇XZ)v − ∇̃(∇XY )vZ

v

= − 1

α
g̃(∇̃XhY v, U)Zv − 1

α
g̃(Y v, U)∇̃XhZv − 1

α
g̃(∇̃XhZv, U)Y v

− 1

α
g̃(Zv, U)∇̃XhY v +

1 + α

α
g̃(∇̃XhY v, Zv)U +

1 + α

α
g̃(Y v, ∇̃XhZv)U

− 1

α
g̃(∇̃XhY v, U)g̃(Zv, U)U − 1

α
g̃(Y v, U)g̃(∇̃XhZv, U)U

− ∇̃Y v(
1

2α
)(R(u, Z)X)h − 1

2α
(R(Y, Z)X)h − 1

4α2
(R(u, Y )R(u, Z)X)h

+
1

α
g̃(Y v, U)(∇XZ)v +

1

α
g̃((∇XZ)v, U)Y v − 1 + α

α
g̃(Y v, (∇XZ)v)U

+
1

α
g̃(Y v, U)g̃((∇XZ)v, U)U +

1

α
g̃((∇XY )v, U)Zv +

1

α
g̃(Zv, U)(∇XY )v

− 1 + α

α
g̃((∇XY )v, Zv)U +

1

α
g̃((∇XY )v, U)g̃(Zv, U)U

= − 1

α
g̃(

1

2α
(R(u, Y )X)h + (∇XY )v, U)Zv
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− 1

α
g̃(Y v, U)(

1

2α
(R(u, Z)X)h + (∇XZ)v)− 1

α
g̃(

1

2α
(R(u, Z)X)h + (∇XZ)v, U)Y v

− 1

α
g̃(Zv, U)(

1

2α
(R(u, Y )X)h + (∇XY )v)

+
1 + α

α
g̃(

1

2α
(R(u, Y )X)h + (∇XY )v, Zv)U

+
1 + α

α
g̃(Y v,

1

2α
(R(u, Z)X)h + (∇XZ)v)U

− 1

α
g̃(

1

2α
(R(u, Y )X)h + (∇XY )v, U)g̃(Zv, U)U

− 1

α
g̃(Y v, U)g̃(

1

2α
(R(u, Z)X)h + (∇XZ)v, U)U − ∇̃Y v(

1

2α
)(R(u, Z)X)h

− 1

2α
(R(Y, Z)X)h − 1

4α2
(R(u, Y )R(u, Z)X)h +

1

α
g̃(Y v, U)(∇XZ)v

+
1

α
g̃((∇XZ)v, U)Y v − 1 + α

α
g̃(Y v, (∇XZ)v)U +

1

α
g̃(Y v, U)g̃((∇XZ)v, U)U

+
1

α
g̃((∇XY )v, U)Zv +

1

α
g̃(Zv, U)(∇XY )v − 1 + α

α
g̃((∇XY )v, Zv)U

+
1

α
g̃((∇XY )v, U)g̃(Zv, U)U

= − 1

2α2
g̃(Y v, U)(R(u, Z)X)h − 1

2α2
g̃(Zv, U)(R(u, Y )X)h − ∇̃Y v(

1

2α
)(R(u, Z)X)h

− 1

2α
(R(Y, Z)X)h − 1

4α2
(R(u, Y )R(u, Z)X)h

= − 1

2α2
g̃(Y v, U)(R(u, Z)X)h − 1

2α2
g̃(Zv, U)(R(u, Y )X)h

+
1

α2
g(Y, u)(R(u, Z)X)h − 1

2α
(R(Y, Z)X)h − 1

4α2
(R(u, Y )R(u, Z)X)h

=
1

2α2
g̃(Y v, U)(R(u, Z)X)h − 1

2α2
g̃(Zv, U)(R(u, Y )X)h − 1

2α
(R(Y, Z)X)h

− 1

4α2
(R(u, Y )R(u, Z)X)h

olup, bu ifade (iv) eşitliğidir.

(v) Riemann eğrilik tensörünün tanımından ve Teorem 2.2.1’den

R̃(Xv, Y v)Zh = ∇̃Xv∇̃Y vZ
h − ∇̃Y v∇̃XvZh − ∇̃[Xv ,Y v ]Z

h

= ∇̃Xv∇̃Y vZ
h − ∇̃Y v∇̃XvZh

dir. Dolayısıyla, önce ∇̃Xv∇̃Y vZ
h ve ∇̃Y v∇̃XvZh ifadelerini hesaplayalım.

∇̃Xv∇̃Y vZ
h

= ∇̃Xv(
1

2α
(R(u, Y )Z)h)

= Xv(
1

2α
)(R(u, Y )Z)h +

1

2α
∇̃Xv(R(u, Y )Z)h
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= − 1

α2
g(X, u)(R(u, Y )Z)h +

1

2α
{(R(X, Y )Z)h +

1

2α
(R(u,X)R(u, Y )Z)h}

= − 1

α2
g(X, u)(R(u, Y )Z)h +

1

2α
(R(X, Y )Z)h +

1

4α2
(R(u,X)R(u, Y )Z)h

ve benzer şekilde

∇̃Y v∇̃XvZh = − 1

α2
g(Y, u)(R(u,X)Z)h+

1

2α
(R(Y,X)Z)h+

1

4α2
(R(u, Y )R(u,X)Z)h

dir. O halde

R̃(Xv, Y v)Zh

= ∇̃Xv∇̃Y vZ
h − ∇̃Y v∇̃XvZh

= − 1

α2
g(X, u)(R(u, Y )Z)h +

1

2α
(R(X, Y )Z)h +

1

4α2
(R(u,X)R(u, Y )Z)h

+
1

α2
g(Y, u)(R(u,X)Z)h − 1

2α
(R(Y,X)Z)h − 1

4α2
(R(u, Y )R(u,X)Z)h

=
1

α
(R(X, Y )Z)h +

1

4α2
{R(u,X)R(u, Y )Z −R(u, Y )R(u,X)Z}h

− 1

α2
{g(X, u)(R(u, Y )Z)h − g(Y, u)(R(u,X)Z)h}

elde edilir.

(vi) R̃(Xv, Y v)Zv ifadesini hesaplayabilmek için, önce aşağıdaki eşitlikleri verelim:

g̃(U,U) =
1

1 + r2
{g(u, u) + g(u, u)g(u, u)} =

1

1 + r2
{r2 + r4} = r2

dir ve

∇̃XvU =
1

α
(Xv + g̃(Xv, U)U)

dur. Gerçekten,

∇̃XvU = ∇̃Xv

n∑
i=1

vn+i(
∂

∂vn+i

)

=
n∑
i=1

Xv(vn+i)
∂

∂vn+i

+
n∑
i=1

vn+i∇̃Xv(
∂

∂vn+i

)

dir. İlk toplam Lemma 2.2.2’den Xv ye, son toplam da Önerme 3.2.1’den

1
α

((1− α)Xv + g̃(Xv, U)U)’ya eşittir. Ayrıca

R̃(Xv, Y v)Zv = ∇̃Xv∇̃Y vZ
v − ∇̃Y v∇̃XvZv − ∇̃[Xv ,Y v ]Z

v

= ∇̃Xv∇̃Y vZ
v − ∇̃Y v∇̃XvZv
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dir. Şimdi ∇̃Xv∇̃Y vZ
v ve ∇̃Y v∇̃XvZv ifadelerini hesaplayalım.

∇̃Xv∇̃Y vZ
v

= ∇̃Xv{− 1

α
g̃(Y v, U)Zv − 1

α
g̃(Zv, U)Y v +

1 + α

α
g̃(Y v, Zv)U

− 1

α
g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)U}

= −Xv(
1

α
)g̃(Y v, U)Zv − 1

α
∇̃Xv(g̃(Y v, U)Zv)−Xv(

1

α
)g̃(Zv, U)Y v

− 1

α
∇̃Xv(g̃(Zv, U)Y v) +Xv(

1 + α

α
)g̃(Y v, Zv)U +

1 + α

α
∇̃Xv(g̃(Y v, Zv)U)

−Xv(
1

α
)g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)U − 1

α
∇̃Xv(g̃(Y v, U))g̃(Zv, U)U

− 1

α
g̃(Y v, U)∇̃Xv(g̃(Zv, U))U − 1

α
g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)∇̃XvU

=
2

α2
g(X, u)g̃(Y v, U)Zv − 1

α
g̃(∇̃XvY v, U)Zv − 1

α
g̃(Y v, ∇̃XvU)Zv

− 1

α
g̃(Y v, U)∇̃XvZv +

2

α2
g(X, u)g̃(Zv, U)Y v − 1

α
g̃(∇̃XvZv, U)Y v

− 1

α
g̃(Zv, ∇̃XvU)Y v − 1

α
g̃(Zv, U)∇̃XvY v − 2

α2
g(X, u)g̃(Y v, Zv)U

+
1 + α

α
g̃(∇̃XvY v, Zv)U +

1 + α

α
g̃(Y v, ∇̃XvZv)U +

1 + α

α
g̃(Y v, Zv)∇̃XvU

+
2

α2
g(X, u)g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)U − 1

α
g̃(∇̃XvY v, U)g̃(Zv, U)U

− 1

α
g̃(Y v, ∇̃XvU)g̃(Zv, U)U − 1

α
g̃(Y v, U)g̃(∇̃XvZv, U)U

− 1

α
g̃(Y v, U)g̃(Zv, ∇̃XvU)U − 1

α
g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)∇̃XvU

=
2

α2
g(X, u)g(Y, u)Zv − 1

α
g̃(− 1

α
g̃(Xv, U)Y v − 1

α
g̃(Y v, U)Xv

+
1 + α

α
g̃(Xv, Y v)U − 1

α
g̃(Xv, U)g̃(Y v, U)U,U)Zv

− 1

α
g̃(Y v,

1

α
Xv +

1

α
g̃(Xv, U)U)Zv

− 1

α
g(Y, u)(− 1

α
g̃(Xv, U)Zv − 1

α
g̃(Zv, U)Xv +

1 + α

α
g̃(Xv, Zv)U

− 1

α
g̃(Xv, U)g̃(Zv, U)U) +

2

α2
g(X, u)g(Z, u)Y v

− 1

α
g̃(− 1

α
g̃(Xv, U)Zv − 1

α
g̃(Zv, U)Xv +

1 + α

α
g̃(Xv, Zv)U

− 1

α
g̃(Xv, U)g̃(Zv, U)U,U)Y v − 1

α
g̃(Zv,

1

α
Xv +

1

α
g̃(Xv, U)U)Y v

− 1

α
g̃(Zv, U)(− 1

α
g̃(Xv, U)Y v − 1

α
g̃(Y v, U)Xv +

1 + α

α
g̃(Xv, Y v)U

− 1

α
g̃(Xv, U)g̃(Y v, U)U)− 2

α2
g(X, u)g̃(Y v, Zv)U

45



+
1 + α

α
g̃(− 1

α
g̃(Xv, U)Y v − 1

α
g̃(Y v, U)Xv

+
1 + α

α
g̃(Xv, Y v)U − 1

α
g̃(Xv, U)g̃(Y v, U)U,Zv)U

+
1 + α

α
g̃(Y v,− 1

α
g̃(Xv, U)Zv − 1

α
g̃(Zv, U)Xv

+
1 + α

α
g̃(Xv, Zv)U − 1

α
g̃(Xv, U)g̃(Zv, U)U)U

+
1 + α

α
g̃(Y v, Zv)(

1

α
Xv +

1

α
g̃(Xv, U)U)

+
2

α2
g(X, u)g(Y, u)g(Z, u)U − 1

α
g̃(− 1

α
g̃(Xv, U)Y v − 1

α
g̃(Y v, U)Xv

+
1 + α

α
g̃(Xv, Y v)U − 1

α
g̃(Xv, U)g̃(Y v, U)U,U)g̃(Zv, U)U

− 1

α
g̃(Y v,

1

α
Xv +

1

α
g̃(Xv, U)U)g̃(Zv, U)U

− 1

α
g̃(Y v, U)g̃(− 1

α
g̃(Xv, U)Zv − 1

α
g̃(Zv, U)Xv

+
1 + α

α
g̃(Xv, Zv)U − 1

α
g̃(Xv, U)g̃(Zv, U)U,U)U

− 1

α
g̃(Y v, U)g̃(Zv,

1

α
Xv +

1

α
g̃(Xv, U)U)U

− 1

α
g̃(Y v, U)g̃(Zv, U)(

1

α
Xv +

1

α
g̃(Xv, U)U)

= g(X, u)g(Y, u)Zv{ 2

α2
+

1

α2
+

1

α2
+
r2

α2
− 1

α2
+

1

α2
}

+g(Y, u)g(Z, u)Xv{ 1

α2
+

1

α2
− 1

α2
}

+g(X, u)g(Z, u)Y v{ 2

α2
+

1

α2
+

1

α2
+
r2

α2
− 1

α2
+

1

α2
}

+g(X, u)g(Y, u)g(Z, u)U{ 1

α2
+

1

α2
− 1 + α

α2
− 1 + α

α2
+

2

α2
+

1

α2

+
1

α2
+
r2

α2
− 1

α2
+

1

α2
+

1

α2
+
r2

α2
− 1

α2
− 1

α2
}

+g(Y, u)g̃(Xv, Zv)U{−1 + α

α2
− 1 + α

α2
+

(1 + α)2

α2
− (1 + α)r2

α2
− 1

α2
}

+g(Z, u)g̃(Xv, Y v)U{−1 + α

α2
+

(1 + α)2

α2
− 1 + α

α2
− (1 + α)r2

α2
− 1

α2
}

+g(X, u)g̃(Y v, Zv)U{− 2

α2
− 1 + α

α2
− 1 + α

α2
+

1 + α

α2
}

−(
(1 + α)r2

α2
+

1

α2
)g̃(Xv, Y v)Zv − (

(1 + α)r2

α2
+

1

α2
)g̃(Xv, Zv)Y v

+
1 + α

α2
g̃(Y v, Zv)Xv
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dir, yani

∇̃Xv∇̃Y vZ
v = (

3 + α

α2
)g(X, u)g(Y, u)Zv +

1

α2
g(Y, u)g(Z, u)Xv

+ (
3 + α

α2
)g(X, u)g(Z, u)Y v +

1

α2
g(X, u)g(Y, u)g(Z, u)U

− 1

α2
g(Y, u)g̃(Xv, Zv)U − 1

α2
g(Z, u)g̃(Xv, Y v)U

− (
3 + α

α2
)g(X, u)g̃(Y v, Zv)U − g̃(Xv, Y v)Zv − g̃(Xv, Zv)Y v

+ (
1 + α

α2
)g̃(Y v, Zv)Xv

bulunur. Benzer şekilde

∇̃Y v∇̃XvZv = (
3 + α

α2
)g(Y, u)g(X, u)Zv +

1

α2
g(X, u)g(Z, u)Y v

+ (
3 + α

α2
)g(Y, u)g(Z, u)Xv +

1

α2
g(Y, u)g(X, u)g(Z, u)U

− 1

α2
g(X, u)g̃(Y v, Zv)U − 1

α2
g(Z, u)g̃(Y v, Xv)U

− (
3 + α

α2
)g(Y, u)g̃(Xv, Zv)U − g̃(Y v, Xv)Zv − g̃(Y v, Zv)Xv

+ (
1 + α

α2
)g̃(Xv, Zv)Y v

olup, buradan

R̃(Xv, Y v)Zv

= ∇̃Xv∇̃Y vZ
v − ∇̃Y v∇̃XvZv

= g(Y, u)g(Z, u)Xv(
1

α2
− 3 + α

α2
) + g(X, u)g(Z, u)Y v(

3 + α

α2
− 1

α2
)

+ g(Y, u)g̃(Xv, Zv)U(− 1

α2
+

3 + α

α2
) + g(X, u)g̃(Y v, Zv)U(−3 + α

α2
+

1

α2
)

+ g̃(Xv, Zv)Y v(−1− 1 + α

α2
) + g̃(Y v, Zv)Xv(

1 + α

α2
+ 1)

= (
α + 2

α2
){g(X, u)g(Z, u)Y v − g(Y, u)g(Z, u)Xv}

+ (
α + 2

α2
){g(Y, u)g̃(Xv, Zv)U − g(X, u)g̃(Y v, Zv)U}

+ (
1 + α + α2

α2
){g̃(Y v, Zv)Xv − g̃(Xv, Zv)Y v}

elde edilir ve dolayısıyla ispat tamamlanır.
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3.4 Cheeger-Gromoll Metrikli Tanjant Demetler İçin Bazı

Geometrik Sonuçlar

Bu alt bölümde, önce bir (M, g) Riemann manifoldunun Cheeger-Gromoll metri-

ğiyle donatılmış (TM, g̃) tanjant demetinin kesitsel eğrilikleri için bir önerme verilerek

sonrasında da bu önerme yardımıyla (M, g)’nin sabit kesitsel eğrilikli olması durumu

için (TM, g̃)’nın kesitsel eğrilikleri ile ilgili bir sonuç verilmektedir. Ardından, (p, u)

noktasında TM tanjant demetinin T(p,u)TM tanjant uzayı için bir ortonormal baz

ifade edilerek bu ortonormal baz yardımıyla (TM, g̃)’nın skalar eğriliği elde edilmekte-

dir.

‖.‖, g̃’ya göre normu belirtmek üzere V,W ∈ C∞(TTM) için

Q̃(V,W ) = ‖V ‖2 ‖W‖2 − g̃(V,W )2 (3.4.1)

V ve W kenarlı paralelkenarın alanının karesi olsun.

Lemma 3.4.1. X, Y ∈ TpM , p noktasında M ’nin TpM tanjant uzayında iki ortonor-

mal vektör alanı olsun. Bu taktirde,

(i) Q̃(Xh, Y h) = 1,

(ii) Q̃(Xh, Y v) = 1
α

(1 + g(Y, u)2),

(iii) Q̃(Xv, Y v) = 1
α2 (1 + g(Y, u)2 + g(X, u)2)

dir [6].

İspat. (i) (3.4.1) denkleminden

Q̃(Xh, Y h) =
∥∥Xh

∥∥2 ∥∥Y h
∥∥2 − g̃(Xh, Y h)2

= g̃(Xh, Xh)g̃(Y h, Y h)− g̃(Xh, Y h)2

= g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2

= 1

dir.
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(ii) Benzer şekilde

Q̃(Xh, Y v) =
∥∥Xh

∥∥2 ‖Y v‖2 − g̃(Xh, Y v)2

= g̃(Xh, Xh)g̃(Y v, Y v)

= g(X,X){ 1

α
{g(Y, Y ) + g(Y, u)2}}

=
1

α
{1 + g(Y, u)2}

bulunur.

(iii) Son olarak da

Q̃(Xv, Y v) = ‖Xv‖2 ‖Y v‖2 − g̃(Xv, Y v)2

= g̃(Xv, Xv)g̃(Y v, Y v)− g̃(Xv, Y v)2

=
1

α
{g(X,X) + g(X, u)2} 1

α
{g(Y, Y ) + g(Y, u)2}

− 1

α2
{g(X, Y ) + g(X, u)g(Y, u)}2

=
1

α2
{(1 + g(X, u)2)(1 + g(Y, u)2)} − 1

α2
g(X, u)2g(Y, u)2

=
1

α2
{1 + g(Y, u)2 + g(X, u)2 + g(X, u)2g(Y, u)2 − g(X, u)2g(Y, u)2}

=
1

α2
{1 + g(X, u)2 + g(Y, u)2}

elde edilir ve ispat tamamlanır.

Şimdi TM üzerinde, V,W ∈ C∞(TTM) için

G̃ : (V,W ) −→ g̃(R̃(V,W )W,V ) (3.4.2)

şeklinde verilen G̃ tensörünü ele alalım.

Lemma 3.4.2. X ve Y , p noktasında M ’nin TpM tanjant uzayında iki ortonormal

vektör alanı olsun. Bu taktirde,

(i) G̃(Xh, Y h) = K(X, Y )− 3
4α
‖R(X, Y )u‖2 ,

(ii) G̃(Xh, Y v) = 1
4α2 ‖R(u, Y )X‖2 ,

(iii) G̃(Xv, Y v) = 1−α
α4 (1 + g(X, u)2 + g(Y, u)2) + α+2

α3
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dir. Burada K, (M, g) manifoldunun kesitsel eğriliğidir. [29].

İspat. (i) Önerme 3.3.1-(i) ve (3.4.2) denkleminden

G̃(Xh, Y h)

= g̃(R̃(Xh, Y h)Y h, Xh)

= g̃((R(X, Y )Y )h − 1

4α
(R(u,R(Y, Y )u)X)h +

1

4α
(R(u,R(X, Y )u)Y )h

+
1

2α
(R(u,R(X, Y )u)Y )h +

1

2
((∇YR)(X, Y )u)v, Xh)

= g̃((R(X, Y )Y )h, Xh)− 1

4α
g̃((R(u,R(Y, Y )u)X)h, Xh)

+
1

4α
g̃((R(u,R(X, Y )u)Y )h, Xh) +

1

2α
g̃((R(u,R(X, Y )u)Y )h, Xh)

+
1

2
g̃(((∇YR)(X, Y )u)v, Xh)

= g̃((R(X, Y )Y )h, Xh) +
3

4α
g̃((R(u,R(X, Y )u)Y )h, Xh)

= g(R(X, Y )Y,X) +
3

4α
g(R(u,R(X, Y )u)Y,X)

= g(R(X, Y )Y,X) +
3

4α
g(R(Y,X)u,R(X, Y )u)

= g(R(X, Y )Y,X)− 3

4α
g(R(X, Y )u,R(X, Y )u)

= K(X, Y )− 3

4α
‖R(X, Y )u‖2

bulunur.

(ii) Önerme 3.3.1-(iv) ve (3.4.2) denkleminden

G̃(Xh, Y v)

= g̃(R̃(Xh, Y v)Y v, Xh)

= g̃(− 1

2α
(R(Y, Y )X)h +

1

2α2
g(Y, u)(R(u, Y )X)h

− 1

2α2
g(Y, u)(R(u, Y )X)h − 1

4α2
(R(u, Y )R(u, Y )X)h, Xh)

= − 1

4α2
g̃((R(u, Y )R(u, Y )X)h, Xh)

= − 1

4α2
g(R(u, Y )R(u, Y )X,X)

=
1

4α2
g(R(u, Y )X,R(u, Y )X)

=
1

4α2
‖R(u, Y )X‖2
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elde edilir.

(iii) Önerme 3.3.1-(vi) ve (3.4.2) denkleminden

G̃(Xv, Y v)

= g̃(R̃(Xv, Y v)Y v, Xv)

= g̃(
α + 2

α2
g̃(Xv, Y v)g(Y, u)U − α + 2

α2
g̃(Y v, Y v)g(X, u)U

+
1 + α + α2

α2
g̃(Y v, Y v)Xv − 1 + α + α2

α2
g̃(Xv, Y v)Y v

+
α + 2

α2
g(X, u)g(Y, u)Y v − α + 2

α2
g(Y, u)g(Y, u)Xv, Xv)

=
α + 2

α2
g̃(Xv, Y v)g(Y, u)g(X, u)− α + 2

α2
g̃(Y v, Y v)g(X, u)g(X, u)

+
1 + α + α2

α2
g̃(Y v, Y v)g̃(Xv, Xv)− 1 + α + α2

α2
g̃(Xv, Y v)g̃(Y v, Xv)

+
α + 2

α2
g(X, u)g(Y, u)g̃(Y v, Xv)− α + 2

α2
g(Y, u)g(Y, u)g̃(Xv, Xv)

=
α + 2

α2
{ 1

α
{g(X, Y ) + g(X, u)g(Y, u)}g(Y, u)g(X, u)}

− α + 2

α2
{ 1

α
{1 + g(Y, u)2}g(X, u)2}

+
1 + α + α2

α2
{ 1

α2
{1 + g(Y, u)2}{1 + g(X, u)2}}

− 1 + α + α2

α2
{ 1

α2
{g(X, Y ) + g(X, u)g(Y, u)}2}

+
α + 2

α2
{g(X, u)g(Y, u)

1

α
{g(X, Y ) + g(X, u)g(Y, u)}}

− α + 2

α2
g(Y, u)2 1

α
{1 + g(X, u)2}

=
α + 2

α3
{−g(X, u)2 − g(Y, u)2}+

1 + α + α2

α4
{1 + g(X, u)2 + g(Y, u)2}

= −α + 2

α3
{g(X, u)2 + g(Y, u)2}+

1 + α + α2

α4

+
1 + α + α2

α4
{g(X, u)2 + g(Y, u)2}

=
1 + α + α2

α4
+ {g(X, u)2 + g(Y, u)2}{1 + α + α2

α4
− α + 2

α3
}

=
1 + α + α2

α4
+

1− α
α4
{g(X, u)2 + g(Y, u)2}

=
1− α
α4

(1 + g(X, u)2 + g(Y, u)2) +
α + 2

α3

olur ve böylece ispat tamamlanır.

Dolayısıyla, g̃ Cheeger-Gromoll metriğiyle donatılmış TM tanjant demetinin
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kesitsel eğriliği aşağıdaki Önerme ile verilir:

Önerme 3.4.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve TM de onun g̃ Cheeger-Gromoll

metriğiyle donatılmış tanjant demeti olsun. Bu taktirde K, (M, g) manifoldunun

kesitsel eğriliği olmak üzere, (TM, g̃)’nın K̃ kesitsel eğriliği aşağıdaki eşitlikleri

sağlar [9]:

(i) K̃(Xh, Y h) = K(X, Y )− 3
4α
‖R(X, Y )u‖2 ,

(ii) K̃(Xh, Y v) = 1
4α
‖R(u,Y )X‖2
1+g(Y,u)2

,

(iii) K̃(Xv, Y v) = 1−α
α2 + α+2

α
1

1+g(X,u)2+g(Y,u)2
.

İspat. Lemma 3.4.1 ve Lemma 3.4.2’den

(i)

K̃(Xh, Y h) =
G̃(Xh, Y h)

Q̃(Xh, Y h)

= K(X, Y )− 3

4α
‖R(X, Y )u‖2 ,

(ii)

K̃(Xh, Y v) =
G̃(Xh, Y v)

Q̃(Xh, Y v)

=
‖R(u, Y )X‖2

4α2

α

1 + g(Y, u)2

=
‖R(u, Y )X‖2

4α(1 + g(Y, u)2)

ve

(iii)

K̃(Xv, Y v) =
G̃(Xv, Y v)

Q̃(Xv, Y v)

= (
1− α
α4

(1 + g(X, u)2 + g(Y, u)2) +
α + 2

α3
)

α2

1 + g(X, u)2 + g(Y, u)2

=
1− α
α2

+
α + 2

α

1

1 + g(X, u)2 + g(Y, u)2

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.
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Sonuç 3.4.1. (M, g), k sabit kesitsel eğrilikli bir Riemann manifoldu olsun. TM de

onun g̃ Cheeger-Gromoll metriğiyle donatılmış tanjant demeti olsun. Bu taktirde,

M ’nin p noktasındaki X ve Y ortonormal vektör alanları için (TM, g̃)’nın K̃ kesitsel

eğriliği aşağıdaki eşitlikleri sağlar [9]:

(i) K̃(Xh, Y h) = k − 3k2

4α
(g(X, u)2 + g(Y, u)2),

(ii) K̃(Xh, Y v) = k2g(X,u)2

4α(1+g(Y,u)2)
,

(iii) K̃(Xv, Y v) = 1−α
α2 + α+2

α
1

1+g(X,u)2+g(Y,u)2
.

İspat. (M, g), k sabit kesitsel eğrilikli bir manifold ise R(X, Y )Z = k(g(Y, Z)X −

g(X,Z)Y ) olduğunu biliyoruz. O halde, Önerme 3.4.1’den

(i)

K̃(Xh, Y h)

= K(X, Y )− 3

4α
‖R(X, Y )u‖2

= g(R(X, Y )Y,X)− 3

4α
g(R(X, Y )u,R(X, Y )u)

= g(k(g(Y, Y )X − g(X, Y )Y ), X)

− 3

4α
g(k(g(Y, u)X − g(X, u)Y ), k(g(Y, u)X − g(X, u)Y ))

= kg(X,X)− 3

4α
k2(g(Y, u)2g(X,X)− g(Y, u)g(X, u)g(X, Y )

− g(X, u)g(Y, u)g(Y,X) + g(X, u)2g(Y, Y ))

= k − 3k2

4α
(g(X, u)2 + g(Y, u)2),

(ii)

K̃(Xh, Y v)

=
1

4α

‖R(u, Y )X‖2

1 + g(Y, u)2

=
1

4α(1 + g(Y, u)2)
g(R(u, Y )X,R(u, Y )X)

=
1

4α(1 + g(Y, u)2)
g(k(g(Y,X)u− g(u,X)Y ), k(g(Y,X)u− g(u,X)Y ))

=
1

4α(1 + g(Y, u)2)
k2g(u,X)2g(Y, Y )

=
k2g(u,X)2

4α(1 + g(Y, u)2)
,
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(iii)

K̃(Xv, Y v) =
1− α
α2

+
α + 2

α

1

1 + g(X, u)2 + g(Y, u)2

elde edilir.

Şimdi, (p, u) noktasında TM tanjant demetinin T(p,u)TM tanjant uzayı için bir

ortonormal baz ifade edilecektir.

{e1, e2, ..., en}, p noktasında M ’nin TpM tanjant uzayı için e1 = u
r

= u
‖u‖ olacak

şekilde bir ortonormal baz olsun. Bu taktirde, T(p,u)TM ’nin bir {f1, f2, ..., f2n}

ortonormal bazı i ∈ {1, 2, ..., n}, j ∈ {2, ..., n} için

fi = ehi , fn+1 = ev1 ve fn+j =
√
αevj

şeklinde elde edilir [6]. Gerçekten, Tanım 3.2.1’den

g̃(fi, fi) = g̃(ehi , e
h
i ) = g(ei, ei),

g̃(fn+1, fn+1) = g̃(evi , e
v
i )

=
1

1 + g(u, u)
{g(e1, e1) + g(e1, u)2}

=
1

1 + g(u, u)
{g(

u

‖u‖
,
u

‖u‖
) + g(

u

‖u‖
, u)2}

=
1

1 + g(u, u)
{ 1

g(u, u)
g(u, u) + (

1√
g(u, u)

g(u, u))2}

=
1

1 + g(u, u)
(1 + g(u, u)) = 1

ve

g̃(fn+j, fn+j) = g̃(
√
αevj ,
√
αevj ) = αg̃(evj , e

v
j ) = α

1

α
{g(ej, ej) + g(ej, u)2}

= g(ej, ej) + g(ej, e1r)
2 = g(ej, ej)

ve benzer şekilde i 6= j, i, j ∈ 1, 2, ..., 2n için g̃(fi, fj) = 0 olduğu görülür.

Aşağıdaki Lemma, Önerme 3.4.1’in bir sonucudur:

Lemma 3.4.3. {f1, f2, ..., f2n}, (p, u) noktasında TM tanjant demetinin T(p,u)TM

tanjant uzayı için

fi = ehi , fn+1 = ev1 ve fn+j =
√
αevj , i ∈ {1, 2, ..., n}, j ∈ {2, ..., n}
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şeklinde tanımlı bir ortonormal baz ve K̃ da TM ’nin kesitsel eğriliği olsun. Bu

taktirde, i, j ∈ {1, 2, ..., n} ve k, l ∈ {2, ..., n} için aşağıdaki eşitlikler sağlanır [9]:

(i) K̃(fi, fj) = K(ei, ej)− 3
4α
‖R(ei, ej)u‖2 ,

(ii) K̃(fi, fn+1) = 0,

(iii) K̃(fi, fn+k) = 1
4
‖R(u, ek)ei‖2 ,

(iv) K̃(fn+1, fn+k) = 3
α2 ,

(v) K̃(fn+k, fn+l) = α2+α+1
α2 .

İspat. Önerme 3.4.1’den

(i)

K̃(fi, fj) = K̃(ehi , e
h
j )

= K(ei, ej)−
3

4α
‖R(ei, ej)u‖2 ,

(ii)

K̃(fi, fn+1) = K̃(ehi , e
v
1)

=
1

4α

‖R(u, e1)ei‖2

1 + g(e1, u)2

=
1

4α

∥∥∥R(u, u
‖u‖)ei

∥∥∥2

1 + g( u
‖u‖ , u)2

= 0,

(iii)

K̃(fi, fn+k) = K̃(ehi ,
√
αevk)

=
1

4α

‖R(u,
√
αek)ei‖

2

1 + g(ek, u)2

=
1

4α

g(R(u,
√
αek)ei, R(u,

√
αek)ei)

1 + 0

=
1

4
‖R(u, ek)ei‖2 ,

(iv)

K̃(fn+1, fn+k) = K̃(ev1,
√
αevk)

=
1− α
α2

+
α + 2

α

1

1 + g(e1, u)2 + g(
√
αek, u)2

=
1− α
α2

+
α + 2

α

1

1 + r2
=

1− α
α2

+
α + 2

α2
=

3

α2
,
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(v)

K̃(fn+k, fn+l) = K̃(
√
αevk,
√
αevl )

=
1− α
α2

+
α + 2

α

1

1 + g(
√
αek, u)2 + g(

√
αel, u)2

=
1− α
α2

+
α + 2

α
=
α2 + α + 1

α2

bulunur.

Önerme 3.4.2. {f1, f2, ..., f2n}, (p, u) noktasında TM tanjant demetinin T(p,u)TM

tanjant uzayı için

fi = ehi , fn+1 = ev1 ve fn+j =
√
αevj , i ∈ {1, 2, ..., n}, j ∈ {2, ..., n}

şeklinde tanımlı bir ortonormal baz ve σ̃ da TM ’nin skalar eğriliği ise,

σ̃ = σ +
2α− 3

4α

∑
i<j

‖R(ei, ej)u‖2 +
n− 1

α2
(6 + (n− 2)(α2 + α + 1))

dir [29].

İspat. Skalar eğriliğin tanımından,

σ̃ =
2n∑
k,l=1

K̃(fk, fl)

=
n∑

i,j=1

K̃(fi, fj) + 2
n∑

i,j=1

K̃(fi, fn+j) +
n∑

i,j=1

K̃(fn+i, fn+j)

=
n∑

i,j=1

(K(ei, ej)−
3

4α
‖R(ei, ej)u‖2) +

1

2

n∑
i,j=1

‖R(u, ej)ei‖2 + 2
n∑
i=2

3

α2

+
n∑

i,j=2
i 6=j

α2 + α + 1

α2

= σ +
2α− 3

4α
‖R(ei, ej)u‖2 + 2

3

α2
(n− 1) +

α2 + α + 1

α2
(n− 1)(n− 2)

= σ +
2α− 3

4α

∑
i<j

‖R(ei, ej)u‖2 +
n− 1

α2
(6 + (n− 2)(α2 + α + 1))

bulunur.
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BÖLÜM 4

CHEEGER-GROMOLL METRİKLİ

PARAKONTAKT TANJANT DEMETLER

Dört alt bölümden oluşan bu bölümde önce, (2n+1)-boyutlu bir (M, g) Riemann

manifoldunun parakontakt yapısıyla ilgili bazı kavramlar hatırlatılmaktadır. Daha

sonra ilk alt bölümde, Cheeger-Gromoll (C-G) metrikli bir TM tanjant demeti

üzerinde hemen hemen parakontakt yapı ve temel 2-form kavramları tanımlanarak

bu kavramlarla ilgili bazı hesaplamalar yapılmaktadır. İkinci alt bölümde, uzun

hesaplamalar sonunda C-G metrikli hemen hemen parakontakt tanjant demetler

için normallik şartı elde edilmektedir. Üçüncü alt bölümde, parakontakt C-G metrik

tanjant demet, K-parakontakt C-G metrik tanjant demet, C-G para-Sasakian tanjant

demet kavramları tanımlanarak bu kavramlarla ilgili bazı karakterizasyonlar verilmek-

tedir. Dördüncü ve son alt bölümde ise, bir TM hemen hemen parakontakt C-G

metrik tanjant demetinin R̃ Riemann eğrilik tensörü ve K̃ kesitsel eğriliği ile ilgili

bazı sonuçlar ifade edilmekte ve son olarak da bir TM tanjant demetinin ortonormal

bazları yardımıyla, TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin

S̃ Ricci eğriliği ve σ̃ skalar eğriliği elde edilmektedir.

Öncelikle, (2n+1)-boyutlu bir (M, g) Riemann manifoldunun parakontakt yapısıy-

la ilgili bazı kavramları hatırlayalım:

M , (2n+1)-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda, Φ

(1,1)-tipinde bir tensör alanı, ξ bir vektör alanı, η bir 1-form ve g de M üzerinde

bir Riemann metriği olmak üzere, M manifolduna bir (Φ, η, ξ, g) hemen hemen

parakontakt Riemann yapısına sahiptir denir, eğer M üzerindeki herhangi X, Y

vektör alanları için

Φξ = 0, η(ξ) = 1, g(ξ,X) = η(X),

Φ2X = X − η(X)ξ,

g(ΦX,ΦY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

 (4.0.1)
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şartları sağlanıyorsa. Bu durumda, (M,Φ, η, ξ, g)’ye de bir hemen hemen parakon-

takt metrik manifold denir [41].

Ayrıca Ω, Ω(X, Y ) = g(X,ΦY ) şeklinde tanımlı temel 2-form olmak üzere, eğer

M üzerinde

2Ω(X, Y ) = (∇Xη)Y + (∇Y η)X

şartı sağlanıyorsa, bu taktirde (M,Φ, η, ξ, g) hemen hemen parakontakt metrik mani-

folduna parakontakt metrik manifold denir [22].

Şimdi (2n+1)-boyutlu bir (M, g) Riemann manifoldunun, g̃ Cheeger Gromoll

metriğiyle donatılmış TM tanjant demeti üzerinde parakontakt yapılarla ilgili kavram-

lardan bahsedilebilir.

4.1 Cheeger-Gromoll Metrikli Hemen Hemen Parakontakt

Tanjant Demetler

TM4n+2’nin H2n+1 yatay altuzayı üzerinde ξh bir vektör alanı ve η̃h bir 1-form;

TM4n+2’nin V2n+1 dikey altuzayı üzerinde ξv bir vektör alanı ve η̃v bir 1-form olsun.

TM üzerinde

 1 1

1 1

 tipindeki Φ̃ tensör alanı (detaylı bilgi için [42]’ye bakınız)

Φ̃2 = I − η̃h ⊗ ξh − η̃v ⊗ ξv (4.1.1)

şeklinde tanımlansın. (4.1.1) şartıyla birlikte

Φ̃ξh = 0,

η̃h(ξh) = 1,

η̃h ◦ Φ̃ = 0


Φ̃ξv = 0,

η̃v(ξv) = 1,

η̃v ◦ Φ̃ = 0


 (4.1.2)

şartlarını sağlayan TM tanjant demetine bir (Φ̃, η̃h, ξh) ((Φ̃, η̃v, ξv)) yatay (dikey)

hemen hemen parakontakt yapısına sahiptir denir.

Eğer bir TM tanjant demeti yatay ve dikey hemen hemen parakontakt yapılarına

sahip ve ek olarak da

η̃h(ξv) = η̃v(ξh) = 0 (4.1.3)

şartını sağlıyorsa, bu taktirde TM tanjant demetine (Φ̃, η̃, ξ̃) hemen hemen parakon-

takt yapısına sahip bir hemen hemen parakontakt tanjant demet denir.
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Eğer bir TM hemen hemen parakontakt tanjant demeti üzerinde

g̃(Φ̃Xh, Φ̃Y h) = g̃(Xv, Y v)− η̃v(Xv)η̃v(Y v), (4.1.4)

g̃(Φ̃Xv, Φ̃Y v) = g̃(Xh, Y h)− η̃h(Xh)η̃h(Y h), (4.1.5)

g̃(Φ̃Xh, Φ̃Y v) = g̃(Xv, Y h)− η̃h(Xv)η̃h(Y h)− η̃v(Xv)η̃v(Y h), (4.1.6)

g̃(Φ̃Xv, Φ̃Y h) = g̃(Xh, Y v)− η̃h(Xh)η̃h(Y v)− η̃v(Xh)η̃v(Y v) (4.1.7)

olacak şekilde bir g̃ Cheeger-Gromoll (C-G) metriği mevcutsa, bu taktirde TM ’ye bir

(Φ̃, η̃, ξ̃, g̃) hemen hemen parakontakt C-G metrik yapısına sahiptir denir.

M (2n+1), (Φ, η, ξ, g) hemen hemen parakontakt metrik yapısıyla birlikte bir hemen

hemen parakontakt metrik manifold olsun. (4.1.4), (4.1.5), (4.1.6), (4.1.7) ifadelerin-

de Y = ξ alınıp (4.0.1), (4.1.2) ve (4.1.3) kullanılırsa, sırasıyla,

η̃v(Xv) = g̃(Xv, ξv) =
1

1 + r2
{η(X) + η(u)g(X, u)}, (4.1.8)

η̃h(Xh) = g̃(Xh, ξh) = η(X), (4.1.9)

η̃h(Xv) = g̃(Xv, ξh) = 0, (4.1.10)

η̃v(Xh) = g̃(Xh, ξv) = 0 (4.1.11)

bulunur. (4.1.2) ve (4.1.8)’den,

1 = η̃v(ξv) =
1

1 + r2
{1 + η(u)2}

ifadesine, yani g(u, u) = g(u, ξ)2 eşitliğine ulaşılır ve u = ∓ξ bu denklemin çözümlerin-

den biridir. Bu nedenle, bundan sonra bir TM hemen hemen parakontakt C-G

metrik tanjant demeti üzerinde u = ∓ξ olarak alınacaktır.

Dolayısıyla, eğer (4.1.8)’de u = ∓ξ alınırsa, bu taktirde (4.0.1)’den,

η̃v(Xv) = η(X) (4.1.12)

eşitliğine ulaşılır.

Yukarıdaki Φ̃ : TTM −→ TTM tensör alanı, TM tanjant demetinin

Φ̃Xh = Xv − η̃v(Xv)ξv − η̃h(Xv)ξh,

Φ̃Xv = Xh − η̃h(Xh)ξh − η̃v(Xh)ξv

 (4.1.13)
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şeklinde tanımlı lineer endomorfizmi olsun. Bu durumda, bu dönüşümün gerçekten

(4.1.1) ve (4.1.2) şartlarını sağladığı görülebilir.

Eğer (4.1.10) ve (4.1.11) kullanılırsa, bu taktirde (4.1.1) ve (4.1.13) denklemleri,

sırasıyla

Φ̃2Xh = Xh − η̃h(Xh)ξh,

Φ̃2Xv = Xv − η̃v(Xv)ξv

 (4.1.14)

ve

Φ̃Xh = Xv − η̃v(Xv)ξv,

Φ̃Xv = Xh − η̃h(Xh)ξh

 (4.1.15)

eşitliklerine indirgenir.

Bu eşitlikler ve C-G metriğinin tanımı kullanılırsa, görülebilir ki (4.1.4)-(4.1.7)

şartlarını sağlayan bir g̃ C-G metriği vardır.

Ayrıca, (4.0.1) ve (4.1.4)-(4.1.12) ile birlikte C-G metriğinin tanımı kullanılırsa

g̃(Φ̃Xh, Φ̃Y h) = 1
2
g(ΦX,ΦY ),

g̃(Φ̃Xh, Φ̃Y v) = 0,

g̃(Φ̃Xv, Φ̃Y v) = g(ΦX,ΦY ),

g̃(Φ̃Xv, Φ̃Y h) = 0


(4.1.16)

eşitliklerine ulaşılır. (4.0.1) ve (4.1.15)’ten,

g̃(Φ̃Xh, Y h) = g̃(Xh, Φ̃Y h) = 0,

g̃(Φ̃Xv, Y v) = g̃(Xv, Φ̃Y v) = 0,

g̃(Xh, Φ̃Y v) = 2g̃(Φ̃Xh, Y v) = g(ΦX,ΦY ),

g̃(Φ̃Xv, Y h) = 2g̃(Xv, Φ̃Y h) = g(ΦX,ΦY )


(4.1.17)

bulunur. (4.0.1), (4.1.2), (4.1.4)-(4.1.7) ve (4.1.14)’ten de

g̃(Φ̃2Xh, Y h) = g̃(Xh, Φ̃2Y h) = g(ΦX,ΦY ),

g̃(Φ̃2Xh, Y v) = g̃(Xh, Φ̃2Y v) = 0,

g̃(Φ̃2Xv, Y v) = g̃(Xv, Φ̃2Y v) = 1
2
g(ΦX,ΦY ),

g̃(Φ̃2Xv, Y h) = g̃(Xv, Φ̃2Y h) = 0


(4.1.18)

eşitlikleri elde edilir.

Şimdi, bir TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demeti üzerinde

Ω̃(X̃, Ỹ ) = g̃(X̃, Φ̃Ỹ ) (4.1.19)
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dönüşümünü tanımlayalım ve bu dönüşümü temel 2-form diye adlandıralım. Bu

taktirde, (4.1.17)’den

Ω̃(X̃, Ỹ ) = g̃(X̃, Φ̃Ỹ ) =
∑

i,j∈{h,v}

g̃(X i, Φ̃Y j) =
3

2
g(ΦX,ΦY ) (4.1.20)

ve

Ω̃(Ỹ , X̃) = g̃(Ỹ , Φ̃X̃) =
∑

i,j∈{h,v}

g̃(Y i, Φ̃Xj) =
3

2
g(ΦX,ΦY ) (4.1.21)

bulunur. Böylece, (4.1.20) ve (4.1.21)’den, bir TM hemen hemen parakontakt C-G

metrik tanjant demeti üzerinde temel 2-formun simetrik olduğu görülür.

4.2 Cheeger-Gromoll Metrikli Normal Hemen Hemen

Parakontakt Tanjant Demetler

İyi bilinir ki [32], bir M manifoldu üzerinde (1,1)-tipindeki bir J tensör alanının

Nj Nijenhuis tensörü

NJ(X, Y ) = J2 [X, Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]

şeklinde tanımlı (1,2)-tipinde bir tensör alanıdır ve bir Φ tensör alanınınNΦ Nijenhuis

tensörü de

NΦ(X, Y ) = Φ2 [X, Y ] + [ΦX,ΦY ]− Φ [ΦX, Y ]− Φ [X,ΦY ] .

şeklindedir. Biz de burada bir TM manifoldu üzerinde

 1 1

1 1

-tipindeki bir J̃

tensör alanının ÑJ̃ Nijenhuis tensör alanını

ÑJ̃(X̃, Ỹ ) = J̃2[X̃, Ỹ ] + [J̃X̃, J̃ Ỹ ]− J̃ [J̃X̃, Ỹ ]− J̃ [X̃, J̃ Ỹ ]

şeklinde ve Φ̃ tensör alanının ÑΦ̃ Nijenhuis tensör alanını da

ÑΦ̃(X̃, Ỹ ) = Φ̃2[X̃, Ỹ ] + [Φ̃X̃, Φ̃Ỹ ]− Φ̃[Φ̃X̃, Ỹ ]− Φ̃[X̃, Φ̃Ỹ ]

şeklinde tanımlayacağız.

TM bir hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demet olsun ve TM4n+2×

R2 manifoldunu gözönüne alalım. TM4n+2×R2 üzerindeki vektör alanları (Xh, f( d̃
dt

))
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ve (Xv, g( d̃
dt

)) ile ifade edilir, burada Xh, Xv ∈ TM4n+2 ve ( d̃
dt

) ∈ R2’dir. Bundan

sonra d̃
dt

yerine d̃t yazılacaktır.

(X i, f d̃t) ve (Y j, gd̃t), i, j ∈ {h, v}, şeklinde herhangi iki vektör olmak üzere

[(X i, f d̃t), (Y
j, gd̃t)] = ([X i, Y j], (X i(g)− Y j(f))d̃t) (4.2.1)

dir. Ayrıca, TM4n+2 × R2 manifoldu üzerinde J̃ hemen hemen çarpım yapısını

J̃(Xh, f d̃t) = (Φ̃Xh + fξv, η̃h(Xh)d̃t)

J̃(Xv, f d̃t) = (Φ̃Xv + fξh, η̃v(Xv)d̃t)

 (4.2.2)

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda,

J̃2(Xh, f d̃t) = J̃(J̃(Xh, f d̃t))

= J̃(Φ̃Xh + fξv, η̃h(Xh)d̃t)

= J̃(Xv − η̃v(Xv)ξv + fξv, η̃h(Xh)d̃t)

= J̃((X − η̃v(Xv)ξ + fξ)v, η̃h(Xh)d̃t)

= (Φ̃(X − η̃v(Xv)ξ + fξ)v + η̃h(Xh)ξh,

η̃v(X − η̃v(Xv)ξ + fξ)vd̃t)

= (Φ̃(Xv − η̃v(Xv)ξv + fξv) + η̃h(Xh)ξh,

η̃v(Xv − η̃v(Xv)ξv + fξv)d̃t)

= (Φ̃Xv + η̃h(Xh)ξh, (η̃v(Xv)− η̃v(Xv) + f)d̃t)

= (Xh − η̃h(Xh)ξh + η̃h(Xh)ξh, f d̃t)

= (Xh, f d̃t)

ve benzer şekilde

J̃2(Xv, f d̃t) = J̃(J̃(Xv, f d̃t))

= J̃(Φ̃Xv + fξh, η̃v(Xv)d̃t)

= J̃(Xh − η̃h(Xh)ξh + fξh, η̃v(Xv)d̃t)

= J̃((X − η̃h(Xh)ξ + fξ)h, η̃v(Xv)d̃t)
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= (Φ̃(X − η̃h(Xh)ξ + fξ)h + η̃v(Xv)ξv,

η̃h(X − η̃h(Xh)ξ + fξ)hd̃t)

= (Φ̃(Xh − η̃h(Xh)ξh + fξh) + η̃v(Xv)ξv,

η̃h(Xh − η̃h(Xh)ξh + fξh)d̃t)

= (Φ̃Xh + η̃v(Xv)ξv, (η̃h(Xh)− η̃h(Xh) + f)d̃t)

= (Xv − η̃v(Xv)ξv + η̃v(Xv)ξv, f d̃t)

= (Xv, f d̃t)

olur. O halde, buradan J̃2 = I olduğu görülür.

J̃ ’nın Nijenhuis tensörünün sıfır olması integrallenebilirlik için gerek ve yeter şart

olduğundan, Φ̃’nın ÑΦ̃ Nijenhuis tensörüne göre normallik şartını ifade edeceğiz.

Şimdi, ÑJ̃((X̃, 0), (Ỹ , 0)) ve ÑJ̃((X̃, 0), (0̃, d̃t)) ifadelerini hesaplayalım.

ÑJ̃((X̃, 0), (Ỹ , 0))

= J̃2
[
(X̃, 0), (Ỹ , 0)

]
+
[
J̃(X̃, 0), J̃(Ỹ , 0)

]
− J̃

[
J̃(X̃, 0), (Ỹ , 0)

]
− J̃

[
(X̃, 0), J̃(Ỹ , 0)

]
= J̃2[(Xh +Xv, 0), (Y h + Y v, 0)] + [J̃(Xh +Xv, 0), J̃(Y h + Y v, 0)]

− J̃ [J̃(Xh +Xv, 0), (Y h + Y v, 0)]− J̃ [(Xh +Xv, 0), J̃(Y h + Y v, 0)]

= J̃2[(Xh, 0), (Y h, 0)] + J̃2[(Xh, 0), (Y v, 0)] + J̃2[(Xv, 0), (Y h, 0)]

+ J̃2[(Xv, 0), (Y v, 0)] + [J̃(Xh, 0), J̃(Y h, 0)] + [J̃(Xh, 0), J̃(Y v, 0)]

+ [J̃(Xv, 0), J̃(Y h, 0)] + [J̃(Xv, 0), J̃(Y v, 0)]− J̃ [J̃(Xh, 0), (Y h, 0)]

− J̃ [J̃(Xh, 0), (Y v, 0)]− J̃ [J̃(Xv, 0), (Y h, 0)]− J̃ [J̃(Xv, 0), (Y v, 0)]

− J̃ [(Xh, 0), J̃(Y h, 0)]− J̃ [(Xh, 0), J̃(Y v, 0)]− J̃ [(Xv, 0), J̃(Y h, 0)]

− J̃ [(Xv, 0), J̃(Y v, 0)]

= ÑJ̃((Xh, 0), (Y h, 0)) + ÑJ̃((Xh, 0), (Y v, 0)) + ÑJ̃((Xv, 0), (Y h, 0))

+ ÑJ̃((Xv, 0), (Y v, 0)) (4.2.3)

dır. Bu nedenle şimdi, (4.2.3)’ın ÑJ̃ ((X i, 0) , (Y j, 0)) , i, j ∈ {h, v} bileşenlerini

hesaplamalıyız.
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(4.1.1), (4.1.2), (4.1.13), (4.2.1) ve (4.2.2)’den,

ÑJ̃((Xh, 0), (Y h, 0))

= J̃2
[
(Xh, 0), (Y h, 0)

]
+ [J̃(Xh, 0), J̃(Y h, 0)]− J̃ [J̃(Xh, 0), (Y h, 0)]

− J̃ [(Xh, 0), J̃(Y h, 0)]

= [(Xh, 0), (Y h, 0)] + [(Φ̃Xh, η̃h(Xh)d̃t), (Φ̃Y
h, η̃h(Y h)d̃t)]

− J̃ [(Φ̃Xh, η̃h(Xh)d̃t), (Y
h, 0)]− J̃ [(Xh, 0), (Φ̃Y h, η̃h(Y h)d̃t)]

= ([Xh, Y h], 0) + ([Φ̃Xh, Φ̃Y h], (Φ̃Xh(η̃h(Y h))− Φ̃Y h(η̃h(Xh)))d̃t)

− J̃([Φ̃Xh, Y h],−Y h(η̃h(Xh))d̃t)− J̃([Xh, Φ̃Y h], Xh(η̃h(Y h))d̃t)

= (Φ̃2[Xh, Y h] + η̃h([Xh, Y h])ξh + η̃v([Xh, Y h])ξv, 0)

+ ([Φ̃Xh, Φ̃Y h], (Φ̃Xh(η̃h(Y h))− Φ̃Y h(η̃h(Xh)))d̃t)

− J̃(− (∇YX)v ,−Y h(η̃h(Xh))d̃t)− J̃(η̃v (Xv) (∇Y ξ)
v ,−Y h(η̃h(Xh))d̃t)

− J̃(Y h(η̃v (Xv))ξv,−Y h(η̃h(Xh))d̃t)− J̃((∇XY )v , Xh(η̃h(Y h))d̃t)

− J̃(−η̃v (Y v) (∇Xξ)
v , Xh(η̃h(Y h))d̃t)− J̃(−Xh(η̃v (Y v))ξv, Xh(η̃h(Y h))d̃t)

= (Φ̃2[Xh, Y h] + η̃h([Xh, Y h])ξh + η̃v([Xh, Y h])ξv, 0)

+ ([Φ̃Xh, Φ̃Y h], (Φ̃Xh(η̃h(Y h))− Φ̃Y h(η̃h(Xh)))d̃t)

− (−Φ̃ (∇YX)v − Y h(η̃h(Xh))ξh,−η̃v ((∇YX)v) d̃t)

− (η̃v (Xv) Φ̃ (∇Y ξ)
v − Y h(η̃h(Xh))ξh, η̃v (Xv) η̃v ((∇Y ξ)

v) d̃t)

− (−Y h(η̃h(Xh))ξh, Y h(η̃v (Xv))d̃t)

− (Φ̃ (∇XY )v +Xh(η̃h(Y h))ξh, η̃v ((∇XY )v) d̃t)

− (−η̃v (Y v) Φ̃ (∇Xξ)
v +Xh(η̃h(Y h))ξh,−η̃v (Y v) η̃v ((∇Xξ)

v) d̃t)

− (Xh(η̃h(Y h))ξh,−Xh(η̃v(Y v))d̃t)

= (Φ̃2[Xh, Y h] + [Φ̃Xh, Φ̃Y h]− Φ̃[Φ̃Xh, Y h]− Φ̃[Xh, Φ̃Y h]

− 2dη̃h(Xh, Y h)ξh − 2dη̃v(Xh, Y h)ξv − 2Xh(η̃h(Y h))ξh + 2Y h(η̃h(Xh))ξh,

((LΦ̃Xh η̃h)Y h + (LΦ̃Xh η̃v)Y h − (LΦ̃Y h η̃
h)Xh − (LΦ̃Y h η̃

v)Xh)d̃t)

= (ÑΦ̃(Xh, Y h)− 2dη̃h(Xh, Y h)ξh − 2dη̃v(Xh, Y h)ξv

− 2Xh(η̃h
(
Y h
)
)ξh + 2Y h(η̃h

(
Xh
)
)ξh,

((LΦ̃Xh η̃h)Y h + (LΦ̃Xh η̃v)Y h − (LΦ̃Y h η̃
h)Xh − (LΦ̃Y h η̃

v)Xh)d̃t) (4.2.4)
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eşitliği elde edilir.

Uzun hesaplamalardan sonra diğer bileşenler de

ÑJ̃((Xh, 0), (Y v, 0)) = (ÑΦ̃(Xh, Y v)− 2dη̃h(Xh, Y v)ξh − 2dη̃v(Xh, Y v)ξv

− 2Xh(η̃v (Y v))ξh − 2Xh(η̃v (Y v))ξv,

((LΦ̃Xh η̃v)Y v −
(
LΦ̃Y v η̃

h
)
Xh − (LΦ̃Y v η̃

v)Xh)d̃t), (4.2.5)

ÑJ̃((Xv, 0), (Y h, 0)) = (ÑΦ̃(Xv, Y h)− 2dη̃h(Xv, Y h)ξh − 2dη̃v(Xv, Y h)ξv

+ 2Y h(η̃v (Xv))ξv + 2Y h(η̃v (Xv))ξh,

(
(
LΦ̃Xv η̃h

)
Y h + (LΦ̃Xv η̃v)Y h − (LΦ̃Y h η̃

v)Xv)d̃t) (4.2.6)

ve

ÑJ̃((Xv, 0), (Y v, 0)) = (ÑΦ̃(Xv, Y v)− 2dη̃h(Xv, Y v)ξh − 2dη̃v(Xv, Y v)ξv

+ 2Y v(η̃v (Xv))ξh − 2Xv(η̃v (Y v))ξh,

((LΦ̃Xv η̃v)Y v +
(
LΦ̃Xv η̃h

)
Y v − (LΦ̃Y v η̃

v)Xv

−
(
LΦ̃Y v η̃

h
)
Xv)d̃t) (4.2.7)

olarak elde edilir.

Yukarıdaki eşitliklerin elde edilebilmesi için, aşağıdaki ifadeler kullanıl-

mıştır:

2dη̃h(Xh, Y h) = Xh(η̃h(Y h))− Y h(η̃h(Xh))− η̃h([Xh, Y h]),

2dη̃h(Xh, Y v) = −Y v(η̃h(Xh))− η̃h([Xh, Y v]),

2dη̃h(Xv, Y h) = Xv(η̃h(Y h))− η̃h([Xv, Y h]),

2dη̃h(Xv, Y v) = −η̃h([Xv, Y v]),

2dη̃v(Xv, Y v) = Xv(η̃v(Y v))− Y v(η̃v(Xv))− η̃v([Xv, Y v]),

2dη̃v(Xv, Y h) = −Y h(η̃v(Xv))− η̃v([Xv, Y h]),

2dη̃v(Xh, Y v) = Xh(η̃v(Y v))− η̃v([Xh, Y v]),

2dη̃v(Xh, Y h) = −η̃v([Xh, Y h]);



(4.2.8)
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(
LΦ̃Xh η̃h

)
Y h = Φ̃Xh(η̃h(Y h)),(

LΦ̃Xh η̃h
)
Y v = 0,

(LΦ̃Xh η̃v)Y h = η̃v ((∇YX)v)− Y h(η̃v (Xv))− η̃v(Xv)η̃v ((∇Y ξ)
v) ,

(LΦ̃Xh η̃v)Y v = Φ̃Xh(η̃v(Y v))− Y v(η̃v (Xv)),(
LΦ̃Xv η̃h

)
Y h = Φ̃Xv(η̃h(Y h))− η̃h([X, Y ]h)− Y h(η̃h(Xh))

+ η̃h(Xh)η̃h([ξ, Y ]h),(
LΦ̃Xv η̃h

)
Y v = −Y v(η̃h

(
Xh
)
),

(LΦ̃Xv η̃v)Y h = η̃v ((R(X, Y )u)v)− η̃h(Xh)η̃v ((R(ξ, Y )u)v) ,

(LΦ̃Xv η̃v)Y v = Φ̃Xv(η̃v(Y v))− η̃v((∇XY )v) + η̃h(Xh)η̃v((∇ξY )v)



(4.2.9)

ve

Φ̃[Φ̃Xh, Y h] = − (∇YX)h + η̃h((∇YX)h)ξh + η̃v (Xv) (∇Y ξ)
h

− η̃v (Xv) η̃h((∇Y ξ)
h)ξh,

Φ̃[Xh, Φ̃Y h] = (∇XY )h − η̃h((∇XY )h)ξh − η̃v (Y v) (∇Xξ)
h

+ η̃v (Y v) η̃h((∇Xξ)
h)ξh,

Φ̃[Φ̃Xv, Y v] = (∇XY )h − η̃h((∇XY )h)ξh − η̃h(Xh) (∇ξY )h

+ η̃h(Xh)η̃h((∇ξY )h)ξh,

Φ̃[Xv, Φ̃Y v] = − (∇YX)h + η̃h((∇YX)h)ξh + η̃h(Y h)(∇ξX)h

− η̃h(Y h)η̃h((∇ξX)h)ξh,

Φ̃[Φ̃Xh, Y v] = 0,

Φ̃[Xh, Φ̃Y v] = [X, Y ]v − η̃v ([X, Y ]v) ξv − (R(X, Y )u)h

+ η̃h((R(X, Y )u)h)ξh − η̃h
(
Y h
)

[X, ξ]v

+ η̃h
(
Y h
)
η̃v ([X, ξ]v) ξv + η̃h

(
Y h
)

(R(X, ξ)u)h

− η̃h(Y h)η̃h
(
(R(X, ξ)u)h

)
ξh,

Φ̃[Φ̃Xv, Y h] = [X, Y ]v − η̃v ([X, Y ]v) ξv − (R(X, Y )u)h

+ η̃h
(
(R(X, Y )u)h

)
ξh

− η̃h
(
Xh
)

[ξ, Y ]v + η̃h(Xh)η̃v ([ξ, Y ]v) ξv

+ η̃h
(
Xh
)

(R(ξ, Y )u)h − η̃h
(
Xh
)
η̃h((R(ξ, Y )u)h)ξh,

Φ̃[Xv, Φ̃Y h] = 0.



(4.2.10)
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Böylece, eğer (4.2.4)-(4.2.7) ifadeleri (4.2.3)’te kullanılırsa,

ÑJ̃((X̃, 0), (Ỹ , 0))

= (ÑΦ̃(Xh, Y h) + ÑΦ̃(Xh, Y v) + ÑΦ̃(Xv, Y h) + ÑΦ̃(Xv, Y v)

− 2dη̃h(Xh, Y h)ξh − 2dη̃h(Xh, Y v)ξh − 2dη̃h(Xv, Y h)ξh − 2dη̃h(Xv, Y v)ξh

− 2dη̃v(Xh, Y h)ξv − 2dη̃v(Xh, Y v)ξv − 2dη̃v(Xv, Y h)ξv − 2dη̃v(Xv, Y v)ξv

− 2Xh(η̃h
(
Y h
)
)ξh − 2Xh(η̃v (Y v))ξv − 2Xh(η̃v (Y v))ξh − 2Xv(η̃v (Y v))ξh

+ 2Y h(η̃h
(
Xh
)
)ξh + 2Y h(η̃v (Xv))ξv + 2Y h(η̃v (Xv))ξh + 2Y v(η̃v (Xv))ξh,

{(LΦ̃Xh η̃h)Y h + (LΦ̃Xh η̃v)Y h + (LΦ̃Xh η̃v)Y v + (LΦ̃Xv η̃h)Y h + (LΦ̃Xv η̃v)Y h

+ (LΦ̃Xv η̃h)Y v + (LΦ̃Xv η̃v)Y v − (LΦ̃Y h η̃
h)Xh − (LΦ̃Y h η̃

v)Xh − (LΦ̃Y h η̃
v)Xv

− (LΦ̃Y v η̃
h)Xh − (LΦ̃Y v η̃

v)Xh − (LΦ̃Y v η̃
h)Xv − (LΦ̃Y v η̃

v)Xv}d̃t) (4.2.11)

ifadesine ulaşılır. Şimdi, (4.2.11)’in tam sonucunu elde etmek için, (4.2.8), (4.2.9)

ve (4.2.10) yardımıyla ÑΦ̃(X i, Y j), 2dη̃k(X l, Y m), (LΦ̃Xn η̃p)Y s, i, j, k, l,m, n, p, s ∈

{h, v} terimleri hesaplanmalıdır.

(4.1.1), (4.1.2), (4.1.3), (4.1.9)-(4.1.13)’ten,

ÑΦ̃(Xh, Y h)

= Φ̃2[Xh, Y h] + [Φ̃Xh, Φ̃Y h]− Φ̃[Φ̃Xh, Y h]− Φ̃[Xh, Φ̃Y h]

= Φ̃2([X, Y ]h − (R(X, Y )u)v) + [Xv − η̃v(Xv)ξv, Y v − η̃v(Y v)ξv]

− Φ̃[Xv − η̃v(Xv)ξv, Y h]− Φ̃[Xh, Y v − η̃v(Y v)ξv]

= Φ̃2 [X, Y ]h − Φ̃2(R(X, Y )u)v

+ ([Xv, Y v] + [Xv,−η̃v(Y v)ξv] + [−η̃v(Xv)ξv, Y v] + [−η̃v(Xv)ξv,−η̃v(Y v)ξv])

− Φ̃(
[
Xv, Y h] + [−η̃v(Xv)ξv, Y h

]
)− Φ̃(

[
Xh, Y v] + [Xh,−η̃v(Y v)ξv

]
)

= Φ̃2 [X, Y ]h − Φ̃2(R(X, Y )u)v + (−Xv(η̃v(Y v))ξv + Y v(η̃v(Xv))ξv

+ η̃v(Xv)ξv(η̃v(Y v))ξv − η̃v(Y v)ξv(η̃v(Xv))ξv)

− Φ̃(
[
Xv, Y h] + Y h(η̃v(Xv))ξv − η̃v(Xv)[ξv, Y h

]
)

− Φ̃(
[
Xh, Y v]−Xh(η̃v(Y v))ξv − η̃v(Y v)[Xh, ξv

]
)

= [X, Y ]h − η̃h([X, Y ]h)ξh − (R(X, Y )u)v + η̃v((R(X, Y )u)v)ξv

67



−Xv(η̃v(Y v))ξv + Y v(η̃v(Xv))ξv + η̃v(Xv)ξv(η̃v(Y v))ξv

− η̃v(Y v)ξv(η̃v(Xv))ξv + Φ̃(∇YX)v − η̃v(Xv)Φ̃(∇Y ξ)
v

− Φ̃(∇XY )v + η̃v(Y v)Φ̃(∇Xξ)
v

= (∇XY )h − (∇YX)h − η̃h((∇XY )h)ξh + η̃h((∇YX)h)ξh − (R(X, Y )u)v

+ η̃v((R(X, Y )u)v)ξv −Xv(η̃v(Y v))ξv + Y v(η̃v(Xv))ξv + η̃v(Xv)ξv(η̃v(Y v))ξv

− η̃v(Y v)ξv(η̃v(Xv))ξv + (∇YX)h − η̃h((∇YX)h)ξh − η̃v(Xv)(∇Y ξ)
h

+ η̃v(Xv)η̃h((∇Y ξ)
h)ξh − (∇XY )h + η̃h((∇XY )h)ξh + η̃v(Y v)(∇Xξ)

h

− η̃v(Y v)η̃h((∇Xξ)
h)ξh (4.2.12)

bulunur. (4.2.12) ifadesinde u = ∓ξ olması durumu göz önüne alınırsa,

ÑΦ̃(Xh, Y h) = ±(R(X, Y )ξ)v − η(X)(∇Y ξ)
h + η(Y )(∇Xξ)

h

ifadesine ve benzer şekilde,

ÑΦ̃(Xh, Y v) = ∓(R(X, Y )ξ)h ± η(Y )(R(X, ξ)ξ)h

+ η(X)(∇Y ξ)
v + η(Y )(∇Xξ)

v − η(X)η(Y )(∇ξξ)
v

+ 1
2
g(X,∇Y ξ)ξ

v − 1
2
η(Y )g(X,∇ξξ)ξ

v,

ÑΦ̃(Xv, Y h) = ∓(R(X, Y )ξ)h ± η(X)(R(ξ, Y )ξ)h

− η(X)(∇Y ξ)
v − η(Y )(∇Xξ)

v + η(X)η(Y )(∇ξξ)
v

− 1
2
g(Y,∇Xξ)ξ

v + 1
2
η(X)g(Y,∇ξξ)ξ

v,

ÑΦ̃(Xv, Y v) = ±(R(X, Y )ξ)v ∓ η(X)(R(ξ, Y )ξ)v

∓ η(Y )(R(X, ξ)ξ)v + g(X,∇Y ξ)ξ
h − g(Y,∇Xξ)ξ

h

+ η(X)(∇Y ξ)
h − η(Y )(∇Xξ)

h + η(X)g(Y,∇ξξ)ξ
h

− η(Y )g(X,∇ξξ)ξ
h



(4.2.13)

ifadelerine;

2dη̃h(Xh, Y h) = Xh(η̃h(Y h))− Y h(η̃h(Xh))− η̃h([Xh, Y h])

= X(η(Y ))− Y (η(X))− η̃h([X, Y ]h − (R(X, Y )u)v)

= X(η(Y ))− Y (η(X))− η([X, Y ]) = 2dη(X, Y )

ve benzer şekilde,

2dη̃v(Xv, Y v) = 2dη̃h(Xh, Y v) = 2dη̃h(Xv, Y h)

= 2dη̃h(Xv, Y v) = 2dη̃v(Xh, Y h) = 0,

2dη̃v(Xh, Y v) = 1
2
g(Y,∇Xξ), 2dη̃v(Xv, Y h) = −1

2
g(X,∇Y ξ)


(4.2.14)
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ifadelerine ve(
LΦ̃Xh η̃h

)
Y h = Φ̃Xh(η̃h(Y h))− η̃h([Φ̃Xh, Y h])

= (Xv − η̃v(Xv)ξv)(η̃h(Y h))− η̃h([Xv, Y h]

+ Y h(η̃v(Xv))ξv − η̃v(Xv)[ξv, Y h])

= Xv(η̃h(Y h))− η̃v(Xv)ξv(η̃h(Y h))− η̃h([Xv, Y h])

+ η̃v(Xv)η̃h([ξv, Y h])

= 0

ve benzer şekilde,(
LΦ̃Xh η̃h

)
Y v =

(
LΦ̃Xv η̃h

)
Y v = (LΦ̃Xv η̃v)Y h = (LΦ̃Xh η̃v)Y v = 0,

(LΦ̃Xv η̃v)Y v = 1
2
g(Y,∇Xξ)− 1

2
η(X)g(Y,∇ξξ),

(LΦ̃Xh η̃v)Y h = −1
2
g(X,∇Y ξ)(

LΦ̃Xv η̃h
)
Y h = g(Y,∇Xξ)− g(X,∇Y ξ)− η(X)g(Y,∇ξξ)



(4.2.15)

ifadelerine ulaşılır.

Yukarıdaki hesaplamalarda, 3. Bölüm’de de geçen şu eşitlikler kullanılmıştır:

Xh(g̃(Y h, Zh)) = X(g(Y, Z)),

Xv(g̃(Y h, Zh)) = 0,

Xh(g̃(Y v, Zv)) = g̃((∇XY )v, Zv) + g̃(Y v, (∇XZ)v),

Xv(g̃(Y v, Zv)) = − 2
α2 g(X, u){g(Y, Z) + g(Y, u)g(Z, u)}

+ 1
α
{g(X, Y )g(Z, u) + g(X,Z)g(Y, u)}


(4.2.16)

(detay için, [9]’a bakılabilir).

O halde, (4.2.13), (4.2.14) ve (4.2.15) eşitlikleri (4.2.11)’de kullanılırsa,

ÑJ((X̃, 0), (Ỹ , 0))

= (∓2(R(X, Y )ξ)h ± 2(R(X, Y )ξ)v ± η(Y )(R(X, ξ)ξ)h ∓ η(Y )(R(X, ξ)ξ)v

± η(X)(R(ξ, Y )ξ)h ∓ η(X)(R(ξ, Y )ξ)v + 2g(X,∇Y ξ)ξ
v + 5g(X,∇Y ξ)ξ

h

− 2g(Y,∇Xξ)ξ
v − 5g(Y,∇Xξ)ξ

h − 4η(∇XY )ξh − 2η(∇XY )ξv + 4η(∇YX)ξh

+ 2η(∇YX)ξv +
1

2
η(X)g(Y,∇ξξ)ξ

v + η(X)g(Y,∇ξξ)ξ
h − 1

2
η(Y )g(X,∇ξξ)ξ

v

− η(Y )g(X,∇ξξ)ξ
h,

1

2
{6g(Y,∇Xξ)− 6g(X,∇Y ξ)− 3η(X)g(Y,∇ξξ) + 3η(Y )g(X,∇ξξ)}d̃t)(4.2.17)

sonucu elde edilir.
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Yukarıdakine benzer yolla,

ÑJ̃((X̃, 0), (0̃, d̃t)) = ÑJ̃((Xh, 0), (0, d̃t)) + ÑJ̃((Xv, 0), (0, d̃t)) (4.2.18)

olduğu görülür. Dolayısıyla şimdi, ÑJ̃((X i, 0), (0, d̃t)) i ∈ {h, v} bileşenleri hesaplan-

malıdır. Bu bileşenleri hesaplamak için, aşağıdaki eşitlikler kullanılacaktır:

(LξhΦ̃)Xh = [ξh, Φ̃Xh]− [ξ,X]v + η̃v([ξ,X]v)ξv

+ (R(ξ,X)u)h − η̃h((R(ξ,X)u)h)ξh,

(LξhΦ̃)Xv = [ξh, Φ̃Xv]− (∇ξX)h + η̃h((∇ξX)h)ξh,

(LξvΦ̃)Xh = [ξv, Φ̃Xh] + (∇Xξ)
h − η̃h((∇Xξ)

h)ξh,

(LξvΦ̃)Xv = [ξv, Φ̃Xv]


(4.2.19)

ve

(Lξh η̃
h)Xh = ξh(η̃h(Xh))− η̃h([ξ,X]h),

(Lξv η̃
h)Xh = ξv(η̃h(Xh)),

(Lξh η̃
h)Xv = 0,

(Lξv η̃
h)Xv = 0,

(Lξh η̃
v)Xh = η̃v((R(ξ,X)u)v),

(Lξv η̃
v)Xh = η̃v((∇Xξ)

v)),

(Lξh η̃
v)Xv = ξh(η̃v(Xv))− η̃v((∇ξX)v)),

(Lξv η̃
v)Xv = ξv(η̃v(Xv)).



(4.2.20)

Böylece, (4.1.2), (4.1.13), (4.2.1), (4.2.2), (4.2.19) ve (4.2.20)’den,

ÑJ̃((Xh, 0), (0, d̃t))

= J̃2[(Xh, 0), (0, d̃t)] + [J̃(Xh, 0), J̃(0, d̃t)]− J̃ [J̃(Xh, 0), (0, d̃t)]

− J̃ [(Xh, 0), J̃(0, d̃t)]

= [(Xh, 0), (0, d̃t)] + [(Φ̃Xh, η̃h(Xh)d̃t), (ξ̃, 0)]

− J̃ [(Φ̃Xh, η̃h(Xh)d̃t), (0, d̃t)]− J̃ [(Xh, 0), (ξ̃, 0)]

= ([Xh, 0], 0) + ([Φ̃Xh, ξ̃],−ξ̃(η̃h(Xh))d̃t)− J̃([Φ̃Xh, 0], 0)− J̃([Xh, ξ̃], 0)

= ([Φ̃Xh, ξ̃],−ξ̃(η̃h(Xh))d̃t)− J̃([Xh, ξ̃], 0)
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= ([Φ̃Xh, ξh] + [Φ̃Xh, ξv], (−ξh(η̃h(Xh))− ξv(η̃h(Xh)))d̃t)

− J̃([Xh, ξh] + [Xh, ξv], 0)

= ([Φ̃Xh, ξh] + [Φ̃Xh, ξv], (−ξh(η̃h(Xh))− ξv(η̃h(Xh)))d̃t)− J̃([X, ξ]h , 0)

− J̃(−(R(X, ξ)u)v, 0)− J̃((∇Xξ)
v, 0)

= ([Φ̃Xh, ξh] + [Φ̃Xh, ξv]− [X, ξ]v + η̃v([X, ξ]v)ξv + (R(X, ξ)u)h

− η̃h((R(X, ξ)u)h)ξh − (∇Xξ)
h + η̃h((∇Xξ)

h)ξh,

{−ξh(η̃h(Xh))− ξv(η̃h(Xh))− η̃h([X, ξ]h) + η̃v ((R(X, ξ)u)v)

− η̃v ((∇Xξ)
v)}d̃t)

= −((LξhΦ̃)Xh + (LξvΦ̃)Xh,

{(Lξh η̃h)Xh + (Lξh η̃
v)Xh + (Lξv η̃

h)Xh + (Lξv η̃
v)Xh}d̃t) (4.2.21)

ve benzer şekilde

ÑJ̃((Xv, 0), (0, d̃t)) = −((LξhΦ̃)Xv + (LξvΦ̃)Xv,

{(Lξh η̃v)Xv + (Lξv η̃
v)Xv}d̃t) (4.2.22)

ifadelerine ulaşılır.

Eğer (4.2.21) ve (4.2.22) ifadeleri (4.2.18) eşitliğinde kullanılırsa,

ÑJ̃((X̃, 0), (0̃, d̃t))

= −((LξhΦ̃)Xh + (LξhΦ̃)Xv + (LξvΦ̃)Xh + (LξvΦ̃)Xv,

{(Lξh η̃h)Xh + (Lξh η̃
v)Xh + (Lξh η̃

v)Xv + (Lξv η̃
h)Xh

+ (Lξv η̃
v)Xh + (Lξv η̃

v)Xv}d̃t) (4.2.23)

elde edilir.

Şimdi (4.2.23) ifadesinin tam sonucuna ulaşmak için, (4.2.16), (4.2.19) ve (4.2.20)

eşitlikleri yardımıyla (LξiΦ̃)Xj ve (Lξk η̃
l)Xm, i, j, k, l,m ∈ {h, v} terimleri hesaplan-

malıdır.
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(LξhΦ̃)Xh = [ξh, Φ̃Xh]− Φ̃[ξh, Xh]

= [ξh, Xv − η̃v(Xv)ξv]− Φ̃([ξ,X]h − (R(ξ,X)u)v)

= [ξh, Xv]− ξh(η̃v(Xv))ξv − η̃v(Xv)[ξh, ξv]

− Φ̃ [ξ,X]h + Φ̃(R(ξ,X)u)v

= (∇ξX)v − η(∇ξX)ξv − 1
2
g(X,∇ξξ)ξ

v

− η(X)(∇ξξ)
v − [ξ,X]v + η̃v([ξ,X]v)ξv

+ (R(ξ,X)u)h − η̃h((R(ξ,X)u)h)ξh

= −1
2
g(X,∇ξξ)ξ

v − η(X)(∇ξξ)
v + (∇Xξ)

v

∓ (R(ξ,X)ξ)h

ve benzer şekilde,

(LξhΦ̃)Xv = −(∇Xξ)
h ± (R(ξ,X)ξ)v − g(X,∇ξξ)ξ

h,

(LξvΦ̃)Xh = (∇Xξ)
h,

(LξvΦ̃)Xv = −(∇Xξ)
v + η(X)(∇ξξ)

v



(4.2.24)

dir ve

(Lξh η̃
h)Xh = ξh(η̃h(Xh))− η̃h([ξh, Xh])

= ξ(η(X))− η̃h([ξ,X]h − (R(ξ,X)u)v)

= ξ(η(X))− η([ξ,X]) = (Lξη)X

ve benzer şekilde,

(Lξh η̃
h)Xv = (Lξh η̃

v)Xh = (Lξv η̃
h)Xh = (Lξv η̃

v)Xh

= (Lξv η̃
h)Xv = (Lξv η̃

v)Xv = 0,

(Lξh η̃
v)Xv = 1

2
g(X,∇ξξ)



(4.2.25)

dir. Böylece,

ÑJ̃((X̃, 0), (0̃, d̃t))

= (
1

2
g(X,∇ξξ)ξ

v + g(X,∇ξξ)ξ
h ± (R(ξ,X)ξ)h ∓ (R(ξ,X)ξ)v),

− 3

2
g(X,∇ξξ)d̃t) (4.2.26)

sonucuna ulaşılır.
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Dolayısıyla, (4.2.17) ve (4.2.26) denklemlerinden,

Ñ (1)(X̃, Ỹ ) = ∓2(R(X, Y )ξ)h ± 2(R(X, Y )ξ)v ± η(Y )(R(X, ξ)ξ)h

∓ η(Y )(R(X, ξ)ξ)v ± η(X)(R(ξ, Y )ξ)h ∓ η(X)(R(ξ, Y )ξ)v

+ 2g(X,∇Y ξ)ξ
v + 5g(X,∇Y ξ)ξ

h − 2g(Y,∇Xξ)ξ
v

− 5g(Y,∇Xξ)ξ
h − 4η(∇XY )ξh − 2η(∇XY )ξv + 4η(∇YX)ξh

+ 2η(∇YX)ξv +
1

2
η(X)g(Y,∇ξξ)ξ

v + η(X)g(Y,∇ξξ)ξ
h

− 1

2
η(Y )g(X,∇ξξ)ξ

v − η(Y )g(X,∇ξξ)ξ
h, (4.2.27)

Ñ (2)(X̃, Ỹ ) =
1

2
{−6g(X,∇Y ξ) + 6g(Y,∇Xξ)

− 3η(X)g(Y,∇ξξ) + 3η(Y )g(X,∇ξξ)}, (4.2.28)

Ñ (3)(X̃) =
1

2
g(X,∇ξξ)ξ

v + g(X,∇ξξ)ξ
h ± (R(ξ,X)ξ)h

∓ (R(ξ,X)ξ)v, (4.2.29)

Ñ (4)(X̃) = −3

2
g(X,∇ξξ) (4.2.30)

yazılabilir. Dolayısıyla bu hesaplamalardan sonra, aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 4.2.1. M (2n+1), (Φ, η, ξ, g) hemen hemen parakontakt metrik yapısıyla birlikte

bir hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun. Eğer (TM, Φ̃, η̃, ξ̃, g̃) hemen

hemen parakontakt C-G metrik tanjant demeti üzerinde Ñ (1) = 0 ise, bu taktirde

Ñ (2) = Ñ (3) = Ñ (4) = 0 dır.

İspat. Ñ (1) = 0 olsun. Bu taktirde, eğer (4.2.27) ifadesine η̃h, η̃v ve Φ̃ uygulanırsa,

sırasıyla

5g(X,∇Y ξ)− 5g(Y,∇Xξ)− 4η(∇XY ) + 4η(∇YX)

+ η(X)g(Y,∇ξξ)− η(Y )g(X,∇ξξ) = 0, (4.2.31)

4g(X,∇Y ξ)− 4g(Y,∇Xξ)− 4η(∇XY ) + 4η(∇YX)

+ η(X)g(Y,∇ξξ)− η(Y )g(X,∇ξξ) = 0, (4.2.32)

±2(R(X, Y )ξ)h ∓ 2(R(X, Y )ξ)v ± η(Y )(R(X, ξ)ξ)v ∓ η(Y )(R(X, ξ)ξ)h

± η(X)(R(ξ, Y )ξ)v ∓ η(X)(R(ξ, Y )ξ)h = 0 (4.2.33)
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olur. (4.2.31) ve (4.2.32) ifadelerinde Y = ξ alınırsa, sırasıyla

4g(X,∇ξξ) + 4η(∇ξX) = 0

ve

3g(X,∇ξξ) + 4η(∇ξX) = 0

bulunur ve dolayısıyla

g(X,∇ξξ) = η(∇ξX) = 0 (4.2.34)

eşitliklerine ulaşılır. Benzer şekilde (4.2.31) ve (4.2.32) ifadelerinde X = ξ alınırsa

da

g(Y,∇ξξ) = η(∇ξY ) = 0 (4.2.35)

bulunur. (4.2.34) ve (4.2.35) ifadeleri (4.2.31) ve (4.2.32)’de kullanılırsa,

g(X,∇Y ξ) = g(Y,∇Xξ) (4.2.36)

elde edilir. Böylece, (4.2.34), (4.2.35) ve (4.2.36)’dan, Ñ (2)(X̃, Ỹ ) = Ñ (4)(X̃) = 0

olduğu görülür.

Şimdi, eğer (4.2.33)’te Y = ξ alınırsa

±2(R(X, ξ)ξ)h ∓ 2(R(X, ξ)ξ)v ± (R(X, ξ)ξ)v ∓ (R(X, ξ)ξ)h = 0

∓(R(X, ξ)ξ)v ± (R(X, ξ)ξ)h = 0 (4.2.37)

bulunur ve dolayısıyla (4.2.34) ve (4.2.37)’den de Ñ (3)(X̃) = 0 olduğu görülür ve

böylece ispat tamamlanır.

Böylece, bir hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetin normalliğini

karakterize eden aşağıdaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 4.2.2. M (2n+1), (Φ, η, ξ, g) hemen hemen parakontakt metrik yapısıyla birlikte

bir hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun. Bu taktirde, M ’nin (TM, Φ̃, η̃, ξ̃, g̃)

hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demeti normaldir ancak ve ancak

Ñ (1) = 0’dır.
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4.3 Cheeger-Gromoll Metrikli Parakontakt Tanjant Demetler

Bu alt bölümde, parakontakt C-G metrik tanjant demet, K-parakontakt C-G

metrik tanjant demet, C-G para-Sasakian tanjant demet kavramları tanımlanarak

bu kavramlarla ilgili bazı karakterizasyonlar verilmektedir.

Tanım 4.3.1. M (2n+1), (Φ, η, ξ, g) hemen hemen parakontakt metrik yapısıyla birlikte

bir hemen hemen parakontakt metrik manifold ve TM de (Φ̃, η̃, ξ̃, g̃) hemen hemen

parakontakt C-G metrik yapısıyla birlikte bir hemen hemen parakontakt C-G metrik

tanjant demet olsun. Eğer TM üzerinde

2Ω̃(X̃, Ỹ ) = (∇̃X̃ η̃)Ỹ + (∇̃Ỹ η̃)X̃

şartı sağlanıyorsa, bu taktirde TM ’ye bir parakontakt C-G metrik tanjant

demet denir.

O halde, (4.1.20) ve Önerme 3.2.1’den,

2Ω̃(X̃, Ỹ ) = 3g(ΦX,ΦY )

ve

(∇̃X̃ η̃)Ỹ = ∇̃X̃ η̃(Ỹ )− η̃(∇̃X̃ Ỹ )

= ∇̃Xh(η̃h(Y h)) + ∇̃Xh(η̃v(Y v)) + ∇̃Xv(η̃h(Y h)) + ∇̃Xv(η̃v(Y v))

− η̃h(∇̃XhY h)− η̃h(∇̃XhY v)− η̃h(∇̃XvY h)− η̃h(∇̃XvY v)

− η̃v(∇̃XhY h)− η̃v(∇̃XhY v)− η̃v(∇̃XvY h)− η̃v(∇̃XvY v)

= g̃(∇̃XhY h, ξh) + g̃(Y h, ∇̃Xhξh) + g̃(∇̃XhY v, ξv) + g̃(Y v, ∇̃Xhξv)

+ g̃(∇̃XvY h, ξh) + g̃(Y h, ∇̃Xvξh) + g̃(∇̃XvY v, ξv) + g̃(Y v, ∇̃Xvξv)

− η̃h(∇̃XhY h)− η̃h(∇̃XhY v)− η̃h(∇̃XvY h)− η̃h(∇̃XvY v)

− η̃v(∇̃XhY h)− η̃v(∇̃XhY v)− η̃v(∇̃XvY h)− η̃v(∇̃XvY v)

= g̃(Y h, ∇̃Xhξh) + g̃(Y v, ∇̃Xhξv) + g̃(Y h, ∇̃Xvξh) + g̃(Y v, ∇̃Xvξv)

− η̃h(∇̃XhY v)− η̃h(∇̃XvY v)− η̃v(∇̃XhY h)− η̃v(∇̃XvY h)
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= g̃(Y h, (∇Xξ)
h) + g̃(Y v, (∇Xξ)

v) +
1

2α
g̃(Y h, (R(u,X)ξ)h)

− 1

α
g̃(Xv, U)g̃(Y v, ξv)− 1

α
g̃(ξv, U)g̃(Y v, Xv)

+
1 + α

α
g̃(Xv, ξv)g̃(Y v, U)− 1

α
g̃(Xv, U)g̃(ξv, U)g̃(Y v, U)

− 1

2α
η̃h((R(u, Y )X)h) +

1

2
η̃v((R(X, Y )u)v)

= g(Y,∇Xξ) +
1

2
g(Y,∇Xξ)∓

1

4
g(Y,R(ξ,X)ξ)± 1

2
η(X)η(Y )

± 1

4
g(X, Y )± 1

4
η(X)η(Y )∓ 3

2
η(X)η(Y )± 1

2
η(X)η(Y )

± 1

4
η(R(ξ, Y )X)∓ 1

2
η(R(X, Y )ξ)

=
3

2
g(Y,∇Xξ)∓

1

4
g(Y,R(ξ,X)ξ)± 1

4
η(R(ξ, Y )X)± 1

4
g(X, Y )

∓ η(X)η(Y ){−1

2
− 1

4
+

3

2
− 1

2
}

=
3

2
g(Y,∇Xξ)∓

1

4
g(Y,R(ξ,X)ξ)± 1

4
η(R(ξ, Y )X)± 1

4
g(X, Y )

∓ 1

4
η(X)η(Y )

=
1

4
{6g(Y,∇Xξ)∓ g(Y,R(ξ,X)ξ)± η(R(ξ, Y )X)± g(X, Y )∓ η(X)η(Y )}

ve benzer şekilde

(∇̃Ỹ η̃)X̃ =
1

4
{6g(X,∇Y ξ)∓ g(X,R(ξ, Y )ξ)± η(R(ξ,X)Y )± g(X, Y )∓ η(X)η(Y )}

ifadelerine ulaşılır. Böylece, eğer TM bir (Φ̃, η̃, ξ̃, g̃) parakontakt C-G metrik yapısıyla

birlikte bir parakontakt C-G metrik tanjant demet ise, bu taktirde

2Ω̃(X̃, Ỹ ) = (∇̃X̃ η̃)Ỹ + (∇̃Ỹ η̃)X̃

eşitliğinden

3g(ΦX,ΦY ) =
1

4
{6g(X,∇Y ξ) + 6g(Y,∇Xξ)∓ g(X,R(ξ, Y )ξ)∓ g(Y,R(ξ,X)ξ)

±η(R(ξ,X)Y )± η(R(ξ, Y )X)± 2g(X, Y )∓ 2η(X)η(Y )} (4.3.1)

bulunur. Bu nedenle, (4.3.1) eşitliğinde u = ξ ve u = −ξ alınırsa, sırasıyla,

3g(ΦX,ΦY ) =
1

4
{6g(X,∇Y ξ) + 6g(Y,∇Xξ) + g(X,R(ξ, Y )ξ) + g(Y,R(ξ,X)ξ)

−η(R(ξ,X)Y )− η(R(ξ, Y )X)− 2g(X, Y ) + 2η(X)η(Y )} (4.3.2)
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ve

3g(ΦX,ΦY ) =
1

4
{6g(X,∇Y ξ) + 6g(Y,∇Xξ)− g(X,R(ξ, Y )ξ)− g(Y,R(ξ,X)ξ)

+η(R(ξ,X)Y ) + η(R(ξ, Y )X) + 2g(X, Y )− 2η(X)η(Y )}, (4.3.3)

olur. (4.3.2) ve (4.3.3) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa

2g(ΦX,ΦY ) = g(X,∇Y ξ) + g(Y,∇Xξ). (4.3.4)

elde edilir. (4.3.4) ifadesinde Y = ξ alınırsa, g(X,∇ξξ) = 0 bulunur. Bu nedenle,

eğer TM bir parakontakt C-G metrik tanjant demet ise, bu taktirde M üzerinde

g(X,∇ξξ) = 0 (4.3.5)

olur.

Sonuç 4.3.1. M (2n+1), (Φ, η, ξ, g) hemen hemen parakontakt metrik yapısıyla birlikte

bir hemen hemen parakontakt metrik manifold ve TM de (Φ̃, η̃, ξ̃, g̃) parakontakt

C-G metrik yapısıyla birlikte bir parakontakt C-G metrik tanjant demet olsun. Bu

taktirde, ∀X̃ ∈ T(p,u)TM için, Ñ (2)(X̃, ξ̃) = 0 ve Ñ (4)(X̃) = 0 dır. Burada ξ̃ ∈

T(p,u)TM dir.

Tanım 4.3.2. Bir (TM, g̃) hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demeti

üzerindeki bir X̃ vektör alanına bir Killing vektör alanı denir, eğer LX̃ g̃ = 0

şartı sağlanıyorsa.

Tanım 4.3.3. Eğer ξ̃, bir TM parakontakt C-G metrik tanjant demeti üzerinde

bir Killing vektör alanı ise, bu taktirde TM ’ye bir K-parakontakt C-G metrik

tanjant demet denir.

Dolayısıyla, bu tanımlara göre aşağıdaki teorem ve sonuç ifade edilebilir:

Teorem 4.3.1. M (2n+1), (Φ, η, ξ, g) parakontakt metrik yapısıyla birlikte bir parakon-

takt metrik manifold ve TM de (Φ̃, η̃, ξ̃, g̃) parakontakt C-G metrik yapısıyla birlikte

bir parakontakt C-G metrik tanjant demet olsun. Bu taktirde ξ̃, TM üzerinde bir

Killing vektör alanı olamaz.
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İspat. ∀X̃, Ỹ ∈ T(p,u)TM ve ξ̃ ∈ T(p,u)TM için

(Lξ̃g̃)(X̃, Ỹ )

= ξ̃(g̃(X̃, Ỹ ))− g̃([ξ̃, X̃], Ỹ )− g̃(X̃, [ξ̃, Ỹ ])

= (Lξh g̃)(Xh, Y h) + (Lξh g̃)(Xh, Y v) + (Lξh g̃)(Xv, Y h)

+ (Lξh g̃)(Xv, Y v) + (Lξv g̃)(Xh, Y h) + (Lξv g̃)(Xh, Y v)

+ (Lξv g̃)(Xv, Y h) + (Lξv g̃)(Xv, Y v) (4.3.6)

dir. Dolayısıyla, (Lξi g̃)(Xj, Y k), i, j, k ∈ {h, v} terimleri hesaplanmalıdır.

(Lξh g̃)(Xh, Y h)

= ξh(g̃(Xh, Y h))− g̃([ξh, Xh], Y h)− g̃(Xh, [ξh, Y h])

= ξ(g(X, Y ))− g̃([ξ,X]h − (R(ξ,X)u)v, Y h)− g̃(Xh, [ξ, Y ]h − (R(ξ, Y )u)v)

= ξ(g(X, Y ))− g([ξ,X] , Y )− g(X, [ξ, Y ]

= (Lξg)(X, Y )

ve benzer şekilde,

(Lξh g̃)(Xh, Y v) = ∓1
2
g(R(ξ,X)ξ, Y ),

(Lξh g̃)(Xv, Y h) = ∓1
2
g(X,R(ξ, Y )ξ),

(Lξh g̃)(Xv, Y v) = (Lξv g̃)(Xh, Y h) = 0,

(Lξv g̃)(Xh, Y v) = 1
2
g(∇Xξ, Y ),

(Lξv g̃)(Xv, Y h) = 1
2
g(X,∇Y ξ),

(Lξv g̃)(Xv, Y v) = ±1
2
g(ΦX,ΦY )


(4.3.7)

dir. (4.3.4) ve (4.3.7) ifadeleri (4.3.6)’da kullanılırsa,

(Lξ̃g̃)(X̃, Ỹ ) =
3

2
g(X,∇Y ξ) +

3

2
g(Y,∇Xξ)∓

1

2
g(R(ξ,X)ξ, Y )

∓1

2
g(R(ξ, Y )ξ,X)± 3

4
{g(X,∇Y ξ) + g(Y,∇Xξ)} (4.3.8)

ifadesine ulaşılır. Eğer Lξ̃g̃ = 0 ise, bu taktirde

5g(X,∇Y ξ) + 5g(Y,∇Xξ) + 2g(R(ξ,X)ξ, Y ) + 2g(R(ξ, Y )ξ,X) = 0 (4.3.9)

ve

7g(X,∇Y ξ) + 7g(Y,∇Xξ)− 2g(R(ξ,X)ξ, Y )− 2g(R(ξ, Y )ξ,X) = 0 (4.3.10)
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eşitliklerine sahip olunur. Böylece, (4.3.9) ve (4.3.10)’dan,

g(X,∇Y ξ) + g(Y,∇Xξ) = 0

elde edilir. O halde,

2g(ΦX,ΦY ) = g(X,∇Y ξ) + g(Y,∇Xξ)

şeklindeki (4.3.4) eşitliğinden dolayı bu bir çelişkidir. Bu nedenle ξ̃, TM üzerinde

bir Killing vektör alanı olamaz.

Sonuç 4.3.2. M (2n+1), (Φ, η, ξ, g) parakontakt metrik yapısıyla birlikte bir parakontakt

metrik manifold ve TM de (Φ̃, η̃, ξ̃, g̃) parakontakt C-G metrik yapısıyla birlikte bir

parakontakt C-G metrik tanjant demet olsun. Bu taktirde, TM bir K-parakontakt

C-G metrik tanjant demet olamaz.

Tanım 4.3.4. Eğer bir TM parakontakt C-G metrik tanjant demeti normal ise, bu

taktirde TM ’ye bir C-G para-Sasakian tanjant demet denir.

Dolayısıyla şu teoreme ulaşılır:

Teorem 4.3.2. (M (2n+1),Φ, η, ξ, g) bir flat hemen hemen parakontakt metrik manifold

ve TM de (Φ̃, η̃, ξ̃, g̃) parakontakt C-G metrik yapısıyla birlikte bir parakontakt C-G

metrik tanjant demet olsun. Eğer

dη̃h(Xh, Y h){5ξh + 2ξv} = η([Y,X]){2ξh + ξv} (4.3.11)

şartı sağlanıyorsa, bu taktirde TM bir C-G para-Sasakian tanjant demettir.

İspat. (4.2.27)’den

Ñ (1)(X̃, Ỹ ) = ∓2(R(X, Y )ξ)h ± 2(R(X, Y )ξ)v ± η(Y )(R(X, ξ)ξ)h

∓ η(Y )(R(X, ξ)ξ)v ± η(X)(R(ξ, Y )ξ)h ∓ η(X)(R(ξ, Y )ξ)v + 2g(X,∇Y ξ)ξ
v

+ 5g(X,∇Y ξ)ξ
h − 2g(Y,∇Xξ)ξ

v − 5g(Y,∇Xξ)ξ
h − 4η(∇XY )ξh

− 2η(∇XY )ξv + 4η(∇YX)ξh + 2η(∇YX)ξv +
1

2
η(X)g(Y,∇ξξ)ξ

v

+ η(X)g(Y,∇ξξ)ξ
h − 1

2
η(Y )g(X,∇ξξ)ξ

v − η(Y )g(X,∇ξξ)ξ
h
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olduğunu biliyoruz. O halde, hipotez gereğince M2n+1’in flat olması, (TM, Φ̃, η̃, ξ̃, g̃)

parakontakt C-G metrik tanjant demeti üzerinde her X vektör alanı için

g(X,∇ξξ) = 0

olması ve (4.2.14) eşitlikleri kullanılırsa

Ñ (1)(X̃, Ỹ ) = 2g(X,∇Y ξ)ξ
v + 5g(X,∇Y ξ)ξ

h − 2g(Y,∇Xξ)ξ
v

− 5g(Y,∇Xξ)ξ
h − 4η(∇XY )ξh − 2η(∇XY )ξv + 4η(∇YX)ξh

+ 2η(∇YX)ξv

= −2{g(Y,∇Xξ)− g(X,∇Y ξ)}ξv − 5{g(Y,∇Xξ)− g(X,∇Y ξ)}ξh

− 4η([X, Y ])ξh − 2η([X, Y ])ξv

= −4dη̃h(Xh, Y h)ξv − 10dη̃h(Xh, Y h)ξh − 4η([X, Y ])ξh − 2η([X, Y ])ξv

elde edilir. Dolayısıyla, (4.3.11) kullanılırsa her X̃, Ỹ vektör alanı için

Ñ (1)(X̃, Ỹ ) = 0

olur ve Teorem 4.2.2’den ispat tamamlanır.

4.4 Cheeger-Gromoll Metrikli Hemen Hemen Parakontakt

Tanjant Demetlerin Eğrilikleri

Bu alt bölümde, bir TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin

eğrilikleri çalışılmaktadır. Bu nedenle, öncelikle g̃ C-G metriğiyle donatılmış bir

TM tanjant demetinin Riemann eğrilikleri verilmektedir. Ardından bir TM hemen

hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin R̃ Riemann eğrilik tensörü ve

K̃ kesitsel eğriliği ile ilgili bazı sonuçlar ifade edilmektedir. Son olarak da bir TM

tanjant demetinin ortonormal bazları ifade edilerek bu bazlar yardımıyla, TM hemen

hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin S̃ Ricci eğriliği ve σ̃ skalar eğriliği

elde edilmektedir.

Önerme 4.4.1. [6]. R̃, g̃ C-G metriğiyle donatılmış bir TM tanjant demetinin

Riemann eğrilik tensörü olsun.
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Eğer X, Y, Z M ’nin p noktasındaki tanjant vektörler ise, bu taktirde

R̃(Xh, Y h)Zh = (R(X, Y )Z)h − 1
4α
{R(u,R(Y, Z)u)X

−R(u,R(X,Z)u)Y − 2R(u,R(X, Y )u)Z}h

+ 1
2
((∇ZR)(X, Y )u)v,

R̃(Xh, Y h)Zv = (R(X, Y )Z)v + 1
2α
{(∇XR)(u, Z)Y − (∇YR)(u, Z)X}h

− 1
4α
{(R(X,R(u, Z)Y )u−R(Y,R(u, Z)X)u)v

+ 4g̃(Zv, U)(R(X, Y )u)v}+ 1+α
α
g̃((R(X, Y )u)v, Zv)U,

R̃(Xh, Y v)Zh = 1
2α

((∇XR)(u, Y )Z)h + 1
2
(R(X,Z)Y )v

− 1
4α
{(R(X,R(u, Y )Z)u)v + 2g(Y, u)(R(X,Z)u)v}

+ 1+α
2α
g̃((R(X,Z)u)v, Y v)U,

R̃(Xh, Y v)Zv = − 1
2α

(R(Y, Z)X)h + 1
2α2{g(Y, u)(R(u, Z)X)h

− g(Z, u)(R(u, Y )X)h} − 1
4α2 (R(u, Y )R(u, Z)X)h,

R̃(Xv, Y v)Zh = 1
α

(R(X, Y )Z)h

+ 1
4α2{R(u,X)R(u, Y )Z −R(u, Y )R(u,X)Z}h

+ 1
α2{g(Y, u)(R(u,X)Z)h − g(X, u)(R(u, Y )Z)h},

R̃(Xv, Y v)Zv = α+2
α2 {g̃(Xv, Zv)g(Y, u)U − g̃(Y v, Zv)g(X, u)U}

+ 1+α+α2

α2 {g̃(Y v, Zv)Xv − g̃(Xv, Zv)Y v}

+ α+2
α2 {g(X, u)g(Z, u)Y v − g(Y, u)g(Z, u)Xv}


(4.4.1)

dir. Burada R, M ’nin Riemann eğrilik tensörüdür.

Teorem 4.4.1. (M (2n+1),Φ, η, ξ, g) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu taktirde,

(TM, Φ̃, η̃, ξ̃, g̃) hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demeti üzerinde

R̃(Xh, Y h)ξh = 11
8
{η(X)Y − η(Y )X}h,

R̃(Xh, Y h)ξv = 1
2
{η(X)Y − η(Y )X}v,

R̃(Xh, Y v)ξh = 1
8
{4g(X, Y )ξv − 2η(Y )Xv − η(X)Y v

− η(X)η(Y )ξv ∓ 3η(X)η(Y )U ± 3g(X, Y )U},

R̃(Xh, Y v)ξv = 1
8
{η(X)Y − g(X, Y )ξ}h,

R̃(Xv, Y v)ξh = 1
4
{η(X)Y − η(Y )X}h,

R̃(Xv, Y v)ξv = 3
4
{η(Y )X − η(X)Y }v



(4.4.2)

dir.
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İspat. Eğer TM bir hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demet ise, bu

taktirde (4.4.1)’den

R̃(Xh, Y h)ξh = (R(X, Y )ξ)h − 1
8
{R(ξ, R(Y, ξ)ξ)X

−R(ξ, R(X, ξ)ξ)Y − 2R(ξ, R(X, Y )ξ)ξ}h

∓ 1
2
((∇ξR)(X, Y )ξ)v,

R̃(Xh, Y h)ξv = 1
2
(R(X, Y )ξ)v,

R̃(Xh, Y v)ξh = ∓1
4
((∇XR)(ξ, Y )ξ)h + 1

2
(R(X, ξ)Y )v

− 1
8
{(R(X,R(ξ, Y )ξ)ξ)v + 2η(Y )(R(X, ξ)ξ)v}

∓ 3
8
g(R(X, ξ)ξ, Y )U,

R̃(Xh, Y v)ξv = −1
8
(R(Y, ξ)X)h,

R̃(Xv, Y v)ξh = 1
2
(R(X, Y )ξ)h

+ 1
16
{R(ξ,X)R(ξ, Y )ξ −R(ξ, Y )R(ξ,X)ξ}h

+ 1
4
{η(Y )(R(ξ,X)ξ)h − η(X)(R(ξ, Y )ξ)h},

R̃(Xv, Y v)ξv = 3
4
{η(Y )Xv − η(X)Y v}



(4.4.3)

olur. İyi bilinir ki [41], bir M para-Sasakian manifoldu üzerinde

∇Xξ = ΦX, (4.4.4)

R(X, Y )ξ = η(X)Y − η(Y )X (4.4.5)

ve

R(ξ,X)Y = η(Y )X − g(X, Y )ξ (4.4.6)

dir. Dolayısıyla, (4.4.4), (4.4.5) ve (4.4.6) eşitlikleri (4.4.3)’te kullanılırsa, (4.4.2)

eşitliklerine ulaşılır.

Şimdi, bir TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin K̃

kesitsel eğriliğini hesaplayalım:

X ve Y , C∞(TM)’de iki ortonormal vektör alanı ve K da bir M hemen hemen

parakontakt metrik manifoldun kesitsel eğriliği olsun.
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Bu taktirde, (4.4.1)’den

K̃(Xh, Y h) =
g̃(R̃(Xh, Y h)Y h, Xh)

g̃(Xh, Xh)g̃(Y h, Y h)− g̃(Xh, Y h)2

=
g̃((R(X, Y )Y )h + 3

8
(R(ξ, R(X, Y )ξ)Y )h ∓ 1

2
((∇YR)(X, Y )ξ)v, Xh)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2

= K(X, Y )− 3

8
‖R(X, Y )ξ‖2 ,

K̃(Xh, Y v) =
g̃(R̃(Xh, Y v)Y v, Xh)

g̃(Xh, Xh)g̃(Y v, Y v)− g̃(Xh, Y v)2

=
g̃(− 1

16
(R(ξ, Y )R(ξ, Y )X)h, Xh)

g(X,X)1
2
{g(Y, Y ) + η(Y )2}

(4.4.7)

=
1

8

‖R(ξ, Y )X‖2

1 + η(Y )2
,

K̃(Xv, Y v) =
g̃(R̃(Xv, Y v)Y v, Xv)

g̃(Xv, Xv)g̃(Y v, Y v)− g̃(Xv, Y v)2

=
g̃(±1

2
η(X)U + 7

8
Xv − 1

8
η(Y )2Xv + 1

8
η(X)η(Y )Y v, Xv)

1
4
{1 + η(X)2 + η(Y )2}

=
1

4

(
7− η(X)2 − η(Y )2

1 + η(X)2 + η(Y )2

)
eşitliklerine ulaşılır.

Dolayısıyla şu sonuç ifade edilebilir:

Sonuç 4.4.1. (M (2n+1),Φ, η, ξ, g) bir para-Sasakian manifold, (TM, Φ̃, η̃, ξ̃, g̃) M ’nin

bir hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demeti ve K(X, ξ) de M ’nin ξ’yi

ihtiva eden bir Π = Sp{X, ξ} düzleminin kesitsel eğriliği olsun. Bu taktirde, TM

üzerinde

K̃(Xh, ξh) = −11

8
, K̃(Xh, ξv) = 0, K̃(Xv, ξv) =

3

4

dir.

Şimdi de, bir TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin Ricci

eğriliği ve skalar eğriliği elde edilecektir.

Bunun için öncelikle, (p, u) noktasında TM tanjant demetinin T(p,u)TM tanjant

uzayı için ortonormal bazı hatırlayalım:
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{e1, ..., en} p noktasında M ’nin TpM tanjant uzayı için e1 = u
r

olacak şekilde bir

ortonormal baz olsun. Bu taktirde, T(p,u)TM ’nin

fi = ehi , fn+1 = ev1, fn+j =
√
αevj

olacak şekilde bir {f1, ..., f2n} ortonormal bazı vardır ki burada i ∈ {1, ..., n} ve

j ∈ {2, ..., n} dir [9].

M hemen hemen parakontakt metrik manifoldunun boyutunu (2n+1) olarak

aldığımızdan, (p, u) noktasında TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant

demetinin T(p,u)TM tanjant uzayı için {f1, ..., f4n+2} ortonormal bazı

fi = ehi , f2n+2 = ev1, f2n+j =
√
αevj−1, i ∈ {1, ..., 2n+ 1}, j ∈ {3, ..., 2n+ 2}

ve dolayısıyla

f1 = eh1 = ∓ξh, fi = ehi , i ∈ {2, ..., 2n+ 1}

ve

f2n+2 = ev1 = ∓ξv, f2n+j =
√

2evj−1, j ∈ {3, ..., 2n+ 2}

şeklindedir.

Bu hazırlıklardan sonra, bir TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant

demetinin Ricci eğriliği ve skalar eğriliği bulunabilir.

Önerme 4.4.2. (M (2n+1),Φ, η, ξ, g) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu taktirde,

bir TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin S̃ Ricci eğriliği

için

S̃(Xh, Y h) = S(X, Y )− 1

4
g(ΦX,ΦY )− n

2
η(X)η(Y ), (4.4.8)

S̃(Xh, Y v) = ∓1

4

2n+1∑
i=2

{g(X,Φei)g(ei, Y ) + η(∇eiei)g(X, Y )

−g(R(X, ei)Φei, Y )}, (4.4.9)

S̃(Xv, Y h) = ∓1

4

2n+1∑
i=2

{g(Y,Φei)g(ei, X) + η(∇eiei)g(X, Y )

−g(R(Y, ei)Φei, X)}, (4.4.10)

S̃(Xv, Y v) = (
14n− 3

8
)g(X, Y ) + (

3− 2n

8
)η(X)η(Y ) (4.4.11)

dir. Burada S, M ’nin Ricci eğriliğidir.
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İspat. Ricci eğriliğinin tanımından ve (4.4.1)’den,

S̃(Xh, Y h)

=
4n+2∑
k=1

g̃(R̃(Xh, fk)fk, Y
h)

= g̃(R̃(Xh, f1)f1, Y
h) +

2n+1∑
i=2

g̃(R̃(Xh, fi)fi, Y
h) + g̃(R̃(Xh, f2n+2)f2n+2, Y

h)

+
2n+2∑
j=3

g̃(R̃(Xh, f2n+j)f2n+j, Y
h)

= g̃(R̃(Xh, ξh)ξh, Y h) +
2n+1∑
i=2

g̃(R̃(Xh, ehi )e
h
i , Y

h) + g̃(R̃(Xh, ξv)ξv, Y h)

+
2n+2∑
j=3

g̃(R̃(Xh,
√

2evj−1)
√

2evj−1, Y
h)

= g̃((R(X, ξ)ξ)h +
3

8
(R(ξ, R(X, ξ)ξ)ξ)h ∓ 1

2
((∇ξR)(X, ξ)ξ)v, Y h)

+
2n+1∑
i=2

g̃((R(X, ei)ei)
h +

3

8
(R(ξ, R(X, ei)ξ)ei)

h

∓ 1

2
((∇eiR)(X, ei)ξ)

v, Y h) + g̃(0, Y h)

+ 2
2n+2∑
j=3

g̃(− 1

16
(R(ξ, ej−1)R(ξ, ej−1)X)h, Y h)

= g(R(X, ξ)ξ, Y ) +
2n+1∑
i=2

g(R(X, ei)ei, Y )− 3

8
g(R(Y, ξ)ξ, R(X, ξ)ξ)

− 3

8

2n+1∑
i=2

g(R(Y, ei)ξ, R(X, ei)ξ) +
1

8

2n+2∑
j=3

g(R(ξ, ej−1)Y,R(ξ, ej−1)X)(4.4.12)

eşitliğine ulaşılır. (4.4.5) ve (4.4.6), (4.4.12)’de kullanılırsa,

S̃(Xh, Y h) = S(X, Y )− 3

8
g(η(Y )ξ − Y, η(X)ξ −X)

−3

8

2n+1∑
i=2

g(η(Y )ei − η(ei)Y, η(X)ei − η(ei)X)

+
1

8

2n+2∑
j=3

g(η(Y )ej−1 − g(ej−1, Y )ξ, η(X)ej−1 − g(ej−1, X)ξ)

bulunur ve bu eşitlik düzenlenirse (4.4.8) elde edilir.
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Benzer şekilde, (4.4.4), (4.4.5) ve (4.4.6)’dan

S̃(Xh, Y v)

=
4n+2∑
k=1

g̃(R̃(Xh, fk)fk, Y
v)

= g̃(R̃(Xh, ξh)ξh, Y v) +
2n+1∑
i=2

g̃(R̃(Xh, ehi )e
h
i , Y

v) + g̃(R̃(Xh, ξv)ξv, Y v)

+
2n+2∑
j=3

g̃(R̃(Xh,
√

2evj−1)
√

2evj−1, Y
v)

= g̃(∓1

2
((∇ξR)(X, ξ)ξ)v, Y v) +

2n+1∑
i=2

g̃(∓1

2
((∇eiR)(X, ei)ξ)

v, Y v)

= ∓1

4
{g((∇ξR)(X, ξ)ξ), Y ) + η((∇ξR)(X, ξ)ξ)η(Y )

+
2n+1∑
i=2

g((∇eiR)(X, ei)ξ, Y ) +
2n+1∑
i=2

η((∇eiR)(X, ei)ξ)η(Y )}

olduğu görülür ve bu eşitlik düzenlenirse (4.4.9)’a ulaşılır.

Benzer hesaplamalarla

S̃(Xv, Y h)

=
4n+2∑
k=1

g̃(R̃(Xv, fk)fk, Y
h)

= g̃(R̃(Xv, ξh)ξh, Y h) +
2n+1∑
i=2

g̃(R̃(Xv, ehi )e
h
i , Y

h) + g̃(R̃(Xv, ξv)ξv, Y h)

+
2n+2∑
j=3

g̃(R̃(Xv,
√

2evj−1)
√

2evj−1, Y
h)

= g̃(±1

4
((∇ξR)(ξ,X)ξ)h, Y h) +

2n+1∑
i=2

g̃(±1

4
((∇eiR)(ξ,X)ei)

h, Y h)

olup bu eşitlik düzenlenirse (4.4.10) ve son olarak da

S̃(Xv, Y v) =
4n+2∑
k=1

g̃(R̃(Xv, fk)fk, Y
v)

= g̃(R̃(Xv, ξh)ξh, Y v) +
2n+1∑
i=2

g̃(R̃(Xv, ehi )e
h
i , Y

v)

+g̃(R̃(Xv, ξv)ξv, Y v) +
2n+2∑
j=3

g̃(R̃(Xv,
√

2evj−1)
√

2evj−1, Y
v)
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= g̃(
1

8
(R(ξ, R(ξ,X)ξ)ξ)v, Y v) +

2n+1∑
i=2

g̃(
1

8
(R(ei, R(ξ,X)ei)ξ)

v, Y v)

+ g̃(
3

4
Xv − 3

4
η(X)ξv, Y v) + 2

2n+2∑
j=3

g̃(∓1

2
g(X, ej−1)η(ej−1)U

± 1

2
g(ej−1, ej−1)η(X)U +

7

8
g(ej−1, ej−1)Xv − 7

8
g(X, ej−1)evj−1

− 1

8
η(ej−1)η(ej−1)Xv +

1

8
η(X)η(ej−1)evj−1, Y

v)

olup bu eşitlik düzenlenirse (4.4.11) elde edilir. Yukarıdaki hesaplamalarda, η(ei) =

0, i ∈ {2, ..., 2n + 1} dır. Çünkü {ei}, M için e1 = ξ olacak şekilde bir ortonormal

bazdır.

Dolayısıyla bu önermeden aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 4.4.2. (M (2n+1),Φ, η, ξ, g) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu taktirde,

bir TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin S̃ Ricci eğriliği

S̃(X̃, Ỹ ) = S(X, Y ) +

(
6n− 5

8

)
g(ΦX,ΦY ) + ng(X, Y )

∓1

4

2n+1∑
i=2

{g(X,Φei)g(Y, ei) + g(Y,Φei)g(X, ei)− g(R(X, ei)Φei, Y )

− g(R(Y, ei)Φei, X) + 2η(∇eiei)g(X, Y )} (4.4.13)

dir.

İspat. Ricci eğriliğinin tanımından,

S̃(X̃, Ỹ ) =
4n+2∑
k=1

g̃(R̃(X̃, fk)fk, Ỹ )

=
4n+2∑
k=1

g̃(R̃(Xh, fk)fk, Y
h) +

4n+2∑
k=1

g̃(R̃(Xh, fk)fk, Y
v)

+
4n+2∑
k=1

g̃(R̃(Xv, fk)fk, Y
h) +

4n+2∑
k=1

g̃(R̃(Xv, fk)fk, Y
v)

= S̃(Xh, Y h) + S̃(Xh, Y v) + S̃(Xv, Y h) + S̃(Xv, Y v) (4.4.14)

dir. Böylece, (4.4.8)-(4.4.11) eşitlikleri (4.4.14)’te kullanılırsa, (4.4.13) ifadesine

ulaşılır.
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Teorem 4.4.3. (M (2n+1),Φ, η, ξ, g) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu taktirde,

bir TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin σ̃ skalar eğriliği

σ̃ = σ − n+ 7n2

dir. Burada σ, M ’nin skalar eğriliğidir.

İspat. Skalar eğriliğinin tanımından ve Önerme 4.4.2’den

σ̃ =
4n+2∑
k=1

S̃(fk, fk) = S̃(f1, f1) +
2n+1∑
i=2

S̃(fi, fi) + S̃(f2n+2, f2n+2)

+
2n+2∑
j=3

S̃(f2n+j, f2n+j)

= S̃(ξh, ξh) +
2n+1∑
i=2

S̃(ehi , e
h
i ) + S̃(ξv, ξv)

+2
2n+2∑
j=3

S̃(evj−1, e
v
j−1)

= S(ξ, ξ) +
2n+1∑
i=2

S(ei, ei)−
n

2
− n

2
+

3n

2
+ 4n(

14n− 3

8
)

= σ − n+ 7n2

olduğu görülür.
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BÖLÜM 5

CHEEGER-GROMOLL METRİKLİ METALİK

TANJANT DEMETLER

Bu bölüm üç alt bölümden oluşmaktadır. Birinci alt bölümde, p ve q iki pozitif

tamsayı olmak üzere (p, q)-metalik sayılar ve bir M manifoldu üzerinde metalik

yapı kavramları tanımlanarak p ve q’nun çeşitli değerlerine göre metalik Riemannian

yapıların bazı sınıflarından (golden, silver, bronze, subtle, cooper ve nickel Riemanni-

an yapılar) bahsedilmektedir. İkinci alt bölümde, tanjant demetler üzerinde J̃

metalik yapısı tanımlanarak NJ̃ Nijenhuis tensörü yardımıyla J̃ metalik yapısının

integrallenebilirlik şartı elde edilmekte ve ardından Cheeger-Gromoll metriğiyle dona-

tılmış bir metalik tanjant demetin metalik Riemannian tanjant demet olma şartını

veren teorem ispatlanmaktadır. Üçüncü alt bölümde ise, Cheeger-Gromoll metriğiyle

donatılmış metalik Riemannian tanjant demetlerin bir sınıfı olan bir golden Rieman-

nian tanjant demetin lokal olarak ayrıştırılabilir olmasıyla ilgili bir teorem verilmekte-

dir.

5.1 Metalik Riemannian Yapılar

Tanım 5.1.1. [43]. p ve q iki pozitif tamsayı olsun. Bu durumda,

x2 − px− q = 0

denkleminin pozitif çözümüne metalik ailenin bir üyesidir denir.

σp,q =
p+

√
p2 + 4q

2

şeklinde ifade edilen bu sayılara (p, q)-metalik sayılar denir.

Tanım 5.1.2. [43]. Bir M manifoldu üzerinde

J2 = pJ + qI, (5.1.1)
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şartını sağlayan (1, 1)-tipindeki bir J polinomal yapısına metalik yapı denir. Burada

p ve q pozitif tamsayılar ve I da M üzerindeki vektör alanlarının χ(M) Lie cebiri

üzerinde özdeşlik operatörüdür.

Riemann geometri, diferensiyel geometrinin iskeletini oluşturduğundan, şimdi bu

yapı üzerine bir metrik ilave edelim.

Tanım 5.1.3. [43]. χ(M), M üzerinde vektör alanlarının uzayı olsun. Eğer ∀X, Y ∈

χ(M) için

g(JX, Y ) = g(X, JY ) (5.1.2)

şartı sağlanıyorsa, yani J yapısı g metriğine göre bir self-adjoint operatör ise, g

Riemann metriğine J-bağdaşabilir denir.

Metalik yapı için yukarıdaki şart,

g(JX, JY ) = p.g(X, JY ) + q.g(X, Y )

şartına denktir. Gerçekten,

g(JX, JY ) = g(X, J2Y ) = g(X, p.JY + q.Y )

= p.g(X, JY ) + q.g(X, Y )

olduğu görülür.

Tanım 5.1.4. [43]. g, J-bağdaşabilir bir Riemannian metrik olmak üzere, J2 =

pJ + qI şartını sağlayan bir J metalik yapısıyla donatılmış (M, g) Riemannian

manifolduna bir metalik Riemannian manifold ve (g, J) ye de M üzerinde

metalik Riemannian yapı denir.

Tanım 5.1.5. Eğer yukarıdaki tanımda p = q = 1 olarak alınırsa, bu taktirde (g, J)

yapısına M üzerinde bir golden Riemannian yapı denir.

Benzer şekilde

eğer p = 2 ve q = 1 ise, bu taktirde (g, J) yapısına M üzerinde bir silver

Riemannian yapı;

eğer p = 3 ve q = 1 ise, bu taktirde (g, J) yapısına M üzerinde bir bronze

Riemannian yapı;
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eğer p = 4 ve q = 1 ise, bu taktirde (g, J) yapısına M üzerinde bir subtle

Riemannian yapı;

eğer p = 1 ve q = 2 ise, bu taktirde (g, J) yapısına M üzerinde bir copper

Riemannian yapı ve

eğer p = 1 ve q = 3 ise, bu taktirde (g, J) yapısına M üzerinde bir nickel

Riemannian yapı denir ( [43]).

J , M üzerinde (1, 1)-tipinde bir tensör alanı, yani J ∈ F1
1(M) olsun. (r, s)-tipindeki

bir t tensör alanına J ’ye göre bir pür tensör alanı denir, eğer ∀X1, X2, ..., Xr ∈

F1
0(M) ve ∀ξ1, ξ2, ..., ξr ∈ F0

1(M) için

t(JX1, X2, ..., Xs; ξ
1, ξ2, ..., ξr) = t(X1, JX2, ..., Xs; ξ

1, ξ2, ..., ξr)

...

= t(X1, X2, ..., JXs; ξ
1, ξ2, ..., ξr)

= t(X1, X2, ..., Xs; J
′ξ1, ξ2, ..., ξr)

...

= t(X1, X2, ..., Xs; ξ
1, ξ2, ..., J ′ξr) (5.1.3)

ise, burada J ′

(J ′ξ)(X) = ξ(JX) = (ξ ◦ J)(X), X ∈ F1
0(M), ξ ∈ F0

1(M).

şeklinde tanımlı J ’nin adjoint operatörüdür.

Dolayısıyla bu tanıma göre, eğer g Riemann metriği J-bağdaşabilir ise, bir pür

tensör alanıdır.

Şimdi, ileride kullanılacak olan

ΦJ : F0
s(M)→ F0

s+1(M)

şeklindeki ΦJ operatörünü tanımlayalım. ΦJ operatörü, J ’ye göre bir pür tensör

alanı olan (0, s)-tipindeki t tensörüne uygulanırsa, ∀X, Y1, ..., Ys ∈ F1
0(M) için

(ΦJt)(X, Y1, ..., Ys) = (JX)t(Y1, ..., Ys)−Xt(JY1, ..., Ys)+
s∑

λ=1

t(Y1, ..., (LYλJ)X, ..., Ys)

(5.1.4)

olur, burada LY , Y ’ye göre Lie türevini belirtir [44].
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Önerme 5.1.1. [43]. Herbir F hemen hemen çarpım yapısı, M üzerinde

J1 =
p

2
I +

(
2σp,q − p

2

)
F, J2 =

p

2
I −

(
2σp,q − p

2

)
F

şeklinde iki tane metalik yapı doğurur. Tersine, M üzerindeki herbir J metalik

yapısı, bu manifold üzerinde

F = ∓
(

2

2σp,q − p
J − p

2σp,q − p
I

)
şeklinde iki hemen hemen çarpım yapı doğurur.

Özel olarak, eğer F hemen hemen çarpım yapısı Riemannian ise, bu taktirde J1

ve J2 de metalik Riemannian yapı olurlar.

İspat. F bir hemen hemen çarpım yapı, yani F 2 = I olsun. Bu durumda, J1’in bir

metalik yapı olduğunu görelim:

J1 = p
2
I+
(

2σp,q−p
2

)
F olduğundan, J1(X) = p

2
X+

(
2σp,q−p

2

)
F (X) olur. O halde,

σ2
p,q = p.σp,q + q olduğu kullanılırsa

J2
1 (X)

= J1(J1(X))

=
p

2
J1(X) +

(
2σp,q − p

2

)
F (J1(X))

=
p

2

(
p

2
X +

(
2σp,q − p

2

)
F (X)

)
+

(
2σp,q − p

2

)(
p

2
F (X) +

(
2σp,q − p

2

)
F 2(X)

)
=
p2

4
X +

(
2σp,q.p− p2

4

)
F (X) +

(
2σp,q.p− p2

4

)
F (X) +

(
2σp,q − p

2

)2

X

=
p2

4
X +

(
2σp,q.p− p2

2

)
F (X) +

4σ2
p,q − 4σp,q.p+ p2

4
X

=
p2

4
X +

(
2σp,q.p− p2

2

)
F (X) + σ2

p,q.X − σp,q.p.X +
p2

4
X

=
p2

2
X +

(
2σp,q.p− p2

2

)
F (X) + σ2

p,q.X − σp,q.p.X

= p

(
p

2
X +

(
2σp,q − p

2

)
F (X)

)
+ σ2

p,q.X − σp,q.p.X

= p.J1(X) + q.X

olduğu görülür. Dolayısıyla F bir hemen hemen çarpım yapı iken J1 bir metalik

yapıdır. Benzer şekilde J2’nin de bir metalik yapı olduğu görülebilir.
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Tersine, J bir metalik yapı, yani J2 = pJ+qI olsun. Bu durumda F = 2
2σp,q−pJ−

p
2σp,q−pI nin bir hemen hemen çarpım yapı olduğunu görelim:

F (X) =
(

2
2σp,q−p

)
J(X)−

(
p

2σp,q−p

)
X ve σp,q =

p+
√
p2+4q

2
olduğundan

F 2(X) =

(
2

2σp,q − p

)
J(F (X))−

(
p

2σp,q − p

)
F (X)

=

(
2

2σp,q − p

)((
2

2σp,q − p

)
J2(X)−

(
p

2σp,q − p

)
J(X)

)
−
(

p

2σp,q − p

)((
2

2σp,q − p

)
J(X)−

(
p

2σp,q − p

)
X

)
=

4

(2σp,q − p)2 (p.J(X) + q.X)− 2p

(2σp,q − p)2J(X)

− 2p

(2σp,q − p)2J(X) +
p2

(2σp,q − p)2X

=
1

(2σp,q − p)2

(
4p.J(X) + 4q.X − 2p.J(X)− 2p.J(X) + p2.X

)
=

1

4σ2
p,q − 4σp,q.p+ p2

(
4q + p2

)
X

= X

elde edilir. Dolayısıyla F = 2
2σp,q−pJ −

p
2σp,q−pI bir hemen hemen çarpım yapısıdır.

Benzer şekilde F = −
(

2
2σp,q−pJ −

p
2σp,q−pI

)
’nin de bir hemen hemen çarpım yapı

olduğu görülebilir.

J2 = pJ + qI şartını sağlayan J metalik yapısı için ifade edilen bu Önerme, p ve

q’nun farklı durumlarına göre (Tanım 5.1.5’teki anlamda) aşağıdaki gibi ifade edilir:

Uyarı 5.1.1. i) Herbir F hemen hemen çarpım yapısı, M üzerinde

J1,2 =
1

2
(I ∓

√
5F )

şeklinde iki tane golden yapı doğurur ve tersine, M üzerindeki herbir J golden yapısı,

bu manifold üzerinde

F = ∓ 1√
5

(2J − I) .

şeklinde iki hemen hemen çarpım yapı doğurur.

Benzer şekilde,
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ii) herbir F hemen hemen çarpım yapısı, M üzerinde

J1,2 = I ∓
√

2F

şeklinde iki tane silver yapı doğurur ve tersine, M üzerindeki herbir J silver yapısı,

bu manifold üzerinde

F = ∓ 1√
2

(J − I) ;

şeklinde iki hemen hemen çarpım yapı doğurur;

iii) herbir F hemen hemen çarpım yapısı, M üzerinde

J1,2 =
1

2
(3I ∓

√
13F )

şeklinde iki tane bronze yapı doğurur ve tersine, M üzerindeki herbir J bronze yapısı,

bu manifold üzerinde

F = ∓ 1√
13

(2J − 3I) ;

şeklinde iki hemen hemen çarpım yapı doğurur;

iv) herbir F hemen hemen çarpım yapısı, M üzerinde

J1,2 = 2I ∓
√

5F

şeklinde iki tane subtle yapı doğurur ve tersine, M üzerindeki herbir J subtle yapısı,

bu manifold üzerinde

F = ∓ 1√
5

(J − 2I) ;

şeklinde iki hemen hemen çarpım yapı doğurur;

v) herbir F hemen hemen çarpım yapısı, M üzerinde

J1,2 =
1

2
(I ∓ 3F )

şeklinde iki tane copper yapı doğurur ve tersine, M üzerindeki herbir J copper yapısı,

bu manifold üzerinde

F = ∓1

3
(2J − I)

şeklinde iki hemen hemen çarpım yapı doğurur;
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vi) herbir F hemen hemen çarpım yapısı, M üzerinde

J1,2 =
1

2
(I ∓

√
13F )

şeklinde iki tane nickel yapı doğurur ve tersine, M üzerindeki herbir J nickel yapısı,

bu manifold üzerinde

F = ∓ 1√
13

(2J − I) .

şeklinde iki hemen hemen çarpım yapı doğurur.

5.2 Cheeger-Gromoll Metrikli Metalik Riemannian Tanjant

Demetler

Bu alt bölümde, önce bir TM tanjant demeti üzerinde bir J̃ metalik yapısı

tanımlanarakNJ̃ Nijenhuis tensörü yardımıyla J̃ metalik yapısının integrallenebilirlik

şartı elde edilmektedir. Ardından Cheeger-Gromoll metriğiyle donatılmış bir metalik

tanjant demetin metalik Riemannian tanjant demet olma şartı bulunmaktadır.

Tanım 5.2.1. TM bir tanjant demet olsun. Bu durumda, her X vektör alanı için

J̃Xh = 1
2
{pXh + (2σp,q − p)Xv}

J̃Xv = 1
2
{pXv + (2σp,q − p)Xh},

 (5.2.1)

şartını sağlayan J̃ yapısına TM metalik yapı denir.

Burada,

J̃2Xh − p.J̃Xh − q.Xh

=
1

2
{p.J̃Xh + (2σp,q − p).J̃Xv} − p

2
{p.Xh + (2σp,q − p).Xv} − q.Xh

=
1

2

{
p

2
{p.Xh + (2σp,q − p).Xv}+

2σp,q − p
2

{p.Xv + (2σp,q − p).Xh}
}

− p

2
{p.Xh + (2σp,q − p).Xv} − q.Xh

=
1

4

{
p{p.Xh + (2σp,q − p).Xv}+ (2σp,q − p) {p.Xv + (2σp,q − p).Xh}

}
− 2p{p.Xh + (2σp,q − p).Xv} − 4q.Xh}

=
1

4
{p2.Xh + 2σp,q.p.X

v − p2.Xv + 2σp,q.p.X
v − p2.Xv

+ (2σp,q − p)2.Xh − 2p2.Xh − 4σp,q.p.X
v + 2p2.Xv − 4q.Xh}

= (σ2
p,q − p.σp,q − q)Xh = 0
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ve benzer şekilde

J̃2Xv − p.J̃Xv − q.Xv

=
1

2
{p.J̃Xv + (2σp,q − p).J̃Xh} − p

2
{p.Xv + (2σp,q − p).Xh} − q.Xv

=
1

2

{
p

2
{p.Xv + (2σp,q − p).Xh}+

2σp,q − p
2

{p.Xh + (2σp,q − p).Xv}
}

− p

2
{p.Xv + (2σp,q − p).Xh} − q.Xv

=
1

4

{
p{p.Xv + (2σp,q − p).Xh}+ (2σp,q − p) {p.Xh + (2σp,q − p).Xv}

}
− 2p{p.Xv + (2σp,q − p).Xh} − 4q.Xv}

=
1

4
{p2.Xv + 2σp,q.p.X

h − p2.Xh + 2σp,q.p.X
h − p2.Xh

+ (2σp,q − p)2.Xv − 2p2.Xv − 4σp,q.p.X
h + 2p2.Xh − 4q.Xv}

= (σ2
p,q − p.σp,q − q)Xv

= 0

olup, (5.2.1) ile verilen TM metalik yapısının J̃2 − pJ̃ − qI = 0 şartını sağladığı,

yani TM tanjant demeti üzerinde bir metalik yapı olduğu görülebilir.

Dolayısıyla, p ve q’nun farklı durumlarına göre J̃ golden, silver, bronze, subtle,

copper ve nickel yapıları (Tanım 5.1.5’teki anlamda) aşağıda verilen uyarıdaki gibi

ifade edilir:

Uyarı 5.2.1. TM tanjant demeti üzerinde J̃ golden yapısı

J̃Xh = 1
2
{Xh +

√
5Xv}

J̃Xv = 1
2
{Xv +

√
5Xh},

 (5.2.2)

şeklinde; J̃ silver yapısı

J̃Xh = Xh +
√

2Xv

J̃Xv = Xv +
√

2Xh,

 (5.2.3)

şeklinde; J̃ bronze yapısı

J̃Xh = 1
2
{3Xh +

√
13Xv}

J̃Xv = 1
2
{3Xv +

√
13Xh},

 (5.2.4)

şeklinde;
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J̃ subtle yapısı

J̃Xh = 2Xh +
√

5Xv

J̃Xv = 2Xv +
√

5Xh,

 (5.2.5)

şeklinde; J̃ copper yapısı

J̃Xh = 1
2
{Xh + 3Xv}

J̃Xv = 1
2
{Xv + 3Xh}

 (5.2.6)

şeklinde ve son olarak J̃ nickel yapısı ise

J̃Xh = 1
2
{Xh +

√
13Xv}

J̃Xv = 1
2
{Xv +

√
13Xh}.

 (5.2.7)

şeklinde tanımlanır.

NJ̃(X̃, Ỹ ), ∀X̃, Ỹ ∈ T(p,u)TM için TM tanjant demeti üzerindeki J̃ metalik

yapısının

NJ̃(X̃, Ỹ ) = [J̃X̃, J̃ Ỹ ] + J̃2[X̃, Ỹ ]− J̃ [J̃X̃, Ỹ ]− J̃ [X̃, J̃ Ỹ ] (5.2.8)

şeklinde tanımlı Nijenhuis tensör alanı olsun.

(5.1.1), (5.2.1), (5.2.8) ve Teorem (2.2.1)’den

NJ̃(Xh, Y h)

= [J̃Xh, J̃Y h] + J̃2[Xh, Y h]− J̃ [J̃Xh, Y h]− J̃ [Xh, J̃Y h]

= [
p

2
Xh + (

2σp,q − p
2

)Xv,
p

2
Y h + (

2σp,q − p
2

)Y v] + J̃2[Xh, Y h]

− J̃ [
p

2
Xh + (

2σp,q − p
2

)Xv, Y h]− J̃ [Xh,
p

2
Y h + (

2σp,q − p
2

)Y v]

=
p2

4
[Xh, Y h] +

p

2
(
2σp,q − p

2
)(∇XY )v − p

2
(
2σp,q − p

2
)(∇YX)v

+ pJ̃ [X, Y ]h − pJ̃(R(X, Y )u)v + q[X, Y ]h − q(R(X, Y )u)v − p

2
J̃ [X, Y ]h

+
p

2
J̃(R(X, Y )u)v + (

2σp,q − p
2

)J̃(∇YX)v − p

2
J̃ [X, Y ]h

+
p

2
J̃(R(X, Y )u)v − (

2σp,q − p
2

)J̃(∇XY )v

=

(
p2

4
+ q − (

2σp,q − p
2

)2

)
[X, Y ]h −

(
p2

4
+ q

)
(R(X, Y )u)v

= −
(
p2 + 4q

4

)
(R(X, Y )u)v (5.2.9)
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ifadesine ve benzer şekilde

NJ̃(Xh, Y v)

= [J̃Xh, J̃Y v] + J̃2[Xh, Y v]− J̃ [J̃Xh, Y v]− J̃ [Xh, J̃Y v]

= [
p

2
Xh + (

2σp,q − p
2

)Xv,
p

2
Y v + (

2σp,q − p
2

)Y h] + J̃2(∇XY )v

− J̃ [
p

2
Xh + (

2σp,q − p
2

)Xv, Y v]− J̃ [Xh,
p

2
Y v + (

2σp,q − p
2

)Y h]

= (
2σp,q − p

2
)2(R(X, Y )u)h

=

(
p2 + 4q

4

)
(R(X, Y )u)h, (5.2.10)

NJ̃(Xv, Y h)

= [J̃Xv, J̃Y h] + J̃2[Xv, Y h]− J̃ [J̃Xv, Y h]− J̃ [Xv, J̃Y h]

= [
p

2
Xv + (

2σp,q − p
2

)Xh,
p

2
Y h + (

2σp,q − p
2

)Y v]− J̃2(∇YX)v

− J̃ [
p

2
Xv + (

2σp,q − p
2

)Xh, Y h]− J̃ [Xv,
p

2
Y h + (

2σp,q − p
2

)Y v]

= (
2σp,q − p

2
)2(R(X, Y )u)h

=

(
p2 + 4q

4

)
(R(X, Y )u)h (5.2.11)

ve

NJ̃(Xv, Y v)

= [J̃Xv, J̃Y v] + J̃2[Xv, Y v]− J̃ [J̃Xv, Y v]− J̃ [Xv, J̃Y v]

= [
p

2
Xv + (

2σp,q − p
2

)Xh,
p

2
Y v + (

2σp,q − p
2

)Y h]

− J̃ [
p

2
Xv + (

2σp,q − p
2

)Xh, Y v]− J̃ [Xv,
p

2
Y v + (

2σp,q − p
2

)Y h]

= −(
2σp,q − p

2
)2(R(X, Y )u)v

= −
(
p2 + 4q

4

)
(R(X, Y )u)v. (5.2.12)

ifadelerine ulaşılır. Bu nedenle, (5.2.9)-(5.2.12)’den aşağıdaki Teorem elde edilir:

Teorem 5.2.1. TM tanjant demeti üzerindeki J̃ metalik yapısının integrallenebilir

olması için gerek ve yeter şart M ’nin flat olması, yani R ≡ 0 olmasıdır.
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İspat. Eğer J̃ integrallenebilir ise, bu taktirdeN ≡ 0 dır. Dolayısıyla, (5.2.9)-(5.2.12)

ifadelerinden R ≡ 0 olur. Tersine eğer M flat, yani R ≡ 0 ise, bu taktirde

(5.2.9)-(5.2.12)’den N ≡ 0 olur. Bu nedenle, ispat tamamlanır.

Şimdi, ∀X̃, Ỹ ∈ T(p,u)TM için

G̃(X̃, Ỹ ) = g̃(J̃X̃, Ỹ )− g̃(X̃, J̃ Ỹ ), (5.2.13)

tensörünü tanımlayalım. Cheeger-Gromoll metriğinin tanımından ve (5.2.1)’den

G̃(Xh, Y h)

= g̃(J̃Xh, Y h)− g̃(Xh, J̃Y h)

= g̃(
1

2
{pXh + (2σp,q − p)Xv}, Y h)− g̃(Xh,

1

2
{pY h + (2σp,q − p)Y v})

=
1

2
{pg̃(Xh, Y h) + (2σp,q − p)g̃(Xv, Y h)− pg̃(Xh, Y h)− (2σp,q − p)g̃(Xh, Y v)}

= 0, (5.2.14)

G̃(Xh, Y v)

= g̃(J̃Xh, Y v)− g̃(Xh, J̃Y v)

= g̃(
1

2
{pXh + (2σp,q − p)Xv}, Y v)− g̃(Xh,

1

2
{pY v + (2σp,q − p)Y h})

=

(
2σp,q − p

2

)
{g̃(Xv, Y v)− g̃(Xh, Y h)}

=

(
2σp,q − p

2

){
g(X, u)g(Y, u)− g(X, Y )g(u, u)

1 + g(u, u)

}
, (5.2.15)

G̃(Xv, Y h)

= g̃(J̃Xv, Y h)− g̃(Xv, J̃Y h)

= g̃(
1

2
{pXv + (2σp,q − p)Xh}, Y h)− g̃(Xv,

1

2
{pY h + (2σp,q − p)Y v})

=

(
2σp,q − p

2

)
{g̃(Xh, Y h)− g̃(Xv, Y v)}

=

(
2σp,q − p

2

){
g(X, Y )g(u, u)− g(X, u)g(Y, u)

1 + g(u, u)

}
(5.2.16)
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ve

G̃(Xv, Y v)

= g̃(J̃Xv, Y v)− g̃(Xv, J̃Y v)

= g̃(
1

2
{pXv + (2σp,q − p)Xh}, Y v)− g̃(Xv,

1

2
{pY v + (2σp,q − p)Y h})

=
1

2
{pg̃(Xv, Y v) + (2σp,q − p)g̃(Xh, Y v)− pg̃(Xv, Y v)− (2σp,q − p)g̃(Xv, Y h)}

= 0 (5.2.17)

elde edilir. Böylece, aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 5.2.2. (M, g), n-boyutlu bir Riemannian manifold ve TM de (M, g)’nin g̃

Cheeger-Gromoll metriği ve (5.2.1) ile tanımlı J̃ metalik yapısıyla donatılmış tanjant

demeti olsun. Eğer M üzerinde herbir X vektör alanı için g(X, u)u = g(u, u)X şartı

sağlanıyorsa, bu durumda TM bir metalik Riemannian tanjant demettir.

İspat. İspat, Tanım (5.1.3), Tanım (5.1.4) ve (5.2.13)-(5.2.17)’den açıktır.

Sonuç 5.2.1. (M, g), n-boyutlu bir Riemannian manifold ve TM de (M, g)’nin g̃

Cheeger-Gromoll metriği ve (5.2.1) ile tanımlı J̃ metalik yapısıyla donatılmış tanjant

demeti olsun. Eğer TM bir metalik Riemannian tanjant demet ise n = 1 olup M

bir eğridir.

İspat. Eğer TM bir metalik Riemannian tanjant demet ise, bu durumda Teorem

5.2.2’den M üzerinde herbir X vektör alanı için g(X, u)u = g(u, u)X’tir. Ayrıca, M

manifoldu üzerinde g(X, u)u = g(u, u)X şartını sağlayan bütün X vektör alanları

u ile lineer bağımlıdır ve dolayısıyla M manifoldu 1-boyutlu olur. Böylece ispat

tamamlanır.

Sonuç 5.2.2. (M, g) bir Riemannian manifold ve TM de (M, g)’nin g̃ Cheeger-Gro-

moll metriği ve (5.2.1) ile tanımlı J̃ metalik yapısıyla donatılmış tanjant demeti

olsun. Eğer M üzerinde g(X, u)u = g(u, u)X şartı sağlanıyorsa, bu durumda g̃, J̃

metalik yapısına göre bir pür tensör alanıdır.

İspat. İspat, pür tensör alanının tanımı ve (5.2.13)-(5.2.17) eşitliklerinden açıktır.
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5.3 Cheeger-Gromoll Metrikli Lokal Olarak Ayrıştırılabilir

Golden Riemannian Tanjant Demetler

Bu alt bölümde, TM tanjant demeti üzerindeki J̃ golden yapısı yardımıyla,

M ’nin Cheeger-Gromoll metriğiyle donatılmış ve metalik Riemannian tanjant demet-

lerin bir sınıfı olan TM golden Riemannian tanjant demetinin lokal olarak ayrıştırıla-

bilir olmasıyla ilgili bir karakterizasyon verilmektedir.

TM tanjant demeti üzerindeki J̃ golden yapısı, herbir X vektör alanı için

J̃Xh = 1
2
{Xh +

√
5Xv}

J̃Xv = 1
2
{Xv +

√
5Xh}

 (5.3.1)

şeklinde tanımlanır ve bu şekilde tanımlı J̃ yapısının gerçekten, J̃2 − J̃ − I = 0

şartını sağladığı görülebilir [44].

İntegrallenebilir bir J golden yapısıyla birlikte bir (M,J, g) golden Riemannian

yapısına lokal olarak golden Riemannian manifold denir. Eğer lokal olarak

golden Riemannian manifoldun g metriği

ds2 = gab(x
c)dxadxb + gāb̄(x

c̄)dxādxb̄, a, b, c = 1, ...,m, ā, b̄, c̄ = m+ 1, ..., n

formunda ise, yani gab’ler sadece xc’nin fonksiyonları, gab̄ = 0 ve gāb̄’ler de sadece

xc̄’nin fonksiyonları iseler, bu taktirdeM manifolduna bir lokal olarak ayrıştırılabi-

lir golden Riemannian manifold denir [44].

[44]’de Gezer ve arkadaşları gördüler ki; bir (M,J, g) golden Riemannian manifol-

dunun lokal olarak ayrıştırılabilir golden Riemannian manifold olması için gerek ve

yeter şart F hemen hemen çarpım yapısı olmak üzere ΦFg = 0 olmasıdır. Ayrıca,

hemen hemen çarpım yapı F ve golden yapı J arasında

ΦFg =
2√
5

ΦJg

şeklinde bir ilişki elde ettiler. Böylece, aşağıdaki Teorem ispatlanabilir:

Teorem 5.3.1. (M, g) bir Riemannian manifold ve TM de M ’nin g̃ Cheeger-Gromoll

metriği ve (5.3.1) ile tanımlı J̃ golden yapısıyla donatılmış golden Riemannian

tanjant demeti olsun. Bu durumda (TM, J̃, g̃) lokal olarak ayrıştırılabilir golden

Riemannian tanjant demettir.
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İspat. Cheeger-Gromoll metriğin tanımı, (4.1.13), (5.1.4) ve (5.3.1) eşitlikleri kullanı-

larak

(ΦJ̃ g̃)(Xh, Y h, Zh)

= (J̃Xh)(g̃(Y h, Zh))−Xh(g̃(J̃Y h, Zh))

+ g̃([Y h, J̃Xh]− J̃ [Y h, Xh], Zh) + g̃(Y h, [Zh, J̃Xh]− J̃ [Zh, Xh])

= (
1

2
Xh +

√
5

2
Xv)(g̃(Y h, Zh))−Xh(g̃(

1

2
Y h +

√
5

2
Y v, Zh))

+ g̃([Y h,
1

2
Xh +

√
5

2
Xv]− J̃ [Y h, Xh], Zh)

+ g̃(Y h, [Zh,
1

2
Xh +

√
5

2
Xv]− J̃ [Zh, Xh])

= g̃(
1

2
[Y,X]h − 1

2
(R(Y,X)u)v +

√
5

2
(∇YX)v − J̃ [Y,X]h + J̃(R(Y,X)u)v, Zh)

+ g̃(Y h,
1

2
[Z,X]h − 1

2
(R(Z,X)u)v +

√
5

2
(∇ZX)v − J̃ [Z,X]h + J̃(R(Z,X)u)v

= g̃(

√
5

2
(R(Y,X)u)h, Zh) + g̃(Y h,

√
5

2
(R(Z,X)u)h)

=

√
5

2
g(R(Y,X)u−R(u, Y )X,Z)

eşitliği,

(ΦJ̃ g̃)(Xh, Y h, Zv)

= (J̃Xh)(g̃(Y h, Zv))−Xh(g̃(J̃Y h, Zv))

+ g̃([Y h, J̃Xh]− J̃ [Y h, Xh], Zv) + g̃(Y h, [Zv, J̃Xh]− J̃ [Zv, Xh])

= −Xh(g̃(
1

2
Y h +

√
5

2
Y v, Zv)) + g̃([Y h,

1

2
Xh +

√
5

2
Xv]− J̃ [Y,X]h

+ J̃(R(Y,X)u)v, Zv) + g̃(Y h, [Zv,
1

2
Xh +

√
5

2
Xv] + J̃(∇XZ)v)

= −
√

5

2
Xh(g̃(Y v, Zv)) + g̃(

1

2
[Y h, Xh] +

√
5

2
[Y h, Xv]− J̃ [Y,X]h

+ J̃(R(Y,X)u)v, Zv) + g̃(Y h,
1

2
[Zv, Xh] +

√
5

2
[Zv, Xv] + J̃(∇XZ)v)

= −
√

5

2
{g̃((∇XY )v, Zv) + g̃(Y v, (∇XZ)v)}+ g̃(

1

2
[Y,X]h − 1

2
(R(Y,X)u)v

+

√
5

2
(∇YX)v − 1

2
[Y,X]h −

√
5

2
[Y,X]v +

1

2
(R(Y,X)u)v

+

√
5

2
(R(Y,X)u)h, Zv) + g̃(Y h,−1

2
(∇XZ)v +

1

2
(∇XZ)v +

√
5

2
(∇XZ)h)
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= −
√

5

2
g̃((∇XY )v, Zv)−

√
5

2
g̃(Y v, (∇XZ)v)− 1

2
g̃((R(Y,X)u)v, Zv)

+

√
5

2
g̃((∇YX)v, Zv)−

√
5

2
g̃([Y,X]v, Zv) +

1

2
g̃((R(Y,X)u)v, Zv)

+

√
5

2
g̃(Y h, (∇XZ)h)

= −
√

5

2
g̃(Y v, (∇XZ)v) +

√
5

2
g̃(Y h, (∇XZ)h)

=

√
5

2(1 + g(u, u))
{g(Y,∇XZ)g(u, u)− g(Y, u)g(∇XZ, u)}

eşitliği, son eşitliktekine benzer adımlar takip edilirse

(ΦJ̃ g̃)(Xh, Y v, Zh) =

√
5

2(1 + g(u, u))
{g(Y, u)g(∇XZ, u)− g(Y,∇XZ)g(u, u)}

eşitliği,

(ΦJ̃ g̃)(Xv, Y h, Zh)

= (J̃Xv)(g̃(Y h, Zh))−Xv(g̃(J̃Y h, Zh))

+ g̃([Y h, J̃Xv]− J̃ [Y h, Xv], Zh) + g̃(Y h, [Zh, J̃Xv]− J̃ [Zh, Xv])

= (
1

2
Xv +

√
5

2
Xh)(g̃(Y h, Zh))−Xv(g̃(

1

2
Y h +

√
5

2
Y v, Zh))

+ g̃([Y h,
1

2
Xv +

√
5

2
Xh]− J̃(∇YX)v, Zh)

+ g̃(Y h, [Zh,
1

2
Xv +

√
5

2
Xh]− J̃(∇ZX)v)

=
1

2
Xv(g̃(Y h, Zh)) +

√
5

2
Xh(g̃(Y h, Zh))− 1

2
Xv(g̃(Y h, Zh))

+ g̃(
1

2
[Y h, Xv] +

√
5

2
[Y h, Xh]− 1

2
(∇YX)v −

√
5

2
(∇YX)h, Zh)

+ g̃(Y h,
1

2
[Zh, Xv] +

√
5

2
[Zh, Xh]− 1

2
(∇ZX)v −

√
5

2
(∇ZX)h)

=

√
5

2
g(∇XY, Z) +

√
5

2
g(Y,∇XZ)

+ g̃(

√
5

2
(∇YX)h −

√
5

2
(∇XY )h −

√
5

2
(∇YX)h, Zh)

+ g̃(Y h,

√
5

2
(∇ZX)h −

√
5

2
(∇XZ)h −

√
5

2
(∇ZX)h)

= 0

eşitliği,
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(ΦJ̃ g̃)(Xh, Y v, Zv)

= (J̃Xh)(g̃(Y v, Zv))−Xh(g̃(J̃Y v, Zv))

+ g̃([Y v, J̃Xh]− J̃ [Y v, Xh], Zv) + g̃(Y v, [Zv, J̃Xh]− J̃ [Zv, Xh])

= (
1

2
Xh +

√
5

2
Xv)(g̃(Y v, Zv))−Xh(g̃(

1

2
Y v +

√
5

2
Y h, Zv))

+ g̃([Y v,
1

2
Xh +

√
5

2
Xv] + J̃(∇XY )v, Zv)

+ g̃(Y v, [Zv,
1

2
Xh +

√
5

2
Xv] + J̃(∇XZ)v)

=
1

2
Xh(g̃(Y v, Zv)) +

√
5

2
Xv(g̃(Y v, Zv))− 1

2
Xh(g̃(Y v, Zv))

+ g̃(
1

2
[Y v, Xh] +

√
5

2
[Y v, Xv] +

1

2
(∇XY )v +

√
5

2
(∇XY )h, Zv)

+ g̃(Y v,
1

2
[Zv, Xh] +

√
5

2
[Zv, Xv] +

1

2
(∇XZ)v +

√
5

2
(∇XZ)h)

=

√
5

2
Xv(g̃(Y v, Zv))− 1

2
g̃((∇XY )v, Zv) +

1

2
g̃((∇XY )v, Zv)

− 1

2
g̃(Y v, (∇XZ)v) +

1

2
g̃(Y v, (∇XZ)v)

=

√
5

2
Xv(g̃(Y v, Zv))

eşitliği,

(ΦJ̃ g̃)(Xv, Y h, Zv)

= (J̃Xv)(g̃(Y h, Zv))−Xv(g̃(J̃Y h, Zv))

+ g̃([Y h, J̃Xv]− J̃ [Y h, Xv], Zv) + g̃(Y h, [Zv, J̃Xv]− J̃ [Zv, Xv])

= −Xv(g̃(
1

2
Y h +

√
5

2
Y v, Zv))

+ g̃([Y h,
1

2
Xv +

√
5

2
Xh]− J̃(∇YX)v, Zv) + g̃(Y h, [Zv,

1

2
Xv +

√
5

2
Xh])

= −
√

5

2
Xv(g̃(Y v, Zv))

+ g̃(
1

2
[Y h, Xv] +

√
5

2
[Y h, Xh]− 1

2
(∇YX)v −

√
5

2
(∇YX)h, Zv)

+ g̃(Y h,
1

2
[Zv, Xv] +

√
5

2
[Zv, Xh])
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= −
√

5

2
Xv(g̃(Y v, Zv))

+ g̃(
1

2
(∇YX)v +

√
5

2
[Y,X]h −

√
5

2
(R(Y,X)u)v − 1

2
(∇YX)v −

√
5

2
(∇YX)h, Zv)

+ g̃(Y h,−
√

5

2
(∇XZ)v)

= −
√

5

2
{Xv(g̃(Y v, Zv)) + g̃((R(Y,X)u)v, Zv)}

eşitliği,

(ΦJ̃ g̃)(Xv, Y v, Zh)

= (J̃Xv)(g̃(Y v, Zh))−Xv(g̃(J̃Y v, Zh))

+ g̃([Y v, J̃Xv]− J̃ [Y v, Xv], Zh) + g̃(Y v, [Zh, J̃Xv]− J̃ [Zh, Xv])

= −Xv(g̃(
1

2
Y v +

√
5

2
Y h, Zh)) + g̃([Y v,

1

2
Xv +

√
5

2
Xh], Zh)

+ g̃(Y v, [Zh,
1

2
Xv +

√
5

2
Xh]− J̃(∇ZX)v)

= −
√

5

2
Xv(g̃Y h, Zh)) + g̃(

1

2
[Y v, Xv] +

√
5

2
[Y v, Xh], Zh)

+ g̃(Y v,
1

2
[Zh, Xv] +

√
5

2
[Zh, Xh]− 1

2
(∇ZX)v −

√
5

2
(∇ZX)h)

=
1

2
g̃(Y v, (∇ZX)v)−

√
5

2
g̃(Y v, (R(Z,X)u)v)− 1

2
g̃(Y v, (∇ZX)v)

= −
√

5

2
g̃(Y v, (R(Z,X)u)v)

= −
√

5

2(1 + g(u, u))
g(Y,R(Z,X)u)

eşitliği ve son olarak da

(ΦJ̃ g̃)(Xv, Y v, Zv)

= (J̃Xv)(g̃(Y v, Zv))−Xv(g̃(J̃Y v, Zv))

+ g̃([Y v, J̃Xv]− J̃ [Y v, Xv], Zv) + g̃(Y v, [Zv, J̃Xv]− J̃ [Zv, Xv])

= (
1

2
Xv +

√
5

2
Xh)(g̃(Y v, Zv))−Xv(g̃(

1

2
Y v +

√
5

2
Y h, Zv))

+ g̃([Y v,
1

2
Xv +

√
5

2
Xh], Zv) + g̃(Y v, [Zv,

1

2
Xv +

√
5

2
Xh])

=
1

2
Xv(g̃(Y v, Zv)) +

√
5

2
Xh(g̃(Y v, Zv))− 1

2
Xv(g̃(Y v, Zv))

+ g̃(
1

2
[Y v, Xv] +

√
5

2
[Y v, Xh], Zv) + g̃(Y v,

1

2
[Zv, Xv] +

√
5

2
[Zv, Xh])
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=

√
5

2
g̃((∇XY )v, Zv) +

√
5

2
g̃(Y v, (∇XZ)v)−

√
5

2
g̃((∇XY )v, Zv)

−
√

5

2
g̃(Y v, (∇XZ)v)

= 0

eşitliği elde edilir.

Teorem 5.2.2’deki metalik Riemannian tanjant demet olma şartı g(X, u)u =

g(u, u)X kullanılırsa, (4.2.16)’dan

Xv(g̃(Y v, Zv))

= − 2

(1 + g(u, u))2
{g(X, u)g(Y, Z) + g(X, u)g(Y, u)g(Y, u)}

+
1

1 + g(u, u)
{g(X, Y )g(Z, u) + g(X,Z)g(Y, u)}

=
1

(1 + g(u, u))2
{−2g(X, u)g(Y, Z)− 2g(X, u)g(Y, u)g(Y, u) + g(X, Y )g(Z, u)

+ g(X,Z)g(Y, u) + g(X, Y )g(Z, u)g(u, u) + g(X,Z)g(Y, u)g(u, u)}

=
1

(1 + g(u, u))2
{−2g(X, u)g(Y, Z)− 2g(X, u)g(Y, u)g(Y, u) + g(X, Y )g(Z, u)

+ g(X,Z)g(Y, u) + g(X, u)g(Y, u)g(Y, u) + g(X, u)g(Y, u)g(Y, u)}

=
1

(1 + g(u, u))2
{−2g(X, u)g(Y, Z) + g(X, Y )g(Z, u) + g(X,Z)g(Y, u)}

bulunur. Dolayısıyla, bu eşitlik (ΦJ̃ g̃)(Xh, Y v, Zv) ve (ΦJ̃ g̃)(Xv, Y h, Zv) ifadelerinde

yerine yazılırsa

(ΦJ̃ g̃)(Xh, Y v, Zv) =

√
5

2(1 + g(u, u))2
{−2g(X, u)g(Y, Z) + g(X, Y )g(Z, u)

+ g(X,Z)g(Y, u)}

ve

(ΦJ̃ g̃)(Xv, Y h, Zv) = −
√

5

2(1 + g(u, u))2
{−2g(Y, Z)g(X, u) + g(X, Y )g(Z, u)

+ g(X,Z)g(Y, u) + g(R(Y,X)u, Z)

+ g(R(Y,X)u, Z)g(u, u)}

olarak bulunur.
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Böylece, bulduğumuz bütün bu ifadeler kısaca

(ΦJ̃ g̃)(Xh, Y h, Zh) =

√
5

2
g(R(Y,X)u−R(u, Y )X,Z)

(ΦJ̃ g̃)(Xh, Y h, Zv) =

√
5

2(1 + g(u, u))
{g(Y,∇XZ)g(u, u)− g(Y, u)g(∇XZ, u)},

(ΦJ̃ g̃)(Xh, Y v, Zh) =

√
5

2(1 + g(u, u))
{g(Y, u)g(∇XZ, u)− g(Y,∇XZ)g(u, u)},

(ΦJ̃ g̃)(Xv, Y h, Zh) = 0,

(ΦJ̃ g̃)(Xh, Y v, Zv) =

√
5

2(1 + g(u, u))2
{−2g(Y, Z)g(X, u) + g(X, Y )g(Z, u)

+g(X,Z)g(Y, u)},

(ΦJ̃ g̃)(Xv, Y h, Zv) = −
√

5

2(1 + g(u, u))2
{−2g(Y, Z)g(X, u) + g(X, Y )g(Z, u)

+g(X,Z)g(Y, u) + g(R(Y,X)u, Z) + g(R(Y,X)u, Z)g(u, u)},

(ΦJ̃ g̃)(Xv, Y v, Zh) = −
√

5

2(1 + g(u, u))
g(Y,R(Z,X)u),

(ΦJ̃ g̃)(Xv, Y v, Zv) = 0

şeklinde yazılabilir.

Ayrıca, Sonuç 5.2.1’den TM bir metalik Riemannian tanjant demet iken M ’nin

bir eğri olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla, M eğrisi üzerindeki herbir tanjant vektör

u’nun doğrultusunda olup

g(X, Y )g(Z, u) + g(X,Z)g(Y, u) = 2g(Y, Z)g(X, u)

eşitliği sağlanır ve bu nedenle herbir i, j, k ∈ {h, v} için

(ΦJ̃ g̃)(X i, Y j, Zk) = 0

olur. Böylece Teorem 5.2.1 ve Teorem 5.2.2’den ispat tamamlanır.
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Doğum Yeri ve Tarihi: Malatya / 27.06.1985

Medeni Hali: Evli ve 1 çocuğu var
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* İnönü Üniversitesi Fen-Edebiyat Fakültesi Matematik Bölümü (Araştırma Görevlisi)
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