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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum ” Tanjant Demetler Uzerinde Cheeger-Gromoll
Metrikli Baz1 Yapilar” baghikli bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri
diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin
kaynaklarin, hem metin iginde hem de kaynak¢ada yontemine uygun bicimde gosteri-

lenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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Doktora Tezi

TANJANT DEMETLER UZERINDE CHEEGER-GROMOLL METRIKLI BAZI
YAPILAR

Ahmet KAZAN

Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

112+v sayfa

2015
Danmigman: Prof. Dr. H. Bayram KARADAG

Beg boliimden olusan bu tezin girig boliimiinde konuyla ilgili bazi genel degerlendir-
meler yapilmig ve bu konuya temel olan bazi ¢aligmalara yer verilmistir.

Ikinci boliimde, tezin orijinal boliimlerinde kullamlacak olan bazi temel kavramlar
sunulmustur.

Uciincii boliimde éncelikle tanjant demetler iizerinde dogal metrik kavrami tanim-
lanarak bazi sonuclar verilmis ve ardindan da tanjant demetler tizerinde dogal metrik
tiirlerinden biri olan Cheeger-Gromoll (C-G) metrik tanimlanarak bu metrikle ilgili
bazi geometrik sonuclar verilmigtir.

Tezin dordiincii ve beginci boliimleri orijinal ¢caligmalardan olugsmakta olup, dor-
diincii boltimde ilk olarak C-G metrikli hemen hemen parakontakt tanjant demetler
tanimlanmig ve bu tanjant demetlerin normalligini karakterize eden teorem ifade
edilmistir. Ayrica, C-G metrikli parakontakt, K-parakontakt ve para-Sasakian tan-
jant demetler tanimlanarak bu kavramlarla ilgili baz1 sonuclar elde edilmigtir. Bu
boliimde son olarak da, C-G metrikli hemen hemen parakontakt tanjant demetlerin
egrilikleri ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

Beginci ve son boliimde ise, ilk 6nce bir M manifoldu iizerinde metalik yapi
kavrami ifade edilerek 7'M tanjant demeti tizerinde T'M metalik yap1 kavrami tanim-
lanmigtir. Daha sonra C-G metrikle donatilmig bir metalik tanjant demetin metalik
Riemannian tanjant demet olma sarti elde edilmigtir. Son olarak da, C-G metrikle
donatilmig metalik Riemannian tanjant demetlerin bir sinifi olan Golden Riemannian
tanjant demetlerin lokal olarak ayrigtirilabilir olmasiyla ilgili bir teorem verilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Tanjant Demet, Dogal Metrik, Cheeger-Gromoll Met-

rik, Parakontakt Manifold, Metalik Yapi.
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In the introduction chapter of this thesis consisting of five chapters, some general
evaluations have been done about the subject and some studies which are main into
this subject have been given.

In the second chapter, some fundamental notions which will be used in the
original chapters of this thesis have been presented.

In the third chapter, firstly the notion of natural metric has been determined on
tangent bundles and some results have been given about it. Later, Cheeger-Gromoll
(C-G) metric which is a type of the natural metrics on tangent bundles has been
determined and some geometric results have been given about this metric.

The fourth and fifth chapters of the thesis consist of the original studies. In the
fourth chapter, firstly almost paracontact tangent bundles with C-G metric has been
determined and then a theorem which characterizes the normality of these tangent
bundles has been expressed. Also, paracontact, K-paracontact and para-Sasakian
tangent bundles with C-G metric have been determined and some results have been
obtained about these notions. In this chapter, finally some conclusions about the
curvatures of almost paracontact tangent bundles with C-G metric have been given.

In the fifth chapter, first the notion of metallic structure on a manifold M has
been expressed and the notion of T'M metallic structure on a tangent bundle T'M
have been determined. Later, a condition for a metallic tangent bundle which has
been equipped with C-G metric to be a metallic Riemannian tangent bundle has
been obtained. Finally, a theorem for a Golden Riemannian tangent bundle which
is a class of the metallic Riemannian tangent bundles equipped with C-G metric to
be locally decomposable has been given.

KEY WORDS: Tangent Bundle, Natural Metric, Cheeger-Gromoll Metric,

Paracontact Manifold, Metallic Structure.

i



TESEKKUR

Beni bu konuda ¢aligmaya tegvik ederek, destegini esirgemeden bilgi ve tecriibe-
leriyle yonlendiren tez danigmani hocam Sayin Prof. Dr. H. Bayram KARADAG a;

lisansiistii 6grenimim boyunca beni yonlendiren boliim bagkani hocam Sayin
Prof. Dr. Sadik KELES’e, seminerlerimizde yaptigimiz caligmalari dinleyerek oneri-
lerde bulunan Sayimn hocam Dog¢. Dr. Erol KILIC’a ve tezin yazimi esnasinda
kargilagtigim problemlerde destegini esirgemeyen Sayin hocam Dog¢. Dr. M. Kemal
OZDEMIR e;

bu stirecte sabir gostererek bana siirekli destek olan Sevgili esim Sema’ya,
ogrenim hayatim boyunca bana maddi ve manevi desteklerini hi¢bir zaman esirgeme-
yen anneme ve babama;

ayrica, doktora 6grenimim siiresince 2211-Yurt fgi Lisanststu Burs Programa
kapsaminda caligmami maddi yonden destekleyen TUBITAK a

tesekkiirlerimi sunarim.

il



ICINDEKILER

OZET i
ABSTRACT ii
TESEKKUR iii
ICINDEKILER iv
1 GIRIS 1
2 TEMEL KAVRAMLAR 5
2.1 Riemann Manifoldlart. . . . . . . ... ..o D
2.2 Tanjant Demetler ve Tanjant Demetler Uzerinde Baz1 Yapilar . . . . 10
2.2.1 Yatay ve Dikey Liftler . . . . . . .. ... ... ... .. ... 11

2.2.2  Lokal Koordinatlarda Liftler . . . . . .. ... ... ... ... 15

2.2.3  Tanjant Demet Uzerinde Lie Braket . . . . . . . . . ... ... 19

2.2.4 Tanjant Demet Uzerinde Dogal Hemen Hemen

Kompleks Yapt . . . . . . . . ... 22

3 CHEEGER-GROMOLL METRIKLI TANJANT DEMETLER 26

3.1 Dogal Metrikler . . . . . . . .. ..o 26
3.2 Cheeger-Gromoll Metrik . . . ... .. .. ... ... 31
3.3 Cheeger-Gromoll Metrikli Tanjant Demetlerin Egrilik Tensord . . . . 38

3.4 Cheeger-Gromoll Metrikli Tanjant Demetler I¢cin Bazi

Geometrik Sonuclar . . . . . ..o 48

4 CHEEGER-GROMOLL METRIKLI PARAKONTAKT TANJANT
DEMETLER 57
4.1  Cheeger-Gromoll Metrikli Hemen Hemen Parakontakt Tanjant Demetler 58
4.2 Cheeger-Gromoll Metrikli Normal Hemen Hemen

Parakontakt Tanjant Demetler . . . . . . . . ... ... .. ... ... 61
4.3 Cheeger-Gromoll Metrikli Parakontakt Tanjant Demetler . . . . . . . 75

v



4.4 Cheeger-Gromoll Metrikli Hemen Hemen Parakontakt Tanjant Demetlerin
Egrilikleri . . . . . . ..o 80

5 CHEEGER-GROMOLL METRIKLI METALIK

TANJANT DEMETLER 89
5.1 Metalik Riemannian Yapilar . . . . . . . . ... ... ... ... ... 89
5.2 Cheeger-Gromoll Metrikli Metalik Riemannian Tanjant Demetler . . 95

5.3 Cheeger-Gromoll Metrikli Lokal Olarak Ayrigtirilabilir Golden Riemannian
Tanjant Demetler . . . . . . . . .. ... L oo 101

KAYNAKLAR 108

OZGECMIS 111



BOLUM 1
GIRIS

M bir C'*° manifold olsun. M manifoldunun herhangi bir p noktasindaki tanjant
uzay1 1, M olmak tizere, M nin tiim p noktalarindaki 7,,M tanjant uzaylarimin ayrik
birlegimi olan

™ = | T,M
peM

ye M’nin tanjant demeti denir.

Bir (M, g) Riemann manifoldunun 7'M tanjant demetinin geometrisi, matematik
ve fizigin bircok alani i¢in olduk¢a onemlidir. Son yillarda literatiirde tanjant
demetlerin lokal ve global geometrik 6zellikleri ile ilgili bir¢ok ¢aligmaya rastlanmakta-

dir. Bu alanda galigmalar yapilirken, VX, Y € C®(TM) ve (p,u) € TM i¢in

(7’) g(l’:u)(Xh’ Yh) = gp(Xv Y)
(’I,’L) g(p,u)(Xha Yv) =0

sartlarin1 saglayan ve g’ye gore dogal metrikler olarak adlandirilan g metriklerinin
degisik tipleri kullanilmigtir. Tanjant demetlerin geometrisi, ilk olarak 1958 yilinda
Sasaki metrik olarak adlandirilan ve bir M diferensiyellenebilir manifoldu tizerindeki

g Riemann metrigi yardimiyla

(1’) g(p,u) (Xha Yh) = gp(Xu Y)
(ii) g(pyu)(Xh, YY) =0
(%01) Gipu) (X?,Y?) = gp(X,Y)

seklinde tanimlanan yeni bir ¢ metrigi kullanilarak Sasaki tarafindan caligilmigtir
[1]. Daha sonra tanjant demetler, (M, g) tizerindeki V Levi-Civita konneksiyonuna
gore yatay ve dikey altdemetlerine ayrigtirilabilmistir ve bu durum, Dombrowski

tarafindan



"Bir (p, u) noktasindaki tanjant demetler,
Ty TM = Hpw) & Vipa)

olacak gekilde yatay ve dikey altdemetlerine ayrigtirilabilirler.”
seklindeki 6nermeyle ifade edilmisgtir [2]. Ardindan da bir 7'M tanjant demetinin Lie
Braket’i, TM iizerinde V Levi-Civita konneksiyonu ve R Riemann egrilik tensorii [2]
ve [3]'te elde edilmistir.

Sasaki metriginden farkli bir diger dogal metrik olan Cheeger-Gromoll metrik,

M tizerindeki g Riemann metrigi yardimiyla

(7’) g(l’:u)(Xh’ Yh) = gp(Xv Y)
(Z’L) g(p,u)(Xha Yv) =0
(ii1) oo (X, Y") = 2 {0(X,Y) + g, (X, w)gp (Y, )}, 7 = /g, )

seklinde Musso ve Tricerri tarafindan, [4]teki Cheeger ve Gromoll'un galigmasindan
faydalamilarak tanimlanmstir [5]. Ardidan, (TM, §)’nin V Levi-Civita konneksiyo-
nu ve R Riemann egrilik tensorii [6] ve [7]’de verilmistir.

Son zamanlarda Cheeger-Gromoll metrikli tanjant demetlerin geometrisi birgok
matematik¢i tarafindan calisilmaktadir ( [8-13]...).

Diger taraftan kontakt geometri, fizik ve matematigin degisik alanlarinda sikca
kullanilan bir konudur. Kontakt geometri ilk olarak Christian Huygens, Barrow
ve Isaac Newton'un caligmalariyla ortaya cikmistir. Kontakt dontigiimler teorisi
daha sonralar1 S. Lie tarafindan bazi diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinii elde etmek
icin geligtirilmigtir. 1970’lerin baslarinda kontakt geometride, topolojik metotlar
onemli bir rol almaya bagladi. Fakat, global topolojik sonuclarin alinmasi 1980’lerin
ortalarin1 buldu. Bundan sonra, 3-boyutlu kontakt geometri ve topoloji ¢caligmalari-
nin yararh faaliyetler oldugu goriildii ve daha yiiksek boyutlu kontakt topolojiyi
anlamak i¢in onemli adimlar atilmaya baslandi.

20. ylzyilin ilk yarisinda E. Cartan ve Darboux’un kontakt geometrinin geligimin-
de biiyiik katkilari olmustur. Ayrica kontakt manifoldlarda onemli bir yeri olan

Sasakian manifoldlarin tanimi 1960’1l yillarda Japon matematikci S. Sasaki tarafin-



dan verilmigtir. Yine aym yillarda yagsayan M. Gray, K. Ogiue ve W. M. Bootby
gibi matematik¢ilerin bu konuyla ilgili caligmalar1 dikkat ¢ekmektedir.

Ayrica kontakt geometri, piir matematigin diger alanlariyla da baglantilar igerir
ve mekanik, optik, termodinamik ve kontrol teorisinin uygulama alanlarinda da
onemli bir yere sahiptir. Giiniimiizde de kontakt geometri ve kontakt geometriden
esinlenerek ortaya cikan parakontakt geometri ile ilgili pek ¢ok matematikgi caligma-
lar yapmaya devam etmektedir ( [14-23]...).

Diger taraftan, altin orandan esinlenerek ortaya cikmig olan J2—.J—1I = 0 sartim
saglayan J golden yapisinin bir genellemesi olan ve J? —pJ —ql = 0 sarti saglayan
J yapisi, metalik yap1 olarak bilinmekte ve p ve ¢ pozitif tamsayilarinin aldigi farkl
degerlere gore bu yapi, golden yapr diginda silver yapi, bronze yapi, copper yapi,
subtle yap1 ve nickel yap1 gibi siniflara ayrilmaktadir. Son yillarda, ¢ogu golden
yapilarla ilgili olmak tizere, metalik yapilarla ilgili bir¢cok caligma yapilmaktadir
( [24-28]...).

Doktora tezi olarak hazirlanan bu calisma bes boliimden olugsmaktadir. Ikinci
boliim tezde kullanilacak olan temel kavramlara ayrilmaktadir. Bu boltimiin birinci
alt boliimiinde, Riemann manifoldlar tizerinde bazi énemli kavramlar verilmektedir.
Ikinci alt boliimde ise, 6ncelikle tanjant demet kavramu ifade edilerek vektor alanlari-
nin yatay ve dikey liftleri verilmekte ve bu liftler yardimiyla 7'M tanjant demeti
tizerinde Lie braket tanimlanmaktadir. Daha sonra, tanjant demetler tizerinde dogal
hemen hemen kompleks yap1 tamimlanarak bu yapiyla ilgili baz1 karakterizasyonlar
verilmektedir.

Ugiincii boliimiin birinci alt boliimiinde, dogal metrikler tanimlanarak bu metrige
gore tanjant demetin Levi-Civita konneksiyonuyla ilgili baz1 sonuglar verilmektedir.
Ikinci alt boliimde, dogal metriklerin 6zel bir simfi olan Cheeger-Gromoll metrik
tanimlanmakta ve yatay ve dikey liftlere gore Levi-Civita konneksiyonu elde edilmeye
cahgilmaktadir. Ugiineii alt boliimde, Cheeger-Gromoll metrikli tanjant demetlerin
Riemann egrilik tensorii elde edilmekte ve son alt boliimde ise Cheeger-Gromoll
metrikli tanjant demetlerin kesitsel egrilikleri ve skalar egriligi verilmektedir.

Dordiincii boliim, tezin orijinal kisimlarinin bagladigi boliim olup dort alt boliim-

den olugmaktadir. Bu béliimde 6nce, (2n+1)-boyutlu bir (M, g) Riemann manifoldu-



nun parakontakt yapisiyla ilgili baz1 kavramlar hatirlatilmaktadir. Daha sonra ilk alt
boliimde, Cheeger-Gromoll (C-G) metrikli bir 7'M tanjant demeti iizerinde hemen
hemen parakontakt yapi ve temel 2-form kavramlari tanimlanarak bu kavramlarla
ilgili baz1 hesaplamalar yapilmaktadir. Ikinci alt boliimde, uzun hesaplamalar sonun-
da C-G metrikli hemen hemen parakontakt tanjant demetler i¢in normallik sarti elde
edilmektedir. Uciincii alt boliimde, parakontakt C-G metrik tanjant demet, K-para-
kontakt C-G metrik tanjant demet, C-G para-Sasakian tanjant demet kavramlari
tanimlanarak bu kavramlarla ilgili baz1 karakterizasyonlar verilmektedir. Dordiincii
ve son alt boliimde ise, bir TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant
demetinin R Riemann egrilik tensorii ve K kesitsel egriligi ile ilgili baz1 sonuclar
bulunmakta ve son olarak da bir 7'M tanjant demetinin ortonormal bazlar1 yardimiy-
la, TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin S Ricei egriligi ve
o skalar egriligi elde edilmektedir.

Son boliim olan beginci boliim ise ti¢ alt bolimden olugmaktadir. Birinci alt
boliimde, p ve ¢ iki pozitif tamsay1 olmak tizere (p,q)-metalik sayilar ve bir M
manifoldu iizerinde metalik yap1 kavramlar: tanimlanmakta ve p ve ¢'nun cesitli
degerlerine gore metalik Riemannian yapilarin bazi siniflarindan bahsedilmektedir.
Ikinci alt boliimde, tanjant demetler iizerinde J metalik yapisi tanimlanarak N j
Nijenhuis tensérii yardimyla J metalik yapisin integrallenebilirlik sart1 elde edil-
mekte ve ardindan Cheeger-Gromoll metrigiyle donatilmig bir metalik tanjant deme-
tin metalik Riemannian tanjant demet olma sart1 bulunmaktadir. Uciincii alt boliim-
de ise, Cheeger-Gromoll metrigiyle donatilmig metalik Riemannian tanjant demetle-
rin bir sinifi olan bir golden Riemannian tanjant demetin lokal olarak ayrigtirilabilir

olmasiyla ilgili bir sonug verilmektedir.



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

Tezin orijinal kisimlarinda kullanilacak olan bazi temel kavramlarin verildigi bu
boliim iki alt boliimden olugsmaktadir. Birinci alt boliimde, bir diferensiyellenebilir
manifold ve bir g i¢ carpimi yardimiyla Riemann manifold kavrami tanimlanarak
Riemann manifoldlar iizerinde baz1 6nemli kavramlar verilmektedir. Ikinci alt boliim-
de, oncelikle bir M diferensiyellenebilir manifoldunun 7'M tanjant demeti ifade
edilmekte ve vektor alanlarimin yatay ve dikey liftleri verilmektedir. Ayrica lokal
koordinatlarda liftler yardimiyla 7'M tanjant demeti tizerinde Lie braket tanimlan-
maktadir. Son olarak da, tanjant demetler lizerinde dogal hemen hemen kompleks

yapl tanimlanarak bu yapiyla ilgili baz1 karakterizasyonlar verilmektedir.

2.1 Riemann Manifoldlar:

Tanim 2.1.1. M sayilabilir bir baza sahip topolojik Hausdorff uzay: olsun. M 'ye
topolojik manifold denir, eger birn € N ve herbir p € M noktas: i¢in p 'nin bir U,
agik komsulugu herhangi bir V,, C R™ agik altkimesine homeomorfik olacak sekilde
varsa. Buradaki n tamsayist M ‘nin boyutudur ve bundan sonra n-boyutlu bir M

manifoldu M™ ile gosterilecektir [29].

Tanim 2.1.2. M"™ bir topolojik manifold olsun. U, M ’nin a¢ik ve baglantily bir
altkiimesi ve ¢ : U — R™ de bir homeomorfizm olsun. Bu taktirde (U, p)’ye M
tzerinde bir lokal koordinat denir. M zerindeki lokal koordinatlarin bir A =

{(Uq, pa)| € I} kolleksiyonuna C"-atlas denir, ejer
i) M =U,,

i) 0500 " oo Uarty) : Pa(UaNUs) — R™ uygun gegis dondisimleri Vo, 8 € I igin

C" iseler.



Eger A, M iizerinde bir C"-atlas ise, bu taktirde M dzerinde bir (U,p) lokal
koordinatina A ile uyumlu denir, eger AU {(U, p)} bir C"-atlas ise. Bir A C"-atlast
maksimaldir, eger kendisiyle uyumlu tim lokal koordinatlar: iceriyorsa. Bu durum-
da A’ya M iizerinde bir C"-yapr ve (M, A) ikilisine de bir diferensiyellenebilir
C"-manifold denir [29].

Tanim 2.1.3. M bir C* manifold olsun. M 1izerinde, vektor alanlarinin uzayr

X (M) wve reel degerli C* fonksiyonlarin halkass C*°(M,R) olmak iizere,
9 X(M) x x(M) = C%(M,R)

seklinde bir i¢ carpim tanaml ise M "ye bir Riemann manifoldu denir. Buradaki g

1slemine M dizerinde i¢ ¢arpim, metrik tensor, Riemann metrigi veya diferensiyellene-

bilir metrik denir [30].

Tanim 2.1.4. M bir C*° manifold olsun. M dzerinde vektor alanlarimin uzaiy

X(M) olmak iizere,

Vix(M) x x(M) = x(M)
(X,Y) = V(X,Y)=VxY

fonksiyonu VX,Y,Z € x(M) veVf,g € C*(M,R) igin,
1. fo+gyZ = vaZ + gVyZ,
2 Vn(fY) = fVRY + (XY

ozelliklerini saglyorsa V 'ya M manifoldu tizerinde bir afin konneksiyon ve Vx'e

de X ’e gore kovaryant tirev operatori denir [30)].

Tanim 2.1.5. M bir Riemann manifoldu ve V da M dizerinde bir afin konneksiyon

olsun. Eger
1. V, C* simfindandar,
2. M ’nin bir A bélgesi tzerinde C* olan ¥X,Y € x(M) i¢in

VxY = VyX = [X,Y] (Sifur torsiyon ézelligi),



3. M ’nin bir A bélgesi izerinde C* olan VX,Y € x(M) ve Vp € M noktasu i¢in

X9V, Z) =g(VxY,Z)|, + 9(Y,VxZ)|,

(Konneksiyonun metrikle bagdasabilme ozelligi)

ozellikleri saglaniyorsa V konneksiyonuna M vzerinde bir Riemann konneksiyonu
veya M 'nin Levi- Civita konneksiyonu ve V x e de X ‘e gore Riemann anlaman-

da kovaryant tirev operatéri denir [30].

Teorem 2.1.1. Bir Riemann manifoldu tzerinde bir tek Riemann konneksiyonu

vardir. Bu konneksiyon, Kozsul ozdesligi olarak bilinen

29(VxY,2) = Xg(V,2)+Yy(Z X) - Zg(X.Y)
—g(X, [Y7 Z]) +g(Y, [Za X]) +g<Zv [Xv Y])

esitligi ile karakterize edilir [31].

Tanim 2.1.6. M bir C* manifold olsun. x(M), M dzerinde vektor alanlarinin

kiimesini ve x*(M) de x (M) nin dualini gostersin. Ayrica T de

T = x(M) x x(M) x ... x x(M) x x*(M) x x"(M) x ... x x"(M) — C*(M,R)
r-tane s-tane

seklindekt butun lineer donustumlerin kimesini gostersin. Bu taktirde, M ’de T nin
bir K elemanina (r,s)-tipinde bir tensér alani denir. Ayrica bu K tensir

alanina r-yinct dereceden kovaryant, s-yinci dereceden kontravaryant tensor alani

denir. Ty =T", T? = T, ve Ty = C°(M,R) 'dir [32].

Tanim 2.1.7. M bir C*° manifold ve M dzerinde r-formlarin uzayr A™(M) olsun.

Bu taktirde
1. Eger f € C*(M,R) ise df (X) = X(f),
2. 0,w e N'(M) olmak iizere

d@Aw)=di ANw+ (—=1)"0 A dw,

3.d*=0



sartlarine saglayan bir

d: A" (M) — A"TH(M)

seklindek: d dontisumine dis turev denir.

w bir r-form olmak “zere

r

1 , .
dlU(XQ,Xl,...,XT) = r+1{2(—1)1X'W(X0,X17---7Xi7"'7X7“)
=0
+ Y (D)Mw([X X)X X X, X))
0<i<j<r

dir. Ozel olarak, eger w bir 1-form ise
1
dw(X(),Xl) = §{Xow(X1) — Xl’(U(Xo) — w([X(),Xl])}
ve eger w bir 2-form ise

dw(Xo,Xl,XQ) = é{Xo(w(Xl,Xg))—Xl(w(Xo,Xg))+X2(’LU(X0,X1))

—U}([Xo, Xl], XQ) + UJ([XQ, XQ], Xl) - U}([Xl, XQ], X())}
dur [33].

Tanim 2.1.8. M bir diferensiyellenebilir manifold ve X ile Y de M dzerinde

diferensiyellenebilir vektér alanlar olsunlar. Bir f € C*(M,R) i¢in

[ x(M) x x(M) — x(M)

(X, Y1) = X (Y () = Y(X(S))

seklinde tamimlanan [,] fonksiyonuna X ile Y 'nin Lie (parantez) operatéri

denir.

Lie operatori VX,Y,Z € x(M) ve Vf,g € C*(M,R) i¢in agsagidaki ozellikleri

saglar:
(i) [X,Y]= -V, X],
(it) [aX +bY,Z]=a[X,Z]+ DY, Z],

(7’“') HX7Y]7Z] + [D/a Z] 7X] + [[ZvX] 7Y] =0,



() [fX,9Y] = fg[X, Y]+ [X(9)Y — gV ([)X.
Buradaki (7ii) 6zelligine Jakobi Ozdegligi denir [34].
Tanim 2.1.9. M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda, M tzerinde

R:x(M) x x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y,Z) = R(X,Y,Z)=R(X,Y)Z

RX,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ—VixyZ
= ([Vx,Vy] = Vxy)Z

seklinde tanimli tensore V konneksiyonunun Riemann egrilik tenséri denir [31].

Tanim 2.1.10. M bir Riemann manifoldu ve g de M 'nin Riemann metrigi olsun.

Bu durumda

R:x(M) x x(M) x x(M) x x(M) — x(M)

(XY, Z,W) — R(X,Y,ZW)=g(R(X,Y)Z W)

seklinde tanimlanan 4. mertebeden kovaryant tensore, M tizerinde Riemann Ch-
ristoffel egrilik tensori denir.

M uzerinde asaqidakt bagintilar gecerlidir:
(i) RIX,)Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,
(ii) R(X,Y,Z,W)=—-R(Y,X,Z W),
(i) R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y, W, Z),
(iv) R(X,Y,Z,W)=R(Z W, X,Y) [50].
Buradaki (i) ézelligi I. Bianchi 6zdesligi olarak bilinir.

Tanim 2.1.11. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. TpM tanjant uzayinn iki

boyutlu bir altuzay: ™ olmak tzere, V.W € 1 tanjant vektorleri igin @) fonksiyonu

QV,W) = g(V,V)g(W,W) — g(V,W)?



seklinde tanmimlansin. Q(V, W) # 0 olmak 1izere

CRV.WWLV)  g(RV.W)WLY)
BV ==oww ~—  ow.w)

ifadesine m'nin kesitsel egriligi denir ve K () ile gosterilir [35].

Eger {V, W}, m i¢in bir ortonormal baz ise
K(m) = g(R(V. W)W, V)

olur. Ayrica eger K(m), TpM 'deki herbir m dizlemi ve M ’nin herbir p noktas:
icin sabitse, bu taktirde M 'ye sabit egrilikls uzay denir. Bununla birlikte sabit k
egrilikli uzay i¢in
R(X,Y)Z = k[g(Y, 2)X — g(X, Z)Y]

esitligi gegerlidir [32].
Tanim 2.1.12. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ey, e, ..., e,} de M 'nin
lokal ortonormal vektor alanlar, olsunlar. Bu durumda

S:x(M)xx(M) — R

(X,Y) — S(X,Y):Zg(R(ei,X)Y,ei)

seklinde tanimly (0,2)-tipindeki S tensér alanina, M idzerinde Ricci egrilik tensori

denir. Ayrica,
r= Z S(e;,e;)
i=1

degerine de M 'nin skalar egriligi denir [32].

2.2 Tanjant Demetler ve Tanjant Demetler Uzerinde Bazi

Yapilar

Tanim 2.2.1. M, n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M 'nin T M

tanjant demeti

TM = U oM ={(p,u)|pe M, weT,M}
peEM
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seklinde verilir. Ayrica

T:TM — M

<p7 U’) — D
seklindeki demet déontigimine TM 'nin dogal projeksiyonu denir [36].

Bu durumda, M nin herbir U agik kiimesi i¢in 7~ *(U) = TU dur.
(U, ¢), M fizerinde (x1,xs,...,x,) lokal koordinatlariyla birlikte bir koordinat
komsulugu olsun. Bu taktirde, a = (a,as,...,a,) € R" ve ¢(p) = (p1, 02, s Pn)

olmak tlizere

¢:UxR" — TU
0
axi)p

(paa) — CI)(pa&):ai(

seklinde bir doniigim tanimlanabilir. ® birebir bir dontisiimdiir. Ciinki, eger u €

- 8:171 P

dir. Sonug olarak, ®(pi, ..., pn, U1, ..., u,) = uw’dur. Bu nedenle ®,

T,M, p € U ise, bu taktirde

¢ :p(U) xR — TU
(P1y ey Py A1y ooy @) — D (pr, oy Py ag, ..y ay) = P(p, a)
seklinde verilen birebir orten bir doniigim tanimlar. Bu durumda aciktir ki, T'M
tizerinde bir tek topoloji vardir dyle ki, M nin herbir (U, ¢) koordinat komsulugu igin
TU kiimesi T'M 'nin bir agik kiimesidir ve yukaridaki gibi tanimhi & : U x R" — TU

bir homeomorfizmdir. Boylece, TU tizerinde (z;, u;) lokal koordinatina sahip olunur

ve T'M’nin indirgenmis koordinatlar1 olarak adlandirilir [37].

2.2.1 Yatay ve Dikey Liftler

Tanim 2.2.2. (M, g), V Levi-Civita konneksiyonuna sahip bir Riemann manifoldu

olsun. TM, M 'nin tanjant demetini ve ™ de T'M ‘nin M dizerine dogal projeksiyonunu

11



belirtsin. Bu taktirde m 'nin dr diferensiyeli, T'T' M ’den T'M tzerine bir C*°-dontigum-

diir. Eger (p,u) € TM ise, bu taktirde (p,u)’da dm’nin ¢ekirdegi
Vipw = Cek(dn|pu)
ile belirtilir ve (p, u) noktasinda Ty, ., T M "nin dikey altuzayr olarak adlandvrilir [9].

Bizim icin ¢ok onemli olan yatay altuzay kavraminin tanimlanmasi igin, ilk olarak

(M, g) tizerinde Levi-Civita konneksiyonunun sebep oldugu
Kpuw : TpuwTM — T,M
konneksiyon doniigtimii olusturulmalidir.
Tanim 2.2.3. V, M ’de p’nin bir a¢ik komsulugu olsun, oyle ki
exp, : I,M — M

exponential dondisimd, T,M deki 0 bir V' komsulugunu diffeomorfik olarak V

tzerine donustursiun. Ayrica,
i Y V) — T,M

de T,,M ’de bir C*°-dontisim olsun, oyle ki bu dontisim VY € 7= (V) yiq = n(Y') 'den
p’ye, V'deki p ve q arasindaki tek geodezik egri boyunca tasisin.
ueT,M i¢in R_,,

R_,:T,M —s T,M

X — R, (X)=X-u

seklinde tanimly bir dontsum olsun. Bu durumda, V Levi -Civita konneksiyonunun

konneksiyon doniisumii,

K(p’u) : T(pM)TM — TpM

Z — K(Z):=d(exp,oR_,oT)(Z)

seklinde tanymlanar [9].

12



Simdi, K konneksiyon doniigiimii i¢in su énemli sonucu verelim:

Lemma 2.2.1. (M, g), V Levi-Civita konneksiyonuna sahip bir Riemann manifoldu
olsun. Bu taktirde, Z € C*(TM) bir Z : M — T, M dondisimi olmak tizere, V 'nin
Ky : T TM — T,M konneksiyon dontsimi, X, € T,M vektori i¢in

K(dZ,(X,)) = (VxZ),
egitligini saglar [2].

Ispat. Z, p € M’de (p,u) degerini alan bir vektor alam olsun. Ayrica v, ¥(0) = p
ve 4(0) = X, olacak sekilde bir geodezik egri olsun. Bu taktirde, konneksiyon
dontigiimiiniin tanimindan,
K(nu)(de(Xp)) = d(epr oR_, 0 T) (de(Xp>)
= d(exp,oR_, 0 7)(dZ,(7(0)))
d
= d(epr oR_,oT) (de(d’yo(%)o))
d
= dlexp,oR-,0)(d(Z 0 1)o( )0

— Lexp, 0R 0 7(Z01(1))mo

czlt
= e, (r(Z00)  W)ico
= e, (r(Z00)) — expy()icg
= (e, (r(Z(2(8))) im0 — e, (1)) g
= e (r(ZOE))ems — FOu)eco
= ey (r(Z )
= (el F 260Ny

L T(Z00) - )
t—0 t

L TZG0) —u
t—0 t

13



e TZ60) - Z6(0)

t—s0 t

= (V32)(0)

= (VXZ)p
elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar. O

V’'nin K konneksiyon doniisiimiiyle donatilmasindan sonra, artik yatay altuzay

tanim verilebilir.

Tanim 2.2.4. T'M tanjant demetinin (p,u) noktasindaki Ty, T M tanjant uzayinin
Hpw yatay altuzays

Hpu) = Cek(Kpu))

seklinde tanimlanwr [9].

Onerme 2.2.1. (p,u) noktasinda TM tanjant demetinin T(, T M tanjant uzays,

onun yatay ve dikey altuzaylarimin direkt toplamadir. Yana,
Tpu)TM = Hpu) © Vip.u)
dur [1,2].

Yatay ve dikey altuzaylardan sonra, simdi M iizerinde tanjant vektorlerin yatay

ve dikey liftleri tanimlanabilir.

Tanim 2.2.5. X € T,M bir tanjant vektor olsun. Bu taktirde, (p,u) € TM

noktasinda X 'in yatay lifti dm(X") = X olacak sekildeki tek X" € H (pu) vektoridir.
(p,u)’da X "in dikey lifti ise, M dzerindeki her f fonksiyonu icin X" (df) = X (f)

olacak sekildeki tek XV € V) vektoriudir. Burada df, (df )(p,u) = u(f) seklinde

tanamly fonksiyondur [9)].

Simdi bu yapi, tanjant vektorlerden vektor alanlarina genisletilebilir.

Tanim 2.2.6. T'M dzerinde bir X € C™(TM) vektor alanimn yatay lifti, bir
(p,u) noktasindaki degeri (p,u) da X, nin yatay lifti olan X" € C°°(TTM) vektor

alanidir. Bir vektor alaninin dikey lifti de benzer sekilde tanimlanabilir.

14



Daha agik olarak; eger X € C°(T'M) ise, bu taktirde VZ € TM ig¢in
dn(X") 7z = Xp(z) ve K(X") 7 = 0x(2)

olacak sekilde, X ’in yatay lifti denilen TM idizerinde bir tek X" € C®(TTM)
vektor alant vardr.

XV dikey lifti de,
dTl'(Xv)Z = O7r(Z) ve K(XU)Z = Xﬁ(z)
sartlarma saglayan tek vektor alandur [9).

e Sunu ifade edelim ki; X — X" ve X — X" déniigtimleri, T, M vektor uzay1

ile, sirasiyla, H ) ve V) altuzaylarn arasinda izomorfizmlerdir.

A ~

e X,Y € T,M tanjant vektorleri tek olarak X = dn(Z) ve Y = K(Z) seklinde
taniml olmak {izere, herbir Z € Tip,u)TM tanjant vektoru
Z=X"+y"

seklinde yazilir.

2.2.2 Lokal Koordinatlarda Liftler

Bu alt boliimde, M 1izerinde lokal koordinatlara gore vektor alanlarinin yatay ve
dikey liftleri ifade edilmektedir.

M, n-boyutlu bir manifold ve (x1,29,....,2,) : U C M — R reel degerli
fonksiyonlar1 da M iizerinde lokal koordinatlar olsunlar. vy, vs, ..., v, : TM — R

diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 Vi =1,2,....n ve Y € T'M i¢in

v, = x;0T,

Unri(Y) = Y(z) = day(Y)

seklinde tanimlansin. Bu taktirde, (vy,vo, ..., v9,) : 7 HU) C TM — R*ler TM
tizerinde lokal koordinatlardir. Tanim 2.2.6 kullanilarak, VZ € TM ve i =1,2,...,n

in ((j}) ()= 2fom) = (1)

icin

15



ve

oldugundan

iw((3),) = (aiz)ﬂ(z) wdr((gm),) =

dir. Bu esitlikler, X € C®(T'M) vektér alaninim X" ve XV yatay ve dikey liftleri

i¢in bize agagidaki sonucu verir:

Lemma 2.2.2. (M, g) bir Riemannian manifold ve X, Z € C*(TM) de M ‘zerinde

lokal olarak
R PP )
N i1 Z@xi N i1 Thaxl

seklinde ifade edilen vektor alanlary olsunlar. Bu taktirde, Z € T M noktasinda X ’in

yatay ve dikey liftleri, siraswyla,
- 0 - , 0
hy Y o, T
(X2 =2 big, (20 &mTig, =
i=1 ,7,k=1
ve
(X, =Y 6
z = imT—
i—1 avn—f—i
seklinde verilir. Burada F;k katsayilary, (M, g) tzerinde V Levi-Civita konneksi-

yonunun Christoffel sembolleridir [2].

Ispat. Dikey kismi, Tanim 2.2.6’dan ortaya cikar.

X" ve X’in m-baglantili olmalar gergegi, yani dr(X%) = Xr(z) olmasi

o ((a(z)z) B (ai)w(z) ve dr ((avii)z) !

sartlarindan ortaya cikar.

Lokal koordinatlarda, Z : M — T'M doniigimi p = (21, ..., z,) € M igin

Z:M — TM

D (T1y ey Ty My ey M)

seklinde verilir. Bu nedenle,
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dZ(X) = dZ (Z gz-%)
_ O
B Z & Z & (‘3% (9vn+k
B Z & Z 87Jn—‘,—k:
= Zé Z av - (2.2.1)

dir. X; = 8& seklinde ve V'nin Fé-n Christoffel sembolleri de
(Vx,Xn) Z I

seklinde ifade edilirse, bu taktirde V Levi-Civita konneksiyonu i¢in asagidaki ifadeye

ulagilir:

n

= D (X)X +1,Vx X))

=1

= Zan X +an£]vXX

’L]].

= ZX 772 X + Z fﬂhr',-Xk

z]k 1

= ZX (1) X + Z &l X

’L_]k‘ 1

= Z{X ) + Z &l } X

7,k=1

Tamim 2.2.6 ve Lemma 2.2.1’in bir sonucu olarak

K(dZ(X)) = VxZ

EE ()

dir. Bu demektir ki, K(dZ(X)) = 0 dir ancak ve ancak X (m;) = — > & > ml'l,
=1 k=1

dir. Bunun anlami da, VxZ = 0 dir ancak ve ancak dZ(X), K'nin ¢ekirdegindedir.
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Bu da dZ(X)’in (2.2.1)’den dolay1

n 9 n 9
AZ(X) = Y &g+ Xz —
=1 t i=1 n+i

- i=1 v, i=1 \jk=1 I g OV g

formunda olmas1 demektir. Bu nedenle

X = ;fza—vl - Z (Z fjnkrzk> m

i=1 \jk=1

dir ve bu da X'’in yatay lifti icin ispat1 tamamlar. O]

Bu Lemmanin bir sonucu olarak, vektor alanlarinin 6zel bir se¢imi yapilarak su

sonu¢ verilebilir:

Sonug 2.2.1. (z1, 2, ..., ) M 'nin lokal koordinatlar: ve (v, vs, ..., v9,) de T M 'nin

yukaridaki gibt tanimly lokal koordinatlar: olsunlar. Eger X; = % ve U; = % ise,
bu taktirde
0
X’i v = Un i =
(X3) e
ve
(Xi)h = U — (F;k 0 ) Un sk Unj
k=1
0 L o
- - (L5 © T) vt
(%i ) J 3vn+j
dir [2].

Tanim 2.2.7. (M, g) bir Riemann manifoldu ve F' : TM — TM de TM tanjant
demetinin bir diferensiyellenebilir demet endomorfizmi olsun. Bu taktirde, F 'nin

F':TM — TTM ve F*: TM — TTM vyatay ve dikey liftleri
F'(n) = ZmF(@)h ve F¥(n) = ZmF(@)”
=1 i=1

seklinde tamamlanwr. Burada, n = Y. 1n;0; € 7= V), n € C®(TM) nin bir lokal
i=1
ifadesidir [9].
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2.2.3 Tanjant Demet Uzerinde Lie Braket

Bu alt boliimde, M {tizerindeki vektor alanlarinin yatay ve dikey liftleri yardimiyla,

M’nin T M tanjant demeti iizerinde Lie braketinin ifadesi verilmektedir.

Teorem 2.2.1. (M, g), V Levi-Civita konneksiyonu ve R Riemann egrilik tensori
ile birlikte bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda, M 'nin T M tanjant demeti

tuzerinde Lie braket asagidaki esitlikleri saglar:

VX, Y € C®(TM) ve TM ’de bir (p,u) noktasi igin
(i) [X",Y"] =0,
(i) [X"Y"] = (VxY)",
(iii) (X" V"] = [X,Y]" — (R(X,Y)u)" dir [2].

Ispat. (i) (x1,22,...,x,), M iizerinde lokal koordinatlar ve (v, v, ..., va,) de T'M

tizerinde indirgenmis lokal koordinatlar olsunlar. Ayrica, X; = ai ve U; = %

diyelim. Bu durumda, ¢,j = 1,2,...,2n i¢in [U;,U;] = 0’dir. X ve Y, M {izerinde

lokal olarak
X = Zfin veY = Zﬁka
i=1 k=1

seklinde verilen keyfi iki vektor alanmi olsunlar. Bu taktirde, Vi, j,k = 1,2, ..., n i¢in

Unyj(§iom) = Unyr(mom) =0

dir. Bu demektir ki, herhangi iki X¥ ve Y dikey liftinin Lie braketi icin

[XU> Yv] = Z[(Sz © W)Un-&-iv (nk’ © W)Un-kk]
ik
= Z fiUn+i(77k © 7T)UnJrk - 77kUn+k:(fi © W)Unﬂ'
ik
=0

dir.
(ii) Tanim 2.2.6'ya gore biliyoruz ki, dm(X}) = X, (z) ve dn(Y}) = 0’dir. Dolay1-
siyla,

dr ([X",Y"]) = [dn(X"),dr(Y")] =0
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dir ve bu nedenle, Tanim 2.2.6'dan dr((VxY)") = 0 oldugundan
dr ([X",Y"]) = dn((VxY)")
ve benzer sekilde
dr (X Y"]) = [dn(X"), dr(Y")] = [X.Y]

esitliklerine ulagilir. Dolayisiyla Teoremin (ii) ve (iii) ifadeleri ispatlanirken, sadece
sag taraflarin K konneksiyon fonksiyonlar1 hesaplanmalidir. Bu ifadelerin hesaplana-
bilmesi i¢in (x1,Za, ..., z,)’ler M igin lokal koordinatlar olmak iizere, yine daha
onceki X; = 8%1- kisaltmasi kullanilacaktir. Tim fonksiyonlar her elemana gore

lineer olduklarindan, her iki terimi de sadece X,Y € {Xj,..., X,,} i¢in hesaplamak

yeterlidir.
Sonug 2.2.1deki
0
Xi v =
( ) aanri
ve
0 LS 0
Xi)lh=_—"—-» (T} ok
(X3) E J;l( Lk OV +kavn+j

ifadeleri ile Vi, j € {1,2,...,2n} i¢in [U;, U;] = 0 ve

1, 1=7
Un+z‘(vn+j) = 5@'7 0ij = » »
0, i#]
esitlikleri kullanilirsa
h v
(X X5
0 - < 0 0
= = D T omMvpprz—, 57—
ov; k=1 ’ OVt OUnyj
0 0 - , 0
=V ., a s (=) —V o (77— (%) © T)Unak )
(5= 3 Chomvnirz?s) O (Fonrs) O, ~ ik T Oy
0 - ; 0 0
= Va% Done; - Z (ij o 7T)Un+k:v6vn3+j Donss — vavfﬂ- a0,
J,k=1
+ i (CipomV_a_ (Un+ki)
J Ovnyj 8vn+j

jk=1
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= [i) 9 } — (I’;kOW)anrkVa o 0

Jik=1 R n+j vts Oy
0 0 = 0
= , — I om)v, ik V
[81}1 8Un+11 ij:1( o Tt Ponts Qnyj
SN 0 0 = 0
+ I, om otk ) ——— + I'“, om)v,+1V
X T om gl D Mo

I
¥
ol

o
2
S
+
ol

bulunur. Lemma 2.2.2’nin ispatindaki VxY i¢in verilen formiil ve Tanim 2.2.6’dan

K([xXX}]) = K <Z(r§k o 7T)Un+k>

= > ([ omK(Un)

k=1

= > (T, om) Xy
k=1

= Z(ijoﬂ)a—:vk
k=1

= VXZ‘XJ

ve dolayisiyla
h v
K ([Xz vXj}(p,u)) - (VXin)p

elde edilir. Diger taraftan K(X") = X oldugundan

K ((inXj>v) = VXin
= K ([X7,X]]) = K((Vx.X;)")

— [X X)) = (VxX;)"

dir. Bu ise (ii)’yi ispatlar.
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(iii) Yukaridakine benzer yolla, U;(v,4;) =0, Vi, 5 € {1,2,...,n} ve U;(I'},07) =
X,(T%)) o oldugu goz éniine almirsa

(XPXP] = ) {UThom) = Ul om) + (T om) (1%, o )

j
k,l,m=1
— (T o m)(TE, 0 m)}on iU

oldugu goriiliir.

Bu nedenle, yine K(U,;) = X; kullanilarak, Lemma 2.2.2’deki gibi Z = (p, u)
icin

K ([Xf, XJ’?]Z) = =S R(X X)Xy = —R(X,, X;)Z
k=1

elde edilir. Bu da (iii)’yi ispatlar. O

2.2.4 Tanjant Demet Uzerinde Dogal Hemen Hemen

Kompleks Yapi

TM tanjant demeti iizerinde dogal hemen hemen kompleks yapilar ilk olarak
1959 yilinda Nagano tarafindan ¢aligilmigtir [38].

Burada T'M tanjant demetinin, (M,g) manifoldu tizerinde vektor alanlarinin
yatay ve dikey liftlerinin neden oldugu J dogal hemen hemen kompleks yapisi
elde edilmektedir. Ayrica, J'nin integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sartin

(M, g)'nin flat olmasi oldugu da goriilmektedir.

Tanim 2.2.8. M bir diferensiyellenebilir manifold ve TM de M 'nin tanjant demeti
olsun. YA € C*(TTM) i¢in J : TTM — TTM lineer endomorfizmi

dr(JA) = —K(A) ve K(JA) = dn(A)
seklinde karakterize edilsin. Boylece, Tanwm 2.2.6°dan
J(X") = XY ve J(X¥) = —X"

oldugu gorilir ve dolayswyla, J : TTM — TTM endomorfizmi J* = —Irry
sartiny saglar.
Bu nedenle J, T'M tzerinde bir hemen hemen kompleks yapidir. Bu J yapisina

TM fizerinde dogal hemen hemen kompleks yapr denir [29, 39].
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Tanim 2.2.9. Bir J hemen hemen kompleks yapisinin N Nijenhuis tensori,
N(A,B)=1[A,B]+ J[JA,B]+ J[A,JB] — [JA, JB|
seklinde tanimlanar [29].

Onerme 2.2.2. (M, g) bir Riemann manifoldu, V M tizerinde Levi-Civita konneksi-
yonu ve R de V'nin Riemann egrilik tensori olsun. Ayrica N de TM dizerinde

J hemen hemen kompleks yapisinan Nijenhuis tensor alam olsun. Bu taktirde,
VX,Y,Z € C®(TM) icin
K(N(X",Y");) = R(X,Y)Z ve dr(N(X",Y"),) =0
esitlikleri saglanur [2, 40].
Ispat. Tanm 2.2.8 ve Tamm 2.2.9'dan
N(XU, YY) = [X°, Y]+ J[JX", Y]+ J[X",JY"] - [JX",JY"]
= J[-X" Y]+ J[X",-Y"] - [- X", —Y"]
= IR X)) - XY
bulunur. Dolayisiyla, Teorem 2.2.1’den
K(N(X",Y")z) = —K(J(X" Y]+ [X"Y"])z) - K(][X"Y"],)
= —dn([X" V"], + [X".Y"] ) - K(X,Y]" = (R(X,Y)Z)")
= —dn((VxY)" = (VyX)") = K([X,Y]") + K((R(X,Y)Z)")
= —dn([X,Y]") + R(X,Y)Z
- R(X,Y)Z
ve
dr(N(X",Y")z) = —dn(J([X" V"] + [X",Y"])z) — dr([X",Y"] )
= K([X"Y"],+ [X"Y"],)) —dn([X,Y]" - (R(X,Y)Z)")
= K((VxY)" = (VyX)") = dn([X,Y]") + dr((R(X,Y)Z)")
= K([X,Y]") = dn([X,Y]")
- [X,Y]-[X,Y]=0

elde edilir ve dolayisiyla ispat tamamlanir. O]
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Sonug 2.2.2. J hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilirdir ancak ve ancak

M flat, yani R =0 dur [2, 40].
ispat. Eger J integrallenebilir ise, bu taktirde N = 0’dir ve dolayisiyla R = 0
oldugu Onerme 2.2.2’den ortaya cikar.
Tersine, eger R = 0 ise, bu taktirde VX,Y € C*(TM) igin
NX"Y") = —J[X"Y'] - J[X"Y"] - [X" V"]
= —J(VxY)' + J(VyX)’ — [X,V]" + (R(X, Y )u)"
= J(Y,X]") = [X,Y]" + (R(X, Y)u)"
= —[V,X]" - [X,Y]" + (R(X,Y)u)"

= (B(X,Y)u)"
= 0,
NX" YY" = [X" Y + J[JX" YY" + T [ XM Iy — [JX" Y]
= [X" Y+ T XY+ T (X Y] - (XY
= [XM Y] + J([X" Y]+ (X YY)

XM YU 4+ T [JX" Y+ T (X Y] = [JX" Ty

[
= [X" YU+ J[XO Y 4+ T (X" =Y - [ X, =Y
(X" Y] — T [X" Y]+ [X7, Y

(VxY)" = J([X,Y]" = (R(X, Y)u)") = (VyX)*
= XY = J(XY]) + T(R(X, Y )u)*)
= (XY= [XY]" = (R(X, Y)u)"
= —(R(X,Y)u)"

=0
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ve benzer sekilde

N(X",Y") =0

elde edilir. Buradan, N = 0 oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.
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BOLUM 3
CHEEGER-GROMOLL METRIKLI TANJANT
DEMETLER

Dort alt boliimden olugan bu béliimiin birinci alt boliimiinde, bir tanjant demet
tizerinde dogal metrik kavrami tanimlanarak bu metrige gore tanjant demetin Levi-
Civita konneksiyonuyla ilgili baz1 sonuclar verilmektedir. Ikinci alt boliimde, dogal
metriklerin 6zel bir sinifi olan Cheeger-Gromoll metrik tanimlanarak yatay ve dikey
liftlere gore Levi-Civita konneksiyonu elde edilmeye cahigilmaktadir. Uciincii alt
boliimde de Cheeger-Gromoll metrikli tanjant demetlerin Riemann egrilik tensori
elde edilmekte ve son alt boliim olan dordiincii alt boliimde ise Cheeger-Gromoll

metrikli tanjant demetlerin kesitsel egrilikleri ve skalar egriligi verilmektedir.

3.1 Dogal Metrikler

Tanim 3.1.1. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. T M tanjant demeti tizerindeki
bir g Riemann metrigine M tuzerindeki g metrigine gore dogal metrik denir, eger

VX,Y € C®(TM) vektor alanlar: ve (p,u) € TM i¢in
(1’) g(nu) (Xh7 Yh) = g;D(Xa Y)a
(ii) g(p,u)(Xh, YY) =0

ise [9].

Simdi Kozsul formiilii kullanilarak, M iizerinde g’ye gore dogal olan bir g metrigiy-

le donatilmig (7'M, §) tanjant demeti icin V Levi-Civita konneksiyonu hesaplanacaktir.

Lemma 3.1.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve TM de M 'nin tanjant demeti
olsun. Bu durumda, ¥(p,u) € TM,VX,Y,Z € C>®(TM) vektor alanlarr ve T M
tizerinde bir g dogal metrigi icin uygun ¥V Levi-Civita konneksiyonu asaqidaki esitlik-

leri saglar [9]:
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(i) §(VxnY", Z2") = g(VxY, Z),
(i) §(Vxn Y™, Z%) = —33((R(X,Y)u)", Z7),
(ii) g(VxnY", Z") = —55(Y", (R(Z, X)u)"),
(v) §(VxnY?, 2%) = 5(X"(g(Y", 2°)) + g(Z2°, (VxY)") — g(Y*, (Vx Z)")),
(v) g(Vxo Y, Z") = 55(X", (R(Y, Z)u)"),
(vi) §(Var Y, 2Y) = 5(YMg(2°, X7)) = 9(2°, (Vv X)") — §(X", (Vv Z)")),
(vit) g(VxY?, Z") = 5(=2"(g(X",Y")) + g(Y", (V2X)") + 9(X*, (V2Y)")),
(viii) g(VxoY?, 2°) = 5(X°(g(Y", 2°)) + Y"(g(2°, X*)) = Z*(g(X",Y"))).
Ispat. VXY, Z € C°°(TM) vektér alanlan icin i, j, k € {h,v} olmak iizere
9V Y, 75 = SIX (Y7, 24) + Y (a(7¥, X)) — ZHg(X,Y7))
—g(X', [Y7, ZF]) + g(Y7, [Z2F, X)) + g(ZF, [ X', Y7])}  (3.1.1)
dir. Buna gére, Teorem 2.2.1, Tanm 3.1.1 ve (3.1.1) kullamlirsa
(1)
2G(Vxn Y™, ZM)
= X"(g(Y", Z2") +Y"(g(2", X")) = Z"(g(X",¥Y"))
—g(XxX", [Y" Z") +g(Y", [ 2", X"]) + g(2", [ X", Y"])
(

= X"(g(Y, 2)) +Y"(g(Z, X)) = Z"(g(X.Y)) = (X" [Y, 2]" — (R(Y. Z)u)")
g Yh> [Zv X]h - (R(Z7X)u>®) + g(Zh7 [X7 Y]h - (R<X7 Y>u>v>
Y, Z)) + Y(9<Z>X)) - Z(g(X, Y)) - g(Xh7 [Ya Z]h) + g(Xh? (R(Y> Z>u)v>

th [27 X]h) - g(yhv (R(ZvX)u)v> + g(Zhv [Xv Y]h) - g(Zh’ (R(X’ Y)u)v>

—~
Q
—~~ N~

n
X
+9
X(g(Y,2)) +Y(9(Z, X)) = Z(9(X,Y)) = g(X, [V, Z])
+9(Y,[Z, X]) +9(Z,[X,Y])

= 29(VXY, Z)
olur ve buradan da g(Vy»Y", Z") = g(VxY, Z) elde edilir.
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(ii)
2g(VxrnY", Z7)
= X"g(Y", 2) +Y"(5(2", X)) = 2% (g(X",Y")
—g(XxX", [Y", Z°]) + gy, [2°, X)) + g(2°, [ X", Y"])
= —Z"(g(X"Y") —g(X", [Y", 2°]) + g(v", [2", X*]) + g(2°, [ X", Y"])
= —Z"(g(X,Y) = §(X", (Vv Z)") = g(Y", (VxZ)") + §(2", [X,Y]" = (R(X,Y)u)")
= =Z°(9(X,Y)) + (2", X, Y]") = g(Z", (R(X,Y )u)")
=—Z"(9(X,Y)) = g(Z2°, (R(X,Y)u)")
dir. Diger taraftan, yatay bir vektor alanimin dikey dogrultuda tiirevi 0, yani

—Z"(g(X,Y)) = 0 oldugundan
29(VxrY", 2%) = —g(2°, (R(X,Y )u)")

bulunur ve béylece (ii) ispatlanmig olur.
(iii)
2g(VxnY", 2")
= X"(g(Y", 2") + Y (g(2", X") = Z"(g(X",Y"))
—g(XxX" [y, Z") + gy, [Z2", X)) + g(2", [ X", Y])
= Y"(9(Z, X)) + g(X", (V2Y)") + (Y, [Z, X]" = (R(Z, X)u)") + §(Z", (VxY)")
= g(Y",[2,X]") = g(Y", (R(Z, X)u)")
=—g(Y", (R(Z, X)u)")
olur. Béylece (iii) goriiliir.
(iv)
29(VxnY", Z)
"(g(Y",Z2Y) +Y"(g(2", X)) — Z°(g(X",Y"))
(X", 2°) +g(v, [27, X)) + g(2", [ X", Y])
"(9(Y",2°) = g(Y",(Vx2)") +g(Z",(VxY)")
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bulunur. Boylece, g(VxnY?, Z%) = 2(X"(g(Y", Z%))+g(Z", (VxY)")—g(Y", (Vx Z)"))
elde edilir.
v)

2g(Vxo Y, ZM)
Y ZM) +avh [ 28 X)) + g(Z2" [ XU YY)
(Y, Z)) — g(X", [V, Z]" — (R(Y, Z)u)") + g(Y", (V2X)") — §(Z", (Vy X)")
Y, Z)") + g(X°, (R(Y, Z)u)Y)
= g(X", (R(Y, Z)u)")

= X" (g(y", Z") + Y"(g(Z" X7)) - Zh(g(X” )
— (X"
X"(g
—g(X"

olup (v) ispatlanir.

20(Vxo Y, 2% = X'(g(Y", 2) +YMg(2°, X")) — Z°(g(X",Y™"))
—g(X*, [Y", Z°]) + g(Y", (2", X"]) + g(Z2°, [ X", Y"])
= YMg(2",X") = g(X*, (Vv 2)") — g(Z", (V¥ X)")
dir ve dolaywsiyla g(Vx.Y", 2°) = 3(Y"(g(2", X"))~g(Z", (Vy X)")=g(X", (V¥ 2)"))
bulunur.
(vii)
2(Vxo Y, 2" = XU(g(Y", 2") +Y"(g(2", X")) = Z"(g(X",Y"))
—g(X", [Y", Z2") + a(v*, [2% X°]) + (2", [X7, "))
= —Z"g(X",Y") +g(X°, (V2Y)") +g(Y", (V2X)")
dir ve bu esitlik (vii)’yi ispatlar.
(viii)
20(VxeY", 2% = X"(g(Y",2") +Y"(9(2", X")) — Z°(9(X",Y"))
—g(X", Y, ZY) + (Y™, [27, X)) + 9(Z7, [X7, YY)
= X"(g(Y",Z2")+Y"(9(2", X")) — Z°(g(X",Y"))

olur. Boylece ispat tamamlanir. O]
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Simdi, bu Lemma yardimiyla asagidaki sonug¢ kolayca ispatlanabilir:

Sonug 3.1.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve g de M 'nin TM tanjant demeti
tizerinde bir dogal metrik olsun. Bu durumda, VX,Y € C*°(TM) vektor alanlar: ve

(p,u) € TM i¢in V Levi-Civita konneksiyonu
_ 1 .
(VxnY") puy = (VxY )0 — 5 (Bp(X, Y)u)
esitligini saglar [9)].
ispat. Lemma 3.1.1°den
G(VxnY", Z") = g(VxY, Z) = g((VxY)", Z")
ve
— v 17 v v
9V Y™, 2) = —2g((R(X,V)u)", 27)
oldugunu biliyoruz. O halde,

GV Y 2"+ 2% = g(VxY)', Z") -

olup, bu esitlik VZ = Z" + Z¥ € T, (pw)IT'M icin saglandigindan, istenen sonuca

ulagilir. O

Sonug 3.1.2. K, bir § dogal metrigiyle donatilmas (T M, §) tanjant demetinin kesitsel
egriligi olsun. Bu taktirde, herhangi iki ortonormal X,Y € C*(T'M) vektor alans
¢

R(X"Y") = K(X,) = 2 (RO Y Ju)|

esitligi saglanir. Burada K, M ‘nin kesitsel egriligidir [29].

Ispat. Kesit egriliginin tanimi, Lemma 3.1.1 ve Sonug¢ 3.1.1 kullanilirsa, herhangi

iki ortonormal X, Y € C*(T' M) vektor alani igin,

g(R(X", YY" X"
gxX", Xmg(Yh Yh) —g(Xn, Yh)?
G(R(X" YM)Yh XN
g(X,X)g(Y, Y) - g(X’ Y)2

K(Xhyh =
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(R(X", YMY", XM

I
Ql

(vxhvyhyh — vyhvxhyh — v[XhA/h]Yh, Xh)

= G (TyY)" = SR Y))") = Fra((VY)" = S(RIX, V)

Il
QI

_?[X,Y]h—(R(X,Y)u)“Yha X"
_ _ 1_
= G(Vxr(VyY)' = Vyn (VxY)" + §vyh(R(X, Y)u)®
—v[Xy]th + ?(R(va)u)th, Xh)

= g((VxVyY)" - %(R(X, VyY)u)’ — (VyVxY)" + %(R(Y, VxY)u)

%%h(}z(){, YV)u)' — (VixyY)" + %(R([X, Y], Y)u)
+Vire Y X")
= g(VxVyY = VyVxY = Vixy Y, X) + %g(?yh(R(X, Yu)?, X"
+3(Vrxyyy Y, X")
1

= G(ROXY)Y,X) + 5(—5a((ROX, Y )", (R(X, Y )u)")

olur ve boylece ispat tamamlanir. O]

3.2 Cheeger-Gromoll Metrik

Bu alt boliimde, 1972 yilinda J. Cheeger ve D. Gromoll tarafindan ifade edilen [4]
ve acik bir ifadesi ise ilk olarak 1988 yilinda E. Musso ve F. Tricerri tarafindan verilen
[5] Cheeger-Gromoll metrik tanimlanarak bazi karakterizasyonlar: elde edilmektedir.
Bir M Riemann manifoldunun 7'M tanjant demeti iizerinde tanimli olan bu metrik,

son yillarda birgok matematikgi tarafindan yogun bir sekilde galhigilmaktadir ( [8,10,

11,13]...).
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Tanmim 3.2.1. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu taktirde T M tanjant demeti
tizerinde g Cheeger-Gromoll metrigi, VX,Y € C®(TM) vektor alani igin

(3) Gy (X", V") = g,(X,Y),

(43) Gpu (X", Y") =0,

(4i1) Gy (X, V") = 52 {0p(X,Y) + g, (X, u)gp (Y, u)}

seklinde taniml bir dogal Riemann metrigidir. Burada, v = |u| = \/m dur [5].
Bundan sonra, iglemlerin sadeligi icin o = 1 + 72 olarak alinacaktir.

Onerme 3.2.1. V, g Cheeger-Gromoll metrigiyle donatilmis T M tanjant demetinin

Levi-Clivita konneksiyonu olsun. Eger X, Y € C®(TM) ise, bu taktirde ¥(p,u) €

TM i¢in

(1) VY = (VxY)" = §(R(X,Y)u)",

(i) VxnY? = L (R(u,Y)X)" + (VxY)",

(iii) VxoY" = - (R(u, X)Y)",

2c

(iv) VoYV = —2(G(X", U)Y " +g(Y", U)X")+Heg(X?, Y ) U—1g(X", U)g(Y", U)U

avn+i

dur. Burada U € C™(TM), t = (Uny1, .., vay) ile birlikte U = ‘i Vni <L><p,u>
seklinde tanamh (p,u)’da kanonik dikey vektordiir [6].
Ispat. (i) (3.1.1)’den
20(Vxn Y ZM)
= X"(g(Y", Z") +Y"(9(2", X")) = Z"(g(X", Y"))
—g(x", [Y", ZM) + g(Y", [ 2" X"]) + g(Z", [ X", YM)
= X"(g(Y, 2)) + Y"(g(Z, X)) = Z"(g(X,Y)) = g(X", [V, Z]" = (R(Y, Z)u)")
+g(Y", (2, X]" = (R(Z, X)u)") + g(Z2", [X,Y]" = (R(X,Y)u)")
= X(9(Y, 7)) + Y (9(2, X)) = Z(9(X,¥)) = g(X", [V, Z]") + g(X", (R(Y. Z)u)")
+g(Y" [Z2,X]") — g(Y", (R(Z, X)u)*) + g(Z", [X, Y]") — (2", (R(X,Y)u)")
= XY, 2)) +Y(9(Z, X)) = Z(g(X,Y)) = g(X,[Y. Z]) + (V. [Z, X]) + 9(Z, [X,Y])
=29(VxY, Z)
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ve

25(Vxn Y™, Z7)
= X"(g(Y", 7)) +Y"(g(Z*, X)) = Z*(g(X", Y™"))
= g(X" Y Z2Y)) + g(v" (20, X)) + g(Z27, [ X" YY)
X.Y))—g
=—Z2"(g(X,Y)) +g
X.Y))—g
= —g(2", (R(X,Y)u)")

=—Z"(y( X" (Vy2)") = §(Y", (Vx2)") + (2", [X,Y]" = (R(X,Y)u)")

=—2"(g(

(
(Zvv [X’ Y]h) - Q(ZU7 (R(X7 Y)u)v)
(2%, (R(X,Y)u)")

)

dir. O halde
~ h h v ~ h 1 v h v
GV ", 2" 4 2%) = §(VxY)" = S(R(X,Y)u)", 2" + 2)

olup bu esitlik VZ = Z"+ Z¥ € Tipw)T M igin saglandigindan, istenen sonuca ulasgilir.
(ii) Yine (3.1.1)’den
2§(VxrY®, 2" = XMg(Y",2") +Y*(3(2", X")) - Z"g(X",Y"))
—g(X" [YV, ZM) + g(v°, [2" X)) + g(Z2", [ X", Y"])
= gV, 12,X]" = (R(Z, X)u)")
= (g, R(Z X)) + 9(¥, w)g(R(Z, X)u,u))
= L 4(Y.RUZ X))
9(R(u,Y)X, Z)

g((R(u,Y)X)", Z")

QI—Q |+

oldugundan

G(VxnY?, ZM) = %g((R(u,Y)X)h, zM (3.2.1)

elde edilir. Ayrica §(VxiY?, Z?) ifadesinin hesaplanmasi icin su esitliklere ihtiyac
duyulacaktir:

Tanmim 2.2.6, Lemma 2.2.2 ve Lemma 3.1.1 kullanilirsa,

X" (é) =0, X"(g(Y,u)orm) =g(VxY,u)on
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ve

X"g(Y", 2%) = g((VxY)", Z2°) + §(Y", (Vx Z)") (3.2.2)

egitliklerine ulagilir. O halde,

25(VxnY", Z%)

= X"(g(Y*, 2°)) +Y"(9(2°, X")) = Z"(g(X",Y"))
—g(X" Y,z + (Y, [2°, X)) + g(2°, [ X", YY)
X"g(Y", 2%) = g(Y*,(Vx2)") + §(2°, (VxY)")
g(VxY)", Z2%) +g(Y", (VxZ)") = g(Y*,(VxZ)") + 9(Z",(VxY)")
29((VxY)", Z")

olup
G(VxnY?, 2% = g((VxY)", Z°) (3.2.3)
bulunur. Dolayisiyla, (3.2.1) ve (3.2.3)’ten

G(Vxn YV, 2+ 27) = g(;a(R(u Y)X)" + (VxY)", 2"+ 27)

dir ve bu esitlik VZ = Z" + Z* € T, TM icin saglandigindan, buradan istenen
(p,u)

sonuca ulagilr.
(iii)
20(Vxo Y, ZM)
= X"(g(Y", Z") + Y"(9(2", X")) = Z"(§(X", Y™))
—g(XV, [Y", Z") + g(Yh, [Z2", X)) + g(Z2", [ XV, Y")
= —§(X", [, 2]" — (R(Y, Z)u)")
(X", (R(Y, Z)u)")

I
Nyl

{9(X, R(Y, Z)u) + g(X, u)g(R(Y, Z)u, u)}

9(X, R(Y, Z)u)

9(R(u, X)Y, Z)

((R(u, X)Y)", Z") (3.2.4)

S}

QIHQIHQI»—‘QI'—
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ve

25(Vxo Y, Z7)

= X(g(Y", Z2) +YM9(Z2°, X")) — Z°(§(X", Y™))
—g(X° [Y", Z2Y]) + g(Y*, [2°, X)) + g(Z7, [ XV, Y])
YMG(2°, XY) = §(X°, (Vv Z)") = §(Z*, (Vy X)")

olup (3.2.4) ve (3.2.5) ten

- 1
VoY = %(R(u,X)Y)h

esitligine ulagilir.

(iv) (3.1.1) denklemi kullanilirsa

2G(VxoY?, Z")
= X (g(Y", Z2M) +Y*(§(Z2", X")) = Z"(G(X",Y"))
—g(X" [V, ZM) + a(Y", [2" X7]) + 92", (X7, Y))
= —Z"G(X" Y") + §(X", (V2Y)") + g(Y", (V2 X)")
= —g((VzX)",Y") = g(X*,(V2Y)’) + 9(X", (VzY)")
+9(Y", (VzX)")

=0

olur. Ayrica

“(3) = ()

—X”(g(u, u))
(14 g(u,u))?
29(X, u)
(1+ g(u,u))?
_29(X,u)
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0

(3.2.5)
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X, 2%)

—x* (Har.2) + gVna(Z, 0} )

= ()00 2) + oYl 2,0))
X9V, 2) 4 XY (g(Y,0))g(Z, ) + 9(¥, 0) X" (g(Z, )}

= — (X, {g(¥ 2) + 9(Y, w(Z,0)}
F{o(X,V)g(Z,w) + o(¥, u)g(Z,X)} (3:2.7)

esitliklerinden
2G(Vxs Y, ZY)

Xo(g(Y",27)) +Y"(g(2", X*)) = 2°(9(X",Y"))

o /-\

g g
(XYY", Z2°)) +g(Y*, [2°, X*]) + g(Z°, [ X", Y"])
X g

/\

gY*, z2%)) +Y*(g9(2°, X")) = Z2°(g(X", Y"))

90X, WY, ) — 59X, u)g(V,w)g(Z,w) + ~g(X. ¥ )g(Z )

oV, 0)g(Z,X) = 50(Vou)g(Z,X) = —59(V,u)g(Z, u)g(X, w)

+=g(Y, 209X, 0) + ~9(Zu)g(X, )+ S9(Zu)g(X,Y)

NQ

(29X, wg(Y0) = 92, X)g(Y, 1) = ~g(X, w)g(Z,Y)

—9

- <§ 209X,V )g(Z,u) — 5 {g(X,wg(Y, 2) + (Y, w)g(Z, X))
~ S g(X,wg(Y u)g(Z, )

_ 200 + 2

+ 9(X,u)g(Y,u)g(Z,u)}

9 Y)g(Z,0) = SH9(X, (Y, 2) + (Y u)g(Z, X)

olur ve buradan da

GV, 79 = (14 a)g(X.Y)g(Z,u) ~ o(X, w)g(Y. 2)
—g(Y, u)g(Z7X) _g(X’ U)Q(K u)g(27 u)} (328>

esitligine ulagilir.
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Diger taraftan U nun bir (p, u) noktasinda u’ya esit olmasindan ve Cheeger-Gromoll

metrigin tanimindan
GX7U) = ~{g(X,0) +9(X, gl )} = ~g(X, u){1+g(u, )} = g(X.u) (329
olup
GO YY) = —{g(X,Y) + g(X, w)g(Y,w)
esitligi ve (3.2.9)'dan
9g(X,Y)=ag(X",Y") —g(X",U)g(Y",U) (3.2.10)
bulunur. O halde, (3.2.9) ve (3.2.10) denklemleri (3.2.8)’de kullanilirsa
.g(ﬁX“Yva Zv)
= A+ g(X,Y)5(2°,0) — ¥, 2)5 (X", U)
—9(Z, X)g(Y",U) = g(X*, U)g(Y",U)g(2",U)}
= —{(1 +a)(ag(X",Y") — g
—(ag(Y", 2%) = g(Y",U)g(2",U))g(X", U)
—(ag(Z2", X") = (2", U)g(X*, U))g(Y*, U) = g(X*, U)g(Y*, U)g(Z2",U)}

(X, U)g(Y*", U))g(2*,U)

= é{a(l +a)g(XY,Y)§(Z2°,U) — (1 + a)g(X°, U)g(Y",U)§(Z°,U)

)9(X*,U) + g(Y*

—ag(Z", X")g(Y",U) + (2", U)g(X", U)g(¥", U)

—g(X*, U)g(Y*", U)g(

= —=g(X",Y")3(2",U) = 53(X", U)g(Y ", U)g(2",U)
)

—ag(Y", 2° U)g(2°,U)g(X",U)

zZ°.U)}

(0%

—3@WTMWﬂHmﬂx%< U) (3.2.11)

elde edilir. Dolayisiyla, (3.2.6) ve (3.2.11)’den
. 1
VoYY = —E(Q(X”, O)Y"+g(Y",U)X?)

1+«
o

+

~ v v 1~ v e v
GXNYIU — —g(X" )Gy, U)U

olur ve ispat tamamlanir. O
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3.3 Cheeger-Gromoll Metrikli Tanjant Demetlerin Egrilik

Tensoru

Bu alt béliimde, Cheeger-Gromoll metrikli bir 7'M tanjant demetinin Levi-Civita
konneksiyonu yardimiyla egrilik tensorii hesaplanmaktadir.
Bunun igin 6nce Tanim 2.2.7’den faydalanarak elde edilen asagidaki sonucu

verelim:

Sonug 3.3.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V da Cheeger-Gromoll metrigiyle
donatilmag (T'M, g) tanjant demeti tizerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. F :
TM — TM de TM nin bir diferensiyellenebilir demet endomorfizmi olsun. Bu
taktirde, V¢ = (p,u) € TM ve X,n € C®°(TTM) i¢in
- 1 o P, v
(Vxo () = F(X)e = —Ag(X*, U)F(n)" + g(£"(n), U)X
(1 + )P (), XU + (X7, U)g(F(n)", U)U e
ve
- 1
(VxoF"(n)e = F(X)¢ + —a(R(u,X)F(n))Q

dir [9].
Onerme 3.3.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve R de indirgenmis Cheeger-Gromoll

metrigiyle donatilmug (T M, §) tanjant demetinin Riemann egrilik tenséri olsun. Bu

taktirde, VX,Y, Z € T,M icin

(i) R(X",YMZ" = (R(X,Y)Z)" — —{R(u,R(Y, Z)u)X — R(u, R(X, Z)u)Y
—2R(u, R(X,Y)u)Z}" + 3((VzR)(X,Y)u)",

(it) R(X",Y"Z" = (R(X,Y)Z)" + 5= {(VxR)(u, 2)Y — (VyR)(u, Z) X }"
—={(R(X,R(u, 2)Y )u — R(Y, R(u, Z) X )u)"
F45(27, U)(R(X, Y )} + 2G((R(X, Y )", 2°)U,

(iii) R(X"Y")Z" = L((VxR)(u,Y)2)" + L(R(X, Z)Y)"

— L {(R(X, R(u,Y) Z)u)" + 29(Y,u)(R(X, Z)u)"}

da
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+RG((R(X, Z))", YU,
(iv) ROX"Y")Z" = — L (R(Y, Z)X)" + 54 {g(V.u)(R(u, 2)X )"
~9(Z.uw)(R(w,Y)X)"} = 1 (R(u, Y)R(u, Z)X)"
(v) R(X",Y")Z" = L(R(X,Y)Z)" + 2= {R(u, X)R(u,Y)Z — R(u,Y)R(u, X)Z}"
{9V ) (R(u, X)Z)" — g(X,u) (R(w,Y) Z)"},
(vi) ROX",Y")Z" = =2 {G(X", 2)g(Y,u)U — §(Y", 2°)g(X,u)U}
e (50, 29X — (X7, )Y

+22{9(X, w)g(Z,u)Y" — g(Y,u)g(Z, u) X"}

«

esitlikleri saglanur [0].

Ispat. (i) Standart hesaplamalarla

R(X", YM)Z"
- @Xhﬁyhzh - ﬁyh@xhzh - 6[Xh7yh]Zh
- 1 ~ 1
= Vxr((Vw2)" = S(R(Y, 2)w)") = Vyn((Vx2)" = S(R(X, Z)u)")

= Vixyr- w2
= Vxr(Vy2Z)h — %@Xh(fz(y, Z)u)’ — Vyn(Vx Z)"
+ %@W(R(X, ZYu)’ = Vi yp Z" 4 Vrxy e 2"
= (VxVy2)" — S(ROX, Yy Z)u)” — o (R(u, R(Y, Z)u)X)"
— %(VXR(Y, Z)u)" — (VyVxZ)" + %(R(Y, VxZ)u)®
+ %(R(u, R(X, Z)u)Y)" + %(VYR(X, Z)u)"
~ (Vi)' + (R Y], 200" + 5 (Rlu, ROX,Y Ju)2)!
_ (R(X,Y)2)" — %{VXR(Y, Z)u— R(VxY, Z)u— R(Y.VxZ)u}"
+ %{VYR(X, Z)u— R(Vy X, Z)u — R(X,Vy Z)u}"

— L {R(u, ROY, Z))X — B(u, R(X, Z)u)Y + 2R(u, (X, ¥ )u)Z)"
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= (R(X.V)2)" + S {(Vy R)(X, Zyu — (VxR)(Y, Z)u}"
- i{R(u, R(Y, 2)u)X — R(u, R(X, Z)u)Y + 2R(u, R(X, Y )u)Z}"
olur. Burada
(VxR)(Y, Z)u+ (VyR)(Z, X)u+ (VzR)(X,Y)u=0
seklindeki 2. Bianchi 6zdesligi kullanilirsa
R(X"YMZ" = (R(X,Y)Z)" + %((VZR)(X, Y)u)Y
- i{R(u, R(Y, Z)u)X — R(u, R(X, Z)u)Y + 2R(u, R(X,Y)u)Z}"
elde edilir.
(ii)
R(X" yh) 7
=VxiVynZ® = Vyr Vi Z¥ — ﬁ[Xh v 2"

= Vo (5 (R, 20" + (Y 2)°) = Ty (o (R 2)X)" + (Vx2))

2a
~ Vixyproweyyw 2
1= - 1=

= z—vxh(R(u, YV +Vxn(VyZ) — 2—vyh(R(u, Z)X)"
(0 (0]

— @yh(VXZ)” — @[X,Y]th + @(R(Xy)u)vzv

S (ROX, R(u, 2)Y )u)")

+ {%(R(u, VyZ)X)h + (VxVyZ)"}

- (VY R(u.2)X)" ~ L(R(Y, Rl 2)X)u)'}

_ %{(VXR(u, 2)Y) —

(e (R, VxZ)Y )"+ (T2}~ {5 (R, 2)[X, Y] + (Vixn 7))
L G((ROX Y ), U)Z° — (2, U)R(X, Y )’

o GUR(X, YY), 2900 — S5((R(X, YY), U)(2*, U)U}

Qe

B i(VXR(“’ 2)Y)" = =(R(X, R(u, 2)Y)u)" + %(R(u, VyZ)X)"

+(VxVy2) — %(vymu, 2)X) + i(R(Y, R(u, Z)X)u)"
1

— 5o (R, Vx2)Y)" — (VyVxZ)" ~ %(RW 2)VxY)"

+ L (R, 2095 X)" — (Ve 2) = So(ROX Y0, 0)2°
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1+«

g2, (RO YY)+ (RO Yy, 200

_lg(R(X, Y)u,u)g(Z,u)U

= (R(X,Y)Z)" + %{VXR(U, Z)Y — R(u,VxZ)Y — R(u, Z)VxY}"

_%{VYR(% Z)X — R(u,VyZ)X — R(u, Z)Vy X}"
_i{R(X, R(u, Z)Y)u — R(Y, R(u, Z) X )u}"

—ég(Z, W)(R(X, V) + 29

g((R(X,Y)u)*, Z°)U

= (RX.V)2)"+ 5 A(VxR)(w, 2)Y ~ (VyR)(u, Z)X}"

_i{R(X’ R(u, Z)Y)u — R(Y, R(u, Z) X )u}"

G2 UYR(K YY) + 2GR Y ), 200U

(6%
elde edilir.
(iii)
R(X", Y zh

= Vi Vyo Z" — VyoVxn Z" — @[Xhﬁyv]zh

ol SR, 2)u)) = Vg 2"
Vxn(R(u, Y)Z)" = Vyo (Vx Z)" + %@YU(R(X, Z)u)’ = Vigyyyp 2"
1
2c
%(R(X, Z)Y)" - g{é(Y”, U)R(X, Z)u)" + g(R(X, Z)u)", U)Y"
—(1+

(R, Y)Z)") — Ty (Vi 2) — &

(VxR(u,Y)Z)" ~ S(ROX, R(w,Y) Z)u)") -

(R(u,Y)VxZ)"

L @)F((ROX. Z)u)", YU + 5, D)3((RUX. Z)u)", U0}
— 5o (R VxY)2)"

= o (VxR Y) ) — = (ROX, R(w,Y) Z)u)" — o (R, Y )V 2)"

+ 5RO 2)Y)" = gy U)(RIX, Z)u)" — 5 G((ROX, Z)u)", V)Y
1+«
2av

— %(R(u, VxY)Z)"

GO 20 YU — (v D) (RO, Z)u)’, D)0
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B %{VxR(“’ Y)Z = R(u, VxY)Z = R(u,Y)Vx Z}" — i(R(X, R(u,Y)Z)u)"

+ %(R(X 2y — %g(yv, U)R(X, Z)u)’ — %Q(R(X, Z)u, )Y

1+a._

GR(X, 20", YU = (Y, wg(R(X, Z)u, )l

= L (VR )2y Ajy(R(X R(u,Y)Z)u)" + 5(R(X, Z)Y)"

2c¢
1 1+
— SV U)X, Z)) + — =

9(R(X, Z)u)*, Y")U
olup (iii) ispatlanmig olur.
(iv)
R(X" Y")z"

= 6Xh@YUZU - 6YU@X%LZU - 6[Xh,yv]Zv
1+«

= 1. v v 1. v v ~ v v
= Var{——g(Y*, U)2" = —4(2", U)Y" + g(Y LY

— GV U)§(Z, U} - @w{;a(Rw 2)X)" +(Vx2)'}

~ Vivyrp 2"
= ——vxh( (Y, U)Z") — —th( (Z”,U)Y”)Jrl%vxh( (Y, Z°)U)
— ST @Y UNIE O — G V) (327 V)

[ -1
__g(Y 7U)g(Z 7U>VXhU_vYU(2a

)(R(u, Z)X)"

N

—%vyv((zz(u )X = Vyo(VxZ)" = Vigyyy 2"

1 - 1 -
(VoY U)Z" = —g(Y" UV Z" = —§(Vxn 2, V)Y

QI>—*
Nl

1+a 1+a.

g(Z U)VXhYU (VXhYU ZU)U—I—

GV, V20U

~ v ~( r7v 1. v ~ e v
GV Y, U)§(Z >U)U— —Q(Y ) §(VxnZ ,U)U

v+ (o) (R(w, 2)X)" Zz(R(Y 2)X)" ~ 1 (R(w, Y)R(u, Z)X)"
I+«

+ |
P—‘QI'—‘QIH <II QI»—‘QI'—

o |+

g(YU> (VXZ)U)U

N}

(V' UNVxZ) + ~3((Vx2)" DY -

GO U)X 2) U +—§(TxY )", UV 2" + (2, U)(VxY )

IRV Y 2V + (VxY)UNIZ, 0

= G (R Y)X) + (VY ), U)Z°
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G0 (5 (RO 2)X) 4 (Vx2)") = (- (R, 2)X)" + (Vx2)", U)Y
242" U) (5 (R, Y)X) 4 (TY)")
PG (RO, Y)X) (VY ), 200U
LG o (R, 2)X)" + (Vx2)')U
i (RO Y)X)" + (VY ), 052", U)U
G U)o (R, 2)X) + (Vx2)", D)0 — V(o) (R, Z)X)"
5o (R Z)X)" — 3R, Y)R(w, 2)X)" + 5", U)(Vx )"
(VA Z) U = SRS (T2 + (Y V)3V 2)", U)U
PGV ) 0N + (2 D) (VY ) — (VY ), 20
FG((VxY ), D)2, D)
= B D) (R(w 2)X)" — S5 (2, U)(R(w, Y)X)" — V() (R(w, Z)X)"
—%(R(Y, )X — %ﬂ(R(u, Y)R(u, Z)X)"
= VO (R 2)X)" — 5 (2, U) (R, Y) X!
oY) (R, 2)X)" — 5 (R(Y Z)X)" — 5 (R(w, V) R(w, 7)X)"

- %ﬂg(y% U)(R(u, Z2)X)" - %ﬂg(Z”, U)(R(u, Y)X)" — %(R(K Z)X)"
1
4a?

——(R(u,Y)R(u, Z)X)"

olup, bu ifade (iv) esitligidir.

(v) Riemann egrilik tensoriiniin tanimimdan ve Teorem 2.2.1°den

R(X",Y"Z" = VxVyZ" = VyoVxiZ" = Vixoyn 2"
- 6_}(1} @YU Zh - @Yv @X@ Zh

dir. Dolaysiyla, énce VxoVyvZ" ve VyoV xo Z" ifadelerini hesaplayalim.

Vo Vyo 2"




1

= —0(X ) (R V)Z) 4 5 (RO Y)2)" + (R, X)R(w, Y) 7))

2 ’ 2
= —30(X,u) (R Y)Z) 4 5= (RX,Y)2)" + 5 (R(u, X)R(w,¥) )"

ve benzer sekilde

ARV —%g(Y, u)(R<u,X)Z)h+2i<R(Y, X)Z)" + —— (R(u, V) R(u, X)Z)"

«Q 402

dir. O halde

R(X°,Y")Zh

= @XU@Y@Z}L - @Yvﬁxvzh

= o) (R(w Y)2) + 5 (RO Y)Z) + 5 (R, X) R, ) 2)"

1
402

R(u,Y)Z — R(u,Y)R(u, X)Z}"

+ 59V, u) (R, X)2)" — S (R(Y, X)2)" = 5(R(w,Y)R(u, X)2)"
)

1 1
= (RIX. 2"+ — X
~(R(X.V)Z)" + {R(u,

1

= o w)(R(u.Y)2)" — (Y, u)(R(u, X) 2)"}

elde edilir.
(vi) R(X",Y")Z" ifadesini hesaplayabilmek icin, énce agagidaki esitlikleri verelim:

9(U,U) =

{r? + ¢t} =12

() + gl wg )} = ———

dir ve

~ 1

ViU = —(X* + (X", U)U)
dur. Gergekten,

- .2 d
VxoU = Vi Z vn+¢<m>

0 0
Z Xv UnJrZ Un4i * Z UnJerX” (avn+z)

dir. Ik toplam Lemma 2.2.2’den X" ye, son toplam da Onerme 3.2.1’den
L((1— )XV 4 g(X*,U)U)ya esittir. Ayrica

R(XU7 YU)ZU — @XU@Y’(}ZU i @Y’U@X’UZ/U - @[Xi)’YU]Z’U
— @XU@YUZU - @Yvﬁ)(vzv
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dir. Simdi \V/ Yo @yv Z ve @yv \V4 xv 2" ifadelerini hesaplayalim.

@X’U@Y’UZ’U
1+«

N N B e

- —g(Y“,U)EI(Z”,U)U}

- —X”@) (V' 0)2° — V(5" 0)2°) = X¥()i(2, U)Y*

l+a. 1+
D, z9U + —2%

_ é@xv(g(zv,mw) + XY Vxe(§(Y", 2°)U)

- XU D) U = TGV o

Oé

v e Gz, o - ég(w, U)~(zv U)o U

(0%
2 ~ v v 1 ~ e v = v

= EQ(X’ u)g(Y*,U)Z" — ag(vxvY U)Z° — ( Vo U)Z
1 ~ 2 1 -
— (V" U)Vxe 2" + —59(X, u)g(2", U)Y” ——§(Vxe 2" U)Y"
1~ ]- ~ v — v 2 ~ v v
ag(Z VX“U) - ag<Z 7U)VX”Y - §g<X7 U)g(Y >Z )U
l1+a._ = 14+« 14+«

g(Vx Y, Z°)U +

(Y” Vo Z°)U +

Gy, 2V xoU
(6]

2 ~(\/V ~(r7v ~ v ~(r7v

1. 1. e

= =gV, Vxl)g(Z2", U = ~g(Y", U)g(Vxe 2", U)U
1 ~ 1 ~

— gV U)AZ" Ve U = gV, U)a( 2", V)V U

e
—_

= oK a2 - -G DY = gy D)X

Q

@ X Y — lg(xv 0)a(Y", UV, U) 2"
v, éxv + ég(xv, U)U) 2"
oY, u)(—=5(X", U) 20 — *

(0% «

Qe

1+«

9(Z2%, U) X" + 9(X*,2)U

N}l

(X", D)3, V)0) + —59(X, w)g(Z,u)Y"

1. 1. 1+
(——3(X",0)2" = —3(2", U)X" + ——=

QIHQI*—‘QIHQIHQIHQIHQU—‘

9(X*, Z2°)U

Nt

1 1 1
g(Xv U)§<Zv7 U)U7 U)Yv - ag(zvv EXU + a§<Xv7 U)U>Yv
1+«

~ v 1~ v v 1~ v v ~ v v
g(z°, U)(—ag(X U)Y _EQ(Y U)X + g(X°, YU

GX DY D) ~ (X, w)g(v*, 2°)0
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1+ o 1 v v 1 v v

8]
1 1
n Zo‘g(xv YU = ~g(X",U)g(Y",U)U, 2")U
1 1 1
Y, — (X U2 — —( 2, U)X
0] [0} (e}

1
+—+“<szwv——mxammzamvnf

1+ 1 1.
G, 20)(= XY+ (X, U)U)
(0 «
2 1 ~ 1 ~ v v 1 ~ (0 v
59X w)g(Y,u)g(Z, U — —g(=—g(X", U)Y" — —g(Y", U)X

L 1
T YU — ~3(X", V)Y ) V)32, U)U

Q

(07

1 1
—§WE3W+EmWﬂﬂww”mU

~ v ~ ]-~ v (v ~ v v

«

HQO | —Q |~
Q —

(X, Z”)U _ lg(xv U)(2°, U0, U)U

Y, U)§(2", X”+— G(Xv, ) U)U

-—mwvwwwmgv+§mWﬂw>

N}l
—

[0
2
= X WV )2+ 5+ s+

a? ' a? a? a? a?  o?
1 r? 1 1 1 r? 1 1
et etetete e
N l+a 14+a (1+a) (I+ao)p? 1
+9(Y,u)g(X", Z°)U{— = Tt = T
S 1—|—a 1+a)* 14+a (A+a)y* 1
Hg(Zu)g(x YU S e DU
v e l+a 1+a 1+«
+g<X,U)g(Y 7Z )U{_E - 2 - 2 + 2 }
(1 + a)TZ 1 ~ v (% v (1 + a)/r2 1 ~ v v v
ST Do ynyz - (LA Dysoe 2y
1
TGy, zm X
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dir, yani

v v v 3+« v 1 v
VxoVyo Z¥ = ( o )g(X,u)g(Y,u)Z +§g(Y,u)g(Z,u)X

+ (L0, u)g(Z, )Y + —0(X, u)g (Y, w)g(Z,u)U

a2

1 ~ v v 1 ~ v v
— gg(Y, u)g(X®, Z")U — @g(Z, u)g(X',Y")U

3+O{ ~ v v ~ v v (0 ~ v () v
1+«

- )f](Y“, Z’U)XU

+(

bulunur. Benzer sekilde

- = 3+« 1
VY”VX”ZU = ( o2 )g(}/v u)g(X,u)Z”—l—@g(X,u)g(Z, u)YU
3+« v 1
+ (37 )9(V,w)g(Z,w) X" + —g(Y, u)g(X, u)g(Z, w)U

1 ~ NV v 1 ~ NV v

3+a ~ v v ~ v v v ~ v v v
—( o )g(Y,u)g(X*, Z°) U — g(Y", X")Z" — g(Y*, Z") X
1+«

L0 20y

+(

olup, buradan

R(X",Y")Z"
= VxoVyo Z° = VyoVxo Z°
v 1 3+O[ v 3+Oé 1
~ v v 1 3+CK ~ v v 3—|—Oé
+9(Yu)g(X", Z°)U(=—5 + —57) + 9(X,u)g(Y", 2")U (= —3
1+«

1
G0, 2OV (=1 = %) 4 (VY 20X (1)

2

= (L X g Z )Y~ oY, w)g(Z,0)X")
+ (O wa (X, 290 — (X, wa(y*, 29)U)
(RO G 2 e, 2y

a2

elde edilir ve dolayisiyla ispat tamamlanir.
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3.4 Cheeger-Gromoll Metrikli Tanjant Demetler igin Bazi

Geometrik Sonuclar

Bu alt boliimde, 6nce bir (M, g) Riemann manifoldunun Cheeger-Gromoll metri-
giyle donatilmig (7'M, §) tanjant demetinin kesitsel egrilikleri igin bir 6nerme verilerek
sonrasinda da bu 6nerme yardimiyla (M, ¢) nin sabit kesitsel egrilikli olmasi durumu
icin (T'M, g)’'nin kesitsel egrilikleri ile ilgili bir sonug verilmektedir. Ardindan, (p, u)
noktasinda 7'M tanjant demetinin T(, ,)T'M tanjant uzay: i¢in bir ortonormal baz
ifade edilerek bu ortonormal baz yardimiyla (7'M, §)'nin skalar egriligi elde edilmekte-
dir.

I, ¢’ya gore normu belirtmek tizere V, W € C*°(TTM) i¢in

QW) = [VIPIW]* = g(v.w)? (3.4.1)
V ve W kenarh paralelkenarin alaninin karesi olsun.

Lemma 3.4.1. X, Y € T, M, p noktasinda M "nin T, M tanjant uzayinda iki ortonor-

mal vektor alant olsun. Bu taktirde,
(i) QX" Y") =1,
(i) QX" Y") = L(1+g(Y.u)),
(i) Q(X°,Y") = L(1+g(Y,u)?*+ g(X,u)?)
dir [6].
Ispat. (i) (3.4.1) denkleminden

QUMY = [[XHP v !F — a(xh vty

= g(x" XMg(Y" ¥Y") - g(X" v")?

= g(X,X)g(Y’,Y) _g(X7Y)2

=1

dir.
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(ii) Benzer gekilde
QX" Y™ = [|X"* Iy )P — g(xh, y)?
= g(thXh)§<Yv7Yv)
= G0 {9V, Y) + gV, uP))
= g

bulunur.

(iii) Son olarak da

QXYY = XU Y = 5, Y2

= G XY Y) = g(X Y )T

= g%, X) + (X, 0P} {g(V,Y) + g(¥, )’}
(g0 Y) + g(X, wg(Y )

- %{(1—#9()(, u)?)(1+ g(Y,u)?) (X, u)?g(Y, u)?

L
= g0 + (X, + (X, w)g(Y,w)? — g(X, u)Pg(Y,u)?)

1
= g{l + g(Xa u)2 + g<Y> U)Q}
elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Simdi T'M fizerinde, V,W € C*(TTM) i¢in
G: (VW) — Gg(R(V,W)W, V) (3.4.2)

seklinde verilen G tensoriinii ele alalim.

Lemma 3.4.2. X ve Y, p noktasinda M nin T, M tanjant uzayinda iki ortonormal

vektor alani olsun. Bu taktirde,
(i) G(X"Y") = K(X,Y) — & IR(X, Y )ull”,
(it) G(X",Y") = 15 [|R(w,Y) X",

T 4o

(i) G(X".Y") = (1 + g(Xw)? + g(Y.u)?) + 52

«
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dir. Burada K, (M, g) manifoldunun kesitsel egriligidir. [29].

Ispat. (i) Onerme 3.3.1-(i) ve (3.4.2) denkleminden

G(X" v
= g(R(X", YMY" XM
J

((ROCY)YY — (R RO Y)u)X)" + (R, RO Y )y '

+ %(R(u, R(X,Y)u)Y)" + %((VYR) (X, Y)u)", X")

= g((R(X,Y)Y)", X") - iT(R(u, R(Y.Y)u)X)", X*")
g((R(u, RX, Y)u)Y)", X") + %ﬁ((R(u, R(X,Y)u)Y)", X")

+59((Vy R) (X, Y)u)", X")

= SR YY), X 4 2 g((Ru, ROX, Y)Y )", X
= 9(R(X, Y)Y, X) + g(R(u, R(X, Y)Y’ X)
=g(R(X,Y)Y, X) + %Q(R(Y, X)u, R(X,Y)u)
=g(R(X,)Y)Y, X) — %Q(R(X, Y)u, R(X,Y)u)
= K(X,Y) = = | R(X, Y )u

bulunur.

(ii) Onerme 3.3.1-(iv) ve (3.4.2) denkleminden

G(X" YY)
= G(R(X",Y")Y", XM
_ g(_i(R(Y, V)X + riﬂg(Y, u)(R(u,Y)X)"
_ 2%29(5/, w) (R(u, Y)X)" - ﬁ(R(u, V)R, Y)X)" X*)
_ _ﬁg((R(u,y)R(u,Y)X)h,Xh)
= g9(R(w, Y)R(w,Y) X, X)
= 1 59(R(wY)X, R(u,Y)X)

1
=12 | R(u, Y)X|?

20



elde edilir.
(iii) Onerme 3.3.1-(vi) ve (3.4.2) denkleminden

G(XY, YY)
= G(R(X",Y")Y", XY)
= (200, Y )V U — G0, Y g(X, )
Loty v - LEOE 0 e
+ 2 X g (v )Y — (Y, w)g (Y )X, X)
-2t 2g<X” YU)g(Y, w)g(X,w) — ‘“O‘f 2300, Y )9 (X, (X, w)
L sy x0) - R0 v x)
+ 20 wg (g, X°) — 2 gV g (v, ) (X, X)
-1 2{ {g(X,Y) + g(X, w)g(Y, )} (Y, w)g (X, )}
“2{1{1+9<Y ) bg(X,u)?)
H IO L gL+ g,
“f%{ A9 Y) + 9, WV}
(X, u)g(Y, U)E{Q(X7 V) +9(X,u)g(Y,u)}}
- LG w1+ g(X, )}
=g - g+ T () g(v)
= (HZ{Q(X w)® + g(Y,u)} + H(f%
IO gl )
- “f‘% g 4 g a2y
_ Zj o 41 ;4Q{9<X7 u)® + g(Y,u)?}
= 0 (X (Y + O
olur ve béylece ispat tamamlanir. 0

Dolayisiyla, g Cheeger-Gromoll metrigiyle donatilmig 7'M tanjant demetinin
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kesitsel egriligi agagidaki Onerme ile verilir:

Onerme 3.4.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve TM de onun g Cheeger-Gromoll
metrigiyle donatilmag tanjant demeti olsun. Bu taktirde K, (M,g) manifoldunun
kesitsel egriligi olmak iizere, (TM, g) nin K kesitsel egriligi asagqidaki esitliklers
saglar [9]:

(i) K(X"Y") =K(X,Y)~ & |RX,Y)ul”,

(i) K(X" Yv) = LIRw)X?

da 14g(Yyu)2

[ v v _ 1—« a+2 1
(151) K(X",Y") = = T %1+g(X,u)2+g(Y,u)2'

ispat. Lemma 3.4.1 ve Lemma 3.4.2’den

(i)

J(XM Y
K(X"vyh = G YY)
QX" YN
3 2
= KX,)Y)—— X, Y
(X,Y) = = |IR(X,V)ul?
(ii)
_ a h v
K(Xh,yv) — M
QX ¥)
_ R Y)X|® o«
B 4o 1+ g(Y,u)?
| R(u, Y)X|*
da(1 4 g(Y,u)?)
ve
(iii)
(X, Y
K(X")Y") = Cf( )
QX Y")
e a+2 a?
= 1+ g(X,u)?+ g(Y,u)?
( ot ( +g( ,U) +g( ,U,) >+ ol )1+g<X,U)2+g(Y,U>2
-« i o+ 2 1
T T T T g upEt gv 0y
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. O
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Sonug 3.4.1. (M, g), k sabit kesitsel egrilikli bir Riemann manifoldu olsun. TM de
onun g Cheeger-Gromoll metrigiyle donatilmis tanjant demeti olsun. Bu taktirde,
M ’nin p noktasindaki X ve'Y ortonormal vektér alanlary icin (T M, §) 'nin K kesitsel
egriligi asaqidaki egitlikleri saglar [9]:

(i) K(X"Y") =k =5 (g(X,u)* + g(Yu)?),

(i) K(X"Y") = hour

4a(1+g(Y,u)2)>
> v vy _ 1—« a-+2 1
(Z’L’L) K(X Y ) a2 + % 14+g(X,u)?4+g(Yu)?"

Ispat. (M, g), k sabit kesitsel egrilikli bir manifold ise R(X,Y)Z = k(g(Y, Z)X —
¢(X, Z)Y) oldugunu biliyoruz. O halde, Onerme 3.4.1’den
(i)
K(X" y")
3 2
=K(X,Y)— —||R(X,Y
(X.¥) ~ R Y

=g(R(X,Y)Y, X) — %g(R(X, Y)u, R(X,Y)u)

g(k}(g(Y, Y)X - g(X7 Y)Y)7X)
3

= 1-g(k(g(Y. )X = g(X,u)Y), k(g(Y,u)X —g(X, u)Y)

kg(X, X) — %W(Q(Y, u)g(X, X) — g(Y,u)g(X,u)g(X,Y)
— (X, u)g(Y,u)g(Y,X) + g(X,u)’g(Y,Y))
3 2

e %@(X, u)? + g(V,u)?),

(ii)

K(X" v?)

_ 1 IR )X]
Ao 14 g(Y, u)?

T do(1+ ;(Y, u)z)g(RW V)X, R(u,Y)X)

- da(l + ;(Y7 u)2)g(k(9(Y> X)u — g(u, X)Y), k(g(Y, X)u — g(u, X)Y))

1

_ k%g(u, X)?

4o(1+ g(Y,u)?)’

kg (u, X)*g(Y.Y)
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(iii)
~ l—-a o+2 1
KX, Y") =
N P O A EE S VAT

elde edilir. n

Simdi, (p,u) noktasida T'M tanjant demetinin 7, 7'M tanjant uzayi igin bir
ortonormal baz ifade edilecektir.

{e1, ez, ...,en}, p noktasinda M'nin T, M tanjant uzay i¢in e; = * = ﬁ olacak
sekilde bir ortonormal baz olsun. Bu taktirde, T\, 7'M nin bir {fi, fo, ..., fon}

ortonormal bazi ¢ € {1,2,...,n}, j € {2,...,n} igin
fi= 6?7 fn+1 = B11) ve fn+j = \/&63
seklinde elde edilir [6]. Gergekten, Tanim 3.2.1’den

g(fza fZ) = §<€?76?) = g(ei’ ei)v

s o) = e )
— el + e o)
- T T ) o)
T o1+ gl(u,U){g(ul, U)g(u’ u) ¥ <ﬁg(“’ W
_ l_l_gl(u,u)(l—kg(u,u)):l

ve
~ ~ v v ~( v v 1
g(fnJrjafnJrj) = g(\/aeja\/aej) = ag(ejaej) = O‘a{g(ejaej) +g(ej7u>2}
= g(ej’ej)_‘_g(ejvelr)Q:g<ej>€j)

ve benzer gekilde i # j, i,7 € 1,2, ...,2n i¢in §(f;, f;) = 0 oldugu goriiliir.

Asagidaki Lemma, Onerme 3.4.1’in bir sonucudur:

Lemma 3.4.3. {fi, fa, ..., fon}, (p,u) noktasinda T'M tanjant demetinin T(, .\ T M

tanjant uzayr i¢in
fi=el) forn =€ ve fuyj = Vael, ie{l,2,..,n}, je{2,..,n}

o4



seklinde tanamly bir ortonormal baz ve K da TM 'nin kesitsel egriliji olsun. Bu
taktirde, i,7 € {1,2,...,n} ve k,l € {2,...,n} icin asaqidaki esitlikler saglanir [9]:
(i) K(fis f;) = K(ei,e5) = & |1 R(eq e)ul®,

(") f((fiafn—‘rl) =0,

(i) K(fi fuss) = IR e,

(iv) K(fn—i-hfn—i-k) = %7

(V) K(fas fort) = S5
ispat. Onerme 3.4.1’den

(i)

(i)

K(fw fn—i—l) = f((e?v 6?)
1R en)ed?
da 1+ gleq,u)?

da 1+ g(i,u)? ’

[[ull?

2

(iii)

k(fla fnJrk) = K(Q}'L? \/a€z>

L |[R(u, Vaey)e|”

da 1+ g(eg,u)?

1 g(R(u, \/aek‘>ei7 R(uv \/aek)ei)
4o 1+0

1
L L

(iv)

K(fart, fasn) = K(e},Vaep)
l—-a «o+2 1

T @ T4 T4 glenuP + g(vaer u)?
B 1—a+a+2 1 _1—a+a+2_ 3
2 a 1+7r2 a2 a2 a?
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K(fosrs fart) = K(Vaey, Vaey)

l—-a o+2 1

+
2 a 1+ g(Vaer, u)? + g(yv/ae,u)?
l—a a+2 o?+a+1
—|— —
o? o o’

«

bulunur. [

Onerme 3.4.2. {fi, fa, s fan}, (D, u) noktasinda TM tanjant demetinin Ty, T M

tanjant uzayr i¢in

fi=el) furn =€ ve fuyj = Vael, ie{l,2,..,n}, je{2,..,n}
seklinde tanimiy bir ortonormal baz ve ¢ da T'M 'nin skalar egriligi ise,

(6+ (n—2)(®+a+1))

o = 6]

1<j

dir [29].

ispat. Skalar egriligin tanimindan,

o = Z K(fr, 1)

k=1
= Z K fzaf] +2 Z K fl7fn+j + Z K fn+zafn+1)
4,j=1 3,j=1 4,j=1
& 3 3
= ) (K(eie;) — 1o 1B(ei &) Jull*) Z 1R (u, e;)es” +QZ—2
ij=1 w 1 =2
a?+a+1
>
1,)=2
i#j
200 — 3 5 3 a?+a+1
=0 o | R(ei, e;)ull +2§(”—1)+T(”—1)(”—2)
20 — 3 -1
= ot = Y IR el + T (64 (n = D)0 +a+1))
1<)
bulunur. [
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BOLUM 4
CHEEGER-GROMOLL METRIKLI
PARAKONTAKT TANJANT DEMETLER

Dort alt boliimden olugan bu boliimde 6nce, (2n+-1)-boyutlu bir (M, g) Riemann
manifoldunun parakontakt yapisiyla ilgili baz1 kavramlar hatirlatilmaktadir. Daha
sonra ilk alt bélimde, Cheeger-Gromoll (C-G) metrikli bir 7'M tanjant demeti
tizerinde hemen hemen parakontakt yapi ve temel 2-form kavramlar: tanimlanarak
bu kavramlarla ilgili baz hesaplamalar yapilmaktadir. Ikinci alt boliimde, uzun
hesaplamalar sonunda C-G metrikli hemen hemen parakontakt tanjant demetler
icin normallik sart1 elde edilmektedir. Ugiincii alt boliimde, parakontakt C-G metrik
tanjant demet, K-parakontakt C-G metrik tanjant demet, C-G para-Sasakian tanjant
demet kavramlari: tanimlanarak bu kavramlarla ilgili baz karakterizasyonlar verilmek-
tedir. Dordiincii ve son alt boliimde ise, bir T'M hemen hemen parakontakt C-G
metrik tanjant demetinin R Riemann egrilik tensorii ve K kesitsel egriligi ile ilgili
bazi sonuglar ifade edilmekte ve son olarak da bir T'M tanjant demetinin ortonormal
bazlar1 yardimiyla, TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin
S Ricci egriligi ve 6 skalar egriligi elde edilmektedir.

Oncelikle, (2n+1)-boyutlu bir (M, g) Riemann manifoldunun parakontakt yapisy-
la ilgili baz1 kavramlar1 hatirlayalim:

M, (2n+1)-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda, ¢
(1,1)-tipinde bir tensoér alani, £ bir vektor alani,  bir 1-form ve g de M {izerinde
bir Riemann metrigi olmak iizere, M manifolduna bir (®,7,&, g) hemen hemen
parakontakt Riemann yapisina sahiptir denir, eger M fizerindeki herhangi X,Y

vektor alanlari igin

D=0, n(€) =1, g(§, X) = n(X),
P2X = X — n(X)E, (4.0.1)
g(@X,®Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y)
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sartlar: saglaniyorsa. Bu durumda, (M, ®,7,£, g)’'ve de bir hemen hemen parakon-
takt metrik manifold denir [41].

Ayrica Q, Q(X,Y) = g(X, ®Y) geklinde tanimh temel 2-form olmak iizere, eger
M fizerinde

sart1 saglaniyorsa, bu taktirde (M, ®,7, £, g) hemen hemen parakontakt metrik mani-
folduna parakontakt metrik manifold denir [22].

Simdi (2n+1)-boyutlu bir (M, g) Riemann manifoldunun, § Cheeger Gromoll
metrigiyle donatilmig 7'M tanjant demeti iizerinde parakontakt yapilarla ilgili kavram-

lardan bahsedilebilir.

4.1 Cheeger-Gromoll Metrikli Hemen Hemen Parakontakt

Tanjant Demetler

T M*+2'nin H?+1 yatay altuzay: iizerinde &" bir vektor alam ve 7" bir 1-form;

T M2 nin V2" +1 dikey altuzay iizerinde £ bir vektor alan ve 7Y bir 1-form olsun.

11 ~
TM fiizerinde tipindeki ® tensor alam (detayh bilgi igin [42]’ye bakiniz)
11

PP=T - - (4.1.1)

seklinde tamimlansin. (4.1.1) sartiyla birlikte

deh =0, P =0,
(&) =1, 7€) =1, (4.1.2)
iod =0 i’ od =0

sartlarim saglayan TM tanjant demetine bir (®, 7", €") (®,7°,£)) yatay (dikey)
hemen hemen parakontakt yapisina sahiptir denir.
Eger bir T'M tanjant demeti yatay ve dikey hemen hemen parakontakt yapilarina
sahip ve ek olarak da
7€) =7 (€") =0 (4.1.3)
sartini sagliyorsa, bu taktirde T'M tanjant demetine ((1:), 7, 3 ) hemen hemen parakon-

takt yapisina sahip bir hemen hemen parakontakt tanjant demet denir.
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Eger bir TM hemen hemen parakontakt tanjant demeti tizerinde

GOX", DY) = G(X¥, V") — " (X)) (V"), (4.1.4)
GOX", &Y") = g(X", Y") — " (X" (v, (4.1.5)
GeX", ®Y") = g(X*, Y") =i (X )i (V") = 7' (X)) (Y"),  (4.1.6)
GOXY, OV = g(XP, Y?) — i (XM (V) — i (XM (V") (4.1.7)

olacak gekilde bir § Cheeger-Gromoll (C-G) metrigi mevcutsa, bu taktirde 7'M ’ye bir
(<i>, f],é ,§) hemen hemen parakontakt C-G metrik yapisina sahiptir denir.

M@+ (d n, €, g) hemen hemen parakontakt metrik yapisiyla birlikte bir hemen
hemen parakontakt metrik manifold olsun. (4.1.4), (4.1.5), (4.1.6), (4.1.7) ifadelerin-
de Y = ¢ almip (4.0.1), (4.1.2) ve (4.1.3) kullanilirsa, sirasiyla,

1

7(XY) = (X%, €%) = 5 In(X) +n(u)g (X, u)}, (4.1.8)
(X" = g(X", &) = n(X), (4.1.9)
7(X") = §(X*,¢") =0, (4.1.10)
(X" = g(x" &) =0 (4.1.11)

bulunur. (4.1.2) ve (4.1.8)’den,

1= () = {1+ n(w?)

ifadesine, yani g(u, u) = g(u, £)? esitligine ulagihr ve u = F¢£ bu denklemin ¢oziimlerin-
den biridir. Bu nedenle, bundan sonra bir 7'M hemen hemen parakontakt C-G
metrik tanjant demeti iizerinde u = F¢ olarak alinacaktir.

Dolayisiyla, eger (4.1.8)’de u = F¢ almursa, bu taktirde (4.0.1)’den,
TX) = () (41.12)

esitligine ulasilir.
Yukaridaki @ : TTM —s TTM tensor alani, TM tanjant demetinin
(:DXh:XU_WU XU\ — ph( XY h’
’ (XY — " (XV)E (4.1.13)
DX = X — (XY — i (X"

29



seklinde tanimli lineer endomorfizmi olsun. Bu durumda, bu dontigiimiin gergekten
(4.1.1) ve (4.1.2) sartlarim sagladigy goritilebilir.
Eger (4.1.10) ve (4.1.11) kullanilirsa, bu taktirde (4.1.1) ve (4.1.13) denklemleri,

sirasiyla
&)QXh:Xh_ﬂz Xxh h7
] T (4.1.14)
q)QXv = XV — ﬁv(Xv)fv
ve
éXh:XU_"”U XV v
XN (4.1.15)

dXY = X — h(XM)er
esitliklerine indirgenir.
Bu egitlikler ve C-G metriginin tanimi kullanilirsa, gortilebilir ki (4.1.4)-(4.1.7)
sartlarini saglayan bir g C-G metrigi vardir.

Ayrica, (4.0.1) ve (4.1.4)-(4.1.12) ile birlikte C-G metriginin tanimi kullanilirsa

)

GEX", DY) = 1g(PX, DY),
§(OX", dY") =0, (4116)
GOXY, DY) = g(dX, DY),
G(OXY, dY") =0 )
egitliklerine ulagilir. (4.0.1) ve (4.1.15)’ten,
~ ~ 3
g(eX" Y") = (X", oY") =0,
GOX?, YY) = §(X?, dY"?) = 0,
g( , ) =9( i ) (4.1.17)
GXP DY) = 25(PX" Y?) = g(PX, DY),
GOX", Y") = 25(X", &Y") = g(BX, ®Y)
bulunur. (4.0.1), (4.1.2), (4.1.4)-(4.1.7) ve (4.1.14)’ten de
GO2X", V) = G(X", &2Yh) = (DX, DY),
G(P2XM YY) = (X", @%Y"?) =0,
) (4.1.18)

esgitlikleri elde edilir.

Simdi, bir 7'M hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demeti tizerinde

QX,Y) = §(X, oY) (4.1.19)



dontigiimiinii tanimlayalim ve bu dontigiimii temel 2-form diye adlandiralim. Bu

taktirde, (4.1.17)’den

QX Y)=§(X,0Y) = ) g(Xi,(f)Yj):gg(th,éY) (4.1.20)
i,j€{h,v}
ve
OF, %) =57, 8%) = Y g0, éx) :gg(q)X, BY) (4.1.21)
i,j€{h,v}

bulunur. Béylece, (4.1.20) ve (4.1.21)’den, bir TM hemen hemen parakontakt C-G

metrik tanjant demeti tizerinde temel 2-formun simetrik oldugu gortliir.

4.2 Cheeger-Gromoll Metrikli Normal Hemen Hemen

Parakontakt Tanjant Demetler

Iyi bilinir ki [32], bir M manifoldu iizerinde (1,1)-tipindeki bir J tensor alaninin

N; Nijenhuis tensorii
Ny(X,Y) =T X, Y]+ [JX,JY] - J[JX,Y] - J[X,JY]

seklinde tamimh (1,2)-tipinde bir tensor alanidir ve bir ® tensor alaninin Ng Nijenhuis

tensoru de

No(X,Y) = ®*[X, Y]+ [0X, ®Y] — ®[0X,Y] — & [X, BY].

11 -
seklindedir. Biz de burada bir T'M manifoldu iizerinde -tipindeki bir J

tensor alaninin Nj Nijenhuis tensor alanimi

N#(X,Y)=J*X,Y]+ [JX,JY] - JJX,Y] - J[X,JY]

seklinde tanimlayacagiz.
T M bir hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demet olsun ve T M4+2 x

R? manifoldunu gézoniine alalim. TM*"+2xR? iizerindeki vektor alanlarn (X7, f (%))
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ve (Xv, () ile ifade edilir, burada X", X¥ € TM**2 ve (1) € R¥dir. Bundan

sonra < yerlne d, yazilacaktir.
(X7, fdy) ve (Y7, gdy), 1,5 € {h,v}, seklinde herhangi iki vektér olmak iizere
(X7, fdy), (Y7, gdy)] = (X', Y7], (X' (g9) = Y/ (f))dy) (4.2.1)

dir. Ayrica, TM*"2 x R? manifoldu tizerinde J hemen hemen ¢arpim yapisini

J(X" fdy) = (X" + fev, (XM dy) } (4.2.2)

J(XY, fdy) = (XV + fEh 7°(X*)dy)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda,

PX" fdy) = J(J(X", fdy))
J(@X" 4 £€°, i (X")dy)

= J(X" = (X)E + £, i (XM)dy)
J((X =7 (X")E + £&)°, 7 (X™)dy)

= (DX = (X" + fO)" + (XM,
7'(X = 7 (X)E + f€)"dy)

= (B(XY = (X)E + f€) + (XM,
70(XY =i’ (XY)E" + f€")dy)

= (XY (XM)E ((X°) = i°(XY) + f)dy)

= (X" =" (XM + it (X)E, fdy)

= (X", fdy)

ve benzer sekilde

JHXY fd) = T j(X”,th))
U fEh 7YX dy)
XM (XM)er + feh i (X0)dy)

(X =" (X")E + FO", i7" (X")dy)
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= (DX =" (X")E+ FO" + (X)),
(X = (X" + o) dy)
= (DX = (XM + £+ (X)E,
(X" =i (XME" + £€)dy)
= (BX" 4+ 7 (X)), ((X™) — i (X") + f)dy)
= (XY= (X + i (X0)E, fdy)
= (X°, fdy)

olur. O halde, buradan J? = I oldugu goriiliir.
J'nin Nijenhuis tensoriiniin sifir olmas integrallenebilirlik icin gerek ve yeter sart

oldugundan, ®'nin Ni, Nijenhuis tensoriine gore normallik sartin ifade edecegiz.

Simdi, N;((X,0),(Y,0)) ve N;((X,0),(0,d,)) ifadelerini hesaplayalm.

N;((X,0), (Y,0))
= J2[(X,0),(V,0)] + | J(X,0),J(V,0)] = J | J(X,0),(V,0)]
—J[(X,0),J(7,0)]
= (X" 4+ X7,0), (Y" + Y7, 0)] + [J(X" + X*,0), J(Y" +Y",0)]
— J[J(X" + X7,0), (Y" +YY,0)] — J[(X" + X¥,0), J(Y" +Y",0)]
= J[(X",0),(Y",0)] + J2[(X",0), (Y*,0)] + J*[(X",0), (Y",0)]
[ + [J(X",0), J(Y",0)] + [J(X",0), J(Y",0)]
+ [J(X7,0), J(Y" 0)] + [J(X,0), J(Y",0)] — J[J(X",0), (Y",0)]
]—j[J(X“ )>(Yh,0)] J[J(X",0), (Y",0)]
] )] = J[(X",0), J(Y",0)]
]
= N;((X",0), (Y",0)) + N;((X",0), (Y",0)) + N;((X",0), (Y",0))
N;((X°,0),(Y",0)) (4.2.3)

dir. Bu nedenle simdi, (4.2.3)m N;((X%,0),(Y7,0)), i,j € {h,v} bilesenlerini

hesaplamaliyiz.
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(4.1.1), (4.1.2), (4.1.13), (4.2.1) ve (4.2.2)"den,

N;((X",0), (Y",0))
= J2[(X",0), (Y",0)] + [J(X",0), J(Y" 0)] — J[J(X",0),(Y",0)]
— J[(X",0), J(Y" 0]
= [(X",0), Y™, 0)] + [(DX", 7" (X")dy), (@Y™, 7" (Y")dy)]
— JU@X", (XM dy), (Y",0)] = J[(X",0), (@Y, 7" (Y")dy)]
= ([X",Y"],0) + ([8X", &Y, (0 X" (i7" (Y")) — DY (7" (X")))dy)
— J(@X" Y, =Y (" (X"))dy) = T(X", DY, X" (i (Y"))dy)
= (PXX" VM 4 (X" Y DEr + 7 ([X ", Y™)e, 0)
+ (DX, oY, (O X" (7" (V")) — &Y (i (X™)))d:)
— J(= (VyX)", =Y (M(X"M)dy) = T (X°) (Vy€)", =Y (7" (X")d,)
— JOY (A (X)E, =Y (i (X™M)dy) — T(VxY)", X (7" (Y"))dy)
— J(=7" (V) (V&) X (" (Y")dy) — J (=X (7" (Y)&", X (7" (Y"))dy)
= (P [X", Y 4 (X" Y )Er + (X", Y)er, 0)
+ ([OX", &Y™, (DX (" (V")) — SY (7" (X™)))d))
— (=& (VyX)" = Y (X")E", —i* (Vv X)") dy)
— (7" (X) D (Vy&)" = Y (XM)EM 7 (X) i1 (Vy€)") dy)
— (=Y (XM)ER YR (X7))dy)
— (& (VxY)" + X (7Y 7 (VxY)") dy)
— (=7 (Y") @ (V&) + X (7" (YM)E", =" (V) 7 (Vx€)") d)
— (X" (Y"M)Er, = XM7 (YY) dy)
= (P2 X", V") 4 [@X" ®Y"] — B[OX", V] — (X", DY
—2di" (X", Y")E" — 2di” (X", Y€ — 2X (" (Y")€" + 2Y (7" (X)€",
(Laxn@)Y" + (Laxn') Y" = (Layni") X" = (Lgynil’) X")dy)
= (Ng(X", Y?) — 2di (X", Y")&" — 24" (X", Y€
—2XM (i (YP))er + 2y R (i (XM))eh,

(Loxn")Y" + (Laxnnt”) Y = (Layni) X" = (Lgyniy”) X")d,) (4.2.4)
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egitligi elde edilir.

Uzun hesaplamalardan sonra diger bilegenler de

Nj((th 0)7 (va O)) = (Ni)(Xha YU) - Qdﬁh(Xh7 Yv)fh - QdﬁU(th Yv)fv
—2XM (77" (Y)Eh = 2X" (i7" (Y"))€,

(Loxni) V" = (Lgyuii”) X" — (Lgy’) X™)dy), (4.2.5)

N]((Xv7 0)7 (Yh= O)) = (Nci(Xvﬂ Yh) - Zdﬁh(Xvﬂ Yh)gh - Qdﬁv(Xv7 Yh)gv
+ 2V (X)) + 2Y (7 (X)€",

(Loxot") Y + (L") Y" = (Layn)”) X*)ds)  (4.2.6)

ve

N;((X7,0),(Y",0) = (Ng(X°, YY) — 2di" (X", V)& — 2di (X¥, Y)€
+ 2V (7Y (XV)Eh — 2XV (7 (V7)€"
(Laxo") VY + (Lgxo") Y = (Lgy i) X°

B (Léyvﬁh) Xv)(jt) (4-2‘7)

olarak elde edilir.

Yukaridaki egitliklerin elde edilebilmesi igin, agagidaki ifadeler kullanil-

migtir:
2 (X", YR) = XP((YR)) = YR (X)) — (X7, Y1), )
2 (X", Y0) = =Y (i (X)) — 7 (X", V7)),
2 (X7, V) = X (V) — i (X7, Y4)),
24 (X7, YY) = —i([X7, V7)), .
2 (X7, Y7) = X0 (V) — Y (X)) — i ([X7, V],
2 (X, Y1) = =Y (" (X7)) — i ([X°, Y1),
2 (X, V) = XA (e (YY) — (X", V),
(X", Y)
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ve

(Laxn") Y = @X"(i" (Y1),

(Léxhﬁh)yvz

(Loxni') Y =1 (VyX)") = Y(* (X?)) = 7°(X*)7° ((Vv€)*),

(Loxnil’) Y" = X (i (Y")) = Y"(i1" (X)),

(Loxoi") Y = QI>X’“( "YM) = (X, Y] = Y (X))
(XM (e, YT,

(L<1>X77>Yv_ —Y"(7 (h))

(R(E,Y)u)"),

BOX", Y] = — (Vy X)" + i (Vy X)")E" +i1° (X*) (Vy&)"
— i (X0) i (Vy)" )"

BIX, DY = (VxY)' — i (VXY)) — i (V) (Vx&)"
+7 (V) i (Vx€)")Er,

BIOX?, YY) = (VxV)" = (VX Y)")e" =i (X") (VY )"
+ (X (VeY)")eh,

BIX?, DY) = = (Vy X)" + i ((Vy X)")e" + i (Y1) (VX))
— (Y ((VeX)M)En,

(Vy
i

(
(

P[DXY, V]

I
>
=
|
3
=
=
S
’>2
>

(X 6 YT O (6 YT €

+i" (X)) (R(EY)w)" — i (X)) 7 ((R(€, Y )u)")En,

(X, DY = 0.
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Boylece, eger (4.2.4)-(4.2.7) ifadeleri (4.2.3)’te kullanilirsa,

N;((X,0),(Y,0))
= (Nz(X", Y™ + N; (Xh YY)+ Ng(X°, V") + N (X*, V")

—2di" (X", Y™ — 2di (X, YO — 24" (X, YN — 247 (X, Y )

— 2dij (Xh,Yh) — 2di° (X", V)€Y — 2di* (X, Y)Y — 2d7° (XY, Y) €

= 2X"(" (Y"))e" — 2XM (Y (Y"))E" — 2X"(7° (V)€ — 2X° (17" (V"))

+2Y (" (XM))EN + 2 (777 (X)€Y + 2V M (7" (X)€" + 2 (7 (X7))€P,

{(Loxn")Y" + (Loxn’) Y + (Lgxni”) Y + (Lgx.")Y" + (Lgx.7") V"
+ (L)Y + (Lax’) Y = (Laynn" ) X" = (Lgyn)”) X* — (Lgyn1") X
— Ly ") X" = (Layo1”) X" = (Lay ") X" = (Lgy1’) X }ds)  (4.2.11)
ifadesine ulagihir. Simdi, (4.2.11)’in tam sonucunu elde etmek igin, (4.2.8), (4.2.9)
ve (4.2.10) yardimmyla Ny (X%, Y7), 2di* (X1, Y™), (Lgxni®) Y, 0,7, k,1,m,n,p, s €

{h,v} terimleri hesaplanmalidir.

(4.1.1), (4.1.2), (4.1.3), (4.1.9)-(4.1.13) ten,

Ny (X" yh
= QX[ X" Y + [X" OV — O[OX", Y] — (X" DY
= O([X,Y]" = (R(X,Y)u)") + [X" = " (X")E", YV — i (Y*)¢"]
— X — U (X")E Y = XYY — i (Y)EY]
= & [X,Y]" — P*(R(X,Y)u)"
+ ([X° Y]+ [XY =" (V7)€" 4 [0 (X7)E", Y] + [0 (X)€", =" (Y*)€°])
— O([X" Y+ [ (X)€" Y]) = ([X" Y] + (X, =i (Y)EY])
= & [X, Y]" — O (R(X, Y)u)’ + (=X (7" (V)" + V(7" (X)€"
+ 7 (X)) (Y)E" — " (V)& (7(X7))E")
= O([X" Y+ Y@ (X)E = i (X)€Y )
= O([X" Y] = XM (Y)Er — it (Y)[X" €))
= [X,Y]" = " ([X, Y]")E" = (R(X, Y)u)” + 7 ((R(X, Y )u)")€"



— XU (Y))E + Y ([ (X)E + 7 (X)E (77" (Y )€
=i (Y (7 (X)EY + @(Vy X) = i (X ) D(VyE)"
— O(VxY)" + 7 (Y)B(VxE)
= (VxY)" = (Vy X)" = " (VxY)")E" + 7" (Vy X)M)E" = (R(X, Y )u)"

+ 7 ((R(X, Y)u)*)E" — XU (V)& + YU (i7" (X)€" +7° (X*)§ (7 (Y"))E"
— 7 (Y)E (" (X)E" + (Vy X)" = " (Vy X)")Er — i° (X ) (Vy€)"

+ 7 (X ((Vy&)")E" = (VY + 7" (VxY)E + 77 (Y ) (Vx€)"

— 7 (Y")"(Vx€)")E" (4.2.12)

bulunur. (4.2.12) ifadesinde v = F£ olmas1 durumu goz éniine alinirsa,

ifadesine ve benzer sekilde,

Ng (X" Y") = £(R(X,Y)E)" = n(X)(Vy€)" + n(Y)(Vx€)"

Na(X",Y") = F(R(X,Y)E)" £ n(Y)(R(X, £)E)"
+1(X) (V&) +n(Y)(Vx€)* = n(X)n(Y)(Ve)*
+39(X, Vy &) — In(Y)g(X, V)&,
Na(X,Y") = F(R(X, Y)E)" + n(X)(R(E, V)E)"
—n(X)(Vy&)" = n(Y)(Vx&)" +n(X)n(Y)(Ve)*
— 19(Y, VxE& + In(X)g(Y, V)&,
N (X", YY) = £(R(X,Y)E)" F n(X)(R(, Y)E)"

S (4.2.13)

(V) (R(X,€)8)" + 9(X, VyEE" — g(V, Vxg)&"
+n(X)(Vy )" = n(Y)(Vx)" +n(X)g(Y, Ve)E"
—n(Y)g(X, Ve§)€"

ifadelerine;

2di" (X", V") = Xh(ﬁh(Y )) YR (X)) = it (X, Y1)
"

ve benzer gekilde,
2di° (X?, YY) = 2di" (X", YY) = 2dih (X7, YT)
= 2di" (X7, Y"?) = 2di* (X", Yh) = 0,
247" (X", Y") = Lg(¥, Vx€), 2di" (X", V") = —1g(X, Vy€)

(4.2.14)
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ifadelerine ve

(L") VP = BXP(i(YR)) — i (X", V1)) ‘
= (X7 — (X)) (YR — (XY, Y]
L YR (X))E — (X)€Y, YH)

—X”( ") = (XN (Y") = it (XY
i (X0)i" (g7, Y)

=0 (4.2.15)
ve benzer sekilde,

(Léxhﬁh) Vv = (Léx 7 ) Y
(Lgxon") Y'Y = 59(Y, V&) —

(Lxnt’) Y = —39(X, Vy€)
(Laxoi™) Y™ = g(Y,Vx€) — g(X, Vy&) — n(X)g(Y, Vef)

ifadelerine ulagilir.

= (L<1>Xv77v) V= (Léth) YU =0,
51(X)g(Y, Ve),

Yukaridaki hesaplamalarda, 3. Bolim’de de gecen su esitlikler kullanilmigtir:

XH(GYh, ZM) = X (g(Y. 2). ‘
Xv(g(Y",zM) =0,
XMg(y©,zv) = g((VxY)", Z%) + g(Y*, (Vx 2)), (4.2.16)
Xo(g(yv,2v)) = —;g(X w{g(Y, Z) + g(Y,u)g(Z, u)}
+ H{9(X,Y)g(Z,u) + 9(X, Z)g(Y, u)}

(detay icin, [9]'a bakilabilir).

O halde, (4.2.13), (4.2.14) ve (4.2.15) esitlikleri (4.2.11)’de kullamlisa,

Ny((X,0).(V,0)
= (FAR(X, Y)E)" & 2(R(X, YV)E)" (¥ )(R(X, )" F (¥ )(R(X, )6
£ (X)(R(E Y)E) F n(X)(R(E Y)Y + 29(X, Ty )€ + 59X, Ty )"
= 29(Y, Vx€)€" = 5g(Y, Vx€)&" — dn(VxY)E" — 29(VxY)E" + 4n(Vy X)&"
2Ty X0+ n(X)g(Y, VEOE + n(X)a(Y. VO)E" — 2n(Y)g(X, Ve£)e:
~ (Y )g(X, Ve,
5 (69(Y.Vx6) — 69(X, V) — 3n(X)g(Y, V&) + 3n(¥)g (X, Ve£)}d,)(4.2.17)

sonucu elde edilir.
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Yukaridakine benzer yolla,

Nj((X7 0)7 (67 Czt)) = NJ((Xh7 0)7 (Oa Jt)) + Nj((XU7 0)7 (07 Czt)) (4'2'18)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla simdi, N ((X70), (0, dy))ie {h,v} bilegenleri hesaplan-

malidir. Bu bilegenleri hesaplamak icin, asagidaki egitlikler kullanilacaktir:

(Len®) X" = [¢h, OXM — ¢, X]" + (€, X]")¢”
+ (R, X)u)* = 7" ((R(&, X)u)")En,
(Len®) XV = [€", @ XV] — (VeX)" + 77" (Ve X)M)ER, (4.2.19)
(Ler®) X" = [6°, DX + (Vx&)" — 7 ((VxE)M)EM,
(L ®) X = [€, DX )
(Lenif") X" = M (X)) — (1€, X]"),
(Leor") X" = €2 (7" (X))
(thﬁh)X“ =0
(Le") X" =0, (4.2.20)
(Len) X" = " ((R(E, X )u)"),
(Lee’) X" = i1 ((Vx6)"))
(Leni")X¥ = E"(i° (X)) = 1" (Ve X))
(Leo ") X = €°(7° (X)) ,

Béylece, (4.1.2), (4.1.13), (4.2.1), (4.2.2), (4.2.19) ve (4.2.20)'den,

N3((x",0),(0,dy))
— PI(X",0), (0,d)] + [J(X",0), J(0,dy)] — J[T(X",0), (0, dy)]
— JI(X",0),.7(0,d)]
= [(X",0), (0,d,)] + [(PX", 71" (X")dy). (£, 0)]
= JU@X", 7" (X")dy), (0, d)] = J(X",0), (€, 0)]
([X",0],0) + (X", &), =€ (7" (X™))dy) — J([2X",0],0) — J([X",],0)

= ([®X", &), ~€("(X"))dy) — J([X",€],0)
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= ([X", " + [®X", €, (=€ (" (X")) — € (7" (X")))dy)
— J(X" €+ [X",€4,0)
= ([PX", €M+ [DX", €], (=" (7" (XM) = & (7"(X™)dy) — J([X,¢]",0)
— J(—=(R(X,&)u)",0) = J((Vx£)",0)
= ([X", "+ [DX", €] — [X, €] + 7" ([X, €]")€" + (R(X, E)u)"
— " ((R(X, u)")E" = (Vx&)" + 7" (VxE)")E",
{=¢"(7"(XM) = €@ (XM) = 7" (X, ") + 7" (R(X, &)w)")
— " (Vx€)")}dy)
= —((Len®) X" + (L @) X,
{(Leni™) X" 4 (Leni”) X" + (Leoi™) X" + (Leoii”) X" V) (4.2.21)

ve benzer sekilde

N;((X",0),(0,d)) = —((Len®)X"+ (Lew®)X?,
{(Leni") X® 4+ (Leo”) X }dy) (4.2.22)

ifadelerine ulagilir.
Eger (4.2.21) ve (4.2.22) ifadeleri (4.2.18) esitliginde kullanihirsa,

NJ(<X’ 0)7 (67 Jt))
= —((Len®) X" + (Len®) XY + (Leo @) X" + (Lew®) X,
{(Lenii") X" + (Lenip”) X* + (Lent”) XY + (Lewii") X"

+ (L") X" 4 (L) XV }dy) (4.2.23)

elde edilir.
Simdi (4.2.23) ifadesinin tam sonucuna ulagmak igin, (4.2.16), (4.2.19) ve (4.2.20)

esitlikleri yardimiyla (Lgi))Xj ve (Leer]') X™, i, j,k,1,m € {h,v} terimleri hesaplan-

malidir.
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(Len®) X" = [€", X" — D[eh, X
= [¢" XV — (X)€" — O([6, X]" — (R(&, X)u)*)
= €7, XV — (P (X))er — it (X)[¢h, €]

— @[5, X)" + B(R(E, X)u)"
= (VeX)" = n(VeX)E¥ — 39(X, Ve£)E®
—n(X)(Ved)® = [& X]" + (1€, X]")¢°
+ (R X)u)" — i ((R(§, X )u)h)gh (4.2.24)
= —39(X, V)& = n(X)(Ved)" + (Vx&)*
T (R X))

ve benzer gekilde,
(Len®) XY = —(Vx&)" £ (R(E, X)E)" — g(X, Veb)Eh,
(Lev®) X" = (VX"

(Lev®) XY = —(Vx&)" + n(X)(Vel)" )
dir ve
(Leni®) X" = &"(i"(X™)) — " ([€", X™])
= (X)) — (&, X" = (R(&, X)u)*)
=E&(n(X)) —n([€, X]) = (Len) X

ve benzer gekilde, (4.2.25)

dir. Boylece,
Nj((X7 0)7 (67 Jt))
= (39X, V)" + (X, V)" + (RIE, X))" F (R X)6)),

— gg(X, Ve€)dy) (4.2.26)

sonucuna ulagilir.
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Dolayisiyla, (4.2.17) ve (4.2.26) denklemlerinden,

NO(X,Y) = F2(R(X, Y)E)" + 2(R(X,Y)E)" £ n(Y)(R(X, &)
F(Y)(R(X,)§)" £ n(X)(R(E, V)" F n(X)(R(E,Y)E)
+29(X, Vy )€ +5g(X, Vy£)e" — 2g(Y, Vx£)E®

— 59(Y, Vx&)&" — an(VxY)E" = 2n(VxY)E" + dn(Vy X)¢"

F2(Ty X+ 5n(X)g(Y, VEOE" +n(X)g(Y, Ve)e"
1

= 31(Y)g(X, Ve©)&" = n(Y)g(X, Ve€)e", (4.2.27)
NO(£,7) = L(~69(X. V) +69(Y, VxE)
—3n(X)g(Y, Ve§) + 3n(Y)g(X, Veb)}, (4.2.28)
NO(X) = Jg(X, Ve + (X, VeO)e & (R(E, X)e)"
+ (R(, X)), (4.2.20)
NW(X) = —gg(X, Ve€) (4.2.30)

yazilabilir. Dolayisiyla bu hesaplamalardan sonra, asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.2.1. M@V (& n, £, g) hemen hemen parakontakt metrik yapisuyla birlikte
bir hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun. Eger (T M, &D,ﬁ,g, g) hemen

hemen parakontakt C-G metrik tanjant demeti tzerinde N = 0 ise, bu taktirde

N(Q) :N(3) :N(4) =0 dir.

ispat. N® = 0 olsun. Bu taktirde, eger (4.2.27) ifadesine 7", ¥ ve ® uygulanirsa,

sirasiyla

59(X, Vy§&) = 5g(Y, Vx§) —4n(VxY) + 4n(Vy X)
+0(X)g(Y, V&) —n(Y)g(X, V&) =0, (4.2.31)

49(X, Vy&) —4g(Y, Vx§) —dn(VxY) + 4n(Vy X)
+n(X)g(Y,Vel) —n(Y)g(X,Vel) =0, (4.2.32)

£2(R(X,Y)E)" F 2(R(X,Y)E)" £ n(Y)(R(X,§)€)" F n(Y)(R(X,£)¢)"
£n(X)(R(EY)E)" F n(X)(REY)E" =0 (4.2.33)
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olur. (4.2.31) ve (4.2.32) ifadelerinde Y = £ alinirsa, sirasiyla
49(X, V) +4n(VeX) =0

ve

39(X,Ve&) +4n(VeX) =0

bulunur ve dolayisiyla

9(X, Vet) = n(VeX) = 0 (4.2.34)

esitliklerine ulagilir. Benzer sekilde (4.2.31) ve (4.2.32) ifadelerinde X = ¢ alimirsa
da
g(Y,Ve) =n(VeY) =0 (4.2.35)

bulunur. (4.2.34) ve (4.2.35) ifadeleri (4.2.31) ve (4.2.32)’de kullanilirsa,

9(X, Vy€) = g(Y, Vx§) (4.2.36)

elde edilir. Boylece, (4.2.34), (4.2.35) ve (4.2.36)'dan, N®(X,Y) = NW(X) =0
oldugu gortlir.

Simdi, eger (4.2.33)’te Y = £ alinirsa

+£2(R(X,€)€)" F 2(R(X,€)€)" + (R(X,§)€)" F (R(X,§)&)" = 0
F(R(X,€)E)" + (R(X,€)8)" = 0 (42.37)

bulunur ve dolayisiyla (4.2.34) ve (4.2.37)’den de N®(X) = 0 oldugu goriiliir ve

boylece ispat tamamlanir. O

Boylece, bir hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetin normalligini

karakterize eden agagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 4.2.2. M@V (& n, €, g) hemen hemen parakontakt metrik yapisuyla birlikte
bir hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun. Bu taktirde, M nin (T'M, P, 7, é, )
hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demeti normaldir ancak ve ancak

NO = 0 dar.
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4.3 Cheeger-Gromoll Metrikli Parakontakt Tanjant Demetler

Bu alt boliimde, parakontakt C-G metrik tanjant demet, K-parakontakt C-G
metrik tanjant demet, C-G para-Sasakian tanjant demet kavramlar: tanimlanarak

bu kavramlarla ilgili baz1 karakterizasyonlar verilmektedir.

Tanmim 4.3.1. MY (®,n, €, g) hemen hemen parakontakt metrik yapisiyla birlikte
bir hemen hemen parakontakt metrik manifold ve T M de (i),ﬁ, 5, g) hemen hemen
parakontakt C-G metrik yapisiyla birlikte bir hemen hemen parakontakt C-G metrik

tanjant demet olsun. Eger T'M tzerinde

20(X,Y) = (V)Y + (Vyi) X

sarty saglanwyorsa, bu taktirde T'M ye bir parakontakt C-G metrik tanjant

demet denir.

O halde, (4.1.20) ve Onerme 3.2.1’den,

2Q0(X,Y) = 3g(®X, dY)

ve

(Vi)Y = Vgii(Y) - i(VgY)

= V(7' (V") + Var (7 (Y?) + Vo (i7" (Y") + Vo (77 (V"))
— i (VxnY") =i (Vi Y?) = " (VoY) = i (Ve YY)
— i’ (VxnY?) = (Ve Y") = (Vi Y) = 7 (VxoY")

= G(Vxn Y &) + GV, V") + G(Vxn Y, €) + G(YY, V)
+ §(Vxo Y M) 4+ G(Y", Vo) + §(Vxo YV, €) + GV, Vxo&?)
=i (VxnY") =i (Vi Y?) = " (VoY) = i (Ve YY)
— i’ (VaxnY") = (VY ") = (Vi YY) = (VoY)

= GV Vxn€™) + G(YY, Vin€®) + GV, Vxo ™) + (Y7, Vxo€?)
—i"(VxnY") = (VoY) = (VoY) = (VoY)

75



GV (VX&) + GV (V)) + (Y™, (R(u, X)E))

2a
- G0 UYL E) - (€ D) X)
I+a.

EG0, €500, U) — Sg(x, U)gle", DY, V)
1 1

— 5 (R, Y)X)") + o (R(X, Y )u)")

= 4(Y. Vx€) + La(Y.Vx€) F 1g(¥. RE X)E) £ In(X)n(Y)
3 1

£ 2g(X,Y) & (X )n(Y) F on(X)n(Y) & Ln(X)n(Y)

AREY)X) F Sn(R(X, Y)E)

oY, Vx€) F 30(Y, RIE X)) % Ju(R(EY)X) % 19(X.Y)

(O =53 +3~ 3}

= 200V, Vx€) F 1ol¥, RE X)8) + 1(R(EV)X) £ 19(X,V)

+

[\]

H
=

= L(69(Y, V&)  g(¥, R(E, X)) £ n(RIE,Y)X) % 9(X, V) F 0(X)n(V)}
ve benzer sekilde
()X = H{60(X, V) F g(X, BE Y)E) £n(RIE X)Y) + g(X,Y) Fn(X)n(Y)}

ifadelerine ulagilir. Boylece, eger T'M bir ((f, 7, é , §) parakontakt C-G metrik yapisiyla
birlikte bir parakontakt C-G metrik tanjant demet ise, bu taktirde

20(X.Y) = (V)Y + (Vei)X

egitliginden

3(@X,0Y) = (690X, Vv&) + 69(Y, Vx&) F g(X, R(E Y)E) F 9V, RIE X)E)
En(R(E X)Y) £ 0(REY)X) £ 20(X,Y) F 20(X)n(Y)} (43.1)

bulunur. Bu nedenle, (4.3.1) esitliginde u = £ ve u = —¢ alinirsa, sirasiyla,

3(0X,9Y) = {69(X, Vy€) +6g(Y. Vx&) + g(X, R(EY)E) + gV, R(E, X)E)
—(R(E X)Y) = n(R(E Y)X) = 29(X,Y) + 20(X)n(¥)} (43.2)
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ve

39(0X,0Y) = {69(X, Vr€) +6(Y, Vx€) — g(X, R(EY)E) — (Y, R(E X)E)
#(RE X)Y) +n(R(EY)X) +29(X,Y) = 20(X)n(Y)}, (4.9

olur. (4.3.2) ve (4.3.3) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
29(®X, DY) = g(X, Vy&) + g(V, Vx£). (4.3.4)

elde edilir. (4.3.4) ifadesinde Y = £ alimirsa, g(X, V¢£) = 0 bulunur. Bu nedenle,
eger T'M bir parakontakt C-G metrik tanjant demet ise, bu taktirde M tzerinde

9(X, Vet) = 0 (4.35)
olur.

Sonug 4.3.1. M@+, (®,n, &, g) hemen hemen parakontakt metrik yapiswyla birlikte
bir hemen hemen parakontakt metrik manifold ve TM de (&),f],g, g) parakontakt
C-G metrik yapiswyla birlikte bir parakontakt C-G metrik tanjant demet olsun. Bu
taktirde, VX € TipuyTM icin, N®(X,€) = 0 ve NW(X) = 0 dw. Burada & €
TipuT'M dir.

Tanim 4.3.2. Bir (T'M,§) hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demeti
tizerindeki bir X vektor alanina bir K:lling vektor alant denir, eger Lyg = 0

sartr saglanwyorsa.

Tamm 4.3.3. Eger €, bir TM parakontakt C-G metrik tanjant demeti tzerinde
bir Killing vektor alany ise, bu taktirde T'M "ye bir K-parakontakt C-G metrik

tanjant demet denir.
Dolayisiyla, bu tamimlara gore agsagidaki teorem ve sonug ifade edilebilir:

Teorem 4.3.1. M@V (&, n, €, g) parakontakt metrik yapiswyla birlikte bir parakon-
takt metrik manifold ve TM de (i), 7, £, g) parakontakt C-G metrik yapiswyla birlikte
bir parakontakt C-G metrik tanjant demet olsun. Bu taktirde 5 , T'M Jizerinde bir

Killing vektor alani olamaz.
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Ispat. VX,Y € T,/ TM ve € € T(,,,)TM igin
(Leg)(X,Y)
= £(9(X,Y) - (€, X1, Y) - 9(X
= (Leng) (X" Y") + (Lgng) (X", V") +

X, [€,Y])
)+ (Leng) (X7, Y")

+ (Leng) (X", V") + (Leo g) (X", V") + (Lo g) (X", V)
’)

(
+ (Leog) (X7 Y") + (Lo ) (XY (4.3.6)

dir. Dolaysiyla, (Leig) (X7, Y*), 4,4,k € {h,v} terimleri hesaplanmahdir.

(Lshg)( Y’

= éh(ﬁ(Xh Yh) = g([e", X", Y") — g(X", " Y]

= £(9(X,Y)) = 3([&, X]" = (R(&, X)u)", Y") = g(X", [, Y]" = (R(, Y)u)")
= £(g(X,Y)) —g([& X],Y) = g(X, [€, Y]

= (Leg)(X,Y)

ve benzer gekilde,

(L) (X", Y") = FL9(R(E X)E, V),

(L) (X7, V%) = 1905, R(E V)0

(Lgg) (X7 V") = (Leg)(X", V") =0,

(Le-d) (X" V") = Lg(VxE,Y),

(Led) (X", V") = g(X, V)

(Led)(X",Y") = £Lg(0X, V) )

(4.3.7)
dir. (4.3.4) ve (4.3.7) ifadeleri (4.3.6)’da kullanilirsa,
(L)(X.¥) = Sg(X.Vv) + S9(¥, Vx&) F 50(R(E X)E.Y)

F50(RIEY)EX) + Ho(X, V36 + (Y, Vx0)} (438)

ifadesine ulasilr. Eger Lzg = 0 ise, bu taktirde
5g(X, Vy€) +59(Y, Vi) +29(R(§, X)&Y) +29(R(§,Y)E, X) =0 (4.3.9)
ve
T9(X, Vy&) + 79(Y, Vx§) —29(R({, X)&Y) —29(R(,Y)E, X) =0 (4.3.10)
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esitliklerine sahip olunur. Boylece, (4.3.9) ve (4.3.10)’dan,
9(X, Vy&) +9(Y, Vx§) = 0
elde edilir. O halde,
29(®X, ®Y) = g(X, Vy§) + g(Y, Vx¢)

seklindeki (4.3.4) esitliginden dolay1 bu bir ¢eligkidir. Bu nedenle f , T'M Tizerinde

bir Killing vektor alani1 olamaz. O]

Sonug 4.3.2. M@+, (®,n,&, g) parakontakt metrik yapiswyla birlikte bir parakontakt
metrik manifold ve T'M de (i),ﬁ, é, g) parakontakt C-G metrik yapiswyla birlikte bir
parakontakt C-G metrik tanjant demet olsun. Bu taktirde, T M bir K-parakontakt

C-G metrik tanjant demet olamaz.

Tanim 4.3.4. Eger bir TM parakontakt C-G metrik tanjant demeti normal ise, bu
taktirde T M "ye bir C-G para-Sasakian tanjant demet denir.

Dolayisiyla su teoreme ulagilir:

Teorem 4.3.2. (MY & n. £, g) bir flat hemen hemen parakontakt metrik manifold
ve TM de (<i>, ﬁ,g ,§) parakontakt C-G metrik yapisiwyla birlikte bir parakontakt C-G

metrik tanjant demet olsun. Eger
dif* (X", Y"){5¢" + 267} = n([Y, X]){2¢" + ¢} (4.3.11)
sarty saglanwyorsa, bu taktirde TM bir C-G para-Sasakian tanjant demettir.
Ispat. (4.2.27)’den
NO(X,Y) = F2(R(X,Y)E)" £ 2(R(X, Y)€)" £ n(Y)(R(X, £)E)"
Fn(V)(R(X, 8" +n(X)(R(E, V)" Fn(X)(R(E,Y)E)" + 29(X, Vy )¢

+59(X, Vy§)e" = 2g(Y, Vx€)E" = 5g(Y, Vx€)E" — dn(VxY)e"
~ 2(VxY)E + An(Vy X)E" + 2Ty X)E + sn(X)g(Y, Veb)e'

F(X)g(¥, V)€ Zu(Y)g(X, V" — (Y )g(X, Ve£)e"
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oldugunu biliyoruz. O halde, hipotez geregince M***1’in flat olmasi, (T'M, P, 7, £, )

parakontakt C-G metrik tanjant demeti tizerinde her X vektor alam igin
9(X,Ve) =0
olmasi ve (4.2.14) esitlikleri kullanilirsa

NID(X,Y) = 29(X, V&) +5g(X, Vy€)E" — 29(Y, V)&’
— 59(Y, Vx&)&" — dn(VxY)E" — 2n(VxY)E" + dn(Vy X)&"
+29(Vy X)¢¥
= —=2{g(Y, Vx&) — g(X, Vy &)} — 5{g(Y, Vx&) — g(X, Vy&)}¢&"
— 4n([X, Y])E" — 2m([X, V)€
= —4di" (X", Y")e" — 10di" (X", Y")E" — dn([X, Y])E" - 2n([X, Y])¢"

elde edilir. Dolayisiyla, (4.3.11) kullanilirsa her X, Y vektor alam icin

NY(X,Y)=0

olur ve Teorem 4.2.2’den ispat tamamlanir. O

4.4 Cheeger-Gromoll Metrikli Hemen Hemen Parakontakt

Tanjant Demetlerin Egrilikleri

Bu alt boliimde, bir 7'M hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin
egrilikleri ¢alisilmaktadir. Bu nedenle, 6ncelikle g C-G metrigiyle donatilmig bir
T M tanjant demetinin Riemann egrilikleri verilmektedir. Ardindan bir 7'M hemen
hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin R Riemann egrilik tensorii ve
K kesitsel egriligi ile ilgili baz1 sonuclar ifade edilmektedir. Son olarak da bir TM
tanjant demetinin ortonormal bazlar1 ifade edilerek bu bazlar yardimiyla, 7'M hemen
hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin S Ricci egriligi ve & skalar egriligi

elde edilmektedir.

Onerme 4.4.1. [6]. R, § C-G metrigiyle donatilmas bir TM tanjant demetinin

Riemann egrilik tensori olsun.
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Eger X,Y,Z M 'nin p noktasindaki tanjant vektorler ise, bu taktirde

R(X"YMZ" = (R(X,Y)Z)" — L{R(u, R(Y, Z)u) X
— R(u, R(X, Z)u)Y — 2R(u, R(X,Y)u)Z}"
+3((V2R)(X,Y)u)",
R(X" YMZY = (R(X Y)Z)" + £{(VxR)(u,2)Y — (VyR)(u, Z) X }"
— L{(R(X,R(u, Z2)Y)u — R(Y, R(u, Z) X )u)"’
+ 49(2”, U)(R(X,Y)u)"} + F2g((R(X,Y)u)", Z*)U,
R(X" YY) Zh = %((VxR)(u Y)Z)"+ 1(R(X,2)Y)"
— 1 LR(X, R(u, Y) Z)u)" + 29(Y, u) (R(X, Z)u)"}
+ 1;—a“g((R(X, Z)u)", Y)U,
R(X"Y")Z" = =L (R(Y, Z2)X)" + 55 {g(Y,u)(R(u, Z) X )"
— 9(Z,u)(R(u, Y)X)"} = 305 (R(u, Y)R(u, Z) X)",
R(X*, V") Z" = L(R(X,Y)Z)"
+ 5 {R(u, X)R(w,Y)Z — R(u,Y)R(u, X)Z}"
+ a2 {9V u)(R(u, X) Z2)" — (X, u)(R(u,Y)Z)"},
R(XV,Y")Z° = 252{G(X", Z%)g(Y,w)U — §(Y", Z*)g(X,u)U}
+ Heet (G(YY, Z20) XY — §(XY, Z9)Y"}
a”{g(X wg(Z,u)Y" — g(Y,u)g(Z,u) X"}

4a2

(4.4.1)

dir. Burada R, M 'nin Riemann egrilik tensoridir.

Teorem 4.4.1. (M) & 0, £ g) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu taktirde,

(TM, P, f],g, g) hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demeti izerinde

\

R(X", Y = F{n(X)Y —n(Y)X}",

R(X", YMer = Hn(X)Y —n(Y)X}",
R(X" YU)Eh = Hag(X, V)" — 2(Y) XY — n(X)Y™
—n(X)n(Y)e" F 3n(X)n(Y)U + 39(X,Y)U}, (4.4.2)
R(X", V)" = Hn(X)Y — g(X,Y)e}",
R(X",Y")eh = Hn(X)Y —n(V) X},
R(X*,Y)Er = {n(Y)X —n(X)Y}" )

dir.
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ispat. Eger T'M bir hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demet ise, bu

taktirde (4.4.1)’den

R(X", Y")E" = (R(X,Y)E)" — {R(& R(Y,£)€) X
§)¢

= R(& R(X, ©9Y = 2R(§, R(X, Y)E)E}"
F 3((VeR) (X, Y)9)",
R(X", VMg = ( (X, Y)e)",
R(X™ Y*)eh = (VX R)(E Y)E)" + 3(R(X, V)"
= {(R(X, R(&Y))€)” + 2n(Y)(R(X, )€)"}
T 29(R(X, 98 YU,

R(X", Y")€" = —§(R(Y,£)X)",
R(X",Y")¢" = J(R(X,Y)¢)"

+ 6 {R(EX)R(E,Y)E — R(EY)R(E, X)€"
+ 31 {n(YV)(R(§, X)§)" — n(X)(R(EY)E)"},

R(X",Y")E" = H{n(Y) X" —n(X)Y"}
olur. Iyi bilinir ki [41], bir M para-Sasakian manifoldu {izerinde
Vx§ = 0X,

R(X,Y)§ =n(X)Y —n(Y)X

ve

R X)Y =n(Y)X —g(X,Y)E

(4.4.3)

(4.4.4)

(4.4.5)

(4.4.6)

dir. Dolayisiyla, (4.4.4), (4.4.5) ve (4.4.6) esitlikleri (4.4.3)’te kullanilirsa, (4.4.2)

esitliklerine ulagilir.

O

Simdi, bir 7'M hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin K

kesitsel egriligini hesaplayalim:

X ve Y, C®(TM)’de iki ortonormal vektor alan1 ve K da bir M hemen hemen

parakontakt metrik manifoldun kesitsel egriligi olsun.
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Bu taktirde, (4.4.1)’den

o GROX", VM)V, XM
RXLYD = S xmavn v — g(xm vy
AR Y)Y) + (R RX, VIOV ) F L(Ty R)(X, Y)E), XP)
N (X,X) (Y,Y) (X,Y)
= K(XY) = SIROGYER,
o GROX" Y")Y?, XP)
K@Y = X XT)g( 1) ~ (XY
G- A(R(EY)RE V)X, XM
= X X)) 00T (447)
_ LRE )X
8 1+77(Y)2 ’
cOryy = - IR OrLX
BXSYT) = R Xy, ve) — 5(x, v
G0 + TX7 — In(Y)2X" + In(X)n(Y)Y", X¥)

L+ n(X)? +n(Y)?}

_ }(7—77(?()2—77(1/)2)
4 \1+n(X)2+n(Y)?

esitliklerine ulagilir.

Dolayisiyla su sonug ifade edilebilir:

Sonug 4.4.1. (M) & 5, €, g) bir para-Sasakian manifold, (T M, ®, i, &, g) M 'nin
bir hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demeti ve K(X, &) de M "nin £ yi
ihtiva eden bir 11 = Sp{X, &} dizleminin kesitsel egriligi olsun. Bu taktirde, T M

uzerinde
11

£

R(xX" &) =0, R(X",¢) ="

K(X",¢") = 7

dir.
Simdi de, bir 7'M hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin Ricci
egriligi ve skalar egriligi elde edilecektir.

Bunun i¢in 6ncelikle, (p,u) noktasinda T'M tanjant demetinin 7, )T'M tanjant

uzay1 i¢in ortonormal bazi hatirlayalim:
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{e1,...,en} p noktasinda M 'nin T, M tanjant uzay icin e; = % olacak sekilde bir

ortonormal baz olsun. Bu taktirde, T{;,)T'M nin

fi=el fapr = €1, fay; = Vae]

olacak sekilde bir {f,..., fon} ortonormal baz vardir ki burada i € {1,...,n} ve
Jj€42,....,n} dir [9].

M hemen hemen parakontakt metrik manifoldunun boyutunu (2n+1) olarak
aldigimizdan, (p,u) noktasinda 7'M hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant

demetinin T{, ,yT'M tanjant uzayi i¢in { f1, ..., fant2} ortonormal bazi

fi=e€l') foniz =€}, fonrj=Vaei_ i€ {l,..2n+1}, j€{3,. . 2n+2}

ve dolayisiyla
fi=el =7 fi=e, ie{2,...2n+1}
ve
f2n+2 = 611] = :':51)7 f2n+j = \/565_1, j € {37 ,2’[’L+ 2}

seklindedir.
Bu hazirliklardan sonra, bir 7'M hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant

demetinin Ricci egriligi ve skalar egriligi bulunabilir.

Onerme 4.4.2. (M@ & n & g) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu taktirde,
bir TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin S Ricci egriligi
¢m
~ 1
SOMYR) = S(XY) = 29(0X, BY) = Zn(X)n(Y). (4.4.8)
2n+1

SECY) = F 1 S (X Beglen V) +0(Teen)g(X,Y)

—g(R(X, e;)Pe;, Y)}, (4.4.9)

SOV = Fp Y {oV Bedglen X) + 1(Vaeg(X,Y)

—g(R(Y, e;)®e;, X))}, (4.4.10)
Sy = (20w + G mony) (4

dir. Burada S, M 'nin Ricci egriligidir.
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Ispat. Ricci egriliginin tanimmdan ve (4.4.1)’den,

S(Xh yh
4An+2
—Zg R(X", fi) fr, Y")
2n+1
= G(R(X", f)fr,Y Z R(X", fi) i, Y") + G(R(X", fonsa) fonra, V")
2n+2 ~
+ 3 GRX", fanis) Fansss Y7
=3
’ 2n+1 ~
= GRX" M Y + 37 GR(X", el)el, Y + g(R(X", )¢, Y")
=2
2n+2

+ Z R(X™, \/_e )\/Ee}’_l,Yh)
+ 2 (R(E RX,OE8)" F S (VeR)(X,06)", V")

+ 3 BRI, ee) + SR(E RO, )’

= (ROXOEY) + 3 g(R(X, ee,¥) — Sg(R(V, )6, RX, 6)

2n+1 2n—+2

S QRO )6 ROG)E) + ¢ D glR(E e )Y, R(E ¢ 1) X[4.4.12)

i=2 j=3

esitligine ulagihr. (4.4.5) ve (4.4.6), (4.4.12)’de kullanilirsa,

S(XP Y = S(X.Y)— ggmmg Y, p(X)¢ - X)
9 Z n(e;)Y,n(X)e; — n(e;)X)
4% Z gm(Y)ej—1 —glej—1,Y)E,n(X)ej—1 — glej_1, X)E)

bulunur ve bu esitlik diizenlenirse (4.4.8) elde edilir.
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Benzer gekilde, (4.4.4), (4.4.5) ve (4.4.6)’dan

S(XM yv)
4n+2
—Zg R(X", fi) fe, V")
2n—+1 ~
= G(R(X", ¢Mem v +Z R(X", el)el, Y") + g(R(X",£)€",Y")
2n—+2
+ Z g(]:z(Xh: \/56}1—1)\/563)—17 YU)
J:f 2n+1
=§($§((V53)(X€ YY) +Z (Ve,R)(X,e:)€)",Y")

::F}l{g((vgm(x,g)g), Y) +1((VeR)(X, ©&n(Y)

2n+1 2n+1
- Z (X, )&, Y) + D n((Ve, R)(X, e)n(Y)}
=2

oldugu goriiliir ve bu esitlik diizenlenirse (4.4.9)’a ulagilir.

Benzer hesaplamalarla

S(XV, Y
4n+2 ~
= GRX", fi)fe, Y
! 2n+1 ~
= G(R(X",&Mem v +Z R(X", el)el, Y + g(R(X",£°)€", Y™
2n+2 ~
+ Z .&(R<XU> \/562{71)\/56;)717 Yh)
]13 2n+1
= §(+7((VeR)(&, X))" Y") + Z (Ve R)(E X)ei)", Y")

olup bu esitlik diizenlenirse (4.4.10) ve son olarak da

4An+2
S(XUYY) = 3 GR(XY, fi) i YY)
= 2n+1
= GRX", MM Y + ) GRIX", el Y")
~ 22721—1—2 ~
HG(R(XV, €YY+ ) G(RIXY, V2el )V2el V")

Jj=3
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7
glej—1,e;_1)n(X)U + gg(ej—l, ej_1) X" —

n(ej—1)n(ej—1) X" + %U(X)U(ej—ﬁe?p YY)

H-
O~ N~

olup bu esitlik diizenlenirse (4.4.11) elde edilir. Yukaridaki hesaplamalarda, n(e;) =
0,7 € {2,....,2n + 1} dir. Ciinkii {e;}, M igin e; = £ olacak sekilde bir ortonormal
bazdir. [l

Dolayisiyla bu 6nermeden asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.4.2. (M) & n, £ g) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu taktirde,

bir TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin S Ricci egriligi

AﬂXJU:aﬂXJﬁ+(fn_5)ﬁ¢Xﬂﬁv+nMXﬂﬂ
1 2n+1
T Z {9(X, @e;)g(Y, e) + g(Y, Pei)g(X, €;) — g(R(X, e;)Pe;, Y)

— g(R(Y, e;)®e;, X) + 2n(Ve,€:)9(X,Y)} (4.4.13)
dar.

ispat. Ricci egriliginin tanimindan,

4dn+2

k=1
4An+2 4An+2

= 3 GROXM, f) f Y Z ROX", fi) fos V)

k=1
An+2 4n+2

+ Z R(X", fi) fe, YT + Z R(X", fi) fi, YY)

= ﬂxﬂww+axhwu+axaww+axawq (4.4.14)

dir. Boylece, (4.4.8)-(4.4.11) esitlikleri (4.4.14)’te kullamilirsa, (4.4.13) ifadesine

ulagilir. O
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Teorem 4.4.3. (M) & n, £ g) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu taktirde,

bir TM hemen hemen parakontakt C-G metrik tanjant demetinin ¢ skalar egriligi
G =0—n+Tn
dir. Burada o, M 'nin skalar egriligidir.

ispat. Skalar egriliginin tamimindan ve Onerme 4.4.2’den

4dn+2 2n+1

o= Z§<fk’fk) = g(f17f1)+ E g(fivfi)+g<f2n+2;f2n+2)
k=1 i=2
2n+2

+ Z S(fontj» Fanss)
j=3
’ 2n+41
= fhfh+z D+ S8EE)

2n+2
+2 Z S(es_q,ed )
=3

2n+1

oldugu goriliir. O]
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BOLUM 5
CHEEGER-GROMOLL METRIKLI METALIK
TANJANT DEMETLER

Bu boliim {i¢ alt boliimden olugmaktadir. Birinci alt boliimde, p ve ¢ iki pozitif
tamsay1 olmak tizere (p,q)-metalik sayilar ve bir M manifoldu tizerinde metalik
yap1 kavramlar: tanimlanarak p ve ¢'nun gesitli degerlerine gore metalik Riemannian
yapilarin bazi siniflarindan (golden, silver, bronze, subtle, cooper ve nickel Riemanni-
an yapilar) bahsedilmektedir. Ikinci alt boliimde, tanjant demetler iizerinde .J
metalik yapisi tamimlanarak Nj Nijenhuis tensorii yardimiyla J metalik yapisiin
integrallenebilirlik sart1 elde edilmekte ve ardindan Cheeger-Gromoll metrigiyle dona-
tilmig bir metalik tanjant demetin metalik Riemannian tanjant demet olma sartini
veren teorem ispatlanmaktadir. Ugiincii alt béliimde ise, Cheeger-Gromoll metrigiyle
donatilmig metalik Riemannian tanjant demetlerin bir sinifi olan bir golden Rieman-
nian tanjant demetin lokal olarak ayristirilabilir olmasiyla ilgili bir teorem verilmekte-

dir.

5.1 Metalik Riemannian Yapilar

Tanim 5.1.1. [/3]. p ve q iki pozitif tamsayr olsun. Bu durumda,
22 —pr—q=0

denkleminin pozitif ¢cozimine metalik ailenin bir tyesidir denir.

_pt VPP t+4q
=

Opyq
seklinde ifade edilen bu saylara (p, q)-metalik sayilar denir.

Tanmim 5.1.2. [43]. Bir M manifoldu dizerinde
J?* =pJ +ql, (5.1.1)
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sartin saglayan (1, 1)-tipindeki bir J polinomal yapisina metalik yapr denir. Burada
p ve q pozitif tamsaylar ve I da M dzerindeki vektor alanlarinan x(M) Lie cebiri

uzerinde ozdeslik operatoridir.

Riemann geometri, diferensiyel geometrinin iskeletini olugturdugundan, simdi bu

yapi iizerine bir metrik ilave edelim.

Tamim 5.1.3. [43]. x(M), M dizerinde vektor alanlarinan uzay: olsun. EgerVX,Y €
X(M) dcin
g(JX,Y) =g(X,JY) (5.1.2)

sarty saglamyorsa, yani J yapist g metrigine gore bir self-adjoint operator ise, g
Riemann metrigine J-bagdasabilir denir.
Metalik yapi i¢in yukaridaki sart,
g(JX,JY)=p.g(X,JY)+q.9(X,Y)
sartina denktir. Gergekten,

g(JX,JY) = g(X,J?Y) =g(X,p.JY +¢Y)
= pg(X,JY)+q9(XY)

oldugu goriiliir.

Tamm 5.1.4. [{3]. g, J-bagdasabilir bir Riemannian metrik olmak tzere, J* =
pJ + ql sartine saglayan bir J metalik yapiswyla donatimis (M, g) Riemannian
manifolduna bir metalik Riemannian manifold ve (g,J) ye de M dzerinde

metalik Riemannian yapt denir.

Tanmim 5.1.5. Eger yukardaki tanimda p = q = 1 olarak alimirsa, bu taktirde (g, J)
yapsina M dzerinde bir golden Riemannian yapi denir.
Benzer sekilde

ejer p = 2 ve q = 1 ise, bu taktirde (g,J) yaprsina M dzerinde bir stlver
Riemannian yaps;

eger p = 3 ve ¢ = 1 ise, bu taktirde (g,J) yapisina M dizerinde bir bronze

Riemannian yapi;

90



eger p = 4 ve q = 1 ise, bu taktirde (g,J) yapisina M dizerinde bir subtle
Riemannian yapzi;

eger p = 1 ve ¢ = 2 ise, bu taktirde (g,J) yaprsina M dizerinde bir copper
Riemannian yapr ve

eger p = 1 ve q = 3 1ise, bu taktirde (g,J) yapisina M dzerinde bir nickel
Riemannian yapr denir ( [43]).

J, M iizerinde (1, 1)-tipinde bir tensor alani, yani J € §1(M) olsun. (r, s)-tipindeki
bir ¢ tensor alanina .J’ye gore bir piir tensor alani denir, eger VX, Xs, ..., X, €

So(M) ve V€L, &2, ..., €7 € R (M) icin

t(JX1, X, oo, X €862, .,67) = (X1, J Xy, ..., X €L 62,67

= t<X17X2a Ey) JXS;€17527 "'7£T)
- t(X17X27 "'7Xs; J/£17€27 "'7€T)

= t(X1, Xy, .., Xo; 64,62, 0€) (5.1.3)
ise, burada J'
(JOX) =€(JX) = (o I)(X), X € Fp(M), & € F(M).

seklinde taniml J'nin adjoint operatoridiir.
Dolayisiyla bu tanmima gore, eger g Riemann metrigi J-bagdasabilir ise, bir piir
tensor alanmdir.

Simdi, ileride kullanilacak olan

(I)J : 3’2( ) 13:er1< )

seklindeki ®; operatoriinii tanimlayalim. & ; operatori, J'ye gore bir piir tensor

alani olan (0, s)-tipindeki ¢ tensoriine uygulanirsa, VX, Y1, ..., Y, € 5 (M) icin

(Ds1)(X,Y1,....,Ys) = (JX)t(Ye, ..., Y,) = Xt(JYq, ... +Z (Y1, ..., (Ly, )X, ..., Ys)
(5.1.4)

olur, burada Ly, Y’ye gore Lie tiirevini belirtir [44].
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Onerme 5.1.1. [43]. Herbir F' hemen hemen ¢arpym yapisi, M dzerinde

P 2004 —D P 2004 —D
— I+ (2L D F — - (2L D) F
=3 +( 2 ) =3 ( 2

seklinde iki tane metalik yapr dogurur. Tersine, M tuzerindeki herbir J metalik

yaprst, bu manifold tizerinde

2 p
F = J — I
* (2Up,q -D 2004 —p )

seklinde iki hemen hemen carpym yapr dogurur.

Ozel olarak, eger I hemen hemen carpim yapist Riemannian ise, bu taktirde Jy

ve Jo de metalik Riemannian yapr olurlar.

ispat. F bir hemen hemen carpim yapi, yani £2 = I olsun. Bu durumda, .J;’in bir

metalik yap1 oldugunu gorelim:
Jy =T+ (QUM p) F oldugundan, J;(X) = 2X + (@) F(X) olur. O halde,
o2 g = P-0pq + q oldugu kullanmlirsa

JE(X)
= Ji(J1(X))
ZBJl(X) (2‘7pq )F

o () () o ()

2 20 20 200 —p\
:%XJr( nl p)F ( P‘Ii’ p)F(X)Jr(—p’; p) X
:]9_2X+<20qp p)F — 4040 + P’

4 4

2 2 2
:p_X_{_<qup p)F qupX—l— P~ 5

4 4

2 2
:%X+<qup p)F — Opg-P-X

<2X+(20”q )F > X —0pgp X

oldugu gortiliir. Dolayisiyla ' bir hemen hemen carpim yapi iken J; bir metalik

yapidir. Benzer gsekilde J;'nin de bir metalik yap1 oldugu gortilebilir.
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Tersine, J bir metalik yap1, yani J? = pJ+qI olsun. Bu durumda F = 2% - pJ —
2Upp _p[ nin bir hemen hemen ¢arpim yapi oldugunu goérelim:
F(X) = (2op,2qu) J(X) — (2%271)) X veo,,= ARVL “20+q oldugundan
P = (g) S0 - (52 ) PO
20,4 2004 —D
p
= (X)— | — | J(X
(Qqu ) ((2‘7pq ) ) (ZUp,q_p) ( ))
=) (=) - (50=5) )
20p q 20,4 — 2004 — D
2p
= —————% JX)+¢X) - ———J(X)
(2054 — p) (2054 — p)2
2 2
—— P g+ —r _x
(2054 — p) (2054 — P)
1
= ————— (4p.J(X) +4¢.X — 2p.J(X) — 2p.J(X) + p*.X)
(204 — p)
1
= dg+p?) X
402  — 40y q.p + p* ( )
= X
elde edilir. Dolayisiyla F' = o~ z _pJ — 5 _p[ bir hemen hemen ¢arpim yapisidir.
Benzer sekilde F' = — (2%2‘]727(] — 20,,1:, 7pI > 'nin de bir hemen hemen carpim yap1
oldugu goriilebilir. O]

J? = pJ + ¢ sartim saglayan J metalik yapisi icin ifade edilen bu Onerme, p ve

¢'nun farklh durumlarina gore (Tanim 5.1.5’teki anlamda) agagidaki gibi ifade edilir:

Uyar: 5.1.1. ©) Herbir F' hemen hemen ¢arpim yapisi, M dzerinde
1
JLQ = 5(13{: \/BF)

seklinde ki tane golden yapr dogurur ve tersine, M tuzerindeki herbir J golden yapis,

bu manifold tizerinde
1

V5

seklinde ki hemen hemen carpim yapr dogurur.

F=F—(2J-1).

Benzer sekilde,
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i1) herbir F' hemen hemen ¢arpim yapisi, M tzerinde
JLQ =1 + \/EF

seklinde iki tane silver yapr dogurur ve tersine, M tzerindeki herbir J silver yapist,
bu manifold tizerinde
1
F=F—(J-1);
5 (J = 1)

seklinde iki hemen hemen carpim yapr dogurur;

11) herbir F' hemen hemen ¢arpim yapisy, M dzerinde
1
JLQ = 5(3[ F Vv 13F)

seklinde ki tane bronze yapr dogurur ve tersine, M tzerindeki herbir J bronze yapist,
bu manifold tzerinde

1
F=5— (2] —3I);
F T3< )

seklinde iki hemen hemen carpim yapr dogurur;

iv) herbir F' hemen hemen ¢arpvm yapisi, M dzerinde
J1’2 =27 + \/EF

seklinde ki tane subtle yapr dogurur ve tersine, M uzerindeki herbir J subtle yapist,
bu manifold tizerinde

1
F=F—(J—2I);

V5

seklinde iki hemen hemen carpim yapr dogurur;

v) herbir F hemen hemen ¢arpim yapisi, M tzerinde
1
JLQ = 5([ + 3F)

seklinde iki tane copper yapr dogurur ve tersine, M tzerindeki herbir J copper yapist,

bu manifold tizerinde

1

seklinde iki hemen hemen carpim yapr dogurur;

94



vi) herbir F' hemen hemen ¢arpim yapisy, M dzerinde
1
JLQ = 5(]:}: V 13F>

seklinde ki tane nickel yapr dogurur ve tersine, M tzerindeki herbir J nickel yapisa,

bu manifold tizerinde

1
F:$\/—1_3(2J—]).

seklinde iki hemen hemen carpym yapr dogurur.

5.2 Cheeger-Gromoll Metrikli Metalik Riemannian Tanjant

Demetler

Bu alt boliimde, 6nce bir TM tanjant demeti {izerinde bir J metalik yapisi
tanimlanarak N Nijenhuis tensorii yardimiyla J metalik yapisinin integrallenebilirlik
sart1 elde edilmektedir. Ardindan Cheeger-Gromoll metrigiyle donatilmig bir metalik

tanjant demetin metalik Riemannian tanjant demet olma sarti bulunmaktadir.

Tanim 5.2.1. T'M bir tanjant demet olsun. Bu durumda, her X vektor alani i¢in

JX" = %{th + (2054 —P) X"}

jXU = %{va + (QUp,q _p)Xh}a

(5.2.1)

sartim saglayan J yapisina TM metalik yape denir.
Burada,
JPXM —p JXM — ¢ X"
= %{p.th + (2054 — D) JX"} — g{p.Xh + (20,4 — ). X"} — q. X"

1(p vy | 20pq—D v
~ 3 { L+ 2 - X L - X

— L{p X"+ (20, = p) X"} — g X"
= i {p{p‘Xh + (2004 = ). X"} + (2050 — ) {P- X" + (2054 — p>‘Xh}}
—2p{p. X"+ (20, — p). X"} — 4q. X"}
= i{pQ_Xh + 20,40 X" — p2. X" + 20, ,.p. X" — p*. X"
+ (204 — ). X" = 2p2. X" — 4o, p. X+ 2p* XY — 4q. X"}

= (U;yq — POpg — q)Xh =0
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ve benzer sekilde

XY —p.JXY —¢.X"
1 T v T b v v
= §{p.JX +(20p7q—p).JXh}—§{p.X +(20p7q—p).Xh}—q.X

1

Py 20pq — P v
= B+ o - X+ 2R 0 4 2,0 - )XY

P v v
— 5{p.X + (20,4 — ). X"} —q.X

1
=1 {p{p- X"+ (2054 — ). X"} + 2050 — p) {p- X" + (2054 — p). X"}}
—2p{p. X"+ (2054 — p)-Xh} —4q.X"}
1

= P X+ 205, p X" — 2 XP 4 20, p. X" — R X"

+ (2044 — )2 XY =20 X" — 4oy, 0. p. X"+ 2 XM — 4q. X7}
= (Jiq —pOpg— QX"
=0

olup, (5.2.1) ile verilen T'M metalik yapisinin J? — pj — ql = 0 sartin1 sagladig,
yani T'M tanjant demeti iizerinde bir metalik yap1 oldugu goriilebilir.

Dolayisiyla, p ve ¢'nun farkli durumlarina gore J golden, silver, bronze, subtle,
copper ve nickel yapilar1 (Tamim 5.1.5’teki anlamda) agagida verilen uyaridaki gibi

ifade edilir:

Uyar1 5.2.1. TM tanjant demeti tizerinde J golden yapise

JXM = LXM 4+ /5XY
3 ) Vo) (5.2.2)
JX = H{X" +V5X"},

2

seklinde; J silver yapist
JX" = X" +/2X"

B (5.2.3)
JXU = X" +2X",
seklinde; J bronze yapisi
JX" = L{3Xx" /13X
2t J (5.2.4)

JXY = H{3XY + V13X"},

seklinde;
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J subtle yapisu
JX" =2X" 4 /X"

R (5.2.5)
JXU =2X"+/5X",
seklinde; J copper yapist
JXh = H{X" +3X"} (5.26)
JXU =XV +3X"}
seklinde ve son olarak J nickel yapisi ise
JXM = X" +/13X?
2 J (5.2.7)

JXY = H{Xv+ V13X,
seklinde tanimlanar.

N;(X,Y), VX,Y € TyTM icin TM tanjant demeti iizerindeki J metalik
yapisinin

N;(X,Y)=[JX,JY]+ J*X,Y] - JJX,Y] - J[X, JY] (5.2.8)

seklinde tanimli Nijenhuis tensor alani olsun.

(5.1.1), (5.2.1), (5.2.8) ve Teorem (2.2.1)’den

N X" Y™

= [JX", JYM + P X" YR — JJX" YR — JIX", JYh
20, . — 20, . —

:[th_i_(Upg p)X”U7gyh+(gpaq p)

' 20, — . 2004 —
- TEX" 4 (2R X v - (X By (et

2
P vk, P 20pg =D v _ D20pq—D v

FpJ[X, YT = pJ(R(X,Y)u)’ + q[X, Y] — g(R(X,Y)u)’ — gj[X, Y]

YU+ J2 X" Y

)Yl

2 —p . N
+ STROLY Ju)” + (FRE=2)J(Vy X)" = ZJ[X V)"

P s v 20—17#1 — P37 v
o/ (BX Y)u)" = (—=5—)J(VxY)

n
— (p2 +q- (@)2) (X, Y] — (% + q) (R(X, Y)u)’

4
_ <p2 + 4q) (R(X,Y)u)" (5.2.9)
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ifadesine ve benzer sekilde

N7 (X" V")
= [JX" JY?| + J2 X" v — JJX" YY) = J[X", JY]

p 20pq =D\ vo Pyw , 20pq — D 7 v
= [§X"+(%)X 5Y +(%)Yh]+J2(VxY)
20 — . 20, —
— JEX" + (R XY = JIX DY 4 (Y
2
= ( U”’; EY(R(X,Y )
244
= (p Z q) (R(X,Y)u)", (5.2.10)
Ny (X", Y")
= [JX?, JY" + J2XV, V" — JJX, Y — J[X?, JY"]
D o 20,4 —D P 2004 = D0 ~ v
=[GX"+ (%)X’Z §Y" + (=Y - JA(VyX)
—JEX"+ (—2‘7”’;_ XY = T, Sy (—20”’;_17)}/”]
2 _
= (2P (RO Y )
244
- (p Z q) (R(X,Y)u)" (5.2.11)
ve
N;(X?,Y?)
= [JX?, JY"] + J?[X",Y"] — J[JX", Y] — J[X", JY"]
_ E v 20—171‘] - P h B v 20-1774 —P\vn
20 — . 20, —
J[ Xv ( UP,; p)Xh,YU] _J[ijgyv_‘_( O-p,; p)yh]
2
= —( "p; EY(ROX Y )
244
= (p Z q) (R(X,Y)u)". (5.2.12)

ifadelerine ulagilir. Bu nedenle, (5.2.9)-(5.2.12)’den agagidaki Teorem elde edilir:

Teorem 5.2.1. TM tanjant demeti iizerindeki J metalik yapisinan integrallenebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin flat olmasi, yani R = 0 olmasidar.
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Ispat. Eger J integrallenebilir ise, bu taktirde N = 0 dir. Dolayisiyla, (5.2.9)-(5.2.12)

ifadelerinden R = 0 olur. Tersine eger M flat, yani R = 0 ise, bu taktirde

(5.2.9)-(5.2.12)’den N = 0 olur. Bu nedenle, ispat tamamlanir. O
Simdi, VX,Y € T, TM icin

G(X,Y)=g(JX,Y) - §(X, JY), (5.2.13)
tensoriinii tammlayalim. Cheeger-Gromoll metriginin tanimindan ve (5.2.1)’den
G(X" yh
= g(th, vhy — (X", gy
G5 X" + (200~ D)X}, V") = GX", LY+ (20— p)Y))
1

S PIX YY) + (20,0 = p)g(X", V") = pg(X", V") = (205 = p)3(X", V"))

=0, (5.2.14)
G(X" YY)

:g(j ) g(Xh’jYU)

- <§{th ¥ (2050~ D)X YY) — GX" DY+ (2050 — DY)

- (22472) ey - gy
20p =P\ [9(X,u)g(Y,u) — (X, Y)g(u, u)
e
G(X", Y™
= g(JX",Y") — g(Xv, Jy")
= G5 P + 2oy — P)X'L V) = G, (Y + (o — DY)
- (22472) gt v - ey
2Up,q —-p g(X7 Y)g(u7 u) — g<X7 u)g(}/u u)
:( g ) o } (5.2.16)
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ve

G(X",Y")
GJIX", YY) — g(XV, JY?)

g(%{va + (200 = )X 1Y) = 3(X7, %{pY“ + (2050 = )Y"})
= %{pg(XU: YY)+ (2004 _p)f](Xha YY) = pg(X*,Y") = (204 — p)G(X", Yh)}

(5.2.17)

elde edilir. Boylece, agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 5.2.2. (M, g), n-boyutlu bir Riemannian manifold ve TM de (M, g) nin §
Cheeger-Gromoll metrigi ve (5.2.1) ile tanvml J metalik yapisiyla donatilmas tanjant
demeti olsun. Eger M iizerinde herbir X vektor alani i¢in g(X,uw)u = g(u,u)X sarts

saglanwyorsa, bu durumda T'M bir metalik Riemannian tanjant demettir.
Ispat. Ispat, Tamm (5.1.3), Tamm (5.1.4) ve (5.2.13)-(5.2.17)’den aciktur. O

Sonug 5.2.1. (M, g), n-boyutlu bir Riemannian manifold ve TM de (M, g) nin g
Cheeger-Gromoll metrigi ve (5.2.1) ile tanvmla J metalik yapiswyla donatilmas tanjant
demeti olsun. Eger TM bir metalik Riemannian tanjant demet ise n = 1 olup M

bir egridir.

ispat. Eger T'M bir metalik Riemannian tanjant demet ise, bu durumda Teorem
5.2.2’den M iizerinde herbir X vektor alani i¢in g(X, w)u = g(u, u) X tir. Ayrica, M
manifoldu tizerinde ¢(X,u)u = g(u,u)X sartin saglayan biitiin X vektor alanlari
u ile lineer bagimhdir ve dolayisiyla M manifoldu 1-boyutlu olur. Bdylece ispat

tamamlanir. 0

Sonug 5.2.2. (M, g) bir Riemannian manifold ve TM de (M, g) 'nin g Cheeger-Gro-
moll metrigi ve (5.2.1) ile taniml J metalik yapiswla donatilmis tanjant demeti

olsun. Eger M dzerinde g(X,u)u = g(u,u)X sarte saglanwyorsa, bu durumda g, J

metalik yapisina gore bir pir tensor alanidr.

Ispat. Ispat, piir tensér alammn tanimi ve (5.2.13)-(5.2.17) esitliklerinden aciktar.
[
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5.3 Cheeger-Gromoll Metrikli Lokal Olarak Ayristirilabilir

Golden Riemannian Tanjant Demetler

Bu alt boliimde, TM tanjant demeti iizerindeki J golden yapisi yardimiyla,
M’nin Cheeger-Gromoll metrigiyle donatilmig ve metalik Riemannian tanjant demet-
lerin bir siifi olan T'M golden Riemannian tanjant demetinin lokal olarak ayrigtirila-
bilir olmasiyla ilgili bir karakterizasyon verilmektedir.

TM tanjant demeti tizerindeki J golden yapisi, herbir X vektor alani i¢in

JXM = X"+ V5X"}
JXY = H{Xv+VEX"}

2

(5.3.1)

seklinde tanimlanir ve bu gekilde taniml J yapisinin gercekten, J2—J—-1=0
sartin sagladigi gortilebilir [44].

Integrallenebilir bir J golden yapisiyla birlikte bir (M, J, g) golden Riemannian
yapisina lokal olarak golden Riemannian manifold denir. Eger lokal olarak

golden Riemannian manifoldun g metrigi
ds® = gup(a)dz®da’ + gg5(2°)da’da®, a,b,c=1,...m, a,b,c=m+1,...n

formunda ise, yani g,;’'ler sadece xz¢'nin fonksiyonlari, g,; = 0 ve gz;'ler de sadece
2% nin fonksiyonlari iseler, bu taktirde M manifolduna bir lokal olarak ayristirilabi-
lir golden Riemannian manifold denir [44].

[44]’de Gezer ve arkadaglar1 gordiiler ki; bir (M, J, g) golden Riemannian manifol-
dunun lokal olarak ayrigtirilabilir golden Riemannian manifold olmasi i¢in gerek ve
yeter sart ' hemen hemen carpim yapisi olmak tizere ®rg = 0 olmasidir. Ayrica,

hemen hemen ¢arpim yap1 F' ve golden yapi J arasinda

2
Prg = E@Jg
seklinde bir iligki elde ettiler. Boylece, agsagidaki Teorem ispatlanabilir:

Teorem 5.3.1. (M, g) bir Riemannian manifold ve TM de M 'nin § Cheeger-Gromoll
metrigi ve (5.3.1) ile tamiml J golden yapiswyla donatilmis golden Riemannian
tanjant demeti olsun. Bu durumda (T'M, J, g) lokal olarak ayrigturilabilir golden

Riemannian tanjant demettir.
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Ispat. Cheeger-Gromoll metrigin tammu, (4.1.13), (5.1.4) ve (5.3.1) esitlikleri kullan-

larak
((I)jg)(Xh> Yh’ Zh)
= (JJX") (Y, Z"M) = XM (g(JY", Z")

+ g([Yh, JXM — Jiyh Xh), Z2M) + g(vh [ zh, JXR - J[Z2", X))

- Gxr - Loy 2) - Xyt + Ly, 2
+g([Y", %Xh + ng] — JIY" X", 7z
+g(Yh (2", %X" + \/;Xv] — J[Z" X))
= g(%[y, X" - %(R(Y, X)u)” + ?(VYX)” — JY, X"+ J(R(Y, X)u)*, Z")
+g(Y", %[z, X"~ %(R(Z, X)u)’ + \/TS(VZX)“ — J[Z, X" + J(R(Z, X)u)"
= E/(g(R(Y, X)), Z2") + g(Y", ?(R(Z, X)u)")
— Y G(R(Y, X)u — R(u. V)X, 2)

esitligi,

(ijg)(Xha Yh’ ZU)
= (JX")(g(Y", 2) = X"(g(JY", 2%))

+g([Y" X" — Jyh XM, z9) + g(y", (20, JXM — J[Z°, X))
= —Xh(g(%Yh + gw, Z") + g([y", %Xh + ng] — J[Y, X"

+ J(R(Y, X)u)’, Z°) + g(Y", [2°, Lxny ﬁX”] + J(VxZ)?)

2 2
V5 V5

= - Y2XN, 20) + g X+ 2 X T X

+ J(R(Y, X)u), Z°) + g(Y", %[Z”, XM+ \/TS[Z”, X+ J(Vx2Z)")

BTV 2 + G (T2} + S X - R 0w
+ (9 A XP - A X S Xy
R 2 4 50 5952+ vz vy
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(0. 20 - L, (T 2)) ~ SRV X, 2
= g9y X0 2 = Loy, X1 20 + Sa R oy 2)
g (520

ot

gﬁ(yv, (VxZ)") + ?g(yh, (Vx2Z)M
- zuT\/i,u)){g(Ya VxZ)g(u,u) = g(Y,u)g(VxZ,u)}

esitligi, son egitliktekine benzer adimlar takip edilirse

i . B V5
(®;9)(X", Y, Z") = 50T g(u ) {9(Y,w)g(VxZ,u) — g(Y,VxZ)g(u,u)}
esitligi,

((bjg)(Xv’ Yh7 Zh)
= (JX")(g(Y", Z") — X" (3(JY", Z2"))

+g(Yh JXe] = JY", X0, 28 + g(yh, (2", XY — J[Z", X))
Ly, V6

- (g DX G 2 - X0y Y

+ g([y" Lye + ?Xh] — J(VyX)", 2"

"2
+g(Y"h (2", %X” + \/;Xh] — J(VzX)")
- L 2y + L, 2) - e, 20)
g[Y",X’l] - %(VYX)” - g(v X)", z"
a0 2z 0+ iz x - Lw,x - Do, x
NG

Y, Z")

1
+§(§[YhaXv] +

2
— \/TEQ(VXY, Z)+ 5 9(Y,VxZ)
‘/E(VYX)h - ﬁ(va)h - g(VYX)ha Z")

ra(%
Far L (v - vz - X0

esitligi,
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(q)jg)(th YY, ZU)
= (JX")(g(Y", 2) = X"(g(JY", Z"))

+g([yy, JXM — JY*, X", z°) + g(vy°, [2°, X" — J[Z°, X"))

= (x4 D 20) - Xy v )
+g(y, %Xh - ?X”] +J(VxY)", 27)
+g(Y, (27, %Xh + \/TBX”] +J(Vx2)")
- Lo,z + Lxaer 20) - 1xvaer. z)

2

+ g(%[yv, XM+ ?[YU,X“} + %(VXY)” + g

+§WE%M%XH+%§w%Xﬂ+%WQZV+
= X 20) — STV 20 +

ot

(VxY)", Z°)
V5

T(VXZ)}L)

—_

SA(VxY), 27)

[\)
—_

A0 (VX Z)) + (Y (VxZ))

X, 27)

(\]

esitligi,

(@jg)(X”7 Yh’ ZU)
= (JX")(g(Y", 2")) = X" (3(JY", 2))

+g([Y" JX] = JY", X°), 2% + g(Y", [2°, JXY] — J[Z°, X"])

U~1 \/S v v
= XY+ Y 7)

1 5 ~ 1 5
XY+ £X"] — J(VyX)", Z) + (Y, [2°, = X" + £X’l])

~ Yh
+9(" 5 2 2 2

S

- 2)
A x+ 2t - v

+g(Y", %[zv, XY+ ?[zv, XM

V5

- T(VYX)}L? Zv)
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= FXG,2)

“[%

+ G + Y X = YR Xy - L@y =
+9(Y", —?(VXZV)
\/5 (0N Bed v v ~ v v
= =X Z0) + SR, X)), 2)
esitligi,

(©59)(X°, Y, Z")
= (JX")(g(V", 2") = X (§(JY", Z"M))
+ (Y'Y, JX°) = JYY, X, Z") + g(Y*,[2", JX*] — J[Z", X?)])

= —X”(Q(%Y” + ?Yh, ZM) + gy, %X” + th], zZ")
+g(ve, (2", %X” + \/;Xh] — J(VzX)")
= xe(y 2+ g X + L X1, 27)
+5(r, 28 X+ Y220 X0 - Loy = Yo,
= L0 (907 - R0 (RZ X)) - S0 (94X))
=g (R(Z X))
/5

= T3 g(a,ap K

esitligi ve son olarak da
(q)jg)(XUvav ZU)
— (JX")(G(Y", 2") = X*(5(TY", 2)

+g([Yy, XY = JYY, X", Z2°) + g(Y*,[2°, JX*] — J[Z°, X"])

= (4 D 7)) - X v+ v 2)

2 2 2 2

- 1 5) N 1 5
gl Sx 4 X, 2 (v, (2, 2x+
1 (0N Eed v v \/g ~ v vV 1 V(= v v
= §X (g(y*,z ))+7Xh(g(Y ,Z")) —§X (g(Y", z2"))

a0 Dy 2 4 g0 bz + iz
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vy, + L

- L230r, (Vx2))

(Y*,(Vx2)") -

Ly, 2)

=0

esitligi elde edilir.
Teorem 5.2.2°deki metalik Riemannian tanjant demet olma sarti g(X,u)u =

g(u,u) X kullanilirsa, (4.2.16)’dan

= m{—%()@ u)g(Y, Z) = 29(X,u)g(Y,u)g(Y,u) + g(X,Y)g(Z, u)

+9(X, Z)g(Y,u) + g(X,Y)g(Z, u)g(u, u) + g(X, Z)g(Y, u)g(u, u)}
= T 2 (Y. 2) = 20X, u)g(Y.u)g(V.) + (X, V)a(Z,0)
+9(X, Z)g(Y,u) + g(X,u)g(Y,u)g(Y,u) + g(X,u)g(Y,u)g(Y,u)}

1
= m{_Zg(Xv u)g(Y> Z) +g(X’ Y)g(Z>u) +g(X7 Z)Q(K u)}

bulunur. Dolaysiyla, bu esitlik (®;9)(X", Y, Z?) ve (®;g)(X", Y", Z?) ifadelerinde

yerine yazilirsa

((I)]g)(Xha YY, ZU) = B {_29<X7 u)g(Y, Z) + g(X, Y)g(Z, u)

+9(X, 2)g(Y,u)}

2(1+ g(u, u))

ve

(®;9) (X", V", 2) = —2(1+£7u))2{—2g<xz>g<x,u>+g<X,Y>g<Z,u>

+9(X, Z)g(Y,u) + g(R(Y, X)u, Z)

+g(R(Y, X)u, Z)g(u,u)}

olarak bulunur.
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Boylece, buldugumuz biitiin bu ifadeler kisaca

@) (XY, 2 = L2y(R(Y, X)u— R(,Y)X.2)

~ h h v _ \/5
(P;9) (XY™, ZY) = m{g(i/, VxZ)g(u,u) — g(Y,u)g(VxZ,u)},
(q)jg>(Xh7YU7Zh) = L{g(xu)g<v){zau)_g<Y7VXZ)g<u7U)}7

((I)jg>(X”’ th Zh) = 07

@)X 2) = (Hf% 2 29X, + 906 V)
+9(X, Z)g(Y,u)},
@R Z) = g (20 2l + (XY ()
+9(X, 2)g(Y, u) + g(R(Y, X)u, Z) + g(R(Y, X)u, Z)g(u, u)},
@@V 2 = (v Rz X)),

2(1 4 g(u,u))
((I)jg)(va va ZU) =0

seklinde yazilabilir.
Ayrica, Sonug 5.2.1’den T'M bir metalik Riemannian tanjant demet iken M nin
bir egri oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, M egrisi tizerindeki herbir tanjant vektor

u'nun dogrultusunda olup
9(X.Y)g(Z,u) + g(X, Z)g(Y, u) = 29(Y, Z)g(X, u)
esitligi saglanir ve bu nedenle herbir i, j, k € {h, v} i¢in
(@5)(X", Y7, 2%) =0

olur. Boylece Teorem 5.2.1 ve Teorem 5.2.2’den ispat tamamlanir. O]
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