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1. GIRIS

Dizi uzay1 inga etmenin bir ¢cok yolu olmasina ragmen bir 6zel matrisin etki alani
vasitasiyla yeni dizi uzay1 inga etmek bir ¢ok matematik¢i tarafindan kullanilan
bir yontem olmustur. Son yillarda bir ¢ok aragtirmact mutlak olmayan tipten
baz1 yeni dizi uzaylarinin cebirsel ve topolojik ozelliklerini incelemis ve bu dizi
uzaylarina ait gesitli problemler lizerinde arastirma yapmislardir. Bu yazarlardan
bazilari; Altay ve Bagar [1], Malkowsky ve Savasg [2], Aydin ve Basar [3], Ng ve
Lee [4] dir.

M. Mursalleen ve A.K. Noman’n [5] ve [6] nolu referanslardaki makaleleri
esas alinarak hazirlanip sunulan bu yiiksek lisans tezi toplamda yedi bolimden
olugmaktadir. Birinci boliim girig boliimiidiir. Ikinei boliimde ileride kullanilacak
olan temel niteliginde baz1 tanim, teorem, sonug, lemma ve esitsizlikler tizerinde
durulmustur. Caligmanin ti¢gincti bolimiinde; A—yakinsak, A—siirl ve A—tipinde
p—mutlak yakinsak dizilerin tanimi verilerek bunlarin cesitli cebirsel ve topolojik
ozellikleri incelenmistir. Ayrica A—yakinsak bir = dizisinin bildigimiz manada
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar elde edilmisgtir. Dérdiincii boliimde £,
¢, o, ¥y uzaylan sirasi ile siirli, yakinsak, sifira yakinsak ve p-mutlak yakinsak

dizilerin uzaylarim gostermek iizere £, c*

, ¢y ve L) dizi uzaylarmmn tanim ve
ozellikleri verilmigtir. Ayrica €3, ¢* , ¢y ve £} uzaylarmm mutlak olmayan tipten
olduklar1 gosterilmistir. Beginci boliimde €3, ¢*, ¢} ve (3 uzaylarma iliskin gesitli

A A A
s € Ve (G uzaylarlnln

kapsama bagintilar1 olusturulmustur. Altinci boliimde ¢
a—, f— ve y—duallerinin tanimi verilmig ve gesitli ozellikleri ifade edilmistir.
Tezin son boliimiinde ise /2, ¢* ve ¢} dizi uzaylar1 ve bu uzaylar arasindaki baz

matris doniigtimleri ifade ve ispat edilmigtir.



2. Temel Tanim ve Kavramlar

Ik olarak ileride kullamlacak kavramlar icin referans olmasi amaci ile temel

tanimlar, teoremler, esitsizlikler ve sonuclar hatirlatilacaktir.

2.1 Bazi1 Temel Tanimlar Teoremler ve Esitizlikler

Cebir, Analiz ve Geometri bagta olmak iizere matematigin hemen hemen tiim
dallarinda ve miihendislikte bir ¢ok uygulamalar: bulunan vektor uzay: tanimi ile

bu bolime baglanilip temel bilinen kavramlar 6zetlenmistir.

Tanim 2.1.1. X bos olmayan bir ciimle ve F reel ya da kompleks sayilarin bir

cismi olsun. Her \,u € F ve x,y,z € X i¢in

+: X xX—=>X

o FxX =X

1slemlert,
L) x4+y=y+z,
L2) (x+y)+z=x+(y+2),
L3) x4+ 0 = x olacak sekilde bir 6 € X mevcut,
L4) x+ (—x) = 0 olacak sekilde bir —x € X mevcut,
L5) 1lx =z,
L6) Xz +y) = Az + Ay,
L7) (AN +p)x = e + ux,
L8) A(px) = (Ap)
sartlarim saglarsa, X ciimlesine F cismi tzerinde bir lineer(vektdr) uzayr

denir [7].



Tanim 2.1.2. X bir vektor uzayr ve Y C X olsun. X deki islemlere gore Y alt
cumlesi de bir vektor uzayr ise Y cumlesi bir alt wzay adiny alir. Alt uzaylar

bazen lineer katman olarak da adlandurierlar [7].

Lemma 2.1.1. Bir Y C X alt cumlesinin bir alt uzay olabilmesi igin gerek ve
yeter kosullar,
i) Herz,y €Y iginz+y €Y

ii) Her o« € F ve her x € Y i¢in ax € Y

olmasidir. Bu kosgullar her a,, 8 € F ve her z,y € Y i¢cin ax + fy € Y olmasina

denktir [7].

Tanim 2.1.3. Her n pozitif tamsayisina bir a, € R sayisint karsilik getirilerek
elde edilen ay, as, ..., Gy, ... Sonsuz kiimesi R de bir (a,) dizisi olusturur. Dizi genel
terimi ya da n—inct terimi olarak bilinen bir kural yardimayla verilir. Daha genel
bir yaklasimla her hangi bir X ciumlesi i¢indeki bir diziyi formal olarak su sekilde
tamimlayabiliriz. Bir s : N — X fonksiyonu bir dizi adini alur. Boyle bir fonksiyon
X cumlesinin saylabilir ¢cokluktak: tiyelerinin belirli bir sirada dizilmesini saglar.
n pozitif tamsaylarima karsy gelen cimle dyesi a, = s(n) € X olur. Dogal
olarak diziler X'e gore adlandwrilir. Eger X = R ise diziye gercel sayr dizisi,
X ciumlesi karmasik saylarin cuimlesi ise diziye karmasgik sayilar dizisi adi

verilir [7].

Diziler bir noktaya yakinsadiginda dizinin terimleri de belirli bir yerden sonra
birbirlerine son derece yakin olurlar. Bu ozelligi 6l¢mek icin ilk sistematik yaklagim
Fransiz matematikci A.L. Cauchy oldugundan bu 6zellige sahip olan diziler Cauchy

dizisi olarak adlandirilirlar.

Tanmim 2.1.4. Bir (a,) C R dizisi her € > 0 sayisina karsy gelen bir N () pozitif
tamsayise i¢in n,m > N alindiginda |a, — a,,| < € olacak sekilde bulunabiliyorsa

(a,) dizisine Cauchy dizisi denir [7].



Acgikca gortilebilecegi gibi yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir. Bu 6nermenin

tersi genelde dogru degildir.

Tanim 2.1.5. Her n € N i¢in a,41 > a, ise (a,) dizisine monoton artan,

any1 < a, ise diziye monoton azalan dizi denir [7].

Tamim 2.1.6. Her n i¢in a, < b olacak sekilde bir b € R sayist mevcutsa (ay,)
dizisine ustten simarly bir dizi, a < a, olacak bicimde bir a € R mevcut ise
(ay) dizisine alttan swnarly bir dizi denir. Hem alttan hem de dstten sinarly bir

dizi swnarle dizi adin alur [7].

Tanim 2.1.7. Bir (a,) dizisi verildiginde her k € N i¢in ny < ngy1 olacak
sekilde dogal saylarin (ny) dizisi diginildiginde (a,,) dizisine (a,) dizisinin bir

alt dizist denir. Burada (n;) C N oldugundan (a,,) C (a,) oldugu agiktur [7].

Tamim 2.1.8. (a,) C R dizisi dstten sinirle olmak tzere boyle bir dizinin st

limiti en biyik ypigrlma noktasy yani ypgilma noktalary cimlesinin supremumu

olarak tanwmlanr. Ust limit noktasy imsup a,, limsup veya lima,, ile gosterilir.
n—oo

Benzer sekilde (a,) dizisi alttan sinarl ise dizinin alt limiti en ki¢ik ygilma

noktast yani yigilma noktalar, ciimlesinin infimumu olarak tanimlanar. Alt limit

noktalar: liminf a,,, liminf a,, veya lima,, ile gdsterilir [7].
n—oo

Tamim 2.1.9. Bitin dizilerin ciimlesini w ile gdsterirsek; her x = (xy), y =

(yp) € w ve a € F olmak dizere,

r+y = (zr+ y)

ar = (axy)

olarak tanimlanan islemler altinda w bir lineer uzaydir. X C w olmak tuzere X,
w tzerinde tamimly lineer uzay islemleri ile birlikte bir vektor uzayr ise baska bir

ifade ile eger \; w'nan bir alt uzay: ise A uzayina bir dizi uzayr denir [8].



Tamim 2.1.10. (o, sinarly, ¢ yakinsak, co sifira yakinsak ve €, de p-mutlak yakinsak
dizilerin uzayiny gostermek tzere;
loo = {3:: () € w : sup |z <oo},
keN

c= {:c = (x) € w: lim xy, mevcut} :
k—o0

coz{x:($k)€w: limxkzo},
k—o0

Ep:{x:(xk)ew:Z\xk\p<oo}, (1<p< o)

seklinde tanimlanar.

¢, dizi uzaymda p = 1 alirsak,

flz{x:(xk)ewzzk:|xk|<oo}

mutlak yakinsak seri tesgkil eden dizilerin uzay: elde edilir. Ayrica,

n—oo

cs:{x:(xk)Ew: lim

f;xk—ﬁ‘ :o,amc}

k=0
< oo}

> Tk
ciimleleri de bir lineer uzay olup sirasi ile yakinsak seri tegkil eden dizilerin

bs:{:z::(xk)éw:sup

neN [k=0

uzay1 ve sinirh seri tegkil eden dizilerin uzay1 ya da kisaca yakinsak serilerin

ve smurl serilerin uzayi olarak adlandirilirlar [8, 9].

Tamim 2.1.11. X\ bir dizi uzay, A da sonsuz bir matris olmak tzere,
A ={r= (1) €w: Az € \} (2.1.1)

olarak tamimlanan cimleye A matrisinin A\—etkt alana denir. Burada A4 da bir

dizi uzayidir [9].

Bir A dizi uzayinda bir sonsuz A matrisinin A4 etki alam ile ilgili olarak
yapilmig olan ¢aligmalarla ilgili olarak Feyzi Basar'in “Summability Theory and
Its Applications” [8] kitabindaki 50 nolu sayfadaki tabloya ilaveten literatiirdeki

[10-19] galigmalar1 incelemek faydal olacaktir.

>



Tanmim 2.1.12. A ; A—simrl, ¢ A\—yakinsak, c); A\—sifir ve E;)‘; A—tipinde

<oo},

p—mutlak yakinsak dizilerin uzayiny gostermek tzere;

n

1
)\— Z (/\k - )\kfl) Tk

" k=0

@o:{x:(xk)Ew:sup

n

p
<]

Cesaro yakimsaklik kavrami Italyan matematik¢i E. Cesaro (1859 — 1906)

olarak tanimlamr [5, 6].

tarafindan verilmigtir.

Tanim 2.1.13. A klasik dizi uzaylarindan L, ¢, co ve £, yi gostermek tzere Ac,

dizi uzaylarndan her birine, bir Cesaro dizi uzayr denir.

Bir x = (x}) dizisinin C} doéniigiimii olan y = (yx) dizisi her k£ € N igin,

1 k
zp = (Cra)), = k,—HZO%‘
]:

seklinde tanimlanir.

[4] nolu ¢alismada Ng ve Lee, mutlak olmayan tipten X, ve X, Cesaro dizi
uzaylarini; C) —donitigiimleri sirasi ile £, ve ¢, da olan tiim dizilerin cimlesi olarak
tanimladilar ve 1 < p < oo olmak iizere X, ve X, 'un S—duallerini elde ettiler.
Ng ve Lee [4] den sonra [20] nolu ¢aligmada Sengoniil ve Bagar mutlak olmayan
tipten ¢y ve ¢ Cesaro dizi uzaylarini; C;—dontigtimleri sirast ile ¢y ve ¢ de olan

tiim dizilerin ctimlesi olarak tanimladilar. Daha acik olarak yazilacak olursa,

1
Co = {x: (xr) € w: lim

n—oo N +

Zxk = O} )
1k:0

6



1 n
¢ = {:1:’ = (rg) €Ew: lim > oxy, mevcut} :

n—soo N, + 1k:0

(2.1.1) de verilen matris etki alan1 gosterimini kullanacak olursa X, X,, ¢y ve ¢

dizi uzaylari

KXo = (Ew)cl ; Xp = (ép)cl , Co = (Co)cl ve €= (C)Cl

seklinde yazilabilir.
Acik olarak,

X, Cé CE&C Xuo
kapsamasi gegerlidir [8].

Tanim 2.1.14. ¢ = (q); g > 0 olmak dzere terimleri negatif olmayan reel

sayrlarin bir dizisi ve her n € N i¢in

Qn = ZQk
k=0
olmak tizere bir ¢ = (qx) dizisinin Nérlund ortalamalari; her k,n € N icin
(Ny), . = (dky) matrisi ile asaqrdaki gibi tanvmlanar:

(2.1.1) gdsterimi ile

(N,9)y = (co)w, (N.q) = (), ve (N,q) = ()
seklinde yazilabilir [8, 21].
Tanim 2.1.15. x,y ki dizi ve X de w’nin keyfi bir alt cimlesi olmak tzere |
2y = (ThYk) peo

ve

y '« X={acw:ya€ X}

olarak tanimlanur [2, 8.



Tanim 2.1.16. E = (en),, o matrisi her n,k € N igin

1 ; 0<k<n

Enk =
0 ; k>n
olmak tzere; her u,v € U icin
Z =7 (u,v; X)
=ov tx (u_l *X)E

:{zEw:x:(unkazk) EX}
k=0 n=0

cumlest tamvmlamir. Eger

i) Z uzayinda u = v = e ve X = ¢ almirsa; yakinsak seri tegkil eden dizilerin
uzay1 cs elde edilir yani, Z = cs olur.

i) Z uwzaymnda u = v = e ve X = {,, alinirsa; siirh seri tegkil eden dizilerin
uzay1 bs elde edilir yani, Z = bs olur.

iii) Z uzaynda eger v = ¢ bir pozitif dizi, her n = 0,1, ... i¢in Q,, = iqk
olmak tizere u = é ve X = ¢y, X = cve X = [, alimirsa, Z = (]\7, q)o,k;):
(N , q) ve Z = (N , q)oo uzaylari elde edilir ki bu uzaylar sirast ile sifira yakinsayan
agirhikli ortalamalarin, yakinsak agirlikli ortalamalarin ve smirh agirhikh
ortalamalarin ciimlesidir.

[e.e]

iv) Z uwzaymda eger v = e, u = (A7) ve X = £, (1 <p < oo) alnusa

n=0

mutlak olmayan tipten Cesaro dizi uzaylar: elde edilir [2, §].

Tamm 2.1.17. U" = {z = (z,) € w: x, > 0 hern € N } cimlesi ve daha once
verdigimiz €, cimlesi gozonine alindiginda Wilansky 'nin gosterimi ile verilen

herhangi bir o = (a,) € UT ve p > 1 igin €, (o) ciimlesi



seklinde tanimlamir. Agik olarak burada p = 1 alinarsa

f () = (é) ‘hy

:{x:@ﬁéw:mﬁﬂ<%}

n=1 On

elde edilir [2].

Tanim 2.1.18. 0 < r <1 ve her k,n € N i¢in (Z) = #‘_k), olmak tzere r—inci

siradan E"— Euler ortalamalary her k,n € N i¢in E" = (e,,) matrisi ile

) (M.(L=r)"" ok s 0<k<n
Cnk =

0 ; k>n

seklinde tanimlanar.

1—inci siradan orijinal F;— Euler ortalamalar1 her k,n € N igin Ey = (au)

matrisi ile

()2 5 0<k<n
Ank =
0 : k>n

olarak tamimmlanir ki F;’in g—uncu siradan F, genellestirmesi her £,n € N i¢in

E, = (e!,) matrisi

seklindedir.

Acik olarak E" matrisinde r = (¢ + 1)~ almrsa E, elde edilir. r—inci siradan
Euler ortalamalar iizerine ilk caligmalar 1922 — 1923 yillarinda Knopp tarafindan
[22, 23] yapilmig oldugundan dolay1 baz1 yazarlar E” matrisini Euler-Knopp matrisi
olarak refere etmiglerdir. Orijinal Euler ortalamalar1 1755 de L. Euler tarafindan

verilmigtir.

E"E® = (eqy) - (eqy) = (eny) = E™
oldugu, r # 0 olmak iizere E™ nin invertible oldugu ve (E")™" oldugu bilinir [8].

9



Tamim 2.1.19. X\ dizi uzay: {s, ¢, co ve €, klasik dizi uzaylarindan herhangi biring
gostermek tzere \gr etki alanina FEuler dizi uzaysr denir. Euler dizi uzaylar
Altay-Basar [1], Altay et al.[24] ve Mursaleen et.al.[25] basta olmak tizere bir¢ok

yazar tarafindan incelenmistir.

Bir x = (z}) € w dizisinin E"—doniigimii y = (yx) dizisi her k,n € N igin

wo= ()= 3 () 0=,

dir.
Mutlak olmayan tipten e, eg, e; ve e, Euler dizi uzaylari; E"—dénigiimleri

sirasl ile £, cy, c ve {o uzaylarida olan bitiin dizilerin kiimesidir:

S (Z) (1 =yt k| < oo} ,

k=0
P r T T n=k k.. _
eo—{x—(xk)ew.hmZ(k>(1—r) rxk—(]},

e;:{x:(xk)éw:z

n

n

ey= {x = () €w: lim > (Z) (1-— r)”fk r*x;, meveut } ,

n—00 .0
< oo} .

(Z) (1 — )" *rkg,

tekrar (2.1.1) gosterimi ile birlikte ey, ef, e ve el dizi uzaylarn

em:{x:(xk)Ew:sup
neN
e, = (lp)p s € = (c0),, , €0 = ()p ve el = (ls),,
olarak da gosterilebilir [8].
Tanim 2.1.20. \ ve p dizi uzaylar igin S (X : ) ¢arpim uzay,
SA:p)={z=(2) ew:z.2 = (v).2,) € u her x = (x) € \}
seklinde tanwmlanir. Bir v dizi uzay i¢in,

v CAise S(A\p) CS(v, )

pCuvoise S(A\p) C S\ v)
oldugu kolayca gésterilebilir [8].

10



Tamim 2.1.21. Bir x dizi uzayimin a—, B— ve y— duallari sirase ile X*, X? ve

X7 olarak gosterilir ve

X“:{a:(ak)ew: > lagzg| < o0 her:v:(xk)eX},
k=0

XP = {a = (ag) € w: > apxy yakinsak her z = (xy) € X},

k=0

X7 = {a = (ag) € w: Y agxy siurh her x = (zy) € X } ,
k=0

seklinde tanimlanir [6].
Tanim 2.1.20 de verilen ¢arpim uzay1 tanimi kullamildiginda bir X dizi uzayinin

a—, f— ve v— duallari,
X*=8\:4), XP=8(\:cs) ve X7 =S (\:bs)

olarak yazilabilir.
a—, f— ve v— duallerine sirasi ile Kothe-Toeplitz duali, genellestirilmis

Ko6the-Toeplitz duali ve Garling duali de denir [8].

Tanmim 2.1.22. X ve Y bir dizi uzay ve A bir sonsuz matris olmak tizere, A €
(X,Y) olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x € X i¢in Ax € Y olmasidir. Yani,

her z € X i¢in x'in A—dénisimi vardir ve Y uzayiman i¢indedir [8].

Tanim 2.1.23. Yakinsak bir diziyi, limiti koruyarak yakinsak bir diziye donistiiren

bir A matrisine regilerdir denir ve A € (¢, ¢, p) ile gosterilir [26].

(¢, ¢, p) smifim karakterize eden sonug tinlii Silverman-Toeplitz teoremidir.
Sartlarin gerekliligini Alman matematik¢i Otto Toeplitz (1881 — 1940) sartlarin

yeterliligini Silverman ispatlamigtir.

Teorem 2.1.1. Bir A = (a,) matrisinin regiler olmast i¢in gerek ve yeter sartlar

i) Her n icin ) |ank| < K olacak sekilde bir K sabiti vardir,
k=1
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ii) Her k i¢in lim a,x = 0 dir,
n—o0
iii) lim Apr = 1
) n—o0 kzz:l k

olmasidir [26].
Tanim 2.1.24. X bos olmayan bir cimle ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun.
Her x,y,z € X ¢in,

M1)d(z,y) =0z =y,

M2)d(z,y) =d(y,z),

M3) d(z,y) < d(x,z)+d(zy)
sartlarna saglayan d fonksiyonuna X idzerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine de

bir metrik uzay denir [27].

1906 da Fréchet tarafindan metrik uzay kavrami verilmis olmasina ragmen ilk

olarak bu deyimi kullanan Hausdorff olmusgtur.

Tanim 2.1.25. (X, d) bir metrik uzay olmak tizere bu uzaydaki her Cauchy dizisi

yakinsak ise X'e bir tam metrik uzay denir [7].

Tanim 2.1.26. X bir lineer uzay ve || . ||: X — R olsun. Eger x,y € X vektiri ve
her a skaleri i¢in;

N1) 6]l =0,

N2) o] = [l -,

N3) llz +yll = llzll + [y
sartlarna saghyorsa, || . || fonksyonuna X iizerinde bir yari-norm ve (X, || . ||)
ikilisine de bir yart-normlu uzay denir. Eger X lineer uzayr N2) ve N3)
sartlaryla beraber ||z|| = 0 = x = 0 sartim saghyorsa o zaman || . || fonksiyonuna

bir norm ve (X, || . ||) ikilisine de bir normlu uwzay denir [27].

Tamm 2.1.27. d(x,y) = ||z — y|| ile tansmlanan d : X x X — R fonksiyonu X
vektor uzay uzerinde bir metriktir. Normdan uretilen bu metrige X normlu uzay:

tuzerinde dogal metrik denir [7].
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Tanim 2.1.28. Dogal metrige gore tam olan bir normlu uzaya Banach uzay

denir [7].
Fréchet tarafindan ilk olarak Banach uzay1 adi kullanilmigtir.

Tanim 2.1.29. H bir vektor uzay olmak izere (.,.) : H x H — C fonksiyonu,
daha dogru bir deyisle fonksiyoneli asagidaki kurallar: sagladigy takdirde bir g

carpwm adin alir:

i) Her u,v € H igin (u,v) = (v, u).
ii) Her u,v € H ve a € C igin (au,v) = a (u,v) .

iii) Her w,v,w € H i¢in (u + v,w) = (u,w) + (v,w) .

(
(
(
(iv) Her w € H, u # 0 i¢in (u,u) > 0.

Buradaki {ist ¢izgi kompleks eglenigi gostermektedir [7].

Teorem 2.1.2. Herhangi bir H i¢ ¢carpim uzayinda her x,y € H i¢in,
Iz + yl* + llz = ylI* = 2 (Il + llylI*)

esitligi paralelkenar kural olarak verilir [7].

Sonug 2.1.1. Bir norm paralel kenar kuraliny saglamaiyor ise bu norm i¢ ¢arpim

normu olamaz [7].

Tanim 2.1.30. Dogal metrige gore i¢ ¢carpimdan tretilen dogal norm da X vektor

uzayr uzerinde bir dogal metrigi

d(z,y) = llz = yll = V{z =y, —y)
fonksiyonu ile diretilir [7].

Tanim 2.1.31. Dogal metrige gore tam olan bir i¢ carpim uzayina Hilbert

uzaye denir [7].

Tamim 2.1.32. 0 < p < 1 ve X bir lineer uzay olmak dzere || . ||: X — R

dontusumiu her x,y € X i¢in,

13



i) ||z|| >0,

i) |z =0 &z =90,

i) ||azx|| = |al? . ||z||
w) |z +yll = |lz| + |yl

sartlarna saglarsa (X, || . ||) ikilisine bir p-normlu uzay denir [27].

Tanim 2.1.33. Lineer uzaylar arasindak: donisumlere operator denir. X ve Y
ayny F cismi tzerinde ki lineer uzay olsun. T : X — 'Y operatori, her x,y € X

ve o € F i¢in,
Tx+y)=T(x)+T(y) ve T(ax)=aTl (x)
sartlarna saglyorsa T’ ye lineer operatdor denir [27].

Tanim 2.1.34. X ve Y ayni bir F cismi tzerinde tanimlanan ki vektor uzay
olmak tzere T': X — 'Y lineer donusumu birebir ve orten ise bu donisime lineer

tzomorfizm adu verilir [7].

Tamm 2.1.35. Uzerindeki lineer topoloji ile birlikte herhangi bir X dizi uzayina,
eger p; : X — K, p; (x) = x;, i > 1 dondigimlerinin herbiri siurekli ise, K-uzays

denir [28].

Tanim 2.1.36. Eger \ bir Banach uzay ise A K-uzayina bir BK-uzayr denir

[28].

Bilindigi gibi 0 < p < 1 ve 1 < p < oo olmasi durumlarinda ¢, bir tam

p-normlu uzay ve bir BK-uzayidir. Burada ¢, iizerindeki norm,

e, =S a5 (0<p<1)
k

ve

3 =

1], = (Z |zk|” ) ; (1<p <o)

dur [27].
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Tanim 2.1.37. n > 1 olmak olmak tzere, e ve e dizileri

0 , ejerm#n

n

m )
1 , egerm=n

e nin m-inct koordinatiny gostermek tzere,

n

e" = (e}, ey, ex,...,en ...)=(0,0,0,...,1,0,0,...)

m?

ve

e=(1,1,1,..)

olarak tanimlanwr [28].
Simdi 1927°de J.Schauder tarafindan verilen baz kavramini ifade edelim.

Tanim 2.1.38. (X, p) bir paranormlu lineer uzay olsun. Eger X, Vx € X i¢in bir

k
T — > apky
n=1

bir (x,,) dizisi i¢eriyorsa bu (x,,) dizisine X in bir Schauder bazy denir [27].

tek (o) skaler dizisi var olmak tzere — 0 (k — 00) olacak sekilde

Teorem 2.1.3. w daki vektdrlerin (ex) = (e, ea, ...) dizisi; £ (p) , ¢o ve w uzaylarinin
her biri icin bilinen paranorm wveya normlar, altinda bir Schauder bazidir ki

buradaki paranormlar ve norm asagidaki gibidir.
1
. pi\ M
¢ (p) tzerinde paranorm g (x) = (Z || )
k

su -1
burada M = max (1, 9w > dir.

¢o lizerinde norm g (x) = sup |xy|
k

. L oy
w tizerinde paranorm ¢ () = » ————.
9@) = 2R T o]

Bununla birlikte (e, ey, ey, ...) dizisi de ¢’'nin iizerindeki bilinen

]| = sup ||
k
normu altinda bir Schauder bazidir [29].
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Teorem 2.1.4. Eger {b(n)},cn; (X, d) lineer metrik uzayinan bir Schauder baz
ise bu taktirde her z, 2 € Z i¢indy (z,2) = d (Uz,UZ) olarak tanimlanan dy metrigi
ile {Vb™Y,en; Z = Xy nun bir bazndir. Burada U bir dicgen matris ve V; U'nun

ters matrisini gostermektedir [8].

Uyar: 2.1.1. Bir X lineer metrik uzayinin Xy matris etki alaninin bir baza sahip

olmasu i¢in gerek ve yeter sart X in bir baza sahip olmasidir [8].

Tamm 2.1.39. Bir X metrik uzayinan bir M alt ciimlesi verildiginde ejer M =

X ise, M cimlesi X de yogun’ dur denir [7].

Tanim 2.1.40. Bir (X, d) metrik uzay: saylabilir ve yogun bir alt ciimle icerirse

X’e ayrilabilir denir [7].

Teorem 2.1.5. Bir Schauder bazina sahip olan bir normlu X uzayr ayrilabilirdir

[7].

Tanim 2.1.41. Sonlu sayida hepsi sifir olmayan x;y;, 1 = 1,2,...,n reel ya da
kompleks saylar, |x;| > 0 ile bir reel sayiman mutlak degeri ya da bir kompleks

saywnin modult ve p,q > 1 sayilar % + % = 1 olmak tzere,

n n n % n %
Zﬂfiyi < Z |ziyi| < (Z ‘xz’|p> : (Z |yi’q>
=1 =1 =1 =1

esitsizligine Holder egitsizligi adv verilir [7].

Genig uygulama alanlarina sahip faydali bir esitsizligi Alman matematikci

Herman Minkowski (1864 — 1909) elde etmistir. Simdi bu esitsizligi ifade edelim.

Tanim 2.1.42. Sonlu sayida hepsi sifir olmayan x;y;, 1 = 1,2,...,n reel ya da

kompleks sayilar ve 1 < p < oo sayist gozonine alindiginda,

(Z |z; + yi!p> < (Z \%”p) + (Z ’yi|p>
i=1 i=1 i=1

egitsizligi Miinkowski esitsizligi adin alur [7].
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Tanim 2.1.43. Eger p > 1 ve (ag)yy negatif olmayan sayilarin bir dizisi ise
Hardy-discrete esitsizliga,
00 1 n D p n

-y a | < | —— al

S (i5e) < (5 £

seklinde tanymlanir [5].

Tanim 2.1.44. f(x) ve g(z) fonksyonlar: verilmis olsun. Sabit bir xo noktas:
icin kabul edelim ki g (x), xo i a¢ik bir komsulugunda pozitif ve siirekli olsun. Bu
durumda xomn agik komsulugunda |f (z)| < K.g(z) olacak sekilde bir K sabiti

varsa

dur [30)].
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3. A—Yakinsakhk ve A\—Sinirlilik

Bu boliimde pozitif reel sayilarin kesin artan ve sonsuza iraksayan bir dizisi
kullanilarak A—yakinsaklik ve A—sinirlilik kavramlar: verildikten sonra yakinsaklik
ile A—yakinsaklik ve smirhilik ile A—smirhlhik bagta olmak {tzere ileride

kullanacagimiz ilgili teoremler ve lemmalar sunulmustur.

3.1 A—Yakinsak ve \—Sinirhh Diziler

Bu calisma boyunca A = (A\y);, pozitif reel sayilarin kesin artan ve sonsuza

giden bir dizisi yani;
0< X <A <..vek— ooiken \y — o0 (3.1.1)

olsun.
Eger n — oo iken A (z) — [ ise # = () € w dizisine A—yakinsaktir ve [ € C

sayisina x’'in A—limiti denir. Burada her n € N icin,

n

An k=0
dur.
Ozel olarak, eger n — oo iken A (z) — 0 ise x dizisine A—sifir dizisi denir.
Ayrica eger sup |A, (z)] < oo ise x dizisine A—sirhdir denir. Burada her negatif
alt indisli terimin sifira esit oldugunu kabul edilir. Yani A_; = 0 ve x_; = 0 duir.

Eger lim z,, = a ise,
n—oo

1 n
lim ()\—Z ()\k — )\kfl) ‘l’k — Cl’) =0

dir. Bu durumda,

=0

lim [A, (z) —a| = lim
n—oo n—oo

]_ n
)\—nk;) <)\k — )\kfl) (l’k — CL)
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oldugundan lim A,, () = a olur ve boylece = dizisi a’'ya A—yakinsaktir. Boylece
bildigimiz manadaki yakinsaklik ayni limit degerine A—yakinsakhg: gerektirir. Bu

bizi agagidaki temel sonuca gotiiriir.
Lemma 3.1.1. Her yakinsak dizi ayna limit degerine A—yakinsaktur [6].

Lemma 3.1.2. Eger bir A—yakinsak dizi bildigimiz manada yakinsak ise bu

taktirde ayny \—limitine yakinsamak zorundadur [6].

Simdi =z = (zx) € w ve n > 1 olsun. Bu taktirde (3.1.2) kullanilarak,

1 n—1
= )\_Z (N = A1) (T — m3)
n =0
1 n—1 n
= )\—Z (N = Aic1) D0 (@ — Tp—1)
n =0 k=i+1
1 @ 1 n
= (Ao — A1) X (wp — 1) + +— (A1 — Ao) D (T — T—1)
)\n k=1 )\n k=2
+)\—()\2—)\1)Z($k—xk 1)+ o+ — (A1 — Aam2) X (T — 1)
n k=3 n k=n
1 1
= )\— ()\0 — )\,1) (l’n —= xo) -+ )\_ ()\1 — )\0) (xn - $1)
1 1
+ — b\ ()\2 — )\1) (l’n — .1'2) + ...+ )\_ ()\nfl — )\n,Q) (l’n — l’nfl)
1
)\— [)\0 (%1 — 370) + )\1 (372 — 513'1) —+ )\2 (1’3 — SL’Q) + ...+ )\n 1 ( — .I'nfl)]
1 n k—1
= )\—Z (xr — ar-1) 2o (N — Ai1)
n k=1 =0
1

Me—1 (@) — 1)

3
B
Il
—

>’ll
M=

elde edilir. Boylece her x = () € w igin,
Ty, — Ny () =5, () ; (neN), (3.1.3)
olur. Burada S (z) = (S, (z)),, dizisi,
So(x) =0ve S, (z) = )\ié (2 —xK-1) 5 (n>1) (3.1.4)

olarak tamimlanir. Simdi agsagidaki sonug, (3.1.3) kullanilarak Lemma 3.1.2 den

elde edilir.
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Lemma 3.1.3. A\—yakinsak bir x dizisinin bildigimiz manada yakinsak olmas:

icin gerek ve yeter sart S (x) € ¢y olmasidur [6].
Lemma 3.1.4. Her sunarle dizi A—swnarlidur [6].

Ispat. Simdi z = (x) smirh bir dizi, yani & € {4, olsun. Bu taktirde her k € N

i¢in |zy| < M olacak sekilde bir M > 0 sabiti vardir. Béylece her n € N i¢in,

n

1
[An ()] = I Z (Al — Ak—1) T
k=0
1 n
< o7 (A= A |z
| n|l~c:0
1
< )\—Z (Ak = Ak—1) sup |z
n k=0 k
M n
=12 e = A1)
n k=0
M
= )\— [()\0 r— )\_1> + (/\1 — A()) ‘I’ + (/\n - )\n—l)]
M
— _>\TZ
An
=M
elde edilir ki bu da x’in A—simirl oldugunu gosterir. O]

Ileride bu kogullu énermenin tersinin dogru olmadigimi gosterecegiz. Ayrica
her 0 < p < oo igin (3.1.1) ifadesini saglayan bir A = (\;) dizisi vardir dyle ki;
> |an|” serisinin yakinsaklhigr Y |A, (z)|” serisinin yakinsakhigini gerektirmez ve
tnerside gecerlidir. '

Bundan 6nce her n, k € Nigin A = (k) 41— Sonsuz matrisini,

Ak—Ak—1
Skl s (0<Ek <
Ak = { o o (0sk<n) (3.1.5)

0 ;. (k>n)
seklinde tanmimlansin. Bu taktirde herhangi bir = = () € w dizisi i¢in, (3.1.2) ile
ifade edilen A, (z) verildiginde x’in A— dontigimii A (z) = (A, (x)) dizisidir.
Bu yiizden bir = dizisinin A—sinirh olmasi i¢in gerek ve yeter sart A (z) €
ls olmasidir. Boylece x dizisinin A—yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart

2’in A—toplanabilir olmasidir. Ayrica eger = dizisi A—yakinsak ise o zaman z’in
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A—limiti, 2’in A—limitinden basgka birsey degildir. Aym zamanda 0 < p < oo
olmak tizere bir x dizisinin A— tipinde p—mutlak yakimsakhigi A (z) € ¢, olmasina
denktir.

Ayrica (3.1.5) de ifade edilen matrisin tiggensel oldugu agiktir. Yani her & > n

icin A\, =0 ve k = n icin \,, # 0 dir. Yani,

1 n
cy = {x = (z1) €Ew: 1i_>II1 (/\— § (A — )\k1>xk> = O}
" k=0

1 n
A = {x = () € w: n@w ()\_ Z (A — Ak—1) xk> limiti mevcut}

" k=0

ve

dir.

Ayrica ¢y C ¢) ve ¢ C ¢ kapsama bagintilar saglanir ve ¢y C ¢y kapsamast
kesindir.

Son olarak sik¢a kullanacagimiz y () = (yx (A)) dizisini x = (zy) dizisinin

A—doniigtimi olarak tanmmmlariz. Yani y (A) = A (z) olur ve

k

w0 =3 (M55 )s wew (3.16)

5=0
ifadesini elde ederiz. Aym zamanda Lemma 3.1.1 ile A metodu regiilerdir.
Lemma 3.1.5. A—swnarl bir x dizisinin bildigimiz manada sinarly olmasy i¢cin

gerek ve yeter sart S (x) € U olmasidir [6].

Uyar1 3.1.1. Eger her k i¢in g = M\, — Ap_1 olarak alimarsa, A matrisi [21] nolu

calismadakt agurhkly ortalamanin ]\_fq matrisinin Q, — 0o (n — 00) ozel halidir.

Burada her n i¢in Q, = > qx = A, dir. Diger bir deyisle A matrisi, \p, = k+ 1,
k=0

(k € N) dzel durumunda Cesaro ortalamasinan Cy matrisidir [6].

Gergekten A\ = k + 1 olarak alinirsa,

- Ao A1 -
" 0 0 0
)\0_>\71 Al—)\o
== 0 0
_ A—A_1  A1—=Xdg  Ada—)\
A= A2 A2 A2 0
)\0_)\71 )\1—)\0 /\2—>\1 )\3—/\2
A3 Az A3 A3
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matrisi,

=0 0 0 1 000
1-0 2-1 11
3 3 0 0 5 3 00
_ | 1=0 2-1 3-2 _ |1 11
A= 3 3 3 0 5 3 3 0
1-0 2-1 3-2 4-3 11 1 1
4 4 4 4 4 4 1 1
olur. Bu taktirde,
r 7] I I
10 0 0
T1+x2
To T
11 2
5 5 00
2 2 T T1t+TotT3
111 - 23
3 3 3
11 1 1
4 4 4 4 T o Yt e e 1
2 -

Cesaro ortalamasinin C matrisi elde edilir.
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4. A—Yakinsak, \—Sinirli ve A—Tipinde

p—Mutlak Yakinsak Dizilerin Uzaylari

Simirh dizileri sinirh dizilere dontistiiren lineer dontigtimlere limitleme metodu
[26] denildigini biliyoruz. Bir 6zel limitleme metodunun matris etki alani vasitasiyla
bir yeni dizi uzay1 inga etme yaklagimi bir ¢cok matematikg¢i tarafindan kullanilan
bir tekniktir. Bu bolimde (3.1.5) ile verilen A = (Any);-, matrisinin swrasi ile (o,
¢, ¢o ve £, klasik dizi uzaylarindaki matris etki alan1 tanmimlanarak bazi cebirsel

ve topolojik ozellikleri incelenmistir.

4.1 A—Dizi Uzaylarinin Tanimlanmasi

Bu boliimde A—simirli, A—yakinsak, A—sifir ve A—tipinde p—mutlak yakinsak

A A

dizilerinin kiimesi olarak sirasiyla £, ¢, ¢} ve Ez dizi uzaylarim asagidaki gibi

tammlanir.
0~ = {wa:sup|An(x)| < oo}7
n

= {x cw: lim A, (x) mevcut} :

n—oo

cé:{wa: lim An(:t):0},

n—o0

n

1
)\— Z ()\k - )\kfl) Tk

™ k=0

p
<o),

(2.1.1) notasyonu ile sirasiyla £ . ¢*, ¢} ve 51’0\ uzaylari (o, ¢, ¢y ve £, uzaylaridaki

o :{x:(xk)ewzz

n=0

A tiggensel matrisinin etki alan olarak asagidaki sekilde yeniden tanimlanir.

Eﬁo = (loo)p A = (€)4 s cé = (cg), Ve f;} = (lp), (0<p<oo0) (4.1.1)
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Burada (2 ve E;} dizi uzaylar sirasiyla A—sinirli ve A—tipinde p—mutlak yakinsak
tim dizilerden olugur.

Simdi ¢aligmada gerekli olacak agagidaki sonug ile baglayalim.

Teorem 4.1.1. (2

[oops

A ve ¢ dizi uzaylar,

[zl = 1An (@)l = sup [An ()] (4.1.2)

olarak verilen ayni norm ile BK-uzaylaridir [6].

Ispat. Bu sonug (4.1.1) kullamlarak [31] nolu calismadaki Lemma 2.1 den elde

edilir. O

Uyar1 4.1.1. 02, ¢* ve ¢ uzaylariman mutlak olmayan tipten olduklar kolayca

[oop)

gosterilebilir. Yani bu uzaylarda bulunan en az bir x dizisi i¢in,

lzlln # [zl
olur.

Burada |z| = (|zx|) dir. Bu nedenle £, ¢* ve ¢ dizi uzaylart mutlak olmayan

tipten BK-uzaylaridir [6].

z, = (—1)° /\k_/\fkil dizisi ele alindiginda,
1 n
A, (z) = )\—Z (A — A1)
n k=0
I & P
= — M — Ap1) (1) —————
T A v v
1 n
= . > (—1)k Ak
n k=0
olur ve buradan,
1|2 & 1 »
[An ()] = =1 22 (=1)" A /\—Z|/\k—>\k_1|=1

elde edilir ki buna gére sup |A, (z)] = 1 olur ki bu A, () € ly ve x € ()

demektir.
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Simdi x = (z},) dizisinin mutlak degerini ele alalim.

Y
olur. Boylece,
12 Ak
A, = — A — A
(1) = 55 e = M) 25—
1 n

A
elde edilir. Bu durumda A, (z) ¢ £ ve x ¢ ¢ olur. Yani,

sgp (A ()| # Slrle | A (|2])]

olur. Bu da ||z||,» # |||z]l|,» olmasi demektir. Bu nedenle 3, dizi uzayr mutlak

olmayan tipten dizi uzayidir.

Teorem 4.1.2.

2, A we ¢y dizi uzaylar siraswla loy, ¢ ve ¢ uzaylarma norm

izomorftur. Yani 03, = b, N = ¢ ve ¢ = co dur [6].

Ispat. Kabul edelim ki X; (., ¢ ve ¢y uzaylarm, X? ise 0, ¢ ve ¢y uzaylarim

gostersin. A matrisi liggensel oldugundan [32, Proposition 1.1] geregince iiggensel
olan bir tek tersi vardir. Bu nedenle her € X* igin Ly (z) = A(z) olarak
tamimlanan Ly : X*» — X lineer operatorii, Teorem 4.1.1 deki (4.1.2) ifadesinden

birebirdir ve normu korur. Boylece X* = X olur. O

Son olarak bu bolim Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2’nin sonuglar1 ile

sonlanmaktadar.

Sonug 4.1.1. Her sabit n € N icin eg o= cy dizisi,

—1)F _An - m<k<n+1),
(47), = = ) (k € N)

0 : —

olarak tamimlanir. Bu taktirde,

(a) (ef\o), e(;), > dizisi ¢ uzay1 icin bir Schauder bazidir ve her x € ¢ icin,

xr = ZA (x) e)\ ) seklinde bir tek gosterime sahiptir.
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(b) <e, ef\o), eg\l), > dizisi ¢* uzay1 icin bir Schauder bazidir ve her z € ¢ icin,
r=le+ > (A, (x)—1) eE\”) seklinde bir tek gosterime sahiptir.
n=0

Burada [ = lim A, (z) dir [6].

n—oo
Ispat. Her n € N icin A(e) = e ve A <€&n)> = ¢(™ oldugundan bu sonug [32]

nolu galismadaki Sonug 2.3 den hemen gortiliir. O]

Teorem 4.1.3. 1 < p < oo olsun ve her sabit k € N i¢in e&k) € () dizisi,

D o —  (k<n<k+1
(eg\k‘))n — ( ) An —An-1 ( ) (n & N) (413)
0 : —

olarak tanvmlansin. Bu taktirde (eE\k))n dizist KIA, uzayrman bir bazdir ve her x € E;}
$cmn;

T = Z Ay () eE\k) (4.1.4)
k
bigiminde tek bir gosterime sahiptir [5].
Ispat. 1 < p < oo olmak iizere (4.1.3) den A(eg\k)) = ¢ € ¢, oldugu agiktir ve

boylece her k € N i¢in eg\k) € ﬁz dir. Ayrica x € 62 verilsin. Negatif olmayan her

m tamsayisi i¢in

2m — Z Ay, (2) eg\k)
k=0
yazalim. Bu taktirde,
k=0
ve boylece,
0 ; (0<n<m
Au(z) 3 (n>m)

elde edilir.

Herhangi bir € > 0 i¢in negatif olmayan bir m( tamsayis1 vardir oyle ki;

> p < (5)

n=m+1
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dir. Bu yiizden her m > my i¢in,

| — $<m>||% = > \An(x)‘p>

n=m-+1
o0
< Aa(@)” | 7
n=mg+41
< £ <€
- 2

elde edilir. Bu lim || # — 2™ ||,»= 0 oldugunu gosterir ve z, (4.1.4) deki sekilde
n—00 P
temsil edilir.
Son olarak x € ¢, nin (4.1.4) deki temsilinin tek oldugunu gésterelim. Bunun

icin z = ) ag (x) ef\k) oldugunu kabul edelim. Béylece,
k

M) =Y ag (@) A, (eg@) =Y i (2) 6ok = an (x); (nEN)

elde edilir. Boylece x € EZ’} nin (4.1.4) deki gosterimi tektir. Bu da ispati tamamlar.

]

Sonug 4.1.2. 1 < p < o0 olmak tuzere mutlak olmayan tipten 62 dizi uzayr

ayrilabilirdir [5].

Uyar1 4.1.2. Uyar 3.1.1 de asikar oldugu gibi 02, ¢* ve ¢y dizi uzaylar [32]

[oops

nolu ¢alismadaki agirhkly ortalamanin (N,q) , (]\7, q) ve (N,q)o uzaylarimin

q = A\ 6zel durumudur. Yani 0}, = (N,A)\)OO, = (N, A)\) ve ¢y = (N, A)\)O
olur. Diger taraftan \y = k+1 (k € N) 6zel durumunda 02, ¢* ve ¢} dizi uzaylar

siraswyla [4] ve [20] deki mutlak olmayan tipten X, ¢ ve &y Cesaro dizi uzaylarina

indirgenir [6].

Teorem 4.1.4. a) Ejer 0 < p < 1 ve ) uzay ||z][, = A ()ll,, ile bir tam
p

p—normlu uzaydir, yani
lzlly =D A@PF 5 (O<p<l) (4.1.5)
dir.
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b) Eger 1 < p < oo ise £ uzay1 ||z, = [|A (#)ll,, normu ile bir BK —uzayidir
p

yani,
nm@=<§]mmmﬂp (1<p <o) (4.1.6)
lzllgy = sup |A ()] (4.1.7)
dir [5].

Ispat. A bir {iggen matris oldugundan dolay, Wilansky’'nin [33] nolu

caligmasindaki Teorem 4.3.12 ve (4.1.1) den bu sonug direkt elde edilir. O

Uyar1 4.1.3. E;} uzaywmin  mutlak  olmayan  tipten  oldugu  kolayca

gosterilebilir yani E; uzayinda bulunan en az bir dizi i¢in,

ol # ol
dir [5].

Bu bize 0 < p < o0 icin EI),‘ nin mutlak olmayan tipten bir uzay oldugunu
gosterir. Burada |z| = (|z|) dir.

Bunun igin (z) = (1, 1, /\%}\1, 0,0, ) dizisini ele alalim. Bu taktirde,

M=

An (l’) = ()\k — )\k—l) T

i
o

(Mo = A1) 14 (A — Ag) L+ (Ao — Ay) (}\;_M)\l)}

e}

S He e |-
| — |

elde edilir. Boylece,
1 1
lelly = (S1n@P)" = (£0)

Simdi z = (zy,) dizisinin mutlak degerini alalim.

elde edilir.

A
= =11, ——0,0,...
ol =1l = (11,2 00...)
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olur. Bu taktirde,

1 n
Ay (J2]) = )\—kz_o()\k — A1) ||
= e m A ) T (= AL+ (o — Ay) =0
_)\n 0 -1 1 0 2 1 /\2—)\1
o
D)

n

elde edilir. Bu durumda ||z, # [||z[[|,x olur. Bu nedenle £} dizi uzayr mutlak

olmayan tipten dizi uzayidir.

Teorem 4.1.5. Mutlak olmayan tipte 61’} dizi wzayr £, uzayina izometrik izomorftur.

Yani 0 < p < oo igin €y = {, dir [5].

ispat. Teoremi ispatlamak icin 0 < p < oo iken Kfo‘ ve (, uzaylar1 arasinda
“izometrik izomorflugun” varligini gostermeliyiz. Bunun i¢in 0 < p < co olsun ve
(3.1.6) nolu notasyon ile T' adi verilen £ dan £, ye, x — y (A) = T, biciminde
tammlanmg 7" doniisiimiinii diigiinelim. Bu taktirde her z € £) i¢in T, = y (\) =
A(x) € £, dir. Ayrica T' doniislimiiniin lineer oldugu aciktir. Kolayca goriilebilir
ki T, = 0 iken z = 0 dir ve T" dontisiimii birebir fonksiyondur.

Ayrica y = (yx) € £, olsun ve x = (xy (A\)) dizisi su sekilde tanimlansin.

B = 3 (D kel (1)

Bu taktirde (3.1.2) ve (4.1.8) ifadeleri kullamilarak her n € N icin,

n

M) = D = e ) = 530 3 (1),

" k=0 " k=0 j=k—1
1 n

= )\— Z()\kyk — Ne—1Yk—1 ) = Yn
" k=0

elde edilir. Bu bize A () = y oldugunu ve y € £, oldugundan A (z) € ¢, oldugunu
gosterir. Bu nedenle T' doniigiimii 6rtendir. Bundan baska her z € E;‘ icin (4.1.5),

(4.1.6) ve Teorem 4.1.1 deki (4.1.7) ifadelerinden,

1Tz ll,, = lly (N
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olup0 < p < 1vel < p < oo durumlarinda sirasiyla 7" nin bir p-normlu oldugunu
ve normu korudugunu gortirtiz. Boylece T' bir izometridir. Sonug olarak f;} ve

uzaylar: 0 < p < oo icin izometrik-izomorfturlar. Bu da ispat1 tamamlar. O]

Simdi benzer bir sonucun 6;; ve {, uzaylarinda gegerli oldugu digiintilebilir ve
dogal olarak su soruyu sorariz. p # 2 iken E;‘ bir Hilbert uzay1 degil midir? Bu

sorunun cevabi evettir ve asagidaki teoremle verilir.

Teorem 4.1.6. p = 2 durumu disinda EZ’} bir i¢ carpim uzayr degildir ve bu

nedenle € uzayr, 1 < p < oo igin bir Hilbert uzay: degildir [5].

Ispat. 1 <p< oo icin 3 uzaymim E;; uzaylari icindeki tek Hilbert uzay1 oldugunu
ispatlamaliyiz. Teorem 4.1.1 den 3 uzayn, ||x||@ = ||A ()||,, normlu bir BK-uzay1

oldugundan dolay1, her x € 3 igin norm su sekilde elde edilebilir.

N o=

lzllpy = (@)% = (A (z), A (2))3.

Burada (.,.), f, iizerinde bir i¢ carpimi gosterdigi zaman, 3 uzayr bir Hilbert

uzayidir. Simdi,
)\
= A))=1(1,1,—,0,0,...
u= () = (11,525,0.0...)

ve

A1+ Ao A1
v (Uk< )) ( ) Al _ AO, AQ —A1’0707 )

dizilerini diiglinelim. Bu taktirde, A (u) = (1,1,0,0,...) ve A (v) = (1,-1,0,0,...)

elde ederiz. Boylece

2 2 2 2 2
et iy + llu— oy =8 £ 4(25) =2 (Jlullyy + Ioli3y) s (0 #2)

oldugu kolayca goriiliir. Yani p # 2 ve 1 < p < oo iken EI’} uzayinin normu
paralelkenar esitligini saglamaz. Bu nedenle bu norm i¢ ¢carpimdan elde edilemez.

Boylece E;,‘ uzay1 p # 2 iken bir Hilbert uzayi olmayip bir Banach uzayidir. O

Uyar1 4.1.4. (X uzaywmn Hilbert uzay olmayan bir Banach uzay oldugu agikter

/5].
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5. ¢\, c, ) ve ﬁz Uzaylarina Iliskin Baz
Kapsama ili§kileri

Bu boliimde, ¢}, ¢*, (A ve 6;)‘ uzaylarina iligkin bazi kapsama bagintilar:

verilmigtir.

5.1 Bazi1 Kapsama Bagintilar:

Bir 6nceki boliimde tanimlanan mutlak olmayan tipten dizi uzaylar1 arasindaki

baz1 kapsama iligkilerini verelim.
Teorem 5.1.1. ¢} C ¢ C (A kapsamalary kesindir [6].

ispat. cy C ¢ C (A kapsamasmin saglandig aciktir. Ayrica, ¢y C ¢ kapsamasi
kesin oldugundan Lemma 3.1.1 geregince ¢ C ¢* kapsamast da kesindir. Diger
taraftan her k € N icin 2 = (z4) dizisini, 2 = (—=1)" e + Ae_1) / e — Mee1)

seklinde alalim. Bu taktirde her n € N igin,

=
S
—
o

I
(7=
>
B

— Ag—1) Tk

£
I
o

(=1)F (e + M)

Eal
L=

[(=D)° Mo + A1) + (=1)" (M 4+ Ao) + oo 4+ (=)™ (An + At

[()\0 + )\_1) — ()\1 + )\0) + ()\2 + )\1) + ...+ (—1)n ()\n + )\n—l)]

—~
|
—_
SN—
3
p
3

- 2] |- 2]

I
—~
|
—_
~—

S

olur. Bu A (z) € £ \c oldugunu gosterir. Bu nedenle = dizisi £ uzaymda fakat
c* uzayinda degildir. Boylece ¢* C 2 kapsamasi kesindir. Bu da ispat1 tamamlar.

]
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Lemma 5.1.1. ¢y C ¢} ve c C ¢ kapsamalar: saglanar. Ayrica esitligin saglanmas
wein gerek ve yeter sart cé ve ¢ uzavlarindan alinan her r dizisi ici

olmasudur [6].

Ispat. ¢, C cy ve ¢ C ¢ kapsamalarinin gecerli oldugu Lemma 3.1.1 den
acik oldugundan dolay1 biz burada teoremin sadece ikinci kismini ispat edecegiz.
Oncelikle ¢y = ¢o oldugunu kabul edersek her x € ¢} icin x € ¢y olur ve boylece
Lemma 3.1.3 geregince S (z) € ¢y olur. Tersine z € ¢} olsun. Bu taktirde hipotez
geregince S (r) € ¢y olur. Boylece Lemma 3.1.3 ve Lemma 3.1.2 den = € ¢
elde edilir. Bu ¢} C ¢y kapsamasinin saglandigini gosterir. Boylece ¢y C ¢y ve

co C ¢} kapsamalart birlestirilirse ¢} = ¢ esitligi saglanir. Benzer sekilde her

A

x € ¢ igin ¢* = c esitliginin saglanmasi icin gerek ve yeter sart S (z) € ¢y oldugu

gosterilebilir. Bu da ispat1 tamamlar. ]
Lemma 5.1.2. Her x = () € w dizisi i¢in, S(x) = (Sn(z)) dizisi So(x) =0 ve

n

Sp(z) = ﬁ Yo Mk—1(xp — xp—1) (n > 1) olacak sekilde tanimlandiginda,
k=1

Sp(z) =2, — Ap(x); (n€N) (5.1.1)

ve
An—l

SO e

[An(z) — Ap1(2)];  (n€N) (5.1.2)
egitsizlikleri saglanr [5].

Lemma 5.1.3. 61’} C {p, kapsamanin saglanmase i¢in gerek ve yeter sart her x € é;;

Ispat. 0 < p < oo icin é;} C {, kapsamasimin saglandigini kabul edelim ve
herhangi bir « = () € ¢ dizisini ele alahm. Bu taktirde hipotezden z € ¢,

dir. Boylece (5.1.1) den,
1S (@)lg, < llzllg, + 1A @), = llzlly, + ll2llpy < oo
elde edilir. Bu S (z) € ¢, oldugunu gosterir.
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Tersine, 0 < p < oo igin x € 613\ dizisini ele alalim. Bu taktirde hipotezden

dolayr S(z) € ¢, olur. Tekrar (5.1.1) ifadesinden,
[2llg, < IS @)y, + [1A@) g, = IS @), + [l2lln < o0

olur ki bu z € ¢, oldugunu gosterir. Boylece ZI),‘ C {,, kapsamasi saglanir ve bu da

ispat1 tamamlar. O
Asagidaki sonug, Lemma 3.1.4 ve Lemma 3.1.5 den benzer olarak ispat edilebilir.

Lemma 5.1.4. (o, C () kapsamast saglanr. Ayrica 02 = [l esitliginin

saglanmasu igin gerek ve yeter sart her x € £ i¢in S (x) € L olmasidir [6].

Ispat. Teoremin birinci kismi Lemma 3.1.4 den direkt elde edileceginden biz
sadece ikinei kismm ispat edecegiz. Ilk olarak 0 = [ esitliginin saglandigim
kabul edelim. Bu taktirde /2 C /,, kapsamasi saglanir ve bu bizi Lemma 5.1.3
den her x € (A icin S(z) € f, sonucuna gotiiriir. Tersine her z € ¢ igin
S (x) € s oldugunu kabul edelim. Yine Lemma 5.1.3 den ¢} C /., kapsamasinin
saglandig1 sonucunu gikaririz. Bu kapsama iligkisi ile £, C ¢} kapsama iligkisi

birlikte diisiiniiliirse £, = 2 esitligi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. O]

Lemma 5.1.1 geregince ¢y C ¢y N ¢ oldugu aciktir. Tersine Lemma 3.1.2 den

¢y N ¢ C ¢o bulunur. Bu da agagidaki sonucu dogurur.
Teorem 5.1.2. ¢} Nc = cq esitligi saglanir [6].

ispat. cy C cé ve ¢g C c oldugundan ¢y C cé N ¢ olur. Ayni zamanda Lemma
3.1.2 geregince ¢ C ¢ oldugundan ¢y Ne C ¢y Ne = ¢y olur ki bu da ¢y Ne = ¢

olmasi demektir. O

Ornegin, tim k lar icin A, = k + 1 ve 2 = (—1)" olsun. Bu taktirde = ¢ ¢
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iken x € ¢* N {4, olur.

— nilé(ml—k)(—n’“
1 n
=— 1kzzo(—l)’“
= [ () e (1))

0 ; ntekise

— 5 nGift ise
oldugundan, A, (x) € c olup x € ¢ elde edilir. Ayrica x € £y, olup A\, = k+ 1 ve
2, = (—=1)" icin = ¢ ¢ iken x € ¢* N Ly, olur.

Simdi z = (z%) € w ve n > 1 olsun. Bu durumda (3.1.3) ve (3.1.4) iligkileri

ile agagidaki egitlikler tiiretilebilir.

1 n
Sp(z) = )\_Z)\k—l (zr — 211)
n k=1
1 [ n n
= /\— Z/\kflwk —3 Z>\k1$k1:|
n Lk=1 k=1
1 ['n n—1
= /\— Z/\k—ﬂk - ZAkxk]
n Lk=0 k=0
1 r n—1
=+ An—1Tn — > (A — Ae—1) $k]
n L k=0
Ap_
= 5 [n — A (2)
Anfl
= [Sn (@) + A (2) — A ()]
Ap— An—
= 5780 (2) + S A (2) = A (2)]

Boylece her z € w i¢in,

AnSn () = Mm1Sn (2) + N1 [An () — Ay (2)]

Sn (x) (/\n - )‘n—l) = )‘n—l[An (x) — Ay (x)]
An-1

S @) =735

An (2) — Ayt (2)]; (R €N) (5.1.3)

elde edilir. Diger taraftan (3.1.1) geregince A dizisinin tanimi dikkate alindiginda

her k£ € N igin Agy1/Ax > 1 olur. Boylece A dizisinin yalnizca iki ayri durumu
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vardir. Buna gore ya li;g(igf)\kﬂ/)\k > 1 ya da li]gicgf)\kﬂ/)\k = 1 dir.
Agik  olarak Dbirinci durumun saglanmasi igin gerek ve yeter sart
liggir.}f (Aks1 — M) [Aeg1 > 0 iken (Ap/ (Mg — Ap—1))p—, dizisinin siurh bir dizi
olmasidir. Benzer olarak ikinci durumun saglanmasi icin gerek ve yeter sart

yukaridaki dizinin sinirli olmamasidir. Boylece asagidaki lemma elde edilir.

A n . P
a) (’\k*’(ck*)k:o ¢ U olmasy igin gerek ve yeter sart hﬁg}f TH = 1 olmasidar.
by n .. . Akl
b)<’\k—§kfl>k:o € Uy olmasi i¢in gerek ve yeter sart hrglorolf )\—: > 1 olmasidur

[6].

. n
Ispat. Biz burada sadece A € (. ise liminf2 > 1 oldugunu
Ab=Ak—-1 ) g k—oo Ak

n
ispatlayacagiz. ( " fjk 1) €l isem < " :\)’\“k - < M olacak sekilde m, M € R
1) o -

mevcuttur. Simdi m, M € R™ oldugunu gosterelim. (3.1.1) geregince,
D<A < A< ... < 1 <A < ..

oldugundan A\ — A\y_1 > 0 dir. Her k£ € N ic¢in A\; > 0 oldugundan,

Ak

— >0
A — M-t

dir. Bu iddianin dogrulugunu gosterir. Tekrar

M
A — Ap—1

esitsizliginden
Ak = M — MmNy

ve buradan da

Ak -m m
> = > 1
M1 1—m m—1
elde ederiz ki bu son esitsizlikten lign inf Af\—:l > 1 elde edilir. O]
—00

Eger (Ae/ (A — Ae—1))j—o ifadesi (Ax/ (Aes1 — Ai))p_o ile yer degistirse bile
Lemma 5.1.5’in saglandig1 aciktir.
Simdi A—matrisinin sinirlilik ve yakinsakliktan daha kuvvetli olmasi i¢in gerekli

ve yeterli sartlar1 veren asagidaki sonucu ifade ve ispat edelim.
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Teorem 5.1.3. ¢y C ¢}, ¢ C c* ve loy C LA kapsamalarimin kesin olmasy igin

gerek ve yeter sart liminf A\, 11 /A, = 1 olmasidur [6].
n—oo

ispat. ls C 02 kapsamasmim kesin oldugunu kabul edelim. Bu taktirde Lemma
5.1.4 geregince bir x € (2 dizisi vardir ki S (z) = (S, (7)) & loo dur. x € €2
oldugundan A (z) = (A, (2)),—, € ls ve boylece (A, (z) — Ayt ()0, € loo
olur. Bu nedenle (5.1.3) esitliginden (A,—1/ (A — An—1))rey & loo ve bOylece
(A (A — A1)y & loo elde edilir. Bu bizi, 5.1.5 (a) geregince h}figif Ani1/An =
1 sonucuna gotiirtir. Benzer olarak Lemma 5.1.4 yerine Lemma 5.1.1 kullanildiginda
co C cé‘ ve ¢ C ¢ kapsamalarimin kesin oldugu kabul edilirse 117£I_1> g)lf Ani1/An =1
oldugu gosterilir. Bu da gereklilik sartinin ispatini tamamlar.

Yeterlilik sartinin ispati icin liglr_l> irolf An+1/An = 1 oldugunu kabul edelim. Bu

taktirde Lemma 5.1.5 (a) dan (A,/ (A, — Ape1))eg € Lo olur. Simdi her k igin

x = (xp) dizisini 25 = (—1)" \y/(Ar — Ap_1) olarak tammlayalim. Buna gore her

n € N icin,
1> i
[An @) = |5 X (=D A
n k=0
1 n K
= 15| |2 vra
n | k=0
1
= [(=1)" X0+ (=)' A+ (=17 Ao+ o+ (1) A
1
= [(Ao— A1)+ (Ao —A3) + (Ag— A5) + . + (At — A
1
< ~ (|1 do = M|+ Ao = A3 + [ Aa = As| + oo+ M1 — Aa])
1
= (JIAd1 = ol + A3 = Ao + [ A5 = Mg + oo+ | A — Aca])
1 n
< )\—Z (A — Ag—1)
n k=0

I
—_

olur. Bu da A (z) € {4 oldugunu gosterir. Boylece x dizisi 2, uzayinda fakat
{s uzaymda degildir. Bu elde edilen sonug ile Lemma 5.1.4 deki f,, C (X

kapsamasinin daima saglandigl gercegi ile birlegtirildiginde bu kapsamanin kesin
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oldugu sonucu elde edilmig olur. Benzer olarak lim inf Ay, 1/Ax = 1 ise bu taktirde
—00
Lemma 5.1.5 (a) dan lilgn inf (A, — A1) /A = 0 olur. Boylece A = (\g)i_
—00

dizisinin bir (A, ), alt dizisi vardir ki,

lim (M) =0 (5.1.4)

r—00 )\kr

olur. Bu alt dizi her r dogal sayisi i¢in k., — k. > 2 olacak bicimde secilebilir.

Simdi her k € N i¢in y = (yx);_, dizisi,

1 L (k=k)

Ui (r e N) (5.1.5)

Nem1— Ao
—(e)

olarak tanimlansin. Bu taktirde y ¢ ¢ dir. Ote yandan her n € N icin,

An—An—1 . -
Any)=¢ ™ " (reN)
0 ; (n=k-+1)

esitligi elde edilir. Bu ve (5.1.4) ifadesi birlestirildiginde A (y) € ¢q ve boylece y €
¢y oldugu goriiliir. Bu nedenle y dizisi ¢ ve ¢* uzaylarmm her ikisinin elamanidir
fakat ¢y ve ¢ uzaylarimin herhangi birinin elemani degildir. Boylece bu ifade ile

Lemma 5.1.1 ile birlestirilirse ¢y C ¢j ve ¢ C ¢* kapsamalarimin kesin oldugu elde

edilir. Bu da ispat1 tamamlar. O

Simdi, Teorem 5.1.3’tin bir sonucu olarak A—matrisi i¢in yakinsaklik ve

sinirliliga denk olan gerekli ve yeterli sartlar: veren agagidaki sonucu elde ederiz.

A

Sonug 5.1.1. ¢ = ¢y, * = c ve (A =l esitliklerinin saglanmast i¢in gerek ve

yeter sart iminf A\, 1 /A, > 1 olmasidur [6].
n—oo

ispat. Gereklilik sart1i Teorem 5.1.3 den aciktir. Gercekten eger esitlikler
saglanirsa Teorem 5.1.3 deki kapsamalar kesin degildir ve boylece lim inf A, 11 /A, #
1 elde edilir. Buradan ligg g}f Ant1/An > 1 olur. Tersine ligg iOI.}f Ani1/An > 1
oldugunu kabul edelim. Bu taktirde Lemma 5.1.5 (b) den (A,/ (A, — A1) €
(o ve boylece (An—1/ (A — An—1))rey € Lo olur. Simdi = € ¢* olsun. Bu taktirde

A(z) = (A, (2)),2, € ¢ ve dolayisiyla (A, () — A,y (2)),2, € ¢ olur. Boylece
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(5.1.3) den (S, (%)), € co elde edilir. Bu her x € ¢* ve her x € ¢} i¢in S () € ¢
oldugunu gosterir. Sonug olarak Lemma 5.1.1 geregince ¢ = ¢y ve ¢* = c
esitlikleri saglanir. Benzer olarak Lemma 5.1.1 yerine Lemma 5.1.4 kullanilirsa

liminf A\, 1 /A, > 1 ise £, = (o, esitligi saglamr. Bu da ispati1 tamamlar. O
n—0o0

Lemma 5.1.6. Asagidaki onermeler dogrudur.
(a) ¢} ve c uzaylarmin arakesitleri bos olmamasina ragmen cy uzayr ¢ uzayina
kapsamaz.

A

(b) ¢ ve Ly uzaylarmin arakesitleri bos olmamasina ragmen ¢ uzayr o

uzayin kapsamaz [6].

Ispat. (a) Ispat Teorem 5.1.2 den aciktar.

(b) Lemma 5.1.1 den ¢ C ¢* N £, oldugundan ¢* ile 4, uzaylarnmn kesistigi
aciktir. Ayrica [29] nolu galigmadaki Steinhaus Teoreminden dolayr A matrisinin
regiilerligi A—toplanamayan bir x € (., dizisinin mevcudiyetini gerektirir. Yani
A (z) ¢ c dir. Boylece bir z € £, dizisi vardir fakat = ¢ ¢* dir. Bundan dolay1

ls C ¢ kapsamasi saglanmaz. Bu da ispat1 tamamlar. O

Teorem 5.1.4. Eger liminf \,,1/\, = 1 ise asaqidakiler saglanar.
n— oo
(a) cy ve ¢ wzaylarndan higbiri digerini kapsamaz.
(b) ¢} ve lo uzaylarmdan hicbiri digerini kapsamaz.

(c) & ve b uzaylarmdan hicbiri digerini kapsamaz [6].

Ispat. (a) Lemma 5.1.6 (a) da gosterildigi gibi ¢ C ¢ kapsamasi saglanmaz.
Ayrica liig ior.gf Ani1/An = 1 ise ters kapsama da saglanmaz. Gergekten Teorem
5.1.3’in ispatinda (5.1.5) ile tanimlanan y dizisi ¢ /c kiimesine aittir. Boylece (a)
sikki ispatlanmig olur.

(b) Lemma 5.1.6 dan ¢4, C c) kapsamasi saglanmaz. Ayrica lim inf A, 1/\, =

n—oo

1 ise ters kapsamanin saglanmadigini gosterelim. Bunun igin liminf A\, 11 /A, =1
n—oo

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde Teorem 5.1.3’iin ispatinda goriildiigii gibi A =

(Ak) e dizisinin bir (A, )7, alt dizisi vardir 6yle ki her » € N i¢in k1 — k, > 2
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o0

dir ve (5.1.4) saglanir. 3imdi 0 < @ < 1 olmak fizere her k € N icin = (z4),_,

dizisini,

_ Ao—1—Ne_
n={ - (2= n ; (k=k+1), (EN)
0 ; —
seklinde tanimlayalim. Bu taktirde (5.1.4) geregince x ¢ (., olur. Diger taraftan

basit hesaplamalarla her n € N igin,

— Mmoo\ _
S A=) Vo) (52=)" 5 =k
k=0 0

elde edilir ve boylece,

0 ;o (n# k)
olur. Bu da (5.1.4) ile birlikte A (z) € ¢y oldugunu gosterir. Bu nedenle « dizisi
cy uzaymin elemani fakat £, uzaymin elemani degildir. Sonug olarak ¢y C (o

kapsamas: saglanmaz. Son olarak (c¢) sitkki Lemma 5.1.6 (b) ve (b) sikkinin

birlegtirilmesiyle elde edilir. O]

Uyar: 5.1.1. Bu bélimiin sonuclary [2] nolu ¢alismadaki Z (u,v;c), Z (u,v;co)
ve Z (u,v,ls) genellestirilmis agurlikly ortalamalar uzaylarina u ve v ye belirli

bazi sartlar konularak genisletilebilir [6].

Teorem 5.1.5. Eger 0 < p < g < o0 ise EI’} C f;]\ kapsamasi kesin olarak saglanir

[5]-

Ispat. 0 < p < ¢ < oo olsun. Bu durumda ¢, C {, oldugundan EI),‘ C 62
kapsamas1 saglanir. ¢, C ¢, kapsamasi kesin oldugundan ¢, uzaymda olup ¢,
uzaymda olmayan bir x = (z;) dizisi mevcuttur. Yani x € ¢,/(, dir.

Simdi z dizisinin terimleri yardimiyla y = (y;) dizisini su sekilde tanimlayalim.
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L ARTE—AR_1Tk_1

e v v ; k € N olsun. Bu taktirde her n € N icin

An(y) = )\ié ( Ak — Ap—1Tx—1)

:xn

dir. Yani A(y) = z dir ve béylece A(y) € {4/{, olur. Bu durumda y dizisi £,
uzayinda iken ﬁ;‘ uzayinda degildir. Bu nedenle @ C @2 kapsamasi saglanir ve

kesindir. Bu da ispati1 tamamlar. O
Teorem 5.1.6. 0 < p < oo iken () C ¢y C ¢* C €3, kapsamasi kesindir [5].

ispat. Teorem 5.1.1°den ¢y C ¢* C £ kapsamast kesin oldugundan dolay E;} C
cy kapsamasinin kesin oldugunu gostermek yeterlidir.

Oncelikle z € 3 olmasi A(x) € ¢, yi gerektirdiginden A(z) € ¢ olur ki bu
x € ¢ olmasi demektir yani 0 < p < oo i¢in éz),‘ C ¢y kapsamasi saglanir.

1
xy=——7; (k€N) (5.1.6)
(k+1)»

seklinde tanimlanan x = () dizisini digiinelim. Bu durumda = € ¢y ve ¢y C cé
oldugundan dolay1 x € ¢} olur. Diger bir ifade ile her n € N igin,

N VA Y
1
An i—o (k+1)»

n

— Z (A = Ae—1)

Ap(n+1)7 32
1

(n—l—l)%

Vv

olur ki bu A (z) ¢ ¢, ve boylece z ¢ () oldugunu gosterir. Bu nedenle z dizisi ¢;

da iken f;} uzayinda degildir. Boylece @ C ¢ kapsamas1 0 < p < oo icin kesindir.

Bu da ispat1 tamamlar. O

Daima ¢y C ¢y , ¢ C ¢* ve lo C ¢4 kapsamalarinin saglanmasina ragmen
0 <p<ooicnf, C EI),‘ kapsamasi saglanmaz. Gergekten 1/ = (1/\;) ve 0 <
p < oo oldugunda eger % ¢ (, ise o zaman {, C E;} kapsamasinin saglanmadigini

asagidaki Lemmada ispat edecegiz.
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Lemma 5.1.7. /, ve EI’} uzaylar, ayrik degildir. Ayrica egjer% ¢ l,ise0 < p< oo

olmak tzere 0, ve 51’0\ uzaylarin higbirisi bir digerini icermez [5].

Ispat. 0 < p < oo icin (A1 — Ao, —X0,0,0,...) € £, N é; oldugundan ¢, ve é;
uzaylarinin arakesiti bog kiimeden farklidir.

Simdi 0 < p < oo iken % ¢ ¢, oldugunu kabul edelim ve x = ¢ =

(1,0,0,...) € ¢, dizisini diigiinelim. O zaman her n € N i¢in,
1 < A
_ 0) _ 2o
A, (z) = )\—nz (A= Ap—1) ey = N

k=0

olur. Bu bize A (z) ¢ £, ve boylece z ¢ () oldugunu gosterir. Bu yiizden = dizisi
¢, uzaymnda iken EI),‘ uzayinda degildir. Boylece ¢, C E;‘ kapsamasi % ¢ 0, i¢in

saglanmaz (0 < p < 00). Diger bir ifade ile 1 < p < oo olsun ve her k£ € N igin

y = (yx) dizisi s6yle tammlansin,

X . ( ke, cift ise)
Y = —_ y
— k—1" k-2 . .
A1 ( Xe—Ae—1 > ; (K, tek ise)

1 ¢ {, oldugundan y ¢ ¢, olur. Bunun yammnda her n € N igin,

1 A’n, _)\n— 1
A (y) = W)
0 ; (n, tek ise)

: ( n,cift ise)

ve boylece

DA @ =) Ao ()

n n

o Z 1 )\Qn - A2n—1 P
B /\gn )\271

n

1 - 1 )\Zn - )\2n72 b
Vi +Z; VA ( o )

n= 2n—2

1 . 1 )\gn _ )\gn—2>
=+

n

1 > 1 1
= — —|— _—

n=1

IN

IN
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oldugundan A (y) € £, ve y € £ elde edilir. Bu ise y dizisinin ) uzaymda olup
¢, uzayinda olmadigini gosterir.

Benzer olarak 0 < p < 1 icin E;}\Ep kiimesine ait olan bir dizi inga edilebilir.
Boylece 0 < p < o0 icin % ¢ (, oldugu zaman EI’} C {, kapsamas1 saglanmaz.
Sonug olarak 0 < p < oo igin eger % ¢ (, ise L, ve Eg uzaylarinin biri digerini

kapsamaz. Bu da ispat1 tamamlar. O

Lemma 5.1.8. Eger {, C 6;)‘ kapsamasi saglamirsa, o zaman 0 < p < 00 i¢in
1 € l, dir [5].

Ispat. 0 < p < oo icin £, C Ez’} kapsamasinin saglandigini kabul edelim ve z =
e® = (1,0,0,...) € ¢, dizisini diigtinelim. Bu taktirde = € E;‘ ve bundan dolay1
A (z) € ¢, dir. Boylece,

6% (5) =X mer

n

elde edilir. Bu + 3 € £, oldugunu gosterir ve ispat tamamlanir. Daha sonra 5 Lel,
sartinin sadece gerekli olmadigimi ayni1 zamanda 1 < p < oo olmak iizere ¢, C él))‘
kapsamasinin saglanmasi igin yeterli oldugunu gosterelim. Bundan énce (3.1.1)
ile verilen A = (\;) dizisini dikkate alahm. Her k¥ € N ve n + &k > 0 igin, 0 <
’\’“_A—i‘l’“*l < 1; (0 < k < n) bulunur. O
Ayrica eger % € (; ise ispat1 kolay olan asagidaki Lemmay1 elde ederiz.
Lemma 5.1.9. Eger % € ly ise o zaman;
sup [ (A — A i L
kp k k1) \,
n=k
olur [5].

Teorem 5.1.7. (; C (7 kapsamasinin saglanmasy i¢in gerek ve yeter sart % €l

olmasidar [5].

Ispat. Gereklilik kismi Lemma 5.1.8 den direk elde edilir. Tersine % € ¢, oldugunu

varsayalim. Bu taktirde Lemma 5.1.9 dan
= 1
M = sup [(/\k — )‘k‘—l) Z /\—] < 00
k ek T
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olur. Ayrica x = (z) € ¢; verilsin. Boylece,

Izl = 1A (@)
n=0

elde edilir. Bu x € 7 oldugunu gosterir. Béylece ¢; C ¢} kapsamasi saglamr. [
Sonug 5.1.2. Eger 1 € {1 ise 1 < p < oo igin {, C £ kapsamasi saglanr [5].

ispat. Teorem 5.1.7 den elde edilen kapsamanin p = 1 i¢in saglandig agikardir.
Geriye 1 < p < oo igin ispatin yapilmas: kalir. Bunun i¢in 2z = (x;) € ¢, alalim.

Bu taktirde her n € N icin Holder egitsizliginden,

zn: ()\k _)\Ak—l) o

p

[An ()" =

IN

IN
]
7N VR
>
ES]
>
S >
T
N———
B
S
1
hS]

k=0
elde ederiz. Boylece,
p o] 1 n
A, (2)|F < — Ao — Ap_1) |z
Xn:! ()] _nZ;Anko( k= Ar-1) |2k



kullanildig1 zaman,
[fg < MZ |z|” = M ||y, < o0

ey A o . . . . . A
elde edilir. Bu z € () oldugunu gosterir. Boylece 1 < p < oo igin ¢, C £}

kapsamasi saglanir. Bu da ispat1 tamamlar. O

Sonug 5.1.3. ¢, C E; kapsamasinin saglanmast i¢in gerek ve yeter sart 1 < p <

0o olmak tzere § € €, olmasidir [5].

ispat. Gereklilik Lemma 5.1.8 ile elde edilir. Tersine 1 < p < oo i¢in % (S

oldugunu kabul edelim. Béylece 15

=
sup(()\k—/\k ) pzv <Sup ((Ap AP ZV) 00
n n==k

= (%,;) € (1 dir. Bu nedenle Lemma 5.1.9 ile,
k

n=

elde edilir. Ayrica her sabit k£ € N igin,

Ae—=Ap—1 . >k
Ay =1 > P e
0 i (n<k)
dir. Boylece,
=1
le®17 = O = M) Z—p (k €N)
n—*k An

olur ki bu her k € Nicin e® € EI))‘ oldugunu verir. Yani £, uzaynin her baz elemam
Ez uzaymin elemanidir. Bu 61’} uzaymi ¢, uzaynin Schauder bazini icerdigini

gosterir ki sup He(k)HeA < 00 dur. Sonug olarak ¢, C @) kapsamasi saglanir. Bu
k P

da ispat1 tamamlar. O
Simdi, 1 < p < oo olmak iizere ZI’} uzayimin onemli bir 6zel durumunu verelim.

Ornek 5.1.1. Her k € N igin Ay = k+1 olarak verilen \ = (Ax) dizisini gézoniine
alalvm. Bu durumda 1 < p < oo igin 5 L e l, iken + 5 & (1 dir. Béylece Lemma 5.1.7
den {y C 0} kapsamasi saglanmaz. Diger taraftan cok iyi bilinen Hardy discrete

esitsizliging uygularsak,
|| P V' .
S (S ) < () S aeren
p n=0

44



olur. $imdi 1 < p < 0o olmak tizere her x € £, i¢in,

P
el < (52) bell,

elde edilir. Bu1 < p < 00 igin £, C EI),‘ oldugunu gosterir. Buna ilaveten aslinda
bu kapsama kesin olarak saglanir. Ornegin, y = ((—1)’“) dizisini ele alalvm. Bu

dizi £, de olmamasina ragmen E;‘ dadur. Clinkii,

AOIEDS

dur [5].

n

1 k
n+12(_1)

k=0

:Z(;<oo (1<p<o0)

2n + 1)°

Boylece yukaridaki agiklamadan agagidaki sonug elde edilir.

Lemma 5.1.10. z = (zy,) dizisi, li;n inf 2, = 0 olacak sekilde pozitif reel sayilarin
— 00

bir dizisi olsun. Bu taktirde 0 < p < 0o olacak sekildeki her pozitif say icin xin p

ye bagh olan bir xP) = (1, )2, alt dizisi vardwr Syle ki her v € N igin ky1—k, > 2

ve > |(r+1) x| < oo dur [5].

Simdi agagidaki teorem A—matrisinin p—mutlak yakinsakliktan daha kuvvetli,
yani 1 < p < oo olmak iizere £, C E;} kapsamasinin kesin olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kogullar1 vemektedir.

Teorem 5.1.8. (, C E;‘ kapsamasinin kesin olarak saglanmasi i¢in gerek ve yeter

sart 1 < p < oo olmak tizere 5 € €, ve ligriirolf A:’\—:l =1 olmasidur [5].

ispat. 1 < p < oo olmak iizere ¢, C EI),‘ kapsamasinin kesin oldugunu kabul
edelim. Bu sebeple birinci kogulun gerekliligi Lemma 5.1.8 den direk goriiliir.
Ayrica 6;,‘ C {, kapsamasi saglanmadigindan dolay1 Lemma 5.1.3
geregince bir z € £)) dizisi vardir ki S(z) = (S,(z)) ¢ £, dir. z € ) oldugundan
dolay1 Y |A(z)]” < oo olur. Boylece Minkowski egitsizligi uygulanirsa
> IAL (.;) — A1 (2)]7 < o0 elde edilir. Bu (A, () — Ap—y () € £, ve (Su(2)) ¢
EZ oldugundan (5.1.2) deki iliski geregince (A, —1/ (A — An—1)) € lo ve bGylece
A/ (A — Aiz1)) € Lo olur. Bu durumda Lemma 5.1.5 (a) geregince birinci sartin

gerekliligi elde edilir.
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Tersine % € {, oldugundan, Sonug 5.1.3 den ¢,, C EI),‘ kapsamasi saglanir. Bunun

yamsira liminf Ag11/ Ay = 1 oldugundan dolay1 Lemma 5.1.5 (a) dan lim inf

(%) = 0 elde edilir. Boylece Lemma 5.1.10 dan p ye bagh olan A = (\z)

dizisinin bir A®) = ( A, )22, alt dizisi vardir ki her r € N igin k.1 — k, > 2 ve

5o (252

r

dur. 0

< 00 (5.1.7)

Simdi her £ € N i¢in,

r+1 ;o (k=k)

reN 5.1.8
LDy gy 0 O

Yk =

olacak sekilde bir y = (yj,) dizisi tamimlayalim. Bu durumda y ¢ ¢, oldugu agiktir.
Ote yandan her n € N icin,

(r+)(5m=) 5 (n=ky)
{ 0 ; (n# k)
esitligi elde edilir. Bu ve (5.1.7) ifadesi, A(y) € ¢, ve y € £} oldugunu belirtir.
Boylece y dizisi é;‘ uzayindadir fakat ¢, uzaymda degildir. Bu nedenle 1 < p < 0o
olmak tizere ¢, C ﬁ;} kapsamasi kesindir. Bu da ispati tamamlar.

Simdi 1 < p < oo olmak tizere asagidaki sonug, Teorem 5.1.8'un dogrudan
sonucu olarak A—matrisinin p—mutlak yakinsakliga esit olmasi icin gerekli ve

yeterli kosullar1 vermektedir.

Sonug 5.1.4. f;} = {,, esitliginin saglanmasy i¢in gerek ve yeter sart 1 < p < oo

olmak tzere lim inf % > 1 olmasidur [5].
n—o0 "

ispat. Gereklilik sart1 Teorem 5.1.8 den elde edilir. Eger esitlik saglanirsa ¢, C

ﬁz kapsamasi saglanir ve Lemma 5.1.8 geregince + € ¢, olur. Ayrica ¢, C E;}

)
kapsamasi kesin olmadigindan dolayr Teorem 5.1.8 den liminf A, 11/A, # 1 ve
n—oo
boylece liminf A\, 1/\, > 1 olur.
n—oo

Tersine liminf A, 1/A, > 1 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde A, 11/A, >
n—oo

a olacak bicimde bir a > 1 sabiti vardir ve boylece her n € N icin A\, > Apa” olur.
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Bu % € {, oldugunu gosterir ve Sonug 5.1.2 geregince 1 < p < 0o olmak tizere £, C
(> kapsamas: saglamr. Diger bir ifade ile Lemma 5.1.5 (b) den (An/ (An — A1) €
lo ve boylece (Ay_1/ (Ay — Au_1)) € Lo elde edilir.

Simdi € £} olsun. Bu durumda A(z) = (A,(z)) € ¢, ve buradan
(Ay (x) — Ayy (2)) € ¢, dir. Bu sebeple (5.1.2) iligkisi ile (S, (z)) € ¢, yani her
T € E; i¢gin S(z) € ¢, elde edilir. Bu taktirde Lemma 5.1.5 geregince é;,‘ C ¢
kapsamasi saglanir. Boylece ¢, C E; ve 61’} C {, kapsamalar birlestirilirse 1 < p <

oo olmak tizere EI’} = {, esitligi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. O

Uyar1 5.1.2. 0 < p < 1 olmak tizere Sonu¢ 5.1.4un saglandigr kolayca elde
edilebilir [5].

Sonug 5.1.5. 62, Co, ¢ ve by uzaylar kesismelerine ragmen @ uzayr bu uzaylardan
herhangi birini kapsamaz. Ayrica 0 < p < oo olmak tizere eger iminf A, 11/, =
n—oo

1 ise cg, ¢ ve o uzaylarindan hicbir: E;‘ uzayima kapsamaz [5].

ispat. 0 < p < oo olsun. Bu durumda (A; — A\, — Ao, 0,0, ...) dizisi biitiin bu
uzaylara ait oldugundan EI),‘, co, ¢ ve o uzaylarmin arakesitinin bog olmadigi
agikardir.

Ayrica 6;‘ uzay1 ¢ uzayini kapsamaz. Clinkii Teorem 5.1.6'nin ispatinda (5.1.6)
numarada tanimlanan x dizisi ¢y’'1n eleman fakat EI))‘ nin elemani degildir. Bundan
dolay1 EJ)D‘ uzayl ¢, ¢ ve {, uzaylarindan herhangi birini kapsamaz.

Ayni zamanda eger hrlL’Il) %)I.}f A 41/An = 1 ise ly uzayl 6;; uzayini kapsamaz.
Bu durumda Teorem 5.1.8’in ispatinda (5.1.8) ile tanimlanan y dizisi EI’} uzayinda
fakat /., uzayinda degildir. Boylece 0 < p < oo olmak tizere 1i7rlr_1> ioglf Ant1/ A =1
oldugunda ¢y, ¢ ve lo, uzaylarindan hicbiri é;,‘ uzayini kapsamaz. Bu da ispati

tamamlar. 0
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6. Mutlak Olmayan Tipten c), ¢! ve ()

Uzaylarmin a—, 3— ve y—Dualleri

Bu béliimde ¢, ¢* ve £ uzaylarimin a—, S— ve v duallerinin ifadeleri ve

ispatlart verilmistir.

6.1 ¢, ¢* ve /), Uzaylarinin a—, 3— ve y—Dualleri

Burada F sembolii ile; N = {0,1,2,...} kiimesinin bogtan farkli ve sonlu alt
ciimlelerinin koleksiyonunu gostermek iizere bu tez igin gerekli olan [34] nolu

caligmamizda verilen agagidaki sonuclar1 verelim.

Lemma 6.1.1. (cy, l1) = (¢, 1) = (beo, t1) esitlikleri saglanwr. Ayrica A € (co, ;)

) <o

olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

Z Ank

keK

(5

KeF \n=0

olmasidar [6].

Lemma 6.1.2. (¢p,ls) = (¢,0) = (loo, ) esitlikleri saglanir. Ayrica A €
(oo, Uoo) Olmasu i¢in gerek ve yeter sart,

sup (Z \ank\) < 00

n \k=0

olmasudur [6].

Ayrica ¢alismamiz boyunca x = (xy) ve y = (yx) dizilerinin birbirlerine y =
A (z) iligkisi ile bagh oldugunu kabul edecegiz. Yani y dizisi, 2’in A—doéniigiimiidiir.
Buna gore, z dizisinin ¢, ¢* ve £2, uzaylarmm iginde olmasi igin gerek ve yeter

sart y dizisinin sirasiyla cg, ¢ ve {4, uzaylarinin i¢inde olmasidir. Buna ek olarak,
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b Y
=y (-1 myj

j=k—1
—Ag-1 Ak
= e+ —" e i(keN 6.1.1
M= S A e (o4
1
e (AWl — M1
)\k_>\k—1( kYk k—1Yk—1)

esitligi kolayca tiiretilebilir. Simdi ¢}, ¢* ve £2 uzaylarmin a—dualini tanimlayan

agagidaki sonucu verecegiz.

Teorem 6.1.1. ¢}, ¢* ve (2 uzaylarimn a— duali,

o0

An
ai‘:{a:(an)Ew: Z)\_—Al|an|<00}

n=0
ctimlesidir [6].

(—1)"_’“ A g n—1<k<n,

0 i k<n—1veyak >n

seklinde tanmimlansin. Ayn1 zamanda her x € w i¢in A (z) = y dir. Bu taktirde

(6.1.1) geregince,

n e A
ntn = Y (=1)"7" /\_—li\_lanyk =B, (y) (neN) (6.1.2)

k=n—1

elde edilir. Boylece (6.1.2) den z € ¢} iken ax = (a,z,) € ¢; olmasi i¢in gerek

ve yeter sart y € ¢y iken By € ¢, olmasidir. Yani a € (cé)a olmasi icin gerek

ve yeter sart B € (co,f1) olmasidir. Bu nedenle Lemma 6.1.1 den A yerine B

kullamldiginda a € (c()\)a olmasi icin gerek ve yeter sart,

Z bnk

keK

e

KeF \n=0

) < 00 (6.1.3)

olmasidir. Diger taraftan n € N verilsin. Bu taktirde herhangi bir K € F i¢in
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0 ;s n—1¢ K ven¢ K,

,\n/\_",\_:flmn\ : n—1leK ven¢ K,

Z bnk

keK

,\n—/\:\l_lmn‘ s n—1¢ K vene K,

|| ; n—1leK vene K

\

olur. Boylece (6.1.3) ifadesinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter gart,

00 >\n

2

— Q| < OO
n:())\n - )\nfl | n’

olmasidir ki bu (cé)a = aj oldugunu gosterir. Son olarak Lemma 6.1.1 den
(co, 1) = (¢, 61) = (s, £1) oldugundan benzer olarak (c*)” = (¢))" = a} oldugu

gosterilebilir. Bu da ispat1 tamamlar. O

Uyar1 6.1.1. Her n i¢in p1 = (), dizisini p, = (A, — A1) /A, olarak

tanimlayalim. Bu taktirde Teorem 6.1.1 den,
(c0)" = ()" =4,

olur. Burada 62“' Malofosse’nun tanimladig,

ofemenin(2) )

uzaydir [36]. Diger taraftan Lemma 5.1.5 (b) den,

An
liminf 227 > 1
n—oo

n

1se bu taktirde bir M > 1 vardwr ki her n i¢in,

An
1< — <M
_)\n_)\nfl_

dir.

A = cve () = (, gergegiile uygun olarak

Ozel olarak Sonug 5.1.1 den cy = co, C
Teorem 6.1.1 den (cé)a = (cA)a = (@O)a = {; elde edilir. z,y € w dizilerinin

y = A (z) iligkisi ile baglantih oldugunu hatirlarsak (6.1.1)’i kullanarak kolaylikla
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asagidaki esitlikleri elde ederiz.

kZ;akxk =0y (Moo — A_1y-1) + a1 N i " (Ay1 — Aovo) +
+ n Ot = A1)
=AoYo (/\0 iLOAI - Ala_l)\o) + M1 (Ala " /\2a_2>\1) + ..
(6.1.4)
+ A 1Yn—1 ()\nlan_l)\nQ bW _ag\nl) + a, " _qu\nlyn

n-l1 Qg Qj_ ) An
- )\ + —an n
Z(Ak—A“ AkH—Ak e N = Y

A
— L Y M
E:A(Ak N >kyk+)\n_)\n_1anyn

= Qg ag ar—1
A = - (keN
<)\k - )\kl) Ak — Ak—1 Akl — g ( )

dir [6]. Bu bizi agagidaki sonuca gotiiriir.

Teorem 6.1.2. a3, a3, a) ve ai kimeleri asagidaki gibi tanwmlanar.

ag‘:{a:(ak)Ew: zn: A<L>)\k <oo},
k=0 A — Ag—1

A — . A

a3—{a—(ak)6w.sip mak <oo},

A . )\k

a; = {a = (ag) €Ew: k;h—>I£lo (mak) mevcut} ,

by . )\k

ag = {a = (ak) cw: kll)r{.lo (mak> = 0} .

Bu taktirde (c(’})ﬁ = ay Nay, (c’\)ﬁ =aj Nay ve (Eg‘o)ﬁ = aj Na} olur [6].
Ispat. Bu teorem [2] nolu ¢ahgmadaki Teorem 2 nin direkT bir sonucudur. [

Uyar: 6.1.2. (6.1.4) esgitliginin x = y = e dzel durumunu gozonine alalim.
Bu taktirde Teorem 6.1.2 den ( 0) C bs, ( )B C cs ve (ﬁg‘o)ﬁ C cs kapsamalary

A

saglanar. Son olarak bu bolimde ¢, ¢ ve € uzaylarmn y—dualine iliskin

asagidaki sonucu elde edecegiz [6].
Teorem 6.1.3. ¢, ¢* ve 02 uwzaylarmn v—duali ay N ay kiimesidir [6].

ispat. Bu sonug (6.1.4) kullamlarak Lemma 6.1.2 den elde edilir. O

o1



7. Mutlak Olmayan Tipten ¢, ¢* ve (2

Uzaylarinin Bazi1 Matris Doniisumleri

A

Bu béliimde ¢, ¢* ve (A uzaylar1 ve bunlarm arasindaki cesitli matris

dontigtimlerini karakterize eden bazi sonuclar ifade edilmistir.

7.1 ¢}, ¢! ve {2, Uzaylarimin Baz1 Matris Doniigiimleri

Bir A = (a,) sonsuz matrisi i¢in her n, k € N olmak tizere kisaca,

a - ( Ank B G k41 > )\k;
4 )\k = )\k71 )\k+1 - )\k

esitligini yazalim. Ayrica z, y € w olmak tizere y = A (z) iligkisini tekrar kullanirsak
(6.1.4) den,

1

m m— >\m
Stk = D Gkl + ——————ApmYm (1, m € N) (7.1.1)
k=0 k=0 )‘m - /\m—l

elde edilir. Ozellikle z € ¢* ve her n € N icin A,, = (ank)zzo € (CA)ﬁ olsun. Bu

taktirde (7.1.1) de m — oo igin limite gegersek Teorem 6.1.2°i kullanarak,

YankTr = D ankYi + lay
- zanmyk—lm( aman)
k=0 k=0

yazabiliriz ki [ = klim yi ve her n icin a,, = klim (Ae@nk/ (Ax — Ag—1)) olmak fizere,
—00 —00

Iiankxk = ki)dnk (v — 1) +1 <§)ank> ;(neN) (7.1.2)

esitligine ulagilir.

Simdi asagidaki kosullar1 gézoniine alalim.

sup ( \dnk\) < 00 (7.1.3)
k=0

n
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A o

Her n € N i¢in (—kank> € ¢
A (o)

Her n € N i¢in (—kank> Ec

)\ o
Her n € N i¢in (—kank) €l
)\k - )\k—l k=0

sup ( \ank\) < 00
n \k=0
(=
lim ank> =aq
lim (Zank) =0

(e.o]

2.

n=0

00
Z Ank

k=0

< 00

p
<oo (I1<p<oo)

o0

2.

n=0

oo
Z Ank

k=0

Her £k € Nicin lim @, = Gps
n—oo

lim an, =0
tim (S5 o)

Her k£ € Nicin lim a,; =0
n—oo

) <o

Z dnk

neN

(5

NeF \k=0

23

(7.1.4)

(7.1.5)

(7.1.6)

(7.1.7)

(7.1.8)

(7.1.9)

(7.1.10)

(7.1.11)

(7.1.12)

(7.1.13)

(7.1.14)

(7.1.15)

(7.1.16)



o0 p
sup <Z > Ak ) <00 ;(l<p<oo) (7.1.17)
KeF \n=0 [keK
Her n € Nigin ) |ank| yakinsak (7.1.18)
k=0

Bu taktirde Teorem 6.1.2 ve [34] nolu galigmadaki Stieglitz ve Tietz’in sonuglar

birlegtirildiginde (7.1.1) ve (7.1.2) kullanilarak agagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 7.1.1. Asagidaki ifadeler saglanar.

(a) A € (£, ls) olmast igin gerek ve yeter sart (7.1.3) ve (7.1.4)in
saglanmasidar.

(b) A € (ML) olmasy igin gerek ve yeter sart (7.1.3), (7.1.5) ve (7.1.7) nin
saglanmasidar.

(c) A € (), ls) olmasi igin gerek ve yeter sart (7.1.3) ve (7.1.6)min

saglanmasidir [6].

Teorem 7.1.2. Asaqidaki ifadeler saglanar.
(a) A € (€, c) olmasi igin gerek ve yeter sart (7.1.3), (7.1.4), (7.1.12) ve
(7.1.13)%in saglanmasidir. Ayrica A € (Eg‘o, c) ise bu taktirde her x € 02, igin,
lim A, () = > apAg (2) (7.1.19)
n—o00 E—0
dir.
(b) A € (c* ¢) olmasu igin gerek ve yeter sart (7.1.3), (7.1.5), (7.1.8) ve

(7.1.12) 'nin saglanmasidur. Ayrica A € (c’\, c) ise bu taktirde her x € ¢ icin,

lim A, (z) = > ap (Ag () = 1) + la
dor.
Burada | = lim Ay (x) dir.
k—o0
(c) A€ (c),c) olmasy igin gerek ve yeter sart (7.1.3), (7.1.6) ve (7.1.12) nin

saglanmasidir. Ayrica eger A € (c()\, c) ise her x € ¢} ise her x € ¢y i¢in (7.1.19)

saglanr [6].

o4



Teorem 7.1.3. Asagidaki ifadeler saglanar.

(a) A € (€),co) olmasi igin gerek ve yeter sart (7.1.4) ve (7.1.14)’in
saglanmasidar.

(b) A € (¢t co) olmasi igin gerek ve yeter sart (7.1.3), (7.1.5), (7.1.9) ve
(7.1.15)%in saglanmasidor.

(c) A€ (c),co) olmas igin gerek ve yeter sart (7.1.3), (7.1.6) ve (7.1.15)’in

saglanmasidir [6].

Teorem 7.1.4. Asaqidaki ifadeler saglanar.

(a) A € (€,,0) olmast igin gerek ve yeter sart (7.1.4) ve (7.1.16)mn
saglanmasidar.

(b) A e (c’\,ﬁl) olmasu i¢in gerek ve yeter sart (7.1.5), (7.1.10) ve (7.1.16) 'nin
saglanmasudar.

(c) A € (c,t) olmasu igin gerek ve yeter sart (7.1.6) ve (7.1.16)nin

saglanmasidir [6].

Teorem 7.1.5. 1 < p < o0 olsun. Bu taktirde asagidakiler saglanar.

(a) A € (€,,0,) olmasy icin gerek ve yeter sart (7.1.4), (7.1.17) ve (7.1.18)’in
saglanmasidar.

(b) A € (*0,) olmasy icin gerek ve yeter sart (7.1.5), (7.1.11), (7.1.17) ve
(7.1.18)%in saglanmasidar.

(c) A€ (c),l) olmasi igin gerek ve yeter sart (7.1.6), (7.1.17) ve (7.1.18)’in

saglanmasidir [6].

Sonug 7.1.1. \' = ()\;c) pozitif reel saylarin kesin artan ve sonsuza giden bir
dizist olsun. A = (an) sonsuz bir matris ve B = (byy) matrisi,

1 n
bnk:: XT'E:

n =0

(X = Xr) age 3 (n,k €N

seklinde tanimlansin. Bu taktirde A matrisinin (Zg,ﬁé;) , <c’\,€é‘;> , (c(},féé) ,

/ / / / / /
(ﬁg‘o, A ) , (c’\, A ) , (cé, c ) , (ég‘o, cy ) , (cA, cy ) veya (cé, c > sinaflarindan

herhangi birine ait olmast i¢in gerek ve yeter sartlar; Teorem 7.1.1, 7.1.2 veya
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7.1.3 den uygun olanlardan birinde B matrisinin elemanlar, yerine A matrisinin

elemanlarimin yazlmasiyla elde edilir [6].

Sonug 7.1.2. A = (an) sonsuz bir matris ve B = (byy) matris,
bk = Y aj, i (n,k €N)
j=0

seklinde tanimlansin. Bu taktirde A matrisinin (Eéo, bs) , (c)‘, bs) , (c(}, bs) , (@o, cs) ,
(c>‘, cs) , (cé, cs) , (Eéo, cso) , (c)‘, cso) veya (cé, cso) sinaflarindan herhangt birine
ait olmast i¢in gerek ve yeter sartlar; Teorem 7.1.1, 7.1.2 veya 7.1.3 den uygun

olanlardan birinde B matrisinin elemanlar:, yerine A matrisinin elemanlarinn

yazlmaswyla elde edilir [6].

Sonug 7.1.3. 0 < r < 1 olmak tizere, A = (anx) sonsuz bir matris ve B = (byy)

matrise,

n

b = 3 <") (1=7)"7 riay ; (n,keN)

j=0\J

seklinde tanwymlansin. Bu taktirde A matrisinin (02, er), (c/\, e;) , (c{}, e;) , (ﬁé‘o, 67;) ,

(Mer), (cd,er), (C.eh), (ct eh) veya (c),ef) simiflarmdan herhangi birine
ait olmast i¢in gerek ve yeter sartlar; Teorem 7.1.1-7.1.5 den uygun olanlardan
birinde B matrisinin elemanlar: yerine A matrisinin elemanlarimin yazilmaswyla
elde edilir. Burada 1 < p < 0o ve e, e, ve e, uzaylar, Altay et al. [24], Mursaleen

et al. [25], Basar ve Altay [1] tarafindan elde edilen Euler dizi uzaylarine gosterir

[6].
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