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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “2-Boyutlu Lineer Olmayan Coupled
Burgers’ Denklemi i¢in Sonlu Fark Yaklagimlari”baglikli bu caligmanin bilimsel
ahlak ve geleneklere aykiri diigsecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan
vazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢inde hem de
kaynakcada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu
onurumla dogrularim.
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Bu yiiksek lisans tez ¢alismasi alt1 boliimden olugmaktadir.

Tezin girig boliimiinde, bu tezde goz ontine alinacak 2-boyutlu coupled Burgers’
denkleminin yapisi hakkinda kisaca bahsedildikten sonra bu ¢aligmanin amaci
hakkinda on bilgi verildi.

Ikinci boliimde, tezde kullamlacak olan acik (eaplicit), kapal (implicit) ve
Crank-Nicolson klasik sonlu fark yontemleri anlatildiktan sonra bu yontemlerin
181 iletim denklemine uygulanmasi ile elde edilen fark semalar: 6rnek uygulama
olarak verildi.

Uciineil boliimde, 2-boyutlu coupled Burgers’ denkleminin literatiir taramasi
ayrintili olarak verildikten sonra farkli baglangic ve sinir sartlarina sahip ti¢ model
problem tanitildi. Ayrica bu bolimde niimerik semalarin dogruluk ve tutarliligini
olgmede kullanilacak Lo ve L., hata normlar1 verildi.

Dordiincti boliimde, acik, kapali ve Crank-Nicolson klasik sonlu fark
yontemlerinin ii¢ model probleme uygulanmasiyla elde edilen semalar verildikten
sonra bu gsemalar yardimiyla model problemlerin niimerik ¢oziimleri elde edildi.
Elde edilen niimerik sonuglarin mevcut tam coziimlerle ve literatiirdeki diger
sonuclarla karsilagtirilmas tablolar halinde sunuldu. Ayrica tam ¢oziimleri mevcut
olan model Problem 1 ve Problem 3 icin hesaplanan L, ve L., hata normlar:
tablolarda gosterildi.

Beginci boliim bu tezin esas bolimiinii olusturmaktadir. Bu boliimde,
2-boyutlu coupled Burgers’ denklemindeki lineer olmayan UU,, VU,, UV, ve V'V,
terimleri yerine Rubin-Graves [1] tipi bir lineerlegtirme tekniginin uygulanmasiyla
elde edilen sonlu fark semalar: kullanilarak model problemlerin niimerik ¢oziimleri
bulundu. Bulunan ntimerik ¢oziimler mevcut tam c¢oziimlerle ve literatiirdeki



diger sonuclarla kargilagtirildi. Ayni zamanda Lo ve L., hata normlar1 hesaplandi.
Ayrica Problem 1 ve Problem 3 i¢in hem niimerik hem de tam ¢oztimler grafiksel
olarak gosterilirken Problem 2 i¢in yalnizca niimerik sonuclarin grafikleri verildi.

Son olarak altinci béliimde, tam ¢oziimleri mevcut olan Problem 1 ve Problem
3 icin tezin dordiincii boliimiinde agik, kapali ve Crank-Nicolson yontemleri ve
besginci boliimiinde Rubin-Graves tipi lineerlestirme tekniginin uygulanmasiyla
hesaplanan L, ve L., hata normlar1 kendi igerisinde karsilagtirildi.

ANAHTAR KELIMELER: 2-Boyutlu Coupled Burgers’ Denklemi, Sonlu
Fark Yontemleri, Agik Sonlu Fark Yontemi,
Kapali Sonlu Fark Yontemi, Crank-Nicolson
Sonlu Fark Yontemi, Rubin-Graves Tipi

Lineerlestirme Teknigi.
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This master thesis consists of six chapters.

In the introductory chapter of the thesis, preliminary information was
given about the purpose of this study after briefly mentioning the structure of
the 2-dimensional coupled Burgers’ equation to be considered in this thesis.

In the second chapter, explicit, implicit and Crank-Nicolson classical finite
difference methods to be used in the thesis are explained and then the difference
schemes obtained by applying these methods to the heat transfer equation are
given as a sample application.

In the third chapter, the literature search of the 2-dimensional coupled
Burgers’ equation is described in detail, then three model problems with different
initial and boundary conditions are presented. In addition, Ly and L, error norms
are used in this section to measure the accuracy and consistency of numerical
schemas.

In the fourth chapter, the schematics obtained by applying three model
probing methods of explicit, implicit and Crank-Nicolson classical finite difference
methods are given and then numerical solutions of problems are obtained with
these schemes. The numerical results obtained were presented in tabular form,
comparing with the available full solutions and other results in the literature. In
addition, theL, and L., error norms calculated for model Problem 1 and Problem
3 having exact solutions are shown in the tables.

The fifth chapter forms the main part of this thesis. In this section, a
linearization technique of the Rubin-Graves [1] type instead of the nonlinear
UU,, VU,, UV, and V'V, terms in the 2-Dimensional Coupled Burgers’ Numerical
solutions of the model problems were obtained by using the finite difference

111



schemes. The numerical solutions obtained were compared with the existing
complete solutions and with the other results in the literature. At the same
time, Lo and L., error norms were calculated. In addition, for Problem 1 and
Problem 3 both numerical and complete solutions are shown graphically, whereas
for Problem 2 only numerical results are plotted.

Lastly, in the sixth chapter, explicit and implicit and Crank-Nicolson
methods in the fourth section of the thesis for Exact Problems 1 and 3, and Lo
and L, error norms calculated by applying the Rubin-Graves type linearization
technique in the fifth section are compared within themselves.

KEYWORDS: 2-Dimensional Coupled Burgers’ Equations, Finite Difference
Methods, Explicit Finite Difference Method, Implicit Finite
Difference Method, Crank-Nicolson Finite Difference Method,

Rubin-Graves Type Linearization Technique.
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1. GIRIS

Miihendis ve bilim adamlarinin yaptiklari en énemli gorevlerden biri fiziksel
olaylart modellemektir. Ister uzaysal, biyolojik, kimyasal, jeolojik ister mekanik
olsun dogadaki hemen hemen her olay fizik veya diger bilim dallarinin kanunlari
yardimiyla kendine ait biiytikliikler arasinda cebirsel, diferansiyel ya da integral
denklemler yardimiyla tammlanabilir. Mekanik, termal ve/veya aerodinamik
yiiklere maruz kalan degisik sekilli delik ve ¢ok sayida gergiye sahip bir basing
tiiptindeki basing dagilimi; gol, denizsuyu veya atmosferdeki kirleticilerin
yogunlugunun bulunmasi; kasirga ve simsek olusumunu anlamak ve tahmin etmek
i¢in hava tahminlerinin simiilasyonu miihendislerin ilgilendikleri en énemli pratik
problemlerden sadece bazilaridir. Bu tiir problemlerin ¢ogunun denkleminin
turetilmesi o kadar ¢ok zor olmasada, kompleks geometrik ve malzeme yapilar
yiiziinden tam c¢oziimlerini bulmak genellikle zordur. Bu durumlarda niimerik
yontemler bu denklemlerin ¢oztimlerinin bulunmasinda yardimei olurlar. Niimerik
yontemler verilen bir diferansiyel denklemi genellikle bilgisayar yardimiyla
¢oziilebilecek bir grup cebirsel denklem sistemine doniigtiiriir. Cogu diferansiyel
denklemlerin ¢oziimii icin gelistirilen ¢ok sayida niimerik yontemler mevcuttur.
Bunlardan biri olan sonlu fark yontemlerinde, diferansiyel denklemdeki tiirevlerin
yerine ¢oziim bolgesinde diigiim noktalarindaki degerleri igeren fark denklemleri
yazilir. Sonucta elde edilen cebirsel denklemler sinir sartlarinin uygulanmasindan
sonra diigiim noktalarindaki degerleri elde etmek igin ¢oziiliirler [2].

Sonlu fark yontemleri 6nceden verilen basglangic ve sinir gsartlarina sahip lineer
veya lineer olmayan kismi diferansiyel denklem veya denklem sistemlerinin
¢oziimiinde literatiirde yaygin olarak kullanila gelmistir. Bu tezde 2-boyutlu lineer
olmayan coupled Burgers’ denklemleminin sonlu fark yontemleriyle yaklagik

coziimleri elde edilecektir. Literatiirde bir boyutlu ve iki boyutlu Burgers’



denklemlerinin ¢oztimleri tizerine sonlu fark yontemleri de dahil olmak tizere farkl
yontemlerle elde edilen ¢ok sayida calisma mevcuttur. Fakat 2-boyutlu coupled
Burgers’ denkleminin sonlu fark yontemleriyle niimerik ¢oziimleri iizerine yapilan
caligma sayis1 daha azdir.

Burger [3] tarafindan tiirbiilans1 modellemek igin kullanilan ve
U + U Uy = VlUgy

formunda verilen bir boyutlu Burgers’ denkleminin analitik olarak ¢oziimiine ilk
defa Bateman [4] tesebbiis etti. Iki boyutlu Burgers’ denklemi ise Khater vd. [5]
tarafindan

Up + WUy + WUy = V(Upy + Uyy)

formunda farkli baslangic ve sinir sartlar: ile ele alindi.

Bu tezde ise lineer olmayan diferansiyel denklem sistemi sinifindan olan ve

U+ WUy + VUy = (Ugy + Uyy)

U+ WU, + VU, = £(Ugy + Vyy)

formunda verilen 2-boyutlu coupled Burgers’ denkleminin sonlu fark yéntemleriyle
niimerik ¢oziimlerinin bulunmas1 amaglanmaktadir [6]. Bu amagla, denklem farkli
baglangic ve sinir sartlariyla verilen ti¢ model problem ile géz 6niine alindi. Once
acik, kapali ve Crank-Nicolson yontemleriyle model problemlerin niimerik
¢oziimleri elde edildi. Daha sonra denklemdeki lineer olmayan terimler yerine bir
lineerlegtirme teknigi kullanilarak model problemlerin niimerik ¢oziimleri

aragtirildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin bu bolimiinde sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel kavramlar

hakkinda bilgiler verildi.

2.1 Klasik Sonlu Fark Yontemleri

Sonlu Fark Yontemleri (SFY) genel olarak diferansiyel denklemlerin niimerik
¢oziimlerinin elde edilmesinde kullanilan yontemlerden biridir. Sonlu fark
yontemleri uygulanirken agagida verilen temel adimlar dikkate alimir 7, 8].

1. Problemin ¢oziim bolgesi diizgiin geometrik sekiller iceren kafeslere boliiniir
ve problemin yaklagik ¢oztimii her bir kafesin diigim (mesh, grid) noktalar
tizerinden hesaplanir.

2. Diferansiyel denklemlerdeki bilinmeyenler ve onlarin tiirevleri yerine, Taylor
seri acilimindan elde edilen uygun sonlu fark yaklagimlari kullanilarak diigiim
noktalarindaki ¢oztimlerle iligkilendirilen sonlu fark yaklagimlar: yazilir.

3. Boylece lineer veya lineer olmayan diferansiyel denklemden olusan basglangig
veya sinir deger probleminin ¢oziimiinii bulma problemi fark denklemlerinden
olusan lineer veya lineer olmayan bir cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiini bulma
problemi halini alir. Elde edilen denklem sistemi direkt veya iteratif yontemlerden
biri yardimu ile ¢oziilerek goz oniine alinan problemin istenilen diigiim noktalarinda
yaklagik ¢oziimii bulunur.

4. Problemde verilen baglangic ve smir sartlarinin yerine uygun fark
yaklagimlar: yazilarak hesaplanir.

5. Yontemin gegerliligi i¢in yakinsakligi, tutarliligi ve karaliligi incelenir.

x,y ve t bagimsiz degiskenler olmak iizere u kismi diferansiyel denklemin tam
¢oziimii ve U ise kismi diferansiyel denkleme karsilik gelen sonlu fark denkleminin

tam ¢Oozimi olsun. Genel olarak sonlu fark yontemlerinde c¢oziim bdlgesi



Ax(= hz) x yoninde konum adim uzunlugu, Ay(= hy) y yéniinde konum adim
uzunlugu ve At(= k) t yoniinde zaman adim uzunlugu olmak iizere kafeslere
boliintr.

Ornegin; [0,1] x [0,1] x [0,00) yar1 acik bolgesi tizerinde (z;,y;,t,) ile ifade

edilen bir diigiim noktas;

x; = 1Ax = th,, i=00M, O=zp<x1<..<zpy =1
yj = JjAy = jhy, J=00)N, 0=y <y <..<yn=I
t, = nAt = nk, n=0,1,...,7T

olarak verilir. Temsili bir P(ih,,jh,,nk) diigim noktasi iizerinde U(z,y,1?)

fonksiyonunun noktasal degeri icin;

U,

Ul(ihy, jhy, nk)

veya

Ui
gosterimlerinden  birisi  kullanilir.  Bu  gosterimlerin  kullanilmasiyla U
fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin sonlu fark yaklagimlar
da ifade edilir.

Kismi diferansiyel denklemlerde yer alan tiirevlerin bilgisayarda sayisal hesabi
icin yaklagik formda yazilmasi gerekir. Yaklasik formda yazilmasi Taylor Seri
acilimi kullamlarak yapilir.

Ik 6nce cok degiskenli bir fonksiyon i¢in Taylor seri agilimi kullanilarak birinci

mertebeden tiirev yaklagimlar: icin ileri fark formiilasyonunu elde edelim.

Verilen bir U(x, y, t) cok degiskenli fonsiyonunun (z; + Az, y;, t,) noktasindaki



degeri Taylor seri agilimi ile

8_U N (Ax)? 0*U N (Ax)3 03U
ox 21 Ox2 31 Ox3

Uz + Az, yj,t,) = Uz, yj, tn) + (Ax)

(2.1.1)
Ui g tn z:: n! 6:16"
seklinde yazilabilir. (2.1.1)" de OU/0x terimi yalmiz birakilirsa
U _ U(wi+ Az,y;,ta) = Ulzi,y,tn)  (A2) U (Ax)* U (2.1.2)

or Az 2 922 3l oxd
elde edilir. Burada

(Az) U (Az)*&°U
2! Ox? 3! Ox3

O(Ax) = —

hatay1 gostermek tizere (2.1.2) esitligi

or Ax

+ O(Ax)

olarak yazilabilir. Bu ifade U biytikliigiiniin x ’e gore birinci tiirevi igin yapilmig

birinci dereceden bir yaklagimdir ve indis formunda

U _ U, — Ui
—_— = A 2.1.
Ox Ax +0(Az) (2.1.3)

seklinde yazilabilir. Ayrica (2.1.3) birinci mertebeden tiirev igin ileri fark
formiilasyonu olarak adlandirilir.
Birinci mertebeden tiirev yaklagimi icin geri fark formiilasyonu elde etmek ic¢in

Taylor agilimi

ou (Aaz)2 ?U  (Ax)3 03U

U(SL’i—Al’,yj,t ) U(~T27y]7 ) (Aﬂf) 837 91 83:2 - 3! 61’3

+.. (2.1.4)

yazilir ve yukaridakine benzer iglemler uygulanirsa

aU Uzn] Uzn 1,9
Y ey Titly A
ox Az +0(Az)



seklinde birinci mertebeden geri fark formiilasyonu elde edilir. Ileri ve geri fark

icin elde edilen Taylor acilimlar1 birbirinden

oU  _(Az)O°U

seklinde ¢ikartilir ve benzer iglemler uygulanirsa
O _ Bins — 001 oAy

o 2Ax
bigiminde merkezi fark formiilasyonu elde edilir. Bu formiilasyonun ikinci
mertebeden olduguna dikkat edilmelidir.

Simdi ikinci mertebeden tiirev yaklagimlar: i¢in merkezi fark formiilasyonunu
Taylor seri agilimini kullanarak elde edelim. Taylor serisinin (x; + 2Ax, y;,t,) ve

(x; — 2Ax,y;, t,) noktalarindaki acilimlar: sirasiyla

8_U N (2Ax)? 0*U N (2Ax)3 O*U
ox 21 Ox2 31 Ox3

(2.1.5)
oU  (2Az)20°U  (2Ax)* 93U
Ulwi = 28, y5,t0) = Ui, 45, tn) = (282) 5 + ( 2 ) o2 ( 3! ) Ja®
(2.1.6)

seklinde yazilir ve (2.1.6) denklemi 2 ile garpilir ve (2.1.5) denkleminden ¢ikartilir

82 3
U(zi+2Az,y;,t,)—2U (x;—2Ax,y,,t,) =—U(z4, y;, tn)+(A:c)2a—;2]+(Ax)3gTZ+...

ve daha sonra 9*U/dx? ikinci tiirev terimi yalmz birakilirsa

o*U Ul + 2Am,y5,t,) — 2U (2 — A, y;,t,) + U2, 45, tn)

022 (A7) +0(Az)

(2.1.7)

elde edilir. (2.1.7) indis formunda

U _ Uirfm,j B 2Uz"11,j + Ui??j

O0x? (Az)? +0(Az)

seklinde gosterilir ve ikinci tiirevin ii¢ nokta ileri fark formiilii olarak adlandirilir.



Benzer islemler (2.1.4) ile verilen U(x; — Az, y;,t,) ve (2.1.6) ile verilen
U(x; — 2Ax,y;,t,) icin Taylor seri acihimlar: arasinda yapilirsa

PU _ Uty = 2015 + Ul

or2 (Ax)? +0(Az)

seklinde ikinci tiirevin ii¢ nokta geri fark formiilii elde edilir.
(2.1.1) ile verilen U(x; + Az, y;, t,) ve (2.1.4) ile verilen U(z; — Az, y;,1,) icin
Taylor seri acilimlar1 toplanarak benzer iglemler uygulanirsa

DU ULy, — 200+ U
— (A ) 1, (A N A 2
022 (BAz)? +0(Az)

seklinde ikinci tiirevin merkezi fark formiili elde edilir [9].
Ikinci olarak bir boyutlu fonksiyonlara benzer sekilde iki boyutlu bir
U = U(x;,y;,t,) fonksiyonu i¢in Taylor seri agilimi kullanilarak elde edilen tiirev

yaklagim formiilleri hatalar1 ihmal edilerek agagidaki gibi verilebilir.

n n
ou Ul ; —Uj

5% . (2.1.8)
2 e gore birinci mertebeden Iki Nokta Ileri Fark Formiilii
Ur. . —yn.
U _ Vi = Yij (2.1.9)
y hy
y’ ye gore birinci mertebeden Iki Nokta Ileri Fark Formiilit
ou Ui —Uly;
— = 2.1.10
ox hy ( )
2’ e gore birinci mertebeden Iki Nokta Geri Fark Formiilii
ou U -=U!_
= = hl (2.1.11)
dy hy,
y’ ye gore birinci mertebeden Iki Nokta Geri Fark Formiilii
oU i1,y — Uit
— = 2.1.12
or 2h., ( )
2’ e gore birinci mertebeden U¢ Nokta Merkezi Fark Formiilii
9 Ur . —Ur
U _ Y =Y (2.1.13)

EN 2h,



y’ ye gore birinci mertebeden Ug Nokta Merkezi Fark Formiiliidiir. Bunun yaninda

n+1 n
ou Ul -y

i T (2.1.14)
¢’ ye gore birinci mertebeden Ileri Fark Formiilii
ou U —uUrt
t’ ye gore birinci mertebeden Geri Fark Formiilidiir.
Son olarak
o*u UM =20, +U",.
5 = ;;ﬂ 2 (2.1.16)
2’ e gore ikinci mertebeden Ug Nokta Ileri Fark Formiilii
U _ U, — 20l + Ul
o 2l y ,;; 8 (2.1.17)
Y v
y’ ye gore ikinci mertebeden Uc Nokta Tleri Fark Formiilii
O*U Ul y,; =20 ; + U,
i J [ 2 J (2.1.18)
2 e gore ikinci mertebeden U¢ Nokta Geri Fark Formiilii
PU Ul _, =207+ U,
= — : : 2.1.19
Oy? hf/ ( )
y’ ye gore ikinci mertebeden Uc Nokta Geri Fark Formiilii
oru UMy =20+ U
57 = L7 o L (2.1.20)
2’ e gore ikinci mertebeden Ug Nokta Merkezi Fark Formiili
oru  Ur_, =20 +U"
)Y g4It (2.1.21)

oy? h2
y’ ye gore ikinci mertebeden Uc Nokta Merkezi Fark Formiiliidiir.
Bir diferansiyel denklemi sonlu fark formunda ifade etmek i¢in en ¢ok kullanilan

Sonlu Fark Yontemleri sunlardir:

> Agik (Ezplicit) Sonlu Fark Yoéntemi

8



> Kapali (Implicit) Sonlu Fark Yontemi
> Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi.
Bu yontemler klasik sonlu fark yontemleri olarak bilinir [7, 8]. Bu yontemlerin

daha iyi anlagilabilmesi igin D = [0,1] x [0,1] x [0, 00) bolgesi {izerinde

0*U  0*U 10U
(w + 8—3/2) = o (x,y)eD, t>0 (2.1.22)

olarak verilen iki boyutlu 1s1 iletim denklemini
U($7 Y, O) = UO(:L‘a y)

baslangi¢ sarti ve

Uz, yo, 1) = g1(z, 1) xo < x < Ty t>0,
U(z,yn,t) = ga2(z, 1) o <z < TN t>0,
U(zo,y,t) =hi(y,t)  w<y<yn t>0,
Ulzar,y,t) = ha(y, 1) Yo <y < yn t>0.

siir gartlar ile birlikte goz oniine alalim [10].

2.1.1 Acik Sonlu Fark Yontemi (ASFY)

Bu kissmda yukarida verilen iki boyutlu 1s1 iletim denklemindeki 0*U /02, 52U /Oy?

ve OU /0t tirevleri yerlerine sirasiyla (2.1.20), (2.1.21) ve (2.1.14) esitlikleri ile

verilen
02U N Uty =200 + Ul
0x? h2 ’
U Uiy =208+ Ul
oy? h2 ’
ve

ou . Ut Ul
ot k



sonlu fark yaklagimlar: hatalar ihmal edilerek yazilirsa 1s1 iletim denkleminin agik

sonlu fark yaklagimi

Uity =207 + Ul N Ul =200+ Uiy L UL U,

4,j—1

n2 n2 Kk

seklinde elde edilir. Bu ifade esitlik diizenlenirse
Uit = Ul + (U = 2075 + Ul ) + (U — 2075 + Ulyy) - (21.23)

(i =01,2,..,.M), (j =0,1,2,....N) ve (n = 0,1,2,....,T) igin semas:1 elde
edilir. Burada ry = K(k/h2) ve ry = K(k/h2) dir. (2.1.23) ile verilen agik sonlu
fark semas1 yardimiyla ¢, zaman adiminda U;"; degerleri kullanlarak ¢,,4; zaman

adimindaki Uffl degerleri kolayca bulunur.

2.1.2 Kapal Sonlu Fark Yontemi (KSFY)

Bu kisimda ise (2.1.22) esitliginde verilen

PU_PU_1ou
ox?2  Oy2 K Ot

181 iletim denklemindeki 9°U/0x?, 0*U/dy? ve OU/Ot tiirevleri yerine sirasiyla
(2.1.20), (2.1.21) ve (2.1.14) esitlikleriyle verilen

2 n+1l n+1 n+1
U U =205 + U

Or? h?2 ’

n+1 n+1 n+1
0*U ~ Uijon =207 + U
oy? h2

ve
ou Ui - U3y
ot k

sonlu fark yaklagimlar: yazilirsa problemin kapali sonlu fark yaklagimi

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n
Uity —2U + Uy N Upjon —2U5 + Ui 1 U = U,

i,7—1

n n2 Kk

seklinde bulunur. Bu ifade diizenlenirse

UrHt —r (UM =200 + UREL) — o (U — 200 + UPEL) = U (2.1.24)

10



(i =0,1,2,...,M), (j =

ry = K(k/h%) ve ry =

0,1,2,..,N) ve (n = 0,1,2, ...

yaklasimlarinin ¢oziimii i¢in izlenecek yol asagida kisaca anlatilmigtir.

,T) elde edilir. Burada

K(k/h?) dir. Bu tezde elde edilen kapali sonlu fark

(2.1.24) ile verilen kapal fark semasimi ¢ézmek igin ilk 6nce ¢oziim bolgesi

x yoniinde M, y yoniinde N kafese ayrildi. Daha sonra ¢ =

j=1,2,..., N —1igin (2.1.24) semast kullanildiginda

AU = U™ 4+ b

AVntt —yn 4

1,2,...

7M_17

(2.1.25)

seklindeki denklem sistemi elde edildi. Bu sistem ¢oziilerek (n + 1). zaman

adimindaki U ve V' degerleri hesaplandi.

Burada; A ve A (M —1) x (N — 1) tipinde, U"*! ve V"1 (N —1) x 1 tipinde,

b, b, U ve V" (M — 1) x 1 tipinde matrislerdir. Ornegin, M = N = 4 secilirse

(2.1.25) ile verilen sistemdeki matrisler;

bigiminde elde edilir. Burada k = At ve a = ;5 dir. Ayrica

U =

| =

Ao = 21:; —a Ay = —([;1:;2 +a) Ay = %—a o —(%+a)
Apz= Z% —a Agy=—( zi;;sjua) Ays = %_a Ay = _(QLZ?M)
Aus = (g; —a s _(U;:f +a) Az = %—a As 3 —(QLZ?)Jra)

56 = ZQZQ— 65 = —( 2223 +a) Agr = %—a 74 = —(Zi:’;-l- )
Ars = %—a A7 = —(U2§;L2+a) Asg = %—a Ags = _(%+ )
Aso = %_ Ao = _<(f;3 +a) As9 = %_ Age = —(%jLa)

n n n n n n n n n 17T
[Ul,la U1,2> U1,3> U2,1> U2,27 U2,37 U3,17 U3,27 U3,3]

11



ve

n
Vi

(
Uss ' (5 +a)
(
)

U;farl(% +a
b= 0
Un
Ust (5 - a)
Vg uj
Ui (i — o) + Us (3t + @)
Uid' (52 - a)
V3 U.
Ui (5 —a) = U3 (5 —a)

seklinde bulunur. Benzer sekilde zzf, V" ve b hesaplanir. Daha sonra (2.1.25) ile
verilen denklemler bir sistem olarak ortak ¢oziiliirse (n+1). zaman adimindaki U

ve V degerleri bulunmus olur. Bu islem istenilen zaman adimina kadar siirdriiliir.

2.1.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi (CNSFY)

(2.1.22) 181 iletim denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi

Uiy, =207 + Ul N Upy =200+ Uiy L UD =0,

7,7—1

02 h2 Kk

ve

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n
Uity — 2055 + Uiy . Upjo =205 + Ui 1 Uy = U,

n n2 Kk

sirasiyla verilen acik ve kapali sonlu fark semalarinin ortalamasinin alinmasiyla

n+1 n n n n n n n
10y =0y =203 + Uy, Uy — 200 + Ul

i1, ij
K~ & 2h2 2h2
Uity =200 + U URE =20 + U
22 2

seklinde elde edilir. Bu sema, ry = K (k/2h2) ve r, = K(k/2h2) olmak iizere,

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Ui,j - Tl(Uifl,j - 2Uz’,j + Uz’+1,j) - TQ(Ui,jfl - 2Ui,j + Ui,j+1)

2717.]‘ Zvjfl
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(t=0,1,2,...M), ( = 0,1,2,.... N) ve (n = 0,1,2,...,T) olarak yazlabilir.
Burada Uﬁfl degerlerini elde etmek icin CNSFY ile verilen sistem kapali sonlu

fark semasina benzer olarak ¢oziiliir.

2.1.4 Agirlikh Averaj Yontemi

Bu kisimda ise 1s1 iletim probleminin agirhikli averaj yaklagimi

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Uity =205 + Uy | Ut = 20057 + U

Ut -y oY i1
k =6 h? h2 )
Uiy, =208 + Uy | Uy = 200 + Ul
+ (1 . 9)( »J h2’] +1, + »J h27j J+ )
x Yy

seklinde yazilabilir. Burada 0 < § < 1 araligindadir. Bu agirlikli averaj yaklagimi
> 0=0 icin Agik Sonlu Fark Yaklagimini,
> =1 icin Kapali Sonlu Fark Yaklagimini ve

> 0= % icin Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklagimini verir.
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3. 2-BOYUTLU COUPLED BURGERS’

DENKLEMI VE MODEL PROBLEMLER

3.1 Giris
Bu bolimde

U+ WUy + VU = €(Ugy + Uyy)

U+ UU, + 00y = (Vg + Vyy)

formunda verilen 2-boyutlu lineer olmayan coupled viskoz Burgers’ denklemi [6]

uw(x,y,0) =i(z,y); (z,y) €Q

v(z,y,0) = a(z,y);  (2,y) € Q

baglangi¢ sartlari ve

u(z,y,t) =&(z,y,t);  (2,y) e 00

v(z,y,t) = ((2,y,t);  (z,y) € 00

Dirichlet tipi smir gartlar ile ele ahndi. Burada Q = {(z,y) :a <2 < b, ¢ <y <
d} ¢oztim bolgesi, 02 ¢6ziim bolgesinin sy, u(z,y,t) ve v(x,y,t) bulunacak
olan hiz bilegenleri, v, 19, & ve ( 6nceden verilen bilinen fonksiyonlar, du /0t
kararsizlik terimi, udu/0z lineer olmayan konveksiyon terimi, (1/Re)(tyy + tyy)
diftizyon terimi ve ¢ = 1/Re olup, Reynolds sayisidir.

Iki boyutlu coupled viskoz Burgers’ denklemi Navier-Stokes denklemlerinin

daha uygun bir formudur. 2-boyutlu coupled Burgers’ denklemi;

> Gaz dinamigi, trafik akigi ve sok dalgalarini modelleme
> S1g su dalgalarini aragtirma
> Brusselator’iin kimyasal reaksiyon diftizyon modelini inceleme
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gibi cesitli fiziksel uygulamalarda yaygin olarak kullanilan matematiksel bir
modeldir. Denklemin ntimerik ¢oziimii kompleks akigkanlarin hesaplanmasinda
yontemlerin gelistirilmesi ic¢in ilk ve dogal bir adimdir. Dolayisiyla, hesapsal
akigkanlar dinamiginde yeni yaklagimlari Burgers’ denklemine uygulayarak test
etmek bir gelenek olmustur. Bu denklem ayni zamanda cegitli niimerik
algoritmalar1 test etmek igin de kullanilir. Son yillarda bir boyutlu Burgers’
denklemi ve ¢ok boyutlu Burgers’ denklem sistemlerinin niimerik ¢oziimleri hem
bilim insanlar1 hem de miihendislerin dikkatini c¢ekti ve bu da sonlu fark, sonlu
eleman, siir deger elemanlar1 gibi yontemlerin kullanilmasina yol agt1 [6].

2-boyutlu coupled Burgers’ denkleminin analitik ¢oztimi ilk defa Fletcher
tarafindan Hopf-Cole dontigiimii  kullamlarak verildi [11]. Fletcher [12]
calismasinda lineer, kuadratik ve kiibik dikdortgensel sonlu eleman semalar: ile
i¢, beg ve yedi nokta semalar1 i¢in minimum kesme hatalarin kargilagtirmak icin
orta seviyeden siddetli i¢ ve sinir gradyanlarina sahip bir ve iki boyutlu Burgers’
denklemlerinin ¢oziimlerini elde etmistir. Bahadir [13] iki boyutlu Burgers’
denklemlerini tam kapali sonlu fark formunda diskritize etmis ve ntimerik
¢oziimleri elde etmistir.

Literatiirde 2-boyutlu coupled Burgers’ denklemi ile ilgili bir takim ¢aligmalar
mevcuttur. Bunlardan bazilari; Soliman [14] varyasyonel iterasyon yontemi ile
2-boyutlu Burgers’ denkleminin ve homojen olmayan coupled Burgers’
denkleminin ¢oztimlerini tam olarak elde etti ve Adomian ayrisim yontemi ile
kargilagtirma yaparak kendi yonteminin daha etkin oldugunu gosterdi. Ali vd.
[15] 2-boyutlu coupled Burgers’ denkleminin niimerik ¢oziimleri i¢in radyal baz
fonksiyonlari ile birlikte birinci mertebeden dogruluga sahip ileri fark yaklagimini
kullanarak meshfree teknik uyguladilar. Tamsir ve Srivastava [6] 2-boyutlu
coupled Burgers’ denkleminin niimerik ¢oziimiinii bulmak i¢in her bir zaman

adiminda ¢oziilecek lineer cebirsel fark denklemleri sisteminden olusan bir sema
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onererek yar1 acik sonlu fark yontemini kullandilar. Zhu vd. [16] ¢alismalarinda
2-boyutlu Burgers’ denkleminin lineer olmayan fark semasini niimerik olarak
¢ozmek i¢in Adomian ayrigim yontemini (ADM) 6nerdiler. Kheiri ve Jabbari [17]
2-boyutlu coupled Burgers’ denkleminin analitik ¢oziimlerini Homotopy analiz ve
Homotopy Pade yontemleri ile elde ettiler. Al-Saif ve Abdul-Hussein [18] analitik
¢oziimleri olusturmak icin komutatif cebir teorisine dayali birinci mertebeden
integral yontemini 2-boyutlu coupled Burgers’ denkleminin tam ¢oziimlerini elde
etmek i¢in 6nerdiler. Aminikhah [19] lineer olmayan 2-boyutlu Burgers’ denklemini
etkin bir sekilde ¢ozen Laplace dontigiim yontemi ile Homotopy pertiirbasyon
yonteminin yeni bir hibrid yapisim sundu. Kweyu vd. [20] makalelerinde Hopf-Cole
dontigiimii ve degiskenlerine ayirma yolu ile genel analitik ¢oztimlerden 2-boyutlu
Burgers’ denklemi icin degisik tam baslangi¢ ve Dirichlet sinir sartlar: iirettiler.
Srivastava vd. [21] diizgiin dagilimhi diigiim noktalarina dayali agik sonlu fark
yontemiyle bir boyutlu Burgers denkleminin ¢oziimlerini elde ettiler. Srivastava
vd. [22] diizglin dagilimli 1zgara noktalar: tizerinde 2-boyutlu zamana bagl coupled
viskoz Burgers’ denkleminin niimerik ¢oziimii i¢in yeni bir logaritmik agik sonlu
fark yontemi sundular. Zhang vd. [23] analitik ¢ozlim kullanarak 2-boyutlu
lineer olmayan coupled viskoz Burgers denkleminin tam sonlu fark ¢oziimlerini
geligtirdiler. Mittal ve Tripathi [24] modifiye edilmig bi-kiibik fonksiyonlar:
kullanarak lineer olmayan 2-boyutlu parabolik kismi diferansiyel denklemler icin
etkin bir ntimerik sema geligtirdiler. Zhanlav vd. [25] 2-boyutlu 181 denkleminin
¢Oziimii i¢in yliksek mertebeden dogruluga sahip acik sonlu fark semasini 6nerdiler
ve onerilen bu niimerik semanin dogrulugunu test etmek icin 2-boyutlu coupled
Burgers’ denkleminin niimerik ve tam ¢oztimlerini kargilagtirdilar. Cristescu [26]
2-boyutlu coupled Burgers’ denkleminin niimerik ¢éziimii i¢cin Homotopy analiz
metodu ve sonlu farklar arasinda bir kombinasyonu aragtirmay1 amacladi. Saqib

vd. [27] caligmalarinda 2-boyutlu zamana bagh coupled lineer olmayan sistemlerin
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niimerik ¢oziimlerini ele aldilar. Wubs ve Goede [28] makalelerinde tam agik
yontemin ¢oziim siirecindeki kesmeden kaynaklanan acik-kapali yontemi goz oniine
almiglar ve test problemlerinden birini de 2-boyutlu coupled Burgers’ denklemi
olarak se¢miglerdir.

Tezde ele alinan yontemlerin performansini géstermek icin ii¢ test problemi

g6z oniine alindi.

3.1.1 Model Problem 1

[k model problem olarak

U + WUy + VUy = €(Ugg + Uyy),

U+ W, + Uy = €(Vgy + Vyy)

2-boyutlu coupled Burgers’ denklemi Q = {(z,y) : 0 <2z < 1,0 <y < 1} ¢6ziim

bolgesi iizerinde, baslangic ve simir sartlarn da Hopf-Cole doniigtimi

uygulanmasiyla
( = 3 1
Y= 1T 1+ exp((—4a + 4y — H)Re/32)]"
( t) = 5 + !
IS = 0T AT + exp((—4x + 4y — D)Re/32)]

seklinde bulunan tam ¢éziimlerden alindi [13].

3.1.2 Model Problem 2

Tkinci model problem olarak Q = {(z,y): 0 < 2 < 0.5,0 < y < 0.5} ¢oziim

bolgesi olmak iizere

U+ WUy + VUy = (Upy + Uyy),

U+ uvy + vvy = (Vg + vyy)
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2-boyutlu coupled Burgers’denklemi
u(z,y,0) = sin(rz) + cos(my),
v(z,y,0)=z+y

baglangi¢ sartlari ve

v(0,y,t) =y, v(0.5,y,t) = 0.5+ y
0,t) =1+si 0.5,1) = si
u(z,0,1) + sin(7x) u(z,0.5,t) = sin(mz) 0<2<05.t>0
v(x,0,t) =x v(z,0.5,t) =2+ 0.5

simir gartlar1 ile birlikte ele alindi [6]. Bu model problemin tam ¢oziimii
olmadigindan elde edilen sonuclar literatiirde mevcut olan diger caligmalardaki

sonuclarla karsilagtirildi.

3.1.3 Model Problem 3

Uciincii ve son model problem olarak Q = {(z,y): 0< 2 <1,0<y <1}

¢ozum bolgesi tizerinde

U+ Uy + VU = €(Ugy + Uyy)

U+ Uvy + 00y = (Vg + Vyy)

2-boyutlu coupled Burgers’ denklemi

—4m cos(2mx) sin(my)

wz,y,0) = Re(2 + sin(27z) sin(7y))’ (%, y)eC?

—27 sin(27z) cos(my)

vie,y,0) = Re(2 + sin(27z) sin(7y))’ (7, y)e?

baglangi¢ sartlari ve

57r2t 57r2t

u((]7 v, t) _ _ 2me Re sin(wy)’ U(l,y,t) _ _ 2me Re sin(my)

Re Re t > 0
u(x,0,t) =0, u(z,1,t) =0
v(0,y,t) =0, v(l,y,t) =0
~5t ginga 52t oo t20
U(ZL‘, 0’ t) _ _me eRzm( 7'('1')’ ’U(ZL‘, 1’ t) _ me eRzln( L)

18



sinir gartlar: ile birlikte goz oniine alindi. Bu problemin tam ¢oziimii

52t
o 4me” Re cos(2mz) sin(my)
(SL’ Y, t) - 512t
Re(2+e” Re sin(2wz)sin(ny))
2

5t
_ 2me” Re sin(2wx) cos(my)
U(I yvt) - _572¢
Re(2+e” Re sin(27x) sin(my))

dir [6].

Bu tezde goz oniine alinan ve tam ¢oziimii mevcut olan model problemlere
yontemlerin uygulanmasiyla elde edilen sonlu fark semalarinin dogrulugunu
kontrol etmek ve elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziime ne kadar yakin

oldugunu ol¢mek i¢in literatiirde

—1N-1

L= |35 s — ()il

i=1 j=1

i — n%a]px \Us,; — (Utam)i ;]

formunda tanimlanan hata normlari kullanildi [11].
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4. KLASIK SONLU FARK YONTEMLERI
ILE MODEL PROBLEMLERIN NUMERIK

COZUMLERI

Bu boliimde 6nceki boliimde tanitilan tic model problemin acik, kapali ve
Crank-Nicolson klasik sonlu fark yontemleri ile ntimerik ¢oziimleri elde edildi.
Elde edilen bu niimerik ¢oziimler mevcut tam ¢oziimlerle ve literatiirdeki diger

calismalarla tablolar halinde karsilastirildi.

4.1 Acik Sonlu Fark Yontemi (ASFY) ile Coziimii
Bu kisimda

U+ WUy + vUuy = (Ugy + Uyy)

U+ UUy + 00y = (Vg + Uyy)

bigiminde verilen 2-boyutlu viskoz coupled Burgers’ denkleminin agik sonlu fark

semasini elde etmek i¢in denklemlerde bulunan tiirevler yerine

n n
ou ~ Ui-l—l,j - Uz‘—l,j

o 2h,
U Ui — Ui
oy 2h,
oV Vi, — Vi,
or 2h.,
oV Vi = Viia
oy 2h,
ot k
v Vit -V
ot k
PU Uty — 207 + Ul
0x? h2
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PU Uiy =205 + Uiy

oy h2
PV Vit =+ Vi,
ox? h?2
PV Vil =2V + Vi
o2 02

sonlu fark yaklagimlar1 yazihp bilinmeyen U " ve V];H ifadeleri denklemlerde

yalniz birakilacak sekilde gerekli diizenlemeler yapilirsa;

k Ek Ek 5]{/' k‘ Ek
n+1 n n n n N
Uiy = U 1](2h Uig & h2) +Uiy(1 = hz - Qﬁ) +Ui+1,j(_ﬁUi,j + ﬁ)
Yy X x
k n ek n k n ek
+U@] 1<2h V h2>+UZ’]+1<_2—hy‘/z']+h_§)
ve
k ek ek ek k ok
n+1 n n n n n
V;,j"' V 1](%1] h2)+v (1_2ﬁ_ h2)+‘/;+1j( Z—thz’J+ﬁ)
n k n 6]{} n k @ 5]{3
Vzg l(ﬁv hz) Vi,j+1< 2h, V h2>

bulunur. Burada i,j = 1(1)M — 1 olmak iizere h, = hy, ek/h; = ck/h = a

k/2h, = k/2h, = b ve ¢ = 1/Re almir ve daha sonra gerekli diizenlemeler

yapilirsa;
Ui’?fl U 1](Z)Ui’?j +a) + Ufj(l — 4a) — UﬁLLj(bUZj —a)+ Ui l(be; +a)
- Uz j+1<bvn )
VI =V 007 + a) + V(1 = da) = Vi (007 — a) + Vi 0V + a)

= Vi (bV — a)

semalar1 elde edilir. Bu sonlu fark gemalarinda bilinen U™ ve V" degerleri
kullanilarak istenilen ¢ zamanindaki U™*! ve V™! bilinmeyen degerleri her iic

model problem icin de kolayca elde edildi.
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4.2 Kapali Sonlu Fark Yontemi (KSFY) ile Coziimii

Bu kisimda ise

U+ WUy + VUy = (Ugy + Uyy)

U+ UUy + 00y = (Vg + Vyy)

bi¢iminde verilen 2-boyutlu viskoz coupled Burgers’ denkleminin kapali sonlu fark

semasini elde etmek i¢in denklemlerde bulunan tiirevler yerine

n+1 n+1
aU ~ Ui-l—l,j - Ui—l,j

o 2hy
n+1 n+1
U Ui — Uity
dy 2h,,
n+1 n+1
6_‘/ ~ Vz‘ﬁ,j B Vz‘j,j
ox 2h.,
n+1 n+1
v Vign - Vigh
oy 2h,
n+1 n
a_U ~ Uij — Ui}
ot k
n+1 n
8_V ~ Vig. — Vi
ot k
o*U UMy, =200 + Ul
9% h?
U, Unth - 207+ U7
oy h2
PV VL - v v
92 h2
oV Vi v Vi
oy h2

sonlu fark yaklagimlar1 yazihr bilinen U}"; ve V", ifadeleri sag tarafta ve bilinmeyen

Ut ve VA ifadeleri sol tarafta olacak sekilde yeniden diizenlenirse;

k 5]{3 gk; Ek
n+1 _[r n+1
Ui_jj(—th Um’ - h_§> + sz (1+ 2h_§ + 2h_§>
UL (g, U — ) — Ui, Vi ) + U G, Vs — )
X T ¥ 2
= Uy
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ve

k ek ek ck
n+1 n n+1
z T T Yy
k ek k ck k ck
n+1 n n+1 n n n
+ ‘/i—i-J{,j(ﬁUi,j - ﬁ) - V;‘,jt1<2—hy‘/;,j + ﬁ) + Vi,j+1<2—hy‘/;,j - ﬁ)
x x y y
= VZ;

semalar1 bulunur. Burada ¢, j = 1(1)M —1 olmak {izere h, =h,,ek/h;=ck/h}=a,

k/2h, = k/2h, = b ve ¢ = 1/Re alinir ardindan gerekli diizenlemeler yapilirsa;

— UL 00 + a) + U (1 + 4a) + UKL (0UT; — a) = UL BV 4 a)

+ ULV —a) = Uy

t,j+1 ,J

ve

— VILOUY, + a) + Vi (L + da) + VLU, — a) — VLBV + a)

+ ViV —a) = Vi)

semalar1 elde edilir. Bu sonlu fark semalarinda bilinen U™ ve V"™ degerleri
kullanilarak istenilen ¢ zamanindaki U™*! ve V™! bilinmeyen degerleri her iic

model problem ic¢in yukarida verilen kapali sistemin ¢oziilmesiyle elde edildi.

4.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi (CNSFY) ile

Cozimii

Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi agik ve kapali sonlu fark yaklagimlarinin
ortalamalarinin alinmasiyla elde edilir.

Ik olarak bilinmeyen U bileseni icin yukarida verilen

U;Ljﬂ S

2717.]‘

(bUi’?j +a)+ Ui’fj(l —4a) — UﬁFLj(bUi’?j —a)+ U (bVZ”J +a)

2,7—1

~ Ul (O = a)

7
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agik sonlu fark semasi ve

U, = —UML (UT + a) + UPHH (1 + 4a) + UZSEL (U — a) — UZEL BV + a)

ij Vil i1

+ U;ﬁl(bmg —a)

kapali sonlu fark semasinin ortalamalarinin alinmasiyla, i, j = 1(1)M —1, h, = hy,

ek/2h2 = ck/2h; = ¢, k/4h, = k/4h, = d ve € = 1/Re olmak iizere

— U (dU7; + ) + UPF (1 + o) + UL (U7 — o)

i—1,7

— UM AV + ¢) + UL (dVE = o)

2,j—1

—ynr

i—1,75

(dUij +c) + Ufj(l —4c) — U[;Lj(dUi’?j —0)

i@V +e) = U (dVT —¢)

Zv]_l 2

Crank-Nicolson sonlu fark semasi elde edilir.
Benzer sekilde bilinmeyen V' bilegeni i¢in yukarida verilen acik ve kapali

semalarin ortalamalarinin alinmasiyla;

— VLU, + o) + VI (1 + 4e) + VETL(UT; — )
= VAV + o) + VLAV — o)

= V;Cll,j(dUz??j +c) + %@(1 —4e) — V;Tjrl,j<dUiT,Lj —c)

VI

AV} + ) = Vi (Vs — o)

Crank-Nicolson sonlu fark semasi elde edilir. U ve V bilegenleri i¢in elde edilen
Crank-Nicolson sonlu fark semalarinda bilinen U™ ve V™ degerleri kullanilarak
istenilen ¢ zamamindaki U™ ve V™! bilinmeyen degerleri her ii¢ model problem

i¢in yukarida verilen kapali sistemlerin ¢oziilmesiyle elde edildi.

4.4 Numerik Sonuclar

Bu kisimda yukarida elde edilen agik, kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark

semalariin ii¢ model probleme uygulanmasiyla elde edilen sonuclar verildi.

24



Simdi ilk olarak Problem 1’in ASFY, KSFY ve CNSFY ile elde edilen niimerik
¢oziimlerini inceleyelim.

Tablo 4.1: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* degerleri igin
t =0.01, 0.5 ve 2.0 zamanlarinda v i¢cin ASFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(z,y) t=0.01 t=0.5 t=2.0

Nimerik Tam Nimerik Tam Nimerik Tam
(0.1,0.1) ~ 0.623106  0.623047 0.542999  0.543322 0.500470  0.500482
(0.5,0.1)  0.501617  0.501622 0.500341  0.500353 0.500003  0.500003
(0.9,0.1)  0.500011  0.500011 0.500002  0.500002 0.500000  0.500000
(0.3,0.3) 0.623106  0.623047 0.642685  0.543322 0.500441  0.500482
(0.7,0.3)  0.501617  0.501622 0.500317  0.500353 0.500003  0.500003
(0.1,0.5)  0.748272  0.748274 0.742151  0.742214 0.555149  0.555675
(0.5,0.5)  0.623106  0.623047 0.542500  0.543322 0.500414  0.500482
(0.9,0.5)  0.501617  0.501622 0.500304  0.500353 0.500003  0.500003
(0.3,0.7)  0.748272  0.748274 0.742117  0.742214 0.554806  0.555675
(0.7,0.7)  0.623106  0.623047 0.542454  0.543322 0.500383  0.500482
(0.1,0.9)  0.749988  0.749988 0.749945  0.749946 0.744197  0.744256
(0.5,0.9)  0.748272  0.748274 0.742106  0.742214 0.554490  0.555675
(0.9,0.9) 0.623106  0.623047 0.542273  0.543322 0.500525  0.500482

Lo 3.822248 x 10~ ° 1.074640 x 103 1.102389 x 103

o 6.071813 x 10—° 2.037839 x 103 2.256392 x 103

Tablo 4.1’ de Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* olmak tzere
t = 0.01, 0.5 ve 2.0 zamanlarinda u ¢oziimi igin agik sonlu fark yontemiyle elde
edilen niimerik sonuclar tam ¢oziimiin baz noktalardaki degerleri ile karsilagtirildi
ve Ly, L, hata normlari ile birlikte sunuldu. Tablodan da goriilecegi tizere niimerik
¢ozum ile tam ¢oziim birbirleriyle iyi uyum icerisinde olup hata normlar1 oldukga
diigtiktiir. Tablo 4.2” de ise bu problemin ayni1 parametre ve zaman degerlerinde
v ¢OzUumi i¢in ayni yontem ile elde edilen niimerik sonuclari tam coziimii ile
karsilagtirildi ve hesaplanan hata normlar ile birlikte verildi. Bu tablodan niimerik
ve tam ¢Ozlimiin noktasal degerlerinin birbiriyle uyum igerisinde ve hata
normlariin oldukga diigiik oldugu acik¢a goriillmektedir.

Tablo 4.3 ve 4.4” de sirasiyla Problem 17 in h, = h, = 0.05, Re= 10, At = 10~*
degerleri icin t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda u ve v bilegenlerinin agik sonlu fark
yontemiyle elde edilen ntimerik ¢oztimleri bazi noktalarda tam c¢oziimle
kargilagtirildi ve Lo, L. hata normlar ile birlikte sunuldu. Reynolds sayisi
kiigiiltildiigiinde her iki tablodan da goriilecegi tizere niimerik ¢oziim ile tam

¢ozum birbirleriyle oldukga iyi uyum icerisinde olup hata normlar1 da kayda deger
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Tablo 4.2: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* degerleri igin
t =0.01, 0.5 ve 2.0 zamanlarinda v i¢in ASFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(z,y) t=0.01 t=0.5 t =20

Nimerik Tam Nimerik Tam Nimerik Tam
(0.1,0.1) ~0.876894 0.876953 0.957001  0.956678 0.999530  0.999518
(0.5,0.1)  0.998383  0.998378 0.999659  0.999647 0.999997  0.999997
(0.9,0.1)  0.999989  0.999989 0.999698  0.999998 1.000000  1.000000
(0.3,0.3) 0.876894  0.876953 0.857315  0.956678 0.999559  0.999518
(0.7,0.3)  0.998383  0.998378 0.999683  0.999647 0.999997  0.999997
(0.1,0.5)  0.751728  0.751726 0.757849  0.757786 0.944851  0.944325
(0.5,0.5) 0.876894  0.876953 0.957500  0.956678 0.999586  0.999518
(0.9,0.5)  0.998383  0.998378 0.999696  0.999647 0.999997  0.999997
(0.3,0.7)  0.751728  0.751726 0.757883  0.757786 0.945194  0.944325
(0.7,0.7)  0.876894  0.876953 0957546  0.956678 0.999617  0.999518
(0.1,0.9)  0.750012  0.750012 0.750055  0.750054 0.755803  0.755744
(0.5,0.9) 0.751728  0.751726 0.757894  0.757786 0.945510  0.944325
(0.9,0.9) 0.876894  0.876953 0.957727  0.956678 0.999475  0.999518

Lo 2.744350 x 10~—° 7.151904 x 10— % 6.068792 x 10—4

Loo 6.071813 x 10—° 2.037839 x 103 2.256392 x 103

Tablo 4.3: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 10, At = 10~ degerleri i¢in
t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda u igin ASFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(

t=0.01 t=1.0

Nimerik Tam Nimerik Tam

0.624805 0.624805 0.605626 0.605626
0.594202 0.594202 0.576840 0.576840
0.567082 0.567082 0.553017 0.553017
0.624805 0.624805 0.605627 0.605626
0.594202 0.594202 0.576840 0.576840
0.655431 0.655431 0.636685 0.636685
0.624805 0.624805 0.605628 0.605626
0.594202 0.594202 0.576840 0.576840
0.655431 0.655431 0.636687 0.636685
0.624805 0.624805 0.605629 0.605626

8
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0.1,0.9) 0.682611 0.682611 0.666353 0.666353

0.5,0.9) 0.655431 0.655431 0.636687 0.636685

0.9,0.9) 0.624805 0.624805 0.605627 0.605626
L, 8.466011 x 10~° 2.330390 x 107°
Lo 6.767452 x 1078 2.789705 x 10~°
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Tablo 4.4: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 10, At = 10~ degerleri i¢in
t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda v i¢in ASFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(x,y) t=10.01 t=1.0

Nimerik Tam Nimerik Tam
(0.1,0.1) 0.875195 0.875195 0.894374 0.894374
(0.5,0.1) 0.905798 0.905798 0.923160 0.923160
(0.9,0.1) 0.932918 0.932918 0.946983 0.946983
(0.3,0.3) 0.875195 0.875195 0.894373 0.894374
(0.7,0.3) 0.905798 0.905798 0.923160 0.923160
(0.1,0.5) 0.844569 0.844569 0.863315 0.863315
(0.5,0.5) 0.875195 0.875195 0.894372 0.894374
(0.9,0.5) 0.905798 0.905798 0.923160 0.923160
(0.3,0.7) 0.844569 0.844569 0.863313 0.863315
(0.7,0.7) 0.875195 0.875195 0.894371 0.894374
(0.1,0.9) 0.817389 0.817389 0.833647 0.833647
(0.5,0.9) 0.844569 0.844569 0.863313 0.863315
(0.9,0.9) 0.875195 0.875195 0.894373 0.894374

Lo 6.047263 x 1078 1.583412 x 1076

Lo 6.767452 x 1078 2.789705 x 107°

olctide kiigiiktiir.

Tamsir ve Srivastava Ref. [6] ile verilen galigmalarinda Problem 1’ in KSFY
semast kullanarak niimerik c¢oziimlerini verdiler. Bu caligmada ayni1 sema
kullanilarak ayni sonuglar elde edilmis ve Tablo 4.5-4.8” de gosterilmisgtir. Ayrica
Ref. [6]" da olmamasina ragmen, bu kisimda elde ettigimiz Ls, Ly, hata normlar
da bu tablolarda verildi ve bu tablolardan hata normlarinin oldukca kiiciik oldugu
goruldii.

Tablo 4.9 ve 4.10" da Problem 1’ in CNSFY yontemiyle h, = h, = 0.05,
Re= 100, At = 10~* degerleri icin t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda elde edilen
niimerik sonuglar tam ¢oziimle ve Ref. [6]” da verilenlerle karsilagtirildi ve Lo, Lo
hata normlar1 ile birlikte sunuldu. Her iki tablodaki noktasal sonuclar
incelendiginde CNSFY kullanilarak elde edilen sonuclarin tam ¢oziim ve Ref.
[6]” dakilerle oldukc¢a iyi uyum iginde oldugu acikga goriiliir.

Problem 1’ in davranigini incelemek icin denklemde bulunan Reynolds sayis1

Re= 10 olarak secildi ve CNSFY ile elde edilen sonuglar h, = h, = 0.05,
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Tablo 4.5: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* degerleri igin
t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda u icin KSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimlerinin
Ref. [6] ile kargilagtirilmasi.

(z,y) t=0.01 t=1.0
Numerik  Numerik[6] Tam Nimerik  Nimerik[6] Tam
(0.1,0.1) ~0.623106 0.623106 0.623047 0.510307 0.510307 0.510522
(0.5,0.1)  0.501617 0.501617 0.501622 0.500072 0.500072 0.500074
(0.9,0.1)  0.500011 0.500011 0.500011 0.500000 0.500000 0.500000
(0.3,0.3)  0.623106 0.623106 0.623047 0.509824 0.509824 0.510522
(0.7,0.3)  0.501617 0.501617 0.501622 0.500067 0.500067 0.500074
(0.1,0.5)  0.748272 0.748272 0.748274 0.716947 0.716947 0.716759
(0.5,0.5)  0.623106 0.623106 0.623047 0.509499 0.509499 0.510522
(0.9,0.5)  0.501617 0.501617 0.501622 0.500063 0.500063 0.500074
(0.3,0.7)  0.748272 0.748272 0.748274 0.717266 0.717266 0.716759
(0.7,0.7)  0.623106 0.603106 0.623047 0.509314 0.509314 0.510522
(0.1,0.9)  0.749988 0.749988 0.749988 0.749738 0.749738 0.749742
(0.5,0.9)  0.748272 0.748272 0.748274 0.717530 0.717530 0.716759
(0.9,0.9) 0.623106 0.623106 0.623047 0.509172 0.509172 0.510522
Lo 3.82320 x 10~° 1.34134 x 10~3
Loo 6.10057 x 105 2.91545 x 10~3

Tablo 4.6: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* degerleri igin
t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda v i¢in KSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimlerinin
Ref. [6] ile kargilagtirilmas.

(z,y) t=0.01 t=1.0
Numerik  Niimerik[6] Tam Nimerik  [6] Tam
(0.1,0.1) ~0.876894  0.876894  0.876953 0.980693  0.989693  0.989478
(0.5,0.1) 0.998383  0.998383 0.998378 0.999928  0.999928  0.999926
(0.9,0.1)  0.999989  0.999989 0.999989 1.000000  1.000000  1.000000
(0.3,0.3) 0.876894  0.876894 0.876953 0.990176  0.990176  0.989478
(0.7,0.3)  0.998383  0.998383 0.998378 0.999933  0.999933  0.999926
(0.1,0.5)  0.751728  0.751728 0.751726 0.783053  0.783053  0.783241
(0.5,0.5) 0.876894  0.876894 0.876953 0.990501  0.990501  0.989478
(0.9,0.5) 0.998383  0.998383 0.998378 0.999937  0.999937  0.999926
(0.3,0.7) 0.751728  0.751728 0.751726 0.782734 0.782734  0.783241
(0.7,0.7)  0.876894  0.876894  0.876953 0.990686  0.990686  0.989478
(0.1,0.9)  0.750012 0.750012 0.750012 0.750262  0.750262  0.750258
(0.5,0.9) 0.751728  0.751728 0.751726 0.782470  0.782470  0.783241
(0.9,0.9) 0.876894  0.876894 0.876953 0.990828  0.990828  0.989478
Lo 2.74504 x 10~—° 8.30257 x 10~4
Loo 6.10057 x 10—° 2.91545 x 10~3

Tablo 4.7: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 10, At = 10~* degerleri i¢in
t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda u i¢cin KSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(z,y) t = 0.01 t=1.0
Numerik  Niimerik[6] Tam Nimerik  Niimerik[6] Tam

(0.1,0.1)  0.624805 0.624805 0.624805 0.605626 0.605626 0.605626
(0.5,0.1)  0.594202 0.594202 0.594202 0.576840 0.576840 0.576840
(0.9,0.1) 0.567082 0.567082 0.567082 0.553017 0.553017 0.553017
(0.3,0.3) 0.624805 0.624805 0.624805 0.605627 0.605627 0.605626
(0.7,0.3)  0.594202 0.594202 0.594202 0.576840 0.576840 0.576840
(0.1,0.5) 0.655431 0.655431 0.655431 0.636685 0.636685 0.636685
(0.5,0.5)  0.624805 0.624805 0.624805 0.605628 0.605628 0.605626
(0.9,0.5) 0.594202 0.594202 0.594202 0.576840 0.576840 0.576840
(0.3,0.7)  0.655431 0.655431 0.655431 0.636687 0.636687 0.636685
(0.7,0.7)  0.624805 0.624805 0.624805 0.605629 0.605629 0.605626
(0.1,0.9) 0.682611 0.682611 0.682611 0.666353 0.666353 0.666353
(0.5,0.9) 0.655431 0.655431 0.655431 0.636687 0.636687 0.636685
(0.9,0.9) 0.624805 0.624805 0.624805 0.605628 0.605628 0.605626

Lo 8.83457 x 10~8 2.48955 x 100

Lo 6.98907 x 108 2.95592 x 10~
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Tablo 4.8: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 10, At = 10~ degerleri i¢in
KSFY ile elde edilen niimerik ¢oztimleri.

t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda v igin

(z,y) t=0.01 t=1.0
Numerik  Niimerik[6] Tam Nimerik  Niimerik[6] Tam
(0.1,0.1) ~0.875195 0.875195 0.875195 0.894374  0.894374 0.894374
(0.5,0.1)  0.905798  0.905798 0.905798 0.923160 0.923160 0.923160
(0.9,0.1)  0.932918  0.932918 0.932918 0.946983 0.946983 0.946983
(0.3,0.3) 0.875195 0.875195 0.875195 0.894373 0.894373 0.894374
(0.7,0.3)  0.905798  0.905798 0.905798 0.923160 0.923160 0.923160
(0.1,0.5)  0.844569  0.844569 0.844569 0.863315 0.863315 0.863315
(0.5,0.5)  0.875195 0.875195 0.875195 0.894372 0.894372 0.894374
(0.9,0.5)  0.905798  0.905798 0.905798 0.923160 0.923160 0.923160
(0.3,0.7)  0.844569  0.844569 0.844569 0.863313 0.863313 0.863315
(0.7,0.7)  0.875195 0.875195 0.875195 0.894371 0.894371 0.894374
(0.1,0.9) 0.817389  0.817389 0.817389 0.833647  0.833647 0.833647
(0.5,0.9)  0.844569  0.844569 0.844569 0.863313 0.863313 0.863315
(0.9,0.9) 0.875195 0.875195 0.875195 0.894372 0.894372 0.894374
Lo 6.310525 x 108 1.69156 x 10~0
Loo 6.989075 x 108 2.95592 x 10~ 0

Tablo 4.9: Problem 1’ in h, = h,
t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda u igin

Ref. [6] ile kargilagtirilmas.

= 0.05, Re= 100, At
CNSFY ile elde edilen

= 107* degerleri icin
niimerik ¢oziimlerinin

(z,y) t=0.01 t=1.0
Numerik  Niimerik[6] Tam Nimerik  Niimerik[6] Tam
(0.1,0.1) ~0.623106  0.623106 0.623047 0.510307  0.510307  0.510522
(0.5,0.1) 0.501617  0.501617  0.501622 0.500072 0.500072 0.500074
(0.9,0.1)  0.500011 0.500011 0.500011 0.500000 0.500000 0.500000
(0.3,0.3) 0.623106  0.623106 0.623047 0.509823 0.509824 0.510522
(0.7,0.3)  0.501617  0.501617  0.501622 0.500067  0.500067 0.500074
(0.1,0.5)  0.748272 0.748272 0.748274 0.716948 0.716947  0.716759
(0.5,0.5) 0.623106  0.623106 0.623047 0.509497  0.509499 0.510522
(0.9,0.5) 0.501617  0.501617  0.501622 0.500063 0.500063 0.500074
(0.3,0.7)  0.748272 0.748272 0.748274 0.717267  0.717266 0.716759
(0.7,0.7)  0.623106  0.623106 0.623047 0.509311 0.509314 0.510522
(0.1,0.9)  0.749988  0.749988 0.749988 0.749738 0.749738 0.749742
(0.5,0.9)  0.748272 0.748272 0.748274 0.717532 0.717530 0.716759
(0.9,0.9) 0.623106  0.623106 0.623047 0.509170 0.509170 0.510522
Lo 3.822706 x 10—° 1.341393 x 103
Loo 6.086191 x 10—° 2.903955 x 10—3

Tablo 4.10: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* degerleri i¢in
CNSFY ile elde edilen niimerik ¢oztimlerinin

t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda v igin

Ref. [6] ile kargilagtirilmas.

(z,y) t = 0.01 t=1.0
Numerik  Niimerik[6] Tam Nimerik  Niimerik[6] Tam

(0.1,0.1) 0.876894 0.876894 0.876953 0.989693 0.989693 0.989478
(0.5,0.1)  0.998383 0.998383 0.998378 0.999928 0.999928 0.999926
(0.9,0.1)  0.999989 0.999989 0.999989 1.000000 1.000000 1.000000
(0.3,0.3) 0.876894 0.876894 0.876953 0.990177 0.990176 0.989478
(0.7,0.3)  0.998383 0.998383 0.998378 0.999933 0.999933 0.999926
(0.1,0.5) 0.751728 0.751728 0.751726 0.783052 0.783053 0.783241
(0.5,0.5) 0.876894 0.876894 0.876953 0.990503 0.990501 0.989478
(0.9,0.5)  0.998383 0.998383 0.998378 0.999937 0.999937 0.999926
(0.3,0.7) 0.751728 0.751728 0.751726 0.782733 0.782734 0.783241
(0.7,0.7)  0.876894 0.876894 0.876953 0.990689 0.990686 0.989478
(0.1,0.9) 0.750012 0.750012 0.750012 0.750262 0.750262 0.750258
(0.5,0.9) 0.751728 0.751728 0.751726 0.782468 0.782470 0.783241
(0.9,0.9) 0.876894 0.876894 0.876953 0.990830 0.990828 0.989478

Lo 2.744679 x 10—° 8.302825 x 10~

Lo 6.086191 x 10~° 2.903955 x 103
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Tablo 4.11: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 10, At = 10~* degerleri i¢in
t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda u i¢cin CNSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(x,y) t=0.01 t=1.0

Numerik Tam Numerik Tam
(0.1,0.1) 0.624805 0.624805 0.605626  0.605626
(0.5,0.1)  0.594202  0.594202 0.576840  0.576840
(0.9,0.1) 0.567082 0.567082 0.553017  0.553017
(0.3,0.3) 0.624805 0.624805 0.605627  0.605626
(0.7,0.3)  0.594202  0.594202 0.576840  0.576840
(0.1,0.5) 0.655431 0.655431 0.636685  0.636685
(0.5,0.5) 0.624805 0.624805 0.605628  0.605626
(0.9,0.5) 0.594202  0.594202 0.576840  0.576840
(0.3,0.7)  0.655431 0.655431 0.636687  0.636685
(0.7,0.7)  0.624805 0.624805 0.605629  0.605626
(0.1,0.9) 0.682611 0.682611 0.666353 0.666353
(0.5,0.9) 0.655431 0.655431 0.636687  0.636685
(0.9,0.9) 0.624805 0.624805 0.605627  0.605626

Lo 8.649162 x 108 2.409775 x 1076

Lo 6.878261 x 108 2.872069 x 107

Tablo 4.12: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 10, At = 10~* degerleri igin
t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda v i¢cin CNSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(x,y) t=0.01 t=1.0

Numerik Tam Numerik Tam
(0.1,0.1) 0.875195 0.875195 0.894374 0.894374
(0.5,0.1)  0.905798 0.905798 0.923160  0.923160
(0.9,0.1) 0.932918 0.932918 0.946983  0.946983
(0.3,0.3) 0.875195 0.875195 0.894373  0.894374
(0.7,0.3)  0.905798  0.905798 0.923160  0.923160
(0.1,0.5) 0.844569 0.844569 0.863315 0.863315
(0.5,0.5) 0.875195 0.875195 0.894372  0.894374
(0.9,0.5) 0.905798 0.905798 0.923160  0.923160
(0.3,0.7) 0.844569 0.844569 0.863313 0.863315
(0.7,0.7)  0.875195 0.875195 0.894371 0.894374
(0.1,0.9) 0.817389 0.817389 0.833647 0.833647
(0.5,0.9) 0.844569 0.844569 0.863313  0.863315
(0.9,0.9) 0.875195 0.875195 0.894373  0.894374

Lo 6.178088 x 108 1.637351 x 1076

Lo 6.878261 x 108 2.872070 x 107
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Tablo 4.13: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 500, At = 10~* degerleri
igin ¢ = 0.625 zamaninda u i¢in ASFY ile elde edilen niimerik ¢oztimleri ile bu
¢oztimlerin Ref. [13, 29] ile kargilagtirilmas.

(z,y) u
Niimerik Ntimerik[13] Niimerik[29] Niimerik[29]N=40
(0.15,0.1) 0.960816 0.96650 0.95691 0.96066
(0.3,0.1)  0.970640 1.02970 0.95616 0.96852
(0.1,0.2)  0.844383 0.84449 0.84257 0.84104
(0.2,0.2) 0.869119 0.87631 0.86399 0.86866
(0.1,0.3) 0.678638 0.67809 0.67667 0.67792
(0.3,0.3) 0.773943 0.79792 0.76876 0.77254
(0.15,0.4) 0.546989 0.54601 0.54408 0.54543
(0.2,0.4) 0.587350 0.58874 0.58778 0.58564

At = 10~* degerleri icin ¢t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda Tablo 4.11 ve 4.12" de
sunuldu. Bu tablolardan Reynolds sayisinin bu se¢imine karsilik u ve v ¢oziimleri
icin hesaplanan noktasal degerlerin tam ¢oztime daha fazla yakin oldugu Lo, L.,
hata normlarinin oldukca kiictilmesiyle de goriilmektedir.

Sonug olarak, Problem 1’ in ASFY, KSFY ve CNSFY ile farkli parametre
degerleri ve Reynolds sayilari icin elde edilen niimerik sonuclar yukarida verilen
Tablo 4.1-4.12" de sunuldu. Bu tablolardan elde edilen niimerik sonuclarin tam
¢oziim ile oldukc¢a uyum iginde oldugu ve bu yontemler icin elde edilen Lo, L.,
hata normlarinin da birbirlerine oldukc¢a yakin oldugu goriildii.

Simdi de ikinci olarak, Problem 2’ nin ASFY, KSFY ve CNSFY ile elde edilen
niimerik sonuglarini inceleyelim.

Tablo 4.13 ve 4.14’ de swrasiyla Problem 2’ nin h, = h, = 0.025,
Re= 500, At = 10~* degerleriyle t = 0.625 zamaninda u ve v icin ASFY ile
elde edilen niimerik sonuglar1 tam kapal yontem kullanan Ref. [13] ve kiibik spline
fonksiyon teknigine dayali iki yeni algoritma kullanan Ref. [29]" de
N = 20 ve 40 igin verilenlerle kargilagtirildi. Her iki tablodan ASFY ile elde
edilen niimerik sonuglarin Ref. [13, 29]" de verilenlerle olduk¢a iyi uyum iginde

olduklar1 goriilmektedir.
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Tablo 4.14: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 500, At = 10~* degerleri
igin ¢ = 0.625 zamaninda v i¢in ASFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri ile bu
¢oztimlerin Ref. [13, 29] ile kargilagtirilmas.

(z,9) v
Niimerik Ntimerik[13] Niimerik[29] Niimerik[29]N = 40
(0.15,0.1) 0.086537 0.09020 0.10177 0.08612
(0.3,0.1) 0.077333 0.10690 0.13287 0.07712
(0.1,0.2)  0.178903 0.17972 0.18503 0.17828
(0.2,0.2) 0.162634 0.16777 0.18169 0.16202
(0.1,0.3) 0.261786 0.26222 0.26560 0.26094
(0.3,0.3) 0.216238 0.23497 0.25142 0.21542
(0.15,0.4) 0.314844 0.31753 0.32084 0.31360
(0.2,0.4)  0.299024 0.30371 0.30927 0.29776

Tablo 4.15: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 50, At = 10~* degerleri
i¢in ¢t = 0.625 zamaninda u i¢cin ASFY ile elde edilen niimerik ¢oziimlerinin Ref.
6, 13, 29] ile kargilagtirilmasi.

(z,y) u
Niimerik Niimerik[6] Nitimerik[13] Niimerik[29]
(0.1,0.1) 0.97146 0.97146 0.96688 0.97258
(0.3,0.1) 1.15281 1.15280 1.14827 1.16214
(0.2,0.2) 0.86307 0.86308 0.85911 0.86281
(0.4,0.2) 0.97978 0.97984 0.97637 0.96483
(0.1,0.3) 0.66316 0.66316 0.66019 0.66318
(0.3,0.3) 0.77227 0.77232 0.76932 0.77030
(0.2,0.4) 0.58179 0.58181 0.57966 0.58070
(0.4,0.4) 0.75850 0.75860 0.75678 0.74435

Tablo 4.16: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 50, At = 10~* degerleri
i¢in ¢t = 0.625 zamaninda v igin ASFY ile elde edilen niimerik ¢oziimlerinin Ref.
6, 13, 29] ile kargilagtirilmasi.

(z,y) v
Niimerik Ntimerik[6] Niimerik[13] Niimerik[29]
(0.1,0.1)  0.09869 0.09869 0.09824 0.09773
(0.3,0.1) 0.14158 0.14158 0.14112 0.14039
(0.2,0.2) 0.16754 0.16754 0.16681 0.16660
(0.4,0.2) 0.17108 0.17110 0.17065 0.17397
(0.1,0.3) 0.26378 0.26378 0.26261 0.26294
(0.3,0.3) 0.22653 0.22655 0.22576 0.22463
(0.2,0.4) 0.32850 0.32851 0.32745 0.32402
(0.4,0.4) 0.32498 0.32501 0.32441 0.31822
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Tablo 4.17: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 500, At = 10~* degerleri
i¢in t = 0.625 zamaninda u icin KSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimlerinin Ref.
6, 13, 29] ile kargilagtirilmasi.

(2, y) u
Niimerik Ntimerik[6] Niimerik[13] Niimerik[29]
(0.15,0.1)  0.96870 0.96870 0.96650 0.95691
(0.3,0.1)  1.03203 1.03200 1.02970 0.95616
(0.1,0.2)  0.84619 0.86178 0.84449 0.84257
(0.2,0.2)  0.87813 0.87813 0.87631 0.86399
(0.1,0.3)  0.67920 0.67920 0.67809 0.67667
(0.3,0.3)  0.79945 0.79945 0.79792 0.76876
(0.15,0.4) 0.54675 0.66039 0.54601 0.54408
(0.2,0.4)  0.58958 0.58958 0.58874 0.58778

Tablo 4.18: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 500, At = 10~* degerleri
igin t = 0.625 zamaninda v i¢in KSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimlerinin Ref.
6, 13, 29] ile kargilagtirilmasi.

(z,y) v
Niimerik Ntimerik[6] Niimerik[13] Niimerik[29]
(0.15,0.1)  0.09043 0.09043 0.09020 0.10177
(0.3,0.1)  0.10728 0.10728 0.10690 0.13287
(0.1,0.2)  0.18010 0.17295 0.17972 0.18503
(0.2,0.2)  0.16816 0.16816 0.16777 0.18169
(0.1,0.3)  0.26268 0.26268 0.26222 0.26560
(0.3,0.3)  0.23550 0.23550 0.23497 0.25142
(0.15,0.4)  0.31799 0.29022 0.31753 0.32084
(0.2,0.4)  0.30418 0.30418 0.30371 0.30927

Problem 2’ nin farkli bir Reynolds sayisinda fiziksel davranigini incelemek igin
Re= 50 alindi. Bu amagla Tablo 4.15 ve 4.16’ da h, = h, = 0.025, At = 10~*
degerleri i¢in t = 0.625 zamaninda u ve v i¢in ASFY yontemiyle elde edilen
niimerik sonuclar Ref. [6, 13, 29]" de verilen noktasal degerlerle kargilagtirild.
u ve v ¢oziimleri icin verilen her iki tablodan da ASFY ile elde edilen ntimerik
sonuclarin kargilagtirma yapilan referanslardaki sonuclarla uyum iginde oldugu
aciktir.

Problem 2’ nin sirasiyla Re= 500 ve 50 i¢in u ve v ¢Ozlimlerinin KSFY
ile elde edilen sonuglar ile aym yontemi kullanan Ref. [6] ve farkh yontemler

kullanarak hesaplanan ve Ref. [13, 29]" de verilen sonuglarla kargilagtirilmalar
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Tablo 4.19: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 50, At = 10~* degerleri i¢in
t = 0.625 zamaninda u i¢in KSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimlerinin Ref.
6, 13, 29] ile kargilagtirilmasi.

(z,y) u
Niimerik Ntimerik[6] Nitimerik[13] Niimerik[29]
(0.1,0.1)  0.97146 0.97146 0.96688 0.97258
(0.3,0.1) 1.15282 1.15280 1.14827 1.16214
(0.2,0.2) 0.86308 0.86308 0.85911 0.86281
(0.4,0.2) 0.97984 0.97984 0.97637 0.96483
(0.1,0.3) 0.66316 0.66316 0.66019 0.66318
(0.3,0.3) 0.77232 0.77232 0.76932 0.77030
(0.2,0.4) 0.58181 0.58181 0.57966 0.58070
(0.4,0.4) 0.75860 0.75860 0.75678 0.74435

Tablo 4.20: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 50, At = 10~* degerleri i¢in
t = 0.625 zamanlarinda v i¢in KSFY ile elde edilen ntimerik ¢oziimlerinin Ref.
6, 13, 29] ile kargilagtirilmasi.

(z,9) v
Niimerik Ntimerik[6] Niimerik[13] Niimerik[29]
(0.1,0.1)  0.09869 0.09869 0.09824 0.09773
(0.3,0.1) 0.14158 0.14158 0.14112 0.14039
(0.2,0.2) 0.16754 0.16754 0.16681 0.16660
(0.4,0.2) 0.17110 0.17110 0.17065 0.17397
(0.1,0.3) 0.26378 0.26378 0.26261 0.26294
(0.3,0.3)  0.22655 0.22655 0.22576 0.22463
(0.2,0.4) 0.32851 0.32851 0.32745 0.32402
(0.4,0.4) 0.32501 0.32501 0.32441 0.31822
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Tablo 4.21: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 500, At = 10~* degerleri igin
t = 0.625 zamaninda u i¢cin CNSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimlerinin Ref.
6, 13, 29] ile kargilagtirilmasi.

(2, y) u
Niimerik Niimerik[6] Nitimerik[13] Niimerik[29]
(0.1,0.1)  0.96870 0.96870 0.96650 0.95691
(0.3,0.1) 1.03202 1.03200 1.02970 0.95616
(0.2,0.2) 0.84619 0.86178 0.84449 0.84257
(0.4,0.2) 0.87814 0.87813 0.87631 0.86399
(0.1,0.3)  0.67920 0.67920 0.67809 0.67667
(0.3,0.3) 0.79947 0.79945 0.79792 0.76876
(0.2,0.4) 0.54674 0.66039 0.54601 0.54408
(0.4,0.4) 0.58959 0.58958 0.58874 0.58778

Tablo 4.22: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 500, At = 10~* degerleri i¢in
t = 0.625 zamaninda v i¢cin CNSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimlerinin Ref.
6, 13, 29] ile kargilagtirilmasi.

(z,y) v
Niimerik Niimerik[6] Niimerik[13] Niimerik[29]
(0.1,0.1)  0.09043 0.09043 0.09020 0.10177
(0.3,0.1) 0.10728 0.10728 0.10690 0.13287
(0.2,0.2) 0.18010 0.17295 0.17972 0.18503
(0.4,0.2) 0.16816 0.16816 0.16777 0.18169
(0.1,0.3) 0.26268 0.26268 0.26222 0.26560
(0.3,0.3) 0.23550 0.23550 0.23497 0.25142
(0.2,0.4) 0.31799 0.29022 0.31753 0.32084
(0.4,0.4) 0.30419 0.30418 0.30371 0.30927

Tablo 4.17-4.20” de sunuldu. Reynolds sayisinin her iki degeri i¢in de hesaplanan
niimerik sonuglarin kargilagtirma yapilan Ref. [13, 29] ¢aligmalarda verilen noktasal
degerlerle olduk¢a yakin oldugu goriildii. Her ne kadar Ref. [6]” da kullanilan
yontem ayni olsa da, referans galismada verilen ¢ogu noktasal degerlerin aym
olmasima karsin baz1 noktasal degerlerde sonuclarda yazim hatasindan
kaynaklanan farkliliklar oldugu goriildii.

Tablo 4.21 ve 4.22" de sirasiyla Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 500,
At = 10~* degerleri icin CNSFY ile t = 0.625 zamaninda elde edilen sirasiyla u
ve v ¢oziimleri ile Ref. [6, 13, 29]" de verilenlerle kargilagtirildi. Her iki tablodan

da Re= 500 i¢in elde edilen niimerik sonuclarin referanslarda verilenlerle uyum
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Tablo 4.23: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 50, At = 10~* degerleri i¢in
t = 0.625 zamaninda u icin CNSFY ile elde edilen niimerik ¢oztimlerinin Ref.
6, 13, 29] ile kargilagtirilmasi.

(z,y) u
Niimerik Ntimerik[6] Nitimerik[13] Niimerik[29]
(0.1,0.1)  0.97146 0.97146 0.96688 0.97258
(0.3,0.1) 1.15282 1.15280 1.14827 1.16214
(0.2,0.2) 0.86307 0.86308 0.85911 0.86281
(0.4,0.2) 0.97981 0.97984 0.97637 0.96483
(0.1,0.3) 0.66316 0.66316 0.66019 0.66318
(0.3,0.3) 0.77230 0.77232 0.76932 0.77030
(0.2,0.4) 0.58180 0.58181 0.57966 0.58070
(0.4,0.4) 0.75855 0.75860 0.75678 0.74435

Tablo 4.24: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 50, At = 107* degerleri i¢in
t = 0.625 zamaninda v i¢in CNSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimlerinin Ref.
6, 13, 29] ile kargilagtirilmasi.

(z,9) v
Niimerik Ntimerik[6] Niimerik[13] Niimerik[29]
(0.1,0.1)  0.09869 0.09869 0.09824 0.09773
(0.3,0.1) 0.14158 0.14158 0.14112 0.14039
(0.2,0.2) 0.16754 0.16754 0.16681 0.16660
(0.4,0.2) 0.17109 0.17110 0.17065 0.17397
(0.1,0.3) 0.26378 0.26378 0.26261 0.26294
(0.3,0.3) 0.22654 0.22655 0.22576 0.22463
(0.2,0.4) 0.32851 0.32851 0.32745 0.32402
(0.4,0.4) 0.32499 0.32501 0.32441 0.31822
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Tablo 4.25: Problem 3’ tn h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 10~? degerleri igin
t =0.01, 0.5 ve 1.0 zamanlarinda v i¢cin ASFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(z,v) t =0.01 t=05 t=1.0
Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
(0.1,0.1) ~ —0.001439 —0.001439 —0.001408 —0.001408 —0.001376 —0.001376
(0.5,0.1) 0.001941 0.001941 0.001895 0.001894 0.001849 0.001848
(0.9,0.1) —0.001727  —0.001727 —0.001682  —0.001682 —0.001638  —0.001637
(0.3,0.3) 0.001134 0.001134 0.001114 0.001114 0.001094 0.001094
(0.7,0.3) 0.002551 0.002551 0.002458 0.002453 0.002368 0.002359
(0.1,0.5)  —0.003927  —0.003927 —0.003854 —0.003854 —0.003780 —0.003781
(0.5,0.5) 0.006280 0.006280 0.006130 0.006130 0.005981 0.005981
(0.9,0.5) —0.007194 —0.007194 —0.006960 —0.006953 —0.006731  —0.006718
(0.3,0.7) 0.001134 0.001134 0.001114 0.001114 0.001094 0.001094
(0.7,0.7) 0.002551 0.002551 0.002458 0.002453 0.002368 0.002359
(0.1,0.9)  —0.001439  —0.001439 —0.001408  —0.001408 —0.001376  —0.001376
(0.5,0.9) 0.001941 0.001941 0.001895 0.001894 0.001849 0.001848
(0.9,0.9) —0.001727 —0.001727 —0.001682  —0.001682 —0.001638  —0.001637
Lo 2.2056 x 10~° 1.0288 x 10—3 1.9240 x 103
Loo 2.8195 x 10~ 7 1.2635 x 10—5 2.2887 x 10~?

iginde oldugu goriildii. Bu problemin Reynolds 50 degeri i¢in parametrelerin ayni
degerlerinde hesaplanan sonuclarinin ayni referans caligmalarla karsilagtirmalar
Tablo 4.23 ve 4.24° de verildi. Reynolds sayisinin bu degeri i¢in de noktasal
degerlerin referans ¢aligmalardakilerle uyum iginde oldugu goriilmektedir.

Sonug olarak Problem 2’ nin ASFY, KSFY ve CNSFY ile hesaplanan niimerik
sonuclar1 bu problemin tam ¢oziimii mevcut olmadigindan sadece bazi referans
caligmalardaki noktasal degerlerle karsilagtirildi. Her ii¢ yontem icinde elde edilen
niimerik sonuglarin referans ¢aligmalarla uyum iginde oldugu gorildii.

Son ve ti¢iincii olarak, Problem 3’ iin ASFY, KSFY ve CNSFY ile elde edilen
niimerik sonuglarina bakalim.

Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 10~ degerleri i¢in ¢ = 0.01,
0.5 ve 1.0 zamalarinda u ve v i¢gin ASFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri ile tam
¢ozuimiin karsilagtirilmast Ly, Lo, hata normlar ile birlikte Tablo 4.25 ve 4.26” da
sunuldu. Tablolardan goriilecegi tizere u ve v bilegenlerinin niimerik ¢oziimleri ile
tam ¢oziimleri birbirleriyle oldukca iyi uyum igerisinde ve hata normlar1 oldukca
disiiktir.

Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 102 degerleri i¢in ¢ = 0.01,

0.5 ve 1.0 zamanlarinda v ve v igin KSFY ile elde edilen niimerik ¢oztimleri
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Tablo 4.26: Problem 3’ tn h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 10~? degerleri igin
t =0.01, 0.5 ve 1.0 zamanlarinda v i¢in ASFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(z,9) t =0.01 t=0.5 t=1.0
Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
(0.1,0.1) ~ —0.016028 —0.016027 —0.012825 —0.012813 —0.001539 —0.001539
(0.5,0.1)  —0.000001  —0.000000 —0.000013  —0.000000 —0.000001  —0.000000
(0.9,0.1) 0.019212 0.019212 0.014793 0.014770 0.001830 0.001830
(0.3,0.3) —0.012637 —0.012638 —0.010547  —0.010551 —0.001223  —0.001224
(0.7,0.3) 0.028321 0.028315 0.019761 0.019619 0.002643 0.002637
(0.1,0.5)  —0.000000  —0.000000 —0.000000  —0.000000 —0.000000  —0.000000
(0.5,0.5)  —0.000000  —0.000000 —0.000000  —0.000000 —0.000000  —0.000000
(0.9,0.5) 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
(0.3,0.7) 0.012637 0.012638 0.010547 0.010551 0.001223 0.001224
(0.7,0.7)  —0.028321  —0.028315 —0.019761  —0.019619 —0.002643  —0.002637
(0.1,0.9) 0.016028 0.016027 0.012825 0.012813 0.001539 0.001539
(0.5,0.9) 0.000001 0.000000 0.000013 0.000000 0.000001 0.000000
(0.9,0.9) —0.019212 —0.019212 —0.014793  —0.014770 —0.001830  —0.001830
Lo 1.2471 x 104 3.7432 x 10~3 1.1292 x 10—3
Loo 9.0080 x 10~° 1.7461 x 107 7.3589 x 10~°

Tablo 4.27: Problem 3’ tn h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 10~? degerleri igin
t =0.01, 0.5 ve 1.0 zamanlarinda u i¢in KSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(z,v) t=0.01 t=05 t=1.0
Nimerik Tam Nimerik Tam Niimerik Tam
(0.1,0.1) ~ —0.001439 —0.001439 —0.001408 —0.001408 —0.001376 —0.001376
(0.5,0.1) 0.001941 0.001941 0.001895 0.001894 0.001849 0.001848
(0.9,0.1) —0.001727 —0.001727 —0.001682 —0.001682 —0.001638  —0.001637
(0.3,0.3) 0.001134 0.001134 0.001114 0.001114 0.001094 0.001094
(0.7,0.3) 0.002551 0.002551 0.002458 0.002453 0.002368 0.002359
(0.1,0.5)  —0.003927  —0.003927 —0.003854  —0.003854 —0.003780  —0.003781
(0.5,0.5) 0.006280 0.006280 0.006130 0.006130 0.005981 0.005981
(0.9,0.5) —0.007194 —0.007194 —0.006960 —0.006953 —0.006731  —0.006718
(0.3,0.7) 0.001134 0.001134 0.001114 0.001114 0.001094 0.001094
(0.7,0.7) 0.002551 0.002551 0.002458 0.002453 0.002368 0.002359
(0.1,0.9)  —0.001439  —0.001439 —0.001408  —0.001408 —0.001376  —0.001376
(0.5,0.9) 0.001941 0.001941 0.001895 0.001894 0.001849 0.001848
(0.9,0.9) —0.001727 —0.001727 —0.001682  —0.001682 —0.001638  —0.001637
Lo 2.2108 x 10~? 1.0313 x 103 1.9289 x 103
Loo 2.8246 x 10~ 7 1.2665 x 10—5 2.2943 x 10~?

Tablo 4.28: Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 1073 degerleri i¢in
t =0.01, 0.5 ve 1.0 zamanlarinda v i¢in KSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(z,y) t =0.01 t=0.5 t=1.0
Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
(0.1,0.1) ~ —0.001609 —0.001609 —0.001574 —0.001574 —0.001539 —0.001539
(0.5,0.1)  —0.000000  —0.000000 —0.000000  —0.000000 —0.000001  —0.000000
(0.9,0.1) 0.001931 0.001931 0.001880 0.001880 0.001830 0.001830
(0.3,0.3) —0.001268 —0.001268 —0.001246  —0.001246 —0.001223  —0.001224
(0.7,0.3) 0.002852 0.002852 0.002746 0.002743 0.002643 0.002637
(0.1,0.5)  —0.000000  —0.000000 —0.000000  —0.000000 0.000000  —0.000000
(0.5,0.5)  —0.000000  —0.000000 0.000000  —0.000000 —0.000000  —0.000000
(0.9,0.5) 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
(0.3,0.7) 0.001268 0.001268 0.001246 0.001246 0.001223 0.001224
(0.7,0.7)  —0.002852  —0.002852 —0.002746  —0.002743 —0.002643  —0.002637
(0.1,0.9) 0.001609 0.001609 0.001574 0.001574 0.001539 0.001539
(0.5,0.9) 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000001 0.000000
(0.9,0.9) —0.001931 —0.001931 —0.001880 —0.001880 —0.001830 —0.001830
Lo 1.2862 x 105 6.0288 x 10~ 4% 1.1333 x 10~ 3
Loo 9.3521 x 10~8 4.1488 x 10~6 7.3822 x 10°°
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Tablo 4.29: Problem 3’ tn h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 10~? degerleri igin
t = 0.01, 0.5 ve 1.0 zamanlarinda u i¢cin CNSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(z,v) t =0.01 t=05 t=1.0
Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
(0.1,0.1) ~ —0.001439 —0.001439 —0.001408 —0.001408 —0.001376 —0.001376
(0.5,0.1) 0.001941 0.001941 0.001895 0.001894 0.001849 0.001848
(0.9,0.1) —0.001727  —0.001727 —0.001682  —0.001682 —0.001638  —0.001637
(0.3,0.3) 0.001134 0.001134 0.001114 0.001114 0.001094 0.001094
(0.7,0.3) 0.002551 0.002551 0.002458 0.002453 0.002368 0.002359
(0.1,0.5)  —0.003927  —0.003927 —0.003854 —0.003854 —0.003780 —0.003781
(0.5,0.5) 0.006280 0.006280 0.006130 0.006130 0.005981 0.005981
(0.9,0.5) —0.007194 —0.007194 —0.006960 —0.006953 —0.006731  —0.006718
(0.3,0.7) 0.001134 0.001134 0.001114 0.001114 0.001094 0.001094
(0.7,0.7) 0.002551 0.002551 0.002458 0.002453 0.002368 0.002359
(0.1,0.9)  —0.001439  —0.001439 —0.001408  —0.001408 —0.001376  —0.001376
(0.5,0.9) 0.001941 0.001941 0.001895 0.001894 0.001849 0.001848
(0.9,0.9) —0.001727 —0.001727 —0.001682  —0.001682 —0.001638  —0.001637
Lo 2.2082 x 10~° 1.0301 x 103 1.9265 x 103
Loo 2.8221 x 10~ 7 1.2650 x 10—5 2.2915 x 10~?

Tablo 4.30: Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 1073 degerleri i¢in
t = 0.01, 0.5 ve 1.0 zamanlarinda v igin CNSFY ile elde edilen ntimerik ¢oziimleri.

(z,y) t =0.01 t=20.5 t=1.0
Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
(0.1,0.1) —0.001609  —0.001609 —0.001574  —0.001574 —0.001539  —0.001539
(0.5,0.1)  —0.000000  —0.000000 —0.000000  —0.000000 —0.000001  —0.000000
(0.9,0.1) 0.001931 0.001931 0.001880 0.001880 0.001830 0.001830
(0.3,0.3) —0.001268 —0.001268 —0.001246  —0.001246 —0.001223 —0.001224
(0.7,0.3) 0.002852 0.002852 0.002743 0.002743 0.002643 0.002637
(0.1,0.5)  —0.000000  —0.000000 —0.000000  —0.000000 0.000000  —0.000000
(0.5,0.5)  —0.000000  —0.000000 0.000000  —0.000000 —0.000000 —0.000000
(0.9,0.5) 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
(0.3,0.7) 0.001268 0.001268 0.001246 0.001246 0.001223 0.001224
(0.7,0.7)  —0.002852  —0.002852 —0.002746  —0.002743 —0.002643 —0.002637
(0.1,0.9) 0.001609 0.001609 0.001574 0.001574 0.001539 0.001539
(0.5,0.9) 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000001 0.000000
(0.9,0.9) —0.001931 —0.001931 —0.001880 —0.001880 —0.001830 —0.001830
Lo 1.2840 x 10—° 6.0180 x 10~ % 1.1312 x 10~3
Loo 9.3384 x 108 4.1425 x 10—© 7.3706 x 10~°

ile tam c¢oziimiin karsilagtirilmas1 Ly, L., hata normlar: ile birlikte Tablo 4.27
ve 4.28” de verildi. Tablolardan KSFY ile elde edilen hata normlarinin ASFY
ile elde edilen hata normlariyla uyum icinde oldugu anlasilmaktadir. Ayrica bu
problem Ref. [6]” da ayni sema kullamlarak ¢oziilmiig ve ¢oziimler sadece grafikler
halinde sunulmustur. Dolayisiyla, bu yontem icin verilen tablolarda bu ¢aligma
ile noktasal kargilagtirma yapilamamaistir.

Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 10~ degerleri i¢in ¢ = 0.01,
0.5 ve 1.0 zamanlarinda u ve v i¢cin CNSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri
ile tam ¢oztimiin karsilastirilmasi Lo, L., hata normlar ile birlikte Tablo 4.29 ve

4.30" da verildi. Bu yontemle hem u hem de v igin elde edilen Ly ve L., hata
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normlarinin ASFY ve KSFY ile elde edilenlerle uyum iginde oldugu tablolardan
goriilmektedir.

Sonug olarak, Problem 3’ iin ASFY, KSFY ve CNSFY ile elde edilen niimerik
sonuclar1 incelendiginde tam c¢oziimle olduk¢a uyum icinde oldugu ve Lo, Lo
hata normlarmin da oldukc¢a kiicliik oldugu goriildii. Ayrica yontemler birbiri
arasinda karsilagtirildiginda ¢ yonteminde birbirlerine yakin sonuclar verdigi

goriilmektedir.
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5. BIR LINEERLESTIRME TEKNIGI ILE
MODEL PROBLEMLERIN NUMERIK

COZUMLERI

5.1 Rubin-Graves Tipi Lineerlestirilmis Sonlu Fark

Yaklasimi (RGSFY)

Tezin bu bolumiinde

Uy +UU, +VUy = e(Uzz + Uyy)

Vi+ UV, +VV, =e(Vor + V)

biciminde ele alman 2-boyutlu coupled Burgers’ denklemindeki UU,, VU,, UV,
ve V'V, lineer olmayan terimleri i¢cin Rubin-Graves [1] tipi lineerlestirme teknigi
kullanild1 ve Boliim 3’ de tamitilan farkli basglangic ve sinir sartlarina sahip g
model problem i¢in niimerik ¢oziimler elde edildi.

Simdi yukarida verilen 2-boyutlu viskoz coupled Burgers’ denklemindeki Uy
yerine U; = (UZ"]Jrl —UP)/k ve V; yerine V; = (Vf;Jrl —V)/kile UU,, VU, UV,

ve V'V, lineer olmayan terimleri i¢in sirasiyla

n n [7rm+1 n+1 ] n n
Ul >~ [n+! Uz’+1,j - Uz’—l,j LU Uz’+1,j - Ui—l,j _yn Ui+1,j - Ui—l,j
z (2] 2h, .7 2h, .7 2h,
n n 1 [7rrn+1 n+1 r7rrn n
VU, o yntt | 2t — UFLJ' +yn Ui+1,j — Uifl,j _yn UHLJ’ — UFLJ'
Y b 2h, | e 2h, “ 2h,
n n o [y n+1 nt1 ] ry/n n
UV, = n+l Vz’+1,j B ‘/ifl,j + U Vz’+1,j B Vvifl,j _yn Vz‘+1,j B Vz’ﬂ,j
v 2h, | W 2h, L 2k,
n n (1 n+1 n+1 ] n n
vyoapt [ Vi = VRG] e [ Vi Z VS | [V — Vit
v i 2h, iJ 2h, i 2h,
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U:B:Bu Uyya

seklinde verilen Rubin-Graves tipi lineerlegtirme teknigi kullanilirsa ve
Ve ve Vy, tirevleri yerine ise sirasiyla

n+1 n+1 n+1
Uifl,j - 2Ui,j + Ui+1,j

Uxx =

2
hx

n+l n+1 n+1

oo Yig =205 + Ui
Yy — 12
Y

n+1 n+1 n+1

A= ‘/ifl,j - 2‘/2‘,]' + V;Jrl,j
T — 2
T

n+l n+1 n+1

Vo Vi =2V + Vigh
vy — h2
Yy

merkezi kapali sonlu fark yaklagimlar: yazilir ve (n + 1)’ li terimler sol tarafta ve

(n)" 1i terimler sag tarafta olacak sekilde yeniden diizenlenirse

k ek Uy = U ek
n+1 n n+1 i+1, i—1,
k ek k ek
n+1 n n n
+ U¢++1,j<2h_Ui,j i ﬁ) i Ui,j—t1<_—2hy Vi — ﬁ)
X €T Yy
n k n ek n k(UZn 1 UiT,L‘—l)
UG Vi = ) H VT ()
Yy
—U" |1 k i+1,5 =15 | i,5+1 5,j—1
U |1+ R | gy [
ve
k ek Vit — Vi ek
n+l n _ =V n+l(] i,j+1 i,j—1 4=
%—1,]( thUl,] h%> _'_‘/;7_] ( _'_k( th ) + h%>
k ek k ek
n+1 n n+1 n
+ Vz‘+J1r,j<2h Ui,j - ﬁ) - V;‘,jt1<2hy‘/i,j + ﬁ)
xX €T Yy
n k n ek n k(‘/;nl i Uvin—l7 )
VG Vi ) H U )
Yy €T
VZ}-H -V

n ‘/ir—ll—l,j B V;Til,j n 1,j—1
= Vi [ R =2 | U B

lineerlegtirilmis semalar elde edilir. Burada i, = 1(1)M — 1 dir. Bu gsemalarda

hy = h,, ek/h? = ek/h? = a, k/2h, = k/2h, = b ve ¢ = 1/Re alimir ve gerekli
Y T Yy Y
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Tablo 5.1: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* degerleri igin
t = 0.01, 0.5 ve 2.0 zamanlarinda u icin RGSFY ile elde edilen ntimerik ¢oziimler.

(z,9) t=0.01 t=0.5 t =20

Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
(0.1,0.1) ~0.623106  0.623047 0.543002  0.543322 0.500470  0.500482
(0.5,0.1) 0.501617  0.501622 0.500341  0.500353 0.500003  0.500003
(0.9,0.1)  0.500011  0.500011 0.500002  0.500002 0.500000  0.500000
(0.3,0.3) 0.623106  0.623047 0.642692  0.543322 0.500441  0.500482
(0.7,0.3)  0.501617  0.501622 0.500317  0.500353 0.500003  0.500003
(0.1,0.5)  0.748272  0.748274 0.742150  0.742214 0.555153  0.555675
(0.5,0.5)  0.623106  0.623047 0.542509  0.543322 0.500414  0.500482
(0.9,0.5)  0.501617  0.501622 0.500304  0.500353 0.500003  0.500003
(0.3,0.7)  0.748272  0.748274 0.742114  0.742214 0.554816  0.555675
(0.7,0.7)  0.623106  0.623047 0.542463  0.543322 0.500384  0.500482
(0.1,0.9)  0.749988  0.749988 0.749945  0.749946 0.744196  0.744256
(0.5,0.9)  0.748272  0.748274 0.742103  0.742214 0.554504  0.555675
(0.9,0.9) 0.623106  0.623047 0.542282  0.543322 0.500525  0.500482

Lo 3.811712 x 10~? 1.070747 x 10~3 1.097702 x 103

Loo 6.071263 x 10~ ? 2.031654 x 10~3 2.240898 x 10~ 3

diizenlemeler yapilirsa;

— UM U+ a] + U 1+ da+ b(U ; — Uy

— UM, [bVi’fj +a)] +

i?j_

= Ul [1+ (U —

ve

= Vi [oUT + a] + VI [L 4 da 4 (Vi = Vi

VL [V + )]

2,7—1

=V L+ b(Viyy = Vi) ] + U7 b

_|_

)

)] + UL [bU7 = a

7j

Uiy [0V — a] + VI [0(UF 41 — UF 0]

Vi [0V = a] + U™ o

Ul 1)] + Vil (00741 —

n

n
i+l Vi

)

Zyji

i—1,7

i,7—1

1))

D] + Vi U — d]

(2

n n
i+1,5 Ui—l,j)}

)]

semalari elde edilir. Bu lineerlestirme sonucunda elde edilen sonlu fark semalarinda

bilinen U™ ve V™ degerleri kullanilarak istenilen ¢ zamanimdaki U™ ve V7H

bilinmeyen degerleri her iic model problem igin elde edildi.

5.2 Niumerik Sonuclar

Simdi ilk olarak Problem 1’in niimerik ¢oziimlerini inceleyelim.

Problem 17 in sirasiyla u ve v ¢oziimlerinin h, = h, = 0.05, Re= 100 ve 10,

At = 10~* degerleri icin t = 0.01, 0.5 ve 1.0 zamanlarinda RGSFY ile elde edilen
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Tablo 5.2: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* degerleri igin
t = 0.01, 0.5 ve 2.0 zamanlarinda v i¢in RGSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimler.

(z,9) t=0.01 t=0.5 t =20
Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
(0.1,0.1) ~0.876894 0.876953 0.956998  0.956678 0.999530 0.999518
(0.5,0.1)  0.998383  0.998378 0.999659  0.999647 0.999997  0.999997
(0.9,0.1)  0.999989  0.999989 0.999998  0.999998 1.000000  1.000000
(0.3,0.3)  0.876894  0.876953 0.957308  0.956678 0.999559  0.999518
(0.7,0.3)  0.998383  0.998378 0.999683  0.999647 0.999997  0.999997
(0.1,0.5)  0.751728  0.751726 0.757850  0.757786 0.944847  0.944325
(0.5,0.5)  0.876894  0.876953 0.957491  0.956678 0.999586  0.999518
(0.9,0.5)  0.998383  0.998378 0.999696  0.999647 0.999997  0.999997
(0.3,0.7)  0.751728  0.751726 0.757886  0.757786 0.945184  0.944325
(0.7,0.7)  0.876894  0.876953 0957537  0.956678 0.999616  0.999518
(0.1,0.9)  0.750012  0.750012 0.750055  0.750054 0.755804  0.755744
(0.5,0.9) 0.751728  0.751726 0.757897  0.757786 0.945496  0.944325
(0.9,0.9) 0.876894  0.876953 0.957718  0.956678 0.999475  0.999518
Lo 2.736786 x 10—° 7.126002 x 10— % 6.043011 x 10— %
Loo 6.071263 x 10—° 2.031654 x 103 2.240898 x 103

Tablo 5.3: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 10, At = 10~ degerleri i¢in
t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda v i¢cin RGSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(z,v) t=0.01 t=0.5 t=1.0

Nimerik Tam Nimerik Tam Nimerik Tam
(0.1,0.1) ~ 0.624805 0.624805 0.615254 0.615254 0.605626  0.605626
(0.5,0.1)  0.594202  0.594202 0.585396  0.585396 0.576840  0.576840
(0.9,0.1)  0.567082  0.567082 0.559837  0.559837 0.553017  0.553017
(0.3,0.3)  0.624805  0.624805 0.615255  0.615254 0.605627  0.605626
(0.7,0.3)  0.594202  0.594202 0.585396  0.585396 0.576840  0.576840
(0.1,0.5)  0.655431  0.655431 0.646276  0.646275 0.636685  0.636685
(0.5,0.5)  0.624805  0.624805 0.615256  0.615254 0.605628  0.605626
(0.9,0.5)  0.594202  0.594202 0.585396  0.585396 0.576840  0.576840
(0.3,0.7)  0.655431  0.655431 0.646277  0.646275 0.636687  0.636685
(0.7,0.7)  0.624805  0.624805 0.615256  0.615254 0.605629  0.605626
(0.1,0.9) 0.682611 0.682611 0.674814  0.674814 0.666353  0.666353
(0.5,0.9) 0.655431  0.655431 0.646277  0.646275 0.636687  0.636685
(0.9,0.9) 0.624805  0.624805 0.615255  0.615254 0.605627  0.605626

Lo 8.419211 x 10~ 8 2.169158 x 10~% 2.354379 x 10~©

Loo 6.693449 x 10~8 2.451640 x 10~6 2.804863 x 10~%

Tablo 5.4: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 10, At = 10~* degerleri i¢in
t = 0.01 ve 1.0 zamanlarinda v i¢cin RGSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(z,y) t=0.01 t=0.5 t=1.0

Nimerik Tam Nimerik Tam Nimerik Tam
(0.1,0.1) ~0.875195 0.875195 0.884746  0.884746 0.894374 0.894374
(0.5,0.1)  0.905798  0.905798 0.914604  0.914604 0.923160  0.923160
(0.9,0.1)  0.932918  0.932918 0.940163  0.940163 0.946983  0.946983
(0.3,0.3) 0.875195 0.875195 0.884745  0.884746 0.894373  0.894374
(0.7,0.3)  0.905798  0.905798 0.914604  0.914604 0.923160  0.923160
(0.1,0.5)  0.844569  0.844569 0.853724  0.853725 0.863315  0.863315
(0.5,0.5)  0.875195 0.875195 0.884744  0.884746 0.894372  0.894374
(0.9,0.5)  0.905798  0.905798 0.914604  0.914604 0.923160  0.923160
(0.3,0.7)  0.844569  0.844569 0.853723  0.853725 0.863313  0.863315
(0.7,0.7)  0.875195 0.875195 0.884744  0.884746 0.894371  0.894374
(0.1,0.9) 0.817389  0.817389 0.825186  0.825186 0.833647  0.833647
(0.5,0.9)  0.844569  0.844569 0.853723  0.853725 0.863313  0.863315
(0.9,0.9) 0.875195 0.875195 0.884145  0.884146 0.894373  0.894374

Lo 6.013832 x 10~ 8 1.511454 x 10~6 1.599711 x 10~6

Loo 6.693447 x 10~ 8 2.451640 x 10~% 2.804862 x 10~%
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Sekil 5.1: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* degerleri i¢in ¢ =
0.01 zamaninda v’ nun RGSFY ile elde edilen (a) tam ve (b) niimerik ¢éztimlerinin
gosterimi

sonuclarinin tam coziimlerle karsilastirilmasi Lo, L., hata normlar ile birlikte
Tablo 5.1-5.4" de sunuldu. Reynolds sayisinin her iki degeri i¢inde hesaplanan
niimerik sonugclarin, karsilastirma yapilan tam ¢oziimiin noktasal degerleriyle
oldukca uyum iginde oldugu gorildii. Re sayist 100" den 10’ a kiigiiltildiigiinde
tablolardan da goriilecegi izere hata normlari da kayda deger olctide kiigiilmiistiir.
Ayrica bu problemin RGSFY ile elde edilen sonuglarinin Béliim 4’ de verilen
ASFY, KSFY ve CNSFY ile elde edilen niimerik sonuglarla oldukga iyi uyum
icinde oldugu ilgili tablolara bakildiginda anlagilmaktadir.

Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* degerleri i¢in ¢ = 0.01,
0.5 ve 2.0 zamanlarinda u ve v ¢ozlimlerinin fiziksel davranigini gostermek igin
niimerik ve tam ¢oziim grafiksel olarak Sekil 5.1-5.6" da verildi. Her bir zaman
icin verilen niimerik ve tam c¢oziim grafikleri incelendiginde ¢oziimlerin ayirt
edilemeyecek kadar yakin oldugu goriildii.

Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 500, At = 10~* degerleri i¢gin RGSFY
ile t = 0.625 zamaninda u ve v ¢ozlimleri i¢in elde edilen niimerik sonuglar ile Ref.
[6, 13, 29]" de verilenlerin kargilagtirilmasi sirasiyla Tablo 5.5 ve 5.6” da yapildi. Bu

iki tablo incelendiginde Re = 500 i¢in elde edilen niimerik sonuglarin referanslarda
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Sekil 5.2: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~ degerleri i¢in

t = 0.01 zamaninda v’

¢oziimlerinin gosterimi

nin RGSFY ile elde edilen (a) tam ve (b) niimerik

(b)

Sekil 5.3: Problem 1" in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* degerleri i¢in ¢ = 0.5
zamaninda v nun RGSFY ile elde edilen (a) tam ve (b) niimerik ¢dziimlerinin

gosterimi

Tablo 5.5: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 500, At = 10~* degerleri i¢in
t = 0.625 zamaninda u ¢oziimii igin RGSFY ve N = 40 igin ile elde edilen niimerik
¢oztimlerinin Ref. [6, 13, 29]" de verilenlerle kargilagtirilmasi.

(z,y)

u

(0.15,0.1) ~0.96870
(0.3,0.1)  1.03204
(0.1,0.2)  0.84618
(0.2,0.2)  0.87813
(0.1,0.3)  0.67920
(0.3,0.3)  0.79944
(0.15,0.4)  0.54675

Nimerik  Niimerik[6] Niimerik[13] Nimerik[29] Nimerik[29] N=40
0.96870 0.96650 0.95691 0.96066
1.03200 1.02970 0.95616 0.96852
0.86178 0.84449 0.84257 0.84104
0.87813 0.87631 0.86399 0.86866
0.67920 0.67809 0.67667 0.67792
0.79945 0.79792 0.76876 0.77254
0.66039 0.54601 0.54408 0.54543
0.58958 0.58874 0.58778 0.58564

(0.2,0.4) 0.58958
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(b)

Sekil 5.4: Problem 1" in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* degerleri i¢in ¢ = 0.5
zamaninda v" nin RGSFY ile elde edilen (a) tam ve (b) niimerik ¢dziimlerinin

gosterimi

(b)

Sekil 5.5: Problem 1" in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* degerleri i¢in ¢ = 1.0
zamaninda v nun RGSFY ile elde edilen (a) tam ve (b) niimerik ¢dziimlerinin

gosterimi

Tablo 5.6: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 500, At = 10~* degerleri i¢in
t = 0.625 zamaninda v ¢oziimii icin RGSFY ve N = 40 igin ile elde edilen niimerik
¢oztimlerinin Ref. [6, 13, 29]" de verilenlerle kargilagtirilmasi.

(z,y)

v

(0.15,0.1) ~0.09044
(0.3,0.1)  0.10730
(0.1,0.2)  0.18010
(0.2,0.2)  0.16816
(0.1,0.3)  0.26268
(0.3,0.3)  0.23550
(0.15,0.4)  0.31799

Nimerik  Niimerik[6] Niimerik[13] Nimerik[29] Nimerik[29] N=40
0.09043 0.09020 0.10177 0.08612
0.10728 0.10690 0.13287 0.07712
0.17295 0.17972 0.18503 0.17828
0.16816 0.16777 0.18169 0.16202
0.26268 0.26222 0.26560 0.26094
0.23550 0.23497 0.25142 0.21542
0.29022 0.31753 0.32084 0.31360
0.30418 0.30371 0.30927 0.29776

(0.2,0.4) 0.30418
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Sekil 5.6: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 100, At = 10~* degerleri igin ¢ = 1.0
zamaninda v" nin RGSFY ile elde edilen (a) tam ve (b) ntimerik ¢6ztimlerinin
gosterimi

Tablo 5.7: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 50, At = 10~ degerleri i¢in
t = 0.625 zamaninda u ¢oztimi i¢in RGSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimlerinin
Ref. [6, 13, 29]” de verilenlerle kargilagtirilmas.

(z,9) u
Niimerik Ntimerik[6] Ntimerik[13] Niimerik[29]
(0.1,0.1) 0.97146 0.97146 0.96688 0.97258
(0.3,0.1) 1.15282  1.15280 1.14827 1.16214
(0.2,0.2) 0.86308  0.86308 0.85911 0.86281
(0.4,0.2) 0.97984  0.97984 0.97637 0.96483
(0.1,0.3) 0.66316  0.66316 0.66019 0.66318
(0.3,0.3) 0.77232  0.77232 0.76932 0.77030
(0.2,0.4) 0.58181  0.58181 0.57966 0.58070
(0.4,0.4) 0.75861  0.75860 0.75678 0.74435

Tablo 5.8: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 50, At = 10~* degerleri i¢in
t = 0.625 zamaninda v ¢oziimii icin RGSFY ile elde edilen niimerik ¢oztimlerinin
Ref. [6, 13, 29]" de verilenlerle kargilagtirilmasi.

(z,y) v
Niimerik Niimerik[6] Niimerik[13] Niimerik[29]
(0.1,0.1)  0.09869 0.09869 0.09824 0.09773
(0.3,0.1) 0.14158 0.14158 0.14112 0.14039
(0.2,0.2) 0.16754 0.16754 0.16681 0.16660
(0.4,0.2) 0.17110 0.17110 0.17065 0.17397
(0.1,0.3) 0.26378 0.26378 0.26261 0.26294
(0.3,0.3) 0.22654 0.22655 0.22576 0.22463
(0.2,0.4) 0.32851 0.32851 0.32745 0.32402
(0.4,0.4) 0.32500 0.32501 0.32441 0.31822
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Sekil 5.7: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 50, At = 10~* degerleri i¢in
t = 0.625 zamaninda (a) u ve (b) vigin RGSFY ile elde edilen niimerik ¢éziimlerin
gosterimi

verilenlerle oldukca uyum iginde oldugu goriildii. Bu problemin Re= 50 igin
parametrelerin ayni degerlerinde hesaplanan sonuglarinin yine Ref. [6, 13, 29]’
dekilerle karsilagtirmalar1 Tablo 5.7 ve 5.8 ’de verildi. Re= 50 degeri icin de
Re= 500" de oldugu gibi noktasal degerlerin referans ¢alismalardakilerle iyi uyum
igcinde oldugu goriilmektedir. Yine bu problem i¢in RGSFY ile elde edilen
sonuglarin ayni problem i¢in Boliim 4’ de verilen ASFY, KSFY ve CNSFY ile elde
edilen niimerik sonugclarla iyi uyum icinde oldugu ilgili tablolardan anlagilmaktadir.

Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, At = 10~* ve ¢ = 0.625 zamaninda Re= 50,
100 ve 500 degerleri igin u ve v ¢ozliimlerinin fiziksel davranigini gostermek igin
niimerik ¢oziimler grafiksel olarak Sekil 5.7-5.9” da verildi. Bu problemin Re= 50,
100 ve 500 degerleri i¢in gosterilen grafiklerinin Ref. [11]” da ayn1 Reynolds sayilar:
ve parametreleri i¢in verilen grafiklerle birebir ayni oldugu goriildii.

Tablo 5.9 ve 5.10 ’da Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 1073
degerleri i¢in ¢t = 0.01, 0.5 ve 1.0 zamanlarinda u ve v ¢oziimlerinin RGSFY
ile elde edilen niimerik sonugclari ile tam ¢oztimiin karsilastirilmast ve Lo, Lo
hata normlar1 verildi. Tablolara bakildiginda hem w hem de v icin elde edilen

niimerik sonuglarin tam ¢oziime oldukca yakin oldugu ve Ly, L., hata normlarinin
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Sekil 5.8: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 100, At = 10~* degerleri i¢in
t = 0.625 zamaninda (a) u ve (b) v igin RGSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin
gosterimi

Sekil 5.9: Problem 2’ nin h, = h, = 0.025, Re= 500, At = 10~* degerleri i¢in
t = 0.625 zamaninda (a) u ve (b) v icin RGSFY ile elde edilen niimerik ¢éziimlerin
gosterimi
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Tablo 5.9: Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 1073 degerleri igin
t = 0.01, 0.5 ve 1.0 zamanlarinda u i¢cin RGSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(z,v) t =0.01 t=05 t=1.0
Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
(0.1,0.1) ~ —0.001439 —0.001439 —0.001408 —0.001408 —0.001376 —0.001376
(0.5,0.1) 0.001941 0.001941 0.001895 0.001894 0.001849 0.001848
(0.9,0.1) —0.001727  —0.001727 —0.001682  —0.001682 —0.001638  —0.001637
(0.3,0.3) 0.001134 0.001134 0.001114 0.001114 0.001094 0.001094
(0.7,0.3) 0.002551 0.002551 0.002458 0.002453 0.002368 0.002359
(0.1,0.5)  —0.003927  —0.003927 —0.003854 —0.003854 —0.003780 —0.003781
(0.5,0.5) 0.006280 0.006280 0.006130 0.006130 0.005981 0.005981
(0.9,0.5) —0.007194 —0.007194 —0.006960 —0.006953 —0.006731  —0.006718
(0.3,0.7) 0.001134 0.001134 0.001114 0.001114 0.001094 0.001094
(0.7,0.7) 0.002551 0.002551 0.002458 0.002453 0.002368 0.002359
(0.1,0.9)  —0.001439  —0.001439 —0.001408  —0.001408 —0.001376  —0.001376
(0.5,0.9) 0.001941 0.001941 0.001895 0.001894 0.001849 0.001848
(0.9,0.9) —0.001727 —0.001727 —0.001682  —0.001682 —0.001638  —0.001637
Lo 2.2105 x 10~° 1.0312 x 103 1.9287 x 103
Loo 2.8241 x 10~ 7 1.2663 x 10—5 2.2938 x 10~?

Tablo 5.10: Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 1073 degerleri i¢in
t = 0.01, 0.5 ve 1.0 zamanlarinda v igin RGSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri.

(z,y) t = 0.01 t=0.5 t=1.0
Nimerik Tam Niimerik Tam Nimerik Tam
(0.1,0.1) ~ —0.001609 —0.001609 —0.001574 —0.001574 —0.001539 —0.001539
(0.5,0.1)  —0.000000  —0.000000 —0.000000  —0.000000 —0.000001  —0.000000
(0.9,0.1) 0.001931 0.001931 0.001880 0.001880 0.001830 0.001830
(0.3,0.3) —0.001268 —0.001268 —0.001246  —0.001246 —0.001223  —0.001224
(0.7,0.3) 0.002852 0.002852 0.002746 0.002743 0.002643 0.002637
(0.1,0.5)  —0.000000  —0.000000 —0.000000 —0.000000 —0.000000  —0.000000
(0.5,0.5)  —0.000000  —0.000000 0.000000  —0.000000 —0.000000  —0.000000
(0.9,0.5) 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
(0.3,0.7) 0.001268 0.001268 0.001246 0.001246 0.001223 0.001224
(0.7,0.7)  —0.002852  —0.002852 —0.002746  —0.002743 —0.002643  —0.002637
(0.1,0.9) 0.001609 0.001609 0.001574 0.001574 0.001539 0.001539
(0.5,0.9) 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000001 0.000000
(0.9,0.9) —0.001931 —0.001931 —0.001880 —0.001880 —0.001830 —0.001830
Lo 1.2846 x 105 6.0214 x 10~ % 1.1320 x 10~ 3
Loo 9.3390 x 10~8 4.1431 x 10~6 7.3722 x 10°°

yeterince kii¢iik oldugu goriilmektedir.

Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 102 degerleri i¢in ¢ = 0.01,
0.5 ve 1.0 zamanlarinda u ve v igin elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziimle
uyumunu gorsel olarak sergilemek i¢in ntimerik ve tam ¢oziim grafiksel olarak
Sekil 5.10-5.15" de verildi. Her bir zaman igin verilen niimerik ve tam ¢oziimlerin
grafikleri incelendiginde birbirleriyle ayirt edilemeyecek kadar ayni oldugu ayrica
ayni parametreler i¢in ¢ = 1.0 zamanminda Ref. [6]" da verilen grafiklerle de oldukga
benzer oldugu goriildii.

Sonug olarak, Rubin-Graves tipi lineerlestirme teknigi uygulanarak elde edilen

RGSFY niimerik semalar: ile her ii¢ model problem igin elde edilen niimerik
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Sekil 5.10: Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 102 degerleri
icin t = 0.01 zamaninda v’ nun RGSFY ile elde edilen (a) tam ve (b) niimerik
¢ozuimlerinin gosterimi

Sekil 5.11: Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 1072 degerleri
i¢in t = 0.01 zamaninda v nin RGSFY ile elde edilen (a) tam ve (b) niimerik
¢ozuimlerinin gosterimi
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(b)
Sekil 5.12: Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 1072 degerleri
icin ¢ = 0.5 zamaninda v’ nun RGSFY ile elde edilen (a) tam ve (b) niimerik

¢ozuimlerinin gosterimi
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Sekil 5.13: Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 1072 degerleri
i¢cin ¢ = 0.5 zamaninda v nin RGSFY ile elde edilen (a) tam ve (b) niimerik

¢ozuimlerinin gosterimi
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Sekil 5.14: Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 102 degerleri
icin ¢ = 1.0 zamaninda v’ nun RGSFY ile elde edilen (a) tam ve (b) niimerik

¢ozuimlerinin gosterimi
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Sekil 5.15: Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 1072 degerleri
i¢cin ¢ = 1.0 zamaninda v nin RGSFY ile elde edilen (a) tam ve (b) niimerik

¢ozuimlerinin gosterimi
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¢oziimlerin mevcut tam ¢oziimlerle ve literatiirdeki diger caligmalarla oldukga
uyum i¢inde oldugu ve hesaplanan Lo, L., hata normlarininda kayda deger ol¢tide
kiigiik oldugu goriildii.

Tablo 5.11: Problem 1’ in RGSFY i¢in h, = h, = 0.05, Re= 100 ve 10,
At = 107* degerleri icin farkhi ¢+ zamanlarinda u ve v icin elde edilen L, ve
L., hata normlariin karsilagtirilmalari.

u igin Lo degerleri
Reynold Sayis1 ¢ =0.01 t=0.5 t=2.0
Re = 100 3.811712 x 107° 1.070747 x 102 1.097702 x 1073
Re = 10 8.419211 x 10~%  2.169158 x 1076  2.354379 x 106
v icin Lo degerleri
t =0.01 t=20.5 t=2.0
Re = 100 2.736786 x 107° 7.126002 x 10~* 6.043011 x 10~*
Re =10 6.013832 x 10~® 1.511454 x 1076 1.599711 x 106

Tablo 5.12: Problem 1’ in RGSFY icin h, = h, = 0.05, Re= 100 ve 10,
At = 10~* degerleri icin farkhi ¢+ zamanlarinda u ve v icin elde edilen Ly ve
L+, hata normlariin karsilagtirilmalari.

u icin Lo, degerleri
Reynold Sayis1 ¢t = 0.01 t=20.5 t=20
Re = 100 6.071263 x 107° 2.031654 x 1073 2.240898 x 103
Re =10 6.693449 x 108 2.451640 x 1076 2.804863 x 1076
v igin Lo, degerleri
t=0.01 t=20.5 t =20
Re = 100 6.071263 x 107° 2.031654 x 1073 2.240898 x 1073
Re =10 6.693447 x 1078  2.451640 x 1076  2.804862 x 1076

Tablo 5.13: Problem 3’ iin RGSFY igin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 1073
degerleri icin farkli ¢t zamanlarinda u ve v icin elde edilen L, ve L. hata

normlariin kargilagtirilmalari.

u igin Lo degerleri

Reynold Sayis1 ¢t = 0.01 t=0.5 t=1.0

Re = 1000 2.2105 x 107° 1.0312 x 1073 1.9287 x 103

v i¢in Lo degerleri

t=0.01 t=0.5 t=1.0

Re = 1000 1.2846 x 107°  6.0214 x 1074 1.1320 x 1073
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Tablo 5.14: Problem 3’ iin RGSFY i¢in h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 1073
degerleri icin farkli ¢ zamanlarinda u ve v icin elde edilen L, ve L. hata
normlariin kargilagtirilmalari.

u igin Lo, degerleri
Reynold Sayis1 ¢ =0.01 t=0.5 t=1.0
Re = 1000 2.8241 x 1077 1.2663 x 10~° 2.2938 x 10~°
v i¢in Ly, degerleri
t =0.01 t=0.5 t=1.0
Re = 1000 9.3390 x 10~% 4.1431 x 1079 7.3722 x 10~°

Ayrica Tablo 5.11 ve 5.14” de tam ¢Oziimii mevcut olan model Problem 1 ve
Problem 3’ iin farkli zaman ve Reynolds sayilar1 i¢in yukaridaki tablolarda verilen

hata normlar: 6zet olarak sunuldu.
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6. SONUC

Bu tezde 2-boyutlu lineer olmayan coupled viskoz Burgers’ denklemi ic¢in
Boliim 3’ de farkh baslangic ve sinir sartlar: ile birlikte verilen ii¢ model problem
ele alindi. Bu model problemlerin agik, kapali ve Crank-Nicolson klasik sonlu
fark yontemleri ile elde edilen niimerik ¢oztimleri mevcut tam ¢oziimlerle ve Ref.
[6, 13, 29]" de verilenlerle Boliim 4’ de ayrintili olarak karsilagtirildi. Boliim 5’
de ise 2-boyutlu lineer olmayan coupled viskoz Burgers’ denklemindeki lineer
olmayan terimler yerine literatiirde yaygin olarak kullanilan Rubin-Graves tipi
bir lineerlesgtirme teknigi kullanilarak elde edilen sonlu fark gsemasiyla model
problemlerin ntimerik coziimleri elde edildi. Ayrica farkli ¢ zamanlarinda ve
Reynolds sayilar: i¢in niimerik ve/veya tam ¢oziim grafiksel olarak sunuldu.

Boliim 47 de verilen klasik sonlu fark yontemleri ii¢ model problem icin elde
edilen ntmerik sonuglar incelendiginde acik, kapali ve Crank-Nicolson
yontemlerinin her ¢ problem icinde oldukca iyi sonuclar verdigi tablolarda
sunulan noktasal degerlerden ve hesaplanan Lo, L., hata normlarinin kayda deger
olciide kiiclik olmasindan anlagilmaktadir. Ayrica bu ii¢ yontem kendi icerisinde
degerlendirildiginde goz oniine alinan parametreler i¢in verilen niimerik sonuclarin
birbirleriyle iyi uyum icinde olduklar1 goriillmektedir.

Boliim 5" de verilen lineerlegtirme teknigi kullanilarak elde edilen semanin
model problemlere uygulanmasiyla hesaplanan niimerik sonuglarin, Bolim 4’
de sunulan klasik sonlu fark yontemleriyle hesaplanan sonuclarla uyum iginde
oldugu her bir problem icin verilen tablolar incelendiginde noktasal degerlerin
tam c¢ozliime oldukca yakin ve dolayisiyla hata normlarimin da oldukga kiigiik
olmasindan agikca goriilmektedir. Bu amacla tam ¢oziimleri mevcut olan
Problem 1 ve Problem 3’ in Bolim 4’de acik, kapali ve Crank-Nicolson

yontemleriyle ve Boliim 5 de lineerlestirilmis sonlu fark semasiyla elde edilen
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Tablo 6.1: Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 10, At = 10~* degerleri igin farkh
t zamanlarinda u i¢in elde edilen Ly ve L., hata normlarimin karsilagtirilmalar:.

Lo

Yontem

t=0.01

t=0.5

t=1.0

ASFY
KSFY
CNSFY
RGSFY

8.4660 x 108
8.8346 x 108
8.6492 x 1078
8.4192 x 108

2.1632 x 1076

2.2839 x 1076

2.2234 x 1076

2.1692 x 1076
L

2.3304 x 107
2.4896 x 106
2.4098 x 1076
2.3544 x 106

Yontem

t=0.01

t=0.5

t=1.0

ASFY
KSFY
CNSFY
RGSFY

6.7675 x 1078
6.9891 x 108
6.8783 x 1078
6.6934 x 108

2.4585 x 1076
2.5716 x 107
2.5151 x 1076
2.4516 x 1076

2.7897 x 1076
2.9559 x 1076
2.8721 x 1076
2.8049 x 106

Tablo 6.2:

Problem 1’ in h, = h, = 0.05, Re= 10, At = 10~* degerleri i¢in farkh
t zamanlarinda v icin elde edilen Ly ve L., hata normlarimin karsilagtirilmalari.

Ly

Yontem

t=0.01

t=0.5

t=1.0

ASFY
KSFY
CNSFY
RGSFY

6.0473 x 108
6.3105 x 108
6.1781 x 108
6.0138 x 108

1.5073 x 1076

1.5914 x 1076

1.5493 x 1076

1.5115 x 1076
L

1.5834 x 107°
1.6916 x 1076
1.6374 x 1076
1.5997 x 1076

Yontem

t=0.01

t=0.5

t=1.0

ASFY
KSFY
CNSFY
RGSFY

6.7675 x 10~8
6.9891 x 108
6.8783 x 1078
6.6934 x 108

2.4585 x 107
2.5716 x 1076
2.5151 x 107
2.4516 x 1076

2.7897 x 1076
2.9559 x 106
2.8721 x 1076
2.8049 x 106

Lo, L hata normlar1 tablolar halinde sunuldu. Tablo 6.1 ve 6.2” de Problem
17 in sirasiyla u ve v bilegenleri i¢in ¢ = 0.01, 0.5 ve 1.0 zamanlarinda ASFY,
KSFY, CNSFY ve RGSFY yaklagimlari ile elde edilen Ly ve L., hata normlarinin
kargilagtirilmalar1 verildi. Tablo 6.3 ve 6.4" de ise Problem 3’ in sirasiyla u ve
v bilegenleri icin t = 0.01, 0.5 ve 1.0 zamanlarinda ASFY, KSFY, CNSFY ve
RGSFY yaklagimlari ile elde edilen Ly ve L, hata normlarinin karsilagtirilmalar:
verildi.

Tablolardan tiim sonlu fark yaklagimlarinin oldukga iyi sonug verdigi ve hata

normlariin birbiriyle uyum icerisinde oldugu goriildii.
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Tablo 6.3: Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 10~% degerleri
icin farkli ¢ zamanlarinda wu i¢in elde edilen L, ve L., hata normlarinin

karsilagtirilmalari.

Yontem

Lo

t=0.01

t=0.5

t=1.0

ASFY
KSFY
CNSFY
RGSFY

Yontem

2.2056 x 107°
2.2108 x 107
2.2082 x 107°
2.2105 x 107°

1.0288 x 1073

1.0313 x 1073

1.0301 x 1073

1.0312 x 1073
L

1.9240 x 1073
1.9289 x 1073
1.9265 x 1073
1.9287 x 1073

t=0.01

t=0.5

t=1.0

ASFY
KSFY
CNSFY
RGSFY

2.8195 x 107
2.8246 x 1077
2.8221 x 107
2.8241 x 1077

1.2635 x 107°
1.2665 x 107°
1.2650 x 1075
1.2663 x 107°

2.2887 x 10°
2.2943 x 107°
2.2943 x 107°
2.2938 x 107°

Tablo 6.4: Problem 3’ iin h, = h, = 0.05, Re= 1000, At = 10~% degerleri
icin farkli ¢t zamanlarinda v icin elde edilen L, ve L., hata normlarinin

karsilagtirilmalari.

Yontem

Lo

t=0.01

t=0.5

t=1.0

ASFY
KSFY
CNSFY
RGSFY

Yontem

1.2818 x 107°
1.2862 x 10~°
1.2840 x 107°
1.2846 x 10~°

6.0072 x 10~*

6.0288 x 104

6.0180 x 104

6.0214 x 1074
Lo

1.1292 x 1073
1.1333 x 1073
1.1312 x 1073
1.1320 x 1073

t=0.01

t=0.5

t=1.0

ASFY
KSFY
CNSFY
RGSFY

9.3247 x 1078
9.3521 x 1078
9.3384 x 108
9.3390 x 108

4.1361 x 106
4.1488 x 106
4.1425 x 106
4.1431 x 106

7.3589 x 107
7.3822 x 1076
7.3706 x 106
7.3722 x 1076
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Sonug olarak bu tezde 2-boyutlu lineer olmayan coupled viskoz Burgers’
denklemine basarili bir sekilde uygulanan sonlu fark yaklagimlarimin fizik ve
miihendisligin cesitli alanlarinda karsilagilan 2-boyutlu ve lineer olmayan farklh
problemlere de uygulanabilecegi ve 2-boyutlu problemler ile sonlu fark yontemleri

calisan arastirmacilara iyi bir referans olacagi disiintilmektedir.
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