T.C.
INONU UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

1-BOYUTLU BURGERS’ DENKLEMiNiN MULTiKgADRiK RADYAL BAZ
FONKSIYONU ILE NUMERIK COZUMLERI

Yesgim SARIBAS

YUKSEK LISANS TEZI

MATEMATIK ANA BILIM DALI

Haziran 2019



Tezin Baghg1 . 1-BOYUTLU BURGERS’ DENKLEMININ
MULTIKUADRIK RADYAL BAZ FONKSIYONU ILE
NUMERIK COZUMLERI

Tezi Hazirlayan  :  Yegim SARIBAS
Smav Tarihi : 18.06.2019

Yukarida adi gecen tez jirimizce degerlendirilerek Matematik Ana Bilim Dalinda
Yiiksek Lisans Tezi olarak kabul edilmistir.

Smav Jiiri Uyeleri

Tez Danigsmani: Prof.Dr. Selcuk KUTLUAY

Inonu Universitesi

Es Danigman: Dr. égr. ﬂ'yesi Muaz SEYDAOGLU

Mus Alparslan Universitesi

Dog¢.Dr. Resat YILMAZER

Firat Universitesi

Dog¢.Dr. Nuri Murat YAGMURLU

Inoni Universitesi

Prof.Dr. Halil ibrahim ADIGUZEL
Enstitii Miidiirii



ONUR SOZU
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¢aligmanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diigecek bir yardima bagvurmaksizin
tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin iginde hem
de kaynakcada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir,
bunu onurumla dogrularim.
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In the first chapter of the thesis, some information about 1-dimensional
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In the second chapter, which is constituting the main part of the thesis,
a numerical scheme based on the classical finite difference formulation for time
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1. GIRIS

Bu béliimde Burgers’ denklemi, klasik sonlu farklar ve radyal baz fonksiyonu

hakkinda bazi bilgiler verildi.

1.1 Burgers’ Denklemi

ou ou 0%u
Ou Ou_ Ou 11
ot " Yar = Vou? (1.1)

olarak verilen 1-boyutlu Burgers’ denklemi uygulamali matematikte,
matematiksel fizikte ve miithendislik bilimlerinde karsilagilan iyi bilinen birkag
non-lineer kismi tiirevli denklemden biri olup bir ¢ok oOnemli problemin
modellenmesinde kullanilir.

(1.1) denklemi tiirbiillans sivinin matematiksel modeli olan gok dalgalar
teorisinde ve siirekli stokastik proseslerde kargilagilan homojen kuazi-lineer
parabolik denklemdir. Bu kismi tiirevli denklem Bateman [1]| tarafindan 1915
yilinda sunuldu ve Bateman bu problemin zamandan bagimsiz ¢éziimiini sundu.
1948’de Burger |2, 3], daha sonra literatiire Burgers’ denklemi olarak gegen
konveksiyon ve difiizyonun zit etkilerinin etkilesiminden kaynaklanan bir kanal
icindeki tiirbiilans sivinin bazi Ozelliklerini yakalamak i¢in bu kismi tiirevli
denklemi kullandi. Burgers’ denkleminin yapisi lineer olmayan konveksiyon
teriminin varligi ve viskozite katsayili difiizyon teriminin olmasi yiiziinden
Navier-Stokes denklemlerine benzerdir. Burgers’ denkleminin genel 6zelliklerinin
calisilmasi gaz dinamigi, 1s1 iletimi, elastisite vb. gibi cesitli alanlarda uygulamalari
yiiziinden bu konuda caliganlarin dikkatini ¢ekmistir.

(1.1) Burgers’ denklemi sadece smirh sayida verilen baglangi¢ ve sinir gartlar:
icin tam olarak ¢oziilebilen birka¢ lineer olmayan kismi tiirevli denklemlerden

biridir.
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doniigimi u(z, t) ve w(x,t)’ yi birbiriyle iligkilendirir ve eger w,

o _ %
ot _Uaﬂ

lineer diflizyon denkleminin ¢6ztimti ise o zaman u’da (1.1) kuazi-lineer Burgers’
denkleminin ¢oziimiidiir. (1.2) déniigiimi ilk defa Lagerstrom vd. [4] tarafindan
sunulan bir teknik raporda ortaya ¢ikt1 ve Cole [5] tarafindan yayimlandi. Hemen
hemen ayni zamanlarda Hopf [6] tarafindan da bagimsiz olarak verildi. Dolayisiyla
(1.2) doniisiimii Hopf-Cole dénitigiimii olarak bilinir [7]. Benton ve Platzman [8],
farkli baglangi¢ sartlarina sahip Burgers’ denkleminin 35 farkli analitik ¢oziimiinii
verdiler.

Burgers’” denkleminin ¢o6ziimiiniin incelenmesi yarim yiizyildir devam
etmektedir ve halen onun ¢oziimlerine yaklagmak igin daha iyi ntimerik semalar
geligtirilmektedir. Niimerik olarak Burgers’ denklemi birgok aragtirmac: tarafindan
ele alindi. Evans [9], Burgers’ denklemini ¢ézmek igin group-explicit yontemini
sundu. Mittal ve Singhal [10,11], farkl baglangig ve sinir sartlariyla verilen Burgers’
denklemini ¢ozmek i¢in non-lineer operatériin sonlu yeniden-iireten (reproducing)
ozelligini kullanan bir spektral yontem verdiler. Kutluay vd. [12], Burgers’
denklemini Hopf-Cole doniigimiinii kullanarak Neumann sinir sartlarina sahip
lineer 1s1 denklemine déniigtiirditkten sonra problemin agik sonlu fark (explicit
finite difference) ve tam agik sonlu fark (exact-finite difference) yontemleri ile
¢Oztimlerini verdiler. Caldwell ve Smith [13], Burgers’ denklemini ¢dzmek igin
sonlu fark ve kiibik-spline sonlu elemanlar yontemini kullandilar. Ali vd. [14],
Burgers’ denklemini ¢ozmek icin kollokasyon formiilasyonuna dayali kiibik
B-spline sonlu eleman yontemleri kullandi. Gardner vd. [15], kuadratik B-spline

konum sonlu elemanlar ile Petrov-Galerkin yontemini uyguladilar ve lineer konum



zaman sonlu elemanlarmi kullanan en kiigiik kareler yontemini sundular [16].
Ozis ve Ozdes [17], Burgers’ denklemi i¢in tam ¢oziime yakinsayan varyasyonel
yaklagima dayali yaklagik coziimler dizisini trettiler. Son yillarda Burgers’
denkleminin niimerik ¢éziimii i¢in otomatik tiirev yontemi [18], yeni niimerik sema
[19], modifiye edilmis kiibik B-spline kollokasyon yontemi [20], tiirevli kuadratiir

yontemine dayali niimerik sema [21] gibi gesitli niimerik algoritmalar kullanilda.

1.2 Klasik Sonlu Farklar

Sonlu fark yontemleri kismi tiirevli denklemlerden olusan basglangi¢ ve sinir deger
problemlerinin yaklasik ¢oziimiiniin bulunmasinda siklikla kullanilan bir niimerik
yontemdir. Bu yontemlerin uygulanmasinda kullanilan baslica adimlar sunlardir:
Once problemin ¢oziim bolgesi genellikle diizgiin geometrik sekiller iceren kafeslere
boliiniir. Yaklagik ¢oztim her bir kafesin diigim (mesh veya grid) noktalar:
tizerinde hesaplanir. Sonra problemde goriilen tiirevler yerine Taylor seri acilimi
yardimiyla elde edilen uygun sonlu fark yaklagimlari yazilir ve problemin niimerik
semast bulunur. Boylece baslangic ve siir deger problemi lineer veya lineer
olmayan cebirsel denklem sistemine indirgenir. Daha sonra elde edilen niimerik
semanin kararliligi incelenir. Son olarak cebirsel denklem sistemi direkt veya
direkt olmayan ¢oziim yontemlerinden biri yardimiyla coziilerek istenilen grid
noktalarinda problemin yaklagik ¢oziimii elde edilir.

Literatiirde siklikla kullanilan yontemlerin baglicalar1 klasik sonlu fark
yontemleri olarak bilinen acik, kapali ve Crank-Nicolson yontemleridir.

(x,t) € [0,1] x [0,T] olmak {izere u(x,t) bir kismi tiirevli denklemi saglayan

x-konum ve t-zaman degiskenlerine baglh bir fonksiyon olsun.

Tm =mAx=mh; m=0,1,...M; |l = Mh



ve

t, =nAt=tk; n=0,1,.... N

olmak tizere (x,,,t,) digim noktalarindaki w(z,t)’ ye bir yaklagim «” ile
gosterilir. Burada h(= Ax) konum uzunlugu ve k(= At) zaman adim uzunlugudur

[22,23].

1.3 Radyal Baz Fonksiyonu

Radyal baz fonksiyonu (RBF') ¢ok boyutlu uzayda sadece iki noktaya olan uzakhga
bagl olan reel degerli bir fonksiyondur. Bu noktalardan bir tanesi merkez diye
adlandirilir ve bu nokta orijin olabilecegi gibi uzayda alternatif olarak bir bagka
nokta da olabilir. RBF interpolasyonu ¢ok-boyutlu uzayda dagitik (scattered)
verileri analiz etmek i¢in kullanilan temel yontemlerden biridir. Bu fonksiyonlar
keyfi uzay boyutlarimi genellestirebildiginden ve spektral hassasiyeti
saglayabildiginden ozellikle farkli uygulamalarda popiiler hale gelmistir. Bu
uygulamalardan bazilari, fonksiyon yaklagimi, kismi tiirevli denklemlerin sayisal
¢Ozumi, bilgisayar goriintiisii ve sinir aglar1 gibi uygulamalari igerir.

RBF formal olarak ¢(r) = ¢(||r||) seklinde tanimlanir. ¢(r) = ¢(||r||) 6zelligini
saglayan herhangi bir fonksiyon radyal baz fonksiyonudur. ¢(]|-||) normu yerine
genellikle oklid normu kullanilir fakat bazi uygulamalarda norm i¢in nadiren
diger mesafe fonksiyonlar: da kullamlabilir. r = ||z — z;|| (z;:merkez) ve ¢ gekil
parametresi diye adlandirilan bir sabit (veya baz1 kaynaklarda serbest parametre)
olmak iizere uygulamada siklikla kullanilan radyal baz fonksiyonlar: tiirleri
sunlardir:

Multikuadrik: ¢(r) = V2 + ¢

Ters multikuadrik: ¢(r) = \/ﬂlﬁ

Gaussian: ¢(r) = e~ ()’

Ters kuadrik: ¢(r) =

r24c?



Radyal baz fonksiyonlarindaki ¢ sekil parametresi hassasiyet icin énemli bir rol
oynar fakat degerinin nasil secilecegi halen agik bir aragtirma konusudur. Genellikle
aragtirmacilar bu degeri deneme-yanilma yoluyla segerler [24,25]. Okuyucu daha
detayl bilgi icin referans verilen caligmalara ve i¢indeki referanslara bakabilir.
Radyal baz fonksiyon yontemleri 1968 yilinda Iowa eyalet yer bilimcisi olan
Roland Hardy tarafindan dagitik verilerin interpolasyonu icgin ilk etkin
yontemlerden birini gelistirdiginde incelendi [26]. Polinom yontemler 6nceden
de kullanilmigt1 fakat iki boyutlu ve daha yiiksek boyutlu dagitik verilerin tek
¢oziiniir ozelligine sahip degillerdi. Uzun aragtirmadan sonra Hardy multikuadrik
(MQ) radyal baz fonsiyonunu geligtirdi [27]. Multikuadrik baz fonksiyonu radyal
baz fonsiyonlarindan yalnizca biridir. Daha sonra 1979 yilinda Richard Franke
[28] dagitik veri interpolasyonunun bilinen tiim yontemlerini bir ¢aligmasinda
yayimladi ve MQ-RBF yonteminin en iyi yontem oldugu sonucuna vardi. Franke,
multikuadrik yaklagimlarla genig ¢apli niimerik deneyimleri nedeniyle genellikle
multikuadrik yaklagimlar: matematik bilim alanina ilk defa sunan bilim insanidir.
RBF tarihindeki bir sonraki énemli olay bir IBM matematikgisi olan Charles
Micchelli’in MQ yonteminin arkasindaki teoriyi 1986 yilinda geligtirmesidir.
Charles M@ yontemi icin sistem matrisinin tersinin mevcut oldugu yani RBF
dagitik veri interpolasyon probleminin iyi tanimli oldugunu ispatladi [29]. Birkag
yil sonra fizik¢i Edward Kansa [30], ilk defa kismi tiirevli denklemleri ¢6zmek igin
MQ yontemini kullandi. 1992 yilinda Wolodymyr Madych ve Stuart Nelson'un
[31] verdikleri sonuglarda MQ interpolasyonunun spektral yakinsaklik oranim
gosterdiler. Kansa'nin kegfinden bu yana RBF yontemlerine yonelik arastirmalar
hizlica artt1 ve son yillarda radyal baz fonksiyonlar: kismi tiirevli denklemlerin
¢oztimiinde etkin bir rol oynamaktadir [32]. Sonsuz tiirevlenebilir radyal baz
fonksiyonlarimi kullanan tiim RBF yontemleri yapay-spektral (pseudo-spektral)

yontemlere dayali polinomlarin genellegtirmeleridir [33]. Yillar boyunca RBF



interpolasyonunun, polinom interpolasyonunun basarisiz oldugu bir¢ok durumda
kullanilabilecegi gosterildi [34]. RBF yontemler tensor carpim izgaralari veya
dikdortgensel bolgelerde uygulanma ihtiyacinda olmadigindan polinom
interpolasyonunun kisitlamalarinin yani sinirlamalarinin tistesinden geldiler. RBF
yontemler diger karmasik 3-boyutlu gekillerin yaninda topografik yiizeyleri temsil
etmede de siklikla kullambhr [35]. Iklim modelleme, yiiz tamma, topografik
haritalama, otomobil ve ucak tasarimi, okyanus tabani haritalama ve tibbi
goriintiileme gibi bircok farkli alanlarda basarili bir sekilde uygulanmigtir. RBF
yontemlerinin yaklasik son 50 yilda aktif bir gekilde gelistirilmesine ragmen hala
birgok agik soru cevaplanmayi beklediginden iizerinde caligilmasi gereken bir
aragtirma alanidir.

Bu tez caligmasinda farkl baglangi¢-sinir sartlariyla verilen Burgers’ denklemi
igin goz oniine aliman iki test problemin multikuadrik radyal baz fonksiyonu ile
nimerik c¢oztimlerinin bulunmasiyla ilgilenileceginden bunlarla ilgili literatiirde
yer alan bazi caligmalardan bahsedelim. Hon ve Mao [36], lineer olmayan Burgers’
denklemini ¢ozmek icin zamana gore tiirev yerine diigiik mertebeden agik sonlu
fark yaklagimini ve bir konum yaklagim olarak da multikuadrik radyal baz
fonksiyon yontemini uyguladilar. Sirajul Haq vd. [37], Burgers’ tipi denklemlerin
niimerik ¢oziimii i¢in multikuadrik ve Gaussian radyal baz fonksiyonlarini
uyguladilar. Xie vd. [38], 1-boyutlu zamana bagh Burgers’ denklemini ¢6zmek
i¢in radyal baz fonksiyonlarimi kullandilar. Xie ve Li [39], konum yaklagimi igin
multikuadrik radyal baz fonksiyonunu ve zaman yaklagimi i¢in ikinci mertebeden
kompakt sonlu fark semasini kullanarak 1-boyutlu Burgers’ denkleminin ¢oziimu
i¢cin yeni bir niimerik yéntem sundular. Sarboland ve Aminataei [40], lineer
olmayan nonhomojen Burgers’ denkleminin ¢oziimii i¢in multikuadrik kuazi
interpolasyon operator ile direkt ve direkt olmayan radyal baz ag semasina dayali

yontemleri onerdiler. Xie vd. [41], Burgers’ denkleminin ¢6ziimiinde zamanim



diskritizasyonu icin Crank-Nicolson semasini ve konum yaklagimi i¢in radyal baz
fonksiyonunu kullandilar. Son zamanlarda, Seydaoglu [42], 1- boyutlu Burgers’
denkleminin ¢oziimiinde konum yaklagimi i¢in multikuadrik radyal baz fonksiyonu

ve zaman integrasyonu icin Lie-grup semasina dayali bir teknik onerdi.



2. BURGERS’ DENKLEMININ
MULTIKUADRIK RADYAL BAZ

FONKSIYONU ILE COZUMU

Bu bolimde
ou ou J%u

— — =y <xz<b t>0
ot TUor = Vo 4TS

olarak verilen 1- boyutlu Burgers’ denklemi

u(a,t) = g1(t), t>0

u(b,t) = ga(t), t>0

sinir sartlariyla ve

u(z,0) = f(z), a<z<b

(2.1)

(2.2)

(2.3)

baglangi¢c sartiyla goz ontine alinacaktir. Burada v > 0 kinematik viskozite

parametresi, x ve t sirasiyla konum ve zaman degiskenleri olup gy, g2 ve f niimerik

hesaplamalar sirasinda verilecek olan fonksiyonlardir.

Bu béliimde (2.1)-(2.3) ile verilen baslangig ve sinir deger probleminin zaman

yoniinde uygun sonlu fark yaklagimlar1 ve konum yoniinde multikuadrik radyal

baz fonksiyonu kullanilarak niimerik semasi elde edildi.

2.1 Yontemin Uygulanmasi

Once (2.1) denkleminin zaman yoniinde uygun sonlu fark yaklagimlar: kullanarak

diskritize edelim. (2.1) denkleminde goriilen % tiirevi yerine Taylor seri agilimi

yardimiyla elde edilen

ou wu

ot k

Z



ou Pu - : :
ileri fark yaklasimi, w3 ve 57 tiirevleri yerine de sirasiyla

du  (nuy)"™ + (wuy)"

Yor = 2
0%u ~ (um)m_l + (Uga)"
or?z 2

olarak verilen Crank-Nicolson tipi yaklagimlari yazlirsa (2.1) denkleminin
ayriklagtirilmig formu

un+1

K 2 Y 2 =0

—ut ()™ ()" ()™ ()"

olur. Burada k zaman adim uzunlugu olup ™ = u(x, nk)’ dir. Yukaridaki esitlikte

)n+1

goriilen (uu, lineer olmayan terimi yerine

(u ux)nJrl r_ un+1 (U:p)n 4 un(ux)n+1 r un(uz)n

olarak verilen Rubin-Graves tipi yaklagimi [43] yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

k
u +§(un+1 (e un(ux)n+1) - _(uxx)n+1 =u" +— ()" (2.4)

elde edilir.
u tam ¢oziimiine bir yaklagim u” ile gosterilirse " ¢oziimii genel olarak bir

RBF cinsinden

N
u(z) ~u"(z) = Z Nig(r;) (2.5)
=0
formunda aranir. Burada r; = ||z — z;|| ve ¢ sekil parametresi olmak tizere

olr;) = \Jr2 + ¢

olarak tanmimlanan multikuadrik radyal baz fonksiyonudur. (2.4)'deki u, ve .,

tiirevleri (2.5)’den

N N
n T

Uy ~ Uy (2 (r;) = 2.6
M=) =T N e



N

U UG, (2) = NG (r)) =

J=0

62

SR R

1M

dir.
Niimerik hesaplamalar igin problemin ¢oziim araligl [a,b], a = 2o < 21 < ... <

rny_1<xy=b, h= N 2 olarak N esit parcaya boliiniir ve her bir x; kollokasyon

noktalar igin r;; = ||z; — 2] ve @(ri;) = \/(z; — 2;)? + ¢ olmak iizere (2.5)'den
N

u(zi) =Y MN(ry),  i=0(1)N (2.8)
=0

dir. Bu yaklasim (2.4)’de yerine yazilirsa

N k N N N N
D) + 5 | DNTOg) DA () + Y N6 (i) D AT ()
j=0 j=0 Jj=0 Jj=0 Jj=0
(2.9)

Z /\n+1 // zg Z )\n¢ TZJ ’Uk‘ Z )\n¢// 7,]

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii i¢in

once n =0 (t = 0)'da

A=\"= AT AR AT

baglangi¢ vektoriiniin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in (2.3) ile verilen

u(z;,0) = f(x;), i=0(1)N

baslangi¢ sart1 gz 6niinde bulundurularak (2.8)’den

i = 0 icin u"(x0) = u(xo) = A\gd(ro0) + Ad(r01) + ... + Ayo(ron)
1=1 1(;1I1 Un<l‘1) = U,([L'1) = )\8@5(7“10) + )\?Qﬁ(’f’ll) + ...+ )\?qu(’l“l]\[)

i=2i¢in  u"(x2) = u(x2) = AgP(ra0) + ATP(ra1) + ... + Ayd(ran)

i=Nigin  u"(zn) =ulxy) = Ad(rvo) + ATo(ra1) + ...+ AR o(ran)

10



cebirsel denklem sistemi bulunur. Bu sistem, ¢(r;;) = ¢;; ve & = [(%} olmak

lizere, matris formunda

b0  Go1 - Pon )\8’ U(ﬂﬂo)
b0 P11 o v | | AT B u(zy)
Ono ON1 o Onn| | Ay u(zy)
L g 4 LN L 4
@ A" u
veya
O\ =nu (2.10)

olarak yazilabilir. Kolayca gosterilebilir ki & matrisi, simetrik ve pozitif tanimh
bir matris olup tersi vardir ve dolayisiyla (2.10) sistemi ¢oziilebilirdir. Boylece
(2.10) cebirsel denklem sistemi direkt yontemlerden biri kullanarak ¢oziiliir ve

n=0da

A0 = A9, A% A, A%

baglangi¢ vektorii bulunur.
Simdi de u} ve ul, tiirevlerinin x;, ¢ = 0(1)N kollokasyon noktalarmmdaki

degerlerini hesaplayalim. Once u”(z;)’yi hesaplayalim. (2.6)’dan

i=0; u (o) = N (roo) + Nl (ro1) + - . . 4+ A%d (ron)
i=1  ug(z) = Ag¢ (r10) + AT (r) + ...+ AR (rw)

1 =2 Uy (22) = A5¢ (r20) + AT¢ (ra1) + ... + AR (r2n)

i=N;  uy(ry) =M@ (rvo) + AT (rve) + ..+ Ayd (Taw)

dir. Bu sistem, ¢'(r;;) = ¢i; ve P = [gb’

Zj] olmak tizere, matris formunda

11



oo Por 0 Pon Ao Uy (o)
0 o iy AT B Uz (1)
i No Pni v /NN_ _>‘7]i7_ _Ur(xN)_
veya
PN = u,

olarak yazilabilir. Buradan A™ baglangic degerlerinin kullanilmasiyla u? (x;) degerleri

bulunur.
Yukardakine benzer sekilde u}, (x;) degerleri de hesaplanabilir. 36yle ki (2.7)’den

U;Lx<£li'0) = Ag(ﬁ//(Too) -+ )\?(ﬁ”(T’m) 4+ ...+ )\%(ﬁ”(?“o]\/)

1= 0;
i =1; Uy, (1) = A\g@" (110) + AT (r11) + ... + Ao (r1in)
i =12 Uy, (12) = Ag@" (120) + AT@" (r21) + ... + Ao (ran)

i=N;  up(rn) = 259" (rvo) + AT (rve) + o+ AR (rvw)

clde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi, ¢(ry;) = ¢f; ve @ = [qb;;] ile gosterilirse,

matris formunda

i /" i /" T [ n
o0 Por " Pon Ao Uz (T0)
/! /! /! n
10 1w I Al B Ug (1)
/! /! /! n
| PNo PN PN _/\N_ _um(xN)_
veya
@//A’n — uzq}

olarak yazilabilir. Buradan daha oOnce hesaplanan A" baglangic degerlerinin

kullanilmasiyla uZ, tirevinin x;, i = 0(1)N kollokasyon noktalarindaki u?, (z;)

degerleri bulunur.

12



Yukaridaki hazirhiklardan sonra (2.9) sistemi ¢oziilebilirdir. A = [am} ve

B = [bij} olmak iizere (2.9) sistemi matris formunda

AN = BA™ (2.11)

olarak yazlabilir. (2.2) ile verilen sinir gsartlarindan

a = /(w0 — 2,2+ j=0)N

any=1/lex — a2+ 3 j=0()N

olup

r; — [L’j
V(i —2)? + ¢

— i=1(1)N =1, j =0(1)N

k
ay = @i — 22+ @+ 5 (@)@ — 25)2 + 2 + (@)

ve

2

- L ¢ .
bm—\/(xz ;)% 42+ 2 (@ — ;)% + 22

i=11N-1, j=0(1)N
dir. (2.11)’in sag tarafi
N
B\ = LZ b,-jAg} - |:di] ., i=11)N-1, j=0(1)N
=0

ile ifade edilebilir. Béylece (2.11) sistemi agik matris formunda

Qoo Qo1 T ap(N-1) aoN )\ELH 0
Q10 an Tt Gy(N-1) asnN )\?H dy
= : (2.12)
aN-10 AN-1)1 0 AN-DN-1 G- | [ AT dn—1
| @no ani “tt AN(N-1) ANN | _)\nNH_ | 92 |

13



olarak yazilabilir. (2.12) karesel cebirsel denklem sistemi direkt yontemlerden biri
yardimiyla coziilerek \»*! bulunur ve iterasyona devam edilir. Boylece, g, go ve
f fonksiyonlarmin verilmesi durumunda (2.5)’den ¢t = t,,1 zamaninda ve z;,
i = O0(1)N kollokasyon noktalarmda (2.1)-(2.3) baglangic ve smir deger

probleminin u™(z;, t,,) niimerik ¢oziimleri elde edilir.

14



3. TEST PROBLEMLER VE NUMERIK

SONUCLAR,

Bu boliimde, analitik ¢oziimii mevcut olan farkli baglangic ve smir sartlariyla
verilen (2.1) Burgers’ denklemi igin iki test problem goz oniine alindi. Her bir
problemin 2. Boliim’de verilen multikuadrik radyal baz fonksiyonu ile elde edilen
niimerik ¢oziimleri, analitik ¢oziim ve literatiirde mevcut diger caligmalarda verilen
sonugclarla karsilagtirilarak tablolar halinde sunuldu. Ayrica, elde edilen ntimerik
¢oziimlerin ele alinan test problemlerin dogru fiziksel davraniglarini ne kadar iyi
sergiledigini gostermek igin grafikler verildi.

Kullanilan yontemin dogrulugunu test etmek i¢in tam ¢oziim ile elde edilen

niimerik ¢oztimler arasindaki fark: 6lgen

Ly = hz | (u); — (u™); |2

olarak tanimlanan ortalama hata normu ile yine tam ¢oziim ile niimerik ¢oziimler

arasindaki maksimum hatay1 6lgen

Loo = max | (u); — (u"); |

olarak tanimlanan maksimum hata normu hesaplandi.

3.1 Test Problemler

Problem 1: Ilk olarak (2.1) ile verilen Burgers’ denklemi
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0

sinir gartlar: ve

15



u(z,0) = sin (rz), 0<z<1
baglangi¢ sarti ile ele alindi. Bu problemin tam ¢oziimii

>0 | ay exp(—nirut)nsin(mr)

u=u(z,t) =2mv
(z, 1) ap + Yoo, an exp(—n?m2ut) cos(rx)

dir. Burada ag ve a,, Fourier katsayilar1 sirasiyla

1

ag = /exp{—(?wv)_l [1 — cos(mx)] }dx

0

ve

a, =2 / cos(nmr){exp —(27v) " [1 — cos(7x)]}da, n>1

dir [5].

Problem 2: Ikinci olarak (2.1) Burgers’ denklemi
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0

sinir gartlar: ve

u(z,0) =4z(1 — z), 0<z<1

baslangi¢ sarti ile ele alindi. Bu problemin tam ¢6ziimii (3.1)’de verilen u(z,t)

fonksiyonudur. Fakat burada aq ve a, Fourier katsayilar1 sirasiyla

1

ap = /exp{—x2(37j)1(3 — 2x) }dx

0

ve

1
an = 2/COS<TL7T$) exp{—2?(3v) (3 — 22) }dx, n>1
0

dir.

16



3.2 Numerik Sonuglar

Bu galigmada biitiin hesaplamalar Intel(R) Celeron(R) CPU N3060 @ 1.60GHz
4GB bilgisayarda MATLAB R 2011a programi kullanilarak yapildi.

Tablo 3.1’de Problem 1’'in v = 1, £k = 0.0001 ve h = 0.1,0.0125 igin t = 0.1
zamaninda multikuadrik radyal baz fonksiyonu ile elde edilen niimerik ¢oziimleri
onceki aragtirmacilarin [12,44, 45] referansh ¢alismalarinda verdikleri sonuglarla
ve problemin analitik ¢oztimiiyle karsilagtirildi. Tablodan elde edilen niimerik
sonuglarm analitik ¢oziim ve [12,44,45] referanslarinda verilenlerle iyi uyum iginde
oldugu acikca goriilmektedir.

Tablo 3.2’de Problem 1'in v = 0.1, h = 0.0125 ve £ = 0.0001 icin t =
0.4,0.6,0.8,1.0, 3.0 zamanlarinda multikuadrik radyal baz fonksiyonu kullanilarak
elde edilen niimerik c¢oziimleri literatiirde mevcut olan [46-50] referansh
caligmalarda verilenlerle ve ayrica problemin analitik ¢oziimii ile karsilagtirildi.
Tablodan, acikca sunulan yontemle elde edilen niimerik sonuclarin oOnceki
aragtirmacilarin verdikleri sonuclarla uyumlu ve analitik sonuglara oldukca yakin

oldugu gortilmektedir.
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Tablo 3.3’de Problem 1’'in v = 0.1, £k = 0.01 ve h = 0.1,0.01 i¢in £t = 0.5
ve t = 1.0 zamanlarinda mevcut yontemle elde edilen niimerik ¢oziimleri onceki
aragtirmacilarin [36, 45| referansh ¢ahigmalarinda verdikleri sonuglarla ve ayrica
problemin analitik c¢oziimiiyle karsilastirildi. Tablodan, elde edilen niimerik
sonuclarin diger sonuglarla uyumlu oldugu ve problemin analitik ¢oziimiine
oldukca yakin oldugu acgik¢a goriilmektedir.

Tablo 3.4’de Problem 1" in v = 0.01, £ = 0.001 ve h = 0.0125 igin farkh
zamanlarda elde edilen niimerik ¢oztimleri 6nceki aragtirmacilarin [12,14, 45,47,
49, 51] referansh galigmalarda sunduklar sonuglarla kargilagtirildi ve sonuglarin
birbirleriyle uyumlu oldugu goriildii. Ayrica tablodan, sunulan yoéntemle elde
edilen niimerik sonuclarin problemin analitik ¢oziimiine oldukg¢a yakin oldugu

goriillmektedir.

Tablo 3.3: Problem 1'in v = 0.1, £ = 0.01 ve h = 0.1, 0.01 icin farkh ¢

zamanlarinda ¢oziimleri

[36] [45] Mevcut
h=01 h=01 h=0.01 h=0.1 h =0.01
t  x (c=0.897) (c=0.1) Analitik

0.5 0.1 0.1104 0.1099  0.1099 0.109199  0.109912 0.109916
0.2 0.218 0.2181  0.2180 0.217601  0.218043 0.218050
0.3 0.3227 0.3222  0.3222 0.321898  0.322185 0.322193
0.4 0.4194 0.4191  0.4190 0.418867  0.419026 0.419034
0.5 0.5028 0.5029  0.5028 0.502702  0.502784 0.502789
0.6 0.5618 0.5625  0.5623 0.562304  0.562326 0.562325
0.7 0.5744 0.5763  0.5759 0.575919  0.575860 0.575851
0.8 0.5030 0.5063  0.5056 0.505728  0.505536 0.505521
0.9 0.3059 0.3101  0.3094 0.309843  0.309358 0.309346
(c=1) (c=0.1)
1.0 0.1 0.0664 0.0663  0.0663 0.066169  0.066315 0.066316
0.2 0.1314 0.1312  0.1312 0.131002  0.131208 0.131209
0.3 0.1930 0.1928  0.1928 0.192544  0.192784 0.192786
0.4 0.2483 0.2481 0.2480 0.247784  0.248039 0.248041
0.5 0.2923 0.2921 0.2919 0.291646  0.291915 0.291916
0.6 0.3167 0.3163  0.3161 0.315770  0.316066 0.316068
0.7 0.3090 0.3084  0.3081 0.307738  0.308087 0.308089
0.8 0.2548 0.2541  0.2537 0.253305  0.253714 0.253718
0.9 0.1468 0.1464  0.1461 0.145630  0.146062 0.146065
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Tablo 3.5: Problem 1'in v = 10, h = 0.1 ve £ = 0.0001 i¢in farkl ¢ zamanlarinda
¢oziimleri

Mevcut

t x 36] [45] [47] (¢ =1.5) Analitik
0.01 0.1 0.1152 0.1146 0.11365 0.114613 0.114613
0.2 0.2192 0.2182 0.21634 0.218163 0.218164

0.3 0.3021 0.3006 0.29810 0.300614 0.300615

0.4 0.3556 0.3539 0.35093 0.353895 0.353897

0.5 0.3745 0.3727 0.36957 0.372694 0.372696

0.6 0.3567 0.3550 0.35204 0.355014 0.355016

0.7 0.3039 0.3024 0.29989 0.302424 0.302426

0.8 0.2211 0.2200 0.21813 0.219974 0.219975

0.9 0.1163 0.1157 0.11476 0.115732 0.115732

0.02 0.1 0.0433 0.0428 0.042836 0.042836
0.2 0.0823 0.0815 0.081504 0.081504
0.3 0.1133 0.1122 0.112234 0.112235
0.4 0.1333 0.1320 0.132018 0.132020
0.5 0.1403 0.1389 0.138905 0.138907
0.6 0.1335 0.1322 0.132195 0.132197
0.7 0.1136 0.1125 0.112520 0.112521
0.8 0.0826 0.0818 0.081790 0.081791
0.9 0.0434 0.0430 0.043013 0.043013

Tablo 3.5’de Problem 1’'in v = 10, h = 0.1, £ = 0.0001 i¢in ¢t = 0.01
ve t = 0.02 zamanlarinda sunulan multikuadrik radyal baz fonksiyonu ile elde
edilen ntimerik sonuglar literatiirde bulunan [36, 45, 47] referansh ¢aligmalarin
sonugclariyla karsilagtirildi ve sonuglarin birbirine yakin oldugu goriildii. Tabloya
bakildiginda sunulan yontemle elde edilen sonuclarin problemin analitik ¢oziimu
ile iyi uyum i¢inde oldugu agikca goriillmektedir.

Tablo 3.6’da Problem 1’'in v = 1, £ = 0.00001 alinarak konum uzunlugu A’ nin
degisik degerleri i¢in ¢ = 0.1 zamaninda sunulan yontemle elde edilen niimerik
¢oziimleri problemin analitik ¢oziimii ile kargilagtirildi. Tablodan konum uzunlugu
h’nin kiigiik degerleri i¢in Ly ve Lo hata normlarinin gittikge kiictildiigii ve elde

edilen niimerik c¢oztimlerin analitik ¢oziime oldukca yaklagtigr goriilmektedir.
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Tablo 3.6: Problem 1'in v =1, h = 0.1, 0.05, 0.025, 0.0125 ve k£ = 0.00001 igin
t = 0.1 zamaninda ¢oztimleri

Mevcut
h=0.1 h =0.05 h =0.025 h =0.0125
x (c=0.5) (¢ =0.3) (c =0.234) (¢ =0.1194)  Analitik
0.1 0.109528 0.109506 0.109537 0.109537 0.109538
0.2 0.209788 0.209761 0.209791 0.209791 0.209792
0.3 0.291897 0.291866 0.291895 0.291896 0.291896
0.4 0.347933 0.347895 0.347923 0.347923 0.347924
0.5 0.371596 0.371549 0.371576 0.371577 0.371577
0.6 0.359075 0.359016 0.359044 0.359045 0.359046
0.7 0.309945 0.309874 0.309904 0.309904 0.309905
0.8 0.227866 0.227785 0.227816 0.227816 0.227817
0.9 0.120743 0.120654 0.120685 0.120686 0.120687

Ly, 29167 x 107° 3.0392 x 107> 1.2412 x 107% 8.4337 x 1077
Lo 5.6142 x 107°  3.3956 x 107> 1.3561 x 1076 9.4830 x 1077

Tablo 3.7: Problem 2'nin v = 1, h = 0.0125 ve k£ = 0.001, 0.00001 i¢in farkl ¢

zamanlarinda ¢oziimleri

[45] [46] Mevcut

x t k=0.001 k=0.00001 (c=0.13) Analitik
0.25 0.10 0.26148 0.26245 0.261477  0.261480
0.15 0.16148 0.16157 0.161475 0.161478

0.20  0.09947 0.09948 0.099468  0.099470

0.25 0.06109 0.06111 0.061086  0.061088

0.50 0.10 0.38342 0.38314 0.383419  0.383422
0.15  0.23405 0.23394 0.234052  0.234055

0.20  0.14289 0.14287 0.142885  0.142888

0.25 0.08723 0.08729 0.087231 0.087233

0.75 0.10  0.28157 0.28004 0.281570  0.281573
0.15 0.16974 0.16948 0.169736  0.169738

0.20  0.10265 0.10261 0.102653  0.102655

0.25 0.06229 0.06230 0.062288  0.062290

Tablo 3.7’"de Problem 2'nin v = 1, k£ = 0.001 ile A~ = 0.0125 i¢in ¢t =
0.10,0.15,0.20,0.25 zamanlarinda elde edilen niimerik c¢oziimleri problemin
analitik ¢oziimii ve diger aragtirmacilarm [45, 46] referansh c¢aligmalarinda
verdikleri sonugclarla karsilastirildi. Tablodan acikca goriilecegi iizere elde edilen

sonuclarla analitik sonuglar birbirine oldukca yakindir.
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Tablo 3.8: Problem 2'nin v = 0.1, A = 0.0125 ve £ = 0.01, 0.001, 0.0001, 0.00001

i¢in farkl ¢ zamanlarinda ¢oztimleri

[45] [46] [47] [49] Mevcut

T t k=0.001 k=0.00001 k£=0.01 k=0.0001 (c=0.12) Analitik
025 04 0.31752 0.32679 0.31743 0.32091 0.317522  0.317523
0.6 0.24614 0.25117 0.24609 0.24910 0.246138  0.246138

0.8  0.19955 0.20270 — 0.20211 0.199555  0.199555

1.0 0.16539 0.16780 0.16558 0.16782 0.165598  0.165599

3.0 0.02776 0.02804 0.02776 0.02828 0.027759  0.027759

0.50 0.4 0.58454 0.59661 0.58446 0.58788 0.584537  0.584537
0.6 0.45798 0.46581 0.45791 0.46174 0.457976  0.457976

0.8 0.36740 0.37293 — 0.37111 0.346923  0.346924

1.0 0.29834 0.30253 0.29831 0.30183 0.298343  0.298343

3.0 0.04106 0.04155 0.04107 0.04185 0.041065  0.041065

0.75 04 0.64562 0.64680 0.64558 0.65054 0.645615 0.645616
0.6 0.50268 0.50852 0.50261 0.50825 0.502675  0.502676

0.8 0.38534 0.39117 — 0.39068 0.385335  0.385336

1.0 0.29586 0.30066 0.29582 0.30057 0.295856  0.295857

3.0 0.03044 0.03081 0.03044 0.03106 0.030439  0.030440

Tablo 3.8’de Problem 2’nin v = 0.1, £ = 0.0001 ve h = 0.0125 icin t =

0.4,0.6,0.8,1.0,3.0 zamanlarinda bu calismada sunulan yontemle elde edilen
niimerik ¢Oziimleri problemin analitik sonuglar1 ve literatiirdeki [45-47, 49|
referansh caligmalarda verilenlerle kargilagtirildi. Tabloya bakildiginda sunulan
yontemle elde edilen sonuclarin problemin analitik ¢oziimii ile iyi uyum igerisinde
oldugu goriilmektedir.

Tablo 3.9’da Problem 2'nin v = 0.01, £ = 0.0001 ve A = 0.0125 i¢in niimerik
¢Oztimleri [12,47,49,52] referansh galigmalardaki sonuglarla ve problemin analitik
¢oziimii ile karsilagtirildi. Niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziim ile oldukca iyi
uyumlu oldugu gorildii.

Tablo 3.10’da Problem 2'nin v = 1, £ = 0.00001 ve ¢ = 0.1 ile konum uzunlugu
h’nin farkh degerleri i¢in analitik ve niimerik ¢oziimleri verildi. Tablodan, L, ve
L, hata normlarimin h kiigiilditkkge azaldigi ve elde edilen niimerik sonuclarin

analitik ¢oziime oldukga yakin oldugu goriildii.
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Tablo 3.10: Problem 2'nin v = 1, h = 0.1, 0.05, 0.025, 0.0125 ve k£ = 0.00001 igin
t = 0.1 zamaninda ¢oztimleri

Mevcut
h=0.1 h =0.05 h =0.025 h =0.0125

x (c=0.3) (c=10.2) (c =0.234) (¢ =0.1194)  Analitik
0.1 0.111855 0.112643 0.112891 0.112891 0.112892
0.2 0.215349 0.216003 0.216251 0.216251 0.216252
0.3 0.300063 0.300724 0.300965 0.300965 0.300966
0.4 0.358011 0.358627 0.358862 0.358862 0.358863
0.5 0.382555 0.383185 0.383421 0.383422 0.383422
0.6 0.369771 0.370410 0.370657 0.370657 0.370658
0.7 0.319095 0.319800 0.320065 0.320065 0.320066
0.8 0.234380 0.235090 0.235370 0.235370 0.235371
0.9 0.123579 0.124435 0.124717 0.124717 0.124718

Ly 9.0510 x 107* 2.5253 x 10™% 1.1286 x 107° 8.6616 x 10~°
Lo 1.1390 x 1073 3.0469 x 107* 1.3781 x 107 9.7795 x 1077

UN(x,t)

Sekil 3.1: Problem 1'in v = 1, k£ = 0.0001, h = 0.0125 ve ¢ = 0.1 i¢in farkh ¢
zamanlarinda ¢oztim grafikleri
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Sekil 3.2: Problem 1'in v = 0.1, k£ = 0.0001, h = 0.0125 ve ¢ = 0.1 igin
zamanlarinda ¢oztim grafikleri
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Sekil 3.3: Problem 1'in v = 0.01, k£ = 0.0001, h = 0.0125 ve ¢ = 0.112
t zamanlarinda ¢oziim grafikleri
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Sekil 3.1, Sekil 3.2 ve Sekil 3.3 viskozitenin farklh degerleri igin Problem 1’in
niimerik ve tam c¢ozlimlerinin zamana bagh degisimini gostermektedir. Nimerik
ve tam ¢oziimler birbirine oldukc¢a yakin oldugundan her iki ¢oziim ayni grafik
tizerinde olup ayirt edilememektedir. Niimerik ¢oziimlerde gozlemlendigi tizere
v = 1 icin normal dagilim seklinde zamana bagh olarak genligin azalarak z
eksenine yaklastigi, viskozitenin azalmasiyla dalgalarin saga yatik ve
sok dalgalarinin zirvesi yiiksekte kalacak sekilde zamana bagli bozulmalar oldugu

goriillmektedir.

Sekil 3.4: Problem 2'nin v = 1, k£ = 0.0001, h = 0.0125 ve ¢ = 0.13 igin farkh ¢
zamanlarinda ¢oztim grafikleri
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Sekil 3.5: Problem 2'nin v = 0.1, £ = 0.0001, h = 0.0125 ve ¢ = 0.12 icin farkh ¢
zamanlarinda ¢oztim grafikleri
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Sekil 3.6: Problem 2’nin v = 0.01, £ = 0.0001, h = 0.0125 ve ¢ = 0.04 i¢in farkh
t zamanlarinda ¢oziim grafikleri

29



Problem 2'nin niimerik ¢oztimlerinin problemin dogru fiziksel davraniglarini ne
kadar iyi sergiledigini gostermek icin Sekil 3.4, Sekil 3.5 ve Sekil 3.6’da viskozitenin
farkli degerleri i¢in zamana bagl degisimleri verildi. Niimerik ve tam ¢oziimler
birbirine olduk¢a yakin oldugundan her iki ¢oztim ayni grafik iizerinde olup ayirt
edilememektedir. Sekillerden de goriildiigii gibi v = 1 i¢in normal olan dagilhim
grafigi viskozitenin kii¢iik degerleri icin sag smira yakin ok dalgalar

olugturmaktadir.

3.3 Sonucg

Bu c¢alismada 1-boyutlu Burgers’ denklemi i¢in tam ¢oziimii mevcut olan
iki test problemin sonlu fark teknikleriyle birlestirilmig multikuadrik radyal baz
fonksiyonu ile ntimerik ¢oziimleri elde edildi. Elde edilen sonuglar analitik ¢oziim
ve literatiirde bulunan diger baz1 arastirmacilarin verdikleri sonuclarla
kargilagtirildi. Ayrica Ly ve Lo hata normlari hesaplandi. Tablolardan sunulan
yontemle elde edilen sonuglarin problemin analitik ¢oziimiine oldukca yakin oldugu
ve diger aragtirmacilarin verdikleri sonuclarla iyi uyum icerisinde oldugu acikca
goriilmektedir. Elde edilen sonuglardan ¢ sekil parametresinin se¢iminin oldukca
onemli oldugu, analitik ¢oztime daha yakin ¢oziimlerin elde edilmesinde onemli rol
oynadigi ve dolayisiyla optimal degerlerinin bulunmasi durumunda multikuadrik
radyal baz fonksiyonu ile elde edilecek niimerik sonuglarin problemin analitik
¢ozliimiine daha yakin olacagi agiktir. Sonug olarak uygulanmasi kolay ve etkili
olan bu yontem, ¢ sekil parametresinin uygun segilmesi durumunda uygulamali
matematikte, matematiksel fizikte ve miithendislik bilimlerinde ortaya ¢ikan bircok
lineer olmayan baslangi¢ ve sinir deger problemlerinin niimerik ¢oziimlerinin elde

edilmesinde kullamlabilir.
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