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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Yogunluklu Egriler ve Yiizeylerin
Baz1  Karakterizasyonlar1” baghkli  bu c¢alisgmanin  bilimsel ahlak ve
geleneklere aykir1 diigsecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazldigini ve
yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin iginde hem de kaynakcada yontemine
uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Mustafa ALTIN
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“Yogunluklu Egriler ve Yiizeylerin Baz1 Karakterizasyonlar1” isimli bu
caligmanin ilk boliimiinde Oklid ve Lorentz-Minkowski uzaylarinda regle ytizeyler,
donel ylizeyler ve yogunluklu manifoldlar ile ilgili literatiir 6zeti verilmistir.

Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanmim
ve teoremler verilmistir.

ﬁgiincii boliimde, e? yogunluklu Oklidyen ve Lorentz-Minkowski uzaylarinda
egriler incelenmis ve bu egrilerin agirlikli egrilikleri hesaplanmigtir. Agirlikh
egrilikler yardimiyla agirlikli egriligi sifir olan egriler elde edilmistir ve elde edilen
bu egrilerin Frenet vektorleri bulunarak Smarandache egrileri olugturulmustur.

Dérdiincii boliimde, bir nceki boliimde elde edilen egriler kullamlarak, Oklid
ve Lorentz-Minkowski uzaylarinda donel yiizeyler ve regle yiizeyler yogunluk
katsayisina bagli olarak olusturulmustur ve bu yiizeyler icin bazi onemli
karakterizasyonlar verilip grafikleri ¢izilmistir.
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In the first chapter of this study entitled as “Some Characterizations of
Curves and Surfaces with Density” summary of literature has been given about
ruled surfaces, rotational surfaces and manifolds with density in Euclidean and
Lorentz-Minkowski spaces.

In the second chapter, some basic definitions and theorems which will be used
in the next chapters have been given.

In the third chapter, the curves have been investigated in Euclidean and
Lorentz-Minkowski spaces with density e® and the weighted curvatures of these
curves have been calculated. The curves with vanishing weighted curvatures have
been obtained with the aid of weighted curvatures and by finding the Frenet
vectors of these obtaining curves, the Smarandache curves have been constructed.

In the fourth chapter, by using the curves which are obtained in the previous
chapter, the rotational surfaces and ruled surfaces have been constructed according
to density coefficients in Euclidean and Lorentz-Minkowski spaces. Also, some
important characterizations have been given for these surfaces and the graphics
of them have been drawn.
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1. GIRIS

Diferensiyel geometrinin onemli ¢caligma alanlarindan biri olan egriler teorisi,
matematigin diger alanlarinda ve farkl disiplinlerde de 6nemli bir yer tutmaktadir.
Egriler teorisinde cok sik kullanilan Frenet vektorleri, egrilerin yapisini temsil
etmektedir. Bu nedenle farkli alanlarda da kullanilan Frenet vektorleri tizerine
yapilan bazi ¢aligmalarda, aragtirmacilar herhangi bir egrinin Frenet vektorlerini
yer vektorii kabul ederek, yeni egriler elde etmektedirler. Bu elde edilen egrilere
Smarandache egrileri denilmektedir. Smarandache egrileri ile ilgili baz1 ¢aligmalar
asagida verilmigtir:

2008 yilinda Turgut ve Yilmaz “Smarandache Curves in Minkowski space-time”
isimli caligmada Minkowski uzayinda Smarandache egrileri iizerine ¢aligmiglardir
[1]. Ayrica E} uzaymda TB; Smarandache egrisinin Frenet elemanlarim
hesaplamiglardir.

2010 yilinda Ali, “Special Smarandache Curves in Euclidian Space” isimli
caligmasinda baz 6zel Smarandache egrilerini tanimlayarak bu egrilere ait baz
karekterizasyonlar vermistir [2].

2014 yilinda Cetin ve arkadaglari, “Smarandache Curves According to Bishop
Frame in Euclidian 3-Space” isimli cahgmalarinda Oklid uzaymda Smarandache
egrilerini, Bishop gatisina gore hesaplamiglardir [3].

Yine 2014 yilinda Tagkopri ve Tosun “Smarandache Curves According to
Sabban Frame on S?” isimli caliymada birim kiire iizerinde Sabban catisina
gore Smarandache egrilerini olugturmuslar ve bu egriler ile ilgili baz1 sonuglar
vermiglerdir [4].

2015 yihinda Caligkan ve Senyurt, “Smarandache Curves in Terms of Sabban
Frame of Spherical Indicatrix Curves” isimli calismada, kiiresel gosterge

egrilerinin Sabban gatisina gére Smarandache egrilerini elde etmiglerdir [5].



Egriler teorisi gibi yiizeyler teorisi de diferensiyel geometride ve diger birgok
alanda 6nemli bir role sahiptir. Ozellikle yiizeyler teorisi fizik ve mithendisligin
bircok alaninda uygulama alam bulmaktadir. Bu baglamda E* Oklid uzaymda,
FE3} Minkowski uzayinda, Gz Galilean uzayinda, G} pseudo-Galilean uzaymda
(ve bu uzaylarmm yiiksek boyutlarinda) doénel yiizeyler, Vranceau yiizeyleri, regle
yiizeyler, kiiresel carpim yiizeyleri, tensor carpim yiizeyleri, kanal yiizeyleri,
meridyen yiizeyler gibi pek ¢ok yiizey tiiriinlin geometrisi, geometriciler i¢in 6nemli
bir caligma alani olmustur. Ornegin, yizeylerin bir¢ok karakterizasyonlari
incelenmis ve oOzellikle bu yiizeylerin minimal ve flat olmasi durumlar1 detayh
olarak ele alinmistir. Yiizeyler teorisinde bircok yiizey tlizerine ayrintili caligmalar
yapilmasina ragmen bazi 0zel ylizeyler kendine has niteliklerinden dolay: yiizeyler
teorisinde énemli bir yere sahiptir. Bu 6zel yiizeyler igerisinde belki de en ilging ve
onemli olan yiizeylerin baginda regle yiizeyler ve donel yiizeyler gelmektedir. Bazi
mimari eserlerde regle ytlizeyin orneklerine rastlanmakla beraber, en bilinen regle
yiizey ornekleri koni ve silindir yiizeyidir. Bircok uzayda caligilan regle yiizeyler
i¢gin temel ozellikler, farkli kaynaklarda bulunabilmektedir. 1960’1 yillarda Juza,
regle yiizeyler iizerine galigmigtir [6]. Juza’dan sonra Frank, Giering ve Thas
genellegtirilmig regle yiizeyler {izerinde ¢ahigmalar siirdiirmiiglerdir [7], [8]. Ergiit,
E? Oklid uzayinda dagilma parametresi, bogaz noktasi ve bogaz cizgisini ¢aligns,
sonrasinda (n+1) boyutlu genellestirilmis regle yiizeyler i¢in skalar normal egriligi
hesaplamigtir [9]. Regle yiizeyler i¢in Massey Teoremi, Keleg ve Kuruoglumun
yaptiklar1 ¢alismalarda genellegtirilmigtir [10], [11]. Kapah regle yiizeyler i¢in
a¢ihm uzunlugu ve agilim agist Hacisalihoglu tarafindan elde edilmistir [12]. Oklid
uzayinda yapilan c¢aligmalari Turgut ve Hacisalihoglu Minkowski uzayina
tagimmuglardir [13], [14]. Bu ¢ahigmalardan sonra Yayl, dayanak egrisi spacelike

ve timelike olan regle yiizeyler tizerine ¢aligmigtir [15].

Donel ytizeyler, bir egrinin bir dogru etrafinda dondiirtilmesiyle olusan yiizeylerdir.



Donel yiizey olusurken etrafinda doniilen dogruya donme ekseni, dondiiriilen
egriye ise donel yiizeyin iiretec (profil) egrisi denir. Cesitli kaynaklardan Oklid
uzayindaki donel yilizeylerin, temel tanmimlari ve oOzellikleri hakkinda bilgilere
ulagilabilir [16], [17], [18], [19], [20]. Bunlara ek olarak 1990 yilinda Dillen ve
arkadaglar1 donel yiizeylerin Gauss doniigiimi iizerine [21]; ayrica, 1993 yilinda
Chen sonlu tipli dénel yiizeylerin smiflandirilmasi iizerine inceleme yapmigtir [22].
Minkowski uzayinda donel yiizeyler, Oklid uzayinda elde edilen donel yiizeylerden
daha genig bir geometrik yapiya sahiptir. Clinkii Minkowski uzayinda donel
yiizeylerin eksenleri spacelike, timelike veya null olmak iizere ii¢ farkli gekilde
ele alinabilir. 1984 yilinda Hano ve Nomizu, Minkowski uzayinda sabit ortalama
egrilikli donel yiizeyleri incelemiglerdir [23]. 1994 yilinda Liu Minkowski uzayinda
donel yiizeyler tizerine ¢aligsarak baz sonuglar vermistir [24]. Lopez’in 2000 yilinda
sabit ortalama egrilikli timelike yiizeyler iizerine hazirladigi makalede donel
yiizeylerle ilgili bilgiler verilmistir [25]. Lee ve Varnado 2006 yilinda sabit ortalama
egrilikli spacelike domel yiizey tizerine c¢aligmiglar [26] ve bir yil sonra da bu
galigmay1 timelike donel yiizeye tagimiglardir [27]. 2013 yilinda Choi ve
arkadaglarinin Minkowski 3-uzayinda donel yiizeyler tizerine yaptigi caligmada
baz1 simflandirmalar yapilmigtir [28].

Matematikte yeni konu olan yogunluklu bir manifold, hacim ve alana (diigiik
boyutlarda alan ve uzunluga) agirhk vermek icin kullanilan ¥(z) = e#(®) pozitif
yogunluk fonksiyonuna sahip Riemann manifoldudur. Riemannian hacim elementi
dVy, alan elementi dA, ve yay uzunlugu elementi dSy 1 esaslarindan yola gikilarak
elde edilen agirlikli hacim elementi dV', agirlikli alan elementi dA ve agirlikli yay

uzunlugu elementi ds, sirasiyla
dV = VvdVy, dA = VdAy, ds = Ydsgy

seklindedir.

Ekonometri ve istatistik gibi bircok alanda da kullanmilan yogunluklu
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manifoldlar, farkli fiziksel yogunluga sahip yilzeyler veya bolgeler dikkate
alindiginda, fizik alaninda da kullanilmaktadir.

Yogunluklu manifoldlarda Ricci tensori ile ilgili caligma, 1970 yilinda
Lichnerowicz tarafindan yapilmigtir [29]. 1984 yilinda Bakry ve Emery, diftizyon
siireclerini ¢caligirken e yogunluklu M™ Riemannian manifoldunun genellesgtirilmisg
Ricci tensorinii

RicZ = Ric — Hessyp
seklinde tanimladilar. Burada Hessy, ¢'nin hessianini ve Ric ise M™ nin Ricci
egriligini gostermektedir [30], [31].
2003 yilinda Gromov, e¥ yogunluklu bir manifold iizerinde n—boyutlu bir

hiperytizeyin H, agirhkh ortalama egriligini ve bir egrinin r, agirhkh egriligini

sirasiyla
1 d
H,=H — _('0,
n—1dn
ve
dip
’icp:K_Wa (101)

olarak tanimladi. Burada H hiperyiizeyin ortalama egriligini,  normal vektoriinii;

k egrinin egriligini, N de birim normal vektoriini ifade etmektedir ve burada

do
T = (N.V) (1.0.2)

dir [32]. Ayrica Corvin, e? yogunluklu bir manifold tizerinde yizeyin G, agirhkh

Gaussian egriligini 2006 yilinda
G, =G — Ay,
olarak ifade etmis ve bir D diski i¢in genellestirilmig Gauss-Bonnet formiiliinii

/G@—i—/ Ky = 2
D aD

seklinde elde etmistir. Burada G ylizeyin Gauss egriligi ve A ise Laplacian

operatoriidiir [33].



Bu tanimlardan sonra, yogunluklu manifoldlar konusu pek ¢ok yerde uygulama
alan1 bulmustur. Ornegin, tomografi ve MR (Manyetik Rezonans) ile goriintiillemede
cihaz tarafindan gonderilen 1ginlarin ylizeyin yogunluguna gore dokunun cinsini
belirlemede 6nemli bir rol oynadigi bilinmektedir. Ayrica Oklid, Minkowski,
Galilean ve pseudo-Galilean uzaylarinda yogunluklu manifoldlar iizerinde
yiizeylerin ve egrilerin geometrisi ile ilgili bircok caligma yapilmaya baglanmigtir.
Ornegin; F. Morgan 2005, 2006 ve 2009 yillarinda yaptig1 cahsmalarda sirasiyla,
yogunluklu manifoldlarda Mayers teoremini genellegtirmis [34], yogunluklu
Riemannian manifoldlar igin genel sonuglar vermis [35] ve yine yogunluklu
manifoldlarda Perelman’in Poincare varsayimim kanitlamigtir , [36].

2009 yilinda Hieu, e* yogunluklu R? uzaymda agirlikl minimal regle yiizeyleri
ve translation yiizeyleri [37], 2017 yilinda Yoon, e=**~%* yogunluklu R? uzaymda
helisoid yiizeyleri [38] ve 2018 yihnda da Yoon ve Yiizbagi, yogunluklu Oklid
uzayinda agirlikli minimal afin translation yiizeyleri incelemis ve agirlikli ortalama
egriligi sifir olacak gekilde yiizeyleri yeniden parametrelendirmiglerdir [39].

Ayrica aragtirmacilar, yogunluklu Minkowski, Galilean ve pseudo-Galilean
gibi farkli uzaylarda da ytizeyler ile ilgili caligmalar yapmislardir. Ornegin; 3-boyutlu
Minkowki uzayinda helisoid ytizeylerin agirlikhi ortalama ve Gauss egriliklerini
Yildiz 2018 yilinda [40] ve e* yogunluklu Minkowski uzayinda agirlikli minimal
translation yiizeylerini de Yoon 2017 yilinda elde etmistir [41]. Yogunluklu Galilean
uzayindaki ¢aligmalar ise Yoonun 2017 yilinda yapmig oldugu log-lineer yogunluklu
Galilean uzayinda agirlikli minimal translation ytizeyleri simflandirarak baglatmigtir

2 2 2 o
az”+by*+ez" yogunluklu

[42]. Bu galigmadan bir yil sonra Kazan ve Karadag e
Galilean uzayinda agirlikli minimal ve flat donel yiizeyleri calismiglar ve dikkate
deger sonuclar elde etmiglerdir [43]. Yoon 2017 yilinda, yogunluklu pseudo-Galilean

uzaymda donel ylzeyleri incelemistir [44].

Yukarida belirtilen literatiir ¢aligmalari incelendikten sonra, dort boliimden



olusan bu tezin ikinci boliimiinde calismamizda kullanilacak olan egriler, ytlizeyler
ve yogunluklu manifoldlarla ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.
Calismamizda elde ettigimiz orjinal sonuclar ti¢lince ve dordiincii boltimlerde yer
almaktadir. Ucilincii boliimde, et ve eo*+%° yogunluklu Oklid ve Lorentz-
Minkowski uzaylarinda bir egrinin agirlikh egrilikleri hesaplanacaktir. Ayrica e+t
ve et +by? yogunluklu Oklid ve Lorentz- Minkowski uzaylarinda yogunluk katsayisi
olan a ve b nin farkli durumlarina gore hesaplanan agirlikh egrilikleri sabit yapan
birim hizli egriler ve agirlikh egrilikleri sifir yapan keyfi parametreli egriler elde
edilecektir. Elde edilen bu yeni egrilerin Smarandache egrileri olugturularak farklh
yogunluklarda egrilerin degisimini gosteren grafikler de cizilecektir. Dordiincii ve
son bolimde ise et ve et yogunluklu Oklid ve Lorentz-Minkowski
uzaylarinda donel ylizeyler ve regle yiizeyler tizerine ¢aligmalar yapilacaktir. Bu
caligmalarda donel yiizeyleri olugtururken profil egrisi olarak ¢-dogrusal egriler,
regle ytizeyleri olustururken ise taban egrisi olarak ¢-dogrusal egrileri, dogrultman
vektorii olarak da ¢-dogrusal egrilerinin Smarandache egrileri kullanilacaktir.
Olugturulan bu yiizeylerin ortalama ve Gauss egrilikleri elde edilerek bazi

karakterizasyonlar verilecek ve grafikleri cizilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde ihtiyag duyulan diferensiyel geometrinin bazi temel tanim

ve teoremlerine yer verilecektir.

Tanim 2.0.1. A bostan farkl bir cimle ve V de F cismi tizerinde bir vektor

uzayr olsun. Eger

X:AxA —- V

(P,Q) » X(PQ =PQeV, YPQec A

asagidaki iki aksiyomu saglhyorsa A ciimlesine V' vektor uzayr ile birlestirilmis bir

afin uzay denir, [16]
i) VP,Q,Re A iginﬁﬁ:]@—i—éﬁ dar,
ii) VP € A veVy €V icin 1@ =~ olacak sekilde bir tek Q) € A noktasy vardar.

Tanim 2.0.2. A bir reel n-boyutlu afin uzay ve A ile birlesen vektor uzayr da V

olsun. Bu durumda V de v = (21,29, ...,2,) ve y = (Y1,Y2, ..., Yn) olmak tizere
():VxV—->R

(z,y) = (x,y) = Ziﬁzyz

seklinde bir Oklid i¢ carpumu tanamly ise, A afin uzayina n-boyutlu Oklid uzayl

denir ve E™ ile gosterilir, [16].

Tanim 2.0.3. Bir n-boyutlu reel i¢ carpim uzayr V' olsun. V ile birlestirilen E™

Oklid uzayinda suraly bir {Py, P, Py, ..., P,} nokta (n+ 1)-lisi i¢in eger

{RP, RP, RP, ... R}

vektor sistemi V' nin ortonormal bir baz ise {Py, Py, Py, ..., Py} catisina Oklid

catisu denir, [16].



Tanim 2.0.4. I, R nin agk alt cimlest ve K" n—boyutlu Oklid uzayr olmak

uzere,

a: I CR—-E"

u— afu) = (a1 (u), ag(u), ..., an(u))

doniigtimii diferensiyellenebilirse a(I) ciimlesine E™ de (I, ) koordinat komsulugu
ile tanvmlanmas bir egri denir. Ayrica buradaki u € I degiskeni de a(u) egrisinin

parametresidir, [45].

Tanim 2.0.5. E" de « egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin.
o I CR — E" fonksiyonunun Oklid koordinat fonksiyonlar os (u), ca(w), ..., o (u)

olmak “zere

/() = <do;(tu)’ da;qiu)’ da;gu))

dir. (a(u),d(u)) € Tgn(u) tanjant vektorine, o egrisinin v € I parametre
degerine karsilik gelen a(u) noktasinda, (I,«) koordinat komsuluguna gore hiz

vektori denir, [16].

Tanim 2.0.6. « egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. Eger Yu € I igin,
lo'(w)]| =1

ise a egrisine (I, ) koordinat komsulugunda birim hizle bir egri denir, [16].

Tanmim 2.0.7. « egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin. Eger Vu € I igin,
[l ()| # O

ise « egrisinr (I, a) koordinat komsuluguna gore regiler bir egri denir, [16].

Tanim 2.0.8. o : [ — E" reguler parametrik bir egiri olsun. Bu taktirde
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1se a egrisine r—rankly Frenet egrisi ady verilir. Bu durumda r—rankly Frenet
egrisi E™ in r—boyutlu alt uzayinda yatacaktir. E™ nin r—boyutlu alt uzayin:
®,(u) ile gésterelim. Bu alt uzay, o (u),a” (u), & (u), .....,a") (u) vektorleri ile
gerildiginden ®,.(u) ya a egrisinin r. oskilator uzayr denir. A¢ik olarak ®1(u) C
Oo(u) € ... C D.(u) dir. Eger a(u), r—rankly bir Frenet egrisi ise o/(u),
o’ (u), o (u),...,a") (u) vektérlerine Gram-Schmidt ortonormallestirme metodu
uygulayarak Vi(u), Vo(u), Va(u), ..., V.(u) ortonormal r—c¢atisy (Serret-Frenet

vektorleri) elde edilir, [17].

Teorem 2.0.1. o : I — E” r-rankly birim hizly bir frenet egrisi olmak tizere o

nin ortonormal ¢atist Vi(u), Va(u), Va(u), ..., Vi.(u) nin tirevleri,

Vi(u) = w1 (u)Va(u) (2.0.1)
Vi(u) = —ki1(w)Viea () + Ki(w) Vi ()

Vi(u) = —kp_1(uw) Vi1 (u), 2<i<r-—1)

T

dir. Burada Kk, ..., k.1 : I —> R fonksiyonlar, o nan Frenet egrilik fonsiyonlaridar,
[17].
Tanim 2.0.9. a(u) : [ — R birim hizl regiiler egrinin Frenet ¢atise {T, N, B}

olsun. Konum vektori

a(u)T'(u) + b(u)N (u) + c(u) B(u)
\/a2(u) + b2(u) + (u)

olan vektorin ¢izdigi regiler egriye Smarandache egrisi denir, [1]. Ayrica o(u)

v(u) =

egrisinin TN, TB, NB ve TN B Smarandache egrileri, sirasiyla

Yrn(u) = —T(u) \4/—§N(u)’
yral) = 2
N(u) + B(u)

p(u) = 2

Yrnp(u) = /3



seklindedir, [2].

Tamim 2.0.10. U, E? wzaynan irtibath bir acik alt ctimlesi olmak vizere, X :
U C E* — E", diizgiin ve regiiler bir donisim olsun. X : U C E? — X (U)
dontisimii bir homeomorfizm ise X (U) ciimlesine, E* uzayinda bir basit yiizey
denir. U, B3 uzaywnan bir alt ciimlesi olsun. W nin her bir p noktast i¢in p € X(U)
ve X(U) C ¥ olacak bigimde X (U) basit yiizey bulunabiliyorsa ¥ ciimlesine, E3

uzayinda bir yizey denir, [17].

Onerme 2.0.1. ¥ yiizeyi X : U C E? — E™ parametrizasyonu ile verilsin. U

yuzeyinin birinct ve ikinci temel formlar, sirasiwyla,
I = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

II = edu® + 2fdudv + gdv?

oldugundan, ¥ yizeyinin Gauss egriligi I, ortalama egriligi H ve asli egrilikler:
siraswyla,

; _ _eg—f?
i) K = 5575,

. . _ Eg—2Ff+Ge
i) 20 = =55 pr,

ii1) asli egrilikleri H £ v H? — K dir, burada, N = % ytizenin birim

normali olmak “zere, birinci ve ikinci temel formlarimn katsaylar, siraswyla,
E=(X,X.,, F=(X,X,), G=(X,,Xy) (2.0.2)

ve

e = (Xuu, N) , f = (Xuw, N}, g = (Xuu, N) (2.0.3)
seklindedir, [19], [46].
Yukaridaki esitliklerinden,
| X, A X,|)? = EG — F?

bulunur. Eger, || X, A X,|| # 0ise X (u, v) parametrizasyonu regiilerdir denir, [17].
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Bundan sonra aksi soylenmedik¢e X (u,v) parametrizasyonu regiiler kabul

edilecektir.

Tanim 2.0.11. ¥ ydzeyinin ortalama egriligi H, Gauss egriligi G olmak tizere,
eger ®(H,G) = 0 seklinde bir fonksiyonel iliski varsa V yuzeyine Weingarten

yuzey ya da W—vytzey denir, [47], [48].

Tamim 2.0.12. Uzayda bir o : I — R? egrisi ile bir L dogrusu verilsin.
a(l) kimesinin her bir a(u) noktasinan L dogrusu ¢evresinde dondirilmesiyle
elde edilen C(u) ¢emberlerinin birlesimi bir yiuzey olusturur. Bu ylizeye kisaca
a(u) egrisinin, L dogrusu ¢evresinde déndirilmesiyle elde edilen dionel yiizey
ady verilir. a(u) noktasimn L dogrusu ¢evresinde déndirilmesiyle elde edilen
cembere donel ylizeyin o(u) noktasindan gegen bir paraleli, L dogrusuna dénel
yuzeyin donme eksent denir. Donme ekseninden gecen bir dizlemle donel yizeyin
arakesiti olan egriye, donel yizeyin bir meridyeni denir. 3-boyutlu Oklid uzayinda

x, y ve z eksenleri etrafindaki 0 agilik donme matrisleri, sirasiyla,

1 0 0
i) Re(0) = | 0 cos —sinb

0 sinf cosf

cos@ 0 —sinf
i) Ry(e) = 0 1 0

sinf 0 cosf

cosf) —sinf O
ZZZ) R, (9) = sin @ cos 0 §€]€1an6er

0 0 1
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Tamim 2.0.13. Bir U C E3 yiizeyi verilsin. ¥p € U noktasinda, E® in U
yuzeyinde kalan bir dogrusu varsa ¥ ye bir regle yizey denir. Burada, p € ¥

noktasindan gegen ve W de kalan dogruya da regle yizeyin ana dogrusu (dogrultmani)

denir, [16].

a(u) : I € R — E™ diferensiyellenebilir bir egri iken, X (u,v) regle yiizeyinin

parametrik gosterimi
X(u,v) = a(u) +vA(u), w,vel CR

seklindedir. Burada, a(u) regle yiizeyin taban egrisi, A(u) ise dogrultman vektorii olarak

isimlendirilir, [16].

Tanim 2.0.14. X (u,v) regle yizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin

dogrultmanlar tizerindeki ayaklarna striksiyon (merkez ya da bogaz) noktas: denir,
[16].

Tanim 2.0.15. X (u,v) regle yizeyinin dayanak egrisi boyunca hareketinde striksiyon
noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin striksiyon (bogaz) egrisi (¢izgisi) denir

ve

(o' (u), A'(u))

)=o) = P

A(u)

seklinde hesaplanar.

Lemma 2.0.1. Bir regle yizeyde ||A'(u)]] = 0 ise bu regle yizey silindirdir ve

striksiyon egrisi dayanak egrisidir, [16].

Tanim 2.0.16. Bir X (u,v) regle yizeyinin komsu iki ana dogrular: boyunca teget

duzlemleri ayna kalan regle yiizeye, agilabilir regle yizey denir, [16].

Tanim 2.0.17. Bir regle yiizeyin komsu tki ana dogrusu arasindaks en kisa uzakligin
ana dogrular arasindaki agrya oranina regle yizeyin drali (dagilma parametresi)
denir ve asagudaki gibi hesaplanr [16]

5 — det[a/(u), A(u), A’ (u)] |
A () ||

12



Teorem 2.0.2. X(u,v) regle yizeyinin agilabilir olmast i¢in gerek ve yeter sart

dralinin sifir olmasidar, [16].

Tanim 2.0.18. V' bir reel vektor uzayr olsun.
(,):VxV-—R
dontsumiu Ya,b € R ve Yu,v,w € V i¢in

i) (u,v) = (v,u)y  ( Simetri ozelligi)

{au + bv,w) = a {u,w) + b (v, w)
ii) ( Bilineerlik dzelligi )
(u,av + bw) = a (u,v) + b {u, w)

ozelliklerini saglyorsa ( ;) donigimine V wvektor uzayr tzerinde bir simetrik

bilineer form denir, [17].

Tanim 2.0.19. V sonlu boyutlu reel vektor uzay, V zerindeki simetrik bilineer
form () :V xV — R, R—bilineer fonksiyonu olsun. V izerinde taniml { ,)
simetrik bilineer formu;

i) Yv € V we biru € V igin (u,v) = 0 sartr sadece u = 0 i¢in saglaniyorsa,
non-dejeneredir denir.

ii) Yv € V wve bir u € V i¢in (u,v) = 0 sarts sadece u # 0 i¢in saglaniyorsa,

dejeneredir denir, [17].

Tamim 2.0.20. V' reel uzay uzerinde bir simetrik bilineer form ( ,) olsun. Yu € V

ve u # 0 i¢in,
i) (u,v) >0 (< 0) pozitif (negatif) tanimls,
ii) (u,v) >0 (< 0) yar pozitif (yar: negatif) tanimi,

denir, [17].

13



Tanmim 2.0.21. Bir V vektor uzay tizerindeki ( ,) simetrik bilineer formunun v
indeksi () |(wxw), negatif taniml olacak sekilde verilen en biiyik boyutlu W C 'V

alt wzayiman boyutudur. { ) i¢ ¢arpiminin indeksi v ise 0 < v < boyV dir, [17].

Tanim 2.0.22. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M tizerinde simetrik
bilineer, nondejenere ve sabit indeksli (0,2)-tipinde { ,) tensdér alanina bir metrik

tensor denir, [17].

Tanim 2.0.23. R"™ n-boyutlu standart reel vektor uzayr olmak tzere, her p € R”

.
ve vy, wp € T,R™ icin

v n
<Up= wp>* = _Zviwi + Z VW
i=1 i=v+1

esitligi ile verilen v-indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya yari-Oklid
wzayr denir ve E ile gosterilir. Burada 1 <1 < n olmak zere, siraswyla v; ve wj

ler vp ve w, tanjant vektorlerinin bilesenidir, [17].

Tanim 2.0.24. E7 yam-éklz’d uzayr olmak tuzere v =1 ven > 2 ise EY yam-ék[id

uzayina Minkowski (Lorentz) n—uzay denir, [17].

Tanim 2.0.25. V' bir Lorentz n—uzay olsun. v € V i¢in

i) (v,v), >0 veya v =0 ise v ye spacelike vektor,
ii) (v,v), <0 ise v ye timelike vektor,
iii) (v,v), =0 ve v # 0 ise v ye lightlike (null) vektor

denar, [17].
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Tamm 2.0.26. E? Lorentz-Minkowski uzayinda o : I C R — E3 bir egri olsun.

a egrisimin teget vektor alant T olmak “zere,

i) (T,T), > 0 ise « egrisine spacelike egri,

ii) (T,T), < 0 ise a egrisine timelike egri,

iii) (T,T), =0 ve T # 0 ise a egrisine lightlike egri,
denir, [17].

Tanim 2.0.27. 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yizey ¥ olsun. ¥ ytizey: uzerine
indirgenmis metrik pozitif tanamih ise U yiizeyine E3 de bir spacelike yiizey denir,
[49]

Teorem 2.0.3. 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir U yuzeyinin spacelike yiizey

olmasi i¢in gerek ve yeter sart yizeyin normalinin timelike bir vektor alani, yani;
(N,N), <0
olmasidar, [49].

Tanim 2.0.28. 3-boyutlu Minkowsk: uzayinda bir yizey ¥ olsun. WV yizey: uzerine
indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise U yiizeyine ES de bir timelike yiizey denir,

[49].

Teorem 2.0.4. 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir ¥ yuzeyinin timelike yuzey

olmasi i¢in gerek ve yeter sart yiizeyin normalinin spacelike bir vektor alani, yani;
(N,N), >0
olmasidar, [49].

Tanim 2.0.29. E? Minkowski 3—uzaynda skaler carpumn isareti (—, +, +) iken,

U = (w1, ug, us) ve v = (v1, v9,v3) vektorlerin skaler ¢arpima,
(, ) E°xE; — R (2.0.4)
(7, 7) — < 7, 7>* = —U1V1 + UVy + U3V3

15



seklinde tanimlanir. Eger U="1 15€;
171, = (¥, ¥).1)?

esitligi ile tansmh | 7|, reel sayisina ' vektoriniin Lorentz anlaminda normu

denir. Normu 1 olan vektdre de Lorentz anlaminda birim vektor denir, [17].

Tamim 2.0.30. E3 Minkowski 3-uzayimda u = (uy,ug,uz) ve v = (vy,v,03)

vektorleri verilsin. Bu durumda,
(u3vy — UgV3, U3V — UIV3, ULV — U1 )

vektorine u ve v nin vektorel ¢carpima (veya dis ¢arpima) denir. u X, v veya u A, v
seklinde gosterilir.
P 1, 1=7 1se
0ij = e; = (0i1, Giz; 0i3)
0 ©#£j ise
olmak 1tizere,
€1 —€2 —€3

UNe V= — det Ul U9 U3

ya da
—€1 €9 €3
UNe V= det Uq Uy  Us
U1 Vg Vs
olarak hesaplanir. Burada e; A ea = —es3, €3 A\, €3 = €1, €s Ay €1 = ey dir, [49].

Teorem 2.0.5. E3, Minkowski 3—uzaymnda u ve v iki vektor iken;

i) u ve v spacelike vektdr ise u A, v bir timelike vektoriudiir,

ii) u spacelike ve v timelike vektor ise u A, v spacelike vektoridir,
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iii) w spacelike ve v lightlike vektor olmak tzere (u,v) = 0 ise u A, v lightlike

vektor, eger (u,v) # 0 ise u A, v spacelike vektordiir,
iv) w ve v lightlike vektor ise u Ny v bir spacelike vektoridir,
v) u timelike ve v lightlike vektior ise u A, v spacelike vektoridiir,

vi) u ve v timelike vektdr ise uw A, v bir spacelike vektoriudir, [17].

Tanim 2.0.31. B3, 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir X (u,v) yizeyinin K Gauss

egriligi ve H ortalama egrilikleri, sirasiwyla
CxGx — ff
K=¢| ———"2%
) (E*G* - F)

L_(e:G. =2f.F\ +g.B.
2 E.G, — F2

ve

H—

dir, burada X (u,v) yuzeyinin; birim normali

Xu N Xy

N=rere
[1Xu A Xl

1. temel formununun katsayilar:
B, = (Xu, Xo),, Fo=(Xy, Xo),, Go=(Xu, Xo),
ve I'l. temel formununun katsayilar:
ex = (X N), s [ = (Xuws N, gx = (Xow, N),
olup, burada ¢ = (N, N)_ = +1 dir, [17], [49].

Tanim 2.0.32. E3 Minkowski 3-uzayinda bir Q dizleminde, o : I = (a,b) C
R — Q drete¢ (profil) egrisi verilsin. 1, Q dizleminde « ile kesismeyen bir
dogru olsun. | dogrusu sabit iken, o egrisin | ekseni etrafinda donderilmesiyle

olusturulan nondejenere yizeye B Minkowski S-uzayinda bir donel yizey denir,
[50].
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E? Minkowski 3-uzaymda bir donel yiizeyin [ donme ekseni,
i. eger [ timelike ise, xg-ekseni,
ii. eger [ spacelike ise, x; ya da xs-ekseni,

iii. eger [ lightlike ise, (1,1, 0) vektoriiyle gerilen bir dogru olarak diigiiniilebilir,
[27].

Buradan da anlagilacag: gibi E? Minkowski 3-uzayinda bir donel yiizey icin, [
ekseninin timelike, spacelike veya lightlike olmasi gibi ti¢ farkli durumu vardir.

Durum 1. [ ekseni timelike olsun:

Kabul edelim ki o profil egrisi, zgxi-diizleminde olsun. O zaman « egrisi;
a(u) = (g(u), f(u),0) seklinde olabilir. Buradaki f(u) > 0 ve g(u) fonksiyonlar,
I = (a,b) acik araligindaki diizgiin fonksiyonlardir. Bu durumda v € R igin, [

timelike ekseni etrafinda donmeye karsilik gelen donme matrisi

1 0 0
0 cosv —sinv

0 sinv coswv

dir. Boylece M donel ylizeyi

X(u,v) = (g(u), f(u) cosv, f(u) sinv)

seklinde elde edilir, [50].

Durum 2. [ ekseni spacelike olsun:

Kabul edelim ki « profil egrisi, x;xo-dlizleminde veya xgxo-diizleminde olsun.
O zaman « egrisi; a(u) = (0, f(u),g(u)) veya a(u) = (f(u),0,g(u)) olabilir.
Buradaki f(u) > 0 ve g(u) fonksiyonlari, I = (a,b) agik araligindaki diizgiin
fonksiyonlardir. Bu durumda v € R igin, [ spacelike ekseni etrafinda dénmeye
karsilik gelen donme matrisi

coshv sinhv 0

sinhv coshv 0 |,

0 0 1
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ya da
coshv 0 sinhwv

0 1 0
sinhv 0 coshov

dir. Boylece M donel yilizeyi
X(u,v) = (f(u)sinho, f(u) coshv, g(u))

ya da
X (u,v) = (f(u) coshw, f(u)sinhv, g(u))

ile gosterilir, [50].

Durum 3. [ ekseni lightlike olsun:

Kabul edelim ki a profil egrisi, zoz;-diizleminde ve a(u) = (f(u), g(u),0)
bigiminde olsun. Buradaki f(u) > 0 ve g(u) fonksiyonu da Yu € I igin f(u)—
g(u) # 0, sarti saglayan ve I = (a,b) agk arahgindaki diizgiin fonksiyonlardir.
Ayrica [, (1,1,0) vektoriiyle gerilen bir dogrudur.

Bu durumda v € R igin, [ lightlike ekseni etrafinda donmeye kargilik gelen

donme matrisi

v
2

N

ol
2
1-12 ;

seklindedir, [50].
Tanim 2.0.33. a(u) : I C R — E? diferensiyellenebilir bir egri iken E3 de,
X (u,v) regle yizeyinin parametrik gosterimi

X(u,v) = a(u) +vA(u), w,velCR

seklindedir. Burada a(u) regle yiizeyin dayanak egrisi, A(u) ise dogrultman vektori

olarak isimlendirilir.
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Tamm 2.0.34. E} Minkowski 3—uzayinda X (u,v) regle yiizeyinin dayanak egrisi
boyunca hareketinde striksiyon mnoktalarimin geometrik yerine regle ytzeyin

striksiyon (bogaz) egrisi (¢izgisi) denir ve

(o (u), A'(u)),
147 (w) 12

7(u) = afu) - Alu)

seklinde hesaplanar, [13] ve [14].

Lemma 2.0.2. Bir regle yizeyde || A'(u)||, = 0 ise bu regle yiizey silindirdir ve

striksiyon egrisi dayanak egrisidir.

Teorem 2.0.6. E3 Minkowski S-uzayinda bir regle yizeyin agilabilir olmast i¢in

gerek ve yeter sart Gauss egriligi K' man ya da ¢’nin sifir olmasidir. Burada

¢ = e (det[a/(u), A(u), A'(u)])
olup regle yizey spacelike (ya da timelike) ise ¢ = 1 (ya da € = —1) dir, ([13] ve
[14]).

Tanim 2.0.35. Bir regle yuzeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin
ana dogrular arasindaki agrya oranina regle yizeyin drali (dagilma parametresi)

denir ve

§—¢ (det[a/(u),A(u>,2A/(u)]*)
[ A" ()]

seklinde verilir, ([13] ve [14]).

Teorem 2.0.7. E3 Minkowski 3-uzayinda bir regle yiizeyin Gauss egriligi e K (p) <
0 dur. Eger regle yiizey spacelike (ya da timelike) ise ¢ = 1 (ya da € = —1) dir,

([13], [14])-
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3. YOGUNLUKLU UZAYLARDA EGRILER

Bu bolimde et ve e +%* yosunluklu Oklid ve Lorentz-Minkowski
uzaylarinda veni egriler elde edilerek yogunluklu Oklid ve Lorentz-Minkowski
uzaylarindaki egrilerin agirlikli egrilikleri hesaplanmig ve baz1 karekterizasyonlar

verimistir.

3.1 Yogunluklu Oklid Uzayinda Egriler

Bu kisimda ilk olarak e***% yogunluklu Oklid uzayinda birim hizli bir egrinin
agirlikl egriliginin sabit oldugu durumlar incelenmistir. Sonra e***% ve o’ +hy?
yogunluklu Oklid uzaymmda keyfi parametreli bir egrinin agirhkl egriligini sifir
yapan yeni egriler elde edilip bu yeni egrilerin Smarandache egrileri bulunarak

baz1 karekterizasyonlar verilmigtir.

3.1.1 e™*% Yogunluklu E? Diizleminde Birim Hizli Egriler

a(u) = (x(u),y(u)) Oklid diizleminde birim hizli bir egri olsun. Bu a(u)

egrisinin teget vektorii, normal vektori ve egriligi sirasiyla

dir. Ayrica, e® yogunluklu E? de ¢ = ax + by icin ¢ nin gradyant vektorii
Ve = (a,b)
olup (1.0.2) den
X~ —ay/(u) + b ()
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oludugu goriiliir. Buradan a(u) birim hizlh egrisinin agirhikh egriligi, (1.0.1) den
ko = ' (w)y" (u) — 2"(u)y'(u) + ay'(u) — ba'(u)
olarak hesaplanir.

Sonug 3.1.1. e+ yogunluklu B* de birim hizl bir a(u) = (x(u), y(u)) egrisinin

agirlkly egriliginin sabit olmasy i¢cin
2 (u)y" (u) — 2" (w)y' (u) + ay'(u) — ba'(u) = ¢ (3.1.1)
esitligi saglanmalidir, burada ¢ € R dir.

Bu sunucun a = 0 ve b = 1 durumunu Hieu incelemis ve agirlikli egriligi sabit
olan yeni egrileri agagidaki gibi bulmustur [51].

(3.1.1) esitliginde a = 0 ve b = 1 yerine yazhrsa
' (u)y" (u) — 2" (w)y'(u) — 2'(u) = c (3.1.2)
elde edilir. Burada
' (u) = — cos[2f ()], (3.1.3)
Y (u) = sinf2f(u)]
iken (3.1.2) esitligi
—2f"(u) + cos[2f (u)] = ¢ (3.1.4)

olarak bulunur. (3.1.4) esitligi, cos[2f (u)] # ¢ sartim saglayan biitiin u parametreleri

i¢in diizenlenirse

—2f'(u) = ¢+ 1 — 2cos®[f(u)]
2

sin? [ (u)]+cos?[f(u)]
cos?[f (u)]

=c+1-—

veya

—of(u) = S iji;i%;?;][f () (3.1.5)
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olarak elde edilir.

(3.1.4) ve (3.1.5) egitliklerinin ¢ < =1, ¢ = -1, =1 <e¢< 1, c=1 ¢>1

durumlari i¢in ¢oziimleri agagida verilmistir;

i) ¢ < —1 olsun.

Bu durumda (3.1.5) esitligi diizenlenirse

—2f'(w) (1 + tan?[f(w)]) _
c— 1+ (c+1)tan?[f(u)]
ya da
—2f"(u) (1 + tan?[f(u
P ()
tan?|[f (u)] + ( %)
olarak elde edilir. Bu ise
—2d tan[f (u)] _ (c+1)du
tan(f(w)] + (\/53)
demektir. Buradan
—2 arctan[M] =(c+ Du
dir ve ¢ < —1 oldugundan
c—1 V2 —1
tan[f(u)] = \/C 1 tan| 5 ul (3.1.6)

olarak hesaplanir. (3.1.3) esitliginde, trigonometrik formiiler kullanilarak,

(3.1.6) esitligi yerine yazildiginda

c—1 c2—1
o) - DT~ L

(Z—})tanQ[ C;_lu]+1’
/ 2, /% tan] C;_lu]
y'(u) = —




elde edilir. Bu iki esitligin her ikisinin sag tarafi ” tanZ[Vc;_lu] + 17 ile

carpihip boliindiigiinde z'(u) ve y'(u) agagidaki gibi hesaplanir:

_9 (1 —(&9) tanz[‘/c;flu]) d (tan[@u])

o' (u) = 2 _ 1 ((%) tanz[‘/c;ju] i 1) (tarﬂ@u] N 1) , o (3.1.7)
) — 4 tan| C;’lu]d <tan[‘/"’;7’1u])
R ((%) tan2[‘/czju] + 1> (tanz[@u] + 1) .

(3.1.7) esitliklerinin her iki tarafinin integralleri alindiktan sonra bilegenleri

z(u) = — (2 arctan <\/Z; 1 tan[\/cz— 1u]> + cu) :

tan?[YS=ly] + 1
y(u) = —In 5 — ]
(%) tan?[YS—u] + 1

olan yeni egri elde edilmig olur.

ii) ¢ = —1 olsun.
Bu durumda; cos[2f(up)] = —1 esitligini saglayan herhangi bir ug varsa,
(3.1.4) esitliginin ¢oziimii tektir ve f(u) = f(up) dir. Bu ¢oziime karsilik
gelen egriler ise x—eksenine paralel dogrulardir. Tersine, yani tiim u lar igin
cos[2f(ug)] # —1 ise (3.1.5) esitligi

1

fiw) =1 + tan?[f (u)]

ya da
d(tan[f(u)]) = du

olup buradan da
tan[f(u)] = u

elde edilir. Boylece trigonometrik esitlikler yardimiyla (3.1.3) esitligi,

1 — u?
/ _ -
(W) =~
2u
/ —



olarak bulunur. Bu egitliklerin her birinin integralleri alindiginda
z(u) = —2arctan(u) + u,
y(u) = In(1 + u?)

parametrelerine sahip yeni egri elde edilmis olur.

iii) —1 < ¢ <1 olsun.

Bu durumda cos[2f (ug)] = ¢ esitligini saglayan herhangi bir u varsa, (3.1.4)

esitliginin ¢oziimii tektir ve f(u) = f(ug) dir. Bu ¢oziime kargihk gelen

vi-c®

U . . U . _ 2 v " . v . U .
egriler ise egimi == olan dogrulardir. Ozel olarak ¢ = 0 ise egriler, egimi

oo olan dikey dogrulardir. Tersine, tiim u lar i¢in cos[2f(ug)] # ¢ ise (3.1.5)

esitligi
—2f'(u) (1 + tan[f(w)]) _
c— 1+ (c+1)tan?[f(u)]
ya da
—2/'(u) (1 +tan2[f(u)2]) et
tan?[f(w)] = (/15%)
olarak elde edilir. Bu ise
—2d tan[f (u)] e+ 1)du
tan(f(w)) - (/1)
demektir. Buradan
1 tan[f(u)] + ﬁ
— In( 1_6) =(c+1)u
oy tanff(w)] — /55

ya da

l—c
tan[f(u)] + /55 _ S

tan[f(u)] — /&5

elde edilir. Bu esitligin ¢oziimii iki durumda incelenir.

_tan[f(u)]+y/ 55
" tan[f(u)] -y /1

gerekli diizenlemeler yapilirsa

1—c e/ 41
tan[f (u)] = <ﬁ -

Durum = eV1=" egitliginde icler-diglar carpimindan sonra

c+1
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elde edilir ve bu esitlik (3.1.3) esitliginde yerine yazilirsa

1 1fcevl_02“+1 2
/ B C‘l’_le\/l c2u —1
(u) =

1+ 1l-—ceVl- C“+1
C+1 1 c2u —1
2 \/1 c2 u+1
C+1e\/1 c2u_ 1

[1—ceV1i— L“—O—l
1+< C+1 1 c2u 1)

/( ) B 662\/1—02u . 26\/1—c2u +c
L) = 62\/1—02u _ 206\/1—czu + 1’

m (6\/1702u - 67\/1702u>

/ —
Yy (u) - e\/l—CQu —2c+ e—\/l—CQu

ya da esiti olan

esitlikleri bulunur. Bu esitliklerin integralleri alindiginda yeni egrinin bilegenleri

asagidaki gibi olur:
eV 1—c?2u c
x(u) = 2arctan | ————— cu,
V1—=¢?

y(u) =In <e” I=cfu | p-vi-clu _ 20) :

an|f(u 1—c
Durum 2: % = —eV1=¢ ggitliginde cebirsel iglemler yapilirsa
an u)|— F1
1 —ceVi=c» 1
t =
an[f(u)] c+1 6\/@11 +1

elde edilir. Sonra Durum 1 deki gibi benzer hesaplamalar yapilirsa bilegenleri

( ) ) . 6\/1702u +c
r\u) = —Zarctan | ——— — CUu,
V1—¢?

y(u) =In <eV I=cu g pmvi=cu 4 20)

seklinde parametrelendirilmis yeni egri olusur.

iv) ¢ =1 olsun.

Bu durumda; cos[2f(ug)] = 1 esitligini saglayan herhangi bir ug varsa,

(3.1.4) esitliginin ¢oztimi tektir ve f(u) = f(ug) dir. Bu ¢oziime kargilik
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gelen egriler ise x—eksenine paralel dogrulardir. Tersine, yani tiim u lar igin

cos[2f(ug)] # 1 ise (3.1.5) esitligi

tan®[f(u)]
1+ tan?[f(u)]
1

1+ cot?[f(u)]

~'(w) =

ya da
d(cot[f(u)]) = du

buradan da
cot[f(u)] = u

elde edilir. Ayrica (3.1.3) esitliginden

1—u?
/ o
2u
y'(u) = 1+ u?

olarak bulunur. Bu esitliklerin her ikisinin integralleri alindiginda
a(u) = (2arctan(u) — u, In(1 + u?))
egrisi elde edilmis olur.

v) ¢ > 1 olsun.

Bu durumda, ¢ < —1 durumundaki iglemlere benzer islemler yapilirsa

tan[f(u)] = — EI_ 1 tan| 02_ lu]

olarak bulunur. (3.1.3) esitliginden,

' (u) = - - ;
2 —1 ((ﬁ)tarﬁ[ CQ_IU] + 1> tan?| 62_1u] + )
) _4 tan| cz_lu]d <tan[ C;_lu]
y u)= 2 2
ct+1 ((%) tan?[Y<—tu] + 1) (tan2[ =u] + 1)



elde edilir ve bu esitliklerinin her iki tarafinin integralleri alindiktan sonra

cebirsel iglemler yardimiyla

c—1 -1
=2 -
x(u) ( arctan < | tan| 5 u]) cu) ,

tan?[Yo—1u] + 1 )

y(u) = —1In
<(%) tan? C;_lu] +1

olacak gekilde yeni egri elde edilmis olur.

3.1.2 et Yogunluklu E? Uzayinda Keyfi Parametreli Egriler

E? Oklid uzaymda a(u) = (x(u),y(u),0) keyfi parametreli bir egri olsun.

a(u) egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi agagidaki gibi hesaplanir:

1
T = 2’ (u),y (u),0),
T w.0)
1
N = -y (u), 2 (u),0), 3.1.8
V.0 (313)
B = (0,0,1)

ve

o= L0000 = () ) 510)
(# ()2 + o/ (w))

Ayrica a ve b den az biri sifirdan farklh reel sayilar olmak tizere ¢ = azx + by igin

e? yogunluklu Oklid uzaymda © nin gradyant vektorii

Ve = (a,b,0) (3.1.10)

dir. (3.1.8) ve (3.1.10) esitlikleri kullanilirsa (1.0.2) den
dp  —ay'(u)+ ba'(u)
N "+ vy

olarak bulunur. (3.1.9) ve (3.1.11) esitlikleri yardimyla, e®**+% yogunluklu Oklid

(3.1.11)

uzayimda keyfi parametreli a(u) = (z(u), y(u),0) egrisinin agirhikh egriligi, (1.0.1)
esitliginden

)y () = () () + (ay' () = b’ () o (P + o/ )
(@ () +y'(w2)"

Fop = (3.1.12)

olarak elde edilir.
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Sonug 3.1.2. e yogunluklu Oklid uzayinda, keyfi parametreli a(u)=(z(u),y(u),0)

egrisinin agurlikly egriliginin sifir (p—dogrusal) olmasu i¢in gerek ve yeter sart

' (w)y" (u) + ay'(u) (' (w)* + o' (u)?) = 2" (w)y' (u) + ba' (u) (2’ (w)* + 9/ (u)?)
(3.1.13)

olmasaidar.

Burada, e % yogunluklu Oklid uzaymda, a ve b nin durumlaria gore; keyfi
parametreli o(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirlikli egriligini sifir (¢—dogrusal)
yapacak yeni egriler olugturulacaktir.

i) a # 0 ve b =0 olsun.

Bu durumda e*® yogunluklu Oklid uzayinda keyfi parametreli a(u)=(z(u),y(u),0)

egrisinin agirhkh egriligi; (3.1.12) esitligi yardimiyla

2(u)y"(u) = 2"(w)y'(w) + ay'(u) (@'(w)* +y'()?)

p (@(w)? + ¢ (w)?)?

seklinde elde edilir.

Sonug 3.1.3. e yogunluklu Oklid uzayinda, keyfi parametreli a(u)=(z(u), y(u), 0)

egrisinin agurlbikly egriliginin sifir (p—dogrusal) olmasu i¢in gerek ve yeter sart
' (w)y" (w) + ay'(v) (' (w)? +y'(w)?) = 2" (u)y' (u) (3.1.14)
olmasidar.

Burada (3.1.14) denklemi ¢oziiliirse;
2'(u) = 0 ise; (3.1.14) denklemi y'(u) = 0 igin saglanir. Bu ¢dziim bir nokta

belirtir.

o' (u) # 0 ise; (3.1.14) denklemi y(u) = ¢ £ arctanly CELGQM(U)_I] i¢in saglanir,

burada ¢; > e~20x(w)

ve c¢1,co € R dir.

y'(u) = 0 ise; (3.1.14) denklemi biitiin z(u) lar i¢in saglanir.

y'(u) # 0 ise; (3.1.14) denklemi z(u) = ¢4 — w i¢in saglanir, burada
—5 <cgtay(u) < § ve cg,cq € R dir.
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Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.1. e** yogunluklu Oklid uzayinda, keyfi parametreli oo(u) =(x(u), y(u), 0)

egrisinin agurlikly egriligi sufir (o — dogrusal) olan egrileri

ag(u) = (a:(u), = arctan| C:;QM(U) — 1 , O) : (3.1.15)
as(u) = (z(u),c5,0), (3.1.16)
ve
as(u) = (04 - ln[cos(c?,;— ay(u))],y(u), O) (3.1.17)
seklinde parametrelendirilebilir, burada ¢; > e~20@®) —5 < cgtay(u) < 5 ve

c1,C9,C3,Cq,C5 € R dir.

Sekil 3.1 (a) ve (b), swasiyla z(u) = sin(u), ¢ =3, co =5, a = =5,—-1,1,5
ve y(u) = arccos(e"), ¢ =0, co =5, a = —5,—1,1,5 igin e** yogunluklu Oklid
uzayinda, keyfi parametreli a(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin agirhkh egriligi sifir

(p—dogrusal) olan (3.1.15) ve (3.1.17) egrilerini géstermektedir.

— a=-5
a=-1
— a=5 0—‘;.0
— a=1 00 "
1_35 \ ) -~ [\ — a=-5
\ /. 0
P— — a=5
N 05 —— a=1
“ ; 0.0
(a) (3.1.15) egrileri (b) (3.1.17) egrileri

Sekil 3.1: e®® yogunluklu E? te ¢o—dogrusal egrileri
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i1) b # 0 ve a = 0 olsun.
Bu durumda e” yogunluklu Oklid uzaymnda keyfi parametreli o (u)=(x(u), y(u), 0)
egrisinin agirhkh egriligi; (3.1.12) esitligi yardimiyla

)y () — " (u)y' (u) — b’ () (2 (w)* + ' (w)?)
’ (' (w)? + ¢ (u)2)*?

olarak elde edilir.

Sonug 3.1.4. e yogunluklu Oklid uzaynda, keyfi parametreli oo(u) =(z(u), y(u), 0)

egrisinin agurlikl egriliginin sifir (o — dogrusal) olmasu i¢in gerek ve yeter sart
o' (w)y" (u) = 2" (w)y' (u) + ba' (u) (2'(v)* + ¢/ (u)?) (3.1.18)
olmasudar.

Burada (3.1.18) denklemi ¢oziiliirse;

2'(u) = 0 ise; (3.1.18) denklemi biitiin y(u) lar i¢in saglanir.

o' (u) # 0 ise; (3.1.18) denklemi y(u) = ¢; — w i¢in saglanir, burada
—5 < cg+br(u) < F ve cg,cr € R dir.

y'(u) = 0 ise; (3.1.18) denklemi 2’(u) = 0 igin saglanir. Bu ¢dziim bir nokta

belirtir.

y'(u) # 0 ise; (3.1.18) denklemi z(u) = ¢y £ arctanfy Ciezby(u)_” i¢in saglanir,

—2by(u)

burada cg > e ve cg, cg € R dir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.2. " yogunluklu Oklid uzayinda, keyfi parametreli o(u)=(z(u),

y(u),0) egrisinin agirlikly egriligi sifir (@ — dogrusal) olan egriler

aq(u) = (ci0,y(u),0), (3.1.19)
as(u) = (x(u), cr — ln[cos(c6b+ bx(u))])o) (3.1.20)
ag(u) = <09 , axctan| Cgbe%y(u) i 0) (3.1.21)
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seklinde parametrelendirilebilir, burada cg > e 2% —5 < cs +br(u) < § ve

Cg, C7,Cg, Cg, C10 € R dir.

Sonug 3.1.5. ¢ (ve %) yoqunluklu Oklid uzayinda, keyfi parametreli alu) =
(x(u),y(u),0) egrisinin agurbkly egriligi sifir (p — dogrusal) olan (3.1.16) (ve

(3.1.19)) egrileri yogunluk katsayisy a'nin (ve b'nin) se¢iminden bagimsizdar.

Asagida e ve e yogunluklu Oklid uzayinda, keyfi parametreli o(u) =
(x(u),y(u),0) egrisinin agirhkh egriligi sifir (p—dogrusal) olan egrilerin Frenet
vektorleri  ve Frenet vektorlerinden yararlanarak Smarandache egrileri
olugturulmugtur. Ayrica olugturulan bu Smarandache egrilerinin Frenet vektorleri
ve egriligi hesaplanmistir. Burada yalnizca e®* yogunluklu Oklid uzaymda, keyfi
parametreli o(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirhkh egriligi sifir (¢—dogrusal)
olan (3.1.15) ve (3.1.17) egrileri icin calisma yapilmigtir. Ciinkii e® yogunluklu
Oklid uzaymnda, keyfi parametreli o(u) = (z(u), y(u),0) egrisinin agirhkl egriligi
sifir (¢ — dogrusal) olan (3.1.20) ve (3.1.21) egrileri; (3.1.15) ve (3.1.17) egrileri
icin yapilan caligmadaki iglemlere benzer iglemlerle yakin sonuclar vermekte ve
(3.1.16), (3.1.19) egrileri ise birer dogru belirttiginden yapilacak iglemler kolaylikla
hesaplanmaktadir.

Ik olarak e® yogunluklu Oklid uzaynda, keyfi parametreli a(u) = (z(u),
y(u),0) egrisinin agirhkh egriligi sifir (p—dogrusal) olan (3.1.15) egrisi

ar(u) = (x(u), cy + 2ctenly 6(1:2az<u>_1],0> olarak alimip, Frenet vektorleri ve

egriligi hesaplanirsa

1
T, = ——— (\/c e2ax(u) — 1 1,0) ,
! /0162az(u) !

1
N, = (_1, ore2an(u) _ 1,()) , (3.1.22)
/Cl€2aa:(u)
Boq = (07 0, 1)
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ol
a ClBan(u)

olarak bulunur.

egrileri, sirasiyla

1
(\/0162‘”(“) “1-1, Ve — 141, 0) ,

Sekil 3.2: (3.1.15) egrisinin TN-Smarandache egrileri

B cre2az(u) — 1 1 1
B \/20162ax(u) ’ \/20162ax(u) ’ \/5 ’

Sekil 3.3: (3.1.15) egrisinin TB-Smarandache egrileri

-1 crear(w) — 1 1
INBay = ) I~
! \/che2az(u) \/261€2az(u) \/§
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(3.1.22) egitliklerinden, (3.1.15) egrisinin 7'N —Smarandache Yrya,, TB—

Smarandache yrpo,, NB—Smarandache Yyp,, ve T'N B—Smarandache yrypa,

(3.1.23)

(3.1.24)

(3.1.25)



Sekil 3.4: (3.1.15) egrisinin NB-Smarandache egrileri

ve

Clean(u) —1-=1 01€2ax(u) —14+1 1
N v — (3.1.26)
/BCIean(u) A /361620‘1(“) \/g

seklinde olugturulur.

Sekil 3.5: (3.1.15) egrisinin TNB-Smarandache egrileri

Sekil 3.2, 3.3, 3.4 ve 3.5, z(u) = sin(u), ¢ = 0, a = —=5,—1,1,5 icin e**
yogunluklu Oklid uzaymda, keyfi parametreli a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin
agirlikh egriligi sifir (p—dogrusal) olan (3.1.15) egrilerin Smarandache egrilerini
gostermektedir.

Boylece; (3.1.23)-(3.1.26) ifadelerinden

e T'N—Smarandache yry,, egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi, sirasiyla

T [ Vaerr — 141 (/eeter) — 1 — 1 0
ITNay \ /261620,3:(11,) ’ \ /20162az(u) ’ ’
N (1= Ve — 1 \/eeter) — 141 0
NTNey /26162ax(u) ’ \ /20162ax(u) ’ ’
B’YTNal = (07 0, 1)
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ve

H;'YTNCVI -

dir.

e T'B—Smarandache yrp,, egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi

a1 emwd
TBay /Cle2ax(u)7 /Cl€2ax(u) ’ ’

—y/cre2azw) — 1 1
N'YTBa - 1 ) 0
1 \/CIEZax(u) \/Cle2ax(u)
B

= (0,0,1)

YT Baq

ve

K/’YTBal = \/5
dir.
e N B—Smarandache yypg,, egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi

T

_ cre2ae(u) — 1 1 0
INBay \/Cle2ax(u) ’ \/01€2ar(u)’ ’

1 e 1
N’YNBal = ’ : 70 9
1 2azx(u) /Clean(u)
B’YNBal = (Ov 0, 1)

ve

K"YNBal = \/5

dir.

e T'N B—Smarandache yrnpa, egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi

T 14+ Vet — 11— \/eeter@) — 1 0
YTNBay /201 e2ax(u) ’ /20—1 o2az(u) ) )

N _((Veaest 11 14 Ve 1
YTNBay — /20162(11(“) ’ /20—1 o2az(u) ) )
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=(0,0,1)

YTNBoy
ve

KyrnBay, =

SIS

dir.

Sonug 3.1.6. e* yogunluklu Oklid uzaymda, keyfi parametreli a(u) = (z(u), y(u),0)
egrisinin agurlikly egriligi sifir (p—dogrusal ) olan (8.1.15) egrisinin; T N —Smarandache
Y Nay s I’ B—Smarandache yrpa,, N B—Smarandache Yy pa, ve T'N B—Smarandache
YrNBa, €grilerinin herbirinin egrilikleri sabit olup, yogunluk katsayist olan a'nin

se¢iminden bagimsizdar.

Benzer olarak; e** yogunluklu Oklid uzaymda, keyfi parametreli o (u) = (x(u),
y(u),0) egrisinin agirhikli egriligi sifir (¢—dogrusal) olan (3.1.17) egrisinin Frenet

vektorleri ve egriligi, sirasiyla

Th, = (sin(es + ay(u)), cos(cs + ay(u)),0) ,

N, = (—cos(cs + ay(u)), sin(es + ay(u)),0), (3.1.27)
B,, = (0,0, 1)
ve
Kas = |acos(cs + ay(u))|
seklindedir.

(3.1.27) esitliginden, (3.1.17) egrisinin 7T'N—Smarandache Yrya,, 1TB—
Smarandache yrpa,, NB—Smarandache Yypo, ve T'N B—Smarandache yrypas,

egrileri, sirasiyla

1 ( sin(cs + ay(u)) — cos(cs + ay(u)), ) (3.1.28)

VTNas = 7=
T V2 \ cos(es + ay(u)) + sin(cs + ay(u)), 0
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Sekil 3.6: (3.1.17) egrisinin TN-Smarandache egrileri

VT Bas = % (sin(cs + ay(u)), cos(cs + ay(u)), 1), (3.1.29)

Sekil 3.7: (3.1.17) egrisinin TB-Smarandache egrileri

1

YNBas = 7 (—cos(cz + ay(u)), sin(csz + ay(u)), 1) (3.1.30)

Sekil 3.8: (3.1.17) egrisinin NB-Smarandache egrileri

ve

1 ( sin(cs + ay(u)) — cos(cs + ay(u)), ) (3.1.31)

VYITNBas = —73
" VB \Usin(es + ay(w)) + cos(cs + ay(u)), 1
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Sekil 3.9: (3.1.17) egrisinin TNB-Smarandache egrileri

seklinde olur.
Sekil 3.6, 3.7, 3.8 ve 3.9, y(u) = arccos(e"), ¢; = 0, a = —5,—1,1,5 i¢in
e yogunluklu Oklid uzaymda, keyfi parametreli a(u) = (z(u), y(u),0) egrisinin
agirlikli egriligi sifir (p—dogrusal) olan (3.1.17) egrilerinin Smarandache egrilerini

gostermektedir.

Boylece;

e T'N—Smarandache yryq, egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi

1 sin(cs + ay(u)) + cos(cs + ay(u)),
cos(cs + ay(u)) — sin(cs + ay(u)), 0 7

T’YTNa3 - \/5
_ 1 ( sin(cg + ay(u)) — cos(cs + ay(u)), )
cos(cs + ay(u)) + sin(cs + ay(u)), 0 7

N’YTNa3 - \/5
B’YTNa3 = (0,0, 1)

ve
K”VTNa3 =1

dir.
e T'B—Smarandache yrp,, egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi
T pay = (cos(es + ay(u)), —sin(cs + ay(u)),0),
Noyrpa, = (sin(cs + ay(u)), cos(cs + ay(u)),0),

B“/TBag, = (07 07 1)
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ve
K“YTBag, = \/i

dir.
e NB—Smarandache yypq, egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi

T7N3a3 = (Sin(c?) + ay(u))v COS(C3 + ay(“))? 0) )

Nyypa, = (—cos(cz + ay(u)), sin(cs + ay(u)),0),
B,”\,Ba3 =(0,0,1)
ve
Foaay = V2
dir.

e T'N B—Smarandache yrypa, €grisinin Frenet vektorleri ve egriligi

y _ 1 sin(cs + ay(u)) + cos(cs + ay(u)),
VYTNBag \/5 !

V2 cos(cg + ay(u)) — sin(cz + ay(u)), 0
N _ 1 ( sin(cg + ay(u)) — cos(cs + ay(u)), >
L V) cos(cs + ay(u)) + sin(cs + ay(u)),0 |
B’YTNBag = (07 0, 1)

ve

_ V3

/{'YTNBOL:; - \/5

Sonug 3.1.7. ¢ yogqunluklu Oklid uzayinda, keyfi parametreli alu) = (x(u),
y(u),0) egrisinin agirlikly egriligi sufir (0—dogrusal) olan (3.1.17) egrisinin; T N —
Smarandache yrya,, T B—Smarandache yrpa,, N B—Smarandache ynpa, ve T NB—
Smarandache yrnpa, egrilerinin herbirinin egrilikler: sabit olup, yogunluk katsayis

olan a'min se¢iminden bagimsizdur.
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3.1.3 ew’ by’ Yogunluklu E? Uzayinda Keyfi Parametreli
Egriler

E3 de keyfi parametreli a(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin Frenet vektorleri ve
egriligi (3.1.8) ve (3.1.9) esitliklerinde hesaplanmigtir. Ayrica, a, b; en az biri
sifirdan farkli reel sayilar ve ¢ = az? + by? icin e¥ yogunluklu Oklid uzaymda %

nin gradyant vektori
Ve = 2(ax(u), by(u), 0), (3.1.32)
dir. (1.0.2), (3.1.8) ve (3.1.32) esitliklerinden

do_ 2(=ax(u)y'(u) + by(u)z'(u))
AN V' (u)? + 3/ (u)?

olarak bulunur. (3.1.9) ve (3.1.33) esitlikleri yardimuyla, et yogunluklu Oklid

(3.1.33)

uzayinda keyfi parametreli o(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirhikh egriligi (1.0.1)

den

)y () = 2" () (1) + 2 (az(u)y' (w) = bo'(w)y(w) (@' (W) + ¥/ (w))
@2+ )"

Ko =
(3.1.34)

seklinde hesaplanir.

Sonug 3.1.8. e®* % yogunluklu Oklid uzaymda, keyfi parametreli o(u) = (z(u),
y(u),0) egrisinin agirlikly egriliginin sifir (p—dogrusal ) olmast i¢in gerek ve yeter

sart

o' (w)y" (u)+2ax(u)y (u) (' (w)? +y'(0)?) = 2" (w)y' (u)+2b2" (w)y(u) (' (w)* + ' (u)?)
(3.1.35)

olmasaidar.

Asgagida, o’ +hy? yogunluklu Oklid uzayinda, a ve b nin durumlarina gore keyfi
parametreli o(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin agirhkl egriligini sifir (¢—dogrusal)

yapacak yeni egriler olusturulmustur.
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i) a # 0 ve b =0 olsun.
Bu durumda, e*” yogunluklu Oklid uzaynda keyfi parametreli a(u) = (x(u),
y(u),0) egrisinin agirhklh egriligi; (3.1.34) esitligi yardimiyla

)y (u) = o )y () + 2ar()y' () (& () + /()
(@2 + o/ (w)?)

Ky =
olarak elde edilir.

Sonug 3.1.9. e yogunluklu Oklid uzayinda, keyfi parametreli a(u) = (x(u),

y(u),0) egrisinin agirlikly egriligi sifir (o — dogrusal) dir gerek ve yeter sart
o' (w)y" (u) + 2az(w)y (u) (2'(w)? + o' (u)?) = 2" (w)y' () (3.1.36)
dar.

Burada (3.1.36) denklemi ¢oziiliirse;

x(u) = 0 ise; (3.1.36) denklemi biitiin y(u) lar igin saglanir.

' (u) = 0, x(u) # 0 ise; (3.1.36) denklemi y/(u) = 0 i¢in saglanir. Bu ¢6ziim
bir nokta belirtir. .

x'(u) # 0 ise; (3.1.36) denklemi y(u) = c3 £+ /V%dk i¢in saglanir,
burada ¢; > e242)? ye ¢, ¢, € R dir. 1

y'(u) = 0 ise; (3.1.36) denklemi biitiin z(u) lar i¢in saglanir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.3. e yogunluklu Oklid uzaynda, keyfi parametreli o(u) = (z(u),

y(u),0) egrisinin agurlikly egriligi sifir (o — dogrusal) olan egrileri

az(u) = (0,y(u),0), (3.1.37)

_ [ @)
ag(u) = | z(u),co = 1/\/_1 = Cleza:c(k)2dk’0 (3.1.38)
ag(u) = (z(u), c3,0) (3.1.39)

—2ax(k)?

olarak parametrelendirilebilir, burada c; > e ve ¢1,Co,c3 € R dir.
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Sekil 3.10: e’ yogunluklu E? de p—dogrusal egrileri

Sekil 3.10 x(u) = Vu, ¢t = 1,c, = 0 a = 1,2000,4000,6000 icin e
yogunluklu Oklid uzaymda, keyfi parametreli a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin
agirlikli egriligi sifir (¢o—dogrusal) olan (3.1.38) egrilerini gostermektedir.

it) b# 0 ve a = 0 olsun.

Bu durumda e?” yogunluklu Oklid uzaymnda keyfi parametreli o(u) = ((u),

y(u), 0 egrisinin agirhkh egriligi; (3.1.34) esitligi yardimiyla

2(w)y" (u) — =" (wy'(u) — 262’ (u)y(u) (' (w)® + y'(w)*)

o @+ w2

olarak elde edilir.

Sonug 3.1.10. " yogunluklu Oklid uzaynda, keyfi parametreli o(u) = (x(u),
y(u), 0 egrisinin agurlikly egriliginin sifir (p —dogrusal) olmasu igin gerek ve yeter
sart

o (u)y" (u) = 2" (w)y'(u) + 202 (Wy(u) (2'(u)* + y'(u)?) (3.1.40)

olmasaidar.

Burada (3.1.40) denklemi ¢oziiliirse;

x'(u) = 0 ise; (3.1.40) denklemi biitiin y(u) lar i¢in saglanir.

y(u) = 0 ise; (3.1.40) denklemi biitiin z(u) lar igin saglanir.

y'(u) =0, y(u) # 0 ise; (3.1.40) denklemi biitiin z’'(u) = 0 igin saglanmir. Bu

¢Oziim bir nokta belirtir.
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u

y'(u) # 0 ise; (3.1.40) denklemi x(u) = ¢5 + y (k) dk igin saglanir,
1

v/ —14-cye2by(k)?

—2ay(k)?

burada ¢4 > e ve ¢y, c5 € R dir.

Teorem 3.1.4. %" yogunluklu Oklid uzayinda, keyfi parametreli a(u) = (z(u),

y(u), 0 egrisinin agirlikly egriligi sufir (o — dogrusal) olan egrileri

ago(u) = (¢, y(u),0), (3.1.41)
agr(u) = (x(u),0,0) (3.1.42)

I )
app(u) = | s £ 1/\/_1 VTR dk, y(u),0 (3.1.43)

seklinde parametrelendirilebilir, burada cq > e~2au(k)® ye Cy4,C5,C6 € R dir.

Sonug 3.1.11. ¢*** (ve ebyZ) yogunluklu Oklid uzaymda, keyfi parametreli alu) =
(x(u),y(u),0) egrisinin agirlkly egriligi sifir olan (3.1.37), (3.1.39) egrileri (ve
(3.1.41), (3.1.42) egrileri) yogunluk  katsayise  a'mn  (ve  b'nin)

se¢tminden bagimsizdar.

Asagida, e ve eV’ yogunluklu Oklid uzaymnda, keyfi parametreli alu) =
(x(u),y(u),0) egrisinin agirhikl egriligi sifir (¢ — dogrusal) olan egrilerin Frenet
vektorleri ve Frenet vektorlerinden yararlanarak Smarandache egrileri
olugturulmugtur. Ayrica olugturulan bu Smarandache egrilerinin Frenet vektorleri
ve egriligi hesaplanmistir. Burada, yalnizca o’ yogunluklu Oklid uzayinda keyfi
parametreli o(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirhkh egriligi sifir (¢—dogrusal)
olan (3.1.38) egrisi i¢in ¢calisma yapilmigtir. Clinkii ey’ yogunluklu Oklid uzaynda,
keyfi parametreli a(u) = (z(u), y(u),0) egrisinin agirlikli egriligi sifir (p—dogrusal)
yakin sonuglar vermekte ve (3.1.37), (3.1.39), (3.1.41), (3.1.42) egrileri ise birer

dogru belirttiginden yapilacak iglemlerin sonuclar1 kolayca hesaplanabilir.
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(Z"EQ

e yogunluklu Oklid uzayinda, keyfi parametreli a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin

agirlikli egriligi sifir (p—dogrusal) olan (3.1.38) egrisi

o' (k
ag(u) = | x(u),co + dk, 0
ow) = [ 2w, e / e

olarak alinirsa, bu durumda Frenet vektorleri ve egriligi

T -1+ cle2ax(u)2 1 0
ag T Clezax(u)z I /—0162a:c(u)2 ) )
N,, = —Ltacty (3.1.44)
osg /—0162‘” 6162(”3 ) ) ) -1
B, = (0,0,1)
ve
2 |az(u)|
Koy = —F———=
Cle2az(u)

olarak bulunur. Béylece (3.1.44) esitliginden, (3.1.38) egrisinin 7N —Smarandache
VYT'Nag, I B—Smarandache yrpq,, N B—Smarandache yypq, ve TN B—Smarandache

YrNBag €grileri, sirasiyla

<\/—1 + ¢pe2ae@? — 1 /1 + ¢re?ee®@)? 41
’yTNag -

2ax(u)? ’ 2ax(u)? ’0 ’ (3145)
v/ 2¢; e205(w) 2, e20x(u)

Sekil 3.11: (3.1.38) egrisinin TN-Smarandache egrisi

vV =1+ ¢crea(®)? 1 1
g = , ,—= |, 3.1.46
VT Bas ( \/20162ax(u)2 \/26162(”6(“)2 \/§ ( )
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Sekil 3.12: (3.1.38) egrisinin TB-Smarandache egrisi

(3.1.47)

—1 V =1+ cre2a@?
YNBas = ) I~
8 /26162am(u)2 /20162az(u)2 \/5

ve

Sekil 3.13: (3.1.38) egrisinin NB-Smarandache egrisi

V—1+ce2az@? —1 /1 4 cre2ee®?® 41 1
VTNBas = ) = (3.1.48)
/3 e?0x(w)? /3¢y e2a(w)? V3

seklinde olusturulur.

Sekil 3.14: (3.1.38) egrisinin TNB-Smarandache egrisi

Sekil 3.11, 3.12, 3.13 ve 3.14, y(u) = arccos(e"), ¢; = 1, a = 1,2000, 4000, 6000

icin e®” yogunluklu Oklid uzaymda, keyfi parametreli a(u)

= (ZL‘('U), y(“)? 0)
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egrisinin agirlikli egriligi sifir (p—dogrusal) olan (3.1.38) egrilerinin Smarandache
egrilerini gostermektedir.

Boylece;

e T'N—Smarandache yry,, €grisinin Frenet vektorleri ve egriligi

o (1t V=14 cre2ee@? —1 4 \/—1 + ¢ e2az(@)? 0
VTNog \ /261€2ax(u)2 ’ ) /26162a90(u)2 ’ ’
N (1= V=14 e 14 \/—1 + ¢ eoe@)? 0
ITNeg \ /26162ax(u)2 ’ /201€2aa¢(u)2 ’ ’
B’YTNag = (07 O’ 1)
ve
RPYTNOLS = 1
dir.

e T'B—Smarandache yrp,, egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi

1 \/_1 + cleZam(u)2
T’YTBag = < O

\ /0162a$(u)2 T ) /cle2az(u)2

V=1 + ¢ e2ax(w)? 1 0
) /ClGan(u)2 ’ \ /6162ax(u)2 ’ ’

B

VT Bag
rrpag = (0:0,1)
ve

RyrBag = V2
dir.

e N B—Smarandache yypg,, egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi

V=1 + ¢ e2ee(w)? 1
T’YNBas = ( 0],

) )
\/Cl e2az(u)? \/Cl e2az(u)?

N.

INBag

B \ /0162am(u)27 \ /Cl€2am(u)2
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B

YNBag

=(0,0,1)

ve

K/’YNBag = \/§
dir.

e T'N B—Smarandache yrnp,, egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi

T _ (1 + ce2arw)? — 1 1 — y/cqe2az(w)?® — 170) ,

NTNBeg \ /201€2ax(u)2 ’ \ /20162ax(u)2
N = ( cre?er®? —1—1 14 /ere?er” — 1 0) :

B’YTNBas = (07 0, 1)
ve
V3
RyrnBa; = E
dir.

Sonug 3.1.12. ¢*° yogunluklu Oklid wzaynda, keyfi parametreli a(u) = (z(u),
y(u),0 egrisinin agirlikly egriligi sifir (p—dogrusal) olan (3.1.38) egrisinin; T N —
Smarandache Yrnag, T B—Smarandache yrpos, N B—Smarandache ynpo, ve TN B—
Smarandache yrnpag egrilerinin herbirinin egrilikler: sabit olup yogunluk katsayus

olan a’'min seciminden bagimsizdir.

3.2 Yogunluklu Lorentz-Minkowski Uzayinda Egriler

Bu kisimda, ilk olarak e***% yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde birim
hizl1 bir egrinin agirlikh egriliginin sabit oldugu durumlar incelenmistir. Ardindan
9T e @ +* yosunluklu Lorentz-Minkowski uzaymnda keyfi parametreli bir
egrinin agirhkl egriligini sifir yapan yeni egriler elde edilip, bu yeni egrilerin

Smarandache egrileri bulunarak bazi karakterizasyonlar verilmistir.
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3.2.1 ™% Yogunluklu E? Diizleminde Birim Hizli Egriler

Bu alt kisimda e yogunluklu E? de birim hizh spacelike ve timelike egriler
incelenerek bazi karakterizasyonlar verilecektir.

Ik olarak a(u) = (x(u),y(u)) Lorentz-Minkowski diizleminde birim hizl
spacelike bir egri olsun. a(u) egrisinin teget vektorii, normal vektorii ve egriligi,
sirasiyla

T = ('(u),y (u)),
N = (y'(u), 2'(u)),
ko= 2" (w)y'(u) — 2'(u)y" (u)
dir. Ayrica, ¢ = ax + by icin e¥ yogunlugunda ¢ nin gradyant vektori
Ve = (a,b)
olarak hesaplanir ve (1.0.2) esitliginden

dy

= —ay'(u) + ba'(u)

dir. Buradan birim hizli spacelike a(u) egrisinin agirlikh egriligi, (1.0.2) den
ko =" (w)y' (u) — 2'(u)y" (u) + ay' (v) — ba'(u)
olarak bulunur.

Sonug 3.2.1. et yogunluklu E2 de birim hizle spacelike a(u) = (z(u),y(u))

egrisinin agurhikly egriliginin sabit olmasy i¢in
2" (u)y (w) — o/ (u)y"(u) + ay (u) — ba' (u) = ¢ (3:2.1)
esitliginin saglanmasy gerekmektedir, burada ¢ € R dir.
E? de birim hizh spacelike a(u) = (z(u), y(u)) egrisinde
z'(u) = sinh(g(u)), (3.2.2)
y'(u) = cosh(g(u))
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olarak alimirsa (3.2.1) esitligi
ky = acosh(g(u)) — bsinh(g(u)) + ¢'(u) = ¢ (3.2.3)
seklinde bulunur.

Burada en az birisi sifirdan farkli olan a ve b sabitlerinin durumlarina gore
yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirlikli egriligi sabit olan spacelike
egriler elde edilmistir.

i) a = b olsun.

Bu durumda (3.2.3) esitligi yeniden diizenlenirse
acosh(g(u)) — asinh(g(u)) + ¢'(u) = ¢

ya da

veya

ve buradan da

g (u)ed™ = ced™ — g (3.2.4)

olarak bulunur.

Burada (3.2.4) esitligi ¢ = 0 ve ¢ # 0 durumlarina gore ¢oziilerek spacelike
egriler elde edilecektir.

c=0 i¢in (3.2.4) esitliginin ¢ozimi:

Bu durumda (3.2.4) esitligi
(e = —a

veya

d (69(“)) = —adu (3.2.5)

49



olarak elde edilir. (3.2.5) esitliginin her iki tarafinin integrali alindiginda
9™ =k — au (3.2.6)

olur, burada k; € R dir. Ayrica (3.2.2) ve (3.2.6) esitliklerinden

(k1 —au)?—1

2(k1—au) (3 2 7)
k1—au)?+1 e
yl(u) - (21(k1—31u—i)_

&\
=
!

elde edilir. (3.2.7) esitliginin her iki tarafinin integrali alindiktan sonra gerekli

diizenlemeler yapilirsa, z(u) ve y(u) bilegenleri

a
2 In(k1—au

w(u) = Byt — oty BETe 4 gy }
(3.2.8)
vl = byt — ot - e

olarak hesaplanir, burada ko, k3 € R ve k; — au > 0 dir.
Boylece (3.2.8) esitliginden agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.2.1. e®®tY) yogunlukliu Lorentz-Minkowski diizleminde agurlikly egriliji

sifir (¢ — dogrusal) olan birim hizly spacelike egrisi

o (1) = (au(le —au) + 21In(k; — au)

: h, au(2ky — au) — 21In(k; — au) N kg,)

4a
(3.2.9)

seklinde parametrelendirilebilir, burada ki, ko, ks € R ve ki — au > 0 dar.

Sekil 3.15: e*@+¥) yogunluklu E? de spacelike ¢-dogrusal egrileri
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Sekil 3.15 de k; =6, ko = k3 =0vea = —5,—4,-3,—2,—1,1,2,3,4,5 icin
e®@+9) yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirlikh egriligi sifir (¢ —dogrusal)
olan birim hizli spacelike (3.2.9) egrileri gosterilmigtir.

c# 0 i¢in (3.2.4) esitliginin ¢ozimii:

Ik olarak ¢'(u) = 0 kabul edilip (3.2.4) esitligi yeniden yazilirsa
et = ¢ (3.2.10)
c

olur. Ayrica (3.2.2) ve (3.2.10) esitliklerinden

a2+02

y,<u> = 2ac

elde edilir ve (3.2.11) esitliginin her iki tarafinin integrali alindiginda

2(u) = T+ ky } 5212

y(u) = SCu+ ks

2ac

olarak hesaplanir, burada ky, ks € R ve 2 > 0 dir.

Ayrica ¢'(u) # 0 kabul edilip (3.2.4) esitligi yeniden yazilirsa

veya

———= = cdu (3.2.13)

elde edilir. (3.2.13) esitliginde her iki tarafin integrali alindiginda

e _ @

C

— ecu—l—kg

esitligi bulunur, burada kg € R dir. Buradan
e = & | ceuths (3.2.14)

ve

W) = & _ ceutko (3.2.15)
C
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dir. Ayrica (3.2.14) ve (3.2.15) esitlikleri (3.2.2) esitliginde yerine yazilirsa

k, 1 )
’ %+ecu+ 6— g+ecu+k6
x'(u) = 5
oy goutia 1 (3.2.16)
’ . c %+ecu+k6
y'(u) = 5 )
ve k 1 )
. et — e
' (u) = :
2 3.2.17
giecu+k6+ 1 ( e )
, . c %_ecu+k6
Yy (u) = 2

Ve

esitlikleri elde edilir. Burada (3.2.16) ve (3.2.17) esitliklerinde her iki tarafin

integralleri alinirsa, sirasiyla

cutkg i ln|ae_c“+cek6|

z(u) = Su+ S - + ke
a ecutke 1n|a6_cu+cek6| (3218)
y(u) = S+ —H— — 5o + kg
ve 4 )
x(u) _ Qlcu _ ecuzikﬁ + ln‘ae za—ce 6| + kg 2 1
a ecutke ln’ae*w—cek6| (3 . 9)
y(u) = gou— —— — %0 + k1o

olarak hesaplanir. (3.2.18) esitliginde % > —ef ve ky, kg € R dir ve (3.2.19)

esitliginde ise 2= > ek ve ko, k1o € R dir.

[

Boylece (3.2.12), (3.2.18) ve (3.2.19) esitliklerinden asagidaki teorem elde

edilir.

Teorem 3.2.2. e yogunluklu Lorentz-Minkowski dizleminde agurlikly egriligi
sifirdan farkl sabit (k, = ¢ # 0) olan birim izl spacelike egriler asagidaki gibi

parametrelendirilebilir:

a?4c?
a2—c2

i) Egimi olan

bir dogrudur. a = ¢ oldugunda as(u) dogrusunun egimi oo, yani y — eksenine
paralel bir dogru olur, burada ¢ > 0 and k; € R, i = 4,5 dir.
ii)

au + etks In ‘ae*"’“ + ceke
as(u) = +

+ k77

2c 2a

au + e“tks  In ‘ae*w + cek6|
- + kS )
2c 2a
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burada 2= > —¢f ve k; € R, i = 6,7, 8 dir.

[

iii)

2c 2a > 2c 2a

au — evtks In ‘ae‘cu — cekﬁ‘ au — etke  In lae™" — cek6|
ag(u) = + + k1o |

burada %= > ¢k ve k; € R, 1 = 6,9, 10 dir.

Cc

Sekil 3.16 (a) ve (b) de, sirasiyla, ¢ = 10, kg = 11, ky = ks = 0,a =1,2,3,4,5

vec =10, k¢ = 1, kg = kigp = 0, a = 1,2,3,4,5 icin e*®*t¥) yogunluklu
Lorentz-Minkowski diizleminde agirhikh egriligi sifirdan farkl sabit (k, = ¢ # 0)

olan birim hizli spacelike a3(u) ve ay(u) egrileri gosterilmektedir.

. . . . .
g 10 20 30 40

20—

(a) ag(u) egrileri (b) a4(u) egrileri

Sekil 3.16: e*@*+¥) yogunluklu E? de (k, = ¢ # 0) spacelike egrileri

i1) a# 0, b =0 olsun.
Bu durumda (3.2.3) esitligi yeniden diizenlenirse
a (9™ +e79™) + 2¢/(u) = 2c (3.2.20)

olur. (3.2.20) esitliginde her iki taraf 9™ ile carpilir ve diizenlenirse

2ced(®)
29/ (u)ed™ = g ( o ) 1) (3.2.21)
a

53



olarak bulunur. (3.2.21) esitliginde sag tarafa Z—z eklenip gikartildiginda
2 2
2/ (u)e?™ = a (S — 1 ( 9w _ f) 3.2.22
Jlper —a (-1 (- (3222
esitligi bulunur.
Burada (3.2.22) esitligi ¢ = a, ¢ = —a, £ > 1, £ < =1 ve -1 < £ <1

durumlarina gore c¢oziilerek spacelike egriler elde edilecektir.
c=a igin (3.2.22) esitliginin ¢ozimai:
Eger ¢'(u) = 0 kabul edilirse (3.2.22) esitligi

eI — 1

olur ve (3.2.2) esitliginden

y(z;ui z f; } (3.2.23)

elde edilir, burada ki1, k12 € R dir.

Eger ¢'(u) # 0 kabul edilir ve (3.2.22) egitligi yeniden diizenlenirse

2¢'(w)e?™ = —a (eg(“) — E>2
a
veya
2d (e
ﬁ — —adu (3.2.24)
e u)

esitligi elde edilir. (3.2.24) esitliginin her iki tarafinin integrali alimr ve gerekli

islemler yapilirsa

o) _ 2
au — k’13

olarak hesaplanir, burada ki3 € R dir. Ayrica (3.2.2) ve (3.2.25) esitliklerinden

2 2
. (au—k13 +1) -1

2
2(7%%,“3 +1)
2
() = g
L
2( au—ki3 +1)

+1 (3.2.25)

(3.2.26)

elde edilir ve (3.2.26) dan

1 —k 1 —k 2
o(u) = blowtual | niouchiatd) g }

a a

(3.2.27)

1 —k1s 1 —k13+2
y(U) —u+ n|aua 13| _ nlau a15+ | + /{15
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olarak bulunur, burada au — k13 € R — [—2,0] ve k14, k15 € R dir.

Boylece (3.2.23) ve (3.2.27) esitliklerinden asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.3. e* yogunluklu Lorentz-Minkowsk: dizleminde agurhikly egriligi
sabit ve a ya esit (k, = c = a) olan birim hizly spacelike egrileri:

i) k11, k12 € R igin egimi oo, yani y — eksenine paralel olan
a5(u) = (klla u + ]{'12)

bir dogrudur.
i)

au—ky13+2

au—kis
1 _k _k 9 au + In [ 2—H8
n((au — ki3)(au — ki3 + 2)) - ( ) i

< (U) B a a

15

(3.2.28)
dir, burada au — ki3 € R — [—2,0] ve k; € R, i = 13,14, 15 dir.

Sekil 3.17: e yogunluklu E? de (k, = ¢ = a) spacelike egrileri
Sekll 317, ]{?13 = 21, l{?14 = ]{315 = 0, a=C= —5, —4, —3- 2, —]_, ]_, 2, 3,4, 5 1(;111

e® yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirlikli egriligi sabit ve a ya esit

(ky = ¢ = a) olan birim hizh (3.2.28) spacelike egrileri gostermistir.
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c= —a igin (3.2.22) esitliginin ¢ozimi:
Tk olarak ¢'(u) = 0 kabul edilip (2.2.22) esitligi yeniden yazlirsa

edW) — 1

olur, bu ise miimkiin degildir.

Ayrica, ¢'(u) # 0 igin (3.2.22) egitligi

veya
2d (69(’“))

(e9(®) 4 1)

olarak hesaplanir. (3.2.29) esitliginin her iki tarafinin integrali alinir ve gerekli

= —adu (3.2.29)

islemler yapildiginda
2
W=~ 1 (3.2.30)

au — k'16

olarak hesaplanir, burada ki € R dir. Ayrica (3.2.2) ve (3.2.30) esitliklerinden

(a1
'(u) = Gy
o 23
V) = S
ve buradan
x(u> _ ln(aua—kle) + ln(km:Q—au) 4 ks
_ In(au—kis) In(k16+2—au) (3232)
y(u) = - — - —u + kg
olarak elde edilir, burada au — kig € (0,2) ve ki7, k1s € R dir.
Boylece (3.2.32) esitliginden agagidaki teorem verilir.
Teorem 3.2.4. ¢ = —a i¢in € yogunluklu Lorentz-Minkowsk: duzleminde agirlikly
egriligi sabit (k, = ¢ = —a) olan birim hizl spacelike egrisi
In((au — kig)(k1s + 2 — au)) In <kau+_2k—16 )
ar(u) = ol + ki, ——————% —u+ ki

a

seklinde parametrelendirilebilir, burada au — kig € (0,2) ve kg, k17, k1s € R dir.
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Sekil 3.18: e yogunluklu E? de (k, = ¢ = —a) spacelike egrileri

Sekll 3.18 da klﬁ = ]{317 = k18 = 0, C= —a = —5, —4, =3 — 2, —1 ve

C = —a

icin e®® yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirhikl egriligi sabit (k, =

¢ = —a) olan birim hizl spacelike egrileri gosterilmigtir.

€ > 1 dgin (3.2.22) esitliginin ¢ozimii:

Ik olarak ¢'(u) = 0 kabul edilip (2.2.22) esitligi yeniden yazilirsa

2 2
_a(<eg(u)_2> +1_C_2> —0
a a

veya
aw) — 4 [(Sy2
‘ a (a)

olur. Boylece (3.2.2) ve (3.2.33) esitliklerinden

4 /(21— 1
' - Exy/(§)21
T (u) = 2
e
y,(u) = 2 - -

elde edilir. (3.2.34) esitliklerinin her iki tarafinin integrali almirsa

)

VO
#(u) = PV g
’
NI/ W —
a a %:t /(5)2_
y(U,) = 2 - U+ k’go
Vs
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olarak hesaplanir, burada kqg, kop € R dir.

Ayrica ¢'(u) # 0 igin (3.2.22) esitligi

29’ (u)es™
= —a
o 1-5
veya
1 g/( )eg(u)
c c2 c2 c2 - ¢
ed) — & — /& — ——+\/——1 \/——1
ya da
1 1 2
d (eg(“)) —ay/ C—2 — 1ldu
ed(w) — € _ Z_z_ eg(u)__+ / a
(3.2.36)

2
eg(u) - c __ % il .
— e—ua af271+k‘21
2
u) _ € c
eg( ) a >

esitligi elde edilir, burada ky; € R dir. Buradan

V.o —uay/ Ltk (3.2.37)

@Q(“) — = % —
a a
ve
2
e9lw) _c _  fe
a

C gyl (3.2.38)

e9(w) — ¢+

dir. (3.2.37) ve (3.2.38) esitliklerinde gerekli diizenlemeler yapilirsa

2
2 —ay/ & —lutk 2
( . _§>€aa u+21+§+ ;_2_1
e9(w)

a2
— 3.2.39
(1 o efa\/ zzlu+k21) ( )
ve
(E_ @ >€a Eolvta ey fa
eI = (3.2.40)

<1 + e—aw/ié—lu-ﬁ-km)
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olarak bulunur. Ayrica m = ,/2—2 —1ven = ¢ olmak iizere (3.2.2), (3.2.39)

esitliklerinden
(mfn)e_amu+k21 fntm 1_e—amu+tkay
o (u) = — L (=)~ TR ot
’ (3.2.41)
(m—n)ef‘”"qule +n+m 1_e—amu+tkoy L.
"(u) = 1oe— otk (m—n)e=¥MUFk21 4 pim
y'(u) = -

benzer olarak (3.2.2), (3.2.40) esitliklerinden de

(n—m)ef“m“+k21 +nt+m 1+efamu+k21
:L‘I(u) _ 1+e—amu+k21 5 (n—m)e_amu+k21+n+m
(nim)e—amu+k21 +n+m 1+efamu+k21 (3242)
/ 14e—amuthkay (n—m)e=@mutk21 ynim
y'(u) = ; ,

elde edilir.
Ik olarak (3.2.41) egitliklerinin her iki tarafinin integrali alinir ve gerekli

islemler yapilirsa

(m —n) e 9mutka 4 n 4 m ] — e~@mutkn
2$(u) - / __ p—amu+tk 4 _ —amu-+k du’
l1—e 21 (m—n)e 2+ n+m
(m r ’fl) efamqukzl +n+m 1— efamqukgl
Qy(u) - / —amu-+k + —amu-+k du
1—e 21 (m—n)e 24+ n+m

1— efamqukgl

1 — e—amutka 9 —amu+kay
2$(u):/<(m+n)( e ) + 2me )du—

/ ( 1 (m +n+ (m —n)e@muthkn _ 2m6am“+k21> du

m+n (m — n)e-omuthka 4 n 4+ m

(m + n) (1 _ e—amu—l—kgl) + 2m€—amu+k21
2y(u) = / ( = du+

/ ( 1 (m +n+ (m —n)e@muthka _ 2meam“+k21> du

m+n (m — n)e-emuthka 4 n +m

ve burdanda

2 ame = @mutha
21‘(’&) = / ((m + TL) + a(m)) du—

/ . 2 —a(m — n)me=mth
+ ( du
m+n  a(m+n)(m—n) (m—n)e @muthn £ n4m
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2 ame 9mutha

o) = / ((m tn) 4+ a(mo dut
/ (m i n * a(m + n?(m —n) ( (m_il(r:r)L e_?”zﬁi:j—u;? m) du

esitlikleri bulunur. Bu egitliklerden de

2
2z(u) = (m+n)u+—In \1 - e*“m“k?l] v
a m+n
2
b2 e, (3243)
a
2y(u) = (m+n)u+ 2 In |1 — etk 4 Y
a m-+n

2
——1In ]m +n+(m— n)e‘“m“+k21| + 2ko3
a

oldugu goriiliir, burada (1 — e~™*+*21) ile (m + n + (m — n)e" " 21) sayilan
ayni igaretlidir ve koo, kog € R dir.

Benzer olarak (3.2.42) esitliklerinin her iki tarafinin integrali alindiginda

1 —amu+ka1\ _ 2 —amu-+kai
2$(u):/<(m+n)( +e ) — 2me )du—

1 + efamqule

/ 1 (m +n+ (n — m)e‘“m“+k21 + Qme—amutka p
u
m + n (’]’L J— m) e—amu—i-kgl + n + m J

+ 14+ —amu—+ka1 ) —amu-+ka1
2y(u)=/<(m m (1 +e ) = 2me du+

1 + efamqukzl

/ 1 (m +n+ (n — m)e—amu+k21 + Qe —amutka ;
u

veya

2 —ame@muthka 1

20(u) = / ((m+n) P - m+n) dut
(

2 —a(n — m)me-amuthn
( = ) | du,
a(m+n)(n—m) (n—m)e-omuthar +n4+m

2y(u) = / ((m +n) + 2(_(me_(mwml) +— i n) du—

a 1 + 6famu+k21
2 —a(n — m)meomutha
( du
a(m+n)(n—m) (n—m)e-9mutha 4 n+m
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olur ve k’24, kos € R icin

2
2u(u) = (m+n)u+ = In |1+ e ometha| - 2 (3.2.44)
a m+n
2
+—In ’m +n+(n— m)e‘am“km{ + 2koy (3.2.45)
a
2y(u) = (m+n)u+ 2 In |1+ e @™tk 4 -
a m-+n

2
——1In ‘m +n+(n— m)e_amwk”‘ + 2ko5
a

olarak hesaplanir.
Boylece (3.2.35), (3.2.43) ve (3.2.44) esitliklerinden asagidaki teorem elde

edilir.

Teorem 3.2.5. m = 2—2 =1, n =< wve s >1 olmak tzere, e** yogunluklu

Lorentz-Minkowski dizleminde agurlikle egriligi sabit (k, = c) olan birim hizl

spacelike egrileri:

(n£m)?+1
(ntm)?—1

n+m— —L n+m+ —L
ag(u) = ((%) u + ki, (%) u+ kzgo) (3.2.46)

bir dogrudur, burada kyg, kog € R dir.

i)

i) Egimi olan

1 In((1—eF21—0mu) (n(1—eF21—9m0) pm(14ek21 —amu
% (Tl +m—= n+m) + ( )(n( - ) ( ) + k22,
049<U> - 11'1( 1_eko1—amu )
u 1 n(1—ek21—amuy 14 ka1 —amu,
§(n+m+n+m)+ a +k’23

(3.2.47)
dir, burada ko1, koo, kos € R ve (1 — e‘“m”kzl) ile (m +n+(m— n)e‘“m“+k21)
sayrlary ayne isaretlidir.

iii)

ln(1+ek217amu)+1n|n(1+ek217amu)+m(1_ek217amu)|

o (%(n—{—m_nim)—i_( a )+k247

&10 (u) - u 1 ln(1+ek217amu)_ln|n(1+ek217amu)+m(1_ek21famu)|
s(ntm+ )+ ( a ) + kas)
(3.2.48)

dir, burada koy, kos, ko5 € R dir.
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Sekil 3.19 (a) ve (b) de, siwasiyla ¢ > 1 iken ¢ = 6, ky1 = 50, kyy = ka3 = 0,
a=1,2,3,4,5vec="0,koy =1, koy = kos =0, a=1,2,3,4,5 i¢in e* yogunluklu
Lorentz-Minkowski diizleminde agirhikh egriligi (s, = ¢) sifirdan farkh sabit olan

birim hizh spacelike (3.2.47) ve (3.2.48) egrileri gosterilmektedir.

150 -

\\ |

(a) (3.2.47) egrileri (b) (3.2.48) egrileri

Sekil 3.19: £ > 1 i¢in e** yogunluklu E? de (k, = c) spacelike egrileri

€ < —1igin (5.2.22) esitliginin ¢oziimii:

Bu durumda £ > 1 durumuna benzer iglemler yapilrsa; sirasiyla (3.2.37),

(3.2.39), (3.2.41) ve (3.2.43) esitlikleri kolaylikla elde edilir. Béylece

Teorem 3.2.6. m = \/Z—i — 1, n= ¢ iken; ¢ < —1igin e® yogunluklu Lorentz-Minkowski
dizleminde agurlikle egriligi sabit (k, = c) olan birim hizly spacelike egrileri

(3.2.47) ile verilir.

—1 < £ < 1igin (8.2.22) esitliginin ¢ozimii:

Ilk olarak ¢'(u) = 0 kabul edilip (2.2.22) esitligi yeniden yazihrsa

(eg(U) — f)z = (E)Q —1
a a
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olur, bu da miimkiin degildir.

Ayrica ¢'(u) # 0 kabul edilir ve (3.2.22) esitligi yeniden diizenlendiginde

= —a
(o =) +1- 5
veya
2d(e9™)

= —adu. (3.2.49)

2 e\ 2
1-4 ) +1
(2) () )
olarak hesaplanir. (3.2.49) egitliginin her iki tarafinin integrali alinirsa

ed(u) _ ¢
2arctan | ————2 | = kg — au

1
c? c?
V- a2 T a2
elde edilir ve gerekli iglemler yapildiginda

2 1— 2—2 (kgﬁ — CLU)
9 =\ [1-gan [ L2 +2 (3.2.50)
a

2 a

olur, burada kss € R dir. (3.2.2), (3.2.50) esitliklerinden

(7’ tan (*r(k%;au) ) +n ‘.

r nr(k26—au)
2(rtan( 55722 ) (3.2.51)

(r tan(iﬂk%;au) ) +n> +1

y/(u) = z(rtan(r(k%;—au))_"_n) )

' (u) =

olarak hesaplamir, burada r = /1 — Z—z ve n = ¢ olarak almmustir. (3.2.51)

egitliginin her iki tarafinin integrali alinirsa

nkag+2 ln‘cos(ww-ﬂ ln‘(n COS(T(k2<32—au) )+ sin( T‘(k262—au) ))‘

x(u) = % + k27
n(2au—kae)+2In cos(w) —21In (ncos(w)—s—rsin(w))
y(u) = ‘ : ’ gl ? : ’ + kog

(3.2.52)

olur, burada ko7, kog € R dir.

Teorem 3.2.7. r =4/1 — Z—z, n=<wve—1<< <1 olmak tizere e* yogunluklu

Lorentz-Minkowski dizleminde agurlikle egriligi sabit (k, = c) olan birim hizl
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spacelike egrisi asagidaki gibidir

nkog+2 ln‘COS(W)P,Q ln‘(n COS(T(kQGQ*au) )+7‘ Sin('r(k262*au> ))‘

« (u) = 2a + k:277
11 n(2au—kag)+2 ln‘cos(W)‘f2ln‘(n cos( T(k262*au) )+ sin(r<k2627au) ))‘ ’
3a + kg

burada tan(w) >—"wek; €R,i=26,27,28 dir.

Sekll 3.20 de ¢ = 1,]626 = 1, k27 = k28 = 0, a = —5, —4, —3, —2,2,3,4,5 ve
—1 < £ < 1igin e yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirhkh egriligi

(k, = ¢) olan birim hizl spacelike egrileri gosterilmektedir.

Sekil 3.20: —1 < £ < 1 igin e* yogunluklu E} de (k, = ¢) spacelike egrileri

Sonug 3.2.2. e* yogunluklu Lorentz-Minkowski dizleminde agirlbikly egriligi sifr

—dogrusal) olan birim hizle spacelike egrisi
2 g ’4 g
In sin(kgsfau)

aga(u) = —a + ka7, p

In feot(fegee)]

seklinde parametrelendirilebilir, burada tan(r(bg—%“)) > -2 wvek € R i =

26,27, 28 dir.
Sekﬂ 3.21 de ]{?26 = 1, ]{327 = kgg = O, a = —5, —4, —3, —2, —1, 1,2,3,4,5 1(;111
e yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirhikh egriligi sifir (o—dogrusal)

olan birim hizli spacelike egrileri gosterilmektedir.

64



/

Sekil 3.21: €*® yogunluklu E? de ¢-dogrusal spacelike egrileri
iii) b # 0, a = 0 olsun
Bu durumda (3.2.3) esitligi
g'(u) — bsinh(g(u)) = ¢

veya

2¢'(u) — b (e9™) — e79™) = 2¢ (3.2.53)

olur. (3.2.53) esitliginde her iki taraf e9™ ile carpilir ve diizenlenirse

2ced(®)
2g/(u)@g(u) =) ( C@b + ng(u) — 1) (3254)

esitligi bulunur. (3.2.54) egitliginde sag tarafa g—z eklenip gikartildiginda

29/ (u)ed® = b ((eg<u) + 2)2 = (Z—z + 1)) (3.2.55)

elde edilir.

Burada (3.2.55) esitligi ¢ = 0 ve ¢ # 0 durumlarina gore ¢oziilerek spacelike
egriler elde edilecektir.

c =0 ig¢in (3.2.55) egitliginin ¢ozimai:

Ilk olarak ¢'(u) = 0 kabul edilip (3.2.55) esitligi yeniden yazilirsa
9w — 1
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olur ve boylece (3.2.2) esitliklerinden

=k
#u) = ko } (3.2.56)
y(U) =u-+ kg(]
elde edilir, burada ko9, k3o € R dir.
Ayrica ¢'(u) # 0 igin (3.2.55) esitligi

2¢' (u)e?™)

L9 WeET _y,
(eg(u))Q —1

veya

1 1
_ g(u)y —
(egw) “ 1 el & 1) d(e”™) = bdu

olarak hesaplanir ve burada her iki tarafin integrali alinirsa

edw) _ 1
eg() 41

’ _ cbutha (3.2.57)

esitligi bulunur. (3.2.57) esitliginden
ed(w) _ 1 AN
ed(w) + 1

ve
ed(w) _ 1

— _ebu+k31
edw) 4+ 1

oldugu kolayca goriiliir. Buradan da

1 + ebu+k31

edw) — 17
1 _ ebu+k31

(3.2.58)

ve

( ) 1 _ ebu+k31
glu) __

dir. Boylece (3.2.2), (3.2.58) ve (3.2.59) esitliklerinden

ve

1+ebu+k31

17€bu+k31

- 1+ebu+k31

ZE’(U) _ 1-cbutks 5

1+ebu+k31

1_ebutks3y

1-_ebutkal

1+ebu+k31

1—ebutkal

2

14ebutksy

butksy butk
/ — 1+4e 31 l—e 31
'(u) = 3

1-ebutkal

1+ebu+k31

1+ebu+k31

1_ebutk3y
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olarak hesaplanir.

Ik olarak (3.2.60) esitliklerinin her iki tarafinin integrali alinirsa

-1+ ebu+k31 2 1+ ebu+k31 2
Zx(u) = / ( 1_ ebu+k31 + 1 ebu+l€31 + 1 + €bu+k31 - 1 + 6bu+k31) dua
-1 + ebu+k31 2 1 + ebu+k31 2
2y(u) = / ( [T i G e T IR T L R eb“”%l) a
veya
Qe bu 2e~0u
2x(u) = / (—1 e T T e ekm) du,
2e~bv 2¢~bu
2y(u) = / (—1 + g e 1+ T e’m) du
ya da

-2 —bebu 2 —bebu
25 Qh= / (T (e—b" — ek31) & b (e—b“ + ek?ﬂ)) du,
2 —bebu 2 —be b
2y(u) — / (_2 o E (e—bu _ ek‘31) - E (e—bu + 6k31 )> du
son olarak da

In ’e‘b“ + ek31| In ‘e‘b“ — ek31’

x(u) b b + k32

B In |e—bu + ekf:}l} B I ‘e—bu _ €k31|

y(u) = —u 2 2 + k33

elde edilir, burada bu + k31 < 0 ve k3o, k33 € R dir.

Benzer olarak (3.2.61) esitliklerinin her iki tarafinin integrali alinirsa

() = In ‘e_bu — ek31’ B In ‘e_b“ + ek?’l‘ ok,
b b
—bu k —bu __ ks
y(u):—u—ln|e b—I—e?’l}_ln’e b 651|+k35

elde edilir, burada bu + k31 < 0 ve k34, kss € R dir.

Teorem 3.2.8. e yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agurlikle egriligi

sifir (p—dogrusal) olan birim hzl spacelike egrileri:
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i) Egimi oo, yani y-eksenine paralel olan

ag3(u) = (kag, u + ksp)

bir dogrudur, burada kag, k3g € R dar.

a(u) = b + k32, —( b )+ ka3 |,
(3.2.62)
burada bu + k31 < 0 ve k3o, k3z € R dar.
iii)
In (—Z:ZZ;EE) In(e~2 — ¢2ks1)
0415(’U/) = f"‘kg%—( b +U)+l€35 ,
(3.2.63)

burada bu + k31 < 0 ve ksy, k35 € R dar.

Sekil 3.22 (a) ve (b) de swrasiyla k33 = —1, k3o = kg3 = kgy = k35 = 0, b =
—1,-2,-3,—4, -5 icin e® yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirlikh
egriligi sifir (p—dogrusal) olan birim hizli spacelike (3.2.62) ve (3.2.63) egrileri
gosterilmektedir.

c # 0 igin (3.2.55) egitliginin ¢ozidmii:

Ik olarak ¢'(u) = 0 kabul edilip (3.2.55) esitligi yeniden yazildiginda

e = [+ 13

elde edilir ve (3.2.2) den

vy = T
i = L



(a) (3.2.62) egrileri (b) (3.2.63) egrileri

Sekil 3.22: e® yogunluklu E? de p—dogrusal spacelike egrileri

olarak bulunur. Burada her iki tarafin integrali alindiginda

237(11,): \/(5)24— —%—W U+k’36

2y(u) = (%)2+1—§+ﬁ u + ksy

(3.2.64)

olur. (3.2.64) esitliginde k36, k37 € R dir.
Ikinci olarak ¢ # 0 icin ¢’ (u) # 0 kabul edilip (3.2.55) esitligi yeniden diizenlenirse

24" (u)ed™

veya
1 d(es™)
e 48—\ [E 11 e pepfE1) [E 4
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olur ve (3.2.65) de her iki tarafinin integrali alindiginda

gu) y ¢ [
T TNVET Fe (3.2.66)
s + €4/ +1

esitligi bulunur, burada kss, k39 € R dir. (3.2.66) esitligi

gu) L ¢ _ [
e VA 1 _ 6bu,/g—§+1+k39
ed) + €4\ /2 +1

u c 2
eg( ) + I_) — B2 +
9w &4 /S +1
seklinde yazilir. Bu son esitliklerden

VG +1— S+ 4/ + DelViztluthe
g(u) (3.2.67)

(A =
1— eb\ / g—; +1u+k3g

JE 1 e (2 g [E 1)ehV itttk
ef) = V° AL (3.2.68)
1+6b\/z—§+1u+k39

oldugu goriiliir. (3.2.67), (3.2.68) esitlikleri (3.2.2) esitliginde yerine yazildiginda

ve

2
bu §7+1+k539

= —€

ve

s—t+(t+s)ebsu+k39 175b3“+k39 )
$/(U) = 1—ebsutksg s—t+(t+s)ePSuTFR39
2 (3.2.69)
s—t+(t+s)ePsutk3g 1_ebsutksg e
y,(u) = 1—ebsutkzg s—t+(t45)eb5uTR3g
2 y,
ve
s—t—(t+s)eb5utk39 4 bsutkgg )
x/ (u) _ 1+ebsu+kt39 sftf(t+s)ebsu+k39
2 b (3.2.70)
sftf(t+s)ebsu+k39 1+ebsu+k39 R
/ _ 1+cbsutkag s—t—(t+s)ePSuTk39
y'(u) = 2 J

olarak hesaplanir. Burada \/2—2 +1=s, § =t olarak kabul edilmigtir.

Ik olarak (3.2.69) esitliklerinde her iki tarafin integrali almirsa

22(u) = / (—(s + 1) + (t+ s)ebsuthso 4 23) e

1 _ ebsu+k39
/ 1 [(s+1t)— (t+ s)ebsuths
du,
s+t \(s—1t)+ (t+ s)ebsutha
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1 _ eb8u+k39

/ 1 [((s+1) = (t+ s)ebsutho
du
s+t \(s—1t)+ (t+ s)ebsuths

2y(u) = / (—(s + 1) + (t + s)ebsuthso 4 25) -

veya
2z(u) = / (—(s +t)+ %) du—
/ 3 -1” (_1 TGo0q (1528+ s)ebsu+kss> du,
2y(u) = / (—(s +1t)+ %) du-+
/sit (‘1 TG0+ <tQS+ >) o
ya da

2(u) = / (—(s+t) - %(%)) du—
/ <_s i t (s+ t)?s — t)b((s —;)is;utfiiiS:)eksg )) du,
2yt = [ (=640 - 22 aus

1 2 —(s — t)bse v
/ (_s Tt (s+D(s— t)b((s e bt (L + s)ek39)) du

ve boylece

2z (u) = —(3+t)u—g In g0 — ¢t |+—u +2 In|(s — t)e " + (£ + 5)e™|+kq
b s+t b ’

2y(u) = _(54'75)“—2 In |€7b8u — 6k39|— 2 In ‘(3 —t)e " 4 (t + s)ek39|—|—k41
b s+t b

elde edilir, burada bsu + k39 < 0 ve kyg, kg1 € R dir.

Benzer olarak (3.2.70) esitliklerinin her iki tarafinin integrali alinir ve gerekli

iglemler yapilirsa

2 2
2z(u) = —(s+t)u—g In |e™"" + ek39|+5L—i—t+5 In|(s —t)e ™" — (t + 5)e™ |4k,
2y(u) = —(S—{—t)u—g In |6_b8“ + ek ’ w2 In |(s —t)e bt — (t + s)ek39|—|—k43
b s+t b

esitlikleri elde edilir, burada 57} > ePsuths9 ve ko kys € R dir.
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Teorem 3.2.9. \/g—z +1=s, § =1t olmak zere e yogunluklu Lorentz-Minkowski
diizleminde agurhikly egriligi sifirdan farkl (k, = ¢ # 0) olan birim hazl spacelike
egrileri:

(s—t)%+1
(s—t)%—1

s—t— L s—t+ =
ae(u) = ((%) u + kg, <TH) u + kaz)

bir dogrudur, burada ksg, k37 € R dir.

olan

i) Egimi

u, 1
ay(u) = <§(s+t —t—s)-
1
E(ln(e_bsu — €M) —In((s — t)e " 4 (t + 5)ek®) + kyo,
- 1
7”(8 — Fids)- (3.2.71)
1
g(ln(e’bsu — ") +-In((s — t)e " + (t + 5)e™) + kq1)

dir, burada bsu + ksg < 0 ve kyo, ky1 € R dir.

iii)

1(ln e — M| —In|(s — t)e™"" — (t + )€™ |) + kua,

it s)— (3.2.72)

%(ln ‘e‘bsu + ek’39‘ +In ’(s - t)e_bsu — (t+ s)ek&“” + ky3)

dir, burada Z—:; > eP5utks9 ye oy kys € R dir.

Sekll 3.23 (a) ve (b) de, swa&yla, Cc = 1, k?gg = —10, k40 = k?41 = ]{342 = k43 = 0,
b= —4,-3,-2,-1,1,2,3,4 icin % yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde
agirlikli egriligi sifirdan farkh sabit olan birim hizh spacelike (3.2.71) ve (3.2.72)

egrileri gosterilmektedir.
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(a) (3.2.71) egrileri (b) (3.2.72) egrileri

Sekil 3.23: € yogunluklu E? de (., = ¢) spacelike egrileri

Ikinci olarak a(u) = (z(u),y(u)) Lorentz-Minkowski diizleminde birim hizh
timelike bir egri olsun. «(u) egrisinin teget vektorii, normal vektorii ve egriligi

sirasiyla

olup, (1.0.1) ve (1.0.2) esitliklerinden birim hizli timelike o(u) egrisinin agirlikli

egriligi
ki = a'(u)y" (u) — 2"(w)y (u) + ay'(u) — bz’ (u)
olarak hesaplanir.

Sonug 3.2.3. et yogunluklu E2 de birim hizl timelike a(u) = (z(u),y(u))

egrisinin agirbikly egriliginin sabit olmasi i¢in
' (w)y" (u) — 2" (w)y' (u) + ay' (u) — ba'(u) = ¢ (3.2.73)

esitliginin saglanmasy gerekmektedir, burada ¢ € R dir.

73



E? de birim hizh timelike a(u) = (z(u), y(u)) egrisinde

2'(u) = cosh(h(u)), (3.2.74)

Y/ () = sinh(h(u))
olarak alimirsa (3.2.73) esitligi

ky = h'(u) + asinh(h(u)) — beosh(h(u) = ¢ (3.2.75)
esitligine donitisiir.

Burada en az birisi sifirdan farkli olan a ve b sabitlerinin durumlarina gore
yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirlikli egriligi sabit olan timelike
egriler olusturulmustur.

i) a = b olsun.

Bu durumda (3.2.75) esitligi yeniden diizenlenirse

eh(u) i e_h(u)) (eh(u) + e_h(u)
_— —_— a —

h'(u)+a( > 5 )+g'(u) =c

ve buradan da

W (u)eh™ = e 4 ¢ (3.2.76)

olarak bulunur.

(3.2.76) esitligi ¢ = 0 ve ¢ # 0 durumlarma gore ¢oziilerek timelike egriler elde
edilecektir.

c=0 i¢in (3.2.76) esitliginin ¢ézimii:

Bu durumda (3.2.76) dan
d (e"™) = adu (3.2.77)
esitligi elde edilir. (3.2.77) esitliginin her iki tarafinin integrali alimrsa

h(w)

" = au + kyy (3.2.78)
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olur, burada kg € R dir. Ayrica (3.2.74) ve (3.2.78) esitliklerinden

/ _ (autkqq)?+1

x (u) — " 2(autkas) (3 2 79)
/ _ (autkas)?—1 o

y (U) - 2(au+k44) '

elde edilir ve (3.2.79) esitliginin her iki tarafinin integrali alinirsa

w(u) = g 4 o 4+ Bl 4 gy 5250
y(u) = by 4 o — Bl 4y B

seklinde hesaplanir, burada au + kg > 0 ve kys, kyg € R dir.

Boylece, (3.2.80) den agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.10. e*®+Y) yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agurlikly egriligi

sifur (o — dogrusal) olan birim hizl timelike egri
au(aut2kas)+2In(autkaq) uy k:45
y ’ (3.2.81)

O[lg(u) =
au(autkaa)—2In(autkas) +k
4a 46

dir, burada ks, kig € R ve au + kgyy > 0 dor.

Sekil 3.24 de kyy = 6, ky = ks = 0 ve a = —5, —4, -3, -2, —1,1,2,3,4,5 icin

e®@+9) yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirlikhi egriligi sifir (¢ —dogrusal)

olan birim hizli timelike (3.2.81) egrileri gosterilmistir.

41

Sekil 3.24: e*@ ) yogunluklu E? de p—dogrusal timelike egrileri
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c# 0 igin (3.2.76) esitliginin ¢ozimii:

Ilk olarak h/(u) = 0 kabul edilip (3.2.76) esitligi yeniden yazilirsa

=T } (3.2.82)

02—a2

y/(U) ~ 2ac

elde edilir. (3.2.82) esitliginin her iki tarafinin integrali alindiginda, z(u) ve y(u)

bilegenleri
— —(12—02 _"_ k
x(U) 22ac2 ¢ " } (3283)
y(u) = S u+ kg
olarak hesaplanir, burada ¢ < 0 ve kyr, kyg € R dir.
Ayrica h'(u) # 0 kabul edilip (3.2.76) esitligi yeniden diizenlenirse
d ()
m = cdu (3284)

elde edilir. (3.2.84) esitliginin her iki tarafinin integrali alinir ve diizenlenirse

eh(w) _ geutkag a (3.2.85)
C
ve
oh(w) — —a eCutkag (3.2.86)
C

esitlikleri elde edilir, burada ks € R dir. Ayrica (3.2.85) ve (3.2.86) egitlikleri

(3.2.74) esitliginde yerine yazilir ve integralleri alinirsa

kg o
x(u) — g_gu _'_ ecu;ck49 + ln’ce 492aae cu‘ + k50
k49 —qe—ct (3.2.87)
. —a ecutkqg 1H|Ce 19 —ge |
ylu) = geut 5 - % + ks
ve k
—Ccu
x(u) — E_gu _ ecu;ck49 + 1n|ae 2:’06 49| + k52 2
oy, etthi  InfaeT " bect] (3.2.88)
ylu) = geu =T - 2a + k53

olarak hesaplanir. (3.2.87) esitliginde et > 2 ve kg, ks; € R ve (3.2.88)
esitliginde ise —ecutkao > ¢ ve kg, ks3 € R dir.
Boylece (3.2.83), (3.2.87) ve (3.2.88) esitliklerinden asagidaki teorem elde

edilir.
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Teorem 3.2.11. e®+Y) yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agurlikl egriligi

sifirdan farkl sabit (k, = ¢ # 0) olan birim hizl timelike egrileri:

i) Egimi £=% olan
2 _ 2 2 _ 2
—a® —c c—a
ag(u) = | ——u + kyr, u+k
20(u) ( 2ac T 2ac 48)
bir dogrudur. @ = —c¢ olmasi durumunda asy(u) dogrusunun egimi oo olup y —

cksenine paralel bir dogrudur, burada ¢ < 0 and k; € R, i = 47,48 dir.

ii)

ecutkag _qq + 1n‘ce’“49—ae_0“’ + l{
a (u) — 2c 2a 50,
21 ecutkag _qu _ 1n|cek49—ae_0“’ . e )
2c 2a 51

burada ef9 > 2= ve k; € R, i = 49,50, 51 dir.

Cc

iii)
ln|cgk49 +ae*°“’ ecutkag 4 gy
2a B 2c + k52’
aga(u) = k —c )
ecutkig 4 qq 1n|ce 49 -ae” L
o 2c r 2a + K53

burada —ek+ > % ve k; € R, © = 49,52, 53 dir.

Sekil 3.25 (a) ve (b), sirasiyla ¢ = 1, kg9 = 10, ksg = k51 = 0, a = —5, —4, -3,
2112345 ve ¢ = 10,kyg = —1, kg = kio = 0, a = 1,2,3,4,5 icin e*=+y)
yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirlikhi egriligi sifirdan farkli sabit

(ky = ¢ # 0) olan birim hizli timelike egrilerini gostermektedir.

(a) (ii) egrileri (b) (iii) egrileri

Sekil 3.25: e*@+¥) yogunluklu E? de (k, = ¢) timelike egrileri
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ii) a # 0, b = 0 olsun.
Bu durumda (3.2.75) esitligi

2K (u) + a ("™ — e ") = 2¢ (3.2.89)

C

olur. (3.2.89) esitliginde her iki taraf e"® ile carpilir ve sag tarafa a—z eklenip

gikartildiktan sonra gerekli iglemler yapilirsa

o (u)eh™ = —q ((eh(“) - §>2 - (% + 1)) (3.2.90)

elde edilir.

Simdi de (3.2.90) esitligi ¢ = 0 ve ¢ # 0 durumlarina gore ¢oziilerek timelike
egriler elde edilecektir.

c =0 ig¢in (3.2.90) esitliginin ¢ozimai:

Ik olarak A/(u) = 0 olsun. Béylece (3.2.90) esitliginden

=u+k
#(w) = ut ks } (3.2.91)
y(u) = kss
elde edilir, burada ks4, ks5 € R dir.
Ikinci olarak A/(u) # 0 olsun. Bu durumda (3.2.90) esitliginden
1 ]. h(u) i
(eh(u) —1 eh(w x 1) d(e"") = —adu
bulunur ve her iki tarafin integrali alindiginda
1 —au+kse
) — — 1€ (3.2.92)

1 — e—autkses

ve
1— e—au—i-kses
h(u) __
e = T e, (3.2.93)
olur. Boylece (3.2.92), (3.2.93) esitlikleri (3.2.74) esitliginde kullanilirsa

14e—0uthse | 14e—authse

x/(u> _ 1_e—autksg 1_e—autksg
1+efau+k:56 1+87au+k56 (3.2.94)
/ _ 1_e—authkss  1_—autkse
Yy (u) - 2
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ve
1—e=Uth56 | 1_e—authse

x/(u> _ 1e—autkse - 14e—2utkse
17€—au+k56 _ 176—au+k56 (3.2.95)
/ o 1+efau+k56 1+efau+k56
Yy (u) - 2

seklinde yeni esitlikler elde edilir.

Ik olarak (3.2.94) esitliklerinin her iki tarafimmn integrali almirsa

2€au 2eau
2x(u) = / (—1 + e 1+ can 4 ok €k56) du,

2€au 2eau
2y(u) = / (_1 + eau _ 6k‘56 + 1 - eau + ek‘56> du

veya
au __ Lk au ks
x(u):—u+ln|e - 656|+1n‘e a—i—e ¢ ke,
au __ Lk au k
y(u>:1n|e . 656|_1H’€ a—l—e56’+k58

elde edilir, burada au > ksg ve k57, ksg € R dir.
Benzer olarak (3.2.95) esitliklerinin her iki tarafinin integrali aindiginda z(u)

ve y(u) bilegenleri

In |e““ — ek56| In ‘ea“ + ek56‘
+

x(u) = —u+ - -

+ ks,

In |e““ + ek56| In ‘e‘“‘ — ek“‘

y(u) = + keo

a a

olarak hesaplanir, burada au > ksg ve ksg, ko € R dir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.12. e yogunluklu Lorentz-Minkowski duzleminde agurlikly egrilige
sifir (o — dogrusal) olan birim hizl timelike egrileri:

i) Egimi 0, yani x-eksenine paralel olan

ags(u) = (u + ksq, kss)

bir dogrudur, burada ksy, kss € R dir.
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ii)

In e2au _ 62k56 ln(eZ:_eksti)
agq(u) = ( ( - ) — u+ ks, (%ek“) ks |, (3.2.96)

burada au > ksg ve ksg, k57, ksg € R dir.
i)

In egau . €2k56 In ezz—i-eksﬁ
a25(u) = ( ( ) —u-+ /{759, (M) + /{760 s (3297)

a a

burada au > ksg ve ksg, kso, kg € R dir.

Sekil 3.26 (a) ve (b), swasiyla kss = —11, ksy = ksg = kso = ko = 0,
a = 1,2,3,4,5 ve i¢in ™ yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirlikli
egriligi sifir (¢ — dogrusal) olan birim hizh timelike (3.2.96) ve (3.2.97) egrilerini

gostermektedir.
i
- 2 4 6 é 1‘0 1é
(a) (3.2.96) egrileri
i~ < "

(b) (3.2.97) egrileri

Sekil 3.26: ¢** yogunluklu E? de p-dogrusal timelike egrileri

c # 0 igin (3.2.90) egitliginin ¢ozimii:
Tk olarak A/(u) = 0 kabul edilip (3.2.90) esitligi yeniden diizenlenirse

hw) = £ Sy 3.2.98
N (G (3.2.98)

ve

a

a
esitlikleri elde edilir. Fakat (3.2.98) esitligi saglanmaz ¢iinkii esitligin sag tarafi

negatiftir. (3.2.74) ve (3.2.99) esitliklerinden
2e() = (VG 1+ 2+ Ty vt hoo (3.2.100)
2y(u): \/(§)2+1+§—W U+k}61
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bulunur, burada kgg, kg1 € R dir.
Ayrica, h'(u) # 0 igin (3.2.90) esitligi

1 1 d(eh)

ehtw) — € J& 41 ehlw) /&4 1) /S 41

olur ve (3.2.101) egitliginin her iki tarafimin integrali alindiginda

hu) _ ¢ _ [
e a a? + 1 _ e—aug/%-i—l-i-kezg
ehlw) — ¢ 4 /& 41

esitligi elde edilir, burada kg, kes € R dir. (3.2.102) esitliginden

+1+ + c? 2+1+k‘63
o) — Va2

\/ +14-ke3

—adu

ve

c? c
) _ Va_2+1+5_(

auy/ S
2
2 ¢\, —ouy/ S5 +1+ke3
2 + 1-— E)B a
auy/ S5

\/ +1+ke3

oldugu goriliir. 1/2—2 +1=v, g = n olmak tizere (3.2.74), (3.2.103) ve

esitliklerinden
v+n+(v—n)eiavu+k63 1_e—avutke3 )
/ o 1_e—avu+k63 u+n+(v—n)e_‘“’“+k63
' (u) = G
v+n+(v7n)e_avu+k63 _ 1—e—avutkgy
l(u) . 1757‘“’“4”“63 v+n+(v7n)eiavu+k63
Yy - 2 J
ve
v+n7(v7n)e_avu+k63 i 1+efu.vu+k63 )
/ o 1+eiavu+k63 v+n7('ufn)eia“u+k63
' (u) = 5
v+n7(v7'n)e—avu+k63 + 1+5_”‘”“‘+k63
/( ) 1+eiavu+k63 v+n7(v7n)67""”u+k63
ylu) = 2 )
olur.

Ik olarak (3.2.105) esitliklerinin her iki tarafinim integrali almirsa

o o —avu+kes 2)
2$(U):/(n v+ (v—n)e + v) s

1 — efavquk@g
1 v—n— (v—mn)e Wk
/v—n (v+n)+ (v —n)eawutke

)
20(u) :/<n—v+(v—n) e~ avu-thes —i—2v) e
)

1—c¢ avu+kegs
1 v—n— (v—n)e Wutkes
/v—n (v+n)+ (v—n)e-avutkes
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(3.2.101)

(3.2.102)

(3.2.103)

(3.2.104)

(3.2.104)

(3.2.105)

(3.2.106)



veya

/(n—v—l— e - ))du+
e _ cokes

/ 1 ave®t
) | du,
n— a e‘w“ + (v — n)2ekes

/(n—v—l— e - ))du—
a e‘w“ — ere63
1 ave®™

d

/ (n— v a e‘“’“ + (v n)2€k63)) Y

ya da
22(u) = (n —v)u+ 2 In(e™" — ekos) + + 2 In(e™" + (v — n)2e3) + ke,
a n—v a
2y(u) = (n —v)u + 2 In(e™" — ekes) — Uy : In(e™ + (v — n)?e3) + ke
a n—v a

elde edilir, burada avu > kg3 ve key, kgs € R dir.

Benzer olarak (3.2.106) esitliklerinin her iki tarafinin integrali alinirsa

2
+ Zln(e™ — (v — n)%e™?) + ke,

2
22(u) = (n — v)u + = In(e™" + e"3) +
a

n—ov a
2y(u) = (n —v)u + 2 In(e™® 4 eFos) — v gln(e‘“’“ — (v —n)%eM3) + ke
a n—uv a
elde edilir, burada e ker € R dir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.13. 4/ g—z +1=w, £ =n olmak izere e*” yogunluklu Lorentz-Minkowski

diizleminde agqurlbikly egriligi sifirdan farkl (k, = ¢ # 0) olan birim hizl timelike

egrileri:
i) Egimi e
g (v+n)2+1
v+n+ v+n+
op(u) = ((%) u + k1, (%) u + ke2)

bir dogrudur, burada ke, kes € R dir.
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)= + —(In(e™" — e*3) 4 In(e™" + (v — n)2ek3)) + key,

(3.2.107)

1 U

)

n—uv §

1
(n—v— + = (In(e™* — eko3) — In(e™ + (v — n)%e"®)) + kes),
a

burada avu > kg ve key, kgs € R dir.
iii)

1 U

)

n—uv 5

1
agg(u) = ((n— v+ + a(ln(e‘”’“ + €F53) 4 In(e™" — (v — n)2ek3)) + ke,

(3.2.108)

1 1
n— v>§ + =(Im(e™™ + e*8) — In(e™™ — (v —n)*e"®)) + ker),

(n—v—

burada e™* ko3 > =U ye Lo ke € R dir.

n—+v

g (b) (3.2.108)
(a) (3.2.107) egrileri egrileri

Sekil 3.27: e yogunluklu E? de (k, = ¢) timelike egrileri

Sekﬂ 3.27 (a) ve (b), sn*amyla k'63 = —11, k64 = k’65 = k66 = k67 = 0,
a=1,2,3,4,5icin e* yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirlikh egriligi

sifirdan farkl olan birim hizli timelike (3.2.107) ve (3.2.108) egrilerini gostermektedir.
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iii) a= 0, b # 0 olsun.

Bu durumda (3.2.75) esitligi yeniden diizenlenirse

2K (u) — b ("™ + 7MW = 2¢ (3.2.109)
olur. (3.2.109) esitliginde her iki taraf e"™® ile carpilir ve sag tarafa Z—; eklenip
gikartilirsa

c\ 2 c?
2N (u)eh® = b ((eh(") + 5) 1 b_2) (3.2.110)

esitligi elde edilir.

Burada (3.2.110) esitligi ¢ = —b, c = b, § < =1, § > 1ve -1 < § <1

<
b

durumlarina gore ¢oziilerek timelike egriler elde edilecektir.

c = —bigin (3.2.110) esitliginin ¢ozimi:
Ik olarak h/(u) = 0 olsun. (3.2.110) esitliginden egrinin bilegenleri

= k
wlu) = u+t ks } (3.2.111)
y(u) = koo
olur, burada kgg, kg9 € R dir.
R'(u) # 0 olsun. Bu durumda (3.2.110) esitligi

2d (")

————= =0bd 3.2.112
(eh(u) _ 1)2 u ( )

olarak hesaplanir. (3.2.112) esitliginin her iki tarafinin integrali alindiktan sonra

gerekli iglemler yapildiginda

2
hw) =9 - = 3.2.113
€ bu + kg ( )

olarak hesaplanir ve (3.2.2) egitliginden z(u) ve y(u) bilegenleri

b

albe albe B (3.2.114)
_ _Injp ;-kml _ Infb +£€70 2| + ko

In[bu-+k In|bu+kro—2
z(u) = u — lbwthnol | o] L Lt ke }

olarak bulunur, burada bu + kg € R — [0, 2] ve ko, k71, k72 € R dir.

Boylece (3.2.111) ve (3.2.114) esitliklerinden agagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 3.2.14. % yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirlikly egriliji
sabit (k, = ¢ = —b) olan birim hizl timelike egrileri:

i) egimi 0, yani x — eksenine paralel olan
o9(u) = (u + kes, ko)

bir dogrudur, burada kgs, kgg € R dir.
i)

avgo(u) = <b“ + In(te?) In((bu + kzo — 2)(bu + ko))

b + k1, — b + ko
(3.2.115)

dir, burada bu + kzg € R — [0, 2] ve kro, k71, k2 € R dir.

Sekil 3.28, kyg = 20, kyy = ko =0, c= —b=—5,—-4,-3,-2,—-1,1,2,3,4,5
icin e” yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirhikh egriligi sifirdan farkh

olan birim hizli timelike (3.2.115) egrilerini gostermektedir.

Sekil 3.28: e yogunluklu E? de (k, = ¢ = —b) timelike egrileri

c=bigin (3.2.110) esitliginin ¢ozimii:
Kabul edelim ki A'(u) = 0 olsun. Bu durumda (3.2.110) esitliginden

e — 1

olur ki bu da miimkiin degildir.
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Kabul edelim ki A'(u) # 0 olsun. Bu durumda (3.2.110) esitliginden

2d (e
eh(u

olarak bulunur. (5.2.116) esitliginin her iki tarafinin integrali alindiktan sonra

gerekli iglemlerle

Zl’f(U) = —u+ 1n|bu+:73+2| . ln|bu;—k73\ + k'74 s 11m
o In|bu+k73+2| In|bu+k7s| ( el )
y(u) - b - b + k75

esitlikleri bulunur. Burada bu + k73 € (—2,0) ve krs, kry, k75 € R dir.

Boylece (3.2.117) esitliginden agagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.2.15. % yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirlikly egriligi
sabit (k, = ¢ = b) olan birim hizly timelike egrisi

bu+k
bu + In TS +k737_3;2
asi(u) = | — b + k7a, —

In|(bu + k73 + 2)(bu + kv3)|
b

+ k75

(3.2.118)

seklinde paremetrelendirilebilir, burada bu+ k73 € (—2,0) ve krg, kra, k75 € R dir.

Sekil 3.29, k73 = kmy = ks = 0, ¢ = b = 1,2,3,4,5 icin e yogunluklu
Lorentz-Minkowski diizleminde agirlikhi egriligi sifirdan farkli ve b ye esit olan

birim hizli timelike (3.2.118) egrilerini gostermektedir.

Sekil 3.29: e* yogunluklu E? de (k, = ¢ = b) timelike egrileri
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& < —1igin (3.2.110) esitliginin ¢ézimii:

Eger h/(u) = 0 ise (3.2.110) esitliginden

_ ¢ i \/7 (3.2.119)

elde edilir. Ayrica, (3.2.74) ve (3.2.119) esitliklerinden

(3.2.120)

bulunur ve (3.2.120) esitliklerinin her iki tarafinin integrali ahnirsa z(u) ve y(u)

bilegenleri

< 241
—tE/(5)? 1+7%i\/(£)T71

z(u) = i - u + kg

3.2.121
_%i\/(g)ﬁ_ﬁ ( )

y(u) = 5 2 U+ ]{377

olarak hesaplanir, burada kg, k77 € R dir.
Kabul edelim ki A/(u) # 0 olsun. Bu durumda spacelike egriler i¢in yapilan

islemlere benzer olarak, (3.2.110) esitliginden

1 1 ) 2
- d (e ) =b =i ldu
c c2 w c /c2
(3.2.122)
veya
[2
( Z_§_1+£>ebu bfg*1+k78+ /Z_;_ _g
e — \ (3.2.123)
2
(1 . €bu b2—1+k’78)
ve

o1 (V- Leg) e
2

(3.2.124)
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esitlikleri elde edilir. p = \/5—3 —1 ve t = § olmak iizere (3.2.74), (3.2.123) ve

(3.2.124) esitliklerinden

2 —bpu u 2 —bpu
2z(u) = —u (p + t>_5 In |e bpu _ ek78’—m+g In ’(p +t) e 4 (p—t)e ’—1—214379
(3.2.125)
u

2 2
2y(u) = —u(p+ t)—g In e~ — ek“‘!—i—m—g In|(p+1t) €™ + (p— t)e ™" |+2kso,

burada (1 — e ) ile (p — ¢ + (p + t)e?"++78) sayilar aym isaretli olup

2 2
2x(u) = —(p+1) u—g In {e_b“” + ek78|—_u +2
p

e = 0™ = (4 1) "7 [+2ks

(3.2.126)
U 2

—bpu k
P bln‘(p—t)e P (p 4 t) €|+ 2kso

2
2y(u) = —(p+1) u=y In e 4 ¥ |+

oldugu gorulur, burada k?7g, k}797 k?go, ]{3817 ks € R dir.
Boylece (3.2.121), (3.2.125) ve (3.2.126) esitlikleriden agagidaki teorem elde

edilir.

Teorem 3.2.16. p = ,/g—; — 1, t =% < —1 olmak tuzere e yogqunluklu Lorentz-
Minkowski dizleminde agurlbikly egriligi sabit (k, = c) olan birim hizlv timelike
egrileri:

. v . (= 2_
i) Egimi % olan

—tEp+ - —tdtp— L
QSQ(U) = ((%) u + krg, (% u + Ky (3.2.127)

bir dogrudur, burada kg, k77 € R dir.

ln( e—bpuiek78 )
—u 1 (p—t)e=bPu+(p+t)ek78
ass(u) = 2 <t+p+@) — (= ) + hao,
—u In((e~bP%—ek78) ((p—t)e PP 4 (p+t)ek7s
7<t+p_$>_( (« (=t (+0)e7e))) | gy

(3.2.128)
dir, burada krg, k7, kso € R ve (1 — ebp“Jr’”S) ile ((p+t)ebPutkrs 4 p —t) sayilar

ayn isaretlidir.
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iii)

—u In(e=P%4ek78) —In|(p—t)e PP —(p+t)ek78
7(t+p+$)—( |b |)+h81,
0634(u) = N L ]n(e*biﬂ“+ek78)+ln|(p—t)efbpu—(p-‘rt)ekm| )
7<t—|—p—%>—( 5 ) + hso
(3.2.129)
burada k78, kgl, kgg dir.
Sekil 3.30 (a) ve (b), swrasiyla ¢ = 6,krg = —61, krg = kg = 0, b =

—1, —2, —3, —4, —bSvec= ]_1, ]{378 = ]_07 k81 = ]{?82 = O, b= —17 —27 —37 —4, -5 1(;1n
e yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirhikh egriligi sabit olan birim

hizli timelike (3.2.128) ve (3.2.129) egrilerini gostermektedir.

-60 —40 -20 \2 40 60

(a) (3.2.128) egrileri (b) (3.2.129) egrileri

Sekil 3.30: § < —1 i¢in e yogunluklu E? de (k, = ) timelike egrileri

£ > 1igin (3.2.110) esitliginin ¢oziimii:
Bu durumda § < —1 durumuna benzer iglemler yapildiginda, agagidaki teorem

elde edilir.

Teorem 3.2.17. p = w/Z—i —1, t = § > 1 olmak uzere, e yogunluklu Lorentz-

Minkowski dizleminde agurlbikly egriligi sabit (k, = c) olan birim hizlv timelike

egrisi (3.2.128) ile verilir.
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—1 < 7 <1igin (3.2.110) esitliginin ¢zimii:

Ik olarak h/(u) = 0 kabul edilip (3.2.110) esitligi yeniden yazilirsa
h(w) E>2 _ (E>2 _1
(2 +3 b
olur bu ise miimkiin degildir.

Ayrica ' (u) # 0 alirsa (3.2.110) esitligi

2d(eh™)

5 2 eh(u)+£ 2
Vi

olarak hesaplanir. (3.2.130) esitliginin her iki tarafinin integrali aliir ve gerekli

= bdu. (3.2.130)

islemler yapilirsa

" 02 \/1—2—;(bu+k83) c
e =4 /1 — 73 tan - - (3.2.131)

2 b

elde edilir ve buna gore (3.2.74), (3.2.131) esitliklerinden

t(ks3+2bu)+2 ln)cos(%ksg’))‘—Z ln‘ (t cos(q(b%k&q’))—q sin(%))’

+ k84

2b
thgs—2 ln‘cos(%)‘—2 ln‘(t cos( q(bu;k&n’) )—g sin( ‘I(b“;kSS) ))‘

y(u) = % + kss
(3.2.132)

olur, burada ¢ = /1 — Z—;, t =7, kg3, ks, ks € R dir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.18. ¢ = /1 — g—i, t =7 ve—1<§ <1 olmak tzere, e yogunluklu
Lorentz-Minkowski dizleminde agurlikle egriligi sabit (k, = c) olan birim hizl

timelike egrisi

t(kgz+2bu)+2 ln’cos(%k%)) )72 ln’ (t cos( q(bu;k&ﬂ’) )—gsin( q<b7“2rk83) ))‘

o (u) _ - 2% + k84a
35 tk83721n‘cos(%)‘72ln‘(tcos(%)quin(%))‘
% + kss
(3.2.133)

dir, burada tan(%) > 3 ve k; € R, i = 83,84,85 dir.
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Sekﬂ 331, c = 1,/{383 = 1, k‘84 = k‘&r, = 0, b = —5, —4,—3,—2,2,3,4,5 ve
—1 < 7 <1ign % yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirhkh egriligi

sabit olan birim hizli timelike (3.2.133) egrilerini gostermektedir.

Sekil 3.31: =1 < 7 < 1 igin e yogunluklu E? de (k, = ¢) timelike egrileri

Sonug 3.2.4. e yogunluklu Lorentz-Minkowski dizleminde agirlikly egriligi sifir

(¢ — dogrusal) olan birim hizl timelike egrisi

In |tan(2uthkss
O536(“) = ( | (b : )‘

—1In |% sin(bu + kgg)‘

+ k847

+ kg5> (3.2.134)

dir, burada tan(w) > g ve k; € R, i = 83,84,85 dir.

Sekil 3.32: e yogunluklu E? de o-dogrusal timelike egrileri

Sekil 3.32, kgy = 1, kga = kss = 0, b= —5, —4, —3, -2, —1,1,2,3,4,5 icin e
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yogunluklu Lorentz-Minkowski diizleminde agirlikli egriligi sifir ¢-dogrusal olan

birim hizl timelike (3.2.134) egrilerini gostermektedir.

3.2.2 ™% Yogunluklu E} Uzayinda Keyfi Parametreli Egriler

Bu alt kisimda e? (¢ = az + by) yogunluklu E? de, sirasiyla spacelike ve

timelike egriler incelenerek bazi karakterizasyonlar verilecektir.

Ik olarak a(u) = (x(u),y(u),0), E} de keyfi parametreli spacelike bir egri
olsun. «a(u) egrisinin Frenet vektorlerinin ve egriliginin agagidaki gibi oldugu

kolaylikla goriilebilir

1
T — 2’ (u),y (u),0),
e 0. 0).0)
1
N = -1/ (u), —x'(u),0), 3.2.135
e (V0,0 (32135)
B=(0,0,1)

ve

2y () — (W () 52.136)

() = )"
En az biri sifirdan farki olan a, b reel sayilar1 ve ¢ = ax+by igin e¥ yogunluklu

Lorentz-Minkowski uzayinda ¢ nin gradyant vektori
Ve = (a,b,0) (3.2.137)

dir. (1.0.2), (3.2.135) ve (3.2.137) esitliklerinden

do ay'(u) — bx'(u)
ANy (u)? — ' ()

oldugu goriiliir. (3.2.136) ve (3.2.138) esitlikleri yardimiyla, e®**% yogunluklu

(3.2.138)

Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli spacelike a(u) = (z(u),y(u),0)
egrisinin agirhikh egriligi; (1.0.1) esitliginden

o, = Ty () = @y (W) — (¢ ()" — @' (@) ay/ () = b'(w) g, 159,

: (v (u)? — 2/ (u)?)**

seklinde hesaplanir.

92



Sonug 3.2.5. et yogunlukliu Lorentz-Minkowski uzayinda, keyfi parametreli
spacelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurlikly egriliginin sifir (p — dogrusal)

olmas i¢in gerek ve yeter sart

2 (w)y" (u) + ay' (u)(y' (w)? — 2’ (w)?) = 2" (w)y'(w) + b’ (u)(y' (u)* — 2’ (v)?)
(3.2.140)

olmasaidar.

Asagida e® % yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda, a ve b nin durumlarina
gore; keyfi parametreli spacelike o(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirhikl egriligini
sifir yapacak (¢p—dogrusal) yeni egriler olugturulmustur.

i) a # 0 ve b =0 olsun.

Bu durumda e** yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
spacelike a(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin agirhkl egriligi; (3.2.139) esitliginden

o )y () — ')y’ (1) = ay/(w) (o (0)? = ()
v/ (w? = =/ (w)”?

5y —
olarak elde edilir.

Sonug 3.2.6. e** yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli spacelike
a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurlikle egriliginin sifur (o —dogrusal ) olmasi igin

gerek ve yeter sart
2 (w)y" (u) + ay () (y' (w)* — 2'(w)*) = 2" (u)y' () (3.2.141)
olmasudar.

(3.2.141) non-lineer denkleminin ¢6ziimiinde
o' (u) = 0 ise; (3.2.141) denklemi y'(u) = 0 igin saglanir. Bu ¢oziim bir nokta

belirtir.

In(ea® (W) 44/ e2ax(u) f¢
2’ (u) # 0 ise; (3.2.141) denklemi y(u) = ¢+ ( -  i¢in saglanr,

burada ¢; < 0, €22 4 ¢; > (0 ve ¢, o € R dir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.2.19. e* yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
spacelike a(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin agurlikly egriligi sifir (p — dogrusal)
olan egrisi

In <6ax(u) + 62ax(u) + Cl>

a

0 (3.2.142)

ap(u) = | z(u),co £

seklinde parametrelendirilebilir, burada ¢; < 0, €2 4+ ¢; > 0 ve ¢1,co € R dir.

Sekil 3.33 de z(u) =u, ¢; = —=3,co =5 vea=—5-4,-3,-2,—1,1,2,3,4,5
i¢in e yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayimda keyfi parametreli spacelike a(u) =
(x(u),y(u),0) egrisinin agirhkh egriligi sifir (p—dogrusal) olan (3.2.142) egrileri

gosterilmigtir.

T

Sekil 3.33: €** yogunluklu E? de ¢—dogrusal spacelike egrileri

it) b# 0 ve a = 0 olsun.
Bu durumda €% yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
spacelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirhikh egriligi; (3.2.139) esitliginden

)y () = o (0 () + b ()5 () = ' ()
(v/(w? = a'(w2)"”

Ky =

olarak elde edilir.
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Sonug 3.2.7. % yogunlukiu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli spacelike
a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurlikle egriliginin sifur (¢ —dogrusal ) olmas igin

gerek ve yeter sart
' (w)y"(u) = 2" (wy'(u) + bz’ (u)(y' (u)* — 2'(u)?) (3.2.143)
olmasidar.

Simdi (3.2.143) non-lineer denkleminin ¢éziimiinde

2’ (u) = 0 ise; (3.2.143) denklemi biitiin y(u) lar i¢in saglanir.

2"(u) = 0 ve 2'(u) # 0 ise; bu durumda c3,¢4 € R ve ¢3 # 0 olmak tizere
z(u) = csu + ¢4 olup (3.2.143) denklemi y(u) = ¢5 — w i¢in saglanir,

burada cs, cg € R dir. Fakat bu durumda bulunan egri, spacelike bir egri degildir.

2" (u) # 0 ise; (3.2.143) denklemi x(u) = ¢; + arctan h(y 11)“86%1"/(”)) i¢in saglanir.
Burada c¢7,cg € R dir. Fakat bu durumda da, bulunan egri spacelike bir egri

degildir.

Teorem 3.2.20. e yogunluklu Lorentz-Minkowski uzaynda keyfi parametreli
spacelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurbkl egriligi sifir (p — dogrusal)
olan egrisi

as(u) = (¢, y(u),0) (3.2.144)

seklinde parametrelendirilebilir, burada cyg € R dir.

Sonug 3.2.8. % yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli spacelike
a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurlikly egriligi sifur (p—dogrusal) olan (3.2.144)

egrisi yogunluk katsayrst olan ' nin seciminden bagimsizdur.

Ikinci olarak a(u) = (z(u),y(u),0), E? de keyfi parametreli timelike bir egri

olsun. a(u) egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi




N = NI OEESTITE (v'(u), ' (u),0), (3.2.145)
B =(0,0,1)
o= Py (W) — " (w)y'(u) (3.2.146)
(@ — )
dir.

En az biri sifirdan farkli olan a, b reel sayilar1 ve ¢ = ax + by olmak tizere e¥

yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda ¢ nin gradyant vektori
Ve = (a,b,0) (3.2.147)

dir. (1.0.2), (3.2.145) ve (3.2.147) egitliklerinden

do _ —ay' (u) + b’ (u)
AN /2 (u)? — y'(u)?

olarak bulunur. (3.2.146) ve (3.2.148) esitlikleri yardimiyla, e®**% yogunluklu

(3.2.148)

Lorentz-Minkowski uzaymda keyfi parametreli timelike a(u) = (x(u),y(u),0)
egrisinin agirhkh egriligi, (1.0.1) den

_ )y () = 2"y () = (@ () =y (0P =y (0) + b’ (w)
(@2 =y ()"

(3.2.149)

seklinde hesaplanir.

Sonug 3.2.9. et yogunlukliu Lorentz-Minkowski uzayinda, keyfi parametreli
timelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurlbikle egriliginin sifir (o — dogrusal)

olmasi i¢cin gerek ve yeter sart
o' (w)y" (w) + ay'(v) (¢ (w)? = y'(w)?) = 2" (w)y (u) + ba'(u) (' (w)® — y'(v)?)

(3.2.150)

olmasudar.
Asagida e®* % yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda, a ve b nin durumlarma
gore; keyfi parametreli timelike a(u) = (x(u), y(u),0) egrisinin agirhkl egriligini

sifir yapacak (¢p—dogrusal) yeni egriler olugturulmustur.
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i) a # 0 ve b =0 olsun.
Bu durumda e* yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli

timelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirhkh egriligi; (3.2.149) esitliginden

o P00y () = 2y () + oy () (@' ()~ (0)?)
’ (' ()2 =y (w)2)""

seklinde elde edilir.

Sonug 3.2.10. e yogunluklu Lorentz-Minkowski uzaynda keyfi parametreli
timelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurlbikle egriliginin sifir (o — dogrusal)

olmas i¢cin gerek ve yeter sart

2 (w)y" (u) + ay'(w) (2'(w)* =y (w)?) = 2" (w)y' (u) (3.2.151)
olmasidar.

Burada (3.2.151) non-lineer denkleminin ¢éziimiinde;
y'(u) = 0 ise; (3.2.151) denklemi biitiin z(u) lar i¢in saglanir.

y"(u) = 0 ve y/(u) # 0 ise; bu durumda cyg,¢1; € R ve ¢19 # 0 olmak iizere

In(cosh(aciou—ci3cio)
a

y(u) = crou + cpp igin, (3.2.151) denklemi z(u) = ¢jp — icin
saglanir, burada ci2,c13 € R dir. Fakat bu durumda bulunan egri, timelike bir
egri degildir.

y"(u) # 0ise; (3.2.151) denklemi y(u) = £y 2otV L erseter ) i¢in saglanir,

a

burada cyy4, c15 € R dir. Fakat bu durumda bulunan egri, timelike bir egri degildir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.21. e* yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
timelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirlikly egriligi sifur (p — dogrusal) olan
eqrisi

az(u) = (x(u), c16,0) (3.2.152)

seklinde parametrelendirilebilir, burada c16 € R dir.
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Sonug 3.2.11. e yogunluklu Lorentz-Minkowski uzaiynda keyfi parametreli
timelike o(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin agurlikle egriligi sufer (o — dogrusal) olan

(8.2.152) egrisi yogunluk katsayise olan a'nin se¢iminden bagimsizdar.

i1) b # 0 ve a = 0 olsun.
Bu durumda e” yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
timelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirlikli egriligi; (3.2.149) esitliginden

_ 2wy (u) — " (u)y' (u) — ba' () (' (w)* — o' (u)*)
(@' (w)? -y (w)?)*?

12

olarak elde edilir.

Sonug 3.2.12. €% yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli timelike
a(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin agurlbikl egriligi sifir (p — dogrusal) dur gerek ve

yeter sart
o' (w)y" (u) = 2" (w)y (u) + ba'(u) (2" (u)* — y'(u)?) (3.2.153)
dar.

Benzer gekilde (3.2.153) non-lineer denkleminin ¢oziimiinde;

y'(u) = 0 ise; (3.2.143) denklemi 2'(u) = 0 igin saglanir. Bu ise timelike bir
egri belirtmez.

In( by () \ e2by(uw) ¢ )
y'(u) # 0ise; (3.2.143) denklemi x(u) = ¢17% (0 o

; icin saglanir,

burada ¢15 < 0, €2 4 ¢10 > 0 ve ¢q7, 15 € R dir.

Teorem 3.2.22. % yogunluklu Lorentz-Minkowski uzaymnda keyfi parametrel
timelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurbkly egriligi sifr ( — dogrusal) olan
eqgrisi

In (v 4 \/c2utw +Clg)

b

as(u) = | a7 £ ,y(u),0 (3.2.154)

seklinde parametrelendirilebilir, burada ci1z < 0, €™ + 14 > 0 ve 17,15 € R

dir.
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Asagida, e®® ve e? yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda, keyfi parametreli
a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirhikh egriligi sifir (p—dogrusal) olan egrilerin
Frenet vektorleri ve Frenet vektorlerinden yararlanarak Smarandache egrileri
olugturulmustur. Ayrica, olusturulan bu Smarandache egrilerinin Frenet vektorleri
ve egriligi hesaplanmigtir. Burada, yalmzca e* yogunluklu Lorentz-Minkowski
uzayinda keyfi parametreli spacelike a(u) = (z(u), y(u), 0) egrisinin agirlikh egriligi
sifir (¢—dogrusal) olan (3.2.142) egrisi incelenmistir. Ciinkii e yogunluklu Lorentz-
Minkowski uzayinda, keyfi parametreli timelike a(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin
agirlikli egriligi sifir (p—dogrusal) olan (3.2.154) egrisi; (3.2.142) egrisi igin yapilan
caligmadaki islemlere benzer iglemlerle yakin sonuglar verir ve (3.2.144), (3.2.152)
egrileri ise birer dogru belirttiginden yapilacak islemlerin sonuglar1 kolayca
hesaplanabilir.

Buna gore, e yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
spacelike a(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin agirhikh egriligi sifir (p—dogrusal) olan

(3.2.142) egrisi

In (eaaz(u) + /e2ax(u) L Cl)

a

aj(u) = [ z(u),co + .0

olarak alinirsa, Frenet vektorleri ve egriligi

e2az(u) +c 6‘11’(“)
T, = , 0], 3.2.155
< Ve Ve (3:2159)

N, = [T overtita )
B,, =(0,0,1)

ve

6a:v(u)‘,b./(u)3/2 4/—C1

(eQam(u) + Cl>3/4

Ra, =

seklinde bulunur.

(3.2.155) esitliklerinden, (3.2.142) egrisinin 7'"B—Smarandache yrp,, ve TN B—
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Smarandache yrypa, egrileri, sirasiyla

e2az(u) +c 6‘“(“) 1
"= , L 3.2.156
YTB < \/__Cl \/__Cl \/5 ( )

ve

| N
\\/// s

W . I
= 1 0 1 2

Sekil 3.34: (3.2.142) egrisinin TB-Smarandache egrileri

e2az(u) L ecwv(u) 6ax(u) — \/e2az(v) +
YTNBa; =

- & —

\}V\

Sekil 3.35: (3.2.142) egrisinin TNB-Smarandache egrileri

,1) (3.2.157)

0.5
M, 0.0

I
0.4

olarak bulunur.

Sekil 3.34 ve 3.35 da, sirasiyla x(u) = In(u), c; = =3,a = 1,2,3,4,5 ve z(u) =
u, ¢ = —3,a = 1,2,3,4,5 icin e* yogunluklu yogunluklu Lorentz-Minkowski
uzayinda, keyfi parametreli spacelike a(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin agirhklh
egriligi sifir  (p—dogrusal) olan (3.2.142) egrisinin Smarandache egrileri

gosterilmistir. Boylece;
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e T'B—Smarandache vyrp,, egrisi timelike bir egridir ve Frenet vektorleri ile

egriligi

ve

dir.

e T'N B—Smarandache ypypq, egrisi null bir egridir.

3.2.3 ew’thy’ Yogunluklu E? Uzayinda Keyfi Parametreli
Egriler

Bu alt kissmda e? (¢ = az? + by?) yogunluklu E? de, sirasiyla spacelike ve
timelike egriler incelenerek bazi karakterizasyonlar verilecektir.
Tk olarak a(u) = (x(u),y(u),0), E? de keyfi parametreli spacelike bir egri
olsun. a(u) egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi (3.2.135) ve (3.2.136) esitlikleriyle
verilmistir. En az biri sifirdan farli olan a, b reel sayilar ve ¢ = az? + by? olmak

tizere e? yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda ¢ nin gradyant vektorii

Ve = 2(az(u),by(u),0), (3.2.158)

dir. (3.2.135) ve (3.2.158) esitlikleri kullanilirsa, (1.0.2) den

do _ 2(az(w)y'(u) - b'(w)y(u))
dN V' (w)? — 2 (u)?

olarak bulunur. (3.2.136) ve (3.2.159) esitlikleri yardimyla, ea* 0 yogunluklu

(3.2.159)

Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli spacelike a(u) = (x(u),y(u),0)
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egrisinin agirhikh egriligi, (1.0.1) den

o (u)yf () = o (u)y () = 2y'(w)* = @' () (ar{u)y/ (w) — b’ ()y(u)
(v/(w? = a'(w2)"”

liw =
(3.2.160)

seklinde hesaplanir.

Sonug 3.2.13. ¢®** by’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda, keyfi parametreli
spacelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurlikly egriligin sifur (p —dogrusal ) dur

gerek ve yeter sart

' (w)y" (u)+2az(w)y (u)(y' (u)*—a'(u)?) = 2" (u)y (u)+2by (u)’ (u) (y' (u)*—2' (u)?)
(3.2.161)
dar.

Agagida, eoe’ toy? yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda, a ve b nin durumlarina
gore; keyfi parametreli spacelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirlikh egriligini
sifir yapacak (¢ — dogrusal) yeni egriler olugturulmustur.

i) a # 0 ve b =0 olsun.

Bu durumda, e’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
spacelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirhikh egriligi; (3.2.160) esitliginden

" (wy'(u) — 2 (u)y"(u) = 2aa(wy’'(u)(y'(u)* — 2'(u)*)
(v (u)? = ' (u)?)*”

Ky =
olarak elde edilir.

Sonug 3.2.14. ™’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzaynda keyfi parametreli
spacelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurbikle egriliginin sifir (p — dogrusal)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2 (w)y" (1) + 2a2(u)y' () (y (w)* — o (u)?) = 2" (w)y/ () (3.2.162)

olmasaidar.
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Burada (3.2.162) denkleminin ¢6ziimii;

x(u) = 0 ise; (3.2.162) denklemi tiim y(u) lar igin saglanir.

o' (u) = 0 ise; (3.2.162) denklemi y'(u) = 0 igin saglanmir. Bu ¢oziim bir nokta
belirtir.

' (u) # 0 ise; (3.2.162) denklemi y(u) = ¢ j:} o (e dt igin saglanir,

1 /e2az2(t)+cl

burada ¢; < 0, €221 4 ¢; > 0 ve ¢1, ¢ € R dir.

Teorem 3.2.23. ¢’ yogqunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
spacelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurbkl egriligi sifir (p —dogrusal) olan
egrilert

ai(u) = (0,y(u),0) (3.2.163)

ve
$/(t)€ax2(t)

\/ e2az?(t) +c

seklinde parametrelendirilebilir, burada ¢, < 0, e2ae?(t) 4 c1 >0 ve c1,c9 € R dir.

as(u) = | z(u),co £ dt,0 (3.2.164)
1

Sekil 3.36 de z(u) = y/In(u),c; = —0.1,¢; = 4, a = 1 icin " yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli spacelike a(u) = (x(u),y(u),0)

egrisinin agirhikh egriligi sifir (p—dogrusal) olan (3.2.164) egrisi gosterilmistir.

Sekil 3.36: e**” yogunluklu E? de ¢-dogrusal spacelike egrisi

i1) b # 0 ve a = 0 olsun.

Bu durumda, e’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
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spacelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirhikl egriligi; (3.2.160) esitliginden

)y () — ()" () + 2Dy () () () — ' ()?)
’ (v (w)? — ' (u)?)"

olarak elde edilir.

Boylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.2.15. e’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
spacelike a(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin agurbkl egriliginin sifir (o — dogrusal)

olmas i¢cin gerek ve yeter sart
2 (w)y" (u) = o (w)y (u) + 2by(w)a' () (y (w)? — o' (0)?) (3.2.165)
olmasudar.

Benzer olarak (3.2.165) denkleminin ¢6ztimii;

2'(u) = 0 ise; (3.2.165) denklemi biitiin y(u) lar i¢in saglanir.
/ s . o b y' () o . o

o' (u) # 0 ise; (3.2.165) denklemi z(u) = ¢4 + {—mdt i¢in saglanir,

burada ¢4, c5 € R, c5 > —e20%°(0) dir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.24. eV’ yogqunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
spacelike a(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin agurlikly egriligi sifir (p — dogrusal)
olan egrileri

az(u) = (c3, y(u), 0) (3.2.166)

ve

),0 (3.2.167)

u
/
t
as(u) = | ¢ :i:/ yt) dt, y(u
1+ cye2tv?(®)
1

seklinde parametrelendirilebilir, burada cs3,cq,c5 € R, c5 > —e~ 20 ®) gy,

Sonug 3.2.16. e (ve v ) yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi

parametreli spacelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurlikly egriligi sifir (p —
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dogrusal) olan (3.2.163) (ve (3.2.166)) egrileri, yogunluk katsaysi a'nin (ve

b'nin) seciminden bagimsizdur.

Simdi de a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin E? de keyfi parametreli timelike bir
egri oldugunu kabul edelim. «(u) egrisinin Frenet vektorleri ve egriligi (3.2.145)
ve (3.2.146) ile verilmigtir. Ayrica, (3.2.145) ve (3.2.158) egitlikleri kullanilirsa

(1.0.2) den

dp _ 2(—ax(u)y'(u) + ba'(u)y(u))
N V' (u)? =y (u)?
olarak bulunur. (3.2.146) ve (3.2.159) esitlikleri yardmiyla, e*** % yogunluklu

(3.2.168)

Lorentz-Minkowski uzayida keyfi parametreli timelike a(u) = (x(u),y(u),0)

egrisinin agirhkh egriligi, (1.0.1) den

o (u)y/ () = o (wy () = (& (WP = o/ (W) (~2az(u)y/ (1) + 2y’ (w)
(@ () = y'(w2)”

Ky =
(3.2.169)

seklinde hesaplanir.

Sonug 3.2.17. e®*+%* yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda, keyfi parametreli

timelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurbikle egriliginin sifir (o — dogrusal)

olmas i¢in gerek ve yeter sart

' (w)y" (u)+2azx(w)y' (u) (2'(w)? = o' (u)?) = 2" (u)y' (u)+2by(u)' (u) (2" (w)? = o' (u)?)
(3.2.170)
olmasidar.

ax?+by? yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda, a ve b nin

Agagida e
durumlarma gore; keyfi parametreli timelike a(u) = (x(u), y(u), 0) egrisinin agirlikh
egriligini sifir yapan (¢p—dogrusal) yeni egriler olugturulmustur.

i) a # 0 ve b =0 olsun.

Bu durumda, * yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli

timelike o(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirhklh egriligi; (3.2.169) esitliginden
_ 2wy’ () — 2" (w)y'(u) + 2az(w)y’(w) (2 (u)* — y'(w)*)

’ (' ()2 =y ()2)""
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olarak elde edilir.

Sonuc 3.2.18. ¢ yogunluklu Lorentz-Minkowski wzayinda keyfi parametreli
timelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurlbikl egriliginin sifir (o — dogrusal)

olmas i¢cin gerek ve yeter sart
@' (w)y" () + 2az(w)y'(v) (¢'(w)* - y'(w)?) = 2" (u)y (u) (3.2.171)
olmasudar.

Simdi (3.2.171) denklemini saglayacak olan timelike egrilerinin z(u) ve y(u)
bilegenlerini elde edelim.

y'(u) = 0 ise; (3.2.171) denklemi biitiin z(u) lar i¢in saglanir.

y'(u) # 0 ise; (3.2.171) denklemi y(u) = ¢7 + {\/%dt i¢in saglanir,
burada cr,cs € R, cg > —e29%"(1) dyr,
Teorem 3.2.25. ¢ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
timelike a(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin agurhikl egriligi sifer (o — dogrusal) olan
egrileri

as(u) = (z(u),cq, 0) (3.2.172)

ve

(3.2.173)

“ /
t
aG(u) = ZL‘(U),C7:|:/ .T( ) dt,O
V1 -+ 0862(11:2(1‘)
1

seklinde parametrelendirilebilir, burada cg,c7,cs € R, cg > —e202%() gy

Sekil 3.37 de z(u) = y/In(u),cs = —0.1,¢; = 4, a = 1 icin e’ yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzaymda keyfi parametreli timelike a(u) = (x(u),y(u),0)

egrisinin agirhikh egriligi sifir (p—dogrusal) olan (3.2.173) egrisi gosterilmigtir.

Sonug 3.2.19. ¢’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzaynda keyfi parametreli
timelike a(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin agurlikl egriligi sufer (o — dogrusal) olan

(8.2.172) egrisi yogunluk katsayist a’min se¢iminden bagimsizdur.
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Sekil 3.37: e’ yogunluklu E? de ¢-dogrusal timelike egrisi

i1) b # 0 ve a = 0 olsun.
Bu durumda, e’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
timelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirhikl egriligi; (3.2.169) esitliginden

o (u)y () = () (u) = 2y ()’ (0) (' () = y (")
@) —y'(w?)”

Ky =
olarak elde edilir.
Sonug 3.2.20. %’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli

timelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurbikle egriliginin sifir (@ — dogrusal)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
' (w)y" (u) = 2" (w)y' (u) + 2by(u)a’ (u) (2" (u)* =y (u)?) (3.2.174)
olmasidar.

Benzer sekilde (3.2.174) denkleminin ¢6ziimii;

y(u) = 0 ise; (3.2.174) denklemi tiim z(u) igin saglanir.

y'(u) = 0 ise; (3.2.174) denklemi z/(u) = 0 i¢in saglanir. Bu ¢6ziim bir nokta
belirtir.
Y 2(t) !
y'(u) # 0 ise; (3.2.174) denklemi z(u) = ¢y £ {\/e%dt i¢in saglanir,

burada cy9 < 0, €2’ ® 4 ¢10 > 0 ve cg, c10 € R dir.

Teorem 3.2.26. eV’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzaiynda keyfi parametreli

timelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agurlikly egriligi sifr (p — dogrusal) olan
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egrilert

az(u) = (z(u),0,0) (3.2.175)

ve

(u), 0 (3.2.176)

b0
ag(u) = CQj:/ Ty () dt,y
A/ C10 =+ 626y2(t)
1
seklinde parametrelendirilebilir, burada ci19 < 0, e ) 4 c10 > 0 we cg,C10 € R

dir.

Benzer sekilde e ve e’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda, keyfi
parametreli a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirhkl egriligi sifir (¢—dogrusal)
olan egrilerin Frenet vektorleri ve Frenet vektorlerinden yararlanarak Smarandache
egrileri olugturularak bu egrilerin Frenet vektorleri ve egriligi hesaplanmigtir.
Burada, yalnizca e’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli
spacelike ve timelike a(u) = (x(u),y(u),0) egrilerinin agirhkh egriligi sifir (¢—
dogrusal) olan (3.2.164) ve (3.2.173) egrileri incelenmistir. Cilinki (3.2.167),
(3.2.176) egrileri benzer iglemlerle yakin sonuclar verir ve (3.2.163), (3.2.166),
(3.2.172), (3.2.175) egrileri ise birer dogru belirttiginden yapilacak iglemlerin
sonuclar1 kolayca hesaplanabilir.

Ik oénce e’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda, keyfi parametreli
spacelike a(u) = (x(u),y(u),0) egrisinin agirhkh egriligi sifir (¢—dogrusal) olan

(3.2.164) egrisi

u

I (t) ea:v2 (t)

\/ e2az?(t) +c
1

olarak alinip, Frenet vektorleri ve egriligi hesaplanirsa

T /62aa:2(u) + ea:pQ(u) 0
a2 T \/—_Cl Y \/—_C]_’ 9

dt, 0

as(u) = | z(u),co +

_pax?(u) 2az2(u) +
e e C1
N,, = : 0], 3.2.177
: ( o v ) (32.177)
B,, = (0,0,1)
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ve
2ae9%” () (1)

—C1

Ray =

olarak bulunur.
(3.2.177) esitliginden, (3.2.164) egrisinin T'B—Smarandache yrp,, ve TNB—

Smarandache yrypa, egrileri, sirasiyla

e2ax?(u) + €a$2(u) 1
= , . 3.2.178
e ( N NS TG (3247

—C1 —C1

\/ e2ax?(u) _ eaz?(u) paz*(u) _ | /p2a22(u)
YI'NBa; = < c ta-c ,6 ‘ +Cl,1> (3.2.179)

dir.

Sekil 3.38 ve 3.39 ta z(u) = u,c; = —0.1, a = 1 i¢in e yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzayinda keyfi parametreli spacelike a(u) = (z(u), y(u),0)
egrisinin agirhkh egriligi sifir (p—dogrusal) olan (3.2.164) egrilerinin T B—

Smarandache ve TN B—Smarandache egrileri gosterilmigtir.

Sekil 3.39: (3.2.164) egrisinin TNB-Smarandache egrisi

Burada;
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e T'B—Smarandache vyrp,, egrisi timelike bir egridir ve Frenet vektorleri ile

egriligi
az?(u) 2az2(u)
T _ e e + 0
VYT Bag \/—_617 \/__Cl ) )
N _ e2aaz2(u) + o (u) 0
YTBag ~ \/__Cl ) \/—_01’ )
B’YTBOQ = (07 07 1)
ve
K;’YTBC%2 = \/i
dir.

e T'N B—Smarandache yrnpa, egrisi null bir egridir.

Simdi de benzer olarak e’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda, keyfi
parametreli timelike a(u) = (z(u),y(u),0) egrisinin agirhkh egriligi sifir (p—

dogrusal) olan (3.2.173) egrisi

v /
t
ag(u) = | z(u),cr +/ () dt,0
1+ 6862ax2(t)
1
olarak alinip, Frenet vektorleri ve egriligi hesaplanirsa
1 2az2(u) 1
T, = (Yo% 0],
\/62(1302 (u)CS \/62am2 (u)c8
1 \/1 2az2(u)
NOC6 - ( + e CS 0) )

(3.2.180)

) )
\/ e2az? (u)c8 \/ e2az?(u) s

B., = (0,0,1)

ve
oy = _SL(()UC)S

olarak bulunur.
(3.2.180) esitliginden, (3.2.173) egrisinin N B—Smarandache yypa, ve TN B—

Smarandache yrypa, egrileri, sirasiyla

B 1 1+ ey 1
INBag = \/e2a12(u) 08’ \/62a:v2(u) Cs ’ \/5
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Sekil 3.40: (3.2.173) egrisinin NB-Smarandache egrisi

ve

_ (LI es 14 V4 et e (3.2.182)
VTN Bag (g g 2.

Sekil 3.41: (3.2.173) egrisinin TNB-Smarandache egrisi

olur.

Sekil 3.40 ve 3.41 de z(u) = Vu,cs = —0.1, a = 1 icin e*” yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzaymda keyfi parametreli timelike a(u) = (z(u),y(u),0)
egrisinin agirhikli egriligi sifir (¢p—dogrusal) olan (3.2.173) egrilerinin NB—
Smarandache ve TN B—Smarandache egrileri gosterilmigtir.

Burada;

e NB—Smarandache yypq, egrisi timelike bir egridir ve Frenet vektorleri ile

egriligi

YNBag ) )
6 \/eanQ (u) cs \/62(1902 (u) cs
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By, = (0,0,1)
ve
mTBQQ:jzl
dir.

e T'N B—Smarandache yrypa, €grisi null bir egridir.
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4. YOGUNLUKLU UZAYLARDA

YUZEYLER

Bu boliimde, et ve e*+%” yogunluklu Oklid ve Lorentz-Minkowski
uzaylarinda ¢p—dogrusal egrilerden donel ylizeyler ve regle yiizeyler elde edilerek,

bu yiizeyler i¢in baz1 sonuclar verilecektir.

4.1 Yogunluklu Oklid Uzayinda Yiizeyler

Bu kisimda, 3.1.2. ve 3.1.3. boliimlerinde verilen e® % ve e®*+%° yogunluklu
Oklid uzaymda ¢—dogrusal egriler yardimiyla donel yiizeyler ve regle yiizeyler
elde edilerek bu yiizeylerin ortalama ve Gauss egrilikleri hesaplanacak ve bazi

karekterizasyonlar verilecektir.

4.1.1 et Yogunluklu E? Uzayinda Donel Yiizeyler

Bu alt kisimda, e® % yogunluklu Oklid uzaymda p—dogrusal olan (3.1.15)
ve (3.1.17) egrilerini profil (iireteg) egrisi kabul edip, sirasiyla z-ekseni, y-ekseni
ve z-ekseni etrafinda dondiiriilerek donel yiizeyler olusturulacaktir.

i) Profil egrisi (3.1.15) egrisi olsun:

(3.1.15) egrisinin z-ekseni etrafinda doéndiiriilmesiyle olugan dénel yiizey
parametrik olarak

arctan(+/cje2er(w) — 1
Ko, 0) = (2(u), (e + 2LV )

) cos(v), (4.1.1)

a
t 2az(u) _ ]
(e arctan(y/cie ))sin(v))
a
seklinde ifade edilebilir.
Sekil 4.1 de x(u) = sinu, ¢ = 3, ¢ = 5 ve a = 1 olmak tlizere, e*

yogunluklu Oklid uzaymda p—dogrusal olan (3.1.15) egrisinin z-ekseni etrafinda
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dondiiriilmesiyle olusan (4.1.1) donel yiizeyi gosterilmisgtir.

#,

/K\

Sekil 4.1: (4.1.1) donel yiizeyi

(4.1.1) yiizeyinin; normali

1
N=—rnn— (17 Vepe2arw) — 1 cos(v), —y/ cre2er() — 1sin(v)) :

1 e2az(u)

birinci temel formunun katsayilar

y x/(u)2cle2am(u) |
Cle2a:c(u) -1
F=o0, (4.1.2)
2
o (cg N arctan(y/cye2er(v) — 1))
a

ve ikinci temel formunun katsayilar:
ax’'(u)?y/ cye2ex(v)
- CIGan(u) -1
f=0, (4.1.3)
(e VAT ey 2o 1
g =
/CleZaz(u)

olarak hesaplanir. (4.1.2) ve (4.1.3) yardimiyla (4.1.1) ylizeyinin Gauss ve

)

ortalama egrilikleri, sirasiyla

K B a26—2aw(u) 01€2az(u) _ 1

acicy + ¢ arctan(y/ cpe2er(w) — 1)
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ve

(\/0162“””(“) — 1+ acy + arctan(y/ ¢ e20(w) — 1)> a

H=
2(acy + arctan(y/cpe2a2() — 1))/ ¢ e2aw(w)

olarak elde edilir.

Teorem 4.1.1. e* yogunluklu Oklid uzayinda g—dogrusal olan (8.1.15) egrisinin
x-ekseni etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.1.1) dénel yiizey minimal ve flat

degildir.
Sonug 4.1.1. i) Egeracy > 0 ise, (4.1.1) dénel yiizeyinin tim noktalar eliptiktir.

__In(ex)

s ve ¢ # 0 ise, (4.1.1) donel yiizeyinin tim noktalar

ii) Eger x(u) =

paraboliktir.

iii) Eger acy; < —7 ise, (4.1.1) donel yiizeyinin tiim noktalar: hiperboliktir.

(3.1.15) egrisinin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan donel yiizeyin

parametrik ifadesi

arctan (\/6162‘””(“) — 1>

,—x(u)sinv (4.1.4)

Xiy(u,v) = | z(u) cosv, ca +

a

olarak bulunur.

Sekil 4.2: (4.1.4) donel yiizeyi
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Sekil 4.2 de z(u) = sinu, ¢; = 3, ¢ = 5 ve a = 1 icin e** yogunluklu Oklid
uzaymda p—dogrusal olan (3.1.15) egrisinin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olugan (4.1.4) donel yiizey gosterilmistir.

(4.1.4) ylizeyinin; normali

1
N=—n— (— cos(v), v/ cye2aw(u) — 1,sin(v)) ;
) /Cl€2aa:(u)

birinci temel formunun katsayilari

5o x/(U)ZCIGZax(u),

-1+ CleZQI(u)
F=o0, (4.1.5)
G = x(u)?

ve ikinci temel formunun katsayilari
az’ (u)?/ cpe20x(w)
1 — Cl€2ar(u)
f=0, (4.1.6)

T Ve

seklinde bulunur. Béylece, (4.1.5) ve (4.1.6) yardimiyla (4.1.4) yiizeyinin Gauss

?

ve ortalama egrilikleri, sirasiyla

a€72ax(u)

o
1 —azx(u)

22(u)/ cpe207(w)

H =

olarak hesaplanir.

Teorem 4.1.2. e yogunluklu Oklid uzayinda p—dogrusal olan (3.1.15) egrisinin
y-ekseni etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.1.4) dénel yiizeyi minimal ve flat

degildir.
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Sonug 4.1.2. i) Eger a ve x(u) farkl isaretli ise, (4.1.4) donel yiizeyinin tim

noktalary eliptiktir.
ii) Hicbir zaman (4.1.4) dénel yiizeyinin noktalary parabolik degildir.

iii) Egera ve x(u) aym isaretli ise, (4.1.4) donel yiizeyinin tim noktalar: hiperboliktir.

(3.1.15) egrisinin z-ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olugan donel yiizey

arctan(y/cje?ex(w) — 1)

)sinv, (4.1.7)

X12(u,v) = ((x(u) cosv — (o "

arctan(y/cje2er(w) — 1)

x(u)sinv + (co £
a

) cos v, 0)
olarak parametrelendirilebilir.

Sekil 4.3 de z(u) = sinu, ¢; = 3, co =5 ve a = 1 olmak {izere e** yogunluklu
Oklid uzaymda @—dogrusal olan (3.1.15) egrisinin  z-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan (4.1.7) donel yiizeyi gosterilmistir.

Sekil 4.3: (4.1.7) donel yiizeyi

Sonug 4.1.3. ¢ yogunluklu Oklid uzaymda w—dogrusal olan (3.1.15) egrisinin
z-ekseni etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.1.7) donel yiizeyi diizlemsel bir yizey

oldugundan minimaldir.
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ii) Profil egrisi (3.1.17) egrisi olsun:

(3.1.17) egrisinin z-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan doénel yiizey

In (cos(cz + ay(u)))

Xoo (u, v) = (04 - y(u) cos v, y(u) sinv) (4.1.8)

olarak parametrelendirilebilir.

Sekil 4.4 de y(u) = arccos(e"), ¢; =0, ca =5 ve a = 1 i¢in e* yogunluklu
Oklid uzaymda @—dogrusal olan (3.1.17) egrisinin  z-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan (4.1.8) donel yiizeyi gosterilmisgtir.

Sekil 4.4: (4.1.8) donel yiizeyi
(4.1.8) yiizeyinin; normali
N = (cos(es + ay(u)), — cos(v) sin(ez + ay(u)), — sin(v) sin(cs + ay(u))) ,
birinci temel formunun katsayilari

E =9/ (u)?*sec(cs + ay(u)),
Foo, (4.1.9)

G = y(u)®
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ve ikinci temel formunun katsayilari

e = ay'(u)?sec(cs + ay(u)),
f—0, (4.1.10)

g = sin(cs + ay(u))

olarak elde edilir. (4.1.9) ve (4.1.10) yardimiyla (4.1.8) yiizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri, sirasiyla
asin(2(cs + ay(u)))

= 2y(u)

0o sin(es + ay(u)) + ay(u) cos(es + ay(u))
2y(u)

olarak hesaplanir.

Teorem 4.1.3. e** yogunluklu Oklid uzayinda p—dogrusal olan (8.1.17) egrisinin
x-ekseni etrafinda déndirilmesiyle olusan (4.1.8) donel yiizeyi minimal ve flat

degildir.

Sonug 4.1.4.

i) 2km < c3 +ay(u) < § + 2km, k € N, olmas1 durumunda;

a) a ve y(u) aym isaretli ise, (4.1.8) donel yiizeyinin tiim noktalar: eliptiktir.
b) a ve y(u) farkh isaretli ise, (4.1.8) donel yiizeyinin tiim noktalar1 hiperboliktir.
ii) 2+ 2km < ¢35+ ay(u) < 27 + 2kw, k € N, olmasi durumunda;

a) a ve y(u) farkh igaretli ise, (4.1.8) donel yiizeyinin tiim noktalar eliptiktir.
b) a ve y(u) ayni igaretli ise, (4.1.8) donel yiizeyinin tiim noktalari hiperboliktir.

iii) ¢14ay(u) = 2km, k € N, iken (4.1.8) donel yiizeyinin tiim noktalar: paraboliktir.

119



(3.1.17) egrisinin y-ekseni etrafinda doéndiiriilmesiyle olugan doénel yiizeyin

parametrik gosterimi

In (cos(c3 + ay(u))) ) cos v, y(u) _(64_1n (cos(es + ay(u)))

Koy(u,v) = ((ea=

) sin )

(4.1.11)

dir.

Sekil 4.5 de y(u) = arccos(e"), ¢, =0, ca =5 ve a = 1 igin e* yogunluklu
Oklid uzayimnda p—dogrusal olan (3.1.17) egrisinin y-ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle

olugan (4.1.11) donel yiizeyi gosterilmistir.

Sekil 4.5: (4.1.11) donel yiizeyi

(4.1.11) ylizeyinin; normali

N = (cos(cs + ay(u)) cos(v), —sin(v), — sin(v) cos(cs + ay(u))),

birinci temel formunun katsayilar

E =y (u)?*sec(cs + ay(u)),
Feo (4.1.12)
- (04 ~In (COS(C3a+ ay(u)))>2
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ve ikinci temel formunun katsayilari

e = ay'(u)*sec(cs + ay(u)),

o (4.1.13)
In (cos(cs + ay(u))))

g = cos(cs + ay(u)) (04 — -
seklinde elde edilir. Boylece (4.1.12) ve (4.1.13) yardimiyla (4.1.11) yiizeyinin

Gauss ve ortalama egrilikleri, sirasiyla

B a’ cos(cz + ay(u))?
acy — In (cos (¢3 + ay(u)))

K =

(1 —acy + In(cos(cs + ay(u)))) acos(cs + ay(u))

] 2 (In(cos(cs + ay(u))) — acy)

olarak hesaplanir.

Teorem 4.1.4. e** yogunluklu Oklid uzayinda o—dogrusal olan (3.1.17) egrisinin
y-ekseni etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.1.11) dénel yizey minimal ve flat

degildir.

Sonug 4.1.5. i) a ve ¢4 ayni isaretli ise, (4.1.11) dénel yizeyinin tiim noktalar:

hiperboliktir.
ii) Higbir zaman (4.1.11) donel yiizeyinin noktalary parabolik degildir.
iii) a ve x(u) farkl isaretli oldugunda;

a) |acq| > |In(cos(cs + ay(u)))| ise, (4.1.11) donel yiizeyinin tim noktalar: eliptiktir.

b) |acy| < |In(cos(cs + ay(w)))| ise, (4.1.11) dénel yiizeyinin tim noktalar: hiperboliktir.

(3.1.17) egrisinin z-ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olugan donel yiizey

Xoz(u,v) = ((ea — ln(COS(C?’; ay(u)))

In(cos(cz + ay(u)))

) cos(v) — y(u)sinw, (4.1.14)

(cq — )sin(v) + y(u) cosv, 0)
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olarak parametrelendirilelir.

Sekil 4.6 de y(u) = arccos(e"), c¢3 = 0, ¢4 = 5 ve a = 1 olmak iizere e*
yogunluklu Oklid uzaymda ¢ — dogrusal olan (3.1.17) egrisinin z-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olugan (4.1.14) donel yiizeyi gosterilmigtir.

Sekil 4.6: (4.1.14) donel yiizeyi

Sonug 4.1.6. ¢ yogunluklu Oklid uzayinda ¢ —dogrusal olan (8.1.17) egrisinin
z-ekseni etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.1.14) ) donel yiizeyi dizlemsel bir

yuzey oldugundan minimaldir.

4.1.2 e**% Yogunluklu E? Uzayinda Regle Yiizeyler

Bu alt kisimda, e®* % yogunluklu Oklid uzaymnda taban egrisi ¢ — dogrusal
olan (3.1.15) ve (3.1.17) egrileri, dogrultman vektorii ise (3.1.15) ve (3.1.17)
egrilerinin Smarandache egrileri olan regle yiizeyler elde edilerek, baz

karakterizasyonlar verilecektir.

Ik olarak taban egrisinin

arctan(y/cje2ex(w) — 1
O{l(u) = ({E(U),CQ+ ( ! ),O>

a

oldugunu kabul edelim.

i) Dogrultman vektorii (3.1.15) egrisinin 7N —Smarandache egrisi olan (3.1.23)

egrisi olsun. Bu durumda regle yiizeyin parametrik ifadesi asagidaki gibi

122



elde edilir:

Rirn == pirn(u,v) = )+ vSirn ()

2azx(u) —1-=1

Vac , (4.1.15)
\ /201€2az(u)

arctan(y/cye2ex(v) 1) (x/clem” uw — 14 1) 0)

a 201 e2ax(u)

C2

Sekil 4.7 de z(u) = sin(u), ¢; = 3, ¢, = 5 ve a = 1 igin € yogunluklu Oklid
uzayinda ¢ —dogrusal olan (3.1.15) egrisi ve (3.1.15) egrisinin 7N —Smarandache

egrisi olan (3.1.23) egrisi tarafindan olugan (4.1.15) regle yiizeyi gosterilmistir.

Sekil 4.7: (4.1.15) regle yiizeyi

Diger taraftan, Ryry regle yiizeyi diizlemsel bir yiizey oldugundan minimaldir,
ayrica dagilma parametresi sifirdir ve dolayisiyla acilabilir bir yiizeydir.
Ryry regle yiizeyi tizerindeki striksiyon egrisinin parametrik gosterimi

ClGQam(u)

u) = a1 (u) — ———S U
’YlTN( ) 1( ) \/§a 1TN( )
olarak elde edilir.

Teorem 4.1.5. Ryrn regle yizeyinin striksiyon egrisi virn(u) ve taban egrisi

(3.1.15) asla kesismezler.
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ii) Dogrultman vektorii (3.1.15) egrisinin 7'B—Smarandache egrisi olan (3.1.24)

egrisi olmasi durumunda regle ytizey

Rirp = pirp(u,v) = +US1TB( )

2a:p u
Vet —1 , (4.1.16)
261620‘33 u
n arctan(y/cye2ex(v) + 1 v )
c V| —=,—
’ a 2c e2ax(w) |7 \/2

seklinde elde edilir.

Sekil 4.8 de z(u) = In(u), ¢; = 3, ¢, = 5 ve a = 1 icin e** yogunluklu Oklid
uzaymda p—dogrusal olan (3.1.15) egrisi ve (3.1.15) egrisinin 7"B—Smarandache

egrisi olan (3.1.23) egrisi tarafindan olugan (4.1.16) regle yiizeyi gosterilmistir.

Sekil 4.8: (4.1.16) regle yiizeyi

(4.1.16) yiizeyinin; normali

2V et — qu V=2 + 2¢,e202(w)

= ( 2\/(c1e25@) + q202)c e2aa(®

—2+/(cre20e(®) — 1)¢ e202(w) 4 quy/2 avx’ (u)
2\/(6162aw(u) +a2v2)0162az(u) ’ \/Q(CleZax(u) + a2v?) ’
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birinci temel formunun katsayilar

7' (u)?(2c129%®) 4 g20?)

E =
2c;e2ax(u) — 9 ’
2ax(u) !
p o Yadr) (4.1.17)
20162a$(u) -9
G=1

ve ikinci temel formunun katsayilari

ax’'(u)?(2c1€232W — qu(1/2(cie20x () — 1)c e20o() + qu))

e = ,
2(6162‘”(“) _ 1)\/Cle2ax(u) + a202
/ 2ax(u)
f= ar(Wyae , (4.1.18)
\/Q(Cle2ax(u) + &2U2>(C1€2ax(u) _ 1)
g=0

olarak elde edilir. Boylece (4.1.17) ve (4.1.18) yardimiyla (4.1.16) yiizeyinin Gauss

ve ortalama egrilikleri, sirasiyla

CL201 e?ax(u)

K =—
(CleZam(u) + a202)2

ve

a*v (av\/cle%x(u) - \/_2 + 20162a$(u)>
A /201€2az(u) (Cl€2ax(u) + (12’02)3/2

dir. Diger taraftan, Ryrp regle ylizeyin dagilma parametresi

) /01€2a$(u)

a

H:

oiTB =
olarak hesaplanir. Ayrica Ryrp regle yiizeyi lizerindeki striksiyon egrisinin
Yirp(u) = ai(u)
oldugu gortliir.
Teorem 4.1.6. Ryrp regle yuzeyi acilabilir bir regle yuzey degildir.

Teorem 4.1.7. Ryrp regle yizeyinin yirp(u) striksiyon egrisi ile (3.1.15) taban

egrisi cakisik egrilerdir.
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iii) Dogrultman vektorii (3.1.15) egrisinin N B—Smarandache egrisi olan (3.1.25)

egrisi olmasi durumunda regle ytizey
Rirg == virB U,U) +US1TB( )

( ) o
1

arctan \/0132%(”) 1) N (, /—1 + Cl€2am(u)> v )
v —
V2

a 21 e2ax(u)

Co +

olarak elde edilir.

Sekil 4.9 da z(u) = 1, ¢; =3, ¢c; = 5 ve a = 1 olmak tizere ¢** yogunluklu

Oklid uzaymda @—dogrusal olan (3.1.15) egrisi ve (3.1.15) egrisinin NB—
Smarandache egrisi olan (3.1.25) egrisi tarafindan olugan (4.1.19) regle yiizeyi

gosterilmigtir.

Sekil 4.9: (4.1.19) regle yiizeyi

(4.1.19) ylizeyinin; normali

N = 2/ cre2e() +\/2qv

\/<20162a’”(“) + av(24/2c 20w (w) av)) ¢y e2an(w)

(2\/ 0162‘”5(“) —+ \/5(1/0) -1+ Cl€2aaz(u)

2\/(26162“(“) + av(2+/2c; 20 (W) 4 cw)) ¢ 020 (u)

24/ cre2am(w) 4+ \/2qu

2\/(20162”(”) + av(24/2¢y 20w (w) + av)>

Y

)

)7
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birinci temel formunun katsayilar

F=0, (4.1.20)

ve ikinci temel formunun katsayilari

ax’(u)2\/<20162m(") + av(2+/2c e20x(w) + av))

€= 2(6162a:c(u) _ 1) !
f=0, (4.1.21)
g=20

olarak hesaplanir. (4.1.20) ve (4.1.21) yardimiyla (4.1.19) yiizeyinin Gauss ve
ortalama egrilikleri, sirasiyla

K =0

ve

a <a21)2 Cl€2ax(u)> + 2cle2ax(u) ( /6162ax(u) + \/5&/0>

H =
24/ cqe2a(u) <20162‘”(“) + av(2+/2cpe205(w) + av))

dir. Diger taraftan, R,yp regle yiizeyin dagilma parametresinin
ding =0

oldugu goriiliir. Ayrica Ry g regle ylizeyi tizerindeki striksiyon egrisinin parametrik

gosterimi de

924 e2a(u)
A e T 1)

Ying(u) = ar(u) —
dir.

Teorem 4.1.8. Rynp regle yizeyi acilabilir bir regle yizeydir.

Teorem 4.1.9. Riyp regle ylzeyinin striksiyon egrisi yiyp(u) ve taban egrisi

(3.1.15) asla kesismezler.
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iv) Dogrultman vektorii (3.1.15) egrisinin 7'N B—Smarandache egrisi olan (3.1.26)

egrisi olmasit durumunda regle ytizey

Rirng = p1irve(u,v) = aq(u) + vSiryp(u)

= (x(u) +v ( —lt 62”(“))_ 1) , (4.1.22)

36162am(u
arctan(y/cye2ex(v) V=14 cpe2ezw) 41 v
Co + ) _)
a 361620’33( u) \/§

olarak elde edilir.

\.\\\

Sekil 4.10: (4.1.22) regle yiizeyi

Sekil 4.10 da z(u) = In(tan(u)), ¢; = 3, ¢ = 5 ve a = 1 olmak iizere e*
yogunluklu Oklid uzaymda ¢—dogrusal olan (3.1.15) egrisi ve (3.1.15) egrisinin
TN B—Smarandache egrisi olan (3.1.26) egrisi tarafindan olusan (4.1.22) regle
yiizeyi gosterilmigtir.

(4.1.22) yiizeyinin; normali

N = 3v/ 1290 — \/3va(y/cre2an@ — 1 — 1)
3\/ 2c e202(u) ¢y e202(u) + qu(y/3cye20t (W) + qu))

3\/ 0162axu _ 1)0162aa: “)—i—\/_va ,/Cle2azu +1

3\/20162‘“" w)(ere202(®) 4 qu(+/3c1e207 (W) + qu))

3v/cre2ae(W) 4 24/3uq

3\/2(0162‘””(“) + av(y/3c1e295 W) + qu))

)

),
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birinci temel formunun katsayilar

7' (u)? (30162(19&(“) + 2av(y/3c 20w (W) + av))

E—
3(cre2ax(w) — 1) ’
/ 2ax(u)
_ rwvae , (4.1.23)
V/3(cre2ee(w) — 1)
G=1

ve ikinci temel formunun katsayilari

az’ (u)?(3c1e?®W + qv(v/34/cre292) (2 — (/¢ e20e(@) — 1) + 20a)

e= ,
3(cpe2az(v) — 1)\/2(0162‘””(“) + av(+/3c1e297 W) 4 qv))

a/ cre2ax Wy (u)

\/6(0162‘“0(“) + av(y/3c1e297 W) + av))

f= , (4.1.24)

g=0

olarak elde edilir. (4.1.23) ve (4.1.24) esitliklerinden (4.1.22) yilizeyinin Gauss ve

ortalama egrilikleri, sirasiyla

CL20162aa:(u)
K= 5
4 (cle%‘”(“) + av(y/3cre2an(w) + cw))
ve
a (2a2v2 Cle2am(u)) + Cl€2aa:(u < /Cle2ax u) \/_CLU —1+ ClGan(u) _ 2))
H =

3/2
4\/§ /0162a1’(u) (CIGan(u) +(M}( 361€2aa}(u) +CLU)>

olarak bulunur. Diger taraftan, Rirnp regle yiizeyin dagilma parametresi

6162ax(u)

61NB = a

olarak hesaplanir. Ayrica Ryryp regle yiizeyinin iizerindeki striksiyon egrisinin

% 1TNB (U)

Yire(u) = ay(u) —

oldugu gortlir.

Teorem 4.1.10. Rirnp regle yiizeyi acilabilir bir yiuzey degildir.
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Teorem 4.1.11. Ryrnp regle ylizeyinin striksiyon egrisi y1rnp(u) ve taban egrisi

(3.1.15) asla kesigmezler.
Simdi de taban egrisinin

ea(t) = (04 ~ In(cos(es + ay(u)))7y<u>, 0)

a

egrisi oldugunu kabul edelim.

i) Dogrultman vektorii ise (3.1.17) egrisinin 7N —Smarandache egrisi olan (3.1.28)

egrisi olsun. Bu durumda regle yiizey

Rorn := worn(u,v) = ag(u) + vSorn (u)

In (cos(cs + ay(u))) sin(es + ay(u)) — cos(cs + ay(u))
R i ( V2 ) |
y(1) + v (sm(@, + ay(u))\—/gcos(c;z, + ay(u))) 0)

= (04

(4.1.25)
dir.

Sekil 4.11 de z(u) = u?, c3 = 3, ¢4 = 5 ve a = 1 olmak {izere €*® yogunluklu
Oklid uzaymda ¢—dogrusal olan (3.1.17) egrisi ve (3.1.17) egrisinin TN —Smarandache

egrisi olan (3.1.28) egrisi tarafindan olugan (4.1.25) regle yiizeyi gosterilmistir.

Sekil 4.11: (4.1.25) regle yiizeyi

Burada, Rory regle yiizeyi diizlemsel bir yiizey oldugundan minimal ve agilabilir

oldugu agikardir.
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Ayrica, Rory regle ylizeyi tizerindeki striksiyon egrisinin

B _ sec(cz + ay(u)) "
Yarn (u) = az(u) e Sary (1)

oldugu gortliir.
Teorem 4.1.12. Ropy regle yiizeyinin yorn (u) striksiyon egrisi ve (3.1.17) taban

egrisi asla kesismezler.

ii) Dogrultman vektorii (3.1.17) egrisinin 7' B—Smarandache egrisi olan (3.1.29)

egrisi olmasi durumunda regle yiizeyin parametrik ifadesi agagidaki gibidir:

Rorp = worp(u,v) = as(u) + vSarp(u)

(e - In (cos(03a+ ay(u))) 4 (Sil’l(Cg ;/Féay(u))) | (4.1.26)

)+ (et ) g

Sekil 4.12, z(u) = u, ¢; = 3, ¢; = 5 ve a = 1 olmak {izere ¢* yogunluklu Oklid

uzaymda p—dogrusal olan (3.1.17) egrisi ve (3.1.17) egrisinin 7'B—Smarandache

egrisi olan (3.1.29) egrisi tarafindan olugan (4.1.26) regle yiizeyini gostermektedir.

Sekil 4.12: (4.1.26) regle yiizeyi
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(4.1.26) ylizeyinin; normali

_ (COS(Cg + ay(u))(2 — V2av sin(cs + ay(u)))
V22 + a20? + a2v? cos(2(cz + ay(u))))
B V2awv cos?(c3 + ay(u)) + 2sin(cs + ay(u))
V2(2 4 a2v? + a?v? cos(2(c3 + ay(u))))
av cos(cs + ay(u))
V2 + a?v? 4+ a2v? cos(2(cs + ay(u)))

Y

),

birinci temel formunun katsayilari

(4 + a*v*(1 + cos(2(c3 + ay(u))))) sec(cs + ay(u))?y' (u)?

E = . ,
p - Vi)l oy 1o
G=1

ve ikinci temel formunun katsayilari

ay'(u)? (4 + a®v?(1 + cos(2(cs + ay(u)))) — 2v/2av sin(cs + ay(u)))
2 cos(cs + ay(u))y/2(2 + a?v? + a?v? cos(2(c3 + ay(u))))

9

_ ay'(u ) 4.1.28
d V2 + a0 + a®v? cos(2(cs + ay(u)))’ ( )

9=0
olarak bulunur. (4.1.27) ve (4.1.28) yardimuyla (4.1.26) ylizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri, sirasiyla

4a? cos(cz + ay(u))

K=—
(2 + a?v? + a?v? cos(2(c3 + ay(u)))?

_ a*v (av + av cos(2(c3 + ay(u))) — 2v/2sin(es + ay(u)))
VZsec(cs + ay(u)) (2 + a20? + a2v? cos(2(cs + ay(w))))*

olarak elde edilir. Diger taraftan, Rorp regle ylizeyin dagilma parametresi

sec(cs + ay(u))
2a

dorp =
olarak hesaplanir. Ayrica Rorp regle yiizeyi tizerindeki striksiyon egrisi
Yorp(u) = as(u)
dir.
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Teorem 4.1.13. Ryrp regle ylzeyi acilabilir bir yiizey degildir.

Teorem 4.1.14. Ropp regle ylizeyinin striksiyon egrisi yorp(u) ile taban egrisi

(3.1.17) cakisik egrilerdir.

iii) Dogrultman vektorii (3.1.17) egrisinin N B—Smarandache egrisi olan (3.1.30)

egrisi olmasi durumunda regle ytizey

Rong = wanp(u,v) = a1 (u) + vSanp(u)

(s In (cos(03a+ ay(u))) . (— cos(ci,/—l_z— ay(u))) (4120

y(u) + v (Sin<03 jﬁay(u))) 2

seklinde parametrelendirilebilir.

Sekil 4.13 te z(u) = Inw, ¢; = 3, ¢ = 5 ve a = 1 olmak iizere e** yogunluklu
Oklid uzaymda ¢—dogrusal olan (3.1.17) egrisi ve (3.1.17) egrisinin NB—
Smarandache egrisi olan (3.1.30) egrisi tarafindan olugan (4.1.29) regle yiizeyi

gosterilmigtir.

-1.0-0.50.0 0.5 1.0
asssS st i T

Sekil 4.13: (4.1.29) regle yiizeyi

Gerekli hesaplamalardan sonra (4.1.29) yiizeyinin; normalinin

N — <cos(03 +ay(u))  sin(cz + ay(u)) cos(cs + ay(u))(2sec(cs + ay(u)) + \/icw))
V2 ’ V2 ’ V2(2 4 v/2av cos(cs + ay(u))) ’
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birinci temel formunun katsayilarinin

E- (y'<u><¢§av £ 2uecl + ay(u))))i (1130

F=0,

G=1

ve ikinci temel formunun katsayilariin

ay'(u)* (2 + V2av cos(cs + ay(u)))2

‘T 2v/2 cos(es + ay(u)) ’ (4.1.31)
=0,
g=20

oldugu goriiliir. (4.1.30) ve (4.1.31) yardimuyla (4.1.29) yiizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri, sirasiyla

ve

a (44 a®v? + 4v2av cos(cs + ay(u)) + a*v? cos(2(cs + ay(u))))

4 (2 + 2v/2aw cos(cs + ay(u)) + a2v? cos(2(cs + ay(u))))3/2

olur. Ayrica Ronp regle ylizeyinin iizerindeki striksiyon egrisinin parametrik

gosteriminin de

V2sec(cs + ay(u))

a

Yong(u) = as(u) — Sonp(u)
oldugu gortlir.

Teorem 4.1.15. Ronp regle yuzeyi acilabilir bir regle yuzeydir.

Teorem 4.1.16. Ronp regle ylizeyinin striksiyon egrisi yonp(u) ve taban egrisi

(3.1.17) asla kesismezler.
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iv) Dogrultman vektorii (3.1.17) egrisinin 7'N B—Smarandache egrisi olan (3.1.31)

egrisi olmasit durumunda regle ytizey

Rorng = wornp(u,v) = az(u) + vSaryp(u)

In (cos(cz + ay(u))) . (sin(c3 + ay(u)) — cos(cz + ay(u))) ’

a V3
sin(cs + ay(u)) + cos(es + ay(u)) v
s (L0 o)

seklinde parametrelendirilebilir.

= (s —

(4.1.32)

Sekil 4.14 te z(u) = u, ¢; = 3, co = 5 ve a = 1 olmak iizere ¢** yogunluklu
Oklid uzaymda ¢—dogrusal olan (3.1.17) egrisi ve (3.1.17) egrisinin TNB—
Smarandache egrisi olan (3.1.31) egrisi tarafindan olugan (4.1.32) regle yiizeyi
gosterilmistir.

o

I | I ! I | —8
5 0 -

Sekil 4.14: (4.1.32) regle yiizeyi

Benzer olarak (4.1.32) yiizeyinin; normali

cos(cz + ay(u) (3 4+ V3av(cos(cs + ay(u)) — sin(es + ay(u))))
3y/2 + 2v/3av cos(cs + ay(u)) + 2020 cos(cs + ay ()
~ cos(cs + ay(u)) (vV3av((cos(cs + ay(u)) + sin(cs + ay(u))) + 3tan(cs + ay(w)))
34/2 + 2v/3av cos(es + ay(u) + 2020 cos(es + ay(u))
2v/3av(cos(cz + ay(u)) + 3 )
34/2 + 2v/3av cos(es + ay(u)) + 2020 cos(c; + ay(u))

N=(

Y

Y
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birinci temel formunun katsayilar

Yy (1)%(3 + 2v/3av cos(cs + ay(u)) + 2a%v? cos(cs + ay(u)))

F—
3cos?(cs + ay(u))

. (4.1.33)

N Y (u)
V3 cos(cs + ay(u))’
G=1

ve ikinci temel formunun katsayilari
Y (u)%a(3 + 2av cos(cs + ay(u))(v/3 + av) — V3avsin(cs + ay(u)))
- 3 cos(cz + ay(u))\/2 + 2v/3av cos(ez + ay(u)) + 2a20? cos(cs + ay(u))
(4.1.34)

Y

= y'(u)a
\/6 + 6v/3av cos(cz + ay(u)) + 6a2v? cos(cs + ay(u))

Y

9=0
seklinde hesaplanir. (4.1.33) ve (4.1.34) yardimuyla (4.1.32) yiizeyinin Gauss ve

ortalama egrilikleri, sirasiyla
a? cos(ez + ay(u))

K = 2
(2 4+ a®v? + 2v/3av cos(cs + ay(u)) + a2v? cos(2(cs + ay(u))))

ve

a (14 v3av(2cos(cs + ay(u)) — sin(cs + ay(w))) + a*v? cos(2(cs + ay(u))))
2 (2 + a20? + 2v/3av cos(cs + ay(u)) + a®v? cos(2(cs + ay(u))))3/2

dir. Rornp regle yiizeyin dagilma parametresi

V3sec(cs + ay(u))
2a

H =

62TNB =

olarak hesaplanir. Ayrica, Rornyp regle ylizeyinin tizerindeki striksiyon egrisinin

parametrik gosterimi de

V3sec(es + ay(u))
2a

Yornp(u) = ao(u) — Sorng(u)
olarak elde edilir.

Teorem 4.1.17. Rornp regle yizey: acgilabilir bir yuzey degildir.

Teorem 4.1.18. Ropyp regle ylzeyinin striksiyon egrisi yornp(u) ve taban egrisi

(8.1.17) asla kesigmezler.
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4.1.3 ew’ by’ Yogunluklu E? Uzayinda Dénel Yiizeyler

Bu alt kisimda, e %%* yogunluklu Oklid uzaymda ¢ —dogrusal olan (3.1.38)
egrisi profil (lireteg) egrisi kabul edilerek, sirasiyla z, y ve z-eksenleri etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyler incelenecektir.

(3.1.38) egrisinin z-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan doénel yiizey

4 /
k
Xo(u,0) = (z(w), | e + / TR ) cosw, (4.1.35)
1 \/—1 + 01€2az(k)2

Y /
k
02+/ v() dk | sinv)
/ V=1 + ¢ e2aa(k)?

olarak parametrelendirilebilir.

Sekil 4.15 te z(u) = /u, ¢; = 1,¢, = 0 ve a = 1 olmak iizere e*** yogunluklu
Oklid uzaymda @—dogrusal olan (3.1.38) egrisinin z-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan (4.1.35) donel yiizeyi gosterilmigtir.

Sekil 4.15: (4.1.35) dénel yiizeyi

(4.1.35) yiizeyinin; normali

1
N=—F—— (1, —V/ cre20e? — 1 cos(v), —v/ cre2er@? — 1 sin(v)) )
/Cl€2am(u)2
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birinci temel formunun katsayilar

e <u> 201 e?ax(u)2

c e2ax(u)? _ 1

F=0, (4.1.36)

Y /
G = @+/ LA G
1 \/—1 + 0162az(k)2

ve ikinci temel formunun katsayilari

2az(u)x' (u)?+/ ¢ e2ew(w)?
o —

- ClGQaI(u)Q -1

B =

’

Y

f=0, (4.1.37)
ax(u ' (k)
0162 (u)? _ 1(02 -+ /—71+c162¢”(k)2 dk))
_ 1
9= cle2ax(u)2

seklindedir. (4.1.36) ve (4.1.37) yardimuiyla (4.1.35) yiizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri, sirasiyla

x(u)2&€—2a:r(u)2 \/_1 + Cle2ax(u)2

K= -
=’ (k)
c1 | co+ EyowrTs dk
1
ve
o V=1 + ¢ e2ae(w)? N az(u)

Cl€2ax(u)2
cle2ax(u)2

a' (k)
2 62+/ /——1+0162“9”(k)2 dk
1

olarak hesaplanir.

Teorem 4.1.19. ¢**° yogunluklu Oklid uzayinda @ — dogrusal olan (3.1.38)
egrisinin x-ekseni etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.1.85) donel yizey minimal

ve flat degildir.

Sonug 4.1.7. i) a | ¢y + cilt

)
\/ ,1+6162az(k)2

1
tim noktalary eliptiktir.
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.. ' (k . . . .. .
i) a | ca+ /de x(u) < 0 iken, (4.1.35) déonel yiizeyinin tim
1
noktalary hiperboliktir.

iii) x(u) = 0 iken, (4.1.35) donel yiizeyinin tim noktalary paraboliktir.,

(3.1.38) egrisinin y-ekseni etrafinda dondiriilmesiyle olusan donel yiizeyin
parametrik ifadesi

arctan (x/cle%x(“) — 1>

, —x(u)sinwv (4.1.38)
a

Xy(u,v) = | z(u)cosv, ca +
dir.

Sekil 4.16 da z(u) =sinu, ¢; =3, co =5 ve a = 1 igin e’ yogunluklu Oklid
uzaymda p—dogrusal olan (3.1.38) egrisinin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olugan (4.1.38) donel yiizeyi gosterilmigtir.

1%1
o

Sekil 4.16: (4.1.38) dénel yiizeyi

Benzer iglemlerle (4.1.38) yiizeyinin; normalinin

1
N=—0—— (— cos(v), v/ cpe2er(w)? — 1, Sin(v)) :

¢ e2az(u)?
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birinci temel formunun katsayilarinin

B x/(u>201€2am(u)2

- _1+Cle2am(u) ’
F=0, (4.1.39)
G = x(u)?

ve ikinci temel formunun katsayilariin
2az(u)x' (u)?+/ ¢ e2ee(w)?
e =
1 — Cl€2az(u)
f=0, (4.1.40)
(u)

Cle2aw(u)2

Y

g:

oldugu goriiliir. (4.1.39) ve (4.1.40) yardimuyla (4.1.38) yiizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri, sirasiyla

Py _2a6—2ax(u)2
&1
ve
9 2az(u)? _ 1
H— ae

a 22 (u)+/ ¢y e20(w)?

olarak hesaplanir.

Teorem 4.1.20. ¢’ yogunluklu Oklid uzayinda @ — dogrusal olan (3.1.38)
egrisinin y-ekseni etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.1.38) déonel yiizeyi minimal

ve flat degildir.
Sonug 4.1.8. i) a < 0 ise, (4.1.38) donel yiizeyinin tim noktalar: eliptiktir.
ii) Higcbir zaman (4.1.38) dénel yiizeyinin noktalary parabolik degildir.

iii) a > 0 ise, (4.1.38) donel yizeyinin tim noktalary hiperboliktir.
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(3.1.38) egrisinin z-ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olugan donel yiizey

f ' (k) .
X, (u,v) = ((x(u)cosv — | ¢ —i—/ dk | sinw, 4.1.41
(1.0) = ((a(w) o+ | T e (4.141)

“ /
k
x(u)sinv + cz—i-/ v (k) dk | cosv,0)
1 \/—1 + C1€2ax(k)2
dir.

Sekil 4.17 de z(u) = sinu, ¢; = 3, ¢ = 5 ve a = 1 olmak iizere e
yogunluklu Oklid uzaymnda @ —dogrusal olan (3.1.38) egrisinin z-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan (4.1.41) donel yiizeyi gosterilmigtir.

Sekil 4.17: (4.1.41) dénel yiizeyi

Sonug 4.1.9. ¢*** yogunluklu Oklid uzaymda p—dogrusal olan (3.1.88) egrisinin
z-ekseni etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.1.41) donel yizeyi dizlemsel bir

yuzey oldugundan minimaldir.

4.1.4 % Yogunluklu E* Uzayinda Regle Yiizeyler

Bu alt kisimda, e +bv* yogunluklu Oklid uzaymda p—dogrusal olan (3.1.38)
egrisini taban egrisi, (3.1.38) egrisinin Smarandache egrilerini de dogrultman

vektori alarak regle yiizeyler olugturulacaktir.
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Ik olarak olugturulacak olan regle yiizeyin taban egrisi (3.1.38) egrisi ve

dogrultman: da (3.1.45) vektorii olsun. Bu durumda regle yiizey

Rry = ooy (u,v) = a(u) + Sy (u) (4.1.42)
=(zx(u)+v|——],c0+ dk 4+ v ,0
w0 (2] e | e =)0

olarak elde edilir. Bu alt kisimda, A1 = /=1 4 ¢;e202®? ve Ay = \/c¢;e20e(w)?

olarak goz ontine alinacaktir.

Sekil 4.18 de z(u) = /u, ¢; = 1, ¢ = 0 ve a = 1 olmak fizere ¢* yogunluklu
Oklid uzaymda ¢ — dogrusal olan (3.1.38) taban egrili ve T'N —Smarandache

(3.1.45) dogrultmanh (4.1.42) regle ylizeyi gosterilmigtir.

Sekil 4.18: (4.1.42) regle yiizeyi

Rry regle yiizeyi diizlemsel bir yiizey oldugundan minimaldir, dagilma parametresi

sifirdir ve agilabilirdir. Ayrica, Rry regle yiizeyinin tizerindeki striksiyon egrisi

von(u) = a(u) — — 2 Sp(u)

2v/2ax(u)

seklindedir.

Teorem 4.1.21. Rpy regle yiuzeyinin striksiyon egrisi yry(u) ve taban egrisi

(3.1.38) asla kesismezler.
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Ikinci olarak taban egrisi (3.1.38) egrisi ve dogrultman vektorii (3.1.46) vektorii

olan regle yiizey

Rrp = orp(u,v) = a(u) + vSrp(u) (4.1.43)

v (%

/\/ 1+0162‘W(’“ e V24, \/—)

—<x<u>+m2 o+

olarak elde edilir.

Sekil 4.19 da x(u) = Vu, ¢ = 1, ¢; = 0 ve a = 1 icin €’ yogunluklu
Oklid uzaymda ¢—dogrusal olan (3.1.38) egrisi ve TB—Smarandache (3.1.46)

vektorii tarafindan olugan (4.1.43) regle yiizeyi gosterilmistir.

Sekil 4.19: (4.1.43) regle yiizeyi

(4.1.43) ylizeyinin; normali

— V2vazx(u) A,  AA+ V2var(u) V2vazx(u)
Ay /(A)? + da2v?x(u)? Agy/(A2)? + 4a202x(u)? \/(A2)? + 4a2v%x(u)?

?

= (

birinci temel formunun katsayilari

() ((A2)? + 2a%022(u)?)
P o : (4.1.44)
_ $/<U)A2
V2A;,
G=1
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ve ikinci temel formunun katsayilari
az’ (u)?(Ay Agv/20 + 22(u) (Ag)? — 2v2avx(u)? Ay Ay + dav?a(u)?)
(A1)24/(A2)? + 4a®v2z(u)? 7
(4.1.45)

_ Aoy 2ax(u)2! (u)
A1/(A2)? + da2v?x(u)?’

g=0

f

seklinde hesaplanir. (4.1.44) ve (4.1.45) yardimiyla, (4.1.43) yiizeyinin Gauss ve

ortalama egrilikleri, sirasiyla

4a®(Ag)%w(u)?

K= T ((A9)2 + da?v2z(u)2)?

ve
P (V24241 — 2v2aAs Az (u)? + 4a®va(u)?)
((A2)2 + 4a2v2x(u)2)3/2
olarak elde edilir. Diger taraftan, Rrp regle yiizeyinin dagilma parametresinin
Ay
2ax(u)

orp =
oldugu goriiliir. Ayrica Rpp regle yiizeyinin iizerindeki striksiyon egrisinin
parametrik gosterimi de

Yre(u) = au)
seklindedir.
Teorem 4.1.22. Ryp regle yizey: acgilabilir bir yuzey degildir.

Teorem 4.1.23. Rpp regle ylzeyinin striksiyon egrisi yrp(u) ile taban egrisi

(3.1.38) ¢akisik egrilerdir.

ﬁgﬁncﬁ olarak da olugturulacak olan regle yiizeyin taban egrisi (3.1.38) egrisi

ve dogrultman vektorii ise (3.1.47) vektorii olsun. Bu durumda regle yiizey

Rng == pnp(u,v) = a(u) + vSnvp(u) (4.1.46)

vA, v

v [ x' (k)
= (2(u) — ——— s + dk + P
(2(w) V24, 1/\/_1+Cle2aa:(k)2 V24, \/§>
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dir.

Sekil 4.20 de z(u) = /u, ¢; = 1, ¢; = 0 ve a = 1 icin e**” yogunluklu Oklid
uzayinda ¢—dogrusal olan (3.1.38) egrisi N B—Smarandache (3.1.47) vektorii tarafindan

olugan (4.1.46) regle ylizeyi gosterilmigtir.

Sekil 4.20: (4.1.46) regle yiizeyi

Benzer hesaplamalarla (4.1.46) yiizeyinin; normali

A1
V24;° V24,72

birinci temel formunun katsayilar

N =( );

(As + V2avz(u)) 2/ (u)?

E= oy , (4.1.47)
F =0,
G=1

ve ikinci temel formunun katsayilar

_ V2az(u)a' (u)? (A + ﬁavx(u))

e i : (4.1.48)
1

f=0,

g=0
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olarak elde edilir. (4.1.47) ve (4.1.48) yardimiyla (4.1.46) yiizeyinin Gauss ve

ortalama egrilikleri, sirasiyla

ve

ax(u)
\/2((A2)2 + 2v/2aAyvz(u) + 202022 (u)?)

seklinde bulunur. Ayrica Ryp regle yiizeyi iizerindeki striksiyon egrisi de

H =

Ay
Yvp(u) = a(u) — mSNB(U)

seklindedir.

Teorem 4.1.24. Ryp regle yuzey: agilabilir bir regle yiizeydir.

Teorem 4.1.25. Ryp regle yiizeyinin striksiyon egrisi ynp(u) ile taban egrisi

(3.1.38) asla kesismezler.

Son olarak, (3.1.38) taban egrili ve (3.1.48) dogrultman vektorlii regle yiizey

agsagidaki gibi elde edilir:

RTNB = @TNB(U U) = a(u) + USTNB(U)

Sekil 4.21 de z(u) = /u, ¢; = 1, ¢ = 0 ve a = 1 icin e**” yogunluklu Oklid

uzayinda ¢ — dogrusal olan (3.1.38) egrisi ve (3.1.48) vektorii tarafindan olugan

(4.1.49) regle ylizeyi gosterilmigtir.
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Sekil 4.21: (4.1.49) regle yiizeyi

Benzer hesaplamalar ile (4.1.49) yiizeyinin; normali

34y — 2v/3avz(u)(A; — 1)
3v/2A, \/(A2)2 + 2v/3avz(u) Ay + 4a2v?2(u)?
y 3A1 A4, 4 2v/3ave(u)(Ay + 1)

3v/2 421/ (A2)? + 2v/Bave(u) As + da2v2e(u)?
3A; + 4v/3avz(u) )
3\/5\/(142)2 + 2v/3avz (u) Ay + 4a2v?x(u)?

N =

Y

Y

birinci temel formunun katsayilari

2'(u)? (3(A2)? + 4v/3avz(u) Ay + 8a’v?z(u)?)
3(Ar)? 7

E = (4.1.50)

' (u)Agy
V3A,
G=1

ve ikinci temel formunun katsayilari

_ V2ax (u)?(vV/3v A Ay + 33 (u) (A2)? — 2v/3avz(u)? Az (A — 1) + 8av?z(u)?)
3(A1)2\/(A2)2 + 2v/3avz(u) Ay + 4a2v?x(u)?

Y

(4.1.51)
f= V2az(u)r' (u) Ay
\/3\/(A2)2 + 2v/3ave(u) Ay + 4a2v?x(u)?

g=0
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olarak bulunur. Ayrica (4.1.50) ve (4.1.51) esitliklerinden (4.1.49) yiizeyinin Gauss

ve ortalama egrilikleri, sirasiyla

Ko a2(A2)2x<u)2
((A2)2 + 2\/§aA2vx(u) + 4a2v2x(u)2)2
- a (\/§A2UA1 + (Ag)2x(u) — 2\/§aA2v(A1 — 2)z(u)? + 8a2v2$(u)3)

2v/2 ((A2)% + 2v/3adsvx(u) + 4a202m(u)2)3/2

olur. Boylece, Rryp regle yiizeyin dagilma parametresi

Ay

OrNE = dax(u)

dir. Ayrica Rynp regle yiizeyi tizerindeki striksiyon egrisi de

V34,

) STNB (U)

Yrnp(u) = a(u) — 2az(u)

seklindedir.
Teorem 4.1.26. Rynp regle yizey: acgilabilir bir regle yuzey degildir.

Teorem 4.1.27. Ryyp regle yizeyinin striksiyon egrisi yrnp(u) ile taban egrisi

(3.1.38) asla kesismezler.

4.2 Yogunluklu Lorentz-Minkowski Uzayinda Yiizeyler

Bu kisimda, 3.2.2. ve 3.2.3. boliimlerinde verilen e® % ve ¢%*+%%*yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzayinda p—dogrusal egriler yardimiyla donel yiizeyler ve
regle ytlizeyler elde edilerek bu yiizeylerin ortalama ve Gauss egrilikleri hesaplanacak

ve baz karekterizasyonlar verilecektir.

4.2.1 e“*% Yogunluklu E} Uzayinda Dénel Yiizeyler

Bu alt kisimda, e yogunluklu Lorentz-Minkowski uzaymda o—dogrusal
olan (3.2.142) egrisini profil (iireteg) egrisi kabul ederek sirasiyla spacelike, timelike

ve lightlike eksenleri etrafinda dondiirtilmesiyle olugan donel yiizeyler incelenecektir.
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Ik olarak (3.2.142) egrisinin spacelike eksen etrafinda déndiiriilmesiyle olugan
donel yiizey

In (eam(u) e2az(u) + Cl)

Xg(u,v) = | z(u) cosh(v), co + - , () sinh(v)
(1.2.1)
olarak parametrelendirilebilir.
Sekil 4.22 de z(u) = u, ¢ = =3, ¢ = 5 ve a = 2 igin €™ yogunluklu

Lorentz-Minkowski uzaymda ¢—dogrusal olan (3.2.142) egrisinin spacelike eksen

etrafinda dondiiriilmesiyle olugan (4.2.1) dénel yiizeyi gosterilmigtir.

Sekil 4.22: (4.2.1) donel yiizeyi

(4.2.1) ylizeyinin; normali

1
N=—-—— (e“x(“) cosh(v), v/ e2ee(®) 4 ¢ @) sinh(v))

dir. Burada (N, N) = —1 olup N timelike bir vektordiir, dolayisiyla (4.2.1)

yiizeyi spacelike bir yiizeydir. Buradan (4.2.1) ylizeyinin; birinci temel formunun

katsayilar:
(W)
o e+ e2az(u)’
F =0, (4.2.2)
G = x(u)?



ve ikinci temel formunun katsayilari

e = — ) + 620‘1'( ) ’
F=0, (4.2.3)
azx(u)
riu)e
,_ W

olarak bulunur. (4.2.2) ve (4.2.3) esitliklerinden (4.2.1) yiizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri, sirasiyla
anax(u)

K:

crx(u)

ve
—eW(1 + ax(u))

2z(u)v/—c1

olarak hesaplanir.

Teorem 4.2.1. e** yogunluklu Lorentz-Minkowsk: uzayinda ¢ — dogrusal olan
(8.2.142) egrisinin spacelike eksen etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.2.1) déonel

yuzeyr minimal ve flat degildir.

Sonug 4.2.1. i) ax(u) < 0 (veya ax(u) > 0) ise, (4.2.1) dénel yiizeyinin tim

noktalarinda Gauss egriligi pozitiftir (veya Gauss egriligi negatiftir) .
ii) z(u) = _71 iken, (4.2.1) dénel yiizeyinin ortalama egriligi sifvrdur.

Ayrica cebirsel iglemlerle, (4.2.1) donel yiizeyinin K Gauss ve H ortalama

egrilikleri arasinda asagidaki esitlikler elde edilir:

K+2H2+2H/K+H?2 )
K

1l (K v o+ 2HVE + H2> + a2e2( _0

veya

2\/—ciH(K +2H? + 2H\/ K + H?) N K2 £2n K 0
e — g
a(2H? + 2H\/K + H?)

Boylece asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.2.2. e* yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda ¢ — dogrusal olan
(3.2.142) egrisinin spacelike eksen etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.2.1) dénel

yuzeyi bir Weingarten yizeydir.

Ikinci olarak, (3.2.142) egrisinin timelike eksen etrafinda déndiirtilmesiyle olugan

donel yiizeyin parametrik ifadesinin

1 a,:z:(u)_i_1 / e2aw(u) 4
x(u), (02 + a(c ae 61)) CoS v,

Xr(u,v) = (4.2.4)
In(eo®(w) 44 /e2az(u) 4 )
(02 + ( ° - B ) sin v
oldugu gortliir.
Sekil 4.23 de z(u) = u, ¢, = =3, ¢ = 5 ve a = 2 igin €™ yogunluklu

Lorentz-Minkowski uzayinda ¢—dogrusal olan (3.2.142) egrisinin timelike eksen

etrafinda dondiiriilmesiyle olugan (4.2.4) donel yiizeyi gosterilmistir.

Sekil 4.23: (4.2.4) donel yiizeyi

(4.2.4) yiizeyinin normali

1
N=-— (e““(“) Ve2arw) 4 ¢y cos(v), /€200 4 ¢ sin(v))
‘\/__Cl ) )

dir. Buradan (4.2.4) yiizeyinin de spacelike bir yiizey oldugu goriiliir. Boylece
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(4.2.4) yiizeyinin; birinci temel formunun katsayilari

po_ YWra
¢+ e2az(u)
F=0, (4.2.5)
2
In <€az(u) + e2az(u) + Cl)
G = Co +
a
ve ikinci temel formunun katsayilar:
eaz(u)aml(u)Q /_Cl
e=—
c1 + e2az(u) ’
f=0, (4.2.6)
cq + e2ax(u) (aCQ +In (e“‘”(“) e2ax(u) 4 Cl>>
g =
a+/ —Cq

seklinde elde edilir. (4.2.5) ve (4.2.6) esitliklerinden (4.2.4) yiizeyinin Gauss ve

ortalama egrilikleri, sirasiyla

a26a:1:(u) /e2a:v(u) + ¢

acicy + ¢ In(e (@) 4 (/e20(w) 4 ¢)

K =

ve

e2ax(u) + 6ax(u)
H=—-a +
2v/—c1(acy + In(eas®) 4 y/e2az(w) 4 ¢c))) 2y =

olarak hesaplanir.

Teorem 4.2.3. e* yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda ¢ — dogrusal olan
(3.2.142) egrisinin timelike eksen etrafinda déndirilmesiyle olusan (4.2.4) dénel

yuzeyr minimal ve flat degildir.

Sonug 4.2.2. i) e®2(e®® 4 /e20x(w) 4+ ¢) < 1 (veya > 1) ise, (4.2.4) dinel
yuzeyinin tim noktalarinda Gauss egriligi pozitiftir (veya Gauss egriligi
negatiftir).

A /€2am(u)+cl

ii) (6”(“) + 4/ e2ax(w) +C1> R O ) =1 iken, (4.2.4) donel yiizeyinin

ortalama egriligi sifordar.
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Son olarak (3.2.142) egrisi lightlike eksen etrafinda dondiiriilstin. Béylece olugan

donel yiizey

02 02 In (e‘”(“) + /e2az(w) 1 01>
((1 + ) x(u)

XL (U, ’U) = E — 5 Co + a >
02 2 In (e‘m(“) e2ax(u) 4 Cl)
Ex(u) + (1 - ?) c2 + - . (4.2.7)
In (eaz(u) e2az(u) + cl)
v|x(u)— | e+ .
olarak elde edilir.
Sekil 4.24 de z(u) = v, ¢, = =3, ¢ = 5 ve a = 2 igin e*® yogunluklu

Lorentz-Minkowski uzayinda ¢—dogrusal olan (3.2.142) egrisinin lightlike eksen

etrafinda dondiiriilmesiyle olugan (4.2.7) donel yiizeyi gosterilmistir.

-5

Sekil 4.24: (4.2.7) donel yiizeyi

Benzer hesaplamalarla (4.2.7) yiizeyinin normali

1 e2ae(w) 4 ¢ p? — (W (2 4 ¢?),
Ne—o——
2+/ —Cq _eam(u),UQ + e2ax(u) + Cl(U2 _ 2)7 2( e2ax(u) +c — eaz(u)),v

olarak bulunur. Buradan da bu yiizeyin spacelike bir yiizey oldugu goriiliir. Boylece
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(4.2.7) ylizeyinin birinci temel formunun katsayilar:

—c1'(u)?
E— 4.2.8
c + ean(u) ) ( )
F =0,
2
acy + In (e”(“) e2aa(u) C1> — ax(u)
G =
a
ve ikinci temel formunun katsayilar:
/ 2 jax(u)
o=t (u)e , (4.2.9)
/—cy (Cl + €2a:r:(u))
f=0,
(e‘w(“) — y/e2az(u) 4 cl> (acz +1In (e”(“) g2az(u) 4 cl> — ax(u))
9= —"

seklindedir. (4.2.8) ve (4.2.9) yardimiyla (4.2.7) yiizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri, sirasiyla

426w ( P § gy — eaxw))
K =
1 <a02 + In(e®(®) 4+ /e2au(u) 4 ¢;) — ax(u))

ve

/€2aac(u) +e — ea:c(u) eax(u)
H=a +
2\/—c1(aco + In(e®®) — ax(u)))  2v/—c

olarak hesaplanir.

Teorem 4.2.4. e yogunluklu Lorentz Minkowski uzayinda ¢ — dogrusal olan
(8.2.142) egrisinin lightlike eksen etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.2.7) dénel

yuzey: minimal ve flat degildr.

Sonug 4.2.3. i) < e2ax(u) 4 ¢ +e“‘”(“)> > W=z (yeyq < ew(W=ac) jse
(4.2.7) donel yizeyinin tim noktalarinda Gauss egriligi pozitiftir (veya Gauss
egriligi negatiftir).

A /eQaz(u)+cl

i) e — aqx(u) = e a2 gken, (4.2.7) donel yiizeyinin ortalama

egriligi sufirdar.
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4.2.2 "% Yogunluklu E} Uzayinda Regle Yiizeyler

Bu alt kissmda, e yogunluklu Lorentz-Minkowski uzaymda taban egrisi

¢o— dogrusal olan (3.2.142) egrisi, dogrultman vektori ise (3.2.156) ve (3.2.157)
vektorleri olan regle ylizeyler incelenecektir.

Ik olarak, olusturulacak olan regle yiizeyin taban egrisi (3.2.142) egrisi ve

dogrultman vektorii de (3.2.142) egrisinin 7'B—Smarandache egrisi olan (3.2.156)

vektori alinacaktir. Bu durumda regle yiizey

Rrp = orp(u,v) = a(u) + vSrp(u)
e2ax(u) +
\ —201 ’

In (ea:c(u) 4+ \/e2ax(u) L Cl) 0e® W)y
Co + + —)

a —2¢1" /2

= (z(u) L0 (4.2.10)

olarak elde edilir.

Sekil 4.25 de z(u) = In(u), ¢ = —1, ¢, = 3 ve a = 1 i¢in e* yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzayimda p—dogrusal olan (3.2.142) egrisi ve (3.2.142) egrisinin
T B—Smarandache egrisi olan (3.2.156) egrisi tarafindan olusan (4.2.10) regle

yizeyi gosterilmigtir.

Sekil 4.25: (4.2.10) regle yiizeyi
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(4.2.10) ylizeyinin normali

(YT 2/ T
2\/__61\/,02a262am(u) + ¢
2\/—c1 \/m + v 2ave?aw () ave®®®)
B 2\/__01\/U2a262aa:(u) T ’ \/5\/U2a2€2ax(u) + C1>

olup, (N, N) = 1; yani N spacelike bir vektor oldugundan (4.2.10) yiizeyi timelike

)

bir yiizeydir. Buradan (4.2.10) yiizeyinin; birinci temel formunun katsayilar:

(2¢1 + a?e*v?) 7' (u)

E=- 2(e202(u) 4 ¢)
po_Yoarw) (4.2.11)
2(e20x(u) 4 ¢)
G=1
ve ikinci temel formunun katsayilar:
ae®®™W g’ (u)? (—201 + av(v/=2c1 /e @) + ¢ — Cwe?ax(U)))
° 2(e2e(W) 4 ¢)/a2v2e2a2(w) 4 ¢ 7
f= ac(wv=a , (4.2.12)
\/5\/@21)262%(@ + Cl\/e2am(u) + ¢
g=0

seklindedir. (4.2.11) ve (4.2.12) esitliklerinden (4.2.10) ytlizeyinin Gauss ve ortalama

egriliklerinin, sirasiyla

(1261 €2az(u)

(Cl + a2v262az(u))2

K= —

ve

UCLQeax(u) (av€2ar(u) _ \/Tcl / e2az(u) + Cl)
2 (v2a2e2an(w) 4 01)3/2

oldugu gortliir. Diger taraftan, Rrp regle ylizeyinin dagilma parametresi

e2ax(u) + ¢

2
eaz(u) /—Cl\/(aCQ +In (e“ﬂ”(“) + /e2az() 4 C1>> — (az(u))*

olarak hesaplanir. Ayrica Rrp regle yiizeyinin tizerindeki striksiyon egrisi

(5TB =

Yre(u) = a(u)
dir.
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Teorem 4.2.5. Rrp regle yizeyi acilabilir bir regle yuzey degildir.

Teorem 4.2.6. Rrp regle ylizeyinin yrp(u) striksiyon egrisi ile (3.2.142) taban

eqgrisi cakisik egrilerdir.

Son olarak, olugturulacak olan regle yiizeyin taban egrisi (3.2.142) egrisi ve
dogrultman vektorii ise (3.2.142) egrisinin 7N B—Smarandache egrisi olan (3.2.157)

vektortiiniin alinmasi durumunda regle ytizey

SOTNB(U; U) = a(u) + USTNB(U)

v < e2ax(u) +c — e‘”(“))
v—a ’

In (eaw(@ A \/m) v <eax(u) _ /e2an(u) "‘01)

Co + +

a v —C1

= (x(u) + (4.2.13)

7U)

seklinde elde edilir.

Sekil 4.26 da z(u) = u, ¢ = —1, ca = 3 ve a = 1 igin e* yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzayida p—dogrusal olan (3.2.142) egrisi ve (3.2.142) egrisinin
TN B—Smarandache egrisi olan (3.2.156) egrisi tarafindan olugan (4.2.13) regle

yizeyi gosterilmigtir.

Sekil 4.26: (4.2.13) regle yiizeyi
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(4.2.13) ylizeyinin normali

—ave?®@®W (\/Zci 4 av(y/ 2= 4 ¢) — W)
V2 (av\/—_cleaw(U))3/2
e/ 4 oy — qer ) (/e2an) 1 ¢ — eorw)
i
V2+/avy/—cies®)

olup, (4.2.13) yiizeyi timelike bir yiizeydir. Buradan (4.2.13) yiizeyinin; birinci

Y

N =(

temel formunun katsayilari

V=ai (V=c1 = 2ae*™ ™) o/ (u)?

FE =
e2ax(u) + ’
— /
F= ar(u) (4.2.14)
(62az(u) + Cl)
G=1

ve ikinci temel formunun katsayilari

<\/—c1 + av(y/ 2= (W) 4+ ¢ — 2ae‘w(u))) o' (u)?\/av~/—cies= ()

e = )
V20(e20x(®) 4 ¢;)
az(u), /[ /
o Vaerty—aau) (4.2.15)
V/2v(e2az(w) 4 ¢))
g=0

olarak elde edilir. Ayrica, (4.2.14) ve (4.2.15) esitliklerinden (4.2.13) yiizeyinin

Gauss ve ortalama egrilikleri, sirasiyla

1
K=—
4v?
ve
ae™™™) (Cl + aU\/—_Cl( e 4 ¢1 — 2eax(u))>
H=—
4v/2 (avy/—crem=)
dir.

(Shnp(uw), Shyg(u)) = 0 oldugundan Rpyp regle yiizeyi Lorentz anlaminda
bir silindirdir. Ayrica, Ryyp regle yiizeyinin iizerindeki striksiyon egrisinin de
re(u) = afu)
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oldugu gortiliir.

Teorem 4.2.7. Rrnp regle ylizeyinin striksiyon egrisi yrnp(u) ile taban egrisi

(3.2.142) cakisik egrilerdir.

4.2.3 ew by’ Yogunluklu E? Uzayinda Doénel Yiizeyler

Bu alt kisimda, e +tv” yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda profil egrisi
p-dogrusal olan (3.2.164) ve (3.2.173) egrileri, swrasiyla spacelike, timelike ve
lightlike eksenleri etrafinda dondiirtilerek donel yiizeyler olusturulacaktir.

Tk olarak, profil egrisi (3.2.164) egrisi olsun:

(3.2.164) egrisinin spacelike eksen etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel
yiizeyin parametrik denklemi

x! (t) eax2 (t)

\/ e2az?(t) el )
1

Xis(u,v) = [ x(u) cosh(v), co + dt, x(u) sinh(v) (4.2.16)

dir.

Sekil 4.27 de z(u) = \/In(u), ¢; = —0.1, ¢o =4 ve a = 1 i¢in e’ yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzayinda ¢-dogrusal olan (3.2.164) egrisinin spacelike eksen

etrafinda dondiiriilmesiyle olugan (4.2.16) donel yiizeyi gosterilmistir.

Sekil 4.27: (4.2.16) donel yiizeyi
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(4.2.16) ylizeyinin normali

1 2 2
N=— < a2*(4) cosh(v), v/ €202 (W) 4+ ¢ % () ginh )
N e cosh(v), Ve +ci,e sinh(v)

dir. Burada (N,N) = —1 oldugundan (4.2.16) yiizeyi spacelike bir yiizeydir.

Boylece (4.2.16) yiizeyinin; birinci temel formunun katsayilari

- 7' (u)?c;

o c+ e2az(u)?’
F=o0, (4.2.17)
G = z(u)?

ve ikinci temel formunun katsayilar:
2az(u)x' (u)2e* ™\ /=¢;
o 1+ e2az(u)?

f=0, (4.2.18)

I

seklinde elde edilir. (4.2.17) ve (4.2.18) egitliklerinden (4.2.16) yiizeyinin Gauss
ve ortalama egrilikleri, sirasiyla

2a €2a$2 (u)

ve

olarak hesaplanir.

Teorem 4.2.8. ¢** yogunluklu Lorentz Minkowsk: uzayinda ¢ — dogrusal olan
(8.2.164) egrisinin spacelike eksen etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.2.16) donel

yuzeyr minimal ve flat degildir.

Sonug 4.2.4. i) a < 0 (veya a > 0) ise, (4.2.16) donel yiizeyinin tim noktalarinda

Gauss egriligi pozitiftir (veya Gauss egriligi negatiftir).
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ii) z(u) = F ;—; iken, (4.2.16) donel yizeyinin ortalama egriligi sifurdar.

Diger taraftan cebirsel iglemlerden sonra (4.2.16) donel yiizeyinin K Gauss ve

H ortalama egrilikleri arasinda

K (14 In(2£))?

2a
41n(%)

2:

esitligi elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.9. ¢ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzaymda w — dogrusal olan
(3.2.164) egrisinin spacelike eksen etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.2.16) donel

yuzeyi bir Weingarten yuzeydir.

Simdi de (3.2.164) egrisinin timelike eksen etrafinda donderildigini kabul edelim.

Bu durumda olusan donel yiizeyin parametrik ifadesi

x/<t)€ax2 (t)
Xir(u,v) = (z(u), [ 2+ | ——=——==—==dt | cosv, (4.2.19)
\/ e2az?(t) + ¢
1
!(t ax?(t)
co + z(t)e dt | sinwv)

/ e2ax?(t) +c
1

dir.

Sekil 4.28: (4.2.19) dénel yiizeyi

Sekil 4.28 de z(u) = \/In(u), ¢; = —0.1, ¢, = 4 ve a = 1 i¢in **” yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzayinda ¢-dogrusal olan (3.2.164) egrisinin timelike eksen

etrafinda dondiiriilmesiyle olugsan (4.2.19) donel yiizeyi gosterilmistir.
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(4.2.19) ylizeyinin normali

1
N=—-—— <e“x2(“), e202?(w) 4+ ¢) cos(v), v/ €202* (W) 4 ¢ sin(v))

/—¢;
olup, N timelike bir vektordiir ve dolayisiyla (4.2.19) yiizeyi spacelike bir yiizeydir.

Buradan (4.2.19) yiizeyinin; birinci temel formunun katsayilari

B 7' (u)?c; 7
e+ e2ax(u)
F=o0, (4.2.20)
, 2
() et® (t)
G = Cco + ’ ( )6

——dl
/ e2az?(t) +
1

ve ikinci temel formunun katsayilari

\/—_C12(1,.’L’( ) ( )262ax(u)2

c + e2az(u)

f=0 (4.2.21)

/(¢)eax” (t)
(CQ + ¢()7+ ) enrt) + o)
- V=

olarak elde edilir. (4.2.20) ve (4.2.21) yardimiyla (4.2.19) yiizeyinin Gauss ve

e = —

ortalama egrilikleri, sirasiyla

o 2@.7}( )eaz2(u) 62a:732(u) +c

eaac 2(t)
(CQ + f ,—e2a12<t)+01d )

ve

e2 22 (t) +ec1

1(¢)eax?(t)
2/—c, (Cz + f \/gﬂﬁ dt)

\e2er? (W) 4 ¢y + 2ax(u)e™ #(u) (c + f t)eaw 0 )

H=—

olarak hesaplanir.

Teorem 4.2.10. ¢’ yogunluklu Lorentz Minkowsk: uzayinda ¢ — dogrusal olan
(3.2.164) egrisinin timelike eksen etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.2.19) dénel

yuzeyi minimal ve flat degildir.
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u / ax?(t
Sonug 4.2.5. i) az(u) (CQ + {jg:—ait);;dt) <0 (veya > 0) ise, (4.2.19) donel

ylzeyinin tim noktalarinda Gauss egriligi pozitiftir (veya Gauss egriligi negatiftir).
i) 1 = /0 1oy

u azx
an(u)e“ZQ(“) <62+f o/ (t)et?” (1) dt
1

A/ 62a12(t)+61

> ise, (4.2.19) dénel yizeyinin ortalama

egriligi sufirdar.

Son olarak da, (3.2.164) egrisinin lightlike eksen etrafinda déndiiriilmesiyle

olusan donel yiizey

2 2 v () e (®)
XlL(u,U):((1~I—U—>$(U)—U— co + z(t)e dt |,

2 2 Vet 4o
1
2 2 “ () et (t)
Y oa(u) + (1 p ”—) ot [0 4 ) (4.2.22)
2 2 A R /620,9:2(15) +c
x (t)ea$2 ()
v | x(u)— | e+ dt

\/ e2az?(t) +
1

olarak parametrelendirilebilir.

Sekil 4.29 da z(u) = \/In(u), c; =4, ¢; = —0.1 ve a = 1 icin ¢*’ yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzayinda ¢-dogrusal olan (3.2.164) egrisinin lightlike eksen

etrafinda dondiiriilmesiyle olugan (4.2.22) donel yiizeyi gosterilmistir.

Sekil 4.29: (4.2.22) dénel yiizeyi
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Benzer iglemlerle, (4.2.22) yiizeyinin normalinin

1 /€2a12(u) i 01,02 _ eaa:2(u)(2 + 02>,
)y

2\/—01 ( \/62a1’2(u) + 01(02 _ 2) _ 6axQ(u),UZ7 2( e2ax?(u) — eaxQ

oldugu goriiliir ve (4.2.22) yiizeyi de spacelike bir yiizeydir. Buradan (4.2.22)

yiizeyinin; birinci temel formunun katsayilar

- —clx’(u):’
¢ + e2az(u)
F =0, (4.2.23)
x/(t)eaxz(t) ?
G=|c+ dt — x(u)

\/ e2az?(t) +
1

ve ikinci temel formunun katsayilar:

2ax(u)x’ (u)2e2* (W) /—¢;

e2az?(u) ;.

f=0, (4.2.24)

2az2(u _ ax?(u) - (t)e®” 2(t)
(\/6 W 4+¢c; —e >( x(u) —cy — f\/m

—C

g:

olarak elde edilir. (4.2.23) ve (4.2.24) esitliklerinden (4.2.22) ylizeyinin Gauss ve

ortalama egrilikleri, sirasiyla

2ax(u)ea12(u) (1 /62a502(u) +c — eazQ(u)>

K =
cz—l—f e’ dt — z(u)
A /Ban (tﬁ)_i_c1

ve
20> (w) 4 o) — (W) 4 2 (1) e () (C + /_ o ) — 2az2(u)e™®* (@)
- 1 (e (e + | 020 (u)

eam 2(t)
2 <c2 + f\/mdt - x(u)) V—c

olarak hesaplanir.

Teorem 4.2.11. ¢’ yogunluklu Lorentz Minkowski uzayinda ¢ — dogrusal olan
(8.2.164) egrisinin lightlike eksen etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.2.22) donel

yuzeyr minimal ve flat degildr.
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u 2
Sonug 4.2.6. i RAGTCL >0 < 0)ise, (4.2.22
onug i) ax(u) (62 + {m x(u) (veya < 0) ise, (4 )

donel ylizeyinin tim noktalarinda Gauss egriligi pozitiftir (veya Gauss egriligi
negatiftir).
i)1 = 1) /) 1y

u 2
20,12(’!1,)60‘7;2 (u) <62+facwm(t)dt_x(u)
1

A /e2az2(t) +c1

) iken, (4.2.22) donel yiizeyinin ortalama

egriligi sufurdar.

Simdi, profil egrisi olarak (3.2.173) egrisini g6z Oniine alalim:

Bu egrinin spacelike eksen etrafinda dondiirtilmesiyle olusan donel yiizey

Xos(u,v) = | z(u) Cosh(v),07+/ dt, x(u) sinh(v) (4.2.25)

dir.

Sekil 4.30 da z(u) = /In(u), ¢z = 4, ¢s = 1 ve a = 1 icin e®” yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzayinda ¢p-dogrusal olan (3.2.173) egrisinin spacelike eksen

etrafinda dondiiriilmesiyle olugan (4.2.25) donel yiizeyi gosterilmigtir.

0.0

0.5

Sekil 4.30: (4.2.25) donel yiizeyi

(4.2.25) yiizeyinin normali

1
N = ————— (cosh(v), 1+ %y, sinh(v) )

e2ax?(u) cs
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dir. Burada (N, N) = 1 olup N spacelike bir vektordiir ve (4.2.25) yiizeyi timelike

bir yiizeydir. Boylece (4.2.25) ylizeyinin; birinci temel formunun katsayilari

_e2ar(u)2x/(u)268
o 1+ C862aaj(u)2 ’
F=0 (4.2.26)
G = x(u)?

ve ikinci temel formunun katsayilari
. 20 (u)x! (u)2/ cge2ee()?
1 T cpc2ano?
f=0, (4.2.27)
z(u)
e2an(w)? o

seklinde bulunur. Ayrica (4.2.26) ve (4.2.27) esitliklerinden, (4.2.25) yiizeyinin

)

g:

Gauss ve ortalama egrilikleri, sirasiyla

—2a
e2az?(u) s

K=

(1 — 2az*(u))

- 22 (u)~/ e20* (W) g

olarak hesaplanir.

Teorem 4.2.12. ¢*** yogunluklu Lorentz Minkowski uzayinda ¢ — dogrusal olan
(3.2.173) egrisinin spacelike eksen etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.2.25 )

donel yuzeyi minimal ve flat degildir.

Sonug 4.2.7. i) a < 0 (veya a > 0)ise, (4.2.25) dinel yiizeyinin tim noktalarinda
Gauss egriligi pozitiftir (veya Gauss egriligi negatiftir).

il) x(u) = F,/ % iken, (4.2.25) dénel yizeyinin ortalama egriligi sifirdar.

Ayrica cebirsel iglemlerle, (4.2.25) donel yiizeyinin K Gauss ve H ortalama

egrilikleri arasinda

—2a
. 1 —ln(ch).
5 1n(_;£;)
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iligkisi elde edilir.
Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.2.13. ¢ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda @ — dogrusal olan

(3.2.173) egrisinin spacelike eksen etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.2.25) donel

yuzeyi bir Weingarten yuzeydir.

Benzer sekilde, (3.2.173) egrisinin timelike eksen etrafinda dondiiriilmesiyle

olusan donel yilizey

Xor(u,v) = (z(u),

Cos v, (4.2.28)

by '
t
cr +/ v{t) dt
1+ e2aa:2(t)cg
1

sinv)

“ /
t
Cr +/ & ( ) dt
f V14 €2a12(t)08

olarak elde edilir.

Sekil 4.31: (4.2.28) dénel yiizeyi

Sekil 4.31 de z(u) = /In(u), ¢z =4, ¢s = 1 ve a = 1 i¢in e yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzayinda ¢—dogrusal olan (3.2.173) egrisinin timelike eksen
etrafinda dondiiriilmesiyle olugan (4.2.28) donel yiizeyi gosterilmistir.

(4.2.28) yiizeyinin normali

1
N (1, V1 + e g cos(v), /1 + €97 ¢ sin(v))

2
0T (u)c8
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olarak bulunur, ki bu da (4.2.28) yiizeyinin timelike bir yiizey oldugunu gosterir.
Boylece (4.2.28) yiizeyinin; birinci temel formunun katsayilari

2ax(u)?

e 7' (u)?cg

1+68€2ax(u)2 ’

F =0, (4.2.29)

y /
t
G=|cr +/ () dt
1+ 62a1’2(t)68
1

ve ikinci temel formunun katsayilari

E=—

2az' (u)2x(u)+/e20x(w)? cg

1+ 6862ax(u)2

Y

F=o, (4.2.30)
L/ 2az(u)? u¢ 2az(u)?
B 1 + 086 (C7 + jl‘\/mdt) (& Cg
9= ceeaz(u)?
8

dir. (4.2.29) ve (4.2.30) yardimiyla (4.2.28) yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri,

sirasiyla
P —2ax(u)\/1 + e (W) cg
2ax2 (u) h I O N
e (@(q+{ wa%ﬂo
ve

e [_w
1+e cs — 2ax(u) (07 + {\/mdt)

2az2(t) T T
2 e CS (C7 —'I_ jl‘\/mdt)

H =

olarak hesaplanir.

Teorem 4.2.14. ¢’ yogunluklu Lorentz Minkowsk: uzayinda ¢ — dogrusal olan
(8.2.173) egrisinin timelike eksen etrafinda déondirilmesiyle olusan (4.2.28) dénel

yuzeyi minimal ve flat degildir.

Sonug 4.2.8. i) ax(u) (C7+I%dt) < 0 (veya > 0) ise, (4.2.28)
1 14-e=a® cs
donel yizeyinin tim noktalarinda Gauss egriligi pozitiftir (veya Gauss egriligi

negatiftir).

168



ax2 u
i) 1 = V1te?or ey > ise, (4.2.28) donel yizeyinin ortalama egriligi

2az(u) | cr+[ m/(t)2 dt
1 1+62az (t)c8

sufurdar.

Son olarak (3.2.173) egrisinin lightlike eksen etrafinda déndiiriilmesiyle olugan

donel yiizeyin parametrik ifadesinin

Xon(u,v) = ((1+ ?) () _%2 C7+7 1+x’(t)

e2az?(t) Cs

%x(u) + (4.2.31)

2 v /
t
(1—U—) C7+/ 33() dt ,
2 A1+ €2az2(t)68
1

v | x(u) —

v /
t
cr + / < ( ) dt
/1 + eZazQ(t)CS
1
oldugu gortliir.
Sekil 4.32 de z(u) = /In(u), ¢; = 4, cs = 1 ve a = 1 i¢in e®” yogunluklu

Lorentz-Minkowski uzaymda ¢ — dogrusal olan (3.2.173) egrisinin lightlike eksen

etrafinda dondiiriilmesiyle olugan (4.2.31) donel yiizeyi gosterilmistir.

Sekil 4.32: (4.2.31) donel yiizeyi

Benzer iglemlerle (4.2.31) yiizeyinin normali hesaplandiginda

: ( (V14 e ey — 1)v? — 2, )

N=——rour—
2\/e2072(w) ¢ 14 e2ee®(Wcg(v? — 2) — v?, 20(y/1 + e208*(Weg — 1)
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olarak elde edilir. Buradan da N spacelike bir vektor olup, (4.2.31) yiizeyi timelike

bir yiizeydir. Boylece (4.2.31) ylizeyinin; birinci temel formunun katsayilari
B _62aw(u)268x/ (u)Q
1+ 0862az(u)2

F=0, (4.2.32)

’

G:

v /
t
C7—|—/ () dt — z(u)
V1 e202?(t) cg

ve ikinci temel formunun katsayilar:

2ax(u)x' (u)?+/ €20 (1) cg

1+ 62ax2(u)08

?

f (4.2.33)

07
2az2(u) ) | z'(t)
(\/ 1+e g — 1 (67 + { — dt — x(u)

9= / e2ax? (u) cs

seklinde bulunur. (4.2.32) ve (4.2.33) esitliklerinden, (4.2.31) yiizeyinin Gauss ve

ortalama egrilikleri, sirasiyla
—2ax(u)

lg pu
2az2(u i z'(t)
(V1 + e2az*(Weg + 1) <c7 - { 1+e2aw2(t>c8dt x(u))

ve

V 1+ e2?Weg — 1 — 2ax(u) (07 + f¢dt> + 2ax?(u)
1

1+e2am2 (t) cs

h @' (1) _ 2az2(u)
2<c7+{\/mdt x(u)) e s

H=-

olarak hesaplanir.

Teorem 4.2.15. ¢*’ yogunluklu Lorentz Minkowski uzayimda ¢ — dogrusal olan
(3.2.173) egrisinin lightlike eksen etrafinda dondirilmesiyle olusan (4.2.31) dénel

yuzeyr minimal ve flat degildir.

S 4.2.9. [ 20 g <0 > 0) ise, (4.2.31
onug i) ax(u) <c7 + {\/m z(u) (veya > 0) ise, (4 )
donel yiizeyinin tim noktalarnda Gauss egriligi pozitiftir (veya Gauss egriligi

negatiftir).
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2ax(u) C7+I¢dt—x(u)

an u — .o . - -
i) 1= Ve (Wes—1 iken, (4.2.81) dénel yiizeyinin ortalama
1 4 /1+€2(1z2(t)68 >

eqgriligi sufirdar.

4.2.4 ™+ Yogunluklu E? Uzaymda Regle Yiizeyler

Bu alt kisimda, e+’ yogunluklu Lorentz-Minkowski uzayinda, taban egrisi
@-dogrusal olan (3.2.164) ve (3.2.173) egrileri, dogrultman vektérleri de (3.2.164)

ve (3.2.173) egrilerinin Smarandache vektorleri olan regle yiizeyler olugturulacaktir.

Ik olarak taban egrisi

u

7! (t) eaxQ (t)

——dt,0
/ 2ax?(t) +c
1

egrisi ile olusturulan regle yiizeyler agagida parametrelendirilmis ve baz

aj(u) = | z(u),co +

karekterizasyonlar verilmistir.

i) Dogrultman vektorii (3.2.164) egrisinin 7'B—Smarandache egrisi olan (3.2.178)

egrisi ise, bu durumda regle yiizey

Rirg = pirp(u,v) = aq(u) + vSirp(w) (4.2.34)

) /62am + 1 N / ,Ueax2(u) )
, C2 [~
N W VTG

= ((u) + )

seklindedir.

Sekil 4.33 de z(u) = \/In(u), ¢; = —0.1, ¢; = 4 ve a = 1 icin e* yogunluklu
Lorentz- Minkowski uzaymda taban egrisi ¢-dogrusal olan (3.2.164) egrisi ve
dogrultman vektorii de (3.2.164) egrisinin T'B—Smarandache egrisi olan (3.2.178)

vektorii tarafindan olugan (4.2.34) regle yiizeyi gosterilmistir.
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Sekil 4.33: (4.2.34) regle yiizeyi

(4.2.34) yiizeyinin normali

N = ! e O (G (o BV o)
\/402(12362(“)62@2@) + v —c1 ’
B \/__Cl‘ / e2az?(u) +c + ﬁavx(u)62a$2(u)
V2avz(u)e®™ )

dir. N spacelike bir vektor olup, (4.2.34) yiizeyi timelike bir yiizeydir. Buradan

(4.2.34) ylizeyinin; birinci temel formunun katsayilari

2 (u)? <2a262“’”2(“)02m(u)2 + cl>

E=—
e2az?(u) +c ’
— /
- s DN (4.2.35)
\/2(e2ax (u) +Cl)
G=1

ve ikinci temel formunun katsayilari

ae™” Wz (u)? ( ((2ava(u)? +v) /=20 (2070 + 1) )

e =
(e202°(w) + ¢))/4a2v2x(u)2e20e* (W) + ¢; —4a®e2** (W2 (u)? — 2¢y2(u))
) / az?(u)
= ay/—2c1x(u)z'(u)e | (4.2.36)
Ve2aw* W 4 ¢y /dav?z(u)2e20a’ @) ¢
9=0

olarak bulunur. Ayrica (4.2.35) ve (4.2.36) esitliklerinden, (4.2.34) yiizeyinin Gauss
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ve ortalama egrilikleri, sirasiyla

4a2x2 (u)0162ax2 (u)

K=— S
(c1 + 422 (u)a?v2e2ee® ()

ve

oo —v/—2c14/ e2az* (W) clvaea‘”2(“)(1 + 2az*(u)) + 423 (u )a?’erS‘m ()

2(c1 + 4x2(u)a2v262“5‘2(“))3/2

olarak elde edilir. Ry7p regle ylizeyinin dagilma parametresi

%2¢ 2ax2(u) + ¢

2
ear (t)m
21 (u) e (v \/—cl\/ C2+f\/mdt) — 22(u)

olarak hesaplanir. Ayrica Rirp regle yiizeyi tizerindeki striksiyon egrisi de

51TB =

Nire(u) = ai(u)
dir.
Teorem 4.2.16. Rirp regle yizeyi acilabilir bir regle yiuzey degildir.

Teorem 4.2.17. Ryrp regle yizeyinin striksiyon egrisi yirp(u) ile taban egrisi

(8.1.15) ¢akisik egrilerdir.

ii) Dogrultman vektoriiniin (3.2.164) egrisinin 7'N B—Smarandache egrisi olan

(3.2.179) egrisi olmasi durumunda regle yiizey

Rirng = prons(u,v) = oq(u) + vSirnp(u)
v (m _ eaxQ(u)>
/= ;
- y 1% (1) (1) e v <€az2(u) _ \/W)

seklinde parametrelendirilebilir.

= (z(u) + (4.2.37)

)
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L L 1 L 1 L

0.5 1.0

Sekil 4.34: (4.2.37) regle yiizeyi

Sekil 4.34 te z(u) = \/In(u), ¢; = —0.1, ¢; = 4 ve a = 1 icin e* yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzayinda ¢-dogrusal olan (3.2.164) egrisi ve (3.2.164) egrisinin
TN B—Smarandache egrisi olan (3.2.179) egrisi tarafindan olusan (4.2.37) regle
yiizeyi gosterilmistir.

(4.2.37) yiizeyinin normali

A (—avm(u)eQ“fCQ(“)(\/—_cl + 2avz(u) (/€207 (W) 1 ¢ — ¥ (W)
2 (avz(u)y/—crew@)??

QG/UZE(U)GMDQ(U)( e2ax?(u) +c — eaxQ(u)) _ \/—_01 /€2a:c2(u) T e
V2y/=crw(u)\/avy/—c e

Y

)

2\/x(u)av\/—cle“2(“))
dir. Burada (N, N) = 1 olup, (4.2.37) yiizeyi timelike bir yiizeydir. Boylece

(4.2.37) ylizeyinin; birinci temel formunun katsayilari

. 7' (u)?/—c <\/—01 — 4avx(u)e‘”2(“)) \
_ W T o : (4.2.38)
Y(u)ya
/ e2ax? (u) + Cl’

G=1

F =
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ve ikinci temel formunun katsayilari
u)?\/avz(u)ew® ) /= ( v/ €200 (W) + ¢ + z(u)\/—c1+ )

(621136 (u) Cl)Uﬂf(U) 2avx(u)?(y/e207* (@) 4 ¢ — 262ax2(u)))

(4.2.39)

f= \/cwx ear*(u) /¢,

v/ €2 (W) 4 ¢

Y

g=0

olarak bulunur. Ayrica (4.2.38) ve (4.2.39) yardimiyla (4.2.37) yiizeyinin Gauss

ve ortalama egrilikleri, sirasiyla

1
=1
ve
e ae®® W vy/—c1y/ €207 (W) 4 ¢ + x(u)ey+
— Sava(u)y/=c1e ™\ 222 (u)avy/—c1 (\/m — 26““’2(11))
olur.

(S1rnp(w), S1rnp(w)) = 0 oldugundan, Ryryp regle yiizeyi Lorentz anlaminda
bir silindirdir. Ayrica, Ripyp regle yiizeyi iizerindeki striksiyon egrisinin parametrik
gosterimi de

nrnp(u) = ai(u)
dir.
Teorem 4.2.18. Rirnp regle ylizeyinin striksiyon egrisi yiryp(u) ile taban egrisi

(3.2.164) ¢akugik egrilerdir.

Simdi de taban egrisi

as(u) = | x(u),cr + dt, 0
o) = | at)cr+ | —
1

egrisi olan regle ytizeyleri inceleyelim.
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i) Dogrultman vektorii (3.2.173) egrisinin N B—Smarandache egrisi olan (3.2.181)

egrisi olmasi1 durumunda regle ytizey

Rong = ang(u,v) = as(u) + vSanp(u)
v
— () + —— 4.2.40
(o) + s (1.2.40)

u

cr + P(t) g vV Iteetr® v

1+ 0862az2(t) 20862ax2(u)

olarak elde edilir.

Sekil 4.35 te x(u) = /In(u), ¢z = 4, ¢ = 4 ve a = 1 i¢in e* yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzayinda ¢p-dogrusal olan (3.2.173) egrisi ve (3.2.181) NB—

Smarandache egrisi tarafindan olugan (4.2.40) regle yiizeyi gosterilmistir.

Sekil 4.35: (4.2.40) regle yiizeyi

Gerekli cebirsel iglemlerden sonra (4.2.40) yiizeyinin normali

1 1 + cge2ar® 1
\/26862“”2, \/ 2cge200? V2

olarak bulunur. N spacelike bir vektordiir ve dolayisiyla (4.2.40) yiizeyi timelike

N =( )

bir yiizeydir. Buradan (4.2.40) yiizeyinin; birinci temel formunun katsayilar:

(\/c e2az?(u) \/_avx )

14 cg e2az?(u)
F =0, (4.2.41)

Y

176



ve ikinci temel formunun katsayilari

V2az(u (W V2avz(u )

€= )

/1 + 6862a502(u)
[=0, (4.2.42)
9=0

seklindedir. Ayrica (4.2.41) ve (4.2.42) esitliklerinden, (4.2.40) yiizeyinin Gauss

ve ortalama egrilikleri, sirasiyla

—az(u)

\/2 <6862W u) — 2aqvw(u)/ 2cge207* () + 2(qva( )

olur. Boylece, Ronp regle ylizeyi diizlemsel bir yiizey oldugundan dagilma parametresi

H =

sifirdir ve ylizey agilabilirdir. Ayrica, Ronp regle yiizeyi iizerindeki striksiyon

egrisinin parametrik gosterimi de

./ 0862ax2 (u)

- Sanp(u)
\/ﬁax(u)\/<67+f\/l+c;(;ﬁ ) — 22(u)

Yorp(u) = az(u) +

seklindedir.

Teorem 4.2.19. Ronp regle ylizeyinin striksiyon egrisi yonp(u) ve taban egrisi

(3.2.173) kesismezler.

ii) Dogrultman vektoriiniin (3.2.173) egrisinin 7'N B—Smarandache egrisi olan

(3.2.182) egrisi olmasi durumunda regle yiizey

Rorng = wornp(u,v) = as(u) + vSaryp(u)
v ( 1 + cge2ae®(w) 4 1)

Cge2ax2(u)
2'(t) v <\/ 1 + cge2ax®(u) 4 1)
dt +
| /1 + Cge2aa¢2(t) /Cge2ax2(u)

= (z(u) + : (4.2.43)

cr + 7U)

olarak bulunur.
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Sekil 4.36 da x(u) = \/In(u), ¢r = 4, cs = 4 ve a = 1 i¢in e* yogunluklu
Lorentz-Minkowski uzayinda p-dogrusal olan (3.2.173) egrisi ve (3.2.173) egrisinin
TN B—Smarandache egrisi olan (3.2.182) egrisi tarafindan olugan (4.2.43) regle

yiizeyi gosterilmistir.

Sekil 4.36: (4.2.43) regle ylizeyi

Gerekli iglemlerden sonra (4.2.43) yiizeyinin normali

N=( 2avz(u)(1 + /1 4 cge207? @) — \/cge2ar? (W)

\/ 2cge2az’(u) (0862‘”2(“) — 2avz(u) 0862“932(“))

2avx(u) (1 + \/cge2ee® @) — /(1 4 cge2aa® W) cge2aa® (W)

\/ 2cge2az?(u) (0862”2(“) — 2avx(u) 0862‘”2(“)>

?

6862(11:2 (u)

\/2 (0862‘”’2(“) — 2avz(u) 0862“5‘72(“)>

)

olarak elde edilir. N spacelike bir vektordiir ve bu nedenle (4.2.43) yiizeyi timelike
bir yiizeydir.

Buradan (4.2.43) yiizeyinin birinci temel formunun katsayilar

2/ (u)? Vege2aw® @) (\/ ege2a2® W) — davx(u))

E
14+ 0862a12(u) ’
o 0862am2(u)
F=ux (U) 1+ Cg€2ax2(u)’ (4244)
G=1
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ve ikinci temel formunun katsayilari

CLZL'I(U)2\/ 20862‘”2(“) v/ 1+ Cse2a12(u) + $(U) Cg€2ax2(u)

o (1+ 0862‘””2(“))\/0862”2(“) — 2avx(u)y/ cge2ar? (W) | —2a02(u)2(2 + /1 + cze20* ()
;e V2az(u)a (u)\/cge2ar* (@) | (42.45)

\/(1 + cge2ar? () (cge2ar®(w) — 2qux(u)y/ cge2ar® (1)
g=20

olarak bulunur. Ayrica (4.2.44) ve (4.2.45) yardimiyla, (4.2.43) yiizeyinin Gauss

ve ortalama egrilikleri, sirasiyla

. (0a(w)’
c5€2072() — Apz(u)ar/cse27* @ + (uz(u)a)?

ve

- 20vx(1)%(2 + /1 + cge2a2* @) — 91/1 + cge208* @) — 33(u)+/ cge20e® @)

2(/ cge2ax?(u) — 2avx(u))\/2 <0862M2(U) — 2avz(u) 0862‘”2(“))

dir.

(Shrng(w), Shrng(w)) = 0 oldugundan, Rory g regle yiizeyi Lorentz anlaminda
bir silindirdir. Ayrica, Rornp regle yiizeyi tizerindeki striksiyon egrisinin parametrik
gosterimi de

Yornp(u) = as(u)

seklindedir.

Teorem 4.2.20. Ryrnp regle ylizeyinin yornp(u) striksiyon egrisi ile (3.2.173)

taban egrisi cakisik egrilerdir.
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