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OZET

HELMHOLTZ DENKLEMININ OPTIMAL KONTROL PROBLEMLERI VE
MIKRODALGA ISITMASINDA UYGULANMASI

Aydmn Yilmaz
Yiiksek Lisans, Fen Bilimleri Anabilim Dali,
Elektrik ve Elektronik Miihendisligi Bolimii

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Ozgiir Kelekgi

Ocak 2017, 65 sayfa

Dalga denklemlerinin optimal kontrol problemleri yillardir ilgi odagi olmustur.
Ozellikle, akustik ve elektromanyetik alanlarm kontrolii sagilma ve kloak
problemlerini dogurmustur. Daha sonra, metamataryellerin yapisinin kontrolii dnem
kazanmistir. Son zamanlarda, malzeme tasarim optimizasyonu ile ilgili birgok
arastirma olmustur. Elektromanyetik ve akustik dalga yayilmasi genellikle Helmholtz
denklemi ile modellenmistir. Coziimiin salinimli karakterinden dolayi, ayristirma
teknikleri, son on yilda ilgi odagir olmustur. Bu tezde, bir mikrodalga 1sitmasinda
optimal kontrol probleminin sayisal ¢éziimlerini incelemek asil amagtir. Mikrodalga
1sitma problemi dengedeki bir 1s1 denklemi ile Helmholtz denklemi birlestirilerek
modellenmistir. ilk basta, gerekli optimallik kosullari elde edilir. Optimalite
sistemini bulmak i¢in optimize et-sonra-ayriklastir yaklasimi takip edilir. Lagrange
fonksiyoneli optimalite kosullarin1 elde etmek ic¢in kullanilir. Ardindan, sonlu
elemanlar metodu ile durum ve eslenik durum denklemleri ayriklastirilir. Son olarak

sayisal ¢oziimler sunulacaktir.



Anahtar Kelimeler: Helmholtz Denklemi, Mikrodalga Isitma Sistemi, Optimal

Kontrol Problemleri, Sonlu Eleman Y 6ntemi



ABSTRACT

OPTIMAL CONTROL PROBLEMS OF HELMHOLTZ EQUATION
APPLIED TO MICROWAVE HEATING

Aydin Yilmaz
M.S. Department of Electrical and Electronics Engineering

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Ozgiir Kelekci

January 2017, 65 Pages

Optimal control problems of the wave equations have been in interest for many
years. Especially, control of acoustic and electromagnetic fields give rise to
scattering control and cloaking problems. Then, the structure of the metametarials
plays a crucial role in the control prolems. Recently, there have been many research
related to material design optimization. Metamaterials may provide to control
electromagnetic fields directions at will and to propose a design strategy.
Electromagnetic and acustic wave propagations are usually modeled by the
Helmholtz equation.  Because of the oscillatory character of the solution,
discretization techniques have been in interest over the last decade. In this thesis, we
study numerical solutions of optimal control problem for a microwave heating.
Microwave heating problem is modeled by Helmholtz equation coupled with a heat
equation at equilibrium. At first, the necessary optimality conditions are obtained.
Optimize-then-discretize approach is followed to get the optimality system. The
Lagrange functional is used to obtain the optimality system. Then, finite element
method is used to discretize the state and the adjoint state equations. Finally we

present the numerical solutions.

Xi



Keywords: Helmholtz Equation, Microwave Heating, Optimal Control, Finite

Element Method.
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BIRINCi BOLUM

GIRIS VE ON BILGILER

Optimal kontrol problemleri son yillarda bir ilgi odagi olmustur. Optimal kontrol
problemleri, diferansiyel denklemler (adi diferansiyel denklemler veya kismi
diferansiyel denklemler) tarafindan olusturulan sistemlerin maliyet fonksiyonlarin
optimize eden kontrol fonksiyonlarinin bulunmas: ile ilgilidir. Farkli disiplinlerden
gelen cesitli uygulamalar optimal kontrol problemlerinin gerekliligini ortaya
koymustur. Fizik, finans ve miihendislik biliminde c¢esitli uygulamalar vardir.
Ornegin, akiskanlar dinamiklerinin optimal kontrolii, aero-hidrodinamik araglar,
motorlarda yanma kontrolii, yangin bastirma, manyetik fiizyon ve okyanus ve

atmosferik tahminde temel 6nem tasimaktadir.

Bir kontrol teknigi, bir performans kriteri kiictiltirken, kabul edilebilir tiim
kontrol fonksiyonlar arasinda optimal kontrol girdisini bulur. Kontrol degiskeni
bolge smirinda veya bolgede hareket edebilir. Sinir tizerinde hareket ederse,
optimizasyon problemine smir kontrol problemi denir, aksi halde buna dagitilmis

kontrol problemi denir.

Sayisal yontemler, problemlerin farkli disiplinlerden ¢oziilmesinde temel rol
oynamistir. Optimal kontrol problemlerinin sayisal ¢6ztimii iki (dogrudan ve dolayli)
farkli yaklasimlarla elde edilebilir. Dogrudan yontemde optimal kontrol, sadece
kabul edilebilir fonksiyonlarin kiimesi tizerinde, yani durum denklemini karsilayan
ciftler (y, durum degiskeni, ve u, kontrol parametresi) lizerinde ¢alisarak maliyet
fonksiyonunu veya hedef fonksiyonunu en aza indirmeye calisir. Olas1 yerel
minimumun  bulunabilecegi, Lagrange fonksiyonunun denge noktalarinin

hesaplandigi dolayli optimizasyon yontemi de kullanilabilir.

Son on yilda, kisitlamasiz optimal kontrol problemlerinin ¢6ziimii i¢in bir dizi
etkin algoritma gelistirildi. Sinirsiz optimizasyon problemlerini ¢ézmek i¢in iyi
bilinen azalan gradyan tipi bir yontem kullanilir. Azalan gradyan, birinci derece
optimizasyon metodudur. Gradyan azalmasimi kullanarak bir lokal minimum
fonksiyonu bulmak i¢in, egim derecesinin negatifiyle orantili olarak adimlar atilir.

Azalan gradyan i¢in bolgenin boyutu 6nemli degildir. Sonsuz boyutlu olanlarda bile



calisir. Optimal kontrol problemine durum degiskenli esitsizlik kisitlamalar
uygulandiginda komplikasyonlar ortaya ¢ikar. Karush-Kuhn-Tacker (KKT) kosullari,
siirlt optimizasyon problemlerini ¢6zmek i¢in kullanilir. Lagrange carpanlari, KKT

sistemini elde etmek icin kullanilir.

Cesitli kismi diferansiyel denklemlerle kisitlandirilan optimal kontrol
problemleri literatiirde yogun olarak incelenmistir. Optimal kontrol problemi kismi
diferansiyel denklem (KDD) uygulanirsa, sayisal ¢oziimii bulmak i¢in uzay
degiskeni igin bir ayriklik yontemi kullanmamiz gerekir. Onemli ayriklasma
yontemlerinden biri de sonlu elemanlar yontemi (FEM) 'dir. Optimal kontrol
problemlerinin standart sonlu elemanlar yaklagiminin yakinsamasinda bir¢ok ¢alisma

yapilmistir, bakimiz [1, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16].

Simdi, optimal kontrol problemlerinin yapisina goz atalim. En aza
indirgenecek veya en yiiksege cikarilmak tizere bir maliyet fonksiyonu seg¢ilmistir.
Siradan veya kismi diferansiyel denklem olabilen bir denklem bu problem igin bir

kisit olustursun. Yani

min (or max) J (y,u) (1.1)

c(y,u) = 0. (1.2)
J maliyet fonksiyonu, c(y,u) da kisit denklemidir. Problem esitlik kisitli optimal
kontrol problemi olarak adlandirilir. Bir esitsizlik sinirlamast empoze edilirse, o

zaman
min (or max) J (y,u)

c(y,u) =0 (1.3)

u<cor y<d.
Burada, c(y,u) bir diferansiyel denklem belirtir. ¢ ve d de sabitlerdir. y durum

degiskeni, u da kontrol parametresidir.

Elektromanyetikten gelen kontrol uygulamalardan bir tanesi, mikrodalga
isitmasinin optimal kontroliidiir. Mikrodalgalar tarafindan {iretilen 1sinin diizgiin
dagilimi son zamanlarda ugrasilan zor alanlardan birisidir. [9] 'da, uygun bir
uygulanan elektrik alani secilip ve mikrodalgalar tarafindan iiretilen bir kaynak ile
dogrusal olmayan 1s1 iletimi ile birlestirilmis Maxwell denklemleri tarafindan

yonlendirilen optimal bir kontrol problemi olusturulmustur.



Bu tez calismamizda ana problem, Helmholtz denkleminin denge durumunda
bir 1s1 denklemi ile birlestirilmis optimal smir kontroliidiir. Boylece, Q d =
2,3icin R®’de smirli bir poligonal alan olarak tanimlanir. Ve Lipschitz simir
kiimeleri ¥; U £, = 0Q bi¢imindedir. Simdi asagidaki problem diistinelim:

1 a 2
miur)lj(v, u) = Efﬂ (w(x) —vga(x))%dx + EIZZ (u(x))ds (1.4)

,

—V2y —w?y=0 x € Q,

g—i’lzu(x) X€EZ,,
y=0 x€X, (1.5)

—Av =%,By2 x €,
V= 0 X € 21 V) 22 y
burada, v : Q - R% durum degiskenidir ve u kontrol degiskenidir. w harmonik

salinim frekansini belirtir. Ayrica, a > 0 diizglinlestirme parametresi olup, v,

istenen sicakliktir.

Sobolev ve Lebesgue uzaylarinda tanimli standart normlart ve i¢ carpimlari
kullanilmaktadir. Lebesgue uzayi, bir foksiyonun bir p derecesinden integralinin var
oldugu fonksiyonlar kiimesidir. LP ile gosterilir. Sobolev uzay, fonksiyonunun hem
kendisinin LP-normlar1 hem de belirli bir siraya kadar tiirevlerinin bir bilesimi olan
bir norm ile donatilmis bir fonksiyon vektér uzayidir. H! ile gosterilir. Y = H1(Q)
olsun. Burada, H1(Q) kiimesi &yle fonksiyonlardan olusur ki bu fonksiyonlar ve

onlarin t’ye tiirevleri Q1 iizerine integrallenebilirdir.

Simdi, sinir degeri problemi (1.1), eliptik denklemler teorisinin yontemleriyle

¢oOziilebilir.

Bu tezde, mikrodalga 1sitmasimin optimal kontrol probleminin, (1.1) - (1.2),
sayisal ¢oziimii incelenecektir. Burada optimalite kosullarmi elde etmek igin
fonksiyonel bir yaklagim olan optimize et-sonra-ayriklastir yontemi takip edilecektir.
Literatiirde optimal kontrol problemini sayisal olarak ¢6zmek i¢in iki yaklasim
vardir: optimize et-sonra-ayriklastir ve ayriklastir -sonra-optimize et. Her iki yontem

de yaygin olarak kullanilsa da, ilk yaklasim en yaygin olanidir. Bunun nedeni,



optimalite kosullarinn siirekli olmasidir. Ikinci yaklasimda, durum denklemleri dnce

ayrik hale getirilir ve daha sonra ayrik optimalite kosullar1 elde edilir.

Amacimiz modellenen problemi sayisal olarak ¢ozmektir. Bu tez, mikrodalga
isitmasinin  optimal kontrol problemlerinin sayisal olarak c¢ozildiigii ilk ¢aligma
olacaktir. Uzay ayriklastirmasinda sonlu elemanlar yaklasimini kullanilacak ve

Freefem ++ ile sayisal sonuglar1 elde edilecektir [3].
Simdi, Helmholtz denkleminin baz1 6zelliklerini inceleyecegiz.
1.1. The Helmholtz denklemi

Asagidaki basit bir sekilde formulize edilmis Helmholtz denklemini diisiinelim:

—Viy—w?y=0 x€Q,
d
F=f0) xeD, (1.6)
y=0x€eX vey=gkx) x€X,,
burada Q, d = 2,3 i¢in R i¢inde smirli bir poligonal bélge ve £; U, = 0Q onun

Lipschitz sinirlart olsun. Yani bu kiimenin sinirlar1 Lipschitz bir fonksiyonun

grafiginin 6zelliklerini tasir. Lipschitz bir F fonksiyonu su kosulu saglar:

Ayrica, f(x) ve g(x) fonksiyonlart tanimhidir. w, harmonik salinimlarin frekansini

belirtir.

Helmholtz denkleminin sinir deger problemleri yillardir ilgi ¢ekmektedir.
Akustik ve elektrodinamik dalga yayilimlar1 gibi ¢esitli uygulamalar i¢in énemli bir

model olmustur. Diistinelim ki
VZy + n(x)?w?y = f(x), x € R4, (1.7)

burada, n(x), f(x) ve w degerleri, denklem modellerinin tiiriine baglidir. Ornegin,
dalga yayiliminda, y(x), bir zaman harmonik dalgasinin ¢ogalmasidir. Kuantum

mekaniginde, bir enerji durumu i¢in bir yoriingedir.

1.2 Helmholtz denkleminin dalga denkleminden elde edilisi
Skaler dalga denklemi:

v = c(x)?Av + F(t, x). (1.8)



Burada, c(x) dalgalarin yayiliminin yerel hizidir ve F(t,x) ¢oziimii dalgalar
enjekte eden kaynaktir. A¢isal zaman frekansi w ile bir ¢6ziim bulmayi arzu edersek,
v(t,x) = u(x)e™™t F(t,x) = g(x)e™™?! olarak secilir ve bu esitlikleri (1.8) 'e

uygulariz. Sonug olarak

—w2u(x)e ™t = c(x)?Au(x)e ™t + g(x)e~We. (1.9)

—iwt

Daha sonra, e ile boliince,

g(x)
A = 1.1
u(x) + Cx )zu( x) = T (1.10)
elde edilir. Bu denklem f(x) = — f(%)z ve n(x) = (—) secimleri i¢in (1.7) 'ye

karsilik gelir. Bu formiilasyonda, u(x) ¢oziimii w frekansi ile zaman harmonik

¢coziimlerinin ¢ogaltilmasidir.

1.3 i¢c mekan problemleri(Interior problems)

Smirl bir Q@ € R? bolgesinde Helmholtz denklemini ele alalim. Problem:
—V3y —w?y =0 x €,

0
% =0 x € dQ (Neumann sinir kosullar1), (1.11)

y =0 x € 0dQ (Dirichlet sinir kosullar)

olsun. Bu tiir bir probleme i¢ mekan problemleri denir.

U

Sekil 1.1



1.4 D1s mekan problemler(Exterior problems)

Smirli olmayan bir bolge diistinelim. En yaygin 6rnek sagilma problemidir.
Q c R4 icin
VZy+w?ly =0, x¢0Q, (1.12)
Homojen olmayan sinir kosullari:

0
% = g(x) x € 0Q (Neumann sinir kosullar1), (1.13)

y = h(x) x € dQ (Dirichlet sinir kosullari).

//// ////

Sekil 1.2

1.5. Helmholtz denkleminin bazi uygulamalar:

[31] 'de, asagidaki problem gz oniine alinmaktadir

Au+s*u=0 (x,y) ER, (1.14)
u(x,y)=fxy) (xy) €0R,

burada R = [a, b] X [c, d]. Bu problem igin sonlu fark yontemi uygulanmaktadir.

Asagidaki denklem elde edilir:

u(x+h,y) —2u(x,y) + u(x — h,y) N u(x,y + k) —2ulx,y) + u(x,y — k)
h2 h?

+s2u(x,y) =0. (1.15)

2

r= % secilip, asagidaki formiil elde edilir:



ru(x + h,y) +ru(x — h,y) + ulx,y + k) + u(x,y — k) + (s?k? — 2r
- 2)u(x,y) =0. (1.16)

k=(G—2)n—2)+i-1icinz, =u(x;Yy;), asagidaki matris formu elde edilir:
Az =D, (1.17)

burada A (n — 2)(m — 2) X (n — 2)(m — 2)’lik bir matristir. Ilgili sistemin ¢6ziimii
ile her i¢ noktada u i¢in yaklasik deger bulunur. [31] 'de, Az=b’yi ¢6zmek icin
Gauss-Siedel yontemi kullanilmistir. Ornek olarak, [-3,3] x [-3,3] bi¢iminde bir

bolge segilir. Bir sinir deger problemi

Au+u=0 (x,y) ER, (1.18)
XT
u(x,y) = sin(?) (x,y) € OR,

distintilmusttr. Sekil 1.3'te, ¢6zliim ¢izilmistir.

Sekil 1.3 Sorunun ¢6ziimii (1.18), [31].

Benzer bir 6rnek olarak,

Au+u=0 (x,¥) ER, (1.19)

u(x,y) = (x,y) € OR.

x? + y?

Sekil 1.4'de sayisal ¢6zliim ¢izilmistir.
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Sekil 1.4 Sorunun ¢6ziimii (1.19), [31].

[26] 'da, Helmholtz denkleminin bir optimal kontrol problemi diisiiniilmiis. Bir D
bolgesinde bir problem dikkate alinmis daha sonra Helmholtz denklemi ig¢in

asagidaki matematiksel modeli kullanilmistir:

—Au—k?>u=0 (x,y) €RYD, (1.20)
u(x,y) = —Ae* (x,y) € aD,
-1 /0u

limr 2 (— - iku) =0 (x,y) €B,,

r—o0 ar

burada ti¢lincii sart Bohr-Sommerfeld radyasyon durumu olarak bilinir. Esitlik (1.20)

yerine bir hesaplama modeli su sekilde kullanilir:

—Au—k*u=0 (x,y) € A=Q/D, (1.21)
u(x,y) = —Ae** (x,y) € Y=0D,
ou

— —iku= € =00
- iku=0 (x7) 09,

burada {igiincii denklem Bohr-Sommerfeld radyasyon kosulunun bir yaklastirmasidir

ve birinci dereceden emici sinir sart1 olarak bilinir.

Kontrol problem olusturulur. Eger u(x) Helmholtz problemini (1.21) ¢6ziiyorsa, bu

—ikt

durumda v(x, t) = u(x)e asagidaki problemi saglar:



2] .
Vg —Av =20 A X [0, ?] icinde,

. . 21
v(x,y) = —Ae**e Y x [O, 7] icinde,

0v+6v_0 Fx[Ozn] U ind 1.22
T 577_ I luzerinde, (1.22)

v(x,0) = w; Alzerinde,

v:(x,0) = w, Alizerinde,
burada [wy ,w, ] kontrol degiskenleridir. [w;,w, ] =[v(x,0), v;(x,0)] alinirsa eger,
oyle ki, v(x,0) =w; =v(x,T), bu durumda v(x) = v(x,0) = w; Helmholtz
problemini ¢ozer (1.21). Daha sonra, Helmholtz problemi i¢in kontrol problemi su
sekilde ifade edilebilir: Coztimiin periyodu = 2x / k ile periyotlu olacak sekilde ilk
veri [wy,w, ] 'yi bul. Maliyet fonksiyonu cinsinden bir kalite kriteri koymak i¢in,
durum denklemine (3) asgari maliyet fonksiyonunu asagidaki bigimiyle

iliskilendirilir:
1
min Jw,v) = 5 [, [V@G ) = w; GDI + v e T) = w, (0l dx (1.23)

Bu nedenle, Helmholtz problemi (1.21) i¢in Optimal Kontrol Problemi su sekilde
ifade edilmistir: Durum denklemine (1.22) tabi olan fonksiyonu (1.23) en aza
indirilir.

Eslenik Gradyan Metodu (CGM) ile maliyet fonksiyonunu (1.23) asgari diizeye

getirerek optimal kontrol problemi ¢oziiliir. Adjoint (eslenik) problemi:

21
Pie —Ap=0 AX [O, ?] icinde,

21
p=0 7YX [O, ?] Uzerinde,

L ap—O FX[OZT[] U ind 1.24
9t aTI_ I lizerinde, (1.24)
pe(x,T) = v(x,T) —w,, Alizerinde,
fpt(x, T)0 +0(v(x,T) —w,)-VOdx = fp(x, T)Odr , A lzerinde,
A r
bigimindedir.

Sayisal sonuglar i¢in, dairesel bir alan tizerinde i¢in standart Sonlu elemanlar
yontemi (Galerkin) diisiiniilmiistiir. @ = {x € R?| ||x|| < R} ve dairesel sagilimi

R = {x € R?| ||x|| < r < R}, hem yaricap r hem de R ¢ap1, 0.5 < R —r < 3



tutmak icin k dalga sayisina gore sabitlenir. Zaman ayriklastirmasi icin ikinci

dereceden sonlu fark semasini g6z 6niine alinir.

Numerik Sonuglar

Case | Aim| |{A/h| N | € [|iter.
4+ 0.5 | 10 1200]0.04| 62
8 10.125] 20 |200(0.04| 36
12 [0.125 5 1200]0.04| 125

Tablo 1.1 CGM iterasyonlart;

B/h=10, N =200

Case| Am| |A/h|h/T| € |iter.
19 10.0625| 10 | 5¢ [0.04| 83
22 | 0.125 | 20 | 5¢ [0.04| 37
24 | 0.125 | 20 |2.5¢(0.04| 25

Tablo 1.2 CGM iterasyonlari; PB/h=10, N = Degisken sayis1

error

0.04

tolaranca

10

Iteraciones dal CGM, escala logaritmica

b)

tolerancla

-.."\

Iteraciones del CGM | escala logaritmica

b)

Sekil 1.6 a) Durum 8 i¢in genlik v(x); b) Hata’nin seyri, [26].
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s
tolerancia \

PP
10 107 10
Iworaciongs dot CGM, escala logoariimica

b)

Sekil 1.7 a) Durum 12 i¢in genlik v(x); b) Hata’nin seyri, [26].

Amplitud de la solucion a mitad de periodo Amplitud de la solucion & nitad de pencdo

Sekil 1.8 Durum 19 i¢in genlik v(x) , [26].

Amplitud de la solucin a mitad de penodo

)

01

Amplitud de |a solucion a mited de perodo

Sekil 1.9 Durum 22 i¢in genlik v(x) , [26].
[32] 'te dalga denklemi hem zaman hem de frekans alaninda Hibridlenebilir Stireksiz

Galerkin Yontemi (HDG) ile ¢oziilmustir, Sekil 1.10. Konveks optimizasyon

teknikleri, istenen malzeme Ozelliklerini elde etmek i¢in kullanilir. Konveks

11



optimizasyon, maliyet fonksiyon ve kisitin biikey bir fonksiyon bi¢gminde ifade
edilebilecegi durumlari inceler. Biikey fonksiyon, birinci tiirevi pozitif, ikinci tiirevi
negatif olan ve iktisadi ¢oztimlemelerde eniyilemenin saglanabilmesinde gerekli

kosul oldugu i¢in siklikla kullanilan matematiksel bir fonksiyon tiiriidiir.

Sekil 1.10 Anlatilan HDG yo6ntemi i¢in serbestlik dereceleri dagilimi
Su problem ele alinmaktadir:
min J (y,u)

c(y,u) =0 (1.25)

as<u<b.

[k once, 1 boyutlu bir bant aralig1 problemi diisiiniilmiistiir, Sekil 1.11.
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Sekil 1.11 Normal periyotlu, frekanst w
0.44563 olan 6 periyotlu model tizerinde

(3)a2n=0.35014 and w (4 ) a/2n =

n yayilim paterni, [32].

Siyah renkte sola gelen dalga, kirmizi olan yansiyan dalga ve mavi olan da

yayilan dalgadir. Dahasi, 2 boyutta bir perdeleme

¢oztim Sekil 1.12'de verilmektedir.

problemi distiniilmiistiir. Sayisal

Il elll 2

il

Sekil 1.12 Perdeleme yayilim
Sol: anlik dalga gonderildi (higbir Nesne yok).

paterni, [32].

Merkez: Perdeleme yiiziigtinde

metamateryal dikkate almmmadiginda yayilim paterni. Sag: Pendry degiskenlerin

degisimi yontemi kullanarak a = 0.5 i¢in ¢6ziim pat

13
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IKINCi UNITE

HELMHOTLZ DENKLEMININ OPTIMAL KONTROL PROBLEMLERI
Optimal kontrol, belirli bir optimallik kriterinin yerine getirilmesi icin belirli
bir kontrol yasasi bulma problemi ile ilgilidir. Giris bélimiinde sunuldugu gibi, bir
kontrol problemi, durum ve kontrol degiskenlerinin bir fonksiyonu olan bir maliyet
fonksiyonunu igermektedir. Optimal kontrol, maliyet fonksiyonunu en aza
indirgeyen kontrol degiskenlerinin yollarmi tanimlayan bir dizi diferansiyel denklem

icermektedir.

Genel bir perspektiften bakildiginda, optimal kontrol problemi bir
optimizasyon problemidir. Ikisi arasindaki fark optimum kontrol teorisinde optimize
edicinin yalnizca tek bir deger degil, bir islev olmasidir. Bu isleve optimal kontrol
denir. Optimal kontrol probleminin teknik tanimi1 olarak, bir performans endeksini en
aza indirgemek i¢in bir stire boyunca bir dinamik sistem i¢in kontrol ve durum
yoriingelerini  belirleme siireci verilebilir [37]. Durum degiskeni (veya islev),
sistemin matematiksel durumunu tanimlamak i¢in kullanilan degiskenler (islevler)
grubudur. Kontrol veya kontrol fonksiyonu, verilerin kaydedilmesini, islenmesini
veya aktarilmasini kontrol eden bir islemdir. Bu iki islev, sistemin nasil ¢alisacagini

ve arzulanan denetimi nasil bulacaklarini belirler.

Optimal kontrol ve kontrol edilebilirlik problemleri, bir¢ok arastirmaci
tarafindan incelenen aktif bir alandir. Kontrol problemlerinin iki ana tiirii vardir:
dagitilmis kontrol ve sinir kontrol problemleri.

n

I u = u(x)
Sekil 2.1 T" i¢inde dagitilmis kontrol (sol), sinirda etki eden sinir kontrolii (sag).

14



Birinci durumda kontrol degiskeni tanim bélgesinin iginde hareket eder. Ikinci

durumda, kontrol tanim kiimesinin siniriin bir boliimiine uygulanir, bakiniz Sekil

2.1.

Literattirde, eliptik ve parabolik diferansiyel denklemler ¢okc¢a incelenmistir.
Ornegin, eliptik diferansiyel denklemin optimal kontrolii, katodik bir koruma
sisteminde akim i¢in bir model olabilir. Katodik koruma, bir metal ylizeyin
korozyonunu bir elektrokimyasal hiicrenin katotu yaparak kontrol etmek i¢in
kullanilan bir tekniktir. Elektrolit i¢indeki elektrik alanin1 degistirmek i¢in anoda bir
akim uygulanabilir. Problem su sekilde kurulabilir [27]:

—V(aVy) =0, X € Q, (2.1)
dy . dy dy
—U%Zl, X €E X4, —a%zo, X €L, —O'%Zf(x), X € X,

burada y elektrik potansiyelidir. i, kontrol fonksiyonu olarak ¢alisan akim

yogunlugudur. Bir kontrol fonksiyonu:

min(y,i) ](}’» l) = f23 (J’(x) - yd(x))ZdS + le (l)zdS (22)

Eliptik sistemlerin optimal kontrolii i¢in bir baska ornek, radyasyon ve sacilma
hareketidir. Buradaki problem, verilen yonde radyasyona ugrayan uzak alani en iist
diizeye ¢ikaran bir 1s1ma yapisinin ylizey akiminin belirlenmesinden olusur. Kisit
denklemi olarak, Helmholtz denklemi secilir. Benzer sekilde, parabolik diferansiyel
denklemlerin optimal kontrolii diisiiniiliir. Ornek olarak, metalurjide bir kirlilik

kaynaginin belirlenmesi ve sogutma prosesinin tanimlanmasi diistiniilmelidir.

Bu boliimde 6ncelikle Helmholtz denkleminin optimal kontrol problemlerini
formiilize edecegiz. Sonra, kontrol problemlerini ¢6zmek icin optimizasyon
prosediirleri tizerinde duracagiz. Optimum kosullarini1 elde edecegiz. Son olarak,
kontrol probleminin yaklasik ¢oziimlerini bulmak ic¢in sayisal yontemleri ele

alacagiz.

2.1. Optimal kontrol problemleri
Helmholtz denklemi genellikle, kismi diferansiyel denklemleri (KDD) ig¢eren
fiziksel problemlerin incelenmesinde ortaya ¢ikar. KDD'ler akustik, elastikiyet veya

elektromanyetizmayr modelleyebilirler. Helmholtz denklemi, dalga denkleminin

15



zamandan bagimsiz bir formunu temsil eder. Bir dalganin kaynagi, radyo,
mikrodalgalar, kizil6tesi, ultraviyole, x 1sinlari, ses vb. olabilir. Sekil 2.2, dalga
denkleminin dalga boyu veya frekans agisindan yonetici bir denklem olarak gorev

yaptig1 spektrumunu gosterir .

1010

Microwaves
. Infrared

Visible'

& —
| g

¥ - Rays

1Hz

Sekil 2.2 Dalga fenomeni spektrumu: Elektromanyetik ve Akustik dalga 6l¢ekleri.

Pek cok fiziki durum, bir¢ok optimizasyon problemini ortaya g¢ikarmaktadir.
Ornegin, belirli bir dalga yayilim 6zelligini tatmin eden bazi meta malzemelerin
bulunmasi bir amag¢ olabilir. Bu, bir bolgeye bir baslangic dalgas1 génderildiginde,
uygun bir zamanda istenen dalga elde edilmesi i¢indir. Bu hedef belirli bir bolgenin
malzeme 6zelliklerini tasarlayarak basarilabilir. Ilging problemlerden bir tanesi de
fotonik bant araligidir. Farkli bir malzemeden bazi cubuklar bir bolgeye
yerlestirilirse, yayilim kaliplar1 degisir. Istenen bir dalga yayilimi elde etmek igin
cubuklarin  yerlestirilmesi  ilging bir optimal kontrol problemi olur.
Perdeleme(cloaking) probleminin optimal kontroliinde de benzer argiimanlar vardir.
Sekil 2.3'te perdeleme probleminin optimal bir kontrolii tasarlanmistir. Olay dalgalari
soldan gonderilmekte ve gozlem bolgesi B sagda oldugu kabul edilmektedir. Amag,
icerisindeki belirli bir malzeme dagilimi ile C bolgesinde bulunan bir ¢oziimiin

istenen bir ¢6zlime yakin olmasini saglamaktir.
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Sekil 2.3 Perdeleme probleminin optimal kontrol semasi

Daha 6nce de sundugumuz gibi, bu tezde, asagidaki ikinci derece sinir kontrol

problemini goz oniine alacagiz:

minj(0,) = 3 [ 000 — v ()dx +5 f, (u())ds
—V2y — w?y=0 x € Q,

g—%=u(x) X E X,

2.3
y=0 x € X4, (23)

—sz%ﬂyz X €Q,
v=0 x€ ElUZZ,

burada v:Q — R% durum degiskeni ve u kontrol degiskenidir. w harmonik
salmimlarin frekansin1 belirtir ve kompleks degerli olabilir. Burada, a >0

diizgilinlestirme parmetresi ve v, istenen sicakliktir.

Sonraki boliimlerde, optimal kontrol problemlerinin ¢6ziim prosediirleri

anlatilacaktir.

2.2. Optimal Kontrol Probleminin Coziimii

Optimal kontrol probleminin amaci, maliyet fonksiyonu ve diferansiyel
denklemde ortaya c¢ikan optimum kontrolii elde etmektir [37]. Daha sonra,
diferansiyel denklemin ¢6ztimii, diferansiyel denklemi ¢6zen durum degiskeni,

bulunabilir. Bu boliimde, optimal kontrolii bulmak i¢in bazi yontemler sunacagiz.
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Onlarin en taninmiglarindan biri Pontryagin'in maksimum prensibidir. Bu metodu

Ozetledikten sonra, popiiler bir baska yontem kullanacagiz: Lagrange yaklasima.

2.2.1. Pontryagin'in maksimum prensibi

Bu yontem, maliyet fonksiyonunun 6nceden degerlendirilmesini gerektirmeyen
onemli avantaja sahip optimal kontrollerin hesaplanmasi i¢in giiclii bir yontemdir
[36]. Optimal kontrol teorisinde dinamik bir sistemi bir durumdan diger bir duruma
almak i¢in miimkiin olan en iyi kontrolii bulmak amach, 6zellikle de durum veya
giris kontrolleri i¢in kisitlamalar varliginda kullanilir. 1956'da Rus matematik¢i Lev
Pontryagin ve 6grencileri tarafindan formiilize edilmistir. Varyasyon hesaplamasinin
Euler-Lagrange denklemi 6zel bir durumdur.

Simdi, maliyet fonksiyonu c(x,u) olsun. Ve kisitlamalar b(x, u) ile
gosterilsin. Hamiltonyen su sekilde tanimlanir:

Hy,u,p) =p"b(y,w) —c(y,u). (2.4)

Burada, p’ye eslenik(adjoint) denir. Daha sonra, optimalite kosullarini elde

etmek i¢cin Hamiltonyenin y ve p’ye gore kismi tiirevleri 0’a esitlenir, dyleki
OH(y",w',p") _ 0 ve 2HOLUW.P) 0, 2.5)
dy dap

ve
HOy"u',p") = maks H(y",u,p"), (2.6)
u
burada (y*,u*,p*) optimal kontrol probleminin ¢oziimiidiir ve U kiimesi kontrol
tizerindeki kisitlar1 igeren fonksiyonlardan olugmaktadir.

Denklem (2.5)’de, ilk esitlik sadece kontrol probleminde kisit denklemleri

verir. Ikincisi, yeni bir diferansiyel denklemi belirtir.
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2.2.2 Lagrange yontemi ve Optimalite Kosullar

Kisit denklemi karmasik oldugunda optimal kontrol problemlerinin ¢oziimii

zorlu olacaktir. Ornegin, dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklem iizerine bir

optimal kontrol ¢alismasi yaparsaniz, analitik ¢6ziimii elde etmek zordur. Dahasi, ek

dengesizlik kisitlamalar1 durum ve kontrol degiskenlerine dayandiginda, sayisal

¢Oziim bile ¢ok zorlu bir prosediir haline gelir [38].

Kontrol problemine uygulanan esitlik kisitlamalar1 Lagrange yontemi ile ele

almabilir. Bu yontem, sinirlandirilmis problemi, ek degiskenlerle yeni, sinirsiz bir

minimizasyon problemine indirgemektedir. Ek degiskenler Lagrange carpanlar

olarak bilinir.

Simdi asagidaki denklemi ¢6zlimiinii elde edelim:

min  f(y,u)

gly,u) =0 . (27)

Lagrange fonksiyoneli
Ly,up) =fO.w-p'gw), (2.8)
biciminde tanimlanir. Ve optimalite kosullari
Vyupl,u,p) = 0. (2.9)
olur.

Bizim problemde, Lagrange fonksiyoneli

1
Ly,v,u,p,w) =J(w,u) — (p, —V%y — w?y)q — (W, —Av — Eﬁyz).

burada (.,.)q { lzerindekistandard i¢ carpimi belirtsin. Kismi

uygulayarak

(2.10)

integrasyon

Ly, v,u,p,w) = J(w,u) = (Vp,Vy)o+®, w*y)a + (0, V¥)s, + (0, V¥)s,

1
+(w,VW)z, uz, — (VW, V) + (W,jﬁyz)a

=J(w,u) + (V?p,y)o+ (@ w?y)q + (0, Vy)s, + (0, Vy)s, (2.11)
_(Vpl y)):1 - (th y)zz + (W, VV)21U>22 + (VZW! v).Q - (VW, V)Elez

(w2 By?)

elde edilir. Smir deger kosullarini devreye sokup ve X£; UZX, kiimesi tizerinde

p =0,w =0 alinirsa eger

19



Ly, v,u,p,w) =]@,W) + [ o(V?p)ydx + [, (w?*p)ydx — [; (WydS +

[ o(VPwyvdx + [ 2 By*wdx . (2.12)

o .. .. oL oL oL
Simdi de optimalite kosullarini bulmak i¢in 3 0, P 0ve = 0 olsun.

Optimalite Kosullar
Optimalite sistemini elde etmek i¢in Lagrange yontemini kullaniriz. Sonra,
—Aw =v(x) —v;(x) x€Q, (2.13)
w=0 x€ 21 V) Ez,

VZp + w?p = Byw x € Q,

dp
%=0 XEZZ,
p=0 x€X,

ve
(Re(VyJ +p)u—u)y, =20VueU. (2.14)

Burada, son kosul Lagrange foksiyonunun u’ya gore tiirevinin 0’a esitlenmesinden

elde edilir. Yani,
oL aJ r
a_u(y,v;u'ptw)_a_u_vu(p g()/’u))~0’

d
alinir. Ve é = qu olur.

2.3. Optimal kontrol problemlerinin sayisal ¢éziimleri

Cogu problemin teorik bir cevabi olmasina ragmen pratikte agik ¢oziimii
bulmak c¢ok zordur. Dolayisiyla sayisal siireclerin gerekliligi karsimiza ¢ikar.
Kontroliin ve durumun karsilamasi gereken gerekli kosullari veren temel analitik
teknik, Pontryagin'in Maksimum Prensibi tarafindan saglanmaktadir. Bu kosullar
bazen agikca ¢oziilebilir; Ancak, ¢ogu problemde, kosullar acike¢a ¢oziilmek i¢in ¢ok
karmagiktir. Benzer sekilde, durum veya kontrol tizerinde ilave kisitlamalar iceren
problemler i¢in de zordur. Bu nedenle, bu zor denklemlerin ¢6ziimlerini olusturmak
icin sayisal yaklagimlar kullanilir.

Bu boliimde, yaklasik kontrolii bulmak i¢in bazi sayisal yontemler hakkinda

kisa bir bilgi verecegiz. Bunlardan en popiilerlerinden birisi azalan gradyan
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metodudur. Bu yontemin birinci dereceden dogrulugu olsa da, uygulanmasi kolaydir.
Ayrica, ikinci mertebeden dogrulugu olan eslenik gradyan tipi metodunu da

sunacagiz.

2.3.1 Azalan gradyan yontemi

Azalan gradyan veya en dik ini§ yontemi, negatif indirgenmis egimi bir arama
yonii olarak kullanir ve daha sonra bu yonde bir adim uzunlugu hesaplar.
Azalan gradyan yontemi, ¢ok degiskenli bir gozlem fonksiyonunu, F(x), baz alir. Bu
fonksiyon, bir a noktasinda tanimli ve onun komsulugunda tiirevlenebilir olsun. Bu
durumda, eger —VF(a) yoniinde hareket edilirse F(x) degeri hizli bir sekilde

azalmaya baglar.

Sekil 2.4 Bir dizi seviye egrisinde azalan gradyan 6rneklemesi

Bir baslangi¢ vektorii secelim x(, ayrica xg, X1, X5, --+ serisini diisiinelim ve

Xpy1 = Xp — 0,VF(x,), n=0.



Algoritma (Azalan gradyan yontemi)
1. Baslangi¢ x, secilir.
2. k=0
3. Xpy1 = X — i VF ()
4. Eger 141 = l1Xk+1 — x|l degeri yeterince kiigiikse dongiiden ¢ikilir.
5. k:=k+1
6. Qi1 = ai/2
7. Sonug¢ Xp4q.

Azalan gradyan metoduna bir 6rnek olarak, su fonksiyonu ele alalim [28]:
F(x,y) = sin ze — %yz +) cos(2x + 1 —eY). (2.15)

Azalan gradyan yontemi zikzak bi¢ciminde bir yapiya sahiptir.

Sekil 2.5 Coziim ve kontur ¢izgileri
2.3.2. Eslenik gradyan yontemi

Eslenik gradyan yontemi, matrisi simetrik ve pozitif-kesin olan belirli lineer
denklem sistemlerinin sayisal ¢6ziimii icin olan bir algoritmadir. Eslenik gradyan
yontemi siklikla yinelemeli bir algoritma olarak uygulanir ve direkt uygulama veya
Cholesky ayristirmast gibi baska dogrudan yontemlerle islenemeyecek kadar biiyiik
olan seyrek sistemler icin gecerlidir. Biiyiikk seyreltik sistemler siklikla kismi
diferansiyel denklemleri sayisal olarak ¢ozerken veya optimizasyon problemlerinde

ortaya cikar. Eslenik gradyan yontemi, enerji minimizasyonu gibi sinirlandirilmamais
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optimizasyon problemlerini ¢dzmek i¢in de kullanilabilir. Esasinda bu yontem,

Magnus Hestenes ve Eduard Stiefel tarafindan gelistirilmistir.

Algoritma, Ax =b  denklem sisteminin ¢Oziimi i¢in  asagida
detaylandirilmistir. Burada, A gercek, simetrik, pozitif-kesin matristir. x, girdi

vektorii tahmini bir baslangi¢ ¢6ztimii veya 0 olabilir.

Sekil 2.6'da, belirli bir dogrusal sistemle iligkili bir ikinci dereceden
fonksiyonu en aza indirgemek i¢in optimal adim boyutlu azalan gradyan
yakinsamasinin (yesil renkte) ve eslenik vektor (kirmizi renkte) ile karsilastirilmasi

verilmistir.

Sekil 2.6

Tam aritmetik islem kullanildig1 varsayilirsa, eslenik gradyan yontemi, en fazla

n basamaga yakinsar ki burada » sistemin matrisinin boyutudur.

Simdi, optimal kontrol probleminin yakinlastirilmast i¢in bir algoritma
verecegiz. Optimal kontrol problemini sayisal olarak ¢cozmek i¢in eslenik gradyen

yontemi kullanacagiz.

Simdi, Eslenik gradyan yonteminin genel bir bi¢imini verecegiz. Amacimiz
Ax=b sistemini ¢ozmektir. Yani, Ax — b = 0 igleminin ¢6ziimiinii bulmak istiyoruz.

Algoritmas1 asagidaki gibidir.
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Algoritma (Eslenik gradyan yontemi)

1. Baslangi¢ x, secilir

2. TO .= b - Axo

3. po:i=Ty,

4. k=
)Ty

S X = ®r)T APk

6. Xpy1 = Xp + Py
7. Tiyr '= T — apApy
8. Eger 1., degeri yeterince kiiciikse dongiliden ¢ikilir.

v (P4 )Trk+1
9 Bi= ()T

10. Pr41 i= Tir + BrPx
11. k :=k+1

12. Bitir ve tekrar et.

2.4. Yaklasim prosediirii

Optimalite sistemini elde ettigimiz i¢in, simdi de yaklasim prosediiriinii

belirtebiliriz.
Algoritma

1. Kontrol degiskeni i¢in bir baslangi¢ tahminiyle baslanir ve u° secilir.
2. Bagslangi¢ kontrol degeri kullanilarak durum degeri ¢oziiliir:

Viy —w?y=0 x €Q

3_3]1 =u(x), x €Z,, (2.16)
y =0, x€X,

3. v igin ¢6ziim yapilir,
1
—Av = Eﬁy2 , X €, (2.17)
v =0, XEX U,
4. w i¢in ¢oziim yapilir,

—Aw =v(x) —v4(x), x €Q, (2.18)
WZO, x€21U22,
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5. p igin ¢oziim yapilir,

VZp + w?p = Byw, x €,
0
=0, xey, (219

p=0, X € X4,

6. Asagidaki bagint1 ile maliyet foksiyonunun u’ya gore tiirevi bulunur

(Re(VyJ +p), i —wy, =0.  (220)

Burada, sunu da belirtmek gerekir ki Re(V,J + p) = 0. Bu bagnti

kullanilir.

7. Yeni kontrol parametresini bulmak i¢in azalan gradyan yontemi veya eslenik

gradyan yontemi kullanilir.

Upyr = U — @ Vo () (2.21)

8. ary1 = ap/2 hesaplanir.

9. Yeni hesaplanmis kontrol u ile adim 2’ye gidilir.

10. Belli bir kriter saglanana kadar iterasyona devam edilir.

25



UCUNCU UNITE

SONLU ELEMANLAR YONTEMI VE AYRIK KONTROL PROBLEMI
Helmholtz denklemi, akustik ve elektrodinamik dalga yayilimi gibi ¢esitli
uygulamalar i¢in 6nemli bir modeldir. Yayillma ¢o6ziimlerinin salinim karakteri
nedeniyle, dalga sayisi biiylik oldugunda standart sonlu elemanlar yontemi (FEM)
zayif bir performansa sahiptir. Standart FEM'in sayisal dogrulugunu iyilestirmek i¢in
cesitli yaklasimlar Onerilmistir. Ayrica, standart FEM'in yakisamasinin aralik
boyutuna bagli oldugu bilinmektedir. Daha sik bir aralik boyutu daha iyi bir
yakinsama saglar.
Bu boéliimde, sonlu elemanlar yontemi hakkinda kisa bir tartisma yaptiktan sonra
Helmholtz denkleminin zayif formiilasyonunu standart FEM kullanarak elde
edecegiz [35]. Daha sonra, Helmholtz denkleminin ayrik optimal kontrol problemini

formiilize edecegiz.

3.1. Sonlu elemanlar ayriklastirilmasi

FEM, kismi diferansiyel denklemlerde smir deger problemlerine yaklagsik
¢Oztimler bulmak i¢in kullanilan bir sayisal tekniktir. Sonlu elemanlar analizi ilk kez
1943 yilinda R. Courant tarafindan gelistirilmistir [33]. Courant, titresim ¢erceveleri
icin varsayimlanmig cevaplarin sayisal incelemesi ve varyasyonel analitiklerin
minimizasyonu i¢in Ritz stratejisini kullanmistir. FEM, karmagsik geometrileri ve
homojen olmayan materyalleri isleme kapasitesi goéz Oniine alindiginda, dalga
olusturan konularin mekansal ayrimlarin yiiriitmek i¢in yaygin bir teknik olmustur.

FEM teknigi secildikten sonra, halen dikkate alinabilecek birka¢ mekansal
ayrimlastirma metodolojisi bulunmaktadir. Stirekli Galerkin / Petrov-Galerkin
yontemleri [34], spektral elemanlar yontemleri, karma sonlu elemanlar yontemleri,
genisletilmis sonlu elemanlar yontemleri ve siireksiz Galerkin / Petrov-Galerkin
yontemlerini igerirler. Hepsi kullanilmig olabilir ve hepsinin gii¢lii ve zayif yanlar

vardir. Sekil 3.1'de, degisen boyutlara gére bazi klasik unsurlar gosterilmektedir.
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Sekil 3.1 Bir FEM ¢alismasinda 6rgii olusumu i¢in kullanilan bazi temel unsurlar

Eliptik sinir deger problemi i¢in sonlu elemanlar metodunun olusturulmasinda
ilk adim problemin zayif ¢oziimiinii bulmaktir. ilk once, asagidaki model problemini

1 boyutlu uzayda diisiinelim [28]:

—-Viy=f, x€ Q,

9
Z=g xe3, (3.1
y=0 x€X.

Burada, Q € R , ¥; ve ¥, Q uzaymin smir kiimeleri olsun. Daha sonra, model
probleminin zayif ¢oztimii su sekildedir:
a(y,v) =1(v) VveHyy (), (3.2)

oyle ki
a(y,v) = fy'v' dx
Q
ve

1(v) = ff(x)v(x) dx+ | g(s)v(s)ds. (3.3)
Q %,
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Sunu da not edelim ki Hyy (Q) = {v:v € H' ve I, lizerinde v = 0}.
Kolaylik olsun diye, diyelim ki V = Hé'zl( Q) olsun.

Simdi, bizim amacimiz dyle bir y € V bulmak ki a(y,v) =1(v)VveV.
Yapiin ikinci basamagi, V'yi, hesaplanan bolgenin bir alt boliimii ile iliskili sabit bir
dereceden kesintisiz pargalt polinom fonksiyonlarindan olusan bir sinirli boyutlu alt
uzay V! c V ile degistirmektir. Sonra, asagidaki problemi diisiinecegiz:

“Oyle bir y"* € V" bulalim ki a(y", v*) = 1(v"*) her v* € V" olsun.”

Eger VI = span{¢,, @5, ..., ¢,,}, burada n V" uzaymin derecesi olmak iizere,
i=N
yh = Y, (3:4)
i=1
yazilabilir. Burada, Her bir i i¢in Y; belirlenmelidir. Simdi, FEM'in yapimim

tartisacagiz. Sistematik bir temeli vardir. Bu problemin sonlu elemanlar yaklagimin

olusturmak i¢in, Q = [0, 1] bolgesini N alt araliklarin1 [x; ,x;441],1=0, ... ,N—1,
olarak simiflandiririz, xi = ih, 1 = 0, . . . ,N, burada h = 1/N, N >2, Sekil 3.2'de
gosterildigi gibi.
| | | | | | | | | | |
| \ | | \ | \ \ | \ |
0=umxp T Iy T; Bae=1

e B

Li—q I Tii1

Sekil 3.3 Parcali dogrusal sonlu elemanlar baz fonksiyonu
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Problem su sekilde ifade edilir:
Oyle bir Y = (Y, Y,,...,Yy_1 ) € RV~ bulalim ki

N-1 1
> [ 90 9,009',00 + aB @A (33)
i=1 0

- [ 10 #d
0

j=1,-,N—1igin,

olsun.

Simdi, a;; = fol p(x) qb’l.(x)cp’j (x) + q(0)P;(x)P;j(x)dx segilirse eger

Fy = J, £(x) ¢;(x)dx igin
AY =F, (3.6)

olur. Burada A ve F karsilik gelen matrisler olsun.

Iki boyutlu problem
Q, R?’de polygonal bir bolge ve sinirt dQ olsun. Boylece sonlu sayida iiggen
ile Q pargalara ayrilir. Her i¢ diigtimle (Sekil 3.4'de (O olarak isaretlenmistir) bir baz
foksiyonu ¢; Bu diigtimde 1'e esittir ve diger tim dugtimlerde 0'a esittir, Sekil 3.5
[28].

Sekil 3.4 Bolgenin tiggen aglara boliinmesi Q.
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0 0
Sekil 3.5 Tipik bir sonlu elemanlar baz fonksiyonu ¢.

Tek boyutlu problemde oldugu gibi

i=N
= YigiGax) G
i=1

olsun. Daha sonra problem su sekilde kurulur:

Oyle bir Y € H}(Q) bulalim ki

dy 0 dy 0
f(yv+yv

= 1
0x, 0x, = 0%, axz)dxldXZ = f frdxidx, ve€H(Q)  (3.8)

Q

Sonlu elemanlar problemi:

Oyle bir y"* € V" bulalim ki

f ayhavh oyt avh
dx; 0x; Ox, 0x,

)dxldxz = ffvh dx;dx, v*eVh (3.9
)

Ve

=2

i=

yh = Yipi(x1, x2)- (3.10)

1=

=
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Sonra, FEM sunu belirtiyor:
Oyle birY = (Y3,Y,,...,Yy_1) € R¥"1 bulalim ki

N-1
0¢;0¢;  0¢;09; B
Z Y; [f <6x1 %, + ox, 0%, dxidx,| = ffd)j dx,dx, (3.11)
i=0 QO Q
j=1,,N—-1.
Simdi, 4 = (a;;), F = (Fy, -+, Fy-1)" olsun ve
d0p;0¢; 0¢;09¢;
a;j = aj; = j(axl ax1 + axz axz dxldxz, (312)

F = ffqu dx,dx;. (3.14)
Q

Boylece, sonlu elemanlar yaklasimi bir lineer denklem sistemi olarak yazilabilir

[28]:
AY = F. (3.15)

Burada, Y = (Y1,Y,,...,Yy_1 ) € RV dersek eger, yaklasimimiz asagidaki gibidir:

=

i=

Yh = Yipi (1, %2). (3.16)

i=

[y

A matrisi stif matrisi olarak adlandirilir.
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3.2 Ayriklastirma

Sekil 3.6'da, bolgenin bazi farkli ayriklastirmalarint gériiyoruz.

Sekil 3.6 Farkli alanlardaki farkli aglar.

Bu alt bélimde, Helmholtz denkleminin ayrik optimal kontrol problemini
tiiretecegiz. Her iki durumun ve eslik eden durum denklemlerinin ayrik formlarim
elde edecegiz.

Model problemimizi hatirliyoruz:

1
Z]l‘lz)l](v, u) = Efﬂ w(x) — vgq(x))%dx + %f}:z (u(x))zds (3.17)

—V%y —w?y=0, x €,

g—%=u(x), X€EX,,
y=0, x €2y,

—Av=%ﬁy2, x € (),
v=0, x621U22.

Ayrik problemi bulmak icin 6nce Helmholtz denkleminin zayif formiilasyonunu
belirtecegiz. Problemin sonlu elemanlar ayrikligini belirtmek i¢in,
Diyelim ki Y* €Y, VR €V ve U" € U sonlu elemanlar uzaylar1 olsun. Oyle bir

yh e Y vh € V" ve u € U™ bulalim ki

. 1 a
min O ut) =S = gl + 5 I, (3.18)
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—(Vy", vg") + (wy" q") =0 vq"evh,
1
(Vv vI) — E(ﬁyhyh, =0 vitevh (3.19)

(Wwh,vm") + W —v;,m"N =0 vmhtevh

—(Vp", vrt) + (By"wh,rM) =0 vrhevh,

olsun.
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DORDUNCU UNITE

MIKRODALGA ISITMA PRENSIBi

4.1. Mikrodalga Isitma Prensibi

Mikrodalga 1sitmasi, elektromanyetik dalgalar ve 1s1 aktarimi igeren ¢oklu bir
fizik fenomenidir. Elektromanyetik radyasyona birakilan herhangi bir malzeme
1siir. Hizla degisen elektrik ve manyetik alanlar dort 1sitma kaynagina neden olur.

[letken bir malzemeye uygulanan herhangi bir elektrik alan1 akimi akitacaktir [29].

Malzemenin sicakligr degistikce, malzemenin iletkenligi ve dielektrik kaybi
tanjant1 gibi ne kadar 1sinin tretilecegini belirleyen 6zellikler de degisir. Buna ek
olarak, malzemeye 6zgii 1s1 ve 1s1 iletkenligi de degisecektir. Mikrodalga 1sitma,

tiim bu fenomenler arasindaki baglantiyr g6z ontine alir.

Mikrodalga 1sitma verimliligi malzemenin 6zelliklerine baglidir. Ornegin,
degisen su igerigine sahip gidalar1 bir mikrodalga firmma yerlestirirseniz, farkl
oranlarda 1sinirlar. Uzerinde kalan yiyecekler hala sogukken ¢ok sicak olan bir
yemek tabagi c¢ikabilir. Ayrica, gidalarin birbirlerine goére konumu firindaki
elektromanyetik alan1 da etkiler. Bu ylizden ¢ogu mikrodalga firinda 1sitmay1 tesvik

etmek amaciyla yiyecekleri dondiirmek i¢in doner tablalar1 vardir.

Simiilasyon

Oncelikle, mikrodalga firin geometrisini ayarlayabiliriz. Simiilasyonumuzda,
mikrodalga firin temelde 500 W, 2.45 GHz mikrodalga kaynagina bagli bir bakir
kutudur. Mikrodalgalar daha sonra firinin sag iist kosesinde bulunan bir dalga
kilavuzu vasitasiyla firinin  merkezine yonlendirilir. Taban, yiyeceklerin
yerlestirildigi cam plakay1 icerir. Analizimizi basitlestirmek i¢in, bir patates gibi
homojen bir yiyecekte 1sitmanin nasil gergeklestigine bakilacaktir. Mikrodalga,
dalga kilavuzu, cam plaka ve patates geometrisi asagida gosterilmistir. Modeldeki

ayna simetrisi nedeniyle, geometrinin yalnizca yarisi modellenmelidir.
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Sekil 4.1 Mikrodalga firin, dalga kilavuzu, cam plaka ve patates geometrisi.

Ayna simetrisi nedeniyle geometri azalir.

Simiilasyonda, patatesin tabagin tizerinde dinlendirilmesi i¢in patatesin
altindan bir parca kesilir. Bu kesim ayrica, sonlu eleman Orgiisiiniin
olusturulmasina yardimci olacaktir ve patatesin plakayla temas ettigi bolgede
ayrintili  bir analiz yapilmasina olanak tamiyacaktir. Mikrodalga ve dalga
kilavuzunun bakir duvarlarindaki direncli metal 1s1 kayiplari, kiigiikk olmasina

ragmen, bir empedans sinir sart1 kullanilarak da dikkate alinir.

Mikrodalga radyasyonunu patates igine girdigimizde, patates, icindeki
elektromanyetik alanin bir kismimi yakalayan bir rezonans boslugu gibi davranir.
Patates icine aktarilan giic veya enerji, radyasyon kaynagindan salinan giiciin
yaklasik% 601 kadardir. Geri kalan gii¢, baglanti noktasindan tekrar yansitilir.
Asagidaki simiilasyonda goriilebilecegi gibi, rezonans boslugu, patatesin

merkezinde, dagilmis giictin en yliksek noktasinda, giiclii bir tepe olusturur.
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Sekil 4.2 Patates i¢inde yayilmis mikrodalga gii¢ dagilima.

Patates merkezindeki gii¢lii zirveye dikkat edin.

Bu mikrodalga alan1 patatesin i¢inde 1sitmay1 tetikler. Bes saniye gectikten
sonra, patates i¢inde olusan 1s1 miktarina bakabiliriz. Simiilasyonda, patates
merkezinin sadece bes saniye sonra 1sinmaya basladigini gozlemleyebiliriz. Ayrica
patatesin diisiik 1s1 iletkenligi nedeniyle, 1s1 merkezde odaklanmis olarak kalir ve
dagilmaz. Bu, bir mikrodalga firinda yiyecekleri 1sitirken bazen yasadigimiz sicak

merkeze ve soguk disa yol agar.
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Sekil 4.3 Bes saniyelik 1sitmadan sonra patatesteki sicaklik dagilimi.

Patatesleri daha uzun bir siire 1sitmaya devam edersek, patatesteki merkezi
sicaklik sonunda kaynama noktasina ulasacak ve buhar olusacak ve disa dogru
dagilmis olacaktir. Boylelikle, 1s1 tasinim1 hizlanacak ve merkezdeki giic dagilimi
disecektir ve kuruma olusur. Patates i¢indeki artan yerel basing bu kaynama
noktasini artirabilir, ancak sicaklik 100 ° C'ye yaklastiginda gerceklesir. Bununla
birlikte, yeterince 1sinirsa, patatesin dis kisimlarina buhar kanallar1 agarak bir veya
birka¢ mikro patlamalar meydana gelecektir. Patates piiresi veya yogun corba gibi
yiyecekleri mikrodalga firinda deneyen biri biiyiik olasilikla bu mikro patlamalar
yasar ve mikrodalga firinin i¢ kismindaki olumsuz etkilere tanik olur. Yukarida
tartisilan simiilasyon bu dogrusal olmayan etkileri igermez, ancak bu ve diger
etkileri igerebilecek daha karmasik bir simiilasyon igin iyi bir baslangi¢c noktasi

gorevi gorebilir.
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BESINCI UNITE

UYGULAMALAR

Bu bolimde, sayisal deneyler yapacagiz. Sayisal deneyleri sunmadan Once
sayisal ¢oziimleri bulmak i¢in uyguladigimiz programlama dili hakkinda bazi
ayrintilar1 verecegiz. Tiim hesaplamalar kamu lisansli sonlu elemanlar yazilim paketi
Freefem ++ ile ytritilmistiir [3].

FreeFEM, Kismi Diferansiyel Denklemlerin (KDD'ler) sonlu elemanlar
yontemi ¢oziictisiidiir. Tanim kiimesinin iki veya {i¢ boyutundaki KDD'leri sayisal
olarak, elemanlar da dahil sonlu elemanlar yontemlerinin genis bir yelpazesi
kullanarak c¢o6zer. FreeFEM, GPL Lisansi altinda dagitilan en gii¢cli FEM
coziicistidir. Kismi diferansiyel denklem FreeFem ++ 'da asagidaki gibi ¢oziilebilir:

1. Geometri tanimlanir;

2. Ag olusturulur;

3. Uygun bir baz segilir;

4. Integral bicimindeki denklemin zayif ¢6ziimii olusturulur;
5. Cozim bulunup ¢izdirilir.

Esasinda, zayif ¢6ziimiin formiilasyonu kullaniciya birakilmistir. Gerisi kodun
icinde yapilir. Zayif ¢6ziim formiilasyonu matrisler olmaksizin integral formunda
yazilmistir. Ornegin temel Helmholz denklemi icin

AE + ew?E =0, (5.1)
Integral formu
J (VE.Vv — ew?Ev)dx — [ vVEdS = 0, her v i¢in
bigimindedir.
The FreeFem++ kodu [3]
problem HELMHOLZ(E,v) = int2d(D)( dx(E) * dx(v) + dy(E) * dy(v))
- int2d(D)( omega™2 * eps(x,y) *E *v)
- int1d(D, borderl)(v * dx(E) * n.x)

- intld(D, borderl)(v * dy(E) * n.y)
+ on(border2, E=0).
Simdi, asagidaki orneklerde, oncelikle kontrolstiz bir mikrodalga 1sitma problemi

distinecegiz. Daha sonra, mikrodalga 1sitma probleminin optimal kontrol problemini
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olusturmak i¢in bir kontrol degiskeni ele alacagiz. Daha sonra sayisal sonuglari

verecegiz.
Ornek 1 (Kontrol uygulanmamig)

Simdi, asagidaki problem ele alalim:

—Viy—w?ly=0 x€Q
y=g), XEZ, (5.2)
y = 0, X € 21,

—Av = %ﬂyz, X € Q,
v=0, xX€X; UX,.
Bu model, kompleks mikrodalga sinyalini Helmholtz denklemini kullanarak bir
firinda modeller ve daha sonra mikrodalga sinyalinin kuvveti ile orantili bir kaynak
terimine sahip standart 1s1 denklemi yoluyla sicaklik, firindaki bir 6geye tepkisini

olusturur [3].
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Sekil 5.1 Tanim kiimesinin ayriklastirilmasi
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Dalganin tist duvarin bir kismi tarafindan yayildigi dikdortgensel bir firini
diistintiyoruz. Tanim kiimesinin sinirlarinin bir kismi ¥, ve diger kism1 X, = [c, d]
dir. 8 = 1 ve w? icin alinan deger kompleks olup 1sinan cisim iizerinde 2/(1-0.5i)

diger yerlerde 1/(1-0.5i) alintyor. Sinir fonksiyonu,

X —C 53
). 63

g(x) = sinm(
bi¢imindedir.
Sekil 5.1'de tanim kiimesinin ayrik hale getirilmesi verilmistir. Freefem ++ kodlar1
ekte verilmektedir.
Sekil 5.2 ve 5.3'te, Helmholtz denkleminin ¢&ziimiinii sunuyoruz. {1k sekil sanal

kismu, ikincisi ¢6ziimiin reel kismudir.

Sekil 5.2 Dalga denkleminin ¢6ziimiiniin sanal kismi1
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Sekil 5.3 Dalga denkleminin ¢6ziimiiniin reel kismi1

Sekil 5.4 Sicaklik
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Sicaklik sonucu Sekil 5.4’te goriilmektedir.

Ornek 2 (Kontrol uygulanmusg)
Bu ornekte, sinir optimal kontrol problemi Sekil 5.5'deki gibi diistiniilmiistiir.

FT”

0

I

n C
Sekil 5.5 Dikdortgensel bir alanda sinir kontrolii

Once optimal kontrol problemini hatirlryoruz:

minj (1) = 5 [, 00O — v () + 5, (w)ds (54

—V2y — w?y=0, x € Q,

g—% =u(x), X€ X,
y=0, X€X,, (5.5)

—sz%ﬁyZ, X € Q,
17:0, XEEluzz,

burada, y : Q - R% durum degiskenidir ve u, kontrol degiskenidir. w, harmonik
salmimlarin frekansini belirtir. Burada a > 0 diizglinlestirme parametresi ve v,

istenen sicakliktir.

Optimalite kosullar1
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—Aw =v(x) —vy(x), xX€ Q, (5.6)
W:0, XEZluzz,

V2p + w?p = ypw, X € (Q,

op _
% — 0, X E 22,
p = O, X €E 21,
ve
(Re(VyJ +p)u—u)y, =0 VueU. (5.7)
Ayrik kontrol problemi:
: nony—Lyon 2 22
min Jtut) = 2ot = vl 45 R, (58)

— (VY™ V") + (wPy",qM) =0 vqtevh
1
(Vo vI) — E(ﬁyhyh,lh) =0 vitevh (5.9)

(Wwh,vm") + W —v;,mMN =0 vmhevh

—(vph, vr) + (By"whrm)y =0 vrt eyt
Bu 6rnekte bir mikrodalga firin modelini ele alacagiz. Alanda istenen sicakligi elde
etmek i¢in bir kontrol parametresine sahibiz. Dalganin ist duvarin bir kismi
tarafindan yayildigi dikdortgen bir firini diistinecegiz. Birinci 6rnekte oldugu gibi
tanim kiimesininin sinirinin bir kismit 2, ve diger kismi ise ¥, = [c, d] seklindedir.
Diizgiinlestirme parametresini & = (.01 se¢iyoruz.  sayisi 1sinan cisim tizerinde 1
diger yerlerde 0 almiyor. w? igin alinan deger kompleks olup 1sman cisim {izerinde

2/(1-0.5i) diger yerlerde 1/(1-0.5i) alintyor. Ayrica, kontrol parametresinin baglangi¢

Azalan gradyan algoritmasin1 kullanacagiz. Bir dogru arama stratejisi olarak,

Armijo'nun kurali kullanilir. Azalan gradyan algoritmasinda, iki ardisik yineleme
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yeterince yakinsarsa durdurulur, yani [[u"(n) —u"(n — D||3, < tol = 1077 olursa

iterasyon sonlanir.

Sekil 5.6-5.9'da, durum degiskeninin sanal ve reel kisimlari ile es durum

degiskeninin sanal ve reel kisimlarini sunulacaktir.

Bu ornekte, istenilen sicakligi

Xy —¢C

va(x) = exp(x).sinm( dz— c ), (5.11)

bi¢ciminde se¢ecegiz.

Sekil 5.10 ve 5.11'de sirasiyla es durum degiskeninin sicaklik ve arzulanan sicaklik

verilmistir.

Sekil 5.6 Optimal durum degiskeninin reel kismi1
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Sekil 5.7 Optimal durum degiskeninin sanal kism1

Sekil 5.8 Optimal es degiskeninin reel kismi1
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Sekil 5.9 Optimal es degiskeninin sanal kismi

Sekil 5.10 Es denklem sicaklig1
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Sekil 5.11 Istenen sicaklik

Sekil 5.10 Sicaklik

47



SONUC VE ONERILER

Bu calismada, 1s1 denklemiyle birlestirilmis Helmholtz denkleminin optimal
smir kontrolii problemini formiilize ettik. Once Helmholtz denklemiyle ilgili baz1 6n
bilgiler verildi. Helmholtz denkleminin sayisal uygulamalar ile ilgili baz1 ¢alismalar1

ozetledik.

Helmholtz denkleminin optimal kontrol problemlerini ele aldik. Kontrol
problemini formiile ettikten sonra asil konu optimalite sistemini elde etmekti.
Optimalite kosullarin1 elde etmek i¢in iki yaklasim vardir: ayriklastirma-sonra-
optimize etme ve optimize etme -sonra-ayriklagtirma. Optimize etme -sonra-
ayriklagtirma yontemini kullandik. Lagrange fonksiyonu kullanarak optimalite

kosullarini elde ettik.

Optimalite sistemi, durum ve es durum denklemlerinden olusur. Ayrica, FEM'i
ele aldik. Bir ve iki boyutlu problemler i¢in FEM'i tartistik. Sonra, ayrik sistem elde
etmek i¢in standart FEM uyguladik.

Daha sonra mikrodalga firin hakkinda bazi ayrintilar verdik. Bu sistemin

simiilasyon prosediiriinii tartistik.

Optimal kontrol problemi i¢in bir optimizasyon metodu kullanilmak zorunda
olundugu i¢in, bir azalan gradyan tipi bir algoritma kullaniyoruz. Bazi secilmis
orneklerin sayisal sonuglarini elde etmek i¢in freefem ++ kullandik. Bu paket ayrik
problemi ¢ozmek i¢in basitlestirilmis yinelemeli bir algoritma saglar. Buradaki zor
is, bir optimizasyon algoritmasi uygulamaktir. Sayisal algoritmanin durdurulmasinda

kabul edilebilir bir tolerans kullandik.

Son olarak, freefem ++ paketi kullanilarak elde edilen sayisal sonuglari
vermistik. Ik &nce mikrodalga 1sitmay1 optimal bir kontrol problemi olmaksizin
diisiiniiyoruz. Sayisal sonuglar1 sunduktan sonra, bir 1s1 denklemiyle birlestirilmis
Helmbholtz denklemine tabi bir kontrol problemi diistiniiyoruz. Ist denklemi denge
sicakliginda ele almiyor yani eliptik bir problem olarak c¢oziiliyor. Amacimiz
mikrodalga 1sitma sisteminde 1s1 kontrolii yapmaktir. Istenilen bir 1s1 sicaklig alarak

ilgili sayisal sonuglart sunduk.

Orneklerimizin sayisal kodlarin1 ek boliimde bulabilirsiniz.

48



Gelecekteki ¢alismalara gelince, Helmholtz denkleminin kontrol problemleri i¢in
uyarlanabilir sonlu elemanlar yontemi kullanacagiz. Durum denklemi i¢in, bazi

dogrusal olmayan denklemler diisiiniilebilir.

Bir tanim kiime ayristirma yontemi, mikrodalga 1sitma probleminin optimal
kontroliinii ¢6zmek i¢in kullanilabilir. Standart FEM'den elde edilen ¢oztimleri tanim

kiime ayristirma sonuglariyla karsilastirabiliriz.

49



KAYNAKCA

1. F. Abergel and R. Temam, On some optimal control problems in fluid

mechanics, Theoret. Comput. Fluid Mech. 1 (6) 303-325, 1990.
2. R.A. Adams, Sobolev Spaces, Academic Press, New York, 1975.

3. F. Hecht, New development in FreeFem++, J. Numer. Math. 20, no. 3-4, 251-
265, 2012.

4. K.A. Kime, Boundary controllability of Maxwell's equations in a spherical

region, SIAM J. Control Optim., 28 294-319, 1990.

5. Lasiecka, R. Triggiani, Exact controllability of semilinear abstract systems
with application to waves and plates boundary control problems, Appl. Math. Optim.
23, 109-154, 1991.

6. J.P. Raymond, H. Zidani, Hamiltonian Pontryagin's principles for control
problems governed by semilinear parabolic equations, Appl. Math. Optim. 39, 143-
177, 1999.

7. F. Troltzsch, Optimal Control of Partial Differential Equations, Theory,
Methods and Applications, in: Graduate Studies in Mathematics, vol. 112, AMS,
Providence, Rhode Island, 2010.

8. N. Weck, Exact boundary controllability of a Maxwell's problem, SIAM J.
Control Optim., 38 736-750, 2000.

9. W. Wei, H. Ming Ying, J. Tang, An optimal control problem for microwave
heating, Nonlinear Analysis, 03;75(4), 2024-2036, 2012.

10.  H.M. Yin, Regularity of weak solution to Maxwell's equations and

applications to microwave heating, J. Differential Equations 200, 137-161, 2004.

11. Bryson, A. E. (1996). "Optimal Control—1950 to 1985". IEEE Control Systems
16 (3): 26-33.

12. Ross, I. M. (2009). A Primer on Pontryagin's Principle in Optimal Control.
Collegiate Publishers.

50



13. G. Knowles, Finite element approximation of parabolic time optimal control

problems, SIAM J. Control Optim., 20 (1982), pp. 414—427.

14. F. Troltzsch, Semidiscrete finite element approximation of parabolic boundary
control problems-convergence of switching points, in Optimal Control of Partial
Differential Equations II, vol. 78 of International Series of Numerical Mathematics,

Basel, 1987, Birkhduser, pp. 219-232.

15. N. Arada and J.-P. Raymond, Dirichlet boundary control of semilinear parabolic
equations. part 1: Problems with no state constraints, Appl. Math. Optim., 45 (2002),
pp. 125-143.

16. S. Brenner and L.R. Scott, The Mathematical Theory of Finite Element Methods,
Springer-Verlag, New York, Berlin, Heidelberg, 1994.

17. P. Ciarlet and P. Raviart, Maximum principle and uniform convergence for the

finite element method, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 2 (1973), pp. 17-31.

18. R. Falk, Approximation of a class of optimal control problems with order of

convergence estimates, J. of Math. Anal. & Appl., 44 (1973), pp. 28—47.

19. D. French and J. King, Approximation of an elliptic control problem by the finite
element method, Numer. Funct. Anal. Optim., 12 (1991), pp. 299-314.

20. G. Knowles, Finite element approximation of parabolic time optimal control

problems, SIAM J. Control Optim., 20 (1982), pp. 414—427.

21. 1. Lasiecka, Boundary control of parabolic systems: finite-element

approximations, Appl. Math. Optim., 6 (1980), pp. 287-333.

22. W. Alt, On the approximation of infinite optimisation problems with an

application to optimal control problems. Appl. Math. Optim.,(1984), pp:15-27.

23. F. S. Falk, Approximation of a class of optimal control problems with order of

convergence estimates. J. Math. Anal. Appl.,44, (1973), pp: 28-47.

24. D. A. French, J. T. King, Approximation of an elliptic control problem by the
finite element method. Numer.Funct.Anal.Appl., 12, (1991) pp: 299-315.

25. P. Neittaanmaki, D. Tiba and M. Dekker, Optimal control of nonlinear parabolic
systems, Theory, algorithms and applications, New York (1994).

51



26. Inocencio E. Ortiz, Christian E. Schaerer, Helmholtz Scattering Problem: Control

Theoretical Perspective, Poster.

27. D. Tiba, Optimal control of nonsmooth distributed parameter systems, Lecture

Notes Math., 1459(1990), Springer-Verlag, Berlin.

28. J.P. Raymond, Optimal Control of Partial Differential Equations, Université Paul

Sabatier.

29. Comsol Multiphysics, Microwave oven, SOLVED WITH COMSOL
MULTIPHYSICS 3.3, lipas.uwasa.fi/~mave/SAH104/microwave oven.pdf.

30. Endre Siili, Lecture Notes on Finite Element Methods for Partial Differential

Equations, Mathematical Institute University of Oxford.

31. Li Zhang, The Finite Difference Method for the Helmholtz Equation with
Applications to Cloaking, Preprint, Missouri State University.

32. Joel Saa-Seoane, Simulation and Design Optimization for Linear Wave
Phenomena on Metamaterials, Master Thesis, MASSACHUSETTS INSTITUTE OF
TECHNOLOGY.

33. Courant, R. (1943). "Variational methods for the solution of problems of

equilibrium and vibrations", Bulletin of the American Mathematical Society, 49:1-23.
34. A. Ern, J.L. Guermond, Theory and practice of finite elements, Springer, 2004.

35. Lax, Peter D.; Milgram, Arthur N. (1954), "Parabolic equations", Contributions
to the theory of partial differential equations, Annals of Mathematics
Studies, 33, Princeton, N. J.: Princeton University Press, pp. 167-190.

36. Ross, I. M. (2009). A Primer on Pontryagin's Principle in Optimal Control.
Collegiate Publishers.

37. Kwakernaak, Huibert & Sivan, Raphael (1972). Linear Optimal Control Systems.

First Edition. Wiley-Interscience.

38.  Vapnyarskii, [B. (2001), "Lagrange multipliers", in Hazewinkel,
Michiel, Encyclopedia of Mathematics, Springer,

52



EK

Mikrodalga isitma (Freefem kodu)

real a=20, b=20, c=15, d=8, e=2, 1=12, =2, g=2;

border a0(t=0,1) {x=a*t; y=0;label=1;}

border al(t=1,2) {x=a; y=b*(t-1);label=1;}

border a2(t=2,3) { x=a*(3-t);y=b;label=1;}

border a3(t=3,4) {x=0;y=b-(b-c)*(t-3);label=1;}

border a4(t=4,5) {x=0;y=c-(c-d)*(t-4);label=2;}

border a5(t=5,6){ x=0; y= d*(6-t);label=1;}

border b0O(t=0,1) {x=a-f+e*(t-1);y=g; label=3;}

border bl(t=1,4) {x=a-f; y=g+1*(t-1)/3; label=3;}

border b2(t=4,5) {x=a-f-e*(t-4); y=I+g; label=3;}

border b3(t=5,8) {x=a-e-f; y= l+g-1*(t-5)/3; label=3;}

int n=2;

mesh Th = buildmesh(a0(10*n)+al(10*n)+a2(10*n)+a3(10*n)

+a4(10*n)+a5(10*n)+b0(5*n)+b1(10*n)+b2(5*n)+b3(10*n));

plot(Th,wait=1);

fespace Vh(Th,P1);

real meat = Th(a-f-e/2,g+1/2).region, air= Th(0.01,0.01).region;
Vh R=(region-air)/(meat-air);

Vh<complex> v,w;

solve muwave(v,w) = int2d(Th)(v*w*(1+R)

-(dx(v)*dx(w)+dy(v)*dy(w))*(1-0.51))
+ on(1,v=0) + on(2, v=sin(pi*(y-c)/(c-d)));

Vh vr=real(v), vi=imag(v);
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plot(vr,wait=1,ps="rmuonde.ps", fill=true);

plot(vi,wait=1,ps="imuonde.ps", fill=true);

fespace Uh(Th,P1); Uh u,uu, ff=1e5*(vr*2 + vi*2)*R;

solve temperature(u,uu)= int2d(Th)(dx(u)* dx(uu)+ dy(u)* dy(uu))
- int2d(Th)(ff*uu) + on(1,2,u=0);

plot(u,wait=1,ps="tempmuonde.ps", fill=true);

Optimal-kontrol(Freefem)

real a=20, b=20, c=15, d=8, e=2, =12, =2, g=2;

border a0 (t=0,1) { x=a*t; y=0.0; label=1; }
border al (t=1,2) { x=a; y=b*(t-1.0); label=1; }
border a2 (t=2,3) { x=a*(3.0-t); y=b; label=1; }
border a3 (t=3,4) { x=0.0; y=b-(b-c)*(t-3.0); label=1; }
border a4 (t=4,5) { x=0.0; y=c-(c-d)*(t-4.0); label=2; }

border a5 (t=5,6) { x=0.0; y=d*(6.0-t); label=1; }

border b0 (t=0,1) { x=a-ft+e*(t-1.0); y=g; label=3; }
border bl (t=1,4) { x=a-f; y=g+1*(t-1.0)/3.0; label=3; }
border b2 (t=4,5) { x=a-f-e*(t-4.0); y=I+g; label=3; }

border b3 (t=5,8) { x=a-e-f; y= l+g-1*(t-5.0)/3.0; label=3; }
// Compute a mesh by filling in the line segments with a given number of
// points. The value of N controls how fine the lines are.
intn=2;
mesh Th = buildmesh (
a0 (10*n)+al (10*n)+a2(10*n)+a3 (10 *n)

+a4(10*n)+a5(10*n)
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+b0(5*n)+bl (10*n)+b2(5*n)+b3(10*n));
//" Plot the mesh.
plot ( Th, ps = "microwave mesh.eps", wait =1 );
real xm = 17.0;
real ym = 8.0;

real meat = Th ( xm, ym ).region;

real xa = 0.01,num=Th.nbe;
real ya=0.01;
real air = Th ( xa, ya ).region;
Vh R = (region - air ) / ( meat - air ),u2d = 1,u=cos(pi*(y-c)/(c-d)),uold,unew;
Vh<complex> ul,lam1;
Vh<complex>vl,wl;
problem muwave (ul, vl )=
int2d(Th) (ul *vl *(1.0+R)
- (dx(ul)*dx(vl)+dy(ul)*dy(vl)) * ( 1.0 - 0.51) )
+int1d(Th,2)(u*v1)

+on(1,ul =0.0)

+on(2,ul =0.5);,

muwave;
Vhulr=real (ul );
Vhuli=1imag (ul );
fespace Uh ( Th, P1);
Uh u2,p2;
Uh v2,w2;

Uh ff=100000.0 * (ulr*2 + uli*2 ) * R,f2=100000.0 * sqrt( ulr’2 + uli’2 ) * R;
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problem temperature (u2, v2 )=
int2d(Th) ( dx(u2)* dx(v2) + dy(u2)* dy(v2))
- int2d(Th) ( ff* v2)
+on(1,u2=0.0)
+on(2,u2=0.0),
temperature;
problem adjtemperature ( p2, w2 ) =
int2d(Th) ( dx(p2)* dx(w2) + dy(p2)* dy(w2) )
+ int2d(Th) ( (u2-u2d) * w2)
+on(1,p2=0.0)

+on(2,p2=0.0),

adjtemperature;

/Iplot ( p2, wait = 1, ps = "microwave_t.ps", fill = true );

problem adjmuwave ( laml1, wl ) =
int2d(Th) (laml * wl * (1.0 +R)
- (dx(lam1)*dx(wl)+dy(lam1)*dy(w1)) * ( 1.0 - 0.51) )
+int2d(Th) ( 2*p2*ul *ff2* wl )
+on(1,laml1 =0.0);
adjmuwave;
//
//" Define the real and imaginary parts of U1, so we can plot them,
// and so we can write a formula for the magnitude of the signal.
//

Vh lamlr = real ( lam1 );
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Vh lamli = imag ( lam1 );

//plot ( lam1r, wait = 1, ps = "microwave _r.ps", fill = true );
//plot (lam1i, wait = 1, ps = "microwave i.ps", fill = true );
real[int] dJ(ul[].n);
real[int] gradnew(ul[].n);
real[int] gradold(ul[].n);
real J;
real mm=1,diff=1, eps=1.e-8, delta=0.01,Jold,Jnew,alp=0.1;
J=0.5*int2d(Th)((u2-u2d)*(u2-u2d))+0.5*alp*int1d(Th,2)(u*u);
for(int i=1;i<num;i++)
{
mm=Th.be(i).whoinElement;
dJ(mm) = (lam1r[][mm])+(alp*u[][mm]);
}
uold[]=uf];
gradold=dJ;
//start optimization loop
while (diff>eps){
unew| |=uold[]-delta*gradold;
muwave;
temperature;
adjtemperature;
adjmuwave;
J=0.5*int2d(Th)((u2-u2d)*(u2-u2d))+0.5*alp*int1d(Th,2)(u*u);

for(int i=0;i<num;i++)
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{

mm=Th.be(i).whoinElement;

dJ(mm) = (lam1r[][mm])+(alp*u[][mm]);

}

gradnew=dJ;

Jnew=J;
diff=sqrt(int2d(Th)((unew-uold)"*(unew-uold)));
//diff=sqrt(int2d(Th)((uold-unew)"2));
if(Jnew>=Jold){

delta=0.5*delta;

b

else{

delta=1.5*delta;

}

gradold=gradnew;

Jold=Jnew;

uold[]=uf];

cout<< "Grad =" <<diff<<endl ;

b

plot (ulr, wait = 1, ps = "star.eps", fill = true );
plot (uli, wait = 1, ps = "stai.eps", fill = true );
plot ( lam1r, wait = 1, ps = "lamr.eps", fill = true );
plot ( lam1i, wait = 1, ps = "lami.eps", fill = true );
plot (u2, wait = 1, ps = "tempe.eps", fill = true );

plot (p2, wait = 1, ps = "adjtempe.eps", fill = true );
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NUMERICAL SOLUTIONS OF OPTIMAL CONTROL PROBLEMS
FOR MICROWAVE HEATING
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12 University of Turkish Aeronautical Association, Department of Electrical and Electronics Engineering, Turkey

? Gazi University Department of Mathematics, Turkey
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Abstract: In this work, we study numerical solutions of optimal control problem for a microwave heating. Microwave
heating problem is modeled by Helmholtz equation coupled with a heat equation. At first, the necessary optimality
conditions are obtained. Finite element method is used to discretize the state and the adjoint state equations. It is the first
time that optimal control for the microwave heating is solved numerically. Numerical application is presented.

Keywords: Optimal Control, Helmholtz Equation, Finite Element, Microwave Heating.
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INTRODUCTION

Optimal control problems have been an interest in recent decades. There are several
applications in physics, finance and engineering science. One of the applications from
electromagnetics is the optimal control of microwave heating. Uniform distribution of the heat
produced by microwaves has been challenging recently. In [9], a suitable applied electric field was
selected and they formulated an optimal control problem governed by Maxwell's equations coupled
with nonlinear heat conduction with a source generated by microwaves.

In this paper, the numerical solution of the optimal control problem of microwave heating is
studied. As for constraint equations, we consider the Helmholtz equation coupled with a heat equation
at equilibrium. We control the applied field to get a desired temperature. Here, the function based
approach optimize-then-discretize is followed to get the optimality conditions. Our aim is solve the
modeled problem numerically. So that, we use finite element approach.for space discretization.
Freefem++ is used to get the numerical results [3].

The organization of the paper is as follows: Firstly, optimal control problem is formulated.
Then, the first order optimality conditions are obtained by Lagrange method. The. finite element
method is used for the discretization of the optimal control problem. Finally, we conclude our study
with a numerical example..

2. PROBLEM FORMULATION

We define Q be a bounded polygonal domain in R with d = 2,3 and its' Lipschitz boundary be
X, UZX, = 90. We consider the following optimal control problem:

1 a 2
o — _ 2 e
minj (v, ) = 56 () — va )Pt 5 [, (@) 'ds (D)
subject to —V%y — w?y=0 in Q,
g—% = u(x) on Zy,

y=00nZk,
y=gx)onk;, (2)

—Av.= %sz in Q,
v=00nX; UX,,

where the function g(x) is given, y : & = R% is the state variable and u is the control variable. w
denotes the frequency of the harmonic oscillations. Here, a > 0 stands for the regularization
parameter and v, is the desired temperature.

We use the standard notations for Sobolev and Lebesgue spaces, their norms and inner products. We
letbe Y = H1(Q), ¥ = H}(Q), and the control space U = L*(Q).

3. OPTIMALITY CONDITIONS

In this section, we will state the optimality conditions of the control problem of Helmholtz equation
coupled with a heat quation. We use Lagrange approach. We have the following optimality
conditions:

—Aw = v(x) —vy(x) in Q,
w=00nZX UZ,,
V2p + w?p = ypw inQ,

op _
In = 0OonZ,,
p=0o0onZk,
and
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(Re(au +p),u—u)y, =20Vu€eU.

4. FINITE ELEMENT DISCRETIZATION

In order to state the finite element discretization of the problem, we let Yhcy,VhcVandU"cU
be the finite element spaces. Find y* € Y, v € V" and u* € U" such that

1 a
: h ,,h h 2 h||2
min v, u = v 1% + u
(vh,uh)]( ) 2 ” d”ﬂ 2 ” “2‘.2

subject to
—(Vy" V") + (wy", q") =0 vq e

1
(Vv Vi) — E(ﬁyhyh,qh) =0 vIi"eVh

wwh,vmh) + " —vy,,mt) =0 vmtevh,
—(Vp", vr™) + (By"wh M) =0 vrtevh

S, IMPLEMENTATION AND NUMERICAL ‘EXAMPLE

In this section, we will carry out some numerical experiments.

We use nonlinear conjugate gradient method to solve the optimization problem. All computations are
carried out with public license finite element software package Freefem++ [3].

We choose a tolerance as € = 1075 for the Newton linearization. As a line séarch strategy, Armijo's
rule is used. The gradient descent algorithm is stopped if two.successive iterates are close enough,
that is [[u"(n) —u"*(n — D|IF, <tol = 1077.

Example

In this example, we consider a model of a microwave cooker. We have a control parameter to obtain a
desired temperature in.the domain. We consider a rectangular oven where the wave is emitted by part
of the upper wall. Boundary of the domain is made up a part of X; and and the other part is £, =
[c,d] [3]. We choose the regularization parameter & = 0.01. Boundary function is given by

g(x) =sinTt( E).

In_the following figures, we present the state, the adjoint state, the temperature and the adjoint
counterpart of the temperature are presented.

Figl. Real part of the state
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Fig2. Imaginary part of the state

Fig3. Temperature

Fig4. Adjoint counterpart of the temperature
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Fig5. Real part of the adjoint state

conditions by using the Lagrangian function. We have given the numerical
eefem++ package.

obtained the optim:
results obtained by us

As a future work, we shall consider error analysis for the control problems of the Helmholtz equation.
Also, domain decomposition method can be used to solve optimal control of the microwave heating
problem.
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