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p, stfirdan farkli, ti¢ degiskenli homojen bir polinom olmak iizere C =
V(p) < P?(C) nonsingiiler projektif egrisi kompakt, baglantili, yonlendirilebilir, 2-
boyutlu manifolddur. Bu manifoldlar, kiireye g tane kulp eklenerek elde edilir. Bu
saylya cins sayisi(genus) denir. Bu tarz manifoldlar1 siniflandirmanin yolu onlarin
cins sayilarina bakmaktir. Ayni cins sayisina sahip manifoldlar homeomorfiktir.

Sadece p nin derecesine bakarak C egrisinin cins sayisini hesaplamak cins
formiilii kullanilarak miimkiindiir. degp = n ise, cins sayis1 g,

1
g=5;n-Drn-2)
formiilii ile kolay bir sekilde bulunabilmektedir. Bu c¢alismada, belirtilen cins
formiilii ispatlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Nonsingiiler projektif egriler, Hessian, Boyut, Kesisim
katliligi, Cins sayi1st
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Any nonsingular projective curve C = V(p) € P?(C) (p, a nonzero
homogeneous polynomial in three variables) is compact connected orientable 2-
manifold. These manifolds can be obtained from spheres by adding p handles. This
number is called the genus of the manifold. These manifolds are classified by their
genus. Two manifolds with the same genus are homeomorphic.

Just looking at the degree of p, it is possible to calculate the genus of the
curve C and thus to classify the curve. If degp = n, the number of genus can easily
be found by the genus formula

1
g= E(n_ D(n—-2)
In the study, the degree-genus formula has been proved.

Key words: Nonsingular projective curves, Hessian, Dimension, Intersection
multiplicity, Genus
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GENISLETILMIS OZET

Bu tez 5 boliimden olusmaktadir. Caligmanin ilk boliimiinde, ilerleyen
boliimlerde kullanilacak olan bazi kavramlar genel veya 6zel durumlar igin
tanimlandi. Afin cebirsel varyete ve ona karsilik gelen ideal tanimlanip bunlarla
ilgili baz1 Onemli bilgilere ve Hilbert Nullstellansatz teoremine yer verildi.
Ardindan projektif uzay tanimi yapildi ve afin uzay ile arasindaki iligski 6zetlendi.
Daha sonra kompleks projektif diizlem ve ona ait bazi 6zellikler yer aldi. Ardindan
polinomlar ile ilgili nemli bir kavram olan homojen polinom tanimi yapildi. Afin
ve projektif uzay {izerinde tanimlanan topolojiler ve aralarindaki iligskiye de yine bu
bolimde yer verildi. Bolimiin ilerleyen kisimlarinda projektif varyete,
indirgenemez kiime tanimlar1 yapildi ve ardindan bir varyeteye ait boyut taniminin
ilki yapildi. Kompleks diizlem egrisi, polinomun homojenlestirilmesi ve diizgiin
egri tanimlarmin ardindan da son olarak €2 nin 2 boyutlu oldugu ispatland.

2. bolime tezde kullanilan en Onemli teoremlerden biri olan Kapali
Kompleks Analitik Fonksiyon Teoremi ile baslandi. Devaminda bir varyetenin
boyutunun 1. boliimde verilen tanimina esdeger farkli tanimlar1 yapildi. Ayrica
hiperylizey kavrami tanimlandi ve hiperyiizey ile varyetenin boyutu ile ilgili bir
teorem ispatiyla birlikte yer aldi. Ardindan bir polinomun bir dogru boyunca
mertebesi ve kesisim katliligi tamimlandi. Boliim 2 de ayrica projektif diizlem
egrileri i¢in Bezout teoremine yer verildi.

Bolim 3 {in girisinde; resultant tanimi, diskriminant noktalari tanimi
yapild1 ve bunlarla iliskili iki iddia ispatlandi. Daha sonra 2 boyutlu, kompleks
manifoldlarda iiggenlemenin tanmimi yapildi ve iiggenlerin inceltmesi ile ilgili
onemli bir teorem ifade edildi. Ardindan yine ¢alismada 6nemli bir yere sahip olan
ortli ve neredeyse Ortli kavramlar1 tamimlandi ve &zel bir forma sahip olan bir
polinomun varyetesinin kiire {izerinde neredeyse » — katli 6rtii oldugu ispatlandi.

Ayrica polidisk tamimina yer verildi.
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4. bolimde ilk olarak Euler Formiilii verildi, ardindan Hessian matris
tanim1 yapildi ve bununla ilgili 6nemli bir iddia ispatlandi. Bu bdliimde verilen
ikinci tamim ise homojen, indirgenemez f polinomu igin teget ve biikiim noktasi
tamimlaridir. Ardindan bu tamimlarla ilgili ti¢ ayr1 sonug¢ ve onlarin ispatlart yer
almaktadir. Daha sonra bilineer formlar i¢in dejenere tanimi yapilip dejenere form
ile matrisin determinanti ve biikiim noktas1 ile hessian determinanti arasindaki
iliskiyi veren iki ayr1 teoreme ve ispatlarima yer verildi. Boliim sonunda ise;
derecesi en az 2 olan indirgenemez, homojen bir F polinomunun, Hessian
determinantini bolmedigi ispatlandi.

Son boliimde ise, giriste 2 boyutlu, yonlendirilebilir, kompakt yiizeylerin
kulp sayilar1 kullamlarak Euler karakteristiklerinin nasil bulundugu gosterildi.
Ardmdan bazi kosullarda indirgenemez bir polinomun 6zel bir formda yazilabildigi
ispatlandi. Ardindan (bazi ekstra kosullar1 da saglayan) egriyi X ekseninin
kapanis1 lizerinde »n — kath oOrtii yapacak sekilde bir koordinat sisteminin varlig
gosterildi. Son olarak nonsingiiler projektif egriler i¢in derece cins formiilii ifade

edilip dnceki boliimlerdeki sonuglar kullanilarak ispatlandi.
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1. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR Habibe TOKER

1. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR

k bir cisim ve R = k[Xj,...,X,| onun polinom halkasi olmak iizere, k
tizerindeki n boyutlu afin uzay A”"(k) veya kisaca A" ile gosterilir ve A" (k) =

{(x1,...,xn) | x; € k} olarak tanimlanir. S C R olmak iizere S nin sifir kiimesi
V(S)={PecA"(k)| f(P)=0her f € Sicin}

seklindedir. k[Xy,...,X,| deki polinomlarin sifir kiimeleri; cebirsel kiime, afin
cebirsel varyete veya kisaca cebirsel varyete olarak adlandirilir. X, A" nin bir

altkiimesi olmak iizere X e karsilik gelen
I(X):={f€R| f(P)=0her PeX icin}

seklinde tanimlanan kiime bir idealdir. Bu ideal kisaca X in ideali olarak belirtile-
cektir.

Su ana kadar verilen tanimlarla ilgili bilinmesi gereken birkac bilgi su
sekilde siralanabilir:

[1k olarak,

{R deki idealler} — {A"(k) daki cebirsel kiimeler}

I — V()

gonderimiyle, idealler ile cebirsel kiimeler arasinda bir esleme tanimlanabilir.
Burada, I C Jise V(J) C V(1) olur.
Ikinci olarak, V herhangi bir cebirsel kiime olmak iizere, V(1(V)) =V dir.
Son olarak ise, I, R de bir ideal ve rad I = VI =

{f €R| f™ €I olacak sekilde bir m € N vardir} olmak iizere I(V) =rad I(V) dir.
1



1. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR Habibe TOKER

Teorem 1.1 (Hilbert Nullstellensatz) k cebirsel kapali bir cisim olmak {izere, her

J Ck[X1,Xa,...,X,) ideali icin I(V(J)) = radJ dir.

Tamm 1.2 £ bir cisim ve V, k iizerinde sonlu boyutlu vektor uzayi olsun. V — {0}

tizerinde ~ denklik bagintisi

u ~v <= u = Av olacak sekilde A € k— {0} varsa

v—{0}

~

seklinde tanimlanmak iizere V ye bagh projektif uzay P (V) := olarak

tanimlanir. V = C"*! ise P (V) yerine kisaca P" yazacagiz.

Projektif uzay ve afin uzay arasindaki iligki sdyle 6zetlenebilir; P" iizerinde

tanimlanan
x: C™\ {0} —P"
(X(),...,Xn) — [X() M. IXn]

orten doniisiimii ile topolojik bir uzay haline getirilir. [P" {izerindeki topoloji
C"+1\ {0} nin standard topolojisinden indirgenmis béliim topolojisidir. A C P" nin
P" de agik kiime olmasi igin gerek yeter kosul 771 (A) min C"*1\ {0} de agik ol-
masidir.

Up,...,U, C P" olmak iizere U; = {[Xp:...: X,] € P" | X; #0} seklinde
tanimlanir. X; # 0 homojen koordinatlarin se¢iminden bagimsizdir.
7 (U) = {(Xo,...,X,) €C™! : X; %0} kiimesi C""' — {0} 1n agik bir kiimesi
olup boliim topolojisi tanimindan U; kiimesi de P" nin agik kiimesidir. Bu kiimelere

P" nin standard acik kiimeleri denir.

¢),'Z U,—>(Cn




1. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR Habibe TOKER

doniigiimii iyi tanmimli bir doniigiim olup tersi (Yi,...,Y,) —— [Y1:...:1:...: 1]
doniistimiidiir.

Afin diizleme sonsuzdaki noktalar eklenerek projektif diizlem elde edilir.

Tamim 1.3 (Kompleks Projektif Diizlem) Kompleks projektif diizlem P?(C) ile

gosterilir. Calismanin ilerleyen kisimlarinda kisaca P? ile gosterilecektir.

P? = C\ {0} ={|x:y:7|xyz€C}

~y

olarak tanimlanir. (x,y,z) € [x:y:z]ise her A € C\ {0} i¢in (Ax,Ay,Az) € [x:y:Z]
olur. Aslinda bu kiime, C? te orijinden gecen dogrularm olusturdugu kiimedir. C?
kiimesi ile P? kiimesi arasinda (x,y) < [x: y: 1]; P! kiimesi ile P?> kiimesi arasinda

ise [x:y] = [x:y: 0] gdbmme doniisiimii vardir. Boylece P! UC? = P? haline gelir.

C? afin diizlemini C? te orijinden ge¢meyen bir L diizlemi ve Ly 1 da L ye
paralel, orijinden(O) gecen diizlem olarak diisiinelim. Bu durumda C? deki noktalar
ile C3 te O dan gegen, L da olmayan dogrular arasinda birebir esleme kurulabilir.
L deki her bir nokta ile bu nokta ve O yu birlestiren, Ly da olmayan bir tek dogru
eslestirilir. C> te orijinden gecen ve Ly iizerinde bulunan noktalar ise C> de son-
suzdaki noktalar ile eslestirilir. P? projektif diizlemi, C te orijinden gecen dogrular
kiimesidir. Bu dogrulara, P? nin noktalar1 denir. C3 te 0 dan farkli X = (Xy,X;,X>)
vektori, P2 de bir tek noktaya karsilik gelir ve [Xy : X; : X, ile gosterilir. Xo,X7,X>
noktanin homojen koordinatlart olup daha 6nceki tanimlardan A € C\ {0} olmak

iizere AX ve X,P? de aym noktay1 ifade ederler.
Tamm 1.4 f(Xo,Xi,...,X,) polinomu ve her A € k— {0} i¢in

F(AXo,AX1, ..., AX,) = A9 f (X, X1,. .., Xy)
3



1. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR Habibe TOKER

olacak sekilde d € N varsa f ye homojen polinom denir.

X,pr nin bir altkiimesi olmak lizere I(X) =
{f €k[X1,X2,...,Xu11]|f(P) =0her P € X i¢in} seklinde tanimlanan kiime
X in idealidir.

X; ler cebirsel kiime ve I(X;) ona karsilik gelen ideal olmak iizere, her X; D
X; D ...D X, D ...azalan zincirine karsilik gelen I(X;) C I(X3) C ... CI(X,) C ...
artan zinciri vardir.

p(X,Y) sabit olmayan, kompleks katsayili polinomu, bu polinoma 3.
koordinat eklenerek homojenlestirilebilir. p(X,Y) nin homojeni p ile gosterilirse
p(X,Y,Z) =27k p(%(, ;) seklindedir (k : p nin derecesi).

pvep polinomu  yukaridaki gibi  olmak  {izere, C =
{(x,y) €C?| p(x,y) =0} seklindeki egriler afin egri olarak adlandirilirken,
C = {[x:y:z] €P?| p(x,y,z) =0} egrisi, C nin projektif kapanigi olarak ad-
landirilir. Yani, C = V(p)ise C = V(p) olur. C, sonlu tane nokta eklenmesi ile
olusur.

IP" iizerinde, iki ayr1 topoloji tammlidir. lki, C"**! in standard topolojisin-
den indirgenmis boliim topolojisi; digeri ise cebirsel kiimeleri kapali kiime olarak
kabul eden topoloji Zariski topolo jisidir. Boliim topolojisi Zariski topolojisinden
daha incedir.

C"t1\ {0} dan P" ye

n: C"TN\ {0} —P"

(Xo,Xl,...,Xn) — [X():Xl : ...2Xn]

doniigiimii tanimlansin. P” de boliim topolojisi soyle tanimlanir:

4



1. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR Habibe TOKER

A C P" nin agik olmast igin gerek ve yeter kosul 77! (A) min C"™1\ {0} de
acik olmasidir. Ayni durum kapali kiimeler i¢in de gecerlidir.

C, C nin her iki topolojiye gore de kapanisidir.

Tamm 1.5
V={PeP'(k)|f(P)=0her f €T igin}

olacak sekilde T C k[Xp,Xi,...,X,] homojen polinomlar: var ise V ye projektif

varyete denir.

Tammm 1.6 Bir X cebirsel kiimesi, X;,X, cebirsel kiimeler ve X, X» ; X olmak
tizere X = X; UX; seklinde yazilamiyorsa X indirgenemezdir. Aksi takdirde, in-

dirgenebilir kiime denir.
Teorem 1.7 p € C[X;,X,,...,X,] indirgenemez ise V(p) C C" indirgenemezdir.

Teorem 1.8 V C C", veya V C P" herhangi bir bos olmayan indirgenemez varyete
veVyG Vi1 G ... G Vi G Vo=V, V ninindirgenemez alt varyetelerinin olusturdugu
bir zincir olsun. Bu zincir indirgenemez varyetelerin sayis1 maksimum olacak ve

verilen zincirdeki varyeteleri de icerecek sekilde
0£V,G...CV, Vo=V

olarak genisletilebilir. Ayrica, bu sekilde olusturulan herhangi iki zincir ayn1 uzun-

luktadir(Kendig, 1977).

Tamm 1.9 V bir varyete olsun. dimV, I(V) yi iceren asal ideallerin olusturdugu i¢
ice gegmis zincirlerin uzunluklarinin maksimumudur.

Buna esdeger bir tanim, varyeteler zinciri kullanilarak da yapilabilir. Hilbert
5
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Nullstellensatz teoreminden artan asal idealler zincirine karsilik gelen azalan in-
dirgenemez varyeteler zinciri vardir. Bu zincirin uzunlugunun maksimumu da dimV
yi verir.

Projektif diizlem P (V) olmak iizere boyutu dimP (V) = dimV — 1 dir.

Ileride baska boyut tamimlar1 da yapilacaktir.

Tamm 1.10 Kompleks katsayili, m.dereceden f(Xp,X;,X>) homojen polinomunun
sifir kiimesine; m.dereceden kompleks diizlem egrisi denir. Kompleks diizlem

egrileri C ile ve bir f polinomu ile tanimlandigindan V (f) ile gosterilir.

Tamm 1.11 P(X,Y) indirgenemez bir polinom ise P(X,Y) nin belirttigi C egrisi
de indirgenemezdir. P(X,Y) indirgenebilir ve P;(X,Y),P>(X,Y),...,P(X,Y) onun
farkli indirgenemez carpanlar1 ise, bu polinomlarin belirttigi egriler de C nin in-

dirgenemez bilesenleridir.

Tanm 1.12 ¢(Xi,...,Xy+1) € k[Xi,...,X,41] homojen bir polinom olsun.
qXy,. ., Xi—1,1,Xi41,...,Xy41) polinomuna g(Xj,...,X,+1) in X; ye gore dehomo-
jeni denir. D;(q) veya kisaca D(q) ile gosterilir.

Tanm 1.13 f(Xo,X),X;) indirgenemez homojen bir polinom; C, f nin belirledigi
diizlem egrisi ve i = 0, 1,2 olmak iizere f; = (?Xf, ler f nin kismi tiirevleri olsun. C
tizerinden alinan bir noktanin, en az bir kismi tiirevi 0 dan farkliysa bu noktaya C
nin diizgiin noktast; tiim kismi tiirevleri O oluyorsa ise C nin tekil noktasi denir. Bir

C egrisi tekil nokta icermiyorsa bu egriye tekil olmayan(nonsingiiler) veya diizgiin

egri; en az bir tekil nokta igeriyorsa tekil egri denir.

iddia 1.14 C"( ve P*) n boyutludur. Bu iddiay1 C? icin ispatlayacagiz. Diger n
6
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degerleri i¢in de ispat benzerdir.

Iddia 1.15 dim(C?) = 2 dir.

Ispat: {0} C (X|) C (X,,X2) S C[X,X3] olusundan dim(C?) = 2 dir. Boyutun tam
olarak 2 oldugu, bu zincirin daha fazla uzatilamayacag1 gosterilerek ispatlanacaktir.

Ik olarak I, (X;) &I C (X1,X;) olacak sekilde bir asal ideal olsun.
Oyleyse a € I ve a ¢ (X)) olacak sekilde bir eleman vardir. Bu durumda g(X,) # 0
olmak tizere a = X;p(X;,X2) + q(Xz) olacak sekilde p ve ¢ polinomlari vardir.
q(X2) = X1p(X1,X2) — a olup sagdakilerin her ikisi de I nin elemani oldugundan
q(Xp) € I ve I C (X;,X2) oldugundan ¢(X») nin sabit terimi O olur. Yani,
r(0) # 0 vek > 1 olmak iizere ¢(X2) = X5r(Xy) € I seklindedir. [ asal ideal
oldugundan X% € I'veyar(Xs) € I dir. r(X2) € I olsa I C (X;,X,) olusundan
r(0) = 0 olmasi gerekirdi. Ancak bu celigkiye yol acar. Oyleyse X5 € I olup
X, € rad(I), buradan da I asal ideal oldugundan rad(I) = I olup X; € I elde edilir.
Bu da I = (X;,X,) olmasin gerektirir.

Ikinci olarak 7, {0} I C (X)) olacak sekilde bir asal ideal olsun. Bu
durumda I = (a) olacak sekilde bir 0 # a € I vardir. Ayrica a € (X;) oldugundan
¢ # 0 olmak iizere a = cX| seklindedir. Buradan X| € I olup X; € rad(I) = I haline
gelir. Boylece I = (X)) olur.

Son olarak (Xi,X2) G I C C[X,X;] olacak sekilde bir I asal idealinin
bulundugunu varsayalm. Oyleyse a € I ve a ¢ (X1,X>) durumunu saglayan bir a
elemani vardir. Oyleyse ¢ sifirdan farkl sabit bir say1 olmak iizere a = ¢ + p(X1,X3)
seklinde yazilabilir. Buradan ¢ = a — p(X;,X;) olup sa§ taraf I nin elemani
oldugundan ¢ € I dir. Bu sonug da I = C[X;,X,] olmasini gerektirir.

Bu i{ic durum verilen zincirin arasina daha fazla asal ideal
7
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yerlestirilemeyecegini gosterir. Boylece dim(C?) = 2 olur. W
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2. CEBIRSEL VARYETELERIN LOKAL OZELLIKLERI

Teorem 2.1 (Kapali Kompleks Analitik Fonksiyon Teoremi)

(1) Kompleks degerli f(X;,X,) fonksiyonu z1,z; € C olmak iizere (z1,22) €
C? noktasinin bir komsulugunda kompleks analitik

) f(z1,22) =0

(3) 1 x 2 Jakobiyen matrisi

_( of of
“”‘(axyaxz)

matrisinin (z1,7,) nin C? deki bir acik komsulugunda ranki sabit 1 olsun.
Oyleyse z; in U C C ve z; nin V C C (standard topolojiye gore) agik alt

kiimeleri ve bu alt kiimeler arasinda bir tek
o:U—V
kompleks analitik fonksiyonu vardir oyle ki;

@) aa—){z(z],zg) # 0ise ¢(z1) = zo olmak iizere {(z,9(z)) | z€ U} =V (f)N
(U x V) dir.

(i) aBTf.(ZbZZ) # 0ise ¢(z2) = z1 olmak iizere {(¢(z),z) | z€ V} =V (f)N
(U x V) dir.

Sonug 2.2 p(X,Y) C C[X,Y] olsun. p(0,0) =0 ve py(0,0) # 0 ise (0,0) 1n bir
komsulugunda p(x,y) = 0 esitliini veren noktalar bir ¥ = ¢(X) analitik fonksiy-

onunun grafigidir.

Sonu¢ 2.3 C=V(p(X,Y)) nin px(xo,y0) # 0 yada py(xo,y0) # 0 olacak sekildeki
9
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herhangi bir (xp,yp) noktasi yakininda(standard toplojiye goére) C, analitik bir

fonksiyonun yerel grafigi seklindedir.

Tanmim 2.4 Q € V olmak iizere Q nun bir komsulugu boyunca rank(J(V)) sabitse
0 noktasina lokal analitik manifold nokta denir. Her P € V yakininda lokal anali-
9
Q)
tik manifold noktalar vardir. J(V)g = : : : matrisi, verilen kismi
d
ax (Q)

tiirevlerin Q noktasindaki degerlerinden olusan, n tane satir1 ve sonsuz sayida siitunu

olan bir matristir(matrisin ranki satir sayisin1 agamayacagindan, siitun sayisinin son-
suz olmasi dnemsizdir). P nin yakinlarindaki her Q € V i¢in r = max (rank J(V)y)
olsun. Qp, P nin yeterince yakinindan alinan ve rankin r oldugu bir nokta ol-
sun. Bu durumda rank, V nin Qy a yakin olan noktalarinda artamayacagi gibi
determinantin siirekli olusundan azalamaz da(¢iinkii rankin r olmasi, r tane lineer
bagimsiz siitun olmasi demektir). Bdylece rank, Qg 1n V deki bir komsulugu
boyunca sabit kalir. Bir P € V i¢in boyut dimpV ile gosterilir ve maxgp(dimp V')
veya n —ming(rank(J(V)g)) olarak tanimlanir.

Bu tanimla birlikte bir varyetenin boyutunun ikinci tanimi su sekildedir:
Tanim 2.5 dimV = max {dim,V|p € V}
Iddia 2.6 Boyutun su ana kadar verilmis iki tamm esittir(Hulek, 2003).
Boyutla ilgili agsagidaki sonug¢ gecerlidir.

Sonug 2.7 V =V, UV, U...V; herhangi bir cebirsel varyete ve V; (1 <i<k) lerV

nin indirgenemez bilegenleri olmak iizere, V nin boyutu V; lerin boyutlarinin maksi-

10
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mumudur. Yani

dimV = max {dimV;},_,;

olur.

Onerme 2.8 V C P" bir projektif varyete ise V her noktasinda bir boyuta sahip

oldugu gibi kendisi de bir boyuta sahiptir.

Onerme 2.9 Eger V, P" veya C" nin indirgenemez bir varyetesi ise V nin tiim nok-

talarinda boyut aynidir.

Tanim 2.10 P" veya C" deki bir varyetenin her noktasinda boyutu aym ise saf

boyuta sahiptir denir.

Tamm 2.11 F (Xo,Xi,...,X,) sifirdan farkli homojen bir polinom olmak iizere,
V(F)={[ao:a;:...:a,) € P"(C)|F (ap,ay,...,a,) =0}

kiimesine hiperyiizey denir. Kisacasi, P" deki bir varyete C[X;,X,,...,X,+1] deki
sabit olmayan tek bir homojen polinomla tanimlanabiliyorsa hiperyiizeydir. Ayni

zamanda C" de bir hiperyiizey tek bir polinomla tanimlanabilen varyetedir.

Teorem 2.12 P" veya C" de bir varyetenin hiperyiizey olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul bu varyetenin saf n — 1 boyutlu olmasidir.

Ispat: ispat C" icin gosterilecektir. p sabit olmayan bir polinom olsun. V = V(p)

olsun.
(=) p indirgenemez olsun. p indirgenemez ise V(p) saf boyuta sahiptir.
) )
%, V boyunca 0 olamaz. Bazi i’ler icin % # 0 dir. Aksi takdirde her a € V(p)
i i

11
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icina € V(%) olup < %> C (p) elde edilirdi. Ki bu sonug deg % < deg p ile gelisir.

Bu durumda J nin jakobiyen matrisi

Jp

X;
Jvy=| :

9
X,

nin ranki V nin en az bir noktasinda maksimum ranka, yani 1 e ulagir. Bu yiizden
dimV =n—1 olur.

p indirgenebilir ve a € V(p) olsun. U, a nin agik bir komgulugu ve U =
C™\W olmak iizere U NV (p) de J(V) nin rank1 0 olsun. Boylece her i i¢in V (py,) D
V(p)N(C"\W)olur. V(p) CV(px,)UW = (V(py,)N...NV(py,)) UW olup buradan
da her i igin V(p) C V(py,) UW dur. Oyleyse

Vip) = (V(p) OV (p))U(WNV(p))

olur. Buradan iki durum ortaya ¢ikmaktadir:

I. Durum: V(p,)NV(p) =V(p) ise V(p) C V(py,) olup bu da p|p,, ol-
masin gerektirir. Ancak bu durum der p > der p;, olmasi ile celisir.

IL. Durum: V(p) "W =V (p) ise V(p) C W olur. Yani V(p)N(C"\W) =0
olur. Bu durum a € V(p) NU olmasi ile gelisir. Oyleyse J(V) nin ranki en az bir
noktada 1 olup dimV =n—1 dir.

(<) V, C" de saf n — 1 boyutlu bir varyete olsun.

L Durum: V indirgenemez olsun. 0 #V; & --- SV, 1 =V, V nin ig
ice gecmis n — 1 uzunlugundaki varyeteler zinciri olsun. Oyleyse 0 GI(V,) =
(V)G - S 1(Vh) # C[Xy,...,X,] olacak sekilde n — 1 uzunlugunda idealler zin-

ciri vardir. {py,...,pn} kiimesi (V) yi olugturan minimal bir kiime olsun. ¢, p;
12
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in bir asal ¢arpan1 olmak iizere 0 G (¢q) C (p1,p2,...,pm) =1(V) G ---SIV1) &
C[X1,Xa,...,X,] seklinde asal idealler zinciri elde edilir. V nin n — 1 boyutlu
oldugunu varsaytmimizdan (g) = (p1, ..., pm) olmalidir. Oyleyse m = 1 olmahdur.
Boylece I(V) = (g) olup V = V(q) olur.

II. Durum: V indirgenebilir olsun. V =V U--- UV, kiimesi V nin min-
imal indirgenemez parcalamsi olsun. Oyleyse her i icin, bir a € V; vardir dyle ki
i # jigin a ¢ V; dir. dim, V = maksdim, V; esitliginden dim,V = n — 1 oldugundan
a nin V; deki boyutu n — 1 olur. V; nin indirgenemez saf n — 1 boyutlu varyete
olugsundan 1.durum kullanilarak V; = V(p;) olacak sekilde indirgenemez p; poli-
nomu vardir. Her V; icin ayni durum tekrarlanirsa V = U,V (p;) = V(p1 -+ pi)

olup V hiperyiizeydir. B

Tanim 2.13 Her p € C[X;,X] polinomu (a;,az) gibi bir nokta etrafinda ¢(X; —
ay)? (X, — ap)® ifadelerinin toplamlari olacak sekilde agilabilir. Bu agilimdaki en
kiigiik dereceye, p nin (aj,ay) deki mertebesi denir.

¢ C C? bir dogru olmak iizere /,
Xi=a1+aTl, X =a+cT

seklinde parametrize edilebilir. p nin (aj,az) de £ ye gore(veya boyunca) mertebesi;

p(a;+c1T,az+ ¢, T) nin 0 noktasindaki kokiiniin katliligidir.

Ornek 2.14 p(X,Y) = Y2 — X3 — X? polinomu 3. dereceden bir polinomdur. Bu
polinomun (0, 0) noktasindaki mertebesi 2 dir. ¥ = +X dogrulari boyunca ve (0,0)

noktasinda mertebesi ise 3 olur.

Tanim 2.15 C ve D diizlem egrileri; f ve g sirasiyla C ve D egrilerini belirleyen

fonksiyonlar olsun. P, C N D de bir nokta olmak iizere, kesigim katlilig1 (intersection
13
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multiplicity)
Op

(f>g)P

esitligi ile tammlanir. Bu esitlikte, C(x,y), C ilizerinde tamimlh iki degiskenli

ip(C,D) = dim

rasyonel fonksiyonlar cismi olmak iizere; Op = {y € C(x,y)| y(P) tanimhdir} ve

(f,g)p = f,g tarafindan Op de iiretilen idealdir.

Teorem 2.16 (Bezout Teoremi) m dereceli bir projektif diizlem egrisi C ve n dere-
celi bir projektif diizlem egrisi D nin ortak bilesenleri yoksa (yani bu iki diizlem
egrisini tanimlayan F ve G polinomlarinin higbir ortak bolenleri yoksa), her bir
kesisim noktasi kesisim sayisi(intersection number) kadar sayildiginda mn noktada

kesisir. Yani Y p.cnpip(C,D) = mn dir(Kirwan, 1992).

14
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3. KESIiSIM KATLILIGI VE KURE ORTULERI

Tamm 3.1 D tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi ve f, g € D[X] bagkatsayilari1 0 dan
farkl

f = aX"+a X" '+.. +ay

g = bX"+b X" '+...+b,

seklinde iki polinom olsun.

ay ay ... Qapy
ap ay ... dapy
ap dap ... a4y
by by ... by
by by ... by
by by ... by

olarak tanimlanan determinanta f ve g nin resultanti denir ve R(f, g) ile gosterilir.

af

dX X

gosterilir. Eger f € D[X,...,X,] ise Ry, (f, %)ye, f nin X; ye gore diskriminanti
i

denir ve QX,- (f) ile gosterilir. f € (C[Xl,. .. ,Xt] ise V(@Xi (f)) C (CX17~-7X1'717X1'+17~~:X1

= f', f nin tiirevi olmak iizere 93(f, f/) ye f nin diskriminant1 denir ve D(f) ile

varyetesine Dy, (f) nin diskriminant varyetesi denir.

Onerme 3.2 f ve g polinomlarinin sabit olmayan ortak bir ¢arpana sahip olmalari

icin gerek yeter sart R(f,g) = 0 olmasidir.

15
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Ornek 3.3 £, bir degiskenli polinom olmak iizere, f nin tekrarli kokiiniin olmasi
icin gerek yeter sart f ve f’ niin ortak sifira sahip olmasidir. Bu da ©(f) =

R(f,f) = 0 olmasi anlanuna gelir.

iddia 3.4 f(a,b) =0 ve fy(a,b) =0, P(a,b) V(f) nin diizgiin(regiiler) noktas1 ve
f nin Y ye(? : X —a = 0 dogrusuna) gére mertebesi en ¢ok 2 ise (X —a,¥Y —b) C
(f? fY)P dir.

Ispat: f polinomu en genel haliyle asagidaki gibi yazilabilir. ¢ polinomun sabit

terimi ve ¢, k,m,n,t,u € C olmak lizere
fX,Y)=c+k(X—a)+m(X —a)?+n(X —a)(Y —b)+t(Y —b)+u(Y —b)*+---

olsun. f(a,b) =0 oldugundan ¢ =0 dir. fy =n(X —a)+t+2u(Y —b)+---
olup fy(a,b) = 0 oldugundan 7 = O bulunur. Ayrica, (a,b) diizgiin nokta oldugu
icin fx(a,b) # 0 olmahdir. fx =k+2m(X —a)+n(Y —b)+--- olup fx(a,b) #0
oldugundan k # 0 dir. Y ye gore mertebesi en fazla 2 oldugundan u # 0 sonucuna

ulasilir. f ve fy

f=X—-a)k+mX—a)+nY —b)+--)+ (¥ —b)(uY —b)+--)

fr = (X—a)(nt-)+ (¥ —b) Qut-)
seklinde diizenlenip matris haline getirilirse Cramer kuralindan

f u(Y—0>) f u(Y—>)

[ Jr 2u B Jr 2u
T wp) | EF)uE )= )W =B )

16
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bulunur. Paydadaki polinomu # ile gosterelim. Bazi terimler carpilip diizenlenirse
h=2uk+k(---)+2u(---)(---) —nu(Y —b) —n---— --- halini alir. Bu durumda
h(a,b) = 2uk olup u ve k sayilart 0 dan farkli oldugu igin A(a,b) # 0 olur. Boylece

fQut-) = fr(u¥ —b)+--)

X —aq—
“ h

olup buradan da X —a = f % + fy% sekline getirilebilir. Oyleyse X —a € (f, fv)p
olur. Ayn sekilde Cramer kural1 Y — b icin de uygulanirsa paydasi ayni oldugu igin
Y —b € (f, fr)p sonucuna ulagilir. Boylece (X —a,Y —b) C (f, fy)p olur. B

Sonug¢ 3.5 f(a,b) =0 ve fy(a,b) =0, P(a,b) V(f) nin diizgiin(regiiler) noktasi ve
f ninY ye gore mertebesi 2 ise ip(V(f),V(fy) =1 olur.

ispat:

o: Op— C
g g(a,b)

h h(a,b)

lineer doniisiimii tanimlansin.
¢ nin orten olusu su sekilde gosterilir;

¢ € Colsun. % € Opolup ¢ (%) :%(a’b) :gzc

o= (£ core(2)
= {eoian =)
:{%eop (a,b) o}
= {3 corige(rfilr}
= (Ffr)r

—_
-



3. KESiSIM KATLILIGI VE KURE ORTULERI Habibe TOKER

g € (f,fr)p olusu soyle aciklanabilir; g(a,b) = 0 olduguna gore g
polinomunun(a, b) deki Taylor a¢ilimi sabit terim icermeyip sadece X —a ve Y — b
Op
(fa fY)P

li terimlerden olugsmaktadir. Bdylece l.izomorfizma teoreminden C =

sonucuna ulagilir. Buda ip (V(f),V(fy)) = 1 olmas: demektir. B

Tamim 3.6 M # 0 bir Hausdorff topolojik uzay olsun. Eger n = 2 igin, her x € M
icin x in bir U, komsulugu, R? nin acik bir alt kiimesine homeomorfik oluyorsa M,
2-boyutlu bir topolojik manifolddur. 2-boyutlu topolojik manifoldlara kisaca ylizey

denir.

Tamm 3.7 M, 2 boyutlu bir topolojik manifold olsun. Eger (i € I) @;, U; ile R" nin
acik bir kiimesine homemomorfizma ve U;NU; # 0 iken @; 0 @; ! bir diferansiyel-
lenebilir doniisiim olacak sekilde M nin bir {U; },c; agik ortiisii varsa M diferansiyel-
lenebilir 2-manifolddur denir. Eger tiim i, j ler i¢in @; o (pl-*l in Jakobiyen matrisinin
determinanti pozitif olacak sekilde bir ortii varsa M yonlendirilebilir 2-manifolddur

denir.

Sonug 3.8 Kapali Fonksiyon Teoreminden tekil olmayan projektif egriler (kom-
pakt) 2-manifolddur. (Analitik fonksiyonlar i¢in) Cauchy-Riemann kosullarindan

dolay1 tekil noktasi olmayan egriler yonlendirilebilir 2-manifolddur.

Tanmm 3.9 § kompakt, 2 boyutlu manifold olsun. § nin tiggenlemesi, S nin her
biri bir iggene homeomorf olan kapali kiimelere parcalanabilmesidir. Yani, her T;

icgene homeomorf olmak iizere
S=U.L,T; dyle ki

(i) T;NT; =0 (i # j iken) veya
18
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(ii) T;NT; her ikisinin de kenaridir veya
(iii) T; N T; her ikisinin de kosesidir.

Herhangi bir ticgenleme kullanilarak Euler sayis1 V — E + F formiiliinden
hesaplanir. Herhangi bir iicgenlemenin inceltmesi soyle olmaktadir: Uggenlenebilir
bir yiizey alalim. 7, ylizey iistiindeki ticgenlerden biri olsun. 7 nin icine bir koge
eklenip bu yeni kose ile diger koseler birlestirilince onceki iicgenlemeye 3 kenar
daha eklenmis olur. Ayrica 1 kse ve 2 iicgen artis1 gozlenir. Sonugcta Euler sayisinda

(V — E + F) hic degisiklik olmazken daha ince bir iicgenleme elde edilmis oldu.

Teorem 3.10 Kompakt, 2 boyutlu bir manifoldun iki ayr1 tiggenlemesi, ortak bir

inceltmeye sahiptir(Miranda, 1995).
Sonug¢ 3.11 Euler sayisi, liggenleme seciminden bagimsiz, yani iyi tanimlidir.

Tanmm 3.12 Bir topolojik uzayin baglantili bilegeni, topolojik uzayin herhangi bir

maksimal baglantili alt kiimesidir.

Tamm 3.13 Bir acik disk, birim diskin R? deki topolojik goriintiisiidiir(C = R?
kabul edildi).

Tamm 3.14 M 2-boyutlu baglantili manifold ve A lokal kompakt topolojik uzay

olsun.
(i) w orten.

(ii) Her p € M igin, 7~' (A(p)) nin her bir baglantil bileseni Ay (p) diski
olacak sekilde A(p) C M diski var.
19
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(iii) Her Ag(p) icin, T [a,(p): Aa(p) — A(p) homeomorfizma

sartlarin1 tagiyan siirekli bir # : A — M donilislimii varsa A, M nin bir

ortiistidiir(covering) ve (A, M, ) bir ortiidiir denir.

Tanmm 3.15 A ve M yukaridaki tanimdaki gibi olsun. Py,...,P, noktalart M nin

sonlu tane noktasi ve f : A — M bir doniisiim (Orten) olsun. Eger

(A\F(P1 Py P) M\ (PP, P f i s ey )

bir ortii oluyorsa (A, M, f) ye neredeyse ortii denir. Yani, (A, M, f) ti¢liisi M nin
sonlu noktasi hari¢ tutulunca bir ortii olusturuyorsa (A, M, f) ye neredeyse ortii
(near-cover) denir. Eger m~!(A(p)) ayrik s tane diskten olusacak sekilde bir
(A(p)) C M diski varsa (A,M,r) ye s — katl1 ortii denir. Burada s sayist secilen

noktadan bagimsizdir.

Ornek 3.16 f fonksiyonu f : C —s C, z+ z" olarak tanimlansin.

f nin 6rtii olup olmadigini kontrol edelim: Goriintii kiimesinden alinan a € C — {0}
icin a = 7" olup f~!(a) nin n tane farkli degeri vardir. Fakat a = 0 alinirsa £~!(0) =0
olup bunu saglayan tek bir tane z degeri vardir. Oyleyse 0 6rtii olma sartin1 bozmak-
tadur.

f:C—{0} — C— {0} ise n— katl bir ortiidiir. Oyleyse (C,C, f) neredeyse

ortiidiir.

Onerme 3.17 p(X,Y) tekrarli garpani olmayan bir polinom olsun. ¢;(X) €
C[X], ap #0, n > 1 olmak iizere

P(X,Y) =ap(X)Y"+a;(X)Y" '+ .. +a,(X) (3.1)

ise (V(p),Cx, my) neredeyse n kath ortiidiir.
20
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Ispat: Dy (p) # 0 (Tekrarli carpani olmayan polinomlarda diskriminant polinomu-
nun sifir olmayisindan). Oyleyse V (Dy (p)) sonlu tane noktadan olusur. xo bu nokta-
lardan biri ve yo1,Y02, - - -, Yon; P(x0,Y) polinomunun birbirinden farkli kokleri olsun.
xo daki n tane kok birbirinden farkli oldugundan i = 0,...,n i¢in g—ﬁ(xo, yoi) 7 0 dr.
Oyleyse Kapali Fonksiyon Teoreminden her (xo,yo;) noktasi yakimnda ¥ = h(X)
seklinde bir analitik fonksion vardir. Bu yiizden, x( civarinda yeterince kiiciik A (xo)
diski iizerinde, C egrisinin baglantili bilesenleri tiim Ay (xo) diskleridir. Ayrica
T, her Aq(xo) lizerinde A(xp) ile homeomorfizma kurar. Bu durum sonlu noktada
gecerli olup (V(p),Cx, my) neredeyse n katl ortiidiir.

IP? de bir egrinin kiire ortiisii olarak diisiiniilmesi soyledir: ¢, P? de bir dogru
ve P.., IP? de olup ¢ de olmayan bir nokta olsun. P> deki her nokta P., den gegen bir
dogru ilizerinde olacaktir. Ayrica, P, den gegen iki farkli dogrunun tek kesisim nok-
talart P. olup, bu nokta haricinde yani P?\P., de ayriktirlar. Son olarak, P., den
gecen her bir dogru, P! ile tek bir noktada kesistigi gibi farkli dogrular da farkli nok-
talarda kesisir. Boylece her bir P € P?\ P., noktasini, Ww dogrusu ile ¢ nin kesisim
noktasina esleyen 7 : P2\ P., — ¢ dogal projeksiyon doniisiimii elde edilir.

C, P? de bir egri olsun. P> de koordinatlar polinom dehomojenize
edildiginde 3.1 esitligindeki gibi olacak sekilde secilebilir. Boylece Lemma 3.17
den (V(p),Cyx,ny) neredeyse n katli ortiidiir. Eger P!, P? nin Cy C Cyy yi igeren
1 boyutlu alt uzay1; P, Cy yi tamamlayan nokta, P.. ¢ C ve 7 Onceki paragrafta
tanimlandig1 gibi ise

(C,P!7)

de neredeyse n katlh ortiidiir. H

Tamm 3.18 f, (a;,az) de analitik bir fonksiyon olsun.” f nin (a;,a;) noktasinda
21
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X e gore derecesi s ” ifadesi ile ” (X, a,) nin a; deki derecesi s dir” ifadesi denktir(Y

icin de ayni1 sekilde). A; ve A; ler disk olmak iizere A X A, ¢arpimina polidisk denir.

Onerme 3.19 f: C> — C fonksiyonunun a = (aj,a;) de kompleks analitik ve
bu noktada X e gore derecesinin s oldugunu varsayalim. Oyleyse Ay, a; merkezli
disk; Aj, ap merkezli disk ve f, A de analitik olmak {izere, a noktasi etrafinda
A(a) = Ay X Ay agik polidiski vardir yle ki her a/2 € Ay icin f(X ,alz) :Cx — C

fonksiyonunun A; de s tane kokii vardir(Y icin de benzer durum vardir).
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4. HESSIAN VE BUKUM NOKTALARI

Iddia 4.1 (Euler Formiilii) F (X{,X>,X3) homojen bir polinom ve deg(F) = n olmak

lizere

iXiai =nF(X1,X2,X3)
~ox;

oldugu kolayca goriiliir. Bu esitlige Euler Formiilii denir.

Tanim 4.2 Ug degiskenli bir F polinomunun ikinci dereceden kismi tiirevlerinden

olusturulmus
Foo For Foz
H=| Fo F1 Fo»
Fyo Fn Fx

matrisine Hessian matrisi, determinantina ise Hessian determinanti denir ve Hess =

h =det ( XX ) ile gosterilir. F homojen ise Hessian determinant1 da homojen olur.

Iddia 4.3 F homojen, indirgenemez ve derecesi en az 2 olan bir polinom olmak

lizere W =V (F det ( )) C P? sonludur.

9X;0X;

Ispat: F indirgenemez, derecesi > 2 olan bir polinom olsun. F nin hessian 1
bolmedigi ileride gosterilecektir. F indirgenemez oldugundan V (F) indirgenemez
olup dimV(F) = 1dir. W =V (F det (ax o%; )) nin sonlu oldugunu gostermek is-
tiyoruz.

W nun sonsuz oldugunu varsayalim. W; ler indirgenemez ve en az bir i
icin W; sonsuz olmak iizere W = W) U...UW; seklinde indirgenemez bilesenlerine
ayrilabilir. Genelligi bozmaksizin W in sonsuz oldugunu varsayalim. A € W; olsun.
Oyleyse

0A{A}SWI S V(F)
23
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olup bu durum da dimV(F) = 1 olmasi ile ¢elisir ~ Sonu¢ olarak W =
Vv (F, det (%)) sonlu tane nokta icerir. ll

Bu boliimiin geri kalan kisminda F { hess oldugu ispatlanacaktir.

Tamm 4.4 f homojen, indirgenemez ve derecesi k olan bir polinom; C =V (f) ve

P, C nin diizgiin bir noktas1 olsun.

(i) p den gecen bir ¢ dogrusunun C ye teget olmasi icin, f nin ¢ ye gore p

deki mertebesi en az 2 olmalidir.

(ii) p nin biikiim noktas1 olmast i¢in f nin ¢ ye gore p deki mertebesi en az

3 olmalidir.

p # q olacak sekilde bir ¢ noktas1 ve £ = up + vq dogrusu alalim.

f nin £ ye gore p noktasi etrafindaki Taylor acilimi soyledir:
1
f(p+1q) = f(p)+ (Zfi(p)qi)t +5 (Zﬁj(p)qj>f2 +0(7°)
i ihJ

Bu esitlikte p, C tizerinde bir nokta oldugu i¢in f(p) = 0 olur. Ayrica f; ve

2
fij sembolleri % ve aﬁ.a{c - kismi tiirevlerini, O(¢%) ise derecesi en az 3 olan terimlerin
i 104
olusturdugu polinomu gostermektedir.
Verilen esitligi matris halinde yazalim. A sembolii (fy, f1,f2) nin gradyent

vektoriinii, H ise Hessian matrisini,

foo for  fo2
H=1 fio fu fi
o a1 f2
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gostermektedir.
Gradyent ve Hessian determinantinin p noktasindaki degerleri de sirasiyla

A, ve H), ile gosterilsin. p ve g siitun vektorii olarak diisiiniiliirse egitlik

f(p+iq) = (4pq)t + % (¢'Hpq) > +0()

haline gelir.

Derecesi d olan homojen bir f polinomu i¢in Euler esitliginden,

2 af 2 aZf
(d—1) ;)X,-afm = ,‘JZ:"OX’.inaxiaxj

elde edilir. Buradan da

(d—=1)fo = Xofoo+ X1 for + X2 foo
(d—1)fi = Xofio+Xifii +X2f12

(d—=1)f2 = Xofoo+Xifo1 +Xof

esitlikleri elde edilip matris haline ¢evirdigimizde

foo  for  foz
(d—1) [ fo f1 12 } = [ Xo X1 X» fio fur fi2
0 fa f2

halini alir. Bu esitligin p noktasina gore yazilmus hali ise (d —1)A, = p'H,

seklindedir. Ayrica verilen notasyonlarla, (p, p) = p'H,p =d(d — 1) f(p) dir.

Sonuc 4.5 Yukarida kullanilan notasyon ve tanimlarla ii¢ ayr1 sonug elde edilir.
(i) p, C egrisinin diizgiin bir noktas1 ise (p, p) = 0 dur.

(ii) g € P2, q # p noktasi olsun. p ve ¢ dan gegen ¢ dogrusunun C ye p
25
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noktasinda teget olmasi i¢in gerek yeter sart (p,q) = 0 olmasidir.
(iii) (p,q) = 0 olsun. p nin biikiim noktas1 olmas1 i¢in gerek yeter sart

(q,q) = 0 olmasidr.

Ispat: Ispatlari sirasiyla soyledir:
(i) p, C =V(f) egrisinin diizgiin bir noktas1 ve f nin derecesi d olsun.
(p,p) = p'H,p idi. Esitlik diizenlenirse (p, p) = (d — 1)A,p sekline gelir.
. . . 9 9 9 : :
f nin p noktasindaki gradyent vektorii A, = (%(P), %(P)a aTé(P)) seklindedir.

Buradan da p noktasindaki teget dogrusunun denklemi soyle yazilir;

d d d
a;;@)xo 2L o)+ a){z(lﬂ)Xz o

deg f = d olmak iizere, Euler denkleminden Z%ZOX,-%’; =d f(Xo,X1,X;) olur. Bu
esitlik p noktast icin yazildiginda p € V(f) oldugundan, Z?:()Xiaa—)é =A,p =
d f(p) =0 bulunur. A, p = 0 esitligi de (p, p) = 0 olmasin gerektirir.

(ii) (=) ¢, C ye p noktasinda teget olsun.

f nin £ ye gore p noktasi etrafindaki Taylor seri agilimi soyle idi;

Fp+14) = (A0t +5(d Hpa)* +O(F)

q = (q0,91,q2) alarak (p,q) yu hesaplayalim.

(p,q) = p'Hpq
= (d—1)Apq
q0
= (d—1) [fo(P) filp) fz(p)] a1
q2
= (d—1)(fo(p)go+ fi(P)q1+ f2(P)q2)
=0
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(<) (p,q) =0olsun. (p,q) = p'Hy,q = (d —1)A,q = 0 esitliginden A,g = 0 olur.
Apg = a%(p)qo + a%(p)ql + %(p)qz oldugundan p ve g dan gecen ¢ dogrusu C
ye p noktasinda teget olur.

(iii) (p,q) = 0 ve p nin biikiim noktas1 olmasi igin gerek yeter sart (q,q) =0
olmasidir.

(=) p biikiim noktasi olsun. Teget dogrusuna gore derecesi en az 3 olan

kokii vardir. Oyleyse;

f(p+tq) = (Apq)t + %(CI[HPQ)tz +0()

esitliginde derecesi 1 ve 2 olan terimlerin katsayilar1 O olmaldir. Yani A,q =
0, ¢'Hy,q = 0 olur. Bu da (g,q) = 0 olmasin1 gerektirir.

(<) (9,9) = ¢'Hpq = 0 oldugunu varsayalim. ¢ teget dogrusunu sagladig
icin A,q = 0 olur. Bu durumda

1o +1) = (A0t + 5 (¢ Hpa)* +O(7)

esitligindeki ilk iki terimin katsayis1 O olup esitlik

f(p+1tq) =0()

haline gelir. Bdylece f nin ¢ ye gore p deki mertebesi en az 3 olur. Oyleyse p biikiim

noktasidir. W

Tanim 4.6 B : V x V — F seklinde tanimlanan bir B simetrik bilineer formunun
dejenere olmasi i¢in gerek yeter sart her v € V i¢in B(vy,v) = 0 olmasini saglayacak

sekilde bir vg # 0 1n olmasidir.
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Esdeger olarak, B: V x V — F seklinde tanimlanan bir B bilineer formunun
dejenere olmamast i¢in gerek yeter sart her vy # 0 i¢in B(vg,v) # 0 olacak sekilde
bir v € V nin var olmasidir.

B, C" de bir bilineer form ve B = {vi,...,v,}, C" nin bir baz1 ise M;; =

B(v;,v;) matrisine, B nin (8 bazina gore) matrisi denir.

Teorem 4.7 Bir B bilineer formunun dejenere olmasi icin gerek yeter sart herhangi

bir baza gore matrisin determinantinin O olmasidir.

Ispat: (=) Form dejenere olsun. Oyleyse (u,v) = u'Mv olmak iizere, bir v # 0
vardir yle ki her u icin (u,v) = 0 olur. Mv # 0 oldugunu varsayalim. Oyleyse Mv
nin i. koordinati a; # 0 olmak {izere u yu keyfi olarak i nci koordinati 1 olacak sekilde

alirsak (u,v) asagidaki gibi diizenlenebilir.

(u,v) = u'Mv

|

— 4,40
Boylece (u,v) # 0 sonucuna ulagtik ki bu formun dejenere olmasi ile ¢elisen bir
durumdur. Oyleyse Mv = 0 dir. Bu durumda detM = 0 olur.
(<) Bu baza gore determinant=0 olsun.
¢o: C"—C"
v — My

fonksiyonu tanimlansin. @ birebir degildir. Mv = 0 olacak sekilde bir v # 0 vardir.

Her u i¢in (u,v) = u’Mv = 0 olup buradan form dejeneredir. B
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Teorem 4.8 (C egrisinin diizgiin bir p noktasinin biikiim noktasi olmasi i¢in gerek

yeter sart Hessian determinantin O olmasidir.

Ispat: (=) p diizgiin bir nokta ve p noktasindaki teget dogrusu ¢ olsun. ¢ iizerinden
q # p olacak sekilde bir g noktasi alalim.

Sonug 4.5 den, ¢ dogrusu teget oldugu i¢in (p,q) = 0 ve p diizgiin nokta
oldugu icin (p, p) = 0 olur. Oyleyse p, ¢ iizerindeki her noktaya diktir. p biikiim
noktasi ve (p,q) = 0 oldugundan (g,q) = 0 oldugu bulunur.

Hessian determinant in 0 olmasiyla formun dejenere olmasi esdegerdir.

Ispatlamak istedigimiz sonucun aksine formun de jenere olmadigini varsayalim.

B ={p,q,r},C? iin bir baz1 ve M = (g,p) {q,9) {g,r) | olsun.

Herhangi bir u,v vektori i¢in (u,v) = [u];;M [v]g olur.

{p,p) = (p,q) = {g,q) = 0 oldugu bulunmustu. Oyleyse M matrisi

(rp) (rq) (rr)
sekline gelir. Buradan det M = 0 olur. Boylece f3 bazina gore Hessian determinant=0
oldugu sonucuna ulagilir, bu da formun de jenere olmasini gerektirir. Bu durumda
varsaydigimiz durumla ¢elisen bir sonuca ulagildi. Sonug olarak p diizgiin noktasi
biikiim noktas1 ise Hessian determinant sifirdir.
(«=) Hessian determinant sifirsa (yani form dejenere ise) oyle bir g # 0

vardir ki her a € P? i¢in (g,a) = 0 olur.
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p'H, = (d—1)4A, idi. p diizgiin nokta oldugundan; en az bir v € C3 vektorii igin
p'Hpyy = (d—1)A,v # 0 olur.

Oyleyse,

olacak sekilde v € C3 vardi.  Bu durumda p # Ag¢ (A € C) olur

[p],]q] € P? olarak [p] # [q] olur.

Ayrica ¢, p ve g dan gegen teget dogrusu oldugundan (p,q) = 0 olur. 1 den
(¢,9) = 0 olur. p nin diizgiin nokta olugundan da (p, p) = 0 olur.

(p,p) =p'Hy,p=d(d—1)f(p) =0olup p € V(f) elde edilir.

fp+1q)=f(p)+(Apq)t + %(Cprq)t2 +0(r)

esitliginde ilk ii¢ terimin 0 oldugu gosterilmis oldu. Oyleyse

f(p+tq)=0()

sonucuna ulagilir.
Bunun sonucu olarak f nin p deki ¢ ye gore mertebesi, en az 3 olur. Bu da

p nin biikiim noktasi olmasi1 demektir. l

Teorem 4.9 F(Xy,X;,X>) indirgenemez, homojen, derecesi en az 2 olan bir poli-
nom olsun. Oyleyse, Hessian determinant, F ye tam boliinemez. Ozel olarak,

Hessian determinant # O dir.

Sonug 4.10 Teorem 4.9 daki kosullarla V (f, ) sonludur. Bunun sonucunda da V (f)
nin sonlu sayida biikiim noktas1 vardir.
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Ispat: (Teorem 4.9 un ispat1) C = V(F) olsun. F nin Hessian determinanti

2
aXlaXJ> olsun. Oyleyse V(F) C V(h) olur. Yani

V(F) nin her diizgiin noktast V (k) nin elemani olup Teorem 4.8 ten V(F) nin her

boldiigiinii varsayalim. h = det <

diizgiin noktas1 biikiim noktasidir. p € V(F) diizgiin nokta oldugunda Sonug 4.5
ten (p,p) =0 olur. { =p+1tq, C ye p noktasinda teget olan olan bir dogru ve
p # g olsun. Buradan yine ayn1 sonugtan (g, q) = 0 olur. Genelligi kaybetmeksizin,
p=(1,a1,a;) olsun. F», F nin X, ye gore kismi tiirevi olmak iizere F(1,X;,Xz) =
0 ve genelligi kaybetmeksizin F>(1,a;,a;) # 0 esitligini saglayan noktalar i¢in ka-
pali fonksiyon teoreminden (a; in bir komsulugunda tanimlanabilen) X, = ¢(X)
analitik fonksiyonu vardir.

Euler esitligi kullanilarak, (k— 1) 3% = ¥ %g;(jxoxj yazilir. Bu esitlikte X
2

yerine 1 yazilir ve kismi tiirevler 3}1; =F;ve m = F;; olarak alinirsa,
(k—1)Fy =Y Fy;X; esitligi elde edilir. Buradan da esitligin sag tarafi diizenlenerek
(k—1)Fy = FooXo + aFo1 X1 + bFy X; haline getirilir. Diger kismi tiirevler de benzer
sekilde yazilabilir.

Simdi bu esitlikleri de yerlestirerek Hessian determinant # yi adim adim

olusturalim. ilk olarak temel satir-siitun islemleri ve ardindan kismi tiirevlerle ilgili

elde edilmis olan esitlik kullanilinca £

Foo Fo Foo Foo+aFoy1 +bFy For Fy (k—1)Fy Fo F
h=| Fo F, Fp |=| Fio+aF1+bF, Fi Fp |=| (k—1)F F, Fp
Fy B Fn Fy+afy +bFy Fy Fa (k—1)F, Fy Fxn
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sekline gelir.

Fy Foi Foo

h = (k=1)| F, Fi Fp

F Fy Fxn

Fy+aFi +bF, Fy+aFi+bFiy Fyp+aFi+bFx»
= (k=1) F Fiy Fip

P, Fip Fx»

halini alir.

Euler esitliginden elde etmis olduklarimizi matrisin 1. satirinda yerine yazdigimizda

(k—=DF(L,a,b) (k=13 (k—1)3% 0 &

2
h=(k—1) = (k—1) %2 Fii Fip
3872 Py

olur. Yapilacak son diizenlemelerle £,

oF ([ oF oF oF [ oF oF
_ I AV Il el _ il el _
ho= (k=1) ( X, (aXl Fa BXZFIZ) e (aXl Fa axf“))

OF \ 2 OF OF OF \?
_ Y2 B R N
= (k—1) ( (8X1> F22+28X1 ale”u <aX2) F11)

olarak elde edilir.

Esitlikler kullanilarak /4 polinomu yukaridaki gibi olusturulmus oldu.

Kabuliimiizden ( iizerinde 7 = 0 idi. Oyleyse, k > 1 oldugundan,
oF \° OF OF oF \*
— | Fi1—2=—="F — | Fpp=0 4.1
<8X2) -2 12+(8X1> 2 4.1)
dir.
F(1,X1,X2) = g(X1,X7) olsun. g nin kismi tiirevleri soyledir:
oF oF 0’F 0’F 0’F

81 = Ea 82 = E)in’ 811 = @7 812 = 78X18X2’ 822 = @
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g, F nin dehomojeni olup g nin kismi tiirevini almakla, F nin kismi tiirevlerini
alip sonra dehomojenize etmek ayni sonucu verir. Ayrica X, = ¢(X;) analitik
fonksiyonunun grafigindeki tiim noktalar icin 4.1 deki esitlik gecerli olup bu esitlik

X = x ve Xp =y icin tekrar yazilirsa asagidaki hale gelir:

2 2
(FZ(laxay)) gll(xa)’)—2Fl(Lx’)’)Fz(laXa}’)glz(X,)’)"‘(Fl(laan’)) g22(xvy):()
Esitligin her iki tarafi F7(1,x,y) ye boliindiigiinde ise

g1 (x,) (B(1,x.7) —2812(x, ) Fi (1,5,9)B(1,x,y) +822(x,y) (F (1,x,))

—0
(F2(1,x,y))*

olur. Buradan da

g1 (x,y) +2g12(x,y) <—2> +en(ry)(— =)' =0

F d /
esitligi elde edilir. R ¢ (x) olup yerine yazilirsa
F2 dx

g11(x,y) +2812(x,9)9 (x) +g22(x,) (¢'(x))* = 0

halini alir. Buradan sonra g1 = gx, g12 = &xy, 822 = &yy Olarak yazaca8iz. Yani

!

gue(6,7) +281(1,)9 (x) + gy (x,3) (9 (x))* =0

seklindedir.
g(x,y) = 0 esitliginde y = ¢ (x) olup x e gore ikinci tiirevinin 0 olusundan
dy dy\ dy d’y
8ux(0) + 8y (x,3) -+ <gxy(x,y) + gyy(x7y)dx) Zx TeY) 5 =0
esitligi elde edilir. Esitlik diizenlenirse
d2

d dy\ >
(X%, Y) + 281y (x,y) 2y gyy(x,y) <> +8y(x,y) 2

dx dx
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haline gelir. IIk ii¢c terimin toplammin 0 oldugu yukarida gosterilmisti. Boylece
gy(x,y) % =0 sonucuna ulagildi. Kabuliimiizden g, = F>(1,X;,X>) # 0 dir. Buradan
da ;i}z} = 0 olmalidir. Oyleyse ¢ lineerdir. Bu durumda F(1,X1,X;) = O esitligini
saglayan noktalar bir dogru pargasi olup indirgenemezdir. Bu da F nin indirgenemez
ve derecesinin en az 2 olmast ile gelisir. Oyleyse iddiamizin dogrulugu gosterilmisg

olur. W
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5. PROJEKTIF EGRININ CINS SAYISININ HESAPLANMASI

Her kompakt, baglantili, yonlendirilebilir 2 boyutlu M manifoldu, topolojik
olarak kiireye g tane kulp eklenerek elde edilir. g sayisina egrinin cins sayisi denir.
Ornegin, kiire i¢in g = 0 olur. Cins say1s1 ayni olan iki yiizey birbirine homeomer-
fiktir. M manifoldu ticgenlendiginde kose, kenar ve yiizlere sahip olacaktir. V kose
sayisini, E kenar sayisini, F yiiz sayisint ve (M) Euler karakteristigini gostermek

iizere (M) =V —E+F olur.

Onerme 5.1 g tane kulpa sahip 2 boyutlu, yonlendirilebilir, kompakt bir yiizeyin

Euler karakteristigi 2 — 2g dir.

Ispat: g iizerine tiimevarim ile ispatlayalim.
g = 0 durumunda yiizey sadece bir kiiredir. Boylece V — E + F = 2 olup (Kendig,
1977) formiil saglanir.

Kulp sayis1 g = k olan bir yiizeyin Euler karakteristiginin 2 — 2k oldugu
kabul edilip g = k+ 1 i¢cin Euler sayisinin 2 —2(k+ 1) = 2 — 2k — 2 = —2k oldugu
gosterilecektir.

Kulp sayist g = k olan bir yiizey ve yiizeye bir kulp daha eklemek icin
yiizeyden 2 tane iicgensel disk alalim. Bu diskleri yilizeyden ¢ikaralim. Olugan
ticgensel bosluklar kulpu olusturmak i¢in bir iggen prizma yardimiyla birlestirip bu
siirecte Euler sayisinda nasil bir degisme oldugunu hesaplayalim. Kulp eklenmeden
once yiizeyin Euler sayis1 2 — 2k idi. Iki diskin ¢ikarilmasi, yiiz sayisini toplamda 2
azaltir. Bosluklar birlestirmek icin ekledigimiz prizmadan dolay1 ise Euler sayisinda
6 yiiz ve 6 kenar artig1 gozlenir. Son durumda toplamda kose sayis1 degismezken yiiz
sayisinda 4 ve kenar sayisinda 6 artis olup Euler sayis1 2 — 2k +4 — 6 = —2k olur.
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Yani kulp sayis1 1 arttirtldiginda Euler sayis1 2 azalmisg olur.
Boylece tiimevarim yontemiyle g tane kulpa sahip bir yiizeyin Euler karak-

teristiginin 2 — 2g oldugu ispatlanmis olur. H

Iddia 5.2 p(X,Y) derecesi n > 2 olan indirgenemez polinomu (Afin diizlemde) ¥
eksenini, katlihg: ile birlikte sayildiginda, n noktada kesiyor olsun. Oyleyse ¢ # 0
olmak iizere

p(X,Y)=cY"+...
seklindedir.

Ispat: Iddianin aksi kabul edilip polinom Y eksenine kisitlandiginda iki durum
ortaya ¢ikacaktir. Bunlar; p(0,Y) = 0 veya deg p(0,Y) < n durumlaridr.

p(0,Y) = 0 olmas1 deg(¢(X,Y)) > 1 olmak iizere p(X,Y) = Xq(X,Y) ol-
masini ve boylece p(X,Y) nin indirgenebilirligini gerektirir. Bu durum kabuliimiizle
celigir.

degp(0,Y) < n durumunda ise (kesisim noktalar1 katliligi kadar
sayilmaktadir) Bezout teoreminden ¢(X,Y,Z) = Z"p(%,%) icin V(q) ile V(X),
projektif diizlemde n tane noktada kesisir. Bunlarin hepsi afin diizlemdedir. Oyleyse
V(p) ile Y ekseni afin diizlemde n tane noktada kesisir. p(0,Y) nin derecesi n den
az oldugu i¢in bu bir ¢eligkidir. B

degp > 2, pindirgenemez ve C = V(p) C P? nonsingiiler projektif bir egri
olsun. € nin sonlu tane biikiim noktasi ve her bir biikiim noktasindan gegen sonlu
sayida teget dogrusu vardir. Yani P? deki dogrulardan sonlu tanesi C egrisinin bir

biikiim noktasindaki tegetidir. Bu teget dogrularinin higbirinin lizerinde olmayan,

ayrica C egrisi lizerinde bulunmayan bir P. noktast alalim (C egrisi ile sonlu tane
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dogrunun birlesimi P? olamayacag icin boyle bir se¢im anlamlidir). P., dan gegen

£ ve gegmeyen ¢, dogrusu alalim.

Iddia 5.3 ¢, ¢, ve P., iist paragrafta verildigi gibi olmak iizere, ¢; i ¥ ekseninin
kapanigt; ¢ yi X ekseninin kapanigi; P u Y ekseninin sonsuzdaki noktasi kabul
edecek sekilde C? ten C? e bir doniisiim tanimlanabilir (Bu iiglii ile tanimli doniisiim

Z ye gore dehomojenize edildiginde Y eksenine paralel izdiisiim olur).

Ispat: (P., noktas1 ¢ nin hig bir biikiim noktasindaki tegeti iizerinde ve C de olmayan
bir nokta olmak iizere)
¢y < CyU{eo} (Y ekseninin kapanisi)
0y + CxU{e} (X ekseninin kapanigi)
P. <> [0:1:0] (Y ekseninin sonsuzdaki noktasi)
olacak sekilde C? ten C? e secilebilecek doniisiimlerden birisi soyledir (P = [a; :
by : Cl], [az 2 by : Cz] €l ﬂgz, [613 1 b3 : C3] S Ez\fl olmak ve [a3 1 by C3] ile P,
noktasini birlestiren dogrunun ( ile kesigimi teget olmamak iizere):
c —c?
P, < e
(a2,br,c2) + e3
(az,b3,c3) > er

Yani, doniislimii saglayan matris
~1

a day ap
by by b
3 Cc1
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seklinde olur. l

Iddia 5.4 iddia 5.2 den dolay:
(C.P'. )

neredeyse degp = n kath ortiidiir. ¢, in se¢iminden dolay1 C nin noktalarinin ¥

eksenine paralel dogrulara gére mertebesi en ¢ok 2 olur.

Teorem 5.5 (Cins Formiilii) C C P?(C) egrisi p(X,Y) indirgenemez polinomu ile
tanimlanan nonsingiiler projektif egri olsun. deg p = n ise C nin cins sayis1 g

(n—1)(n—2)

§= >

olur.

Ispat: P? de bir nonsingiiler projektif egri, topolojik olarak bir yiizeydir. Kompleks
yiizeyler yonlendirilebilir oldugundan kompleks cebirsel egriler de topolojik olarak
yonlendirilebilirdir. Ayrica baglantili (Kendig,1977) olduklarindan nonsingiiler pro-
jektif egriler i¢in cins sayisindan bahsetmek miimkiindiir.

V —E 4+ F =2 —2g formiiliinden, cins sayist

V—-E+F
2

§=2
olarak bulunur. p(X,Y) polinomu Iddia 5.2 deki formda yazildiginda, Sonug 3.17
den C = V(p) egrisi P! = Cx U {eo} kiimesinin neredeyse n kath ortiisii olup ayni
zamanda p nin diskriminant noktalarini koseleri arasinda bulunduracak sekilde
ticgenlenebilir.

P! in her bir kenar, kise ve yiizii icin ortiide n tane kenar, (diskriminant

noktalarina kargilik gelenler hari¢) n tane kose, n tane yiiz vardir. Fakat diskriminant
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noktalarinin ters goriintiisii » den daha azdir.

Diskriminantla ilgili teoremlerden kag tane kose azalmig oldugu tam olarak
hesaplanabilir. Bunun i¢in agagidaki adimlar izlenir;

(1) C nin sonlu tane biikiim noktasi vardir. Bu noktalardaki tegetlerinden
farkl1 bir dogru secelim ve Y ekseni olarak bu dogruyu alalim. Béylece Iddia 5.3 ten
segilen koordinatlara gére C2 de P € C nin Y eksenine ve P den gegen Y ye paralel
dogrulara gore P noktasindaki mertebesi 1 veya 2 olur.

(2) Y gore mertebesi 2 olan noktalarda ortiiden birer nokta kaybedilir.

(3) Y gore mertebesi 2 olan noktalar, tam olarak V(p) NV (py) nin nokta-
laridir. p ve py nin dereceleri sirasiyla n ve n — 1 oldugundan Bezout teoreminden
kesigim noktalarinin sayis1 katliligi kadar sayildiginda n(n— 1) dir.

(4) Sonug 3.5 ten kesisim noktalarimin kesisim kathiligt 1 dir.  Yani
V(p)ile V(py), n(n— 1) tane farkli noktada kesisir. Bu durumda ortiide meydana
gelen kayip noktalarin sayisi kesin olarak n(n — 1) kadardur.

V, E, F sirasiyla P! in kose, kenar ve yiiz sayilarim gostermek iizere Eu-
ler sayis1 y =V — E + F = 2 dir. P! deki her bir yiiz ve kenara karsilik 7 nin ters
goriintiisiine bakildiginda C egrisi lizerinde n tane yiiz ve kenar (yani toplamda nF
tane yiiz ve nE tane kenar) varken, diskriminant noktalarinin koge oldugu yerlerde

(her birinde 1 nokta kaybi oldugu i¢in) ters goriintiide toplam n(n — 1) kadar azalma
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olur. Boylece

x(C)=2—-2g = (nV—n(n—1))—nE+nF
2—2¢g =nV—nE+nF—n(n—1)

2—-2¢g =2n—n(n—1)
2n—n(n—1)
2

B (n—1)(n—2)
8= —

g=2—

olur. B
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