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ONUR SOzU
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Damsman : Doc.Dr. Mustafa Habil GURSOY

Bu yiiksek lisans tez galismasi dort boliimden olusmaktadir.

Tezin girig boliimiinde, bu tezde ele alinacak esnek kiimeler ve ozelliklerinin
¢ikis noktasindan bahsedildi.

Ikinci boliimde tezde kullamlacak esnek kiimeler ve ozellikleri sunulduktan
sonra tclinci boliimde esnek topoloji, esnek topolojik uzay ve ozelliklerine yer
verildi.

Son olarak dordiincii boliimde esnek baglantili topolojik uzaylar ve 6zellikle-
ri incelenerek “esnek lokal yol baglantili topolojik uzay” i tamimi yapildi ve
ozellikleri tizerinde duruldu.
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This master thesis consists of four chapters.

In the introductory part of the thesis, the soft sets discussed in this thesis and
the emergence of the features of soft sets are mentioned.

In the second part, soft sets and the properties of soft sets are explained.

In the third chapter, soft topology, soft topological space and its features are
determened in detail.

Finally, in the fourth chapter, the soft connected topological space and their
properties are by examining, the definition of the “soft locally path connected
topological space” is made and its properties are emphasized.

KEYWORDS: Soft set, soft topological space, soft connectedness, soft path

connectedness, soft locally path connectedness.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Her

: Vardir

. Esit degildir

: Elemanmdir

: Elemani degildir

: Gerek sart

: Yeter sart

: Evrensel kiime

: Parametrelerin kiimesi

: Bos kiime

: Esnek kiime

: U lizerinde taniml tiim esnek kiimelerin ailesi
: Esnek kiimesinin relatif tiimleyeni
: Esnek kesigim

: Esnek birlegim

: Esnek alt kiime

: Esnek fark

: Kuvvet kiimesi

: Esnek topolojik uzay

: (F, A) esnek kiimesinin kapanist

: (F, A) esnek kiimesinin ici

: (F, A) esnek kiimesinin simir1

: Esnek tam kiime

: Esnek bog kiime

: Esnek carpim topolojisi

: & noktasimin 7 esnek topolojisine gore komsguluklar ailesi

: x noktasimin 7 esnek topolojisine gore komsuluklar taban



1. GIRIS

Giinliik hayattaki problemler pek ¢ok belirsizlik tagimaktadir. Ornegin havanin
soguk veya sicak olmasi: kime gore soguk veya kime gore sicak. Kutuplarda
yasayan bir insana gore sicaklik kavrami ile ekvator bolgesinde yasayan bir insana
gore sicaklik kavrami gorecelilik icermektedir. 15 santigrad derecelik hava kutup
bolgesinde sicak kabul edilirken ekvator bolgesinde serin veya soguk kabul edilebilir.
Bu ornekten de goriilecegi tizere belirsiz, goreceli durumlar i¢in klasik dogru-yanlig
mantig1 yeterli gelmemektedir. Ozellikle ekonomi, sosyoloji gibi sosyal bilimlerde
ve mithendislik, tip gibi pek ¢ok bilim dalinda bilim insanlar1 kesin olmayan
bilgilerin modellenmesinin karmasiklgi ile ugrasmaktadir. Bu durum bilim insanla-
rin1 belirsizliklerin tistesinden gelmek i¢in ¢ok farklh matematiksel modellemeler
ve araglar geligtirmeye sevk etmistir. Bu ¢aligmalarin sonucunda belirsiz tipteki
problemlerin ¢éziimii igin, aralik matematigi, bulanik (fuzzy) kiime teorisi, yakla-
siml (rough) kiime teorisi, esnek (soft) kiime teorisi gibi farkli teoriler geligtirilmis-
tir.

Belirsizlikle ilgili problemlerde kullanilan en yaygin yontem Azeri bilim insani
Zadeh tarafindan 1965 yilinda geligtirilen bulanik kiime teorisidir [11]. Aristo
mantigiyla bir onermenin dogruluk degeri 0 veya 1 iken bulanik mantikta dogruluk
degeri [0, 1] araligindaki tiim sayilardir. Diger bir ifadeyle bir bulamk kiime, bir
kiimedeki her bir elemani [0,1] birim araligindaki bir reel sayiile eglestiren bir
fonksiyon olarak diigtintiliir. Bu reel say1 sozkonusu elemanin kiimeye ait olma
derecesini gosterir. Bu fonksiyona da tiyelik fonksiyonu adi verilir. Oldukca yaygin
ve kullanigh bir teori olmakla birlikte bulanik kiime teorisinde bazi zorluklar
kargimiza gikmaktadir. Soyle ki, bulanik kiime iglemlerinde farkh yazarlar tarafin-
dan yapilan farkh tanimlar bulunmaktadir. Mesela iki bulanik kiimenin kesigimi

veya birlesimi i¢in farkli tanimlar bulunmaktadir. Dolayisiyla yegane bir tanimin



olmamasi ayni problem i¢in farkli ¢oziimleri dogurmaktadir. Bunun yani sira
bir iiyelik fonksiyonunun degeri tek yonlii oldugundan bir elemanin kiimeye ait
olma derecesi her kisiye gore farkli yorumlanabilir. Ayrica tiyelik fonksiyonunun
insa edilmesi tamamen bireysel oldugundan, her bir durum igin birden fazla
iiyelik fonksiyonu olusturulabilir. Bunun sonucu olarak ayni problem igin farklh
sonucglar ¢ikar. Bulanik kiime teorisi, klasik olasilik teorisinin bir alternatifidir.
Bu teori ile gercek diinyada var olan belirsizlik kavrami matematiksel olarak
incelenmeye baslanmig ve ozelikle goriintii isleme, karar verme mekanizmalarinda,
modellemede, robotik, kontrol miihendisligi, bilgisayar miihendisligi, bilgi-iglem,
yapay zeka gibi pek cok alanda uygulama imkani bulmustur.

Uyelik fonksiyonu ile ilgili yukarida bahsedilen yapisal zorluklardan dolay1
Molodtsov 1999 yilinda tiyelik fonksiyonu insasindan bagimsiz bir kiimeler teorisine
ihtiyac oldugunu gorerek belirsizlikler i¢in yeni bir matematiksel arag olarak esnek
kiime kavramim literatiire kazandirmistir [12]. Esnek kiime teorisi ile bulanik
kiime teorisi birbirine benzeyen sistemler olmakla birlikte esnek kiime teorisi
bulanik kiime teorisinin aksine reel degerli bir fonksiyon yerine, kiime degerli
bir fonksiyonla belirsizligi ortadan kaldirmaktadir. Esnek kiime teorisinde tiyelik
fonksiyonu kurma problemi olmamasi , teoriyi daha kullanigh kilmaktadir. Bu
avanta]j sayesinde esnek kiime teorisi ile ilgili caligmalar bagta matematik olmak
iizere miihendislik, tip, sosyal bilimler gibi pek cok bilim dalinda ve giinliik
hayatta karsilastigimiz bilgi sistemleri, karar verme problemleri gibi pek cok
alanda hizli bir gekilde uygulama imkani bulmustur.

Molodtsov ilk caligmasinda esnek kiimelerin bazi ozelliklerini inceleyerek esnek
kiimeler teorisini bir fonksiyonun piirtizsiizliigii, oyun teorisi, Riemann integrali,
Perron integrali ve Olgii teorisi gibi bir¢ok alana bagariyla uygulamigtir [12].
Ayrica bu ¢aligmada esnek kiime teorisinin yukarida bahsedilen olumsuz durumlar-

dan bagimsiz oldugunu ortaya koymustur.



2003 yilinda Mayji ve arkadaslar1 Molodtsov’ un ¢aligmasini ilerleterek iki esnek
kiimenin kesisimi, birlesimi, bir esnek kiimenin esnek alt kiimesi, esnek esit kiime,
bir esnek kiimenin tiimleyeni, bog esnek kiime, tam (veya mutlak) esnek kiime
gibi temel cebirsel iglemleri tanimlamiglardir [10]. Ozellikle bu ¢alismadan sonra
esnek kiimeler ile ilgili ¢aligmalar biiytik bir hiz kazanmigtir.

2009 yilinda Ali ve arkadaglar1 , Maji ve arkadaglar1 tarafindan verilen bazi
sonuclarin yanlhs oldugunu gostererek esnek kiimeler ile ilgili baz1 yeni kavramlar
tammladilar [3].

Esnek kiimeler kullanilarak olusturulan ilk cebirsel yap1 ise Aktag ve Cagman
tarafindan tanimlanan esnek grup kavramidir [1]. Bu ¢aliymada esnek gruplarim
ozellikleri incelenmisg, ve ayrica esnek kiimeler ile bulanik ve kaba kiimelerin bir
karsilagtirmasi yapilarak aralarindaki farkliliklar ornekler ile agiklanmigtir.

2010 yilinda Babitha ve Sunil, esnek kiimeler tizerinde kartezyen carpimi ve
bagintilar1 tanimlayarak esnek kiimeler iizerinde denklik bagintis1 ve parcalanma
ile ilgili énemli sonuglar elde etmiglerdir [5]. Yine bu ¢ahgmada esnek kiime
fonksiyonu tanimlanmigtir. Kharal ve Ahmad ise 2011 yilinda esnek siniflar iizerinde
esnek doniigiim kavramini vermiglerdir [8]. Ayrica bir esnek kiimenin esnek déniigiim
altindaki gortintiisiinii ve ters goriintiisiinii incelemiglerdir.

Esnek kiime teorisinin topolojik agidan incelenmesi ise yine 2011’ de Shabir
ve Naz tarafindan olmustur [16]. Shabir ve Naz bu galigmada bir baslangig evreni
ve sabit bir parametre tizerinde esnek topoloji kavramini vererek esnek agik
kiime, esnek kapali kiime, esnek alt uzay, esnek i¢ nokta, esnek kapanig, bir
esnek noktanin esnek komsulugu gibi temel topolojik kavramlar: tanimlamiglardir.
Esnek topolojik uzayin klasik topolojik uzaydan daha kapsamli ve genellestirilmis
oldugunu ortaya koymuslardir. Ayrica esnek topolojik uzaylarda esnek ayirma
aksiyomlarini tanimlamiglardir.

Shabir ve Naz’ i esnek topolojik uzay tanimini vermesinden sonra esnek



topolojik uzaylar tizerine ¢aligmalar daha da artmigtir. 2012 yilinda Aygilinoglu
ve Aygiin, esnek ¢arpim topolojisi ve esnek kompaktlik kavramlarini tanmimlayarak
Alexander alt taban teoremi ile Tychonoff teoremini esnek topolojik uzaylar
acisindan incelemislerdir [4]. Yine 2012’ de Zorlutuna ve arkadaslar: esnek topolo-
jik uzaylarda esnek i¢ nokta, esnek siireklilik ve esnek kompaktlik {izerine énemli
sonuglar elde etmiglerdir [18]. Nazmul ve Samanta [14]” de esnek topolojik uzaylarda
komsuluk {izerine ¢aligmalar yapmislardir.

Bu tezde ayrintili bir gekilde ele alinan esnek baglantihilik kavrami ise ilk
defa Peyghan ve arkadaglan tarafindan 2013 yilinda literatiire girmistir [15]. Bu
galismada bir esnek baglantili uzay, bos olmayan esnek ayrik ve esnek acik iki
esnek kiimenin birlegimi olarak yazilamamasigeklinde tanimlanmigtir. Peyghan ve
arkadaslar1 yine bu calismada esnek lokal baglantili uzay kavramini sunmuglardir.
Ayrica esnek baglantililik ve esnek lokal baglantililik ile ilgili énemli sonuglar
ortaya koymuslardir.

2014 yilinda Al-Khafaj ve Mahmood, esnek baglantili kiimeler ve esnek baglan-
tisiz kiimeler ile ilgili 6nemli sonuglar elde etmislerdir [2]. Esnek baglantili uzaylar-
da kalitsallik ozelligini tanimlayarak kalitsallik ozelliginin esnek baglantilili topolo-
jik uzaylar ile baglantilili topolojik uzaylar arasindaki karsilagtirmasini yapmislar-
dir. Ayrica esnek baglantilili uzaylar ile esnek lokal baglantilili uzaylar arasindaki
iligkiyi incelemislerdir.

Homotopi teoride 6nemli bir arag olan ve yol baglantililigin temel unsuru olan
yol kavraminin esnek topolojik versiyonu ise 2013’ te Bayramov ve arkadaslari
tarafindan verilmistir [6]. Bunun i¢in 6ncelikle I = [0, 1] birim aralig) iizerinde bir
esnek topoloji olugturup esnek birim aralik kavraminmi tanimlayarak esnek birim
araligin bir esnek baglantili uzay oldugunu gostermislerdir. Esnek birim araligin
verilmesiyle ilk defa esnek yol baglantili uzay kavrami bu ¢aligmada sunulmustur.

Ayrica esnek yol baglantili uzaylar ile esnek baglantili uzaylar arasindaki iligkilerin



incelendigi bu calisma esnek homotopi teorisinin baglangici olarak kabul edilebilir.

Bu tezde ilk defa esnek lokal yol baglantili uzay tanimlanarak bu kavram ile
ilgili baz1 onemli sonuclar elde edilmistir.

Dort boliimden olusan bu tezin ilk boliimii olan girig boliimiinde esnek kiime
teorisi ve esnek topolojik uzaylar ile ilgili ayrintili bir literatiir verilmigtir.

Tezin ikinci boliimii tezde kullanilacak olan esnek kiimeler ile ilgili temel tanim
ve teoremlere ayrilmigtir.

Uciineii boliimde esnek topolojik uzaylar ile ilgili temel bilgiler sunulmustur.

Tezin son boliimii olan dordiincii boliim esnek topolojik uzaylarda baglantililik
kavramina ayrilmigtir. Dort alt kissmdan olugan bu boliimiin birinci kisminda
esnek baglantili uzaylar, ikinci kisminda esnek lokal baglantili uzaylar, tigiincii kis-
minda esnek yol baglantili uzaylar ile ilgili bilgiler verilmigtir. Son olarak dordiincii

kisimda esnek lokal yol baglantili uzay tanimlanarak bazi sonuclar elde edilmistir.



2. ESNEK KUMELER VE OZELLIKLERI

Bu kisimda esnek kiime teorisiyle ilgili bazi temel kavramlara, esnek kiimelerin

ozelliklerine ve orneklerine yer verilecektir.

Tamm 2.0.1. Bir U evrensel kiimesinin kuvvet kimesi P(U), parametrelerin bir

kiimesi E ve A C E olsun. F': A — P(U) olmak tizere
Fa=(F,A)={(z,F(x)) [z € A, F(z) € PU)}

seklinde ikililerin olusturdugu kimeye esnek kime denir [12].

Bir esnek kimeyi, ilk bilesent parametre ve ikinci bilesent bu parametrey:
gercekleyen nesnelerin sinife seklinde siraly ikililerden olusturulur.

Yukaridaki tanimdaki F fonksiyonu yaklasim fonksiyonu olarak adlandirilir.
e € A parametreleri ile iligkili nesneleri iceren F(g) kiimesi de e—yaklagim

kiumest olarak isimlendirilir.

Ornek 2.0.1. U ele alman tim topraklarin kimesi ve E parametre kiimesi olsun.
Mesela E={killi, susuz, tash, kira¢, kirmizi} olacak sekilde alimirsa bu durumda
esnek kumeyi “killi toprak, tash toprak, kira¢ toprak, susuz toprak ve kirmazi
toprak” seklinde tanimlanar.

U evreninde U = {hy, ha, h3, hy, hs, hg, h7} yedi tane farkl toprak alalim. E =
{ e1, es, €3, €4, €5} parametre kimesini ey =killi, ey =susuz, e =tash, e, =kirag,

es =kirmaze seklinde belirleyelim. Eger

F(er) = {ha, ha}

F(ez) = {hi, hs, he, h7}
F(e3) = {hs}

F(64> = {h17 hg, hg}

F(€5> = {h4, h5, hG}



ise () F) esnek kiimesi

(F.E) (killi topraklarhghg),(susuz topraklar,{hy,hsheh7})tasl topraklar,{hs}),
(kwrag topraklar,{hy,hahs)),(kirmaze topraklar,{hyhshe})

olarak elde edilir.
Ayrica A = { ey, e3, e5} C E olarak secilirse (F,A={(e1,{ho,h4}),(€3{h3}),€5{hshshe})}

esnek kimest elde edilir.

Ornek 2.0.2. Ele alman biitiin ceketlerin kiimesi U = {h1, ha, h3, hy, hs, he, hr}
ve parametre kiimesi E = {e; = pahali, ey = mor, e3 = kishk, e, = diigmeli, e5 =
yakali} olsun. A={ey,eses} CE i¢in F(ey1) = {h1, hs, h7} olmast demek hy, hs ve hy
ceketlerinin pahaly olmasi demektir. F'(es) = U ise tium ceketlerin mor oldugunu,
F(es) = {ha, ha,he} ise ha, hy ve hg ceketlerinin yakals oldugu anlamina gelir.

Buna gére (F, A) esnek kimesi

(F7 A) = {(617 {hh h37 h7})7 (627 U) ) (65a {hZ; h47 hﬁ})}
olarak ifade edilir.

Tanmim 2.0.2. s(U) = {(F,A) | A C E},U dzerindeki tim esnek kimelerin
kiimesini gostermek tizere (F,A) € s(U) wverilsin. Her x € A i¢in F(x) = &
oluyorsa (F, A) ya esnek bos kiime denir ve (F, A) = ® veya &7 sembollerinden
birisi ile gosterilir [10].

Ornegin A = {ey, e3} parametre kiimesi olarak alindiginda F(ey) = F(es) = &
oluyorsa (F, A) = {(eq, @), (e3, D)} esnek bos kimedir.

(F, A) mun esnek bog kiime olmast demek U evrensel kiimesinde x € A paramet-

releriyle wliskilt hicbir elemanin olmamast demektir.

Tanim 2.0.3. (F,A) € s(U) olsun. Her x € A i¢in F(x) = U oluyorsa bu
durumda (F, A) esnek kiimesi esnek tam kiime veya esnek evrensel kime

olarak adlandirbir ve F veya U sembollerinden biri ile gosterilir [10].



Tanim 2.0.4. (F, A), (G,B) € s(U) ve A C B olsun. Her v € A i¢in F(z) C

G(z) gercekleniyorsa (F, A) ya (G, B) nin bir esnek alt kimesidir denir ve
(F, AYC(G, B) ile gosterilir [10].

Ornek 2.0.3. Ornek 2.0.1 de (F, A) = {(ea, {h1, hs, hz}), (€4, {hs})} olacak sekilde

ve (G,B) = {2,{h1,h2,hs}),€3,{h1,hs5}),€4,{h1,hohshs})} olarak alinirsa (F,A)i(G,B)

oldugu gorulir.
Ornek 2.0.4. Ornek 2.0.1 de (F, A) = {(63,{hl,hQ,hg}),(64,{hg,hg,h4}),(65,{h3,h4,h5}>}
olacak sekilde ve (G,B)={(e3,{hs}),(€5,{h1,h2,ha})} olarak alinirsa (F, A),&_(QB) oldugu

agiktar.
Tamim 2.0.5. (F,A),(G,B) € s(U) ve A = B olsun. Her x € A i¢in F(z) =
G(z) gercekleniyorsa (F, A) ile (G, B) esnek kiimelerine esnek esittir denir ve
(F,A) = (G, B) yazilar [10].
Tamim 2.0.6. (F,A), (G,B) € s(U) ve C =AU B olsun. Her x € C igin
F(z),r€e A-B
H(z) = G(x),re B—A
Fz)UG(z), € ANB

ile tanimlanan ve (F, A)U(G,B) = (H,C) esnek kiimesine (F, A) ile (G, B) nin

esnek birlesimi denir [10].

Ornek 2.0.5. Ornek 2.0.2 i¢in (F, A) = {(e1, {h1, hs, h7}), (e2,U) , (€5, {ha, ha, he})}
ve (G, B) = {(e1,{ha}), (€2, {h1, hs, hz}), (€5, {ha, hs. ha})} olarak alnirsa. Bu
durum-

da esnek birlesim (F, A)U(G, B)={le1,{h1hahshid).€20) €5 5hahshuhe)} olarak elde

edilir.

Tanim 2.0.7. (F,A), (G, B) € s(U) olsun. Bu takdirde, C = AN B olmak tizere
(H,C) esnek kesisimi, her v € C icin F(x)NG(x) = H(x) seklinde tanimlanir

ve (F, AN(G, B) = (H,C) yaxlr [10].



Ornek 2.0.6. Ornek 2.0.2 de (F, A)={e1,{h1,hs)).€2,0),€5,{h2,ha,hed)}t ve (G, B)=

{le1,{h2}),€2,h1,h3}),(€5,{h2,hs,ha})} olarak alinirsa
<F7 A)ﬁ(Gv B) - {(617 @), (627 {h’lv h3}> ) (65’ {h27 h4})}
olur.

Tanim 2.0.8. (£, F) ve (G, E) esnek kimelerinin esnek farka, her x € E i¢in

H(z) = F(z)\G(x) seklinde tamimlanar ve (F, E)\(G, E) ile gosterilir [15].

Ornek 2.0.7. Ornek 2.0.2 icin (F, E) = {(e1, {h1, hs}), (e2, U) , (€5, {h2, hu, he})}
ve (G, E) = {(e1,{h2}), (e2,{h1,hs}), (€5, {ha, hs, ha})} olacak sekilde segilirse

bu durumda esnek fark kiimesi (F, E)\(G, E)={(1,{h1,hs}),(€2,{ha,hq,hs5,he}),(€5,{he})}
olarak elde edilmis olur.
Tanim 2.0.9. (F,A) € S(U) nun bagil timleyens, bir F' : A — P(U)
dontgimidir éyleki her x € A i¢in F'(x) = U\F(x) = (F(z))° dir, yani
(F, A) = (F', A) dir [10].

Esnek tiimleyen kavraminin daha anlasilir olmast i¢in bir ornek verecek olursak,
Ornek 2.0.1 de (F, A) = {(ex, {ha, ha}), (e, {h3}) , (es, {ha, hs, he})} olarak veril-
migti. Bu durumda (F, A ={e,{h1,hshshe}), €30 1,ho,hahshe)) ,€5{h1,ha,hs})} seklin-

de olur.

Bu calismada “o’” ile esnek timleyen, “o¢” ile klasik timleyen kastedilmistir.

Onerme 2.0.1. (F,E),(G,E) € s(U) i¢in asagidaki 6zellikler gecerlidir [15]:

i) (F,E)J(G,E)) = (F,E)YN(G,E)

ii) ((F,E)N(G,E)) = (F,EYU(G, EY

Ispat. i) Her e € E icin H(e) = F(e)UG(e) iken (F, E)YJ(G, E) = (H, E) olsun.

He(e) = (F(e) UG(e))*



dir. Buradan (H, E) = (F, E)N(G, E)" gelir.
ii) Her e € E i¢in H(e) = F(e) N G(e) iken (F, EYN(G, E) = (H, E) olsun.

He(e) = (F(e) N G(e))

= (F(e)) U (G(e))
= F°(e) UG“(e)

dir. Béylece(H, E) = (F, E)'U(G, E)' elde edilir.

]

Teorem 2.0.1. U uzerindeki esnek kumeler arasinda asagidaki ozellikler gecerlidir
[15]:
i) (F,A)N(F,A) = (F,A) ve (F,A)U(F,A) = (F,4),

ii) (F,A)N® = ve (F,A)T0 = (F,A),

iii) (F, A)AU = (F, A) ve (F,A)0U = U,

iv) (F,A)N(F,AY =& ve (F,A)U(F,A) =U,

v) (F,A)) = (F4),

vi) (F,A)U(G, B) = (G,B)U(F, A) ve (F,A)1\ (G, B) = (G, B)YA (F, A),

vii) (F,A)U ((F,B)U(F,C)) = ((F,A)U(F,B)) U(F,C),
(F, A7 ((F, B)[(F,C)) = ((F,A)f (F,B)) A (F,C),

vii) (F,4) T ((F, B)( (F,C)) = (F,A) T (F,B)) 1 ((F, A) U(F,C)),
(F,A)0 ((F,B)U(F,C)) = (F, A)A(F, B)) U ((F, A) A (F,C)),

ix) (F,A)C(G,A) & (G,A) C(FA),

x) (F,A)C(G,A) & (F,A)N (G, A) = (F,A).
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ispat. Yukaridaki ozellikleri ispatlayalim.

i) (F,A)U(F, A) = (F, A) oldugunu gosterelim. Bunun icin esnek birlegim tanimi-

n1 kullanilirsa.
Fz),re A-A

H(z) = Flx),re A-A
Fx)UF(x),r€e AN A
olup (F,A)U (F,A) = (F, A) esitligi saglanir.

Simdi (F, A) N (F, A) = (F, A) oldugunu gosterelim. Bunun i¢in esnek kesisi-

min tanimini kullanilirsa.

(H,C) = (F,AN(F, A) = (F, A)
olup (F,A)N(F,A) = (F, A) esitligi saglanir.

i) (F,A)Ud = (F, A) oldugunu gosterelim. Bunun icin esnek birlesim tanimi-

n1 kullanilirsa.
Fx),re A-o

H(z) = Flz),xreo—-A
Fx)UF(x),r€e ANY
oldugundan (F, A)U® = (F, A) esitligi saglanir.
Simdi (F, A) N® = ® oldugunu gosterelim. Bunun icin esnek kesisim tanimimi

kullanilirsa.

(H,C) = ®A(F, A) = ®

oldugundan (F, A)N® = & esitligi saglanir.

iii) (F,A) OU = U oldugunu gosterelim. Bunun icin esnek birlesim tanimini
kullanalim.
F(x),re A-U
H(z) = Flz),zeU—A

Fz)UF(z),z € ANU

11



oldugundan (F, A) OU = U esitligi saglanir.

Simdi (F, A) AU = (F, A) oldugunu gosterelim. Bunun igin esnek kesigim

tanumm kullanilirsa.
(H,C) = (F,U)N(F,A) = (F,U)

olup (F, A) AU = (F, A) esitligi saglanir.
iv) (F,A) T (F, A) = U oldugunu gosterelim. Bunun icin (F, A) esnek kiimesinin

bagil tiimleyeni ve esnek birlesim tanimini kullanilirsa
(F,A) = (I, A)

F(z),zre A—-A
H(z) = F(z),re A — A
Flz)UF(x),re AnA
oldugundan (F, A) U (F, A) = U esitligi saglanr.

Simdi (F, A)N(F, A)" = ® oldugunu gosterelim. Bunun icin (F, A) esnek

kiimesinin bagil tiimleyeni ve esnek kesisim tanimini kullanilirsa
(F,A) = (F', A)

(H,C) = (F,AN(F,A) = ®

olup (F, A)N(F,A)" = ® elde edilir.
v) (F,A)) = (F,A) = ((F"),A) = (F, A) olup burada her a € A icin

(F) (@) = (F' ()" = (F())")" = F(a)

dar.
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vi) (F,A)U(G, B) = (G, B)U(F, A) esitligini ispatlayalm. Her € AU B icin

(

F(z),re A-B

(F(AUG(B)) (z) = G(zx),z € B—A
Fx)UG(z),x € ANB

F(z),re B—A

= G(x),r€ A-B

\ Flz)UG(z),r € BNA
= ((G,B)U(F, A)) (z)
oldugundan
(F,A)U(G, B) = (G, B) U(F, A) esitligi gelir.
Simdi (F, A)N (G, B) = (G, B)N (F, A) esitligini ispatlayalim. Her » € AU
B icin

(F(ANG(B)(x) = ((G, B)N(F, A)) ()

oldugundan

(F,A)N (G, B) = (G, B)N (F, A) bulunur.

vii) ((F,A)U(G,B))U(H,C) = (F,A)U((G,B)U(H,C)) oldugunu géstermek
istiyoruz. Bunun i¢cin D = AUB, E = BUC ve M = AUBUC olmak iizere
(F,A)U(G,B) = (K, D) ve (G,B)U(H,C) = (L, E) olsun. Bunlara ilave
olarak (F,A)U(G,B)U(H,C)=(T,M) ve (FAU (G,BU(H,C) =T, M|
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olarak alinirsa
K(z),z € (AUB) - C
T(z) = H(z),z € C— (AUB)
K(x)UH(z),x € (AuB)NC

\
(

F(z),z € A—(BUC)
G(z),x € B—(AUC)
F(z)UG(x),z € (ANB) - C

= H(z),z € C — (AN B)
F(z)UH(x),z € (ANC) — B
Gr)UH(z),z € (BNC)— A

F(z)UG(z)UH(z),x € BNCNA

\
p

F(z),zx€e A— (BUC)
G(z),x € B—(AUC)
G(x)UH(z),r e (BNC)—A
F(r)UG(z),r € (ANB)-C
F(z)UH(z),r € (ANC)— B
F(z)UG(x)UH(z),x € BNCNA

F(z),zx€ A—(BUC)
= L(z),xe (BUC)—-A

Lz)UF(x),xr e (BNC)NA

\

=T(x)

olarak elde edilir.

viii) Bu teoremin 7. maddesine benzer bir diigtinceyle ispatlanir.

ix) (F,A)C (G, A) olmasi demek her e € A icin F(e) C G(e) olmas: demektir.
Buradan da her e € A igin (G(e))® C (F(e))° olur. Bu da her e € A igin

G(e) C F*(e) olmas1 demektir. Boylece (G, A)'C(F, A) elde edilir.
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x) (F,A)C(G, A) olsun. O halde her e € A icin F(e) C G(e) dir. (F, AN(G, A) =
(H,A) diyelim. Her e € A i¢gin H(e) = F(e) N G(e) = F(e) oldugundan
(H,A) = (F,A) dir.

Tersine (F, A)N(G,A) = (F,A) olsun. O halde her e € A icin He) =

Fe)NG(e) = F(e) olup buradan (F, A)C(G, A) gelir.
[l

Tanim 2.0.10. E ve K siraswyla bostan farkls X ve'Y evrensel kiimeleri tizerindeki

parametre kumeleri iken u : X — Y ve p: E — K donisumlerini ele alalim.

Bu durumda, fp, : S(X) — S(Y) donisimiine esnek déniisim denir ve esnek

kumelerin goruntuleri ve ters goruntiuler: su sekildeduir:

i) (F,A) € S(X) olmak tizere, (fpu ((F,A)), B) ile gosterilen (F, A) nin f,, esnek
dontigimi altindaki gérintisi her B € B = p(A) ig¢in
U uF(@)aep?B)nase,

fou (F, A)) (B) =  aep (94
%] , diger durumlarda

ii) (G,B) € S(Y) olmak iizere, (f,;} ((G,B)),D) ile gisterilen (G,B) nin fy

pu

esnek doniisimii altindaki ters gorintisi her « € D = p~'(B) C E igin

uH(G(p(a))) p(a) € B,
fou (G, B)) (@) =
@ p(e) & B
Eger A=FE ve B=K ise, (F,A) nin fp, donisimi altindaki gorintisi
(fou ((F,A)), B) esnek kiimesi kisaca fp, ((F, A)) biciminde; (G, B) nin fu,

doniigimi altindaki ters gorintisi olan (f,,! (G, B)), D) esnek kimesi ise

fl,,_u1 ((G, B)) bigiminde gosterilecektir [8].

Tamm 2.0.11. (F, A), (G, B) € S(U) olsun. Bu iki esnek kimenin kartezyen

carpyma olan (H, A x B) esnek kiimesi (H, A x B) = (F, A) x (G, B) seklinde
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tanemlanar. Burada H : A x B — P(U x U), H(a,b) = F(a) x G(b) ve (a,b) €
A x B dir, yani; H(a,b) = {(hi, h;) | hi € F(a) ve hj € G(b)} dir.

Sonlu tane bos olmayan esnek kiumenin kartezyen carpima, bu taniman genellesti-
rilmesiyle tanvmlanabilir. Bos olmayan (Fy, A), (Fy, A),-, (F,,, A) esnek kiimelerinin
kartezyen ¢arpima (Fy, A) X (Fy, A) X -+ X (F,,, A) dvr. Burada (hy, ho, -+, hy,) swraly
n lilerin esnek kiimesidir ve (hy, ho, -, h,) € F;(a) dir [5].

x = (a,b) € (H, A x B) noktast i¢in m; izdustim fonksiyonu

i=1,24¢inm: (H Ax B) — (H,AX B); ye oyle ki m(z) = a ve mo(x) = b

seklindedir.

Ornek 2.0.8. “Ceketlerin pahalibgy” na tanemlayan esnek kiime (F, A), “Ceketlerin
ozellikleri” ni tanamlayan esnek kiime (G, B) olsun.

U evreninde U = {hq, ho, hs, hy, hs, he, h7, hg, ho, hio} on tane farkly ceket
alinsin.

A = {¢ok pahalr, pahalr, ucuz} ve

B = {fermuarli, cepli, kapiigonlu} olsun.

v

ger

&

F(¢ok pahali) = {hg, hy, h7, hs},
F(pahali) = {hy, hs, hs},
F(ucuz) = {hg, hg, h10} ve
G(fermuarli) = {hg, hs, hy},
G(cepli) = {hs, he, hs},
G(kapiisonlu) = {hg, hg, h1o} olacak sekilde alinirsa; (H,A x B) kiimesini
asagidakt sekilde olusturabiliriz:
H(¢okpahalr x fermuarl) = {ha, hy, h7, hs} X {ha, hs, h7}
(h2, ha) , (ha, hs) , (ha, h) , (ha, ho) , (ha, hs) , (ha, he)
(hz,h2), (h7,hs), (h7,h7), (hs, ha), (hs, hs) , (hs, hz)
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3. ESNEK TOPOLOJIK UZAYLAR

Tanim 3.0.12. E bostan farkl bir parametre kiimesi ve X bir evrensel kiime

olsun.

F:E—s P(X)

a— F(a)

olmak tzere (F,FE) € S(X) ve x € X alimirsa. Her a € E i¢in x € F(a) ise x,
(F,E) ye aittir denir ve x€(F, E) yanhr. x € X olmak iizere, en az bir o« € E

icin x € F(a) oluyorsa x, (F, E) ye att degildir denir ve xé(F, E) yazilr [15].

Tanim 3.0.13. x € X olsun. (z, E) ifadesi X tzerinde her o € E i¢in x () =

{z} olan esnek kiimeyi gdsterir ve tek nokta esnek kiime olarak isimlendirilir
[10].

Tanim 3.0.14. (F,E) € S(X) ve) #Y C X verilsin. Y de (F, E) nin bir esnek
alt kiimesi, o € E icin YF(a) =Y N F(a) seklinde tanimlanwr ve (Y F,E) ile
gosterilir [15].

Tanim 3.0.15. 7, X uzerindeki esnek kimelerden olusan bir aile olsun. Eger
asaqidaki sartlar varsa T ailesine X tzerinde bir esnek topoloji, (X, T, F)

tglistiine de esnek topolojik uzay denir [15]:
i) ®, X €7 dur.

ii) Her i € I i¢in (F;,FE) € T ise iQI(Fi,E) € 7 dur, yani keyfi saydaki esnek

kiimelerin esnek birlesimi T ya aittir.

iii) (F,E), (Fy, E),...,(F,,E) € T ise ﬁl(ﬂ,E) € 7 dur, yani sonlu sayrdaki

esnek kimenin esnek kesisimi T ya aittir.
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Tanmim 3.0.16. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda T ailesinin her bir elemanina

esnek agik kime denir [15].

Tanim 3.0.17. (X, 7, E) esnek topolojik uzay: verilsin. Eger (F, E) € T oluyorsa

(F,E)’ ye esnek kapalr kiime denir [15].

Onerme 3.0.2. (X, 1, E) esnek topolojik uzaynda asaqidaki ifadeler saglanar

[15].
i) ¢ ve X esnek kapal kiimelerdir.

ii) X dzerinde keyfi sayidaki esnek kapaly kiimenin esnek kesigimi esnek kapali-

dar.

iii) X dzerinde sonlu sayrdaki esnek kapali kimenin esnek birlesimi esnek kapali-

dar.

ispat. i) Tanmimdan dolay1 ®, X esnek kiimeleri esnek agiktir. Dolayisiyla @' = X

ve X' = ® olup ¢ ve X ayni zamanda esnek kapali dir.

ii) {F;} esnek kapali kiimelerin bir simfi olsun. (F,E) = gl(Fi,E) ifadesinin
esnek kapali bir kiime oldugunu gostermek istiyoruz. Daha onceki 6nermeler-
deki De Morgan kuralindan (F, E)" = (ig(F’” E))/esnek aciktir. Clinki es-
nek acik kiimelerin keyfi sayidaki esnek birlegimi esnek acgiktir. O halde

(F, E) esnek kapalidir.

iii) (F1, E), (Fy, E), ..., (F,, E) esnek kapali kiimelerini goz éniine alahm. (F, E) =
i[:j}(F;-, E) = (Fy, E)U(F;, E)U..U(F,, E) esnek birlesiminin esnek kapal
oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun icin yine esnek kiimeler i¢in De Morgan
kuralini kullanarak esnek tiimleyeninin esnek agik oldugunu gostermemiz

yeterli olacaktir.

n

oy = (G m) = A 5By

iel

3
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elde edilir. Sonlu tane esnek acik kiimenin esnek kesigimi esnek acik oldugundan

(F, E)) esnek kapalidir.

]
Tanim 3.0.18. E bir parametre kimesi ve X bir evrensel kime olmak tzere

T = {CD,)N(} ailesine X dizerinde esnek indiskret topoloji, (X, 7, E) ye de

esnek indiskret topolojik uzay adv verilir [15].

Tanim 3.0.19. E bir parametre kimesi ve X bir evrensel kiime olmak tizere X
tzerindeki tum esnek kimelerin T ailesine X tzerinde esnek diskret topolojs,
(X, 7, E) ye de esnek diskret topolojik uzay adu verilir [15].

Onerme 3.0.3. (X, 7, E) verilsin. Bu takdirde her o € E i¢in
To={F(a)|(F,E)eT}

X de bir topolojidir [15].

Ispat. Her bir a € E icin 7o = {F() | (F,E) € 7} olmak {izere;

i) CID,)z € 7 oldugundan ¢, X € 7, dir.

ii) {F(«a): 1€ 1}, 7, lizerinde kiimelerin bir koleksiyonu olsun. Her i € [ igin

(Fi, E) € 7 oldugundan .OI(Fi,E) € 7 olur ve boylece .UIFi(a) € 7, elde
1€ 1SS

edilir.

iii) (F,E), (G,E) € 7igin F (a), G (a) € 7, olsun. (F, E)N (G, E) € 7 oldugun-
dan F (o) N G (@) € 7, dir.

Dolayisiyla her bir o € F i¢in 7,, X kiimesi iizerinde bir topolojidir.
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Ornek 3.0.9. X = {h1,ha,h3} ve E = {e1,ea} olsun. Asagqidaki esnek kimeleri

ele alalim:

Fi(er) = {ho} Fi(e2) = {h}
Fy(er) ={ho,hs}  Fale2) = {h1, ho}
Fy(er) = {h1,ha}  Files) = X
Fy(er) ={h1,ho}  File2) = {h1, hs}
Bu durumda, 7 = {cb,)?, (F\,E), (Fy, E), (Fy, E), (F, E)}, X iizerinde bir esnek

topolojidir.

Ayrica bu ornekten once bahsi gecen énermenin bir uygulamast olarak

Tey = {¢7 X? {h2} ) {h27 h3} ) {h'17 h2}}

ve

Teo={¢, X, {hu} , {h1, hs} , {ha, ha}}
ailelerinin X tzerinde bir topoloji oldugu kolayca gérilebilir [15].
Ornek 3.0.10. R reel saylar, E = RY pozitif reel saylar ve

(FLE)y={(x,(x— XN x+ N) |z € E}

ktiimeleri verilsin. O halde 7 = {(F,E)x» | A\ € E} U {CID, E} ailesi R dizerinde bir

esnek topologidir. (R, 7, E) uzay: bir esnek topolojik wzaydir [4].

Onerme 3.0.4. X izerinde iki esnek topolojik uzay (X, 1, E) ve (X, 72, E) olsun.

Bu durumda (X, 7 N1, F) de X fzerinde bir esnek topolojik uzaydir [15].
Ispat. i) ¢, Xennmn oldugu aciktr.

ii) {(£, E) i€}, 71 N1y deki esnek kiimelerin bir ailesi olsun. Bu takdirde
her i € I igin (F;,F) € 7 ve (F;,F) € 7o olup 71 ve T» esnek topoloji

olduklarindan OI(E, E) e m ve 'GI<E’ E) € 1 dir.
1€ 1€
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Buradan DI(E, E) e N dir.
e

iii) (F,E), (G, E) € N7y olsun. O halde (F, E), (G, E) € 1y ve (F, E), (G, FE) €
75 dir. Buradan (F, E)N(G, E) € 1, ve (F, EYN(G, E) € yolup (F, E), (G, E) €
71 N 1 elde edilir.
Dolayisiyla 71 N7, X {izerinde bir esnek topoloji olup (X, 7 N 7o, E) bir esnek

topolojik uzaydir. O
Bununla birlikte 71 ve 75 nin birlesimi bunu saglamaz.

Tanim 3.0.20. (X, 7, E) de bir (F, E) bir esnek kimesini kapsayan bitin esnek

kapaly kiimelerin kesigimine (F, E) nin esnek kapanagt denir ve (F, F) ile gosterilir

[15].

Ac¢ik olarak (F, E), X dzerinde (F, E) yi kapsayan en dar esnek kapali kiimedir.

Teorem 3.0.2. (X, 1, E) esnek topolojik uzayinda (F, E) ve (G, E) esnek kiimeleri

verilsin. Bu takdirde asaqidakiler gecerlidir:

i) azcbve;:X,

ii) (F,E)C(F,E),

iii) (F, F) esnek kapahdir & (F,E) = (F, FE),

iv) (I FE)=(F,E),

v) (F,E)C(G,FE) = (F,E)C(G,E),

vi) (F,E)U(G,E) = (F,E)U(G, E),

vii) (F, E)N(G, E)C(F, E)N(G, E) [15].

Ispat. i) (X, 7, E), X iizerinde bir esnek topolojik uzay oldugundan & ve X
esnek kapalidir. ® esnek kapali oldugundan ® = & olur. Benzer olarak X

esnek kapali oldugundan ; = X elde edilir.
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ii) (F,E), (F, E) esnek kiimesini kapsayan en kiigiik esnek kapal kiime oldugun-

dan (F, E)C(F, F) oldugu acgiktir.

111 cr € DI1I' esne apall Kume 1Se nin Kendaisl 1
iii) Eger (F,E), X de bi k kapal kiime ise (F,E) nin kendisi (F,E) yi

kapsayan en kiicitk esnek kapali kiime oldugundan (F,F) = (F,E) dir.

Tersine olarak (F, E) = (F, F) olsun. (F, E) bir esnek kapali kiime oldugun-

dan (F, E), X iizerinde bir esnek kapali kiimedir.

iv) (F, E) esnek kapal kiime oldugundan iii) geregince (F, E) = (F, E) dir.

v) (F,E)C(G, E) olsun. (G, E) yi kapsayan her esnek kiime (F, F) yi de kapsar.
Bu nedenle (£, F') yi kapsayan biitiin esnek kapali kiimelerin kesigimi, (G, E)
yi kapsayan biitiin esnek kapali kiimelerin esnek kesigimleri tarafindan da

kapsanir. Yani (F, E)C(G, E) dir.

vi) (F,E)C(F,E)JU(G, E) ve (G, E)C(F, E)U(G, E) oldugundan bu teoremin v)

maddesinden dolay1 (F, E)C(F, E)U(G, E) ve (G, E)C(F, E)U(G, E) dir.

Buradan (F, E)U(G, E)C(F, E)J(G, E) elde edilir.

Tersine olarak (F, E)C(F,E) ve (G, E)C(G, E) olup, buradan (F, E)U(G, E)C

(F, E)U(G, E) elde edilir. (F, E)U(G, ) iki esnek kapali kiimenin birlegimi

oldugundan yine bir esnek kapal kiime oldugu aciktir. Béylece (F, E)JU(G, E) =

F,E)U(G, E) elde edilir.

—~

vii) (F, E)N(G, E)C(F,E) ve (F, E)N(G, E)C(G, E) dir. Bu teoremin v) madde-

sinden dolay1 (F, E)N(G, E)C(F, E) ve (F, E)N(G, E)C(G, E) dir. Buradan

da (F, E)N(G, E)C(F, E)N(G, E) elde edilir.

L]

Tanmim 3.0.21. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda bir (F,E) € S(X) wverilsin.
Her bir o € E i¢in F(a), F(a) mn 7, daki kapams: olmak tizere F(a) = F(a)

ile tanamly (F, E) esnek kiimesine (F, E) nin bagil kapanassy denir [15].
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Onerme 3.0.5. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda bir (F, E') esnek kiimesi verilsin.
Bu takdirde

(F,E)C(F,E) dir [15].

Ispat. Her bir o € F icin F (o), F(a) y1 kapsayan 7, daki en kiigiik kapali
kiimedir. Ayrica (F, F) = (H, F) dersek H(«) kiimesi de F'(«) y1 kapsayan 7, da
bir kapal kiimedir. Bu da F(a) = F(a) C H(a) y1 gerektirir. Béylece istenen

saglanir. n

Sonug 3.0.1. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda bir (F, E) esnek kiimesi verilsin.
Bu takdirde (F,E) = (F, E) olmasi icin gerek ve yeter sart (F, E) € 7 olmasidir

/15].

Ispat. (F,E) = (F, E) olsun. Buradan (F, E) esnek kapalidir. O halde (F, E)' €
7 elde edilir.

Tersine olarak (F, E) € 7 olsun. (F, E), (F, E) yi kapsayan bir esnek kapal
kiimedir. Onerme 3.0.5 den (F, E)C(F, E) dir. (F, E) yi iceren herhangi bir esnek

kapali kiime (F, E') n1 da icerir. Dolaysiyla (F, E)C(F, E) dir. Buradan (F, E) =
(F, E) oldugu gelir. O
Tamim 3.0.22. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda bir (G, E) € S(X) vex € X
verilsin. Ejer x€(F, E)C(G, E) vyi saglayan bir (F, E) € T varsa x e (G, E) nin

bir esnek i¢ noktass denir [15].

Tanim 3.0.23. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda bir (F,E) € S(X) verilsin.

(F, E) nin ne igine ne de digina ait olmayan noktalarin olusturdugu kimeye (F, F)

esnek kiimesinin esnek swnary denir ve (F,E)* = (F, E)N(F,E)° ile gdsterilir
[15].

Tanim 3.0.24. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda bir (G, E) € S(X) vex € X
verilsin. Ejer x€(F, E)C(G, E) yi gercekleyen bir (F, E) € 7 mevcutsa (G, E) ye
x in esnek komsulugu denir [15].
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Onerme 3.0.6. (X, 7, E) esnek topolojik uzaynda bir (G, E) € S(X) ve z € X
alalim. Eger x, (G, E) nin bir esnek i¢ noktasi ise x her bir a € E i¢in (X, 7,)

da G(«) mn bir i¢ noktasidar [15].

Ispat. Herhangi bir a € F i¢in G(a) C X dir. Eger z € X, (G, E) nin bir
esnek i¢ noktasi ise bir (F, E) € 7 vardir dyle ki x€(F, E)C(G, E) dir. Bu da
r € F(a) C G(«o) olmast demektir. F(«), 7, lizerinde bir agik kiimedir ve z €

F(«) dir. Bu da z in 7, da G(«) nin bir i¢ noktast olmasi demektir. O

Onerme 3.0.7. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda asaqidakiler gecerlidir:
i) X deki her nokta bir esnek komsuluga sahiptir.

ii) Eger (F,E) ve (G,E) herhangi bir x € X in birer esnek komsulugu ise

(F, E)N(G, E) de z in bir esnek komsulugudur.

iii) Eger (F,E), x € X in bir esnek komsulugu ve (F, E)C(G, E) ise (G,E) de
z € X in bir esnek komsulugudur [15].

Ispat. i) Herhangi bir € X noktasi i¢in tEX €T olup XCX oldugundan X ,
x in bir esnek komsulugudur.

ii) z € X iniki esnek komsulugu (F, F) ve (G, E) olsun. O halde € (Fy, E)C(F, E)
ve 2€(F;, E)C(G, E) olacak sekilde (F),E),(Fy, E) € 7 vardir. Ayrica
r€(F, E)N(Fy, E) dir. (Fy, E)N(F,, E) € 7 olup buradan

€ (Fy, EYN(Fy, B)C(F, B)N(G, E)

yazilir. Boylece esnek kesigim de bir esnek komsuluktur.

iii) Esnek komguluk tanimindan agiktir.

]

Onerme 3.0.8. (X, 1, E) esnek topolojik uzay verilsin. Herhangi bir (F, E) € T,

ﬂEF(oz) nin her bir noktasinin bir esnek komsulugudur [15].
ae
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Ispat. (F, E) € 7 olsun. Herhangi bir 2 € ﬂEF (o) noktasi alalm. Bu durumda
ac
her bir o € E i¢in # € F(a) dir. Béylece z€(F, E)C(F, E) dir ve dolayisiyla

(F, E), x in bir esnek komgulugudur. O

Tanim 3.0.25. (X, 1, E) bir esnek topolojik uzay olsun ve B C T ailesi verilsin.
Eger 7 ya ait her esnek agik kime B nin baz elemanlarinin esnek birlesimi

halinde yazilabiliyorsa B ailesi T icin bir esnek tabandur denir [9).

Tanim 3.0.26. (X, 7, FE) esnek topolojik uzayr verilsin ve x € X olsun. Her
(F, A)é/%,) esnek komsulugu icin (G, B)C(F, A) olacak sekilde bir (G, B)éé(x)
varsa, é(x) ailesine T esnek topolojisine gore x elemaninin bir esnek komsuluklar

tabana denir [9].

Tanmim 3.0.27. (X, 7, E) esnek topolojik uzayr verilsin ve ) # Y C X alalim.
Bu takdirde v = {(YF,E) = (Y, E)O(F,E) | (F,E) € 7} ya Y tzerinde esnek
alt uzay topolojisi ve (Y, 1y, E) ye de (X, T, E) nin bir esnek alt uzays denir

[15].
Burada 7y nin Y iizerinde bir esnek topoloji oldugu kolayca goriilebilir.

Ornek 3.0.11. Esnek diskret topolojik uzaynin her esnek alt uzayr bir esnek

diskret topolojik wzayidir [15].

Ornek 3.0.12. Esnek indiskret topolojik uzayinin her esnek alt uzayr bir esnek

indiskret topolojik uzayidur [15].

Onerme 3.0.9. (Y, 1v, E) esnek topolojik uzay, (X, T, E) esnek topolojik uzayinin

bir esnek alt uzay ise her bir a € E i¢in (Y, Toy) de (X, 74) man bir alt uzayidur

[15].

Ispat. (Y, 7y, E') bir esnek topolojik uzay oldugundan her bir « € E i¢in (Y, 7.y)
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bir topolojik uzaydir. Simdi tanimdan herhangi bir o € E i¢gin

Toy = {"F(a) | (F,E) € 7}
={YNF(a)|(F,E) e}
={YNF(a)| Fla) € 10}

dir. Boylece (Y, 7ay ), (X, 7) nn bilinen anlamda bir topolojik alt uzayidir. O

Onerme 3.0.10. (Y, 7y, E) esnek alt uzay, (X, 7, E) esnek topolojik uzayinin bir
esnek alt uzay ve (F,E) € 1y olsun. Bu takdirde Y €7 ise (F\E), X’ te esnek

agiktur [15].

Ispat. (F,E), Y de esnek acik olsun. Bu takdirde X de bir (G, E) esnek acik
kiimesi vardir dyle ki (F, E) = }75((}, FE) dir. Eger Y € 7 ise esnek topolojik uzay
taniminin tigiincii aksiyomundan }N/ﬁ(G, E) € 7 dur. Boylece (F, E), X’ de esnek

agiktir. 0

Teorem 3.0.3. (Y, 7y, F) esnek topolojik uzay, (X, 7, E) esnek topolojik uzayinin

bir esnek alt uzay ve (F, E) € S(X) olsun. Bu takdirde,

i) (F\E), Y de esnek agiktir gerek ve yeter sart bir (G, E) € 1 i¢in (F,E) =
YA(G, E) dir.

ii) (F,E), Y de esnek kapahdir gerek ve yeter sart X de bir (G, E) esnek kapaly

kiimesi i¢in (F, E) = YOG, E) dir [15].
Ispat. i) Esnek alt uzay tanimindan agiktir.

ii) (F,E),Y de esnek kapali ise bir (G, E) € 7y icin (F,E) = Y\(G, E) dir. Bir
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(H,E) € 7 i¢in (G, E) = YA(H, E) olsun. Her bir o € E i¢in
F(a) = Y(@)\G(@)

— Y\G(a)

= Y\(Y(e) N H(e))

=Y\(Y N H(a))

— Y\H(a)

=Y N (X\H(w))

=Y N (H(a)

=Y (a) N (H(a))"
dir. (H,E) € 7 oldugundan (H,E)" X de esnek kapahdir ve buradan
(F,E) = YN(H, E) gelir.

Tersine olarak X deki bir (G, E) esnek kapal kiimesi icin (F, E) = YN(G, E)

oldugunu kabul edelim. Bunun anlami (G, £)’ € 7 olmasidir.

(H,FE) € 7igin (G, FE) = (X, E)\(H, E) ise o zaman her bir a € E i¢in
F(a) =Y (a)NG(a)
=Y NG(a)
=Y N (X (a)\H())
— Y (1 (X\H(a))
— Y\H(a) = Y\(Y N H(0))
— Y(a)\(¥(a) N H(a))
dir. Boylece (F, E) = Y\(YA(H, E)) dir. (H, E) € 7 oldugundan (YA (H, E)) €
7y olup boylece (F,E), Y de esnek kapahdir. 0
Tanim 3.0.28. (X, 7x, E) ve (Y, 7v, K) esnek topolojik uzaylar ve fy, : S(X) —
S(Y) esnek donistiim ve er€X olsun. fouler) in her (G, K) esnek komsulugu i¢in
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er nin [, ((F, E))C(G, K) olacak bigimde bir (F, E) esnek komsulugu varsa fy,
donustimu ep te esnek sureklidir denir.

fouer te

esnek  ==(V(G, K)eN:, (fu(er)))A(F, E)EN ((er))3fpu((F, E))C(G, K)

sureklidir
Eger fp, dontisimi her erEX icin esnek strekliyse fp,, X tzerinde esnek sturek-
lidir denir [18].
Uyari 3.0.1. Notasyon sadelige agisindan bir f,, esnek sirekli donusumiu yerine

sadece [ esnek siirekli dontisimi demekle yetinecegiz.

Bu uyariya gore Zorlutuna ve arkadaglar tarafindan verilen esnek siirekli

doniigtim tanimini tezin ilerleyen kisimlarinda notasyon karmagasindan kurtulmak
i¢gin su sekilde tanimlayacagiz:
Tanim 3.0.29. (X, 7, E) ve (Y, u, K) esnek topolojik uzaylary i¢in f: S(X) —
S(Y') bir esnek doniisim olsun. Bu takdirde, f esnek sureklidir gerek ve yeter sart
her (F,E) € S(X) ve f((F,E)) nin her (G, K) esnek komsulugu icin (F,E) nin
bir (H, E) esnek komsulugu vardwr dyle ki f((H, E))%(G, K) dr.

Veya denk olarak;

Tanim 3.0.30. (X, 7, E) ve (Y, 7', E) esnek topolojik uzaylary i¢in f : (X, 7, FE) —
(Y, 7', E) bir esnek dondisiim olsun. Bir x€X elemany alalvm. Bu takdirde f, x te
esnek siireklidir gerek ve yeter sart f(x) @ iceren her (G, E) esnek komsulugu i¢in
X de x in bir (F, E) esnek komsulugu vardwr oyle ki f((F, E))C(G, E) dir.
Tanim 3.0.31. (X, 7, F) ve (Y,7,E) esnek topolojik uzaylar ve (H, A x B) =
(F,A) x (G, B) esnek carpim kiimesi verilsin.

Vi€ 1,2icin m: (H Ax B) — (H,Ax B),
izdiistim fonksiyonlarn strekli yapan, X tzerindeki en kaba topolojiye (X, 7, E)

ile (Y, 7, E) nin esnek carpim topolojisi denir ve [ [ ile gosterilir [9].
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4. ESNEK TOPOLOJIK UZAYLARDA

BAGLANTILILIK

4.1 Esnek Baglantili Topolojik Uzaylar

Tanim 4.1.1. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda (F, A), (F, B) € S(X) verilsin.
Eger

(F, A)N(F,B) # ® ya da (F,A)N(F,B) # ®

ise (I, A) ve (F,B) esnek kiimelerine esnek baglantily kiimeler denir. Eger

(F, AN(F,B) = ® ya da (F,A)N(F,B) = &
ise (F, A) ve (F, B) esnek kiimelerine esnek baglantisiz kiimeler denir [1].

Tanim 4.1.2. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda (F,A), (F, B) € S(X) verilsin.
Eger (F, A)N(F,B) = ® ise (F, A) ve (F, B) kiimelerine esnek ayrik kiimeler

denir [1].

Uyar1 4.1.1. Bir esnek topolojik uzayda esnek baglantily olmayan iki kiime esnek

ayriktur.

Ornek 4.1.1. X = {h1,ha,h3,ha} olmak tizere E = {ey,ea} parametrelerin
kimesi olsun.

(F, Ar) = {(e1,{1}), (e2, {h1, ha, hz, ha})}
(F, Ag) = {(e1,{h1, ha}), (2, {h1, ha, bz, ha})}

(F, A3) = {(e1,{h1, ha, hs}), (ea, {h1, ha, hs, ha})}

olmak tizere T = {CID,)N(, (F,Ay), (F, Ay), (F, A3)} kiimesi X dizerinde bir esnek

topolojidir.
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Diger taraftan (F> A4) = {(617 {hS})} ve (F7 A5) = {(617 {hl})v (627 {hb ha, R, h4})}
seklinde ki esnek kiime alacak olursak bu kiimelerin esnek ayrik fakat esnek
baglantily oldugu gorilir.

Teorem 4.1.1. (X, 7, E) esnek topolojik uzay: verilsin ve (F, A), (F,B) € S(X)

alalim. Bu takdirde

i) (F,A) ve (F,B) kiimelerinin her ikisi de esnek acgik, esnek ayrik kimeler ise

esnek baglantily degillerdir.

ii) (F,A) ve (F, B) kiimelerinin her ikisi de esnek kapali, esnek ayrik kimeler ise
esnek baglantily degillerdir [1].

Ispat. i) (F, A) ve (F, B) esnek ayrik kiimeler olsun. Eger (F, A) ve (F, B) esnek
agik ise )?K(F, A) ve )N(Y(F, B) kiimeleri esnek kapalidir. (F, A)N\(F, B) = ®

oldugundan

(F, A)Z |X\(F, B)| = (F, A)C| X\(F, B)]
= (F, A)C [)?((F, B)O} - [)?((F, B)} (1)
olup (F, A)A(F, B) = ® oldugundan
(P, B) | X\(F. 4)| = Wﬁm
= (F,B)C [)ZK(F, A)ﬂ - [)ZK(F, A)} (2)

olur.

(1) ve (2) ifadelerinin son gerektirmelerinin sirasiyla (£, B) ve (F, A) kiimeleri

ile esnek kesigimi alinirsa;

(F, A)A(F, B)C [)?Y(F, B)} A(F,B) = @
ve
(F, AN(F, BYC(F, A [)?K(F, A)} )
elde edilir. Boylece (F, A) ve (F, B) esnek baglantisiz kiimelerdir.
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ii) (F, A)N(F, B) = ® olsun. (F, A) ve (F, B) esnek kapaliligindan (F, A)N(F, B) =
(F, A)N(F, B) = (F, A)N(F, B) = ® olur. Buradan (F, A) ve (F, B) kiimeleri
esnek baglantisiz kiimelerdir.

[]

Teorem 4.1.2. (X, 1, E) esnek topolojik uzay: ve (F,A), (F,B) € S(X) verilsin.
Eger (F, A) ve (F,B) esnek kiimelerinin her ikisi de esnek a¢ik ya da her ikisi de
esnek kapali ise (F), A)Y(F, B) wve (F, B)Y(F, A) esnek baglantisiz kimelerdir [1].

ispat. (F,A),(F,B) €  olsun. (F, A)\(F, B) = (F, A)f [)N(Y(F, B)} ve

(F, A)D(F, B) C (F, A)A\(F, B) oldugundan;

[mafe. B [r.57rA] = 3 [, B] (B [R(F.4)
EEARN [X\(FB)}m(FB) [X\(FA)}
o 53] e [ 2]
F, A | XN(F, )| AF, BYF [X\(F, BY] ..(1)

elde edilir. (£, B) esnek agik kiime oldugundan (F, B)° = (F, B) dir. Buradan

(F, AN(F, BYA | (F, BI\(F, 4)| =

dir. Benzer olarak;

0\ F,A)} A(F.B)A P?\N(F,B)]
“(F,Ay] [(F.B) [)?\”(F,B)] . (2)

=
£

¢ D
= 2

elde edilir. (£, A) esnek agk kiime oldugundan i¢i kendisine esit olup

|(F, A\(F, B)| A(F, B)\(F, 4) =

gelir.
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Diger taraftan (F, A) ve (F, B) esnek kapali kiimeler ise (F, A) = (F,A) ve

(F, B) = (F, B) dir. Sonug olarak (1) ve (2) den (F, A)\(F,B) ve (F,B)\(F,A)

esnek baglantisiz kiimeler olur. O

Teorem 4.1.3. (X, 7, E) esnek topolojik uzayr ve (F,A), (F,B) € S(X) verilsin.

(F, A)N\(F, B) = ® ve (F, A)U(F, B) kiimesi esnek kapal ise (F, A) kiimesi esnek

kapaly bir kimedir [1].

Ispat. (F, A)U(F,B) esnek kapali oldugundan,

(F,A)J(F,B) = (F, A)U(F, B) = (F, A)U(F, B)

dir. Buradan (F, A)C(F, A)U(F, B) elde edilir. (F, A)N(F, B) = ® oldugundan

(F,A)C(F, A) dir. Ayrica (F, A)C(F, A) olup (F, A) = (F, A) elde edilir. Boylece

(F, A) esnek kapali bir kiimedir. O

Teorem 4.1.4. (X, 7, E) esnek topolojik uzayr ve (F, A), (F,B) € S(X) verilsin.
Eger (F, A)N(F,B) = ® ve (F, A)U(F, B) kiimesi esnek kapali ise (F,B) kiimesi

esnek kapaly bir kimedir [1].
ispat. Teorem 4.1.3” iin ispatina benzer sekilde yapilir. O

Sonug 4.1.1. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda esnek baglantile olmayan (F, A),
(F,B) € S(X) esnek alt kiimeleri verilsin. Eger (F, A)U(F, B) esnek kapal bir

kiime ise (F, A) ve (F, B) esnek kapali kiimelerdir [1].

Teorem 4.1.5. (X, 7, FE) esnek topolojik uzay ve (F,A), (F,B) € S(X) verilsin.

Eger (F, A)N(F,B) = ® ve (F,A)U(F,B) € 7 ise (F,B) esnek agiktir [1].

ispat. (F, A)A(F,B) = &, (F, B)C [f( (F, A)} ve, (F, A)U(F, B) esnek acik bir
kiime oldugundan

(£, AO(F, B)] A [X\F A)| = ((F, 97 [X\F )] ) T ((F,B)F [X\(F ) )
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elde edilir. Esitligin sol tarafi esnek agik bir kiimedir. Dolayisiyla

(F,B) = ((F, AR [)?Y(F, A)D 0 <(F, B)A [)?KWD

kiimesi esnek acik bir kiime olur. O

Teorem 4.1.6. (X, 7, E) ve (F, A), (F, B) € S(X) verilsin. Eger (F, A)N(F, B) =

® ve (F, A)J(F, B) € 7 ise (F, A) kiimesi esnek agiktir [1].
ispat. Teorem 4.1.5" in ispatina benzer sekilde yapilir. O

Sonug 4.1.2. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda esnek baglantily olmayan (F, A),
(F,B) € S(X) esnek alt kiimeleri verilsin. Ejer (F, A\U(F, B) € T ise (F, A) ve
(F, B) esnek ag¢ik kimelerdir [1].

Tanim 4.1.3. (X, 7, E) esnek topolojik uzayr verilsin. Eger )N( kumesi bostan
farkl, esnek baglantily olmayan iki esnek alt kiimenin birlesimine egitse, (X, T, F)
uzayina esnek baglantily olmayan wzay ya da esnek baglantisiz uzay
denar. Eguer)N( ktimesi bostan farkl, esnek baglantil iki kiimenin birlesimine esitse,

(X, 7, E) uzayina esnek baglantily uzay denir [1].

Teorem 4.1.7. (X, 7, E) esnek topolojik uzay: verilsin. Bu takdirde asagidakiler

denktir:
i) (X, 7, E) uzayr esnek baglantile degildir,

ii) X , bostan farkl, esnek baglantily olmayan iki esnek alt kiimenin birlesimine

esittir,

iii) X , bostan farkh, esnek ayrik ve esnek agik iki esnek alt kumenin birlesimine

esittir,

iv) X , bostan farkl, esnek ayrik ve esnek kapali iki esnek alt kiimenin birlesimine

egittar,
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v) (X, 7, E) uzayimn bos olmayan hem esnek a¢ik hem esnek kapali olan bir 6zalt

kiimesi vardur [9].

Ispat. i) = (i) Esnek baglantil uzay tanmunm direkt sonucudur.

ii) = (iii) (F, A)U(F,B) = X’ y1saglayan bostan farkli, esnek baglantili olmayan
(F, A) ve (F, B) esnek kiimeleri verilsin. (F, A)U(F, B) = X € 7 olup sonug
4.1.2 geregince (F, A) ve (F, B) kiimeleri esnek aciktir. O halde X kiimesi

bostan farkl esnek ayrik, esnek acik iki alt kiimenin birlesimine esittir.

iii) = (iv) X, bostan farkli, esnek ayrik, esnek acik (F, A) ve (F, B) gibi iki alt
kiimenin birlesimine esit olsun. (F, A)U(F, B) = X ve (F,A)A(F,B) = ®
oldugundan (F, A) = )Z'Y(F, B)ve (F,B) = )?K(F, A) dir. Dolayisiyla (F, A)
ve (F, B), aym zamanda esnek kapalidir. Dolayisiyla X , bostan farkli, esnek

ayrik, esnek kapali, iki esnek kiimenin birlesimine esittir.

iv) =>(v) X, bostan farkh, esnek ayrik, esnck kapal (F, A) ve (F, B) gibi iki alt
kiimenin birlesimine esit olsun. (F, A)U(F, B) = X ve (F,A)O(F,B) = ®
oldugundan (F,A) = )?A\V(F, B) olup (F,A) kiimesi hem esnek agik hem

esnek kapalidir ve bostan farkli bir esnek ozalt kiimedir.

v) = (i) (F,A), X’ nm bos olmayan hem esnek acik hem esnek kapal bir
alt kiimesi olsun. Bu takdirde (F, B) = )?A\/(F , A) kiimesi hem esnek agik
hem esnek kapal bir ézalt kiime olup, (F, A)U(F,B) = X olur. Onceki
teoremlerden (F, A)N(F, B) = (F, A)N(F, B) = (F, A)Q\(F, B) = ® olur. O
halde esnek baglantili uzay tanimi geregince (X, 7, E') esnek baglantisiz bir

uzay olur.

]

Sonug 4.1.3. (X, 7, E) esnek topolojik uzay, esnek bos kimeden farkl esnek
ayrik, iki esnek acik kumenin birlesimi olarak yazilabiliyorsa esnek baglantisizdar,

yazilamayorsa esnek baglantilidar.
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Ornek 4.1.2. Esnek indiskret topolojik uzay esnek baglantily bir uzayder [1].

Ornek 4.1.3. Esnek diskret topolojik uzay esnek baglantisiz bir uzaydwr. Gercgekten
X = {h} olsun. Ye € E i¢in F(e) = {h}, X dzerinde bir esnek kime olup
(F,E) seklinde gosterilsin. (F, E) U {;{i(F, E)] = )N(, (F,E) ve onceki teorem

geregince X \(F, E) esnek baglantisiz bir kime oldugundan esnek diskret uzay

esnek baglantisiz bir uzaydir [1].

Teorem 4.1.8. (X, 7, E) esnek topolojik uzayr verilsin. Her x,y € (F, A) esnek
noktalar: icin “ayni esnek baglantily alt kimeye ait olma” bagintisy denklik bagintisi-

dur [9].

Ispat. “Her z,y € (F, A) esnek noktalar i¢in 2Ry <= herhangi bir (F, B)C (F, A),
x,y € (F, B) olacak sekilde bir (£, B) esnek kiimesi vardir.” gseklinde tanimlanan
R bagintisinin yansimali ve simetrik oldugu agikardir. Gegigsmeli oldugunu kontrol
edelim. Herhangi z,y,z € (F,A) esnek noktalar i¢in 2Ry ve yRz olsun. Bu
takdirde x,y € (F,B) yi saglayan (F,B)C(F,A) ve y,z € (F,C) yi saglayan
(F,C)C(F,A) esnek baglantili alt kiimeleri vardir. y € (F, B)N(F,C) # ® olup
Teorem 4.1.7 geregince (F, B)U(F,C) de esnek baglantihidir. Buradan goriilecegi
tizere z, z € (F, B)U(F, C) dir. O halde 2Rz dir. O halde R bir denklik bagintisidir.
[

Ornek 4.1.4. X = {h1,ha,hs} ve E = {e1,e2} olsun.

(£, A1) = {(e1, {M}) , (€2, {P1})},

(F, Az) = {(e1, {h2})},

(£, As) = {(ex, {1, ha}) , (€2, {M1})},

(£, As) = {(ex,{h2, hs}) , (€2, {ha, hs})}
diyelim. T = {cp,f(, (F,A)), (F, Ay), (F, As), (F, A4)} ailesi bir esnek topolofidir.
Agikca (X, 7, E) uzayr esnek baglantisvzdur [1].
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Sonug 4.1.4. (X, 7, E)esnek topolojik uzayr verilsin. Bu takdirde asagidaki ézellikler

denktir:

i) (X, 7, E) uzayr esnek baglantilidur,
ii) X , bostan farkh, esnek baglantily iki esnek alt kumenin birlesimine egittir,

iii) X , bostan farkl, esnek ayrik olmayan iki esnek agik alt kimenin birlesimine

esittir,

iv) X , bostan farkl, esnek ayrik olmayan iki esnek kapaly kiimenin birlesimine

esittir,

v) (X, 7, E) uzayimin hem esnek agik hem de esnek kapaly alt kiimeleri, yalnizca

X ve ® kiimeleridir [9].

Ornek 4.1.5. R reel sayrlar kiimesi ve E sonlu bir kiime olsun. R kumest uzerinde

7. = {(F, A) | UR\fa(e)sonlu}U{o} ailesi bir esnek topoloji olusturur. (R, 7., E)

eclk
uzayr esnek baglantilidur.

Teorem 4.1.9. (X, 7, FE) esnek topolojik uzayr esnek baglantilidir gerek ve yeter

sart bostan farkl her esnek ozalt kiimesinin siniry bostan farklidur [9].

Ispat. = (X, 7, E) uzay1 esnek baglantih olsun. Bir (F, A) € S(U), (F, A) = ®
alt kiimesi alalim. Varsayalim ki (F, A)° = ® olsun. Esnek simirhilik tanimindan

(F,A)% = (F,A)\(F,A)° =

olup (F, A)\(F, A)° elde edilir. Ayrica (F, A)°C(F, A)C(F, A) oldugundan,

(F,A)°=(F,A)=(F, A)

olup bir énceki teorem geregince (X, 7, E) uzay1 esnek baglantili degildir. Bu

celiskiden (F, A)° # & olur.
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«<: X kiimesinin bostan farkli bir (F, A) esnek 6zalt kiimesinin sinir1 bog

olmasin. Bu takdirde, (F, A)® = (F, A)\(F, A)° # ® olup, (F, A) # (F, A)° olur.
Dolayisiyla (F, A) kiimesi, hem esnek agik hem esnek kapali olamaz. Bir 6nceki

sonug geregi (X, 7, E) esnek baglantili bir uzaydir. O]

Teorem 4.1.10. (X, 7, F) ve (Xa, 1o, E) esnek topolojik uzaylar esnek baglantily

uzaylar ise (X1 x Xo, 71 X 7o) uzayr da esnek baglantilidur [9].

Ispat. (X1, 7, E) esnek baglantili uzay oldugundan
X, = (F,A)U(F,B) ve ® # (F, A)A(F, B) olacak sckilde (F, A), (F,B) € 7
vardir.

(X5, 7, E) esnek baglantili uzay oldugundan
X, = (G,C)YU(G, D) ve ® # (G, C)N(G, D) olacak sekilde (G, C), (G, D) € 1
vardir. Buradan

X1 x X, = [(F,A)U(F, B)] x [(G,C)J(G, D)] olup,
® +£ [(F,AN(F,B)] x [(G,C)N(G, D)]

(5(’1 x 5(’2) = [(F, A) x (G, )| T[(F, B) x (G, D)]
® # [(F,A) x (G,O)]N[(F,B) x (G, D)]
den [(F, A) x (G,C)]C ()?1 X )?2> ve [(F, B) x (G,D)] C ()?1 X )?2> esnek agik

kiimelerdir. Boylece (X7 x X5, 71 X T2) uzay1 da esnek baglantilidir. O

Teorem 4.1.11. (X, 7, E) esnek topolojik uzayr esnek baglantily bir uzay olmak

iizere T\CTy ise (X, 71, E) uzayr da esnek baglantildar [9].

Ispat. Aksine (X, 7, F) esnek baglantil olmasm. O halde X = (F, A)J(F, B)
ve (F, A)N(F, B) = ® olacak sekilde (F, A), (F, B)€T, esnek acik kiimeleri vardir.
71 C7y oldugundan (F, A), (F, B)E, olup buradan (X, 75, E') uzay1 esnek baglanti-

s1z olur. Bu ise bir geligkidir. O halde (X, 7y, E) esnek baglantili bir uzay olur. [
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Tanim 4.1.4. (X, 7, E) esnek topolojik uzay ve (F,A) € S(X) verilsin. (F,A)

esnek kimest tzerindeki

Tra) = {(F, A)N(F,A) | (F,A); € 7,i e I CN}
esnek topolojisine (F, A) kiimesi tizerinde esnek alt uzay topolojist, ((F, A), 7(ra))

esnek topolojik uzayina da (X, 1, E) uzaynin esnek alt uzayr denir [1)].

Tanim 4.1.5. (X, 7, E) esnek topolojik uzaynda bir (F,A) esnek alt kiimesi
verilsin. Eger ((F, A), 7(r,a)) alt uzay, esnek baglantil ise (F, A) kiimesine (X, 1, E)

de esnek baglantily kiime denir [1].

Teorem 4.1.12. (X, 7, E) esnek topolojik uzayr bostan farkly esnek ayrik, esnek
agik (G, B) ve (G, C) esnek alt kiimelerinin birlesimine egit olsun. (F, A), (X, 7, F)
nin esnek baglantily bir alt kiimesi ise (F, A)C(G, B) ya da (F,A)C(G,C) dir [1].
Ispat. Varsayahm ki (F,A)N(G,B) # ® ve (F,AN(G,C) # ® olsun. (G, B)
ve (G, C) esnek kiimeleri (X, 7, E') esnek topolojik uzayinda esnek acik olduklarin-
dan (F, A)N(G,B) € Tpa) ve (F,A)N(G,C) € T(pa olup (G,B)N(G,C) = &

oldugundan,
(F,AN((G, B)NG, ) = ((F, AN(G, B)N((F, AN(G, C)) = @

bulunur. X = (G, B)JU(G, C) oldugundan

(F,A) = (F,AN((G, B)U(G,C)) = (F, AN(G, B)U((F, AN(G, C)
elde edilir. Teorem 4.1.7 den ((F, A), T(r,a)) alt uzay: esnek baglantili degildir. Bu
ise (F, A) kiimesinin esnek baglantili olmast ile celigir. O halde (F, A)N(G,C) # &
ve buradan (F, A)C(G, B) olur ya da (F, A)A(G, B) # ® ve buradan (F, A)C(G, C)
olur. 0

Teorem 4.1.13. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda esnek baglantily bir (F, A)

)
alt kimesi verilsin. (F, A)C(F,B)C(F,A) y saglayan her (F,B) € S(X) esnek

baglantildur [1).
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ispat. Varsayalim ki (F, B) esnek kiimesi esnek baglantili olmasm. O zaman
Teorem 4.1.7° den (F,B) = (G,C)U(G, D) olacak sekilde bog olmayan esnek
ayrik, esnek agk (G,C) ve (G,D) esnek alt kiimeleri vardir. Teorem 4.1.12

geregince ya (F, A)C(G,C) ya da (F, A)C(G, D) olur.

(F, A)C(G, C) olsun. Buradan (F, A)C(G, C) yazlr. (F,B)C(F, A)C(G,0)

oldugundan, (F, B)C(G, C) olur. Teorem 4.1.7 geregince (G, C) ve (G, D) esnek

baglantih iki kiime degildir. Yani (G, C)N(G, D) = ® ve (G,C)N(G, D) = & dur.

boylece

(F,B) = (G,C)U(G, D), (F,B)C(G,C), (G,C)N(G,D) =
oldugundan (G, D) = ® olur. Bu ise (G, D) # ® olmasiyla celisgir. O

Sonug 4.1.5. (X, 7, E) esnek topolojik uzaynda bir (F, A) € S(X) verilsin. Bu

takdirde (F, A) da esnek baglantiladur [1].

Ispat. Teorem 4.1.13 ten (F,A)C(F, B)C(F,A) seklindeki her (F,B) kiimesi

esnek baglantihdir. (F, A)C(F, B) ve (F, A)C(F, B) oldugundan (F, B)C(F, A)C(F, B)

olup, (F, A) kiimesi esnek baglantili olur. ]

Tanim 4.1.6. (X, 7, E) esnek topolojik uzayr ve esnek baglantily bir (F,A) €
S(X) esnek alt kiimesi verilsin. (X, 1, E) nin en genis esnek baglantils esnek alt

uzaywma, (X, 7, E) uzayimin esnek bileseni denir [1].

Tanim 4.1.7. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda bir x esnek noktasini iceren

esnek bilesene x in esnek bileseni deriz ve C, sembolii ile gosterilir [1].
Teorem 4.1.14. Bir esnek topolojik uzayin esnek bilesenleri esnek kapalidur [1].

Ispat. (X, 7, E) esnek topolojik uzaymin bir esnek bilegeni (F, A) esnek kiimesi
ise Tanim 4.1.6 dan, (F, A) esnek kiimesi esnek baglantili bir kiimedir. (F, A)

esnek kiimesi (X, 7, E) esnek topolojik uzaymin en biiyiik esnek baglantili alt
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kiimesi oldugundan (F, A)E(F, A) bulunur. Diger taraftan (F, A)i(F, A) oldugun-

dan (F,A) = (F,A) elde edilir. Béylece (F, A) esnek kiimesi esnek kapali bir

kiimedir. O

4.2 Esnek Lokal Baglantili Topolojik Uzaylar

Tanim 4.2.1. (X, 7, E) esnek topolojik uzayr verilsin. Her x € X noktasimn
(X, 7, E) uzayinda esnek baglantily kiimelerden olusan bir esnek komsuluk tabana

varsa, (X, 1, E) ye esnek lokal baglantilh uzay denir [1].

Uyar14.2.1. (X, 1, E) esnek lokal baglantily uzaydur gerek ve yeter sart her v € X
noktasimin (F, A) € N.(x) komsulugu icin x€(G, B)C(F,A) v saglayan esnek

baglantily esnek agik bir (G, B) komsulugu mevcut olmasidur.
Ornek 4.2.1. Esnek diskret topolojik uzay esnek lokal baglantilidar.

Teorem 4.2.1. (X, 7, E) esnek topolojik uzay: esnek lokal baglantiludir gerek ve
yeter sart (X, 7, E) nin her esnek agik alt uzayindaki bir esnek bilesen, (X, 1, E)

esnek topolojik uzayinda esnek agiktir [1].

Ispat. = (X, 7, E) esnek lokal baglantih, (F, A)C(X, 7, E) esnek acik bir alt
kiime ve Cp 4y kiimesi ((F, A), 7(p.4)) alt uzaymda bir esnek bilesen olsun.

x € C(paC(F, A) noktasim ele alahm. (X, 7, E) uzay: esnek lokal baglantih
oldugundan (G, B)C(F, A) olacak sekilde esnek baglantili bir (G, B)EN; () esnek
acik komsulugu vardir. Boylese (G, B) kiimesi, ((F, A), 7(r,)) esnek alt uzayinda,
2’ i igeren esnek baglantill bir kiimedir. Ayrica Cpa) kiimesi ((F,A), 7(r.a))
esnek alt uzaymda esnek bilesen oldugundan, (G, B)CCr 4 dir. Esnek i¢ nokta
tammindan z € (C’(F,A))O dir. Buradan C(RA)& (C(FyA))O gelir. (C’(F,A))O GC(RA)
oldugundan (C( F A))O = C(p,4) bulunur. Sonug olarak C(r 4y esnek bilegeni esnek

agiktir.
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<: (X, 7, E) uzaymda esnek acik bir ((F, A), 7(p,4)) esnek alt uzaymimn her bir
esnek bilegeni esnek agik iken (X, 7, F) uzaymin esnek lokal baglantili oldugunu
ispatlayacagiz. ((F,A),T(ra)) esnek acik alt uzayma gore, x noktasmi iceren
Cra)C (F,A) bileseni esnek agiktir. C(p 4y bileseni esnek baglantih olup bir

onceki uyar1 geregi (X, 7, E) uzay1 esnek lokal baglantilidir. O

Sonug 4.2.1. Esnek lokal baglantily uzayda esnek bilesenler hem esnek acgik, hem

esnek kapalidur [1].

Ispat. (X, 7, E) esnek topolojik uzay1 esnek lokal baglantili olsun. Eger Cp )
kiimesi (X, 7, £') nin bir esnek bileseni ise Teorem 4.2.1 den C{f ) esnek aciktir.

Teorem 4.1.14 den esnek kapalidir. O

4.3 Esnek Yol Baglantili Topolojik Uzaylar

Tanim 4.3.1. [ = [0,1] aralige olmak iizere; (1,71, E)’ ye esnek birim aralik

denir [6].

Tanim 4.3.2. (I, 77, E) birim esnek aralik olsun ve (X,7,E") esnek topolojik

uzayr verilsin. Bir (f,¢) : (I,71, E) — (X, 7, E') esnek strekli dénigimine bir

esnek yol denir. f: I — X ve ¢ : E — E' olmak tizere {f(0)¢(e)} ve
ecl

{f (1)(p(e)} esnek kimelerine (f,¢) esnek yolunun siraswyla baslangict ve bitigi
eck

denir. Agik¢a her bire € E i¢in f : (I,171) — (X, ’7'90(@)) donigimi, f(0) den

e(e)
F(1)p(ey ye bir yoldur. Dolayisiyla her esnek yol, (X, 1, E') esnek topolojik uzaye

uzerinde parametrize edilmis bir aile olarak diginilebilir [6].

Ornek 4.3.1. (X, 7, E') esnek topolojik uzayr verilsin. x = (xefl,E’) RTES (yefl,E’) €
(F, A) olmak iizere x ve y esnek noktalary arasindaki esnek yol
(F.9) (L71.E) — (X,7,E)
15€
(9, 0) @) = (f,o) (1 =t),t el
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seklinde tanwvmlanan (g,v) : (1,71, E) — (X, 7, E') esnek donisimi de y ve x
esnek noktalar arasinda bir esnek yoldur. (g,v) esnek dontgimi (f,¢) esnek

dontsumunin tersi yoninde bir yol belirtir.

Ornek 4.3.2. (X, 7, E') verilsin. x = (xezl,E’) Y = (yexl,E’) ve z = (zexl,E’) €
(X, 1, E') olmak iizere x ve y esnek noktalar: arasinda bir (f,¢) : (I,7, E) —
(X, 1, E') esnek yolu ve y ve z esnek noktalar: arasinda bir (g,v) : (1,71, E) —

(X, 7, E') esnek yolu verilsin. Bu durumda

(f; ) (20), 0<t<3

(h>w> =

seklinde tanwmlanan (h,w) : (1,71, E) — (X, 7, E") esnek fonksiyonu x ile z
esnek noktalar arasinda bir esnek yoldur. Buna (f, ) ve (g,v) esnek yollarinin

carpima denir.

Tanim 4.3.3. (I, 77, E) bir esnek birim aralik olsun ve (X, 7, E') esnek topolojik
uzayr verilsin. Bu takdirde (X, T, E') ne bir esnek yol baglantils uzay denir
eger her bir v = (xe, E') ve y = (Yoo, E') esnek nokta c¢ifti igin bir (f,¢) :

(1,71, E) — (X, 7, E") esnek yolu var oyle ki

dir [6].
Onerme 4.3.1. (I,7, E) esnek yol baglantiadur [6].

ispat .

(1I>1E) : ([,T[,E) — ([,T[,E)
bir esnek siirekli doniistim oldugundan ispat aciktir. O
Teorem 4.3.1. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda R bagintisy her x,y € X i¢in

“2xRy <= x ve y esnek noktalar:, arasinda bir esnek yol vardur.”

seklinde tanimlansin. Bu takdirde R bagintisy bir denklik bagintisidir [6].
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ispat. Her x € X esnek noktasi i¢in xRx dir. Ciinkii
her t € I i¢in f(t) ==z
seklinde tanimlanan
(fago) : (I7TI>E) — (XvTaE/)

esnek sabit fonksiyonu bir esnek sabit yolunu belirtir. Dolayisiyla R bagintisi
yansimalidir. Her 2,y € X esnek noktalar: icin Ry ise Ornek 4.3.1 geregi yRx
olup R bagintis1 simetriktir. Son olarak her z,y, 2 € X esnek noktalar icin xRy
ve yRz ise Ornek 4.3.2 den xRz dir. Yani R bagmtisi gecismelidir. Boylece R

bagintisi bir denklik bagintisidir. O

Tanim 4.3.4. (X, 7, E) esnek topolojik uzay: izerinde yukarida tanimlanan denklik

bagintisina gore denklik sinaflarina (X, 7, E) uzayinin esnek yol bilesenleri

denir [6].

Onerme 4.3.2. (X, 7, E') esnek yol baglantily uzay ise her € € E' i¢in (X, 1)

de bir yol baglantily topolojik uzaydur [6].

Ispat. z,y € (X, 7o) oldugunu kabul edelim.
(xe, E'), (yer, E') € (X, 7, E) esnek noktalardir. (X, 7, E) esnek yol baglantil

uzay oldugundan bir
(f>90) : (IvTIvE) — (XvT’E,)

esnek yolu vardir oyle ki

dir. Boylece Ve’ € E’ igin,
fe: (I, (1r)e) — (X, 7er)

vasitasiyla x den y ye bir yol tammmlanmig olur. Bu da Ve’ € E’ igin, (X, 7./) nun

bir yol baglantili topolojik uzay olmasi demektir. ]
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Bu onermenin tersi dogru degildir. Asagidaki 6rnek bunu agiklar.

Ornek 4.3.3. (X, 71) ve (Y,72) yol baglantils ve ayrik iki topolojik uzay olsun.
Bu takdirde Ey = {e1}, Ey = {ea} i¢in, asaqidaki esnek topolojik uzaylar: insaa
edebiliriz.

{F:El—)P(X)iF(Gl):U, UETl}

{G:E,— P(Y):G(e2) =V, V €}
(XY, &1, E1 U Ey) esnek topolojik uzayini ele alalim. Herhangi bir ¢, €
E1 U EQ Z§Z7’L (X@Y, (7'1 @Tg)el) = (X, 7'1) ve (X @Y, (T1 @Tg)ez) = (Y, TQ)
uzaylary yol baglantily topolojik uzaylar olmasina ragmen (X &Y, 7 & 12, 1 U E»)

bir esnek yol baglantil topolojik uzay degildir [6].

Teorem 4.3.2. Bir esnek yol baglantily uzayin, esnek stirekli dontisum altindaki
gorintisi de esnek yol baglantilidur [6].
Ispat. (X, 7, E') bir esnek yol baglantili topolojik uzay olsun. (Y, 7/, E”) bir esnek

topolojik uzay1 ve

(g 9): (X, 7, EY) — (Y, 7, E")
bir esnek siirekli doniigiim olsun. (yey, E”) ve (Yar, E”), (9,¢) (X, 7, E') goriintiisii-
niin iki esnek noktasi olsun. O halde (xefl , E) , (ngl , E) € (X, 7, E') esnek noktalar1

vardir oyle ki;
b(ey) = e, ¥(e)) =&, g(x) = y,9(T) =7

dir. (X, 7, E') esnek yol baglantili oldugundan bir
(f,o): I, 7, E) — (X, 7, F)

esnek yolu vardir oyle ki
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dir. Buradan
(g,0) o (f,0): (I, 71, E) — (Y, 7', E")

déniigiimi (yey, £”) den (Y, E”) ye bir esnek yoldur. O
Teorem 4.3.3. (1,77, E) esnek birim araligi esnek baglantily uzaydur [6].

Ispat. (I,7;, F) nn esnek baglantih bir topolojik uzay olmadigim varsayalim.
Bu takdirde
(F,E)U(G,E)=(I,71,E)

dir, burada (F, E') ve (G, E) bog olmayan, ayrik iki esnek kiimedir. Her bir e €

i¢in, bog olmayan F'(e),G(e) € (77). esnek kiimelerini secelim. Buradan
Fle)UG(e) =1,F(e)NG(e) = ¢

dir. Buradan (I, (7)) baglantil topolojik uzay olmayip bu bir geligkidir. O

Teorem 4.3.4. Esnek yol baglantily uzay esnek baglantile uzaydur [6].

Ispat. Varsayalim ki, (X, 7, E') bir esnek yol baglantili topolojik uzay olsun ama
esnek baglantili olmasin. Bu takdirde (F, E’) ve (G, E’) gibi bog olmayan, ayrik
iki esnek kiime vardir ve (F, E')J(G, E') = X dir. (X, 7, E') esnek yol baglantih
topolojik uzay oldugundan (z.,E’) €(F,E'), (yo, E')€(G, E') esnek noktalar
i¢in bir

(fyo): (I,71,E) — (X, 7, E)

esnek yolu vardir oyle ki

(,0(61) = 6,1790(62) = 6,27f<0> = l’,f(l) =Y

dir. Teorem 4.3.1 ve Teorem 4.3.2 den; (I, 77, E') bir esnek baglantili topolo-

jik uzay ve (f,¢) (I, 77, ) esnek baglantili topolojik uzaydir. Varsayalim ki;

(Fy, E') = (FLEO(f,9) (I, 71, E)
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(G1 E) = (G, ENN(f,¢) (I, 71, E)

kiimeleri (f, ) (I, 77, E') esnek uzaymnda iki ayrik esnek kiime olsun. Oyle ki
(f.¢) (1,71, ) = (R, EYO(Gy, E)

dir. Bu (f, ¢) (I, 77, F) nin esnek bir esnek baglantih topolojik uzay oldugu gergegi

ile celigmektedir. Dolayisiyla (X, 7, E’) esnek baglantili uzaydir. O

4.4 Esnek Lokal Yol Baglantili Topolojik Uzaylar

Tanim 4.4.1. (X, 7, E') esnek topolojik uzayinda her x € X esnek noktasinin
esnek yol baglantily esnek kiimelerden olusan bir esnek komsuluklar taban: varsa
(X, 7, E") uzayina esnek lokal yol baglantily topolojik wuzay denir. Yani

(X, 7, E") esnek topolojik uzayimin esnek lokal yol baglantily olmasy i¢in
Vo € X ve V(F, A)é]j(x) i¢in 3(G, B) vardir > x€(G, B)C(F, A)
olacak sekilde esnek yol baglantily bir (G, B) esnek komsulugu olmalidur.

Teorem 4.4.1. Bir (X, 7, E) esnek topolojik uzayr esnek lokal yol baglantilidur
gerek ve yeter sart her esnek agik kiimenin esnek yol bilesenleri (X, T, E) esnek

uzayina gore esnek agiktur.

Ispat. (X, 7, E) esnek topolojik uzayr esnek lokal yol baglantih ve (F), A)EX
bir esnek acik kiime olsun. (F, A) nin esnek yol bilegeni C, olmak iizere C, in
esnek acgik oldugunu ispatlayalim. x € C, olsun. X esnek lokal yol baglantili
oldugundan z€(G, B)C(F, A) olacak sekilde z in esnek yol baglantili bir (G, B)
esnek komsulugu vardir. Fakat = i igeren en genig esnek yol baglantili kiime C,
oldugundan z€(G, B)CC, dir. Béylece C, esnek aciktar.

Tersine olarak her esnek acik kiimenin esnek yol bilegenlerinin esnek acgik

oldugunu varsaylim. X in esnek lokal yol baglantili oldugunu gosterelim. x € X
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ve (F, A), x in esnek agik bir komsgulugu olsun. z in (F, A) deki esnek yol bilegeni
(G, B) olmak iizere z&€(G, B)C(F, A) dir, burada varsayimdan (G, B) esnek acik

oldugundan (F, A) esnek lokal yol baglantihidir. O

Teorem 4.4.2. Bir esnek lokal yol baglantily topolojik uzayda esnek acik bir

kiimenin esnek bilesenleri ile esnek yol bilesenleri aynidar.

Ispat. (X,, F) esnek lokal yol baglantil bir uzaymda (F, A) esnek acik kiimesi
verilsin. (F, A) nin esnek bilegenleri ile esnek yol bilegenlerinin ayni oldugunu
gosterelim. (F, A) nin bir esnek bilegeni C,,, C, in bir esnek yol bileseni D, olsun.
Teorem 4.2.1 den C,C(F, A) bir esnek acik kiimedir. Bir esnek lokal yol baglantih
uzayda bir esnek acik kiimenin esnek yol bilegeni esnek acik oldugundan D,CC,
esnek aciktir. Aym zamanda D,CC, esnek kapalidir. Fakat C, esnek baglantih

oldugundan D,=C, dir. Boylece C, esnek yol baglantili bir bilesendir. O]

Bu teoremin iki temel sonucunu ifade edelim.

Sonug 4.4.1. Bir esnek lokal yol baglantily topolojik uzayin esnek bilesenleri ile

esnek yol bilesenlert aynidar.

Sonug 4.4.2. Esnek baglantily ve esnek lokal yol baglantils olan bir topolojik uzay

esnek yol baglantilidar.
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