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SIRADAN TUREVLI DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMUNDE YUKSEK
BOYUTLU MODEL GOSTERILIMI DEGISMEZLIK OLCENI
ENIYILEMESI

OZET

Siradan Tirevli Denklemler (STD), bircok miihendislik ve fizik probleminde
karsimiza en ¢ok c¢ikan matematik modellemelerdendir. Bu denklemler, dogrusal ya
da dogrusal olmayan denklemler olabilmektedir. Bu tez ¢aligmasinda verilen Siradan
Tiirevli Denklemin sayisal olarak ¢6zlimii diger bir deyisle ¢6zlimiin yaklastirimi i¢in
yontemler gelistirilmistir. Oncelikle dogrusal denklemler ele almmmis, daha
sonrasinda ise dogrusal olmayan denklemler i¢in ¢oziim yollar1 gelistirilmeye
calisilmigtir.

Ik olarak gelistirilen ydntemde, Yiiksek Boyutlu Model Gésterilimi'nin (YBMG)
etkinliginden faydalanilmistir. YBMG son 15 yil igerisinde gelistirilmis bir yontem
olup, cok degiskenli iglevlerin daha az sayida degisken iceren islevler kullanilarak
yaklagtirilmas1 diisiincesine dayanmaktadir. Bu amagla ilgili STDin ¢6ziimii i¢in
uygun bir Hilbert Uzayindan segilen taban takimi araciligi ile dogrusal birlestirimi
olarak yazilmakta ve bu birlestirimdeki bilinmeyen katsayillar YBMG degismezlik
Olcenini en biiyilkk yapacak bigimde se¢ilmektedir. Taban islevleri cokterimli
altkesimsel tiliriindedir. Bu ¢alismada sirasiyla birinci, ikinci ve iigiincii dereceden
taban islevleri ile elde edilen yaklastirimlar yapilmistir. STDin gercek ¢oziimiine en
yakin olabilecek bir yaklastirrm islevi elde edilmistir. Ancak gozlemler,
icdegerbicimsel yaklastirimin yakinsama i¢in ¢ok biiyilk ¢aba gerektirecegini
gostermistir.

Sendelenimsizlik Yaklastirnmi bu agamada kullanilarak, sayisal ¢oziimiin hem hizli
hem de olduk¢a iyi bir bi¢gimde yakinsatilmasi basarilmigtir. Sendelenimsizlik
Yaklagtirnrmi son 2 yilda gelistirilen bir yontemdir. Yontem, yiiksek kerteden
baslangic kosullu denklemlere ve sinir deger kosullu denklemlere uygulanmistir.
Diger sayisal yontemlere gore az sayida diiglim noktasi kullanilarak oldukea iyi bir
yaklagtirim elde dilmistir.

Tez caligmasinda ayrica dogrusal olmayan siradan tiirevli denklemlerin sayisal
¢Ozlimii i¢in de yontem gelistirilmeye calisilmistir. Burada yalnizca birinci kerteden
denklemler ele alinmistir. Yiiksek kerteden denklemler ise birinci kerteden denklem
sistemine dontstiiriilerek sistemin ¢6ziimii gerceklestirilebilir. Sayisal ¢oziim igin
YBMG'nden faydalanilmistir. Ortaya ¢ikan dogrusal olmayan denklemler ise cebirsel
olarak Grobner Tabani yontemi ile ¢Oziilmiistiir. Grobner Tabani1 yontemi, var olan
birgok dogrusal olmayan denklemlerin sayisal ¢oziim yontemlerinden daha etkili ve
daha tutarli sonuglar veren bir yontemdir. Ancak Grébner tabani1 yontemi, yiiksek
dereceden cokterimlilerin olusturdugu dogrusalsizliklarda kullanilabilen bir yontem
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oldugundan, bu ¢alismada, c¢okterimli yapidan dolayr dogrusal olmayan STD'in
¢Oziimii gergeklestirilmis ve gergek ¢ozlime oldukga yakin sonuglar elde edilmistir.
STD'in, bagimli degiskenin ¢okterimli yapisindan kaynaklanmayan diger dogrusal
olmayan tiirevli denklemlerinin sayisal ¢ozliimii i¢in Uzay Genisletme yOnteminin
etkinliginden faydalanilmistir. Bu yontemde, siradan tiirevli denklemin sagyani, yani
tiirevsiz kesimi, farkli bilinmeyen islevlerin ikinci dereceden ¢okterimlileri tiirlinden
yazilarak, birinci kerteden siradan tlirevli denklem takimina doniistiirilmiistiir. Bu
denklem takimi, yoneysel yapida yazilarak, sayisal ¢oziimiin Yiiksek Boyutlu Model
Gosterilimi ile degismezlik Olgenleri elde edilmistir. Olusan dogrusal olmayan
denklemler Grobner Tabani ile ¢oziilmiistiir. Bu ¢alismada gelistirilen bu yontemin
ileride yapilabilecek ¢aligmalara taban olusturmasi amaglanmaistir.

Tiirevli denklem takiminin sag yaninda bulunan ikinci dereceden g¢okterimliler, alt
strasayist li¢ olan diziler ile gosterilebilir. Bu durum, coklu dizeylerin kullanimini
gerektirmigtir. Bunun i¢in Coklu Dogrusal Cebir’de bulunan bazi temel kavramlar
tanmitilmigtir. Coklu Dogrusal Cebir'in en 6nemli konularindan biri olan Yiiksek
Kerteden Tekil Deger Ayristirimi kullanilarak verilen ¢oklu dizeyin, bir 6zdiizeyli
yoneyler tiiriinden anlatimi elde edilmistir. Ayristirim sirasinda olusan dogrusal
olmayan denklemlerin ¢6zliimii i¢in Grobner tabanindan yararlanilmigtir.
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OPTIMIZATION OF HIGH DIMENSIONAL MODEL REPRESENTATION
CONSTANCY MEASURER IN THE NUMERICAL SOLUTION OF
ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

SUMMARY

Ordinary Differential Equations (ODE) are amongst the most commonly used
mathematical models in physics and engineering. These equations may be linear or
nonlinear. In this thesis, new methods are developed to obtain the numerical or the
approximate of the solution for Ordinary Differential Equations. Linear equations are
dealt at first and then nonlinear equations are studied.

The first method is based on the use of High Dimensional Model Representation
(HDMR). HDMR is a new concept developed in last 15 years. It is basically depend
on the idea of representing multivariate functions by using less number of variables
including functions. Therefore the numerical solution is written as a linear
combination of functions in the basis set of an appropriately chosen Hilbert Space for
the solution of ODE. The unknown coefficients in this combination are calculated so
that the HDMR constancy measurer becomes maximum. The functions in the basis
set are polynomial splines. In this study, the approximation is achieved via the basis
functions which are polynomials of degree first, second and third. An approximate
function is obtained which is very close to the analytical solution of the problem.
However, observations have shown that spline interpolation requires enormous
efforts for convergence.

In this case, Fluctuationlessness Approximation is used so that the numerical solution
is obtained rapidly and the approximation is quite satisfactorily. Fluctuationlessness
Approximation has been developed in last two years. This approximation is applied
on higher order initial and second order boundary value problems. This method has
the advantage of good approximation although a few number of nodes are used
comparing the other methods.

Furthermore, a method is developed for the solution of nonlinear ordinary
differential equations in this study. However only first order equations are studied
here. Even it seems simple, higher order equations can be transformed to a system of
first order equations by defining some appropriate extra unknowns. HDMR is used
for the numerical solution here. The nonlinear equations obtained during the process
are solved by Grobner Basis. Grobner Basis gives more accurate results than many
existing methods of solving nonlinear equations. Since Grobner Basis is used in
polynomials of any order, the method is developed for Nonlinear Ordinary
Differential Equations where the nonlinearity comes from the higher degree in
dependent variable. The results show very good approximations.
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A method based on Space Extension is developed for the numerical solution of
Nonlinear Ordinary Differential Equations where nonlinearities do not have
polynomial structures. In this method, the right hand side of the equation, which
contains the derivativeless terms, can be written as second degree polynomials of
unknown functions, where appropriate new unknowns are defined in terms of the
original ones as long as the relations of these unknowns to the original ones are
closed under the action of the Lie operator with respect to original unknowns.
Therefore the original problem is transformed to a system of first order differential
equations. This system is expressed as vectors and constancy measurers of numerical
solution are obtained by High Dimensional Model Representation. Nonlinear
equations which occur during the process are solved by Grobner Basis. The method
that is developed in this thesis is aimed as a base for future studies.

The quadratic polynomials that are on the right hand side of the system of the
differential equation can be represented by multiway arrays with three indices. This
situation requires the use of tensors. Therefore basic concepts of Multilinear Algebra
are introduced. Higher Order Singular Value Decomposition, which is one of the
important subjects of Multilinear Algebra, is used to obtain a given tensor as the
outer product of rank one vectors. The solution of nonlinear equations that occur in
the decomposition is established via Grobner Basis.

XVvi



1. GIRIS

Bilgisayarlar olmaksizin siradan tiirevli denklemlerin ¢6ziimii genellikle, ¢oziimsel
(ing: analytic) tlimlevleme yontemleriyle elde edilir. Glinlimiizde uygulamada 6nemli
konumda olan bir¢ok siradan tiirevli denklemin kesin ¢oziimii yoktur. Sayisal
yontemler bu gibi durumlar i¢in giivenilebilecek tek secenektir [1-4]. Bu sayisal
yontemler genellikle bilgisayar kullanimi gerektirdigi icin, bilgisayar Oncesi
donemde, miihendisler arastirmalarinda bir bakima sinirlanmisti. Miihendislerin ve
uygulamali matematik¢ilerin bu zorlugu asmak i¢in gelistirdigi énemli bir yontem
dogrusallagtirmadir. Dogrusal Siradan Tiirevli Denklemlerin uygulamadaki 6nemi,
¢Ozlimsel olarak ¢oziilebilmeleridir. Buna karsilik, dogrusal olmayan denklemlerin
cogunun gercek (ing: analytic) ¢6ziimii yapilamamaktadir. Bu nedenle bilgisayar
oncesi donemde, dogrusal olmayan denklemlerin ¢oziimii i¢in bir yol, onlar
dogrusallagtirmakti  (ing: linearization).  Dogrusallastirma, = miihendislik
problemlerinin ¢6ziimii i¢in degerli bir ara¢ olmasina karsin, bunun yapilamayacagi
ya da yapilsa bile ise yarayamayacagi durumlar vardir. Bu gibi durumlarda sayisal
yontemler, ¢oziimii elde etmek i¢in tek giivenilir segenek olacaktir. Dogrusal Siradan
Tiirevli Denklemlerin sayisal ¢ozlimleri arasinda Euler Yontemi, Heun Yontemi ve
Runge-Kutta Yontemleri siralanabilir. Ancak bu yontemlerde adim biyiikligi
arttirlldiginda yanilgi da (ing: error) artmaktadir. Eger adim biiyiikligi kiiciiltiiliirse
yanilgi biraz daha azaltilabilir. Ancak bu kez de sindirilebilir bir yanilg: diizeyi elde
etmek i¢in biliylik hesaplama g¢abasi gostermek gerekmektedir. Dolayist ile ayni
hesaplama c¢abasinda daha iyi duyarlilik saglayan yiiksek kerteli teknikler

kullanmakta yarar vardir.

Birinci kerteden Dogrusal Siradan Tiirevli Denklem’in sayisal ¢oziimii, uygun bir
Hilbert uzayindan secilen belirli islevlerin (ing: function) dogrusal birlestirilimi
olarak yazilabilmektedir. Bu islevler birbirine dik bir, iki, {i¢ ya da daha yiiksek
dereceden cokterimliler (ing: polynomial) ya da dik cokterimli yapida altkesimsel
(ing: spline) islevler olabilmektedir. Bu dogrusal birlestirimdeki bilinmeyen
katsayilar, tiirevli denklemin baslangi¢ ya da smir kosulu ile birlikte incelenen

araliktaki ara noktalarda c¢okterimlinin derecesine gore kendisinin ve tiirevlerinin



stireklilik kosulunu saglayacak bigimde olusturulmaktadir. Bu katsayilar1 belirlemek
icin Yiiksek Boyutlu Model Gosteriliminden (YBMG) yararlanilmaktadir. YBMG,
belirli bir agirlik islevinde verilen c¢ok degiskenli bir islevin daha az sayida
degiskenin kullanildig1 islevlerin toplami olarak yazilmasi yontemidir [5-16].
YBMG’nin islevin yapisina bagli olarak bir¢ok tiirii bulunmaktadir [17-27]. Burada
asil igleve yaklastirimin (ing: approximation) niteligi, kullanilan islevlerin boy (ing:
norm) karelerinin asil islevle olan oranlari ile dlgiilmektedir [28]. Bu oranlardan en
onemlisi degismezlik Olgeni olarak adlandirilan biiyiikliiktiir. Degismezlik 6lgent,
asil iglevin bir degismez terim ile yaklastirimimin niteligini 6lgmektedir [29]. Bu
deger istenilen duyarlilikta 1’e¢ yakin ise yaklastirrmin iyi oldugu soOylenebilir.
Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi ayrintili olarak Boliim 2°de verilmektedir. Bu tez
calismasinda, elde edilen sayisal ¢Oziimlerin yaklastirimlarinin  niteligini

gozlemlemek i¢in gergek ¢oziimii bilinen drnekler tizerinde uygulamasi yapilmustir.

YBMG ile yapilan yaklastirimda, taban islevlerinin derecesi ve kullanilan nokta
sayist arttikca istenilen yakinsamanin saglanmasi i¢in oldukca ederli bir hesaplama
gerekmektedir. Bu durum, yeni bir yontem gelistirilmesine neden olmustur. Bu
noktada yeni gelistirilen bir yaklastirim olan Sendelenimsizlik Yaklagtirimi (ing:
Fluctuationlessness Approximation) kullanilmistir. Sendelenimsizlik Kanitsavina
gore, sendelenimsizlik limitinde uygun bir Hilbert uzayindan alinan bir islevin
cebirsel iglecinin (ing: operator) dizey gosterilimi, bagimsiz degiskenin dizey
gosteriliminin bu iglev altindaki goriintlisiine esit olmaktadir [30-37]. Bu tez
calismasinda, isleneni (ing: operand) uygun Hilbert Uzayindan alinan iglevlerin
belirli noktalardaki degerleri ile carpan islecler ele alinmistir. Bu isleglerin dizey
gosterimleri kullanilarak Siradan Tiirevli Denklemlerin sayisal ¢oziimii i¢in yontem
gelistirilmesine gidilmistir. Sendelenimsizlik Yaklastirimi ve Siradan Tiirevli
Denklemlerin bu yaklagtirim ile sayisal c¢oziimleri ayrintili olarak Bolim 3’te
anlatilmaktadir. Burada hem baslangic hem de smir deger kosullarini igeren
denklemler incelenmistir. Yontemin yaklagtirnm niteligini 6lgmek ve karsilagtirma
yapabilmek icin gercek ¢Oziimii bilinen denklemler alinmis ve gercek ¢oziimiin
Maclaurin seri acilimi yapildiginda katsayilarinin, sendelenimsizlik yaklastirnminda

elde edilen katsayilar ile karsilastirilmasi yapilmaistir.

Tiirevli denklemlerin diger 6nemli kolu olan ve fizik ve miihendislikte matematiksel

modellemelerde karsimiza biiyiik bir oranda ¢ikan tiirii Dogrusal Olmayan Siradan



Tirevli Denklemlerdir [38]. Dogrusal olmayan denklemlerin gercek ¢oziimii bazi
durumlarda olduk¢a gilic olmakta, bunun da otesinde bulunamayabilmektedir.
Glinlimiizde hala ¢oziimii gerceklestirilememis denklemler bulunmaktadir ve bilim
ilerledik¢e bu tiir denklemlerin sayisinin artacagi sdylenebilir. Bu durumda gergek
¢Oziime yakinsama saglayacak 0Ozellikte sayisal yontemler gelistirilmistir. Bu
yontemler arasinda Riccati denklemleri, Bernoulli denklemleri, Tam denklemler
(ing: Exact equations), Tam olmayan denklemleri tiimlevleme carpanlar1 ile (ing:
Integration Factors) tam denklemlere doniistiirme sayilabilir. Otonom denklemler ise
degiskenlerine ayirma (ing: separation of variables) yontemi ile dogrudan
tiimlevleme (ing: direct integration) ile ¢oziilebilmektedir. Daha yiiksek kerteden
denklemlerin ise bir kesiminin ger¢ek ¢oziimii bulunmakta ve bu denklemler i¢in
daha cok nitel bir ¢oziimleme (ing: qualitative analysis) yapilmaktadir. Bunlar
arasinda Hamilton sistemlerindeki korunan biiyiikliiklerin incelenmesi, Taylor
acilimi ile dogrusallastirma, ¢6zliimii kolaylastirmak i¢in degisken degistirme
yontemi, Saptirim (ing: Perturbation) yontemi sayilabilir. Sayisal ¢oziimlerde ise
karstmiza c¢ikan en Onemli sorun, yakinsamayi saglayabilmek adina islem
karmagikliginin artmasidir. Kimi zaman da kullanilan yontem sadece belirli
denklemler icin ¢6ziim saglayabililir. Her yeni gelistirilen yontem bu sorunlarin

tyilestirilmesine yonelik veya biitiiniiyle degisik bir yol izlemektedir.

Bu tez calismasinda Dogrusal Olmayan Siradan Tiirevli Denklemlerin sayisal
¢coziimii i¢in Yiiksek Boyutlu Model Gosteriliminin etkinliginden yararlanilmistir.
Sayisal ¢6ziim, uygun Hilbert Uzayimin ikinci dereceden birbirine dik ve boylar1 bir
olan taban islevlerinin dogrusal birlestirilimi olarak Ongoriilmiistiir. Bilinmeyen
katsayilar ise degismezlik Olcenini en biiylik yapacak bigimde olusturulmaktadir.
Ancak bu katsayilar hesaplandiginda siradan tiirevli denklemin yapisindan dolay1
olusan dogrusal olmayan denklemlerin ¢6ziimii Grobner Taban Yontemi ile
gerceklestirilmistir  [39-41].  Grobner Tabani, Buchberger Algoritmasi ile
hesaplanmaktadir [42-44]. Bu tabandaki ¢okterimliler, degisken sayis1 her
denklemde birer artarak siirmektedir. Bu c¢okterimliler, ikili olarak bulunduklari
taban kiimesinin modiiliine gore sifira esit olmaktadir. Bu sistemdeki bilinmeyenler,
bir onceki denklemde bulunan degiskenin bir sonrakinde yerine konmasiyla elde

edilirler [45-51]. Buchberger Algoritmasi ve Grobner Tabani1 Boliim 4’te ayrintili bir



bicimde anlatilmis olup bazi Dogrusal Olmayan Siradan Tirevli Denklemlere

uygulamasi gergeklestirilmistir.

Dogrusal Olmayan Siradan Tiirevli Denklemler, sag tarafi yani tlirevsiz kesimi,
bilinmeyen bagimhi degiskenlerin ikinci dereceden c¢okterimlileri tiiriinden
yazilabilir. Bu yontem Uzay Genisletme yontemidir. Bu yontemde yeni bilinmeyen
islevler ile onceki bilinmeyenler arasindaki baginti, eski bilinmeyenlere gore Lie
isleci altinda kapali oldugu siirece, bu yeni islevler tanimlanabilmektedir [52-55].
Uzay Genisletme Yonteminden elde edilen denklemler, birinci kerteden dogrusal
olmayan siradan tiirevli denklem takimi olusturmaktadir. Denklem takiminin ¢6ziimii
icin YBMG ve Grobner tabanindan faydalanilmistir. Bu yapilanlar Bolim 5°te

anlatilmistir.

Boliim 6’da Coklu Dogrusal Cebir (ing: Multilinear Algebra) ve Yiiksek Kerteden
Tekil Deger Ayristirnmina (ing: Higher Order Singular Value Decomposition) yer
verilmistir. Coklu Dogrusal Cebir, 6geleri ikiden fazla gosterilen ¢oklu dizeylerin
cebiridir [56-57]. Coklu Dizeyler (ing: Tensor), miihendisligin bir¢ok alaninda
kullanilmaktadir [58-63]. Ozellikle de Yiiksek Kerteden Tekil Deger Ayristirrminin
son yillarda kullanimi oldukga artmistir [64-69]. Bu bolimde ti¢ilincii kerteden, iki ve

tic boyutlu iki modelin ayristirimi yapilmastir.

Tez ¢alismasinda elde edilen sonuglar ayrmtili olarak Sonug ve Oneriler bdliimiinde

verilmektedir.



2. YUKSEK BOYUTLU MODEL GOSTERILiMi

Cok degiskenli islevler, degisken sayilar1 1000 ya da 1000000 gibi yiiksek degerlere
¢iktigl zaman gereginden ¢ok sorun yaratmaktadir. Ustelik bazi durumlarda 10 bile
degisken sayis1 icin yiiksek bir deger olabilmektedir. Bu durum, giiniimiiz
bilgisayarlarinin bellek ve hiz siirlamalarindan kaynaklanmaktadir. Bilgisayar
uygulayimbiliminin (ing: technology) basdondiiriicli hizda gelismesine karsin, bellek
ve calistirma zamani her zaman {istten sinirli kalacak gibi gériinmektedir. Bu nedenle
bilgisayarlara dogrudan buyruk dizileme (ing: programming) yapmaktansa, buyruk
(ing: program) yazmadan 6nce matematiksel olarak iyi ve verimli bir ¢ok degiskenli
islev gosterilimi yapilmalidir. Bu durum biliminsanlarini, bagimsiz degiskenlerin
sayist sonsuza gittiginde verimliligi en yiliksek olan bir c¢ok degiskenli islev
gosterilim yontemi gelistirmeye itmektedir. Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi
(YBMG) bu ozellikleri tasimaktadir. Bu ydntem ilk olarak Sobol tarafindan

tasarlanmustir [5].

f (xl,...,xN) ile simgelenen ¢ok degiskenli bir islev ele alinirsa, bu islevin Yiiksek

Boyutlu Model Gésterilimi (YBMG) asagidaki bicimde yazilabilir.

f(xl,...,xN)EfO+Zfi(xi)+ Z fii (xil,xl.z)+---+ ey (X0 xy) @.1)

5=
i <iy

Burada esitligin sol tarafindaki f (xl,...,xN), N bagimsiz degiskenli islev, esitligin

sag yanindakiler ise f, degismez terim, f,.(x[) ’ler tek bagimsiz degiskene bagl

terimler, f;

ip 0y

(xl.l,xiz)’ler iki bagimsiz degiskene bagli terimler ve bu bicimde

giderek artan sayida bagimsiz degiskene bagl terimler olarak adlandirilmaktadirlar.

Esitligin sag yaninda 2" sayida bilinmeyen terim bulunmaktadir. Yukaridaki esitlik
degismez terimin ardindan kesilirse, verilen ¢ok degiskenli isleve yaklastirim olarak
ortalama bir deger {iretilmis olur. Eger tek degiskene bagli terimlerden sonra kesme
yapilirsa, o zaman ¢ok degiskenli iglevin degiskenlerin iizerindeki bagimliligi,

yaklagik olarak, toplamsal bir bigimde ayr1 ayr1 anlatilmis olur. Dolayisiyla YBMG



aslinda bir bol ve yonet algoritmasidir. (2.1) esitliginin sag yanindaki YBMG
bilesenlerini belirlemek icin bazi kurallarin konulmasi gerekmektedir. Bunlar
timlevleme altinda sifirlanma durumlaridir (ing: vanishing under integration) ve ilk
olarak da Sobol'un yazisinda verilmistir. Burada tiim agirliklar birim agirlik ve aralik
da [0,1] olarak alinmistir. Bu esitliklerin daha gelismis bigcimleri ise ilk olarak Rabitz

tarafindan 6nerilmis ve kullanilmistir [6-16]. Bunlar asagida verilmektedir.
I:’ dx,w;, (xj)filn_ik (xil seeen X, ) =0, x;¢€ {xil ,...,xik}, 1<j,k<N (2.2)
Burada w;, (x j) , asagida tanimlanan YBMG toplam agirlik islevinin j. carpani

olmaktadir.

w(xl,...,xN)E ;

A:2

w,(x_/.>, x_/e[aj,bj], I<j<N 2.3)

Jj=1
Herbir w, (x ; ) agirlik islevi (ing: weight function), ilgili [a j,bj] araliginda asagidaki

bicimde olaganlastirilmaktadir (ing: normalization).
b./' .
[Mdxw,(x,)=1, 1<j<N 24)

(2.2), (2.3) ve (2.4) sirasayili esitliklerde verilen kosullar, (2.1) esitliginde yer alan
f (xl,...,xN) islevinin sag yanindaki YBMG bilesenlerini essiz bir bigimde

belirlemek icin yeterlidir. Bunlar1 kullanarak asagidaki degismez, tek degiskenli ve
iki degiskenli YBMG bilesenleri elde edilebilir.

b by
Jo =Ll dx, -..LN dew(xl,...,xN)f(xl,...,xN) (2.5)

b,

b by i+1
fi (xi) = J‘ul dxl W ('xl ) a a) dxi—lwi—l (xi—l) a dxi+1Wi+1 (xi+1 ) a (2.6)

x.[::’dewN(xN)f(xl,...,xN)_ﬁ” {<i<N

oy b
fil,fz (‘x[la‘xiz)_J.al x1W1(x1)“' 0 xi,—lwz‘]—l(xil—l)

b, b.
i+l -1
X dxi1+lwil+l (xil+l ) a dxiz—lwiz—l (Xiz—l )
a[1+] aiz—l (2 7)

bi +1 bN
X ‘21 dxi2+lwi2+1 (xiz“).“J.aN dewN (xN)f(xl,...,XN)
in+ N

a

—fi(x)= 1, (%) for 1Si<i, <N



Diger YBMG bilesenleri de yukaridaki yapilardan yararlanilarak olusturulabilir.
Tiimlevleme altinda yok olma ya da sifirlanma durumu, bilesenler aras1 diklige (ing:
orthogonality) karsilik gelmektedir [28]. Bu durum ve asagida yer alan tiimlevler ile
diklik esitlikleri yazilabilir.

b by
J.al dxl ”.J.aN deW(xl""’xN)f;liz~--ik (xil "”’xik )‘fjl./r--.//r (x-/l ’”.’xj/ ) =0
{isesip} £ {Jiseen Ji )y 1<0<--<i <N, 1<) <--<j, <N

2.8)

Boylece iggarpim (ing: inner product),
(filiz...ik ’fjljz--.J«; ) = J:l dx, Jj: dew(xl,...,xN)filiz.'_ik (xl.l s X )fju'z.--ﬁ (le,...,xjﬁ)

1<i<---<i, <N, 1<j,<---<j, <N, 1<k,/<N 2.9)
yapisinda tanimlanabilir. Buna gore boy (ing: norm) kare,

Hfiliz...ik 2 = (filiz.“ik afiliz...ik )’ I<iy<--<i <N, 1<k<N (2.10)

olarak werilebilir. Bu boy tanimi ve YBMG bilesenlerinin diklik 6zellikleri
kullanilarak (2.1) sirasayili esitligin her iki yaninin boy karesi alindiginda asagidaki

esitlik elde edilmektedir.

I =l + 200+ 2 |,

L=

2
toeet ”flzzv ”2 (2.11)

iy iy =
i <iy

Bu esitlik, bir YBMG kesme yaklagtiriminin niteliginin 6l¢iilebilecegi anlamina
gelmektedir. Eger yaklastirim degismez terimde kesilirse buna Degismez Yaklastirim
denir. Eger yaklagtirnm, degismez terimi ve YBMG'nin tek degiskenli bilesenlerini
iceriyorsa buna Tek Degiskenli Yaklastirim, degismez terim yanisira tek degiskenli
ve iki degiskenli bilesenleri de kapsarsa bu yaklastirima Iki Degiskenli Yaklastirim
denilmektedir. Bu bicimde daha yiiksek kerteden yaklastirimlar da tanimlanabilir. Bu
yaklastirrm tanimlari asagidaki Toplamsallik Olgenlerini (ing: Additivity Measurers)

tanimlanmasini saglamaktadirlar.



] f” lefll

VT S 2.12)

Burada o, ’a Degismezlik Olgeni (ing: constancy measurer) ya da Sifirme1 Kerteden
Toplamsallik Olgeni (ing: zeroth order additivity measurer) adi verilir. Genel olarak

0, ’ya, (1< k < N)olmak iizere k. Kerteden Toplamsallik Olgeni denir. Bu élgenlerin

timii O ile 1 arasinda deger alirlar ve aralarinda asagidaki siralama iliskisini

saglarlar:
0<o,<0,--<0, =1 (2.13)

Yukarida sozedilen YBMG kesmeleri daha agik bir bigimde asagidaki tanimlarla

verilebilirler.
S, (xl,...,xN):fO,
8, (X5ee s Xy ) =8, (xl,...,xN)—i-Zfi(xi),

(2.14)

e (X0 Xy ) =8 (X0 xy )+ Z fil__,l.k(xil,...,xik), I<k<N

il =1,
Iy <+ e<iy

Bu tanimlarla YBMG (2.1) esitligi ile verilmis f'(x,...,x, ) islevinin . Kerteden

Toplamsal YBMG Yaklastirimi asagidaki bi¢imde anlatilabilir.

f(xl,...,xN)zsk(xl,...,xN) (2.15)

Toplamsal YBMG yaklastiranlarinin boylar1 asagidaki esitligi saglarlar.

s [l 1= o 0<k<N (2.16)

Toplamsal YBMG Yaklastiranlari'nin niteligi, YBMG'ne taban olan ¢ok degiskenli
islevin yapisina baghdir. Eger asil islev bir degismezse o zaman s, tam olarak o

isleve esit olur. Ama asil islev degismez bir terim yanisira her biri degisik bir

degiskene bagl islevlerin toplami ise, o zaman s, asil islevle tam olarak eslesir.



Benzer durum yiiksek kerteden Toplamsal YBMG Yaklastiranlari i¢in de gegerlidir.

Bu durum asagidaki 6rnek islev i¢in de kanitlanabilir.
F(xpenxy)=(x+...4xy)", 0<m<oo (2.17)

Burada m =0 durumunda islevle tam olarak eslesmektedir. m =k oldugunda ise

ancak s, yaklastiran1 ve ondan daha yiiksek kerteden olan yaklastiranlar asil islevle

eslesmektedir. Goriildigli gibi m arttikca asil islevle eslesen toplamsal YBMG
yaklastiraninin kertesi de artmaktadir. Yani m > N oldugunda yalnizca YBMG'nin
biitlinii asil islevle eslesebilmektedir. Bu da YBMG'nin kendisi disinda tiim
kesmelerin sayisal yanilgi iceren yaklastirimlar olusturacagi degismez bilesen ile tek
degiskenli ya da bir ¢ok uygulamalarda devreye sokulmasi yeglenebilen iki
degiskenli yaklagtirnmlarda yiiksek duyarlilik beklenemeyecegi anlamina
gelmektedir. Bu durum, kesme yaklastirimlart icin YBMG'nin toplamsal yapisinin

yetersiz oldugu durumlarin ger¢ekten varoldugu yargisina gotiirmektedir.

Asagida her biri degisik tek degiskenli islevlerin carpimina esit olan ¢ok degiskenli

bir islev bulunmaktadir.

f(xl,...,xN):Huj(xj) (2.18)

Jj=1

Bu islev icin YBMG bilesenleri agagida verilmektedir.

(2.19)
Jro (%%, )= 1; [ugx ) ll[u’{x& ) 1], 1<i <i, <N,
ui] uiz
u, ise
u; = Ib dxu,(x), 1<i<N 2.20)

biciminde tanimlanmaktadir. Eger, (2.19) ile verilen bilesenler 6zenle incelenecek
olur ve de Olgenlerin sayisal degerleri 6rnekler iizerinde sinanacak olursa bu islev

i¢in toplamsal kesmelerden etkin bir bigimde yararlanilamayacagi, iyi bir yaklagtirim



icin ¢ok sayida bilesenin, neredeyse YBMG'nin tiimiiniin alinmasinin gerekecegi
ortaya c¢ikar. Eger iyice diisiliniiliirse bu durumun asil islevin biitiiniiyle ¢arpimsal
yapida olmasindan ve aricarpimsal bir yapiin toplamsal bir gdsterilimden
kesmelerle yaklastirilamayacagi dogalligindan kaynaklandigi goriiliir. Dolayisiyla,
toplamsal olan YBMG yerine ¢arpimsal nitelikleri olan bagka bir gosterilim

olusturmanin yerinde olacagi ortaya cikar. Boylece asagidaki yap1 ongoriilebilir.

N

f(x,nxy) =1, hﬁ(ljtril (xil))} ilj[l(1+l;li2 (xl.],xl.z)) Xoen -

i <iy

X[l RPNy (xl""’ Yy )]

Buradaki r bilesenleri, bu anlatimin, igerdigi carpimlarin gerceklestirilerek, toplamsal
bir yapiya acilmasi ve elde edilen yapmin YBMG ile karsilastirilmast sonucu
YBMG'nin f bilesenleri tiiriinden anlatimlarla yazilabilirler. Ayrintilara girmemekle
birlikte, burada, & de8iskenli » bilesenlerinin en ¢ok k degiskenli f bilesenlerine denk
olan YBMG bilesenlerini igerecegi sdylenebilir. Bu nedenle eger ¢ok degiskenli bir
islev her biri degisik bir bagimsiz degiskene bagli tek degiskenli islevlerin bir
carpimi ise, o zaman bu islevin kesin anlatimi (2.21) anlatimindaki 7, ve onu izleyen

ilk N carpan kullanilarak elde edilebilir. Bu da, degismez ve tek degiskenli YBMG
bilesenlerinin toplamsal gosterilimde ¢arpimsal bir islevi tam olarak anlatmakta
yetersiz olmalarina karsin, degismez ve tek degiskenli » bilesenlerinin, asil islevi
carpimsal yaklastirnmda anlatmakta yeterli oldugu anlamina gelir. Buradan toplamsal
ya da toplamsalligi baskin olan islevlerde toplamsal kesmelerle, ¢arpimsal ya da
carpimsallig1 baskin olan iglevlerde ise carpimsal kesmelerle is gorerek yaklastirim
etkinligi  saglanabilecegi  anlagilmaktadir. (2.21) ile verilen anlatima
Carpimsallastirilmis Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim (CYBMG) (ing: Factorized
HDMR) adi verilmektedir. Bu esitlikteki & degiskenli ¢arpanlardan sonraki terimlerin

yerine 1 almarak olusturulan kesme yaklastiranlar, p,(x,,...,x,) olarak

gosterilmektedir ve k. kerteden CYBMG Yaklastiran1 denilmektedir. Eger asil islev
toplamsal ise o zaman YBMG, karsit durumda carpimsal bir yapida ise isleve

yaklagtirim olugturmak i¢in CYBMG kullanilmaktadir [17-20].

Yukarida belirtildigi gibi YBMG ve CYBMG, tam ya da olabildigince tama yakin,

sirastyla, toplamsal ve carpimsal islevlerde iyi caligmaktadir. Ama bazi
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uygulamalarda ne toplamsal ne de ¢arpimsal olmayan bir yapiya karsilik gelen ara
diizeyde bulunan islevler sézkonusu olabilir. Bu durumlardaki melez yapilar icin de
ayr1 bir yiiksek boyutlu model gosterilimi gelistirilmesi gerekmektedir. Bu yap,

asagidaki 6zdeslige dayanarak gergeklestirilir [21-23].
f(xexy)=af (x,..oxy)+(1-a) f(x,....xy) (2.22)

Burada sag yanda yer alan ilk terimdeki f(x,,...,xy)’i bir toplamsal YBMG
yaklagtiraniyla, son terimdeki f (xl,...,xN) ’1 1se bir CYBMG yaklastiran1 ile yer
degistirerek  f (xl,...,xN) islevine, asagida verilen, melez bir yaklastirim

olusturulabilir.

f(xl,...,xN)zhjk, 0<j,k<N,
h, =as, (xl,...,xN)+(1—a)pk (xl,...,xN) (2.23)

Buradaki /,, biyiikligine f(x,,...,xy) islevine (k). kerteden Melez YBMG

Yaklagtiran1 (MYBMG) (ing: Hybrid HDMR) denir. Tanimda goériinen a sayilinin
(ing: scalar) degeri YBMG ve CYBMG'nin yaklastirima ne kadar katkisi oldugunu
belirtmektedir. Bu nedenle a’ya Bileske Degistirge (ing: parameter) ya da Melezlik
(ing: hybridity) Degistirgesi adi verilmektedir. o’nin en iyi yaklasgtirnm verecek
bicimde se¢ilmesi asil islevden yaklastiranin ¢ikarilmasiyla elde edilen islevin boy

karesinin eniyilenmesiyle (ing: optimization) gerceklestirilir.

YBMG ve onun tiiretilmis uyarlamalar1 olan CYBMG ve MYBMG'de tiimeyaygin
(ing: global) agirlik islevi w(xl,...,xN), herbiri degisik bir bagimsiz degiskene

bagimli olan N agirhik carpan islevinin ¢arpimi olarak alinmaktadir. Boyle
yapilmazsa, bilesenlerin saptanmasinda tutarsizliklar olusmakta ve essiz nitelikte bir
saptama kurali olusturulamamaktadir. Bu gercekten de biiyiik bir kisitlamadir ve
uygulamalarda karsilasilan daha genel durumlar i¢in de gegerli olabilecek bir YBMG
tiriiniin  gelistirilmesini saglamistir. Bu durum Genellestirilmis Yiiksek Boyutlu
Model Gosteriliminin (GYBMG) (ing: Generalized HDMR) ana disiincesini
olusturmaktadir. Bu amagla, carpimsal olmayan asil agirlik islevi, carpimsal bagka
bir agirlik islevi araciligiyla saptamalara sokulmakta ve tutarsizlik ortadan
kaldirilmaktadir. Ancak buna karsin bilesenlerin saptanmasi i¢in tliimlev (ing:

integral) denklemleri elde edilmektedir. GYBMG bilesenlerini olusturduktan sonra
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CYBMG ve MYBMG yaklastiranlarin1 bu bilesenlerden olusturarak yaklastirim
cizemleri (ing: scheme) yapilandirilabilmektedir [24].

Bazi1 denklemlerde bagimsiz x,,...,x, degiskenlerinin yaninda baska degiskenler de
bulunabilmektedir. Yaklastirilmas: istenen islev u(xl,...,xN,t) ile simgelenirse, o
zaman buradaki ¢ degeri YBMG degiskeni degil ama bir degistirge olarak
diisiiniilmektedir. Burada yine u(xl,...,xN,t) islevi icin YBMG bilesenlerini ¢-
bagimli olarak saptanabilmektedir. Bu yonteme Degistirgesel Yiiksek Boyutlu Model

Gosterilimi ya da (DeYBMG) (ing: Parametric HDMR) denilmektedir [28].

Goretiirevlt  (ing: Partial Differential) denklemlerde, ¢6ziimlerinin YBMG
acilimlarinda, bilinmeyen YBMG bilesenlerinin siradan ve tiimlev-tiirevli (ing:
integral-differential) denklemleri elde edilir. Eger YBMG'de ¢ gibi bir degistirge
bulunursa o zaman tek degiskenli agirlik islevlerinin goretiirevli (ing: Partial
Differential) denklemlerinde evrimsel yapilar dogmaktadir. Bu bi¢imde olusan
YBMG tiiriine de Evrimsel Yiiksek Boyutlu Model Géosterilimi (EYBMG) (ing:
Evolutionary HDMR) denilmektedir [28]. Ayrica Trigonometrik Dontisiimlii YBMG
(ing: Trigonometric Transformation HDMR [25] ve Logaritmik YBMG (ing:
Logarithmic HDMR) [26,27] diger YBMG tiirleri arasinda sayilmaktadir.

2.1 islevlerin YBMG Kullamlarak I¢degerbicimsel Yaklastirimlar

Burada Yiiksek Boyutlu Model Gosteriliminden yararlanarak, sinirli sayida noktada

degerleri verilen islevler i¢in igdegerbigimsel yaklastirimlari gerceklestirilecektir.

2.1.1 Birinci dereceden icdegerbicimsel yaklastirim
Verilen n farkli diigiim noktas1 x, <---<x,  <x, ig¢in, her bir I, =[xk,xk+l),
(1 <k< n—l) araliginda asagidaki dogrusal taban islevleri olusturulabilir. Burada,

k=n-1 oldugunda I,_, =[x,_,,x,] olacagi 6ngériilmektedir.

()= 0, xel, 594
Uy (X)) = 7 (x—x,), xel,’ (2.24)
0, xel,
— 2.2
ok () {ak(x—xk)+,6’k, xel, (2.25)
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Burada tanimlanan dogrusal taban islevleri birbirlerine dik olup boylar1 1 olacak

bicimde yapilandirilmalar1 gerekmektedir. Yani,

(yystiney) =1, 1<k<n-1, (2.26)
(st ) =0, 1<k<n-1, (2.27)
(ot ) =1, 1<k<n-1, (2.28)

esitlikleri saglanmaktadir. Iki islevin i¢ carpimu bilindigi iizere

(f.8)=] " dow(x)/ ()g(x) (2.29)

anlatimiyla verilir. Burada w(x), agirlik islevini gostermektedir. Bu agirliga gore

beklemler (ing: moment), asagidaki esitliklerle tanimlanir.

m" = Lk dxw(x)(x—x,)’,

m" = Lk dxw(x)(x—x,)',

mék) = Lk dxw(x)(x—x,)’ (2.30)

iy, (x) ve uy, (x) islevlerindeki y,, a, ve B, katsayilari sirasiyla (2.26), (2.27) ve

(2.28) sirasayili esitlikler kullanilarak bulunur. Buna gére

* dxow(x) (uyy, (x)) =1, 1<k <n-1 2.31)

Xk

ozelligi kullanilarak

Xkl

| dxw(x) (7, (x=x,)) =1, 1<k<n-1 (2.32)

yazilabilir. y; degismez bir deger oldugu igin tiimlev digina alinabilir.

Xkl

v: dxw(x)(x—xk )2 =1, 1<k<n-1 (2.33)

Xk

X, 2
Burada j dxw(x)(x—x,) =m}" oldugundan

/ 1
Vi = —H° 1<k<n-1 (234)
m,

sonucuna vartlir. Dolayisiyla, u,,_, (x) taban islevleri
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0, xel,

Uy, (x) = 1 (2.35)
2 o (x=x), xel,

2

yapisinda elde edilmis olurlar.

u,, (x) islevlerinin yapisindaki ¢, ve p, katsayilarmin hesaplanmasi i¢in (2.27) ve

(2.28) sirasayili esitlikler kullanilmaktadir. (2.27) sirasayili esitlikten

(u2k—1 a”zk) = I: dxw(X)uy;, ()i, (x) =0

=] (), [ D (x=x.) (@ (x=x,)+5)=0 (2.36)

(2.28) sirasayili esitlikten ise

(yy 11y ) = J::M dxw(x)(a, (x—x,)+B,) =1
- j dxw(x )y, (X, (x), 1<k<n-1 (2.37)

elde edilir. Bu olusan iki esitlik ve daha Onceden tanimlanan beklemler (ing:

moment) kullanilarak

(k)

\/m (k) \/mék)m;k) m)y? (2.38)
m®
B = N \/mg“m;") s (2.39)
sonuglarina ve dolayisiyla
0, xel,
uy (x)=91  m(x—x)-m" (2.40)

[, (k) () xel,
\/mz \/mo m, (m1 )

sonucuna varilmaktadir. 7/, araligindaki s,(x) ile simgelenen dogrusal
icdegerbi¢imsel (ing: interpolation) yaklastirani (ing: approximant)
8, () =y Uy (X)+Cyptty, (X) (2.41)

dogrusal birlestirimiyle verilebilir. Bu durumda, /, ’larin birlesimi olan tiim aralikta,

n tane diigiim noktasindan gecen dogrusal i¢cdegerbicimseli s(x) olarak gosterilirse,
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8(x) = ey (X) + o1y (X) +-+- 3ty 5 (X) + €y, 5y, 5 (X) (2.42)
yazilabilir. (2.41) denklemindeki ¢,, ; ve c¢,, bu an i¢in belirsiz degismez katsayilari

simgelemektedir. Bu katsayilar1 bulmak i¢in ise icdegerbigcimsel yaklastirimin

yapisinda bulundurmasi gereken 6zellikleri olan

se ()= (%) =y,

$e (X)) = (X)) =Y, 1Sk<n-1 (2.43)
esitlikleri kullanilir. Bu esitliklerden ¢, , (1<k <2n-2) katsayilari goziilecek olursa

k (k
ml( )(xk — X)W +m2 )(yk ~ Vin)

mék) (xk _xk+1)

Bl 2

\/mo m, )

= "y, (2.45)
‘)/\/m

sonuclarina varilmaktadir. Buna gore altkesimsel i¢cdegerbicimsellerin de asagidaki

(2.44)

Cor1 =

G

anlatimlarla verilebilecegi ortaya cikar.

g (x)_ ml(k) (x xk+l)yk +m§k) (y _yk+l)u (x)
k - 2k-1
I (x = x,..)
(2.46)
\/m(()k)mék) (k))
o Vil (X)
m,

S(x) islevinin YBMG bilesenleri, s(x) yalnizca tek bir bagimsiz degiskene bagh
oldugu i¢in, degismez terimi f;, ve tek degiskenli islev olan f,(x) ile belirlenecektir.
Degismez bilesen

= J:r dxw(x)s(x) (2.47)
anlatimiyla verilmekte, f,(x) ise

H(x)=s(x)= 1, (2.48)
yapisinda bulunmaktadir. f, ve f’in boy kareleri asagidaki bicimde

hesaplanmaktadir.
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A = )= [ oot (1)

) i , (2.49)
IAI = (A1) =] dow@) ()
Boylece s(x) islevinin boy karesi de
Is” =171 + 1A (2:50)

olarak elde edilir. s(x) islevi, tek bagimsiz degiskene bagli oldugu i¢in toplamsallik

Olcenleri sifirinct ve birinci kertedendir (ing: order).

1
O, W”foz’

L @2.51)
o =— Al +o

sl

Buna gore o, =1 olmaktadir.
Bir 6nceki anlatimda s(x) islevinde bulunan ¢, katsayilari, beklemler (ing: moment)
ile elde edilmisti. Bu boliimde ise agirlik islevi agik bir bigimde hesaplanarak c,

katsayilarinin hesaplamasi yapilacaktir.
Verilen n 6geli {(xl, 1)5(x2,2,),. (%0, )} dizisinin bu noktalardan gegen

dogrusal altkesimlerini olusturmak igin herbir 1, :[xk,xk+l), (I<k<n-1)

araliginda asagida dogrusal, birbirlerine dik ve birimboylu taban islevleri

tanimlanmaktadir.
0, xel
u2k—1 ()C) = { g >
7 (x=x,), xel,
(2.52)
0, x¢l,
Uy (x) =
a,(x—x)+p,, xel,

Araliklarda, k=n-1 oldugunda / | :[x X ] taniminin gegerli oldugu gozardi

n—-1°>""n

edilmemelidir. y, , &, ve p, degerleri bir 6nceki anlatimda elde edilmistir.

1
7k_ mék)a
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(k)

(k) (k). (k) (k)
\/mz \/mo my —(my )

(k)

(k) (k) (k) (k)
\/mz \/mo my" —(m )

(2.53)

Burada yer alan beklemleri (ing: moment) belirlemek icin ilk olarak agirlik islevi
olan w(x) degerinin tanimlanmas1 gerekmektedir. Agirlik islevi, kolaylik acisindan,

degismez secilmekte, yani

1

X, — X,

n

w(x) = (2.54)

anlatimiyla verilmektedir. Bu se¢ime gore beklemler (ing: moment),

X —X
m" E_[ dxw(x)(x—x, )O =kl Tk
L X, —X

n

T 2(x,-x) (2:55)

anlatimlarina esdeger olmaktadir. Buradan

i

Vi =
(X1 — xk)
=3.x —x

a, = n 1_3 , (2.56)
(X —X)

B = 2\x, —x,
=
N Xt — X

sonuclarina da ulasilmaktadir. Yukarida verilen noktalardan gecen dogrusal islev,

Sy (X) = ¢ty (x) + Couy (X) +++- 4 €y, Uy, 5 () (2.57)

anlatimiyla tanimlanip, bu islevin YBMG bilesenleri belirlenecektir. Degismez terim
Xn s K+l

fo :.L dxw(x)fYBMG (x) - ZJ‘ dxw(x) (CZk—1u2k—1 (x) T Coylhyy (x)) (2.58)
1 o X

anlatimiyla verilmektedir. £ 1 boy karesi ise
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154 = j dxow(x)(f,) =(Z j “ dxw(x) (€t 1(x)+02ku2k(x))J (2.59)
bi¢imindedir. f,(x)

S(%) = frsie (X) = 1 (2.60)

olarak tanimlanirsa, 6nce f,(x)’in daha sonra da f,;,, ‘nin boy kareleri asagidaki

esitliklerle verilebilir.

IAF =4 ) =] dxw (£, 0) 2.61)

[frasal =141 +IAF (2.62)

Sifirinci kerteden toplamsallik dlgeni o, asagidaki gibi hesaplanmaktadir.

i
= (2.63)
’ ||fYBMG||2
Bu anlatim daha agik bir bicimde
202 2
o)
oy =~ (2.64)

Z
k
k=1

olarak yazilabilir. v, degeri, u,(x) islevinin, verilen aralikta ve agirlik altinda
timlevinin (ing: integral) degeri olarak hesaplanmaktadir. Asagida boyutu (2n-2)

olan v ve ¢ yoneyleri (ing: vector) tanimlanmaktadir.

V= [v1 Vy Vo, ]T , c= [c1 Cy i Cypy ]T (2.65)

Degismezlik 6l¢eni bu yoneyler tiiriinden,

c'vwie

o)== (2.66)

esitligiyle yazilabilir. Bir sonraki adim, amag islevimsisini (ing: cost functional)

yazmaktir. Bunun i¢in asagidaki yap1 ele alinmaktadir.

J(e,h)=0,(c)+1r" (Ac—r) (2.67)
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Burada m =2n-2 olmak lizere; A, mxmboyutlu bir dizeyi (ing: matrix), c,
rvek, m 6geli yoneyleri (ing: vector) simgelemekte olup asagidaki esitliklerle agik

yapilar1 verilmektedir.

¢ =[¢..c,], v’ =[n..1,], M=[4.4,]

A= (2.68)

()|
r yoneyi boyutu m olan ve

T A T A A (2.69)
bi¢iminde tanimlanan bir yoneydir. A dizeyi tanimlarken kullanilan u(x) yoneyi,
u(x)z[ul(x) uy(x) - uznfz(x)] (2.70)
bi¢iminde tanimlanmaktadir. (2.67) denklemindeki anlatimda o, (c) yerine (2.66)

esitliginde yer alan anlatim yerlestirilirse

T T
J(e )= 07 (Ac—r) @.71)
ccC

sonucu elde edilir. Amag islevimsisinin A ve ¢ yoneylerine gore tiirevleri alinip her

biri m 6geli 0 yoneyine esitlendiginde asagidaki bagintilar elde edilir.

V,J(e,h)=Ac-r=0, 2.72)

VJ(e,h)= %(va —od)c+ATh=0 (2.73)
cc

A evirtilebilir (ing: invertible) bir dizey oldugundan, ¢ yoneyi
c=Ar (2.74)

olarak bulunur. Bulunan bu ¢ yoneyi (2.73) denkleminde yerine konursa, A degerleri

elde edilmis olur. Buna gore,

2 7\! T -1
A= — (A ) (vv —O'OI)(A r) (2.75)

(A7) (A7)

sonucuna varilir. Eniyilenmis sifirinci kerteden toplamsallik 6l¢eni igin
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dwie (A‘lr)T v’ (A“r)
S ode (ar) (A

(2.76)

0

bagintis1 yazilabilmektedir.

2.1.2 ikinci dereceden icdegerbicimsel yaklastirim

Burada daha 6nce kullanilan dogrusal taban islevlerinin yerine, ikinci dereceden,
aralarinda dik ve birimboylu olan taban islevleri olusturulmustur. Tek degisken ile

calisildigindan, eniyilestirilmis toplamsallik 6lg¢eni sifirinci ve birinci kertedendir.

Verilen n tane noktadan gecen ikinci dereceden taban islevleri asagidaki bigimde

olusturulabilir.
0, xel,
Uy, (x) = 2 (2.77)
o (x—x,), xel,
0, el (2.78)
Uy, (x) = 2
: ,Bk(x—xk) +}/k(x—xk), xel,
0, xel,
Uy (x) = 2
N m(x=x) +p (x=x)+¢,, xel, (2.79)

Bu taban islevleri birbirlerine dik olup boylar1 1 olacak bi¢cimde yapilandiriimalari

gerekmektedir.

(tyynttyr ) =1, 1<k<n-1, (2.80)
(s _yottyyy ) =0, 1<k<n-1, (2.81)
(35,13, ) =0, 1<k<n-1, (2.82)
(st ) =1, 1<k<n-1, (2.83)
(t3y0tt5 ) =0, 1<k<n-1, (2.84)
(u3k,u3k):1, 1<k<n-1, (2.85)

Bu boliimde kullanilacak beklemler (ing: moment) ise, asagidaki bi¢imde tanimlanir.

b = Lk dxw(x)(x—x,)",
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(k)—j dxw(x)(x—x,)',
P =, dov(o)a-x)’,
P =], o=,

P =, dov(x)x-x)". (2.86)

Uy, ,(x), uy, (x) ve uy, (x) islevlerindeki o,, B,,7,..m., 1, ve &, katsaylar: sirastyla

(2.80), (2.81), (2.83), (2.84), (2.85) ve (2.86) sirasayili esitlikler kullanilarak bulunur.

Buna gore

dow(x) (i, (x)) =1, 1<k<n-1 2.87)
esitligi kullanilarak

Y dow(x) (@, (r-x, ) =L 1<k <n-l (2.88)

Xk

bigiminde yazilabilir. o, degismez bir deger oldugu igin tiimlev digina alinabilir.

X+l

ak a’xw(x)(x—xk)4 =1, 1<k<n-1 (2.89)

Burada p{" = _[ dxw(x)(x - xk) oldugundan

1
a, = (2.90)
S ra
olarak elde edilir. Dolayist ile u,,_, (x),
05 X & Ik
Uy, (X)=1 | 1 (2.91)

2
o x=x), xel
4

biciminde yazilabilmektedir.

uy,_, denklemindeki B, ve y, katsayilar (2.81) ve (2.83) sirasayili esitliklerden

hesaplanmaktadir. (2.81) sirasayili esitlikten
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gzt i) = [ dow(ouey, (i, () =0 (2.92)

_I " doxw(x) o ()c—xk)2 (ﬂk (x—)ck)2 +7; (x—xk))zo, 1<k<n-1

(2.83) sirasayili esitlikten ise

(u3k—1’u3k—1) = J;:H dxw(X)uy;_ (X)uy,_ (x) =1

:J.:/Hl dxw(x)(f, (x—x, )2 +7(x-x )’ =1 1<k<n-1 (2.93)

elde edilmektedir. Bu olusan iki esitlik ve beklemler (ing: moment) kullanilarak f,

ve y, degerleri,

(k)
—Ps

B = (2.94)
VPP - Py
ve
) py” (2.95)
=
VPO P =y
biciminde hesaplanir. Dolayisi ile
0, xel,
g () =1 —p{ (x—x,) + pi"’ (x— xk) (2.96)
xel,

(k) (k) (k) _ (k)
\/p4 \/p4 P

olmaktadir.

u,,(x) denklemindeki 7,,u, ve ¢, katsayilari, (2.82), (2.84) ve (2.86) sirasayili

esitlikler ile hesaplanabilir. (2.82) sirasayili esitlikten

(st ) = [ Aoy (D (1) =0 2.97)

Xkl 1

= [ w0 (30 s (5-5) +60)
t 4

=0, 1<k<n-1

(2.84) sirasayili esitlikten

(”3k—1=”3k) = J:M doxw(x)uy,_ (X)uy, (x) =0 (2.98)
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:.[:H dxw(x)(,b’k (x_xk)2 TV (x_xk))(nk (x_xk)2+ﬂk (x_xk)+§k)
=0, 1<k<n-1

(2.85) sirasayili esitlikten ise

(”3k o Usy ) = J.;M dxw(x)uy, (), (x) =1

= [ dewio (m, (x=x.)’ +ﬂk(x—xk)+§k)2 =1, 1<k<n-1  (2.99)

elde edilmektedir. Bu olusan ii¢ esitlik ve beklemler (ing: moment) kullanilarak 7, ,

u, ve &, degerleri asagidaki gibi hesaplanir.

GG RGAY
ne =D () (2.100)
k
Yo
() (k) (k) (k)
/Jk:pz p3 pl p4 (2.101)
o
®) k) _ (B
D () 2.102)
Yo

Burada p degeri,

p= \/ Pl () )2

(2.103)
3 3 2
X\/—( Y w2 pp = p (P ) = (p) P+ PP YY)
anlatimina esittir. Dolayis1 ile
0, xel,
2
ppt () )
Uy, (x) = (x—x,) + (2.104)
o
2
(k) (k) _ (k) (k) o e
Py P3s — P Py (x_xk+ 2 4 (3)’ xel,
p p

bi¢iminde elde edilmektedir.

Verilen n noktadan gecen islev asagidaki gibi tanimlanabilir.

23



Jrsng (X) = e () + -+ g (X) +-+ ¢, 1y, 5(X) (2.105)

Bu islevin YBMG bilesenleri hesaplanacaktir. Daha once dogrusal altkesimler

kullanarak elde edilen bagntilar burada da kullanilacaktir. Degismez terim £,

= J‘: dxw(x) fygpe (X)

-1

ZI - dxw(x)(czk Uy (X) + Cyp_jtty 1(x)+c3k”3k(x)) (2.106)

olmaktadir. f,’1n boy karesi ise

173l =], dowo) () (2.107)

ol X1 2
- (Z _L dxw(x) (c3k—2u3k—2 () + €yt (X) + 313, (X))J
k=1""*

olarak hesaplanmaktadir. f(x)

H ()= fypne (X)— 1 (2.108)

olarak tanimlanirsa, 6nce f,(x)’in daha sonra da f,,,,.(x) 'nin boy kareleri asagidaki

yapida yazilabilmektedir.

1A =05 10) Ide(X) £i(x) (2.109)

|l =41 +1AT (2.110)

Sifirinci kerteden toplamsallik dl¢eni o, asagidaki bicimde hesaplanmaktadir.

2
_ Al
- . 2
”fYBMG ”

Bu anlatim daha ac¢ik olarak

o
(2.112)

3n=3

2
Z Ck
k=1

(2.111)

O, =

bigiminde yazilabilir. Burada boyutu 37 —3 olan v ve ¢ yoneyleri tanimlanmaktadir.
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T

V=V v,V ] (2.113)
c=[c ¢,y ] (2.114)
Boylece degismezlik 6lgeni,

c'vwie
c, =

- (2.115)
cec
biciminde yoneyler tiirlinden yazilabilir. Burada v yoneyi, daha 6nceden belirlenmis
olan taban islevlerinin tiimlevlerini gostermektedir. Amag islevimsisi, asagidaki

bicimde yazilabilir.

J(e,A)=0,(c)+1" (Ac—r) (2.116)
A dizeyi birinci dereceden i¢cdegerbicimsel yaklastirimda kullanilan dizeyden biraz
degisiklik gostermektedir. Burada ek olarak taban islevlerinin birinci tiirevlerinin ara
noktalarda stireklilik kosuluna bakilmaktadir. m=3n-3 olmak iizere, A dizeyi boyutu
mxm olan kare bir dizeyi, ¢, v ve A, m 6geli yoneyleri simgelemekte olup asagidaki

esitliklerle agik yapilar1 verilmektedir.

A= N T 2.117
() —w(s)) R

r ise boyutu m olan ve

T
r=[» o ¥ ¥ 0 .. v, v, 0y 0 (2.118)

biciminde bir yoneydir. A dizeyini tanimlarken kullanilan u(x) yoneyi
u() =[u,(x) uy(x) -y, 5(%)] (2.119)

biciminde tanimlanmaktadir. A yoneyi ise boyutu m olan bir yoneydir. Birinci
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boliimde elde edilen tiim sonuglar burada da kullanilacaktir. Amag islevimsisi,

T T
J(e,2) =51 (Ae—r) (2.120)
ccC

olarak tanimlanmisti. Amag iglevimsisinin A ve ¢ yoneylerine gore tiirevleri

V,J(e,))=Ac—r=0, (2.121)

VCJ(c,k):%(va —od)c+ATL=0 (2.122)
ccC

olarak elde edilmisti. A dizeyi kare ve evrigi (ing: inverse) almabilir bir dizey
oldugundan ¢ yoneyi,

c=Ar (2.123)

olarak bulunur. Eniyilenmis sifirinci kerteden (ing: order) toplamsallik 6lgeni ise

Iwe (A*Ir)r vl (A*Ir)
S e (ar) (A

(2.124)

0

biciminde hesaplanir.

2.1.3 Uygulama

Bu boéliimde, daha once bagintilar1 elde edilen YBMG degismez terimi ve sifirinci
kerteden toplamsallik 6lgeni hesaplanmakta ve isleve ait altkesimler bulunup asil
islevle ¢izimleri (ing: figure) karsilastirilmaktadir. Ilk olarak birinci daha sonrasinda

ise ikinci dereceden igdegerbigimsel yaklastirim yapilacaktir. Bu amagla,
F(x)=exp(—x*) (2.125)
islevinin [—1,1.5] araligindaki  noktalar dizisi {(—l,e"l ) ,(—%, e‘1/4),(0, 1) ,

(l e 4),(1,6*1),(%,59/ 4 )} kullanilacaktir. Burada nokta sayis1 n =6 dir. Her bir

aralikta elde edilen taban islevleri asagida verilmektedir.

ul(x)=2\/E(l+x), uZ(x) 2\/5(2+3x), u3(x)
u, (x) 2x/§(1/2+3x), us(x)=2\/Ex, ug (x)
i, (x) 2\/6(—1/2+x), ug(x)=2\/§(—5/2+3x), 1y (x)
ulo(x)=2\/§(—4+3x).

215(1/2+x),
235 (~143x),
2V15(-1+x),

(2.126)
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Buna gére YBMG bilesenleri hesaplanacak islev,

ZCZk 1Yo 1 + CoilUyy (x) (2.127)

olarak tanimlanmaktadir. Agirlik islevi w(x)

w(x) = L2 2.128
Xg—x, 5 (2.128)
olmaktadir. f, degismez terimi asagidaki bi¢imde hesaplanmaktadir.
J. dxw(x)f ZJ- Cdx ( j CopUo_ 1( )+Czk”2k (x))
5
Z \/—CZk 1 cZk (2.129)

k=1

Bundan sonraki adim, o, degerini bulmaktir. Bu amagcla ilk olarak f,’in boy karesi

hesaplanacaktir.

2 _ 2 \/§C2k—1_02k 2
£l —(Z NG (2.130)

k=1

/ ’nin boy karesi ise

71 =] dow £ (x ch 2.131)

olmaktadir. o, degeri ise

S \/gczk—l —Cy Jz
ar (B0

= = (2.132)
B 72 B S PE R
Z(CZk—l + CZk)
k=1
bi¢iminde olur. o, yoneyler tiiriinden
T T
oy =y E (2.133)
cec

olarak yazildiginda, burada bulunan v yoneyi, k. 6gesi u, (x) , (1 <k< 10) ) islevinin

[xl,x6] araliginda ve w(x) agirlik islevi altinda tlimlevinin (ing: integral) degeri
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olmaktadir. Buna gore v yoneyi asagidaki bigimde olusturulmaktadir.

T
V= [Vsub Vsub Vsub Vsub Vsub ]

.l o1 (2.134)
S NN

A dizeyi kdsegen lizerinde asagida tanimlanmis olan blok dizey, diger 6geleri ise 0

olan bir dizeydir.

1<k<51¢in
R RS (2.135)
(2k-1,2k=1) \/G \/g

r yoneyi ise

r= [e_l e e 11 e e et e e_9/4]T (2.136)
olmaktadir. Daha 6nce amag islevimsinin A ’ya gore tlirevi alinip sifira esitlendiginde
VXJ(c,k)zAc—rzﬂ (2.137)

esitligi elde edilmisti. Burada A dizeyinin evriginin r yoneyi ile carpimindan ¢

yoneyi hesaplanmaktadir. Eniyilenmis sifirinci kerteden toplamsallik 6lgeni

o, =0.855515 (2.138)

olmaktadir. F (x) islevinin birinci dereceden i¢cdegerbicimsel yaklastirim ile elde

edilen islevinin karsilastirmali ¢izimi agsagida gosterilmektedir.

¥
-+,
o \‘ Yaklas=sik
/0.8 >, Gercgek
/ \,
/'I 0.6} \,
7/ 0.4 N\,
..
0.2 .
"
1 -o.s 0.5 1 1.5+

Sekil 2.1 : Birinci dereceden i¢degerbigimsel yaklastirim.
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Ikinci dereceden yaklastirim icin kullanilacak taban islevleri asagida yer almaktadir.

0, xel,
() =1 V5 NSx X, Ty cel (2.139)
(x Xk 1 5/2 k > k
0, xel,
Uy 1(x) - 5\/_\/ X = 2 4\/_\/)51 )i (2140)
(x . )5/2 ( k) (x . )3/2 x xk X el
k k+1 k k+1
05 X & Ik
104/x, — x 124/x, —x
;1/2 (x_xk )2 + 1 ;l/z (x xk)
1y, () = (% = Xe) (% =X (2.141)
B xel,
1 n
(xk _xk+1)
YBMG bilesenleri hesaplanacak islev,
5
Z(CSk 2Usp 2 +C3k 1Usp 1( )+cak“3k (x)) (2.142)

k=1
biciminde tanimlanmaktadir. Agirlik islevi w(x) =§ olarak daha once elde edilmisti.

/, degismez terimi

I dxw(x)f ZJW i dx[ j Cp—al34—2 (x) T Gyl (x) TGyl (x))

B i 503k_2 +\/§<_\/§C3k—1 + C3k) (2 143)
B P 15

olarak hesaplanir. o, degerini bulmak i¢in 6nce f, 1n boy karesi hesaplanmalidir.

2 S 3¢, +5 _\/503 TG 2
5] —[Z k (15 k k)] (2.144)
/f 'nin boy karesi ise
17 —f dxw(x)f (x) = ¢} (2.145)

k=1
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olmaktadir. o, degeri ise

5.5C3 ,+ \/g(_\/gCSk—l + CSk)
R G 15 (2.146)
0 2 5
171 (i +e)

k=1

2

bi¢iminde olur. o, asagidaki bicimde yazilabilmektedir.

c'vwie

o, = (2.147)

c’e

Burada v yoneyi,

T
V= [Vsub Vsub Vsub Vsub Vsub ]

{l b L} (2.148)
B TR N

olarak hesaplanmaktadir. A dizeyi,

1<k <51¢in

3k 3,3k) [3\/_}
A(3k 1,3k-2) [ \/— \/_]

1<k<4igin

A(3k+1,3k—1 :[20 12\/E 16\/5]
A(3k+13k+2 |:8\/_ 24\/_}
Agssy =| 815 3045 |

yapisinda olup diger 6geleri 0 olan bir dizeydir. r yoneyi ise
r:[e—l e e 011 0 e e o e el 0 e 0]7

bicimindedir. ¢ yoOneyi, A dizeyinin evrigi ile r ydneyinin c¢arpimi sonucu

olusmaktadir. Elde edilen ¢ yoneyi, (2.147) esitliginde yerine yazildiginda o, degeri
=0.837833 (2.149)

olarak hesaplanir. F(x) islevinin ikinci dereceden i¢cdegerbicimsel yaklastirim ile

olusturulan karsilastirmali ¢izimi asagida yer almaktadir.
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__,r'" . - Yaklasik
/S 0.8 N Gergek
s, \'
/-. 0.6 N\
/'. 0.4 \'-
N,
0.2 N,
Sy
B 0.5 1 1.5%

Sekil 2.2 : ikinci dereceden i¢degerbigimsel yaklastirim.

2.2 Siradan Tiirevli Denklemlerin Sayisal Céziimiinde I¢degerbicimsel
Yaklastirim Yontemi

Siradan tiirevli denklemlerin ¢ézlimleri i¢in bir ¢ok sayisal yontem gelistirilmistir
[1-4]. Bu bolimde Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi ile denklemlerin gercek
cozlimlerine yaklastinm yapilmistir. Bu yaklastirrm ¢okterimli yapida olup,

i¢degerbi¢cimsel yaklastirnm niteligindedir.

2.2.1 Birinci dereceden icdegerbicimsel yaklastirim

Bu boliimde, baslangi¢c degerli (ing: initial value) birinci kerteden dogrusal siradan
tirevli bir denklemin sayisal ¢oziimii i¢in Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi

kullanilacaktir. Genel olarak bu denklem asagidaki yapida verilmektedir.
Y+p(x)y=q(x), (@)= (2.150)
Cozliim genel olarak herhangi bir [a,b] araliginda aranacaktir. Bu aralik » sayida

diigim noktast (ing: node) kullanilarak alt araliklara boliinmektedir. Her

bir/, =[x,,x.,), (1<k<n-1) ve I _ =[x,,,x,] arahg icin daha énce elde

n

edilmis olan agagidaki taban islevleri kullanilacaktir.

0, xel,

ty, () =1 3(x,—x) ox) xel (2.151)
(xk+l_xk)3

0, x¢gl,

Uy (X) =7 3x,—x 2\x, (2.152)
\/(xk+1 )Ck \]xk+1 xk k

X=X )+ —F—es
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Bu islevler, karesi tiimlevlenebilir islevlerin Hilbert uzayinda birbirine dik ve
birimboylu 6zellikte bir taban kiimesi olusturmaktadir. (2.150) denkleminin sayisal

¢Oziimii asagidaki bigimde yazilmaktadir.
n—1

f(x)=5.(x) (2.153)
k=1

Burada s, (x) islevi (2.151) ve (2.152) esitliklerindeki taban islevlerinin dogrusal
birlestirimi olarak tanimlanmaktadir.

S, (x) =Cyy Uy (X) +Cypthy; (X), 1<k<n-1 (2.154)
¢, degerleri bilinmeyen katsayilardir. s, (x)islevleri asagidaki kosullar1 saglamalidir.
81(X) = ¥

S, (x,)=5,(x,)=0, k=2,...,n-1

s'(x)+p(x)s(x)=q(x,), k=1...,n-1 (2.155)
f(x) islevi tek degiskenli oldugu i¢in, islevin YBMG bilesenleri bir degismez ve x’e
bagl tek degiskenli islevler olmaktadir. Degismezlik ol¢eni

2 Z"Z_fckka
o _lxl :(k-l (2.156)

0 2n-2

2
I~ %7
k=1

seklinde bulunur. Burada v, degeri, u,(x) islevlerinin [x,,x,,, | araliginda ve w(x)

agirlik islevi ile olan tiimlevinin degeridir. o, degismezlik 6lgeni, boylar1 2n—2
olan yoneyler tarafindan daha kapali bir anlatimla yazilabilir. Buna gore

T

v :[v1 Vy e Vys ]T , € :[cl C, ...CZn_z] (2.157)

olarak tanimlanan yoneyler, (2.156) denkleminde kullanilirsa, degismezlik Ol¢eni

asagidaki gibi hesaplanmis olur.

T T
v=[viv ., e=[qe.e,,] (2.157)
T T
o, =¥ © (2.158)
ccC

Amag islevimsisi yeniden yazilabilir.

J(e,)=0,(c)+1" (Ac—r) (2.159)
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Burada A katsayilar dizeyi (2n—2)x(2n—2) boyutlu ve (2.155) denklemindeki
kosullarda bulunan bilinmeyen ¢, degerlerinin katsayilarinin olusturdugu kare bir
dizeydir. r yoneyi ise kosul denklemlerinin sag yan yoneyidir. Amag islevimsisinin ¢
ve A yoOneylerine gore tiirevleri hesaplanip (2n—2) boyutlu 0 yoOneyine
esitlendiginde asagidaki bagintilar elde edilmektedir.

VXJ(c,k):Ac—rzﬂ, (2.160)

V.J(c,h) =%

(W' —oyd)c+ATA=0 (2.161)
cC

A dizeyi kare ve evirtilebilir bir dizey oldugundan (2.160) denkleminden c yoneyi,
c=Ar (2.162)
olarak hesaplanir. Buna gore degismezlik 6l¢eni

B vwle B (A"lr)T v’ (A‘lr)
"ode (ar) (ar)

olarak bulunur [29].

(2.163)

2.2.2 Ikinci dereceden icdegerbicimsel yaklastirim

Bu boliimde ikinci dereceden birbirine dik ve boylar1 1 olan asagidaki taban islevleri

kullanilacaktir.

x¢l,

0,
u3k—2 (x) = \/g \V xl - xn

2.164
(x . )5/2 (x_xk)z’ xel ( )
k k+1
0, xel,
Uy (X) = 5\/5\/)51 — X (x_x )2 +4\/§\lx1 — X (x_x ) el (2.165)
(x —x )5/2 k (x —x )3/2 k k
k k+1 k k+1
0, xegl,
104/x, —x, 2 124x, —x,
e Y— (x=x,) +(xk—xk+1 m(x-x) xel, (2.166)
34X, —x,
+ (x _;: )5/2
k k+1
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(2.150) denkleminin sayisal ¢oziimii, f(x) ile simgelenirse, f(x) asagidaki bicimde

tanimlanmaktadir.
n—1

f(x)=5.(x) (2.167)
k=1

Burada s, (x) islevi (2.164), (2.165) ve (2.166) ecsitliklerindeki taban islevlerinin

dogrusal birlestirimi olarak tanimlanmaktadir.

S, (x) =Cyy Uy o (X) ¢y gty (X)+ 515, (%), 1<k<n-1 (2.168)
c, degerleri bilinmeyen katsayilardir. s, (x) islevleri asagidaki kosullar1 saglamalidir.
s, (xl) =Yo»

S (x)=5,(x,)=0, k=2,...,n—1

S (x)—s.(x,)=0, k=2,...,n-1

s'(x )+ p(x)s(x)=q(x,), k=1...,n (2.169)

Bu yaklasik ¢6ziimiin degismezlik 6lgent,

313 2
Z Vi
=1

3n-3

2
ch
k=1

(2.170)

o, =
bigiminde hesaplanir. v, degeri, u,(x) islevlerinin [x,,x,,, ] araliginda ve w(x)

agirlik islevi ile olan tiimlevinin degeridir. Burada boyutu (3n—3)olan vV ve ¢

yoneyleri tanimlanabilir. Daha o6nce kullanilan (2.159) denklemindeki Amag

islevimsisi kullamlacaktir. Burada A dizeyi boyutu (37—3) olan kare ve evirtilebilir

bir dizeydir ve (2.169) sirasayili esitlikte bulunan kosullarda ¢, bilinmeyen
degerlerinin katsayilarindan olusmaktadir. Amag islevimsisinin ¢ ve A ydneylerine

gore tiirevleri hesaplanip (3n - 3) boyutlu 0 yoneyine esitlendiginde, ¢ yoneyi

c=Ar (2.171)

olmaktadir. Bu durumda degismezlik 6l¢eni
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(A‘lr)T w' (A‘lr)

T (A (a)

olarak hesaplanmaktadir [29].

2.2.3 Uciincii dereceden icdegerbicimsel yaklastirim

Bu boliimde kullanilacak olan taban islevleri asagidaki gibi olusturulmustur.

Uy_5(x)=

Uy, (X) =

Uy (X)=

Uy (x) =

0,

ﬁ

x
(xk+1 Xk )7/2

745 X, —x1

(xk+1 X )7/2
0,

21«/3 x —x1 (
(xk+1 Xk )7/2

101/3 x —x1

O

x

35,/ x - X,

(xk+1 X )7/

30, / x1

(xk+1 Xy )3/2

)C

x¢l,

xk , xel,

x¢l,

xk xn_xl)(x—xk)z, xel,

512
X1 — X )

x¢l,
3(x, ~x)
S )
k+1 k _X,'G]k
(x—x,),
xel,
X 3 i (x—x
k (xk-*—l k)5/2 k
xel,

=

2
(xk+1 xk)

(2.172)

(2.173)

(2.174)

(2.175)

(2.176)

Bu islevler birbirleri ile dik ve boylar1 1 olacak bigimde yapilandirilmiglardir. (2.150)

denkleminin sayisal ¢oziimii f(x) asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

=25 (%)

(2.177)

Burada s, (x) islevi (2.173), (2.174), (2.175) ve (2.176) denklemlerinde bulunan

taban iglevleri tiiriinden asagidaki gibi yazilabilmektedir.



S, (x) =Cyp Uy 3 (X)FCpp oty o (X)+Cyy oty o (X)+ 41ty (X) (2.178)
s, (x) islevleri agagidaki kosullar1 saglamalidir.

s.(x%) = o,

s (x,)—=5,,(x,)=0, k=2,...,n-1

s, (x)=s,,(x)=0, k=2,...,n-1

si(x)—s; (x)=0, k=2,...,n-1

s'(x)+ p(x)s(x)=q(x,), k=1,...,n (2.179)
Amag Islevimsisi asagidaki bigimde yazilabilir.

J(e1)= SV a7 (Ae—r) (2.180)

ce

Amag Islevimsisinin A ve ¢ ydneylerine gore tiirevleri alindiginda asagidaki

bagintilar elde edilmektedir.

V,J(e,1)=Ac—r =0, (2.181)

V.J(e) =%(va —ol)c+ATh=0 (2.182)
ccC

Burada A dizeyi (2.179) denkleminde bulunan ¢, bilinmeyenlerinin katsayilarinin
olusturdugu, (4n—5)x(4n—4) boyutlu bir dizeydir. Yani A dizeyi, kare bir dizey
degildir. (2.182) numarali esitlikten ¢ yoneyi,

e

__¢cc T Lor
c=—= (W' —o,0) A" (2.183)

olarak yazlabilir. Burada vv'bir discarpim dizeyi oldugundan, (VVT—O'OI)_I

dizeyinin evrigi icin agsagidaki yap1 ongoriiliir.

(W —al) =al+pw (2.184)

71 . . . . . . . .
(VVT —GOI) ve (VVT —O'OI) dizeylerinin c¢arpiminin birim matrisi vermesinden

dolay1 & ve f katsayilari,
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1 1
a:——’ ﬂ:

o GO(VT—V_GO) (2.185)

olarak bulunur. Bu katsayilar (2.184) esitliginde yerine yazilirsa, (VVT —GOI)
dizeyinin evrigi,

1 1 ,

W o) = It —— vy
( 0 ) T (2.186)
(o O'O(V V—GO) )

olmaktadir. Bu bagint1 (2.183) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki denklem elde

edilir.

1 1
Pl L L Y (2.187)
P -

Bu denklem diizenlendiginde ¢ yoneyi i¢in asagidaki denklem yazilabilir.

T
=" i1—+vvf AT (2.188)
2 | o, ao(v V—O'O)

(2.181) numarali denklemden Ac=r esitligi yazilabilir. Burada ¢ yoneyi ig¢in

(2.188) esitligindeki denklem yazildiginda,

T
cealli— L wilan=r (2.189)
2 o, O'O(V V—O'O)

denklemi elde edilir. Bu denklemde A i¢in asagidaki bagint1 yazilabilir.

1
== | Laao— L _AwaAT| ¢ (2.190)
cclo UO(V V—O'O)
A yoneyinin hesaplanabilmesi igin LAAT - Tl Avw' A" | dizeyinin
o, O'O(V V—UO)

evriginin bulunmasi gerekmektedir. (2.184) denklemindeki yontem kullanildiginda

bu dizeyin evrigi asagidaki gibi bulunur.
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-1 00

-1
Laar L awrar =0, (AAT) + 0 -
viv—o,—(Av) (AAT) (Av)

= (AAT)" (Av)(Av) (AAT)" (2.191)

Boylece ¢ yoneyi

{Iﬁ]f\ aary AT A ()

viv-o, viv—o,-v'A’ (AAT)_1 Av

olarak hesaplanir. Bulunan bu ¢ yoneyi

c'vwie
o, =

4 (2.193)
cC

denkleminde yerine konuldugunda

4
, (VTAT (AAT) r)2 (vTv VAT (AAT) Av)+

2

o, =0, (VTAT (AAT)_1 r)
v (AAT )71 l'(—VTV-i-O'O ~v'A" (AAT )71 Av)

denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziildiigiinde degismezlik dlgeni igin asagidaki 2
degisik deger bulunur.

o =vv—v'AT (AAT)" Av (2.194)

(vTAT (AA”)” r)2

o) =vv—v'AT (AAT) " Av+ (2.195)

r’ (AAT )_1 r
0, ’1n en biiylik degeri, entyilenmis sonug oldugu i¢in (2.195) denklemindeki baginti

kullanilacaktir.

2.2.4 Uygulama

Burada bazi Birinci Kerteden Siradan Tiirevli Denklemler'in sirasiyla birinci, ikinci
ve lgilincli dereceden icdegerbigcimsel yaklastirnm yapilarak elde edilen sayisal

¢Oziimlerinin denklemin gercek ¢ozlimle karsilastirilmasi gerceklestirilecektir.
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Ornek 1

Sayisal ¢oziimii hesaplanacak ilk 6rnek asagida verilmektedir.

4x X
’+ = . 2 :1 2.196
Y x2+1y x*+1 y( ) ( )

Bu denklemin gercek ¢oziimii,

76 +2x> + x*
() -T2

s(1ex )2 (2.197)

bi¢cimindedir. Burada sayisal ¢oziim [2,5] araliginda 10 diiglim noktas1 kullanilarak
elde edilmistir.
Sayisal ¢oziimlerin ger¢ek ¢ozliim ile karsilastirmali degerleri Cizelge 2.1°de yer

almaktadir.

Cizelge 2.1 : Ornek 1 icin sayisal ve gercek ¢dziimlerin karsilastirmali degerleri.

X, 1. Der. Yak 2. Der. Yak 3. Der. Yak Gergek ¢oziim

2.00 1.000 1.000 1.000 1.000
2.33 0.599 0.693 0.683 0.701
2.67 0.431 0.526 0.545 0.535
3.00 0.352 0.429 0.419 0.438
3.33 0.311 0.371 0.394 0.378
3.67 0.289 0.335 0.318 0.340
4.00 0.276 0.311 0.337 0.315
4.33 0.268 0.295 0.272 0.298
4.67 0.262 0.284 0.314 0.286
5.00 0.259 0.276 0.274 0.277

Burada yanilgi (ing: error) hesaplamasi icin asagidaki baginti kullanilabilir.

S LD s ()T
INE(CIEE

y(x) gercek, f(x) ise sayisal ¢oziimi simgelemektedir. Buna gore (2.196)

(2.198)

denkleminin sayisal yanilgi degerleri sirasiyla 0.0165925, 0.000163015 ve
0.00102905 olarak hesaplanmaktadir. Bu denklem i¢in ikinci dereceden

icdegerbigimsel yaklastirim daha iyi sonu¢ vermistir.

Gergek ¢ozlim ile sayisal ¢ozlimlerin karsilagtirmali ¢izimleri Sekil 2.3, Sekil 2.4 ve

Sekil 2.5’te yer almaktadir.
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1.75
1.5
1.25

0.75
0.5
0.25

--------

1.75
1.5
1.25

0.75
0.5
0.25

2.5 3 3.5 4 4.5 5

Sekil 2.3 : Birinci dereceden yaklastirim.

1.75
1.5
1.25

0.75
0.5
0.25

Sekil 2.4 : Ikinci dereceden yaklastirim.

Sekil 2.5 : Ugiincii dereceden yaklastirim.
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Ornek 2

Incelenecek ikinci drnek, trigonometrik bir islev icermektedir.

, 2 coS X
Y+oy=—g, y(7)=0. (2.199)

Burada gergek ¢ozlim,

sin x
=— (2.200)

X
yapisindadir. Sayisal ¢Ozlim, [7[,27[] araliginda 7 digim noktas1 kullanilarak

bulunmustur.

Gergek ¢oziimiin, sayisal ¢ozim ile karsilagtirmali degerleri Cizelge 2.2 'de yer

almaktadir.

Cizelge 2.2 : Ornek 2 i¢in sayisal ve gergek ¢dziimlerin karsilastirmali degerleri.

X 1. Der. Yak 2. Der. Yak 3. Der. Yak Gergek ¢oziim

3.1416 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
3.6652  -0.0531 -0.0380 -0.0418 -0.0372
4.1888  -0.0716 -0.0506 -0.0478 -0.0494
4.7124  -0.0687 -0.0465 -0.0494 -0.0450
5.2360  -0.0534 -0.0333 -0.0290 -0.0316
5.7596  -0.0332 -0.0168 -0.0195 -0.0151
6.2832  -0.0135 -0.0017 0.0033 0.0000

Sayisal ¢oziimlerin yanilgi degerleri ise sirasiyla 0.280611, 0.00161656 ve
0.000805163 olarak hesaplanmaktadir. Buradan gozlemlendigi gibi li¢lincii
dereceden yaklagtirnm daha iyi bir sonu¢ vermektedir. Birinci, ikinci ve lgiincii
dereceden yaklagtinmlardan elde edilen sayisal c¢oziimlerin gergek ¢oziimle

karsilagtirmali ¢izimleri Sekil 2.6, Sekil 2.7 ve Sekil 2.8’de bulunmaktadir.

¥
....... Ger(;e].{
0.1 — — Sayisal
0.05
«3.5 4.5 5 5.5..0 % -
O PR L L -
s i [ SRR -
o — -
-0.1

Sekil 2.6 : Birinci dereceden yaklastirim.
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v
0.1
.05

Sekil 2.8 : Uciincii dereceden yaklastirim.
Ornek 3

Bu béliimdeki son denklem ise iistel islev igermektedir ve acik yapisi asagida

verilmektedir.

y+2y=xe™, y(1)=0 (2.201)

Denklemin gercek ¢oziimii,

y=te (x-1) 2.202)
2

bicimindedir. Bu denklemin sayisal ¢6ziimii, [1,3] aralig1 6 esit alt araliga boliinerek

elde edilmigstir. Cizelge 2.3’te gercek ¢oziimiin, sayisal ¢oziim ile karsilastirmali

degerleri bulunmaktadir.

42



Cizelge 2.3 : Ornek 3 icin say1sal ve gercek ¢dziimlerin karsilastirmali degerleri.

X, 1. Der. Yak 2. Der. Yak 3. Der. Yak Gergek ¢oziim

1.000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1.333 0.0451 0.0285 0.0265 0.0270
1.667 0.0459 0.0333 0.0321 0.0317
2.000 0.0351 0.0286 0.0269 0.0275
2.333 0.0239 0.0216 0.0216 0.0209
2.667 0.0153 0.0152 0.0139 0.0148
3.000 0.0094 0.0101 0.0110 0.0099

Sayisal ¢oziimlerin yanilg1 degerleri ise sirasiyla 0.138284, 0.0020154, 0.000426732
olarak hesaplanmaktadir. Goriildiigi {lizere iiclinci dereceden yaklastirim en iyi

sonucu vermistir.

Sayisal ¢ozlimlerin gergek ¢oziim ile karsilastirmali ¢izimleri Sekil 2.9, Sekil 2.10

ve Sekil 2.11°de yer almaktadir.

¥
0.1y SBayisal
0. 05} —_——
e "'-:-‘-:T‘-.‘—,- —
1.5 2 2.5 3
-0.05}
-0.1
Sekil 2.9 : Birinci dereceden yaklastirim.
¥
0.1t Sayisal
0.05
- T e
1.5 2 2.5 3
-0.05}
-0.1

Sekil 2.10 : Ikinci dereceden yaklastirim.
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0.1} Sayisal
0.065
1.5 2 2.5 3
-0.05f
-0.1

Sekil 2.11 : Ugiincii dereceden yaklastirim.

Buradan da goriildiigii lizere sayisal ¢ozlimlerden en yaklasik ¢oziim, tgilincii

dereceden yaklastirim ile elde edilmistir.
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3. SENDELENIMSIZLIK YAKLASTIRIMI

Sendelenim, olasilik (ing: probability) olaylarinda ortaya ¢ikan bir olgu olup
ortalama degerden (ing: mean) art1 ve eksi degerler arasinda dalgalanmalar olarak
tanimlamaktadir. Bu durumlarda herbir bilesenin davranisi nedensellik (ing:
causality) cercevesinde belirlenememektedir. Bunun yerine, olasiligin olusumu
saptanabilmektedir. Kuvantum Mekanigi, Kararli olmayan Istatiksel Mekanikte ve
Kuvantum Kimyasinda, sendelenimin ¢ok 6nemi bulunmaktadir. Tez ¢alismasinda
sendelenim olaymin ve bilimdeki roliiniin ayrintilar1 yerine matematiksel olarak

sendelenimsizlik kavrami tizerinde durulacaktir.

‘H ile simgelenen Hilbert Uzayi, kapali bir aralikta ¢ozlimciil (ing: analytical) ve

karesi tlimlevlenebilir (ing: integrable) tek degiskenli islevlerin olusturdugu bir uzay

ve H, bu uzaym n sayida birbirine dik ve boylar1 1 olan u,(x),...,u, (x) taban

islevlerinin Orttiigli bir altuzayi olsun. Bu uzayda bulunan, f(x)ve g(x) ile

simgelenen herhangi iki islev arasindaki iccarpim, a <b 6zelligindeki iki gercel say1

icin ve w(x) verilen bir agirlik islevi olmak iizere
b
(f.g)=] dxw(x)/()g(x), @3.1)

olarak tanimlanmaktadir. Bu uzayda bulunan herhangi bir g(x) islevi, yukaridaki

taban islevlerinin bir dogrusal birlestirimi olarak asagidaki bicimde yazilabilir.

g(x)=2 gu(x) (3.2)
i=l1
Burada g; katsayilari (1 <i< n) gergel degismezlerdir (ing: real constant) ve g(x)

islevinin yapisina bagimhidir. Bu bagimlilik, taban islevlerinin diklik ve

birimboyluluk ozelliklerinden yararlanilarak belirlenebilir. Bu nedenle u, ve g

islevlerinin igcarpimlar1 agagidaki bicimde yazilabilir.

(u,.2) E[uk,Zg,-uij => & (wou)=86,=g, 1<k<n (3.3)
i=1 i=1

i=1
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Bu sonug (3.2) denkleminde yerine konuldugunda g islevi i¢in asagidaki esitlik elde
edilir.

£(0)= 3 (x)(u.2)= 3 P (4

i=1 i

P"g(x) (.4)

Burada P ile gosterilen kavram, bir tiimlev isleci (ing: integral operator) olup u, (x)
tarafindan Grtiilen altuzaya izdisiiriir. P ile simgelenen isleg ise u, (x), u,(x), ...,

u, (x) taban yoneylerince ortlilen # boyutlu uzaya izdistirir. P isleci bu n boyutlu

uzay lizerinde birim isle¢, onun disinda ise bu uzaya izdiisiiren bir islectir.

Simdi yeni bir isle¢ olan X isleci tanimlanacaktir. Bu iglecin tanim bolgesi H olup,

islenenini (ing: operand) bagimsiz degisken olan x ile ¢arpmaktadir. Bu islecin n

boyutlu bir H,, uzayindaki isleve olan etkisi asagidaki bigimde anlatilabilir.

A

xg(x) = xg(x) 3.5)

;c, cebirsel bir islectir [30]. X islecinin dizey gosterilimi elde edilecektir. (3.2)

denklemi ile verilen g(x) islevi i¢in asagidaki esitlik yazilabilir.

xg(x)= Zn:gi)Acui(x) = xP"g(x) (3.6)

i=1
Goriildiigii tizere, her ne kadar P"g(x), u,(x),u,(x),...,u, (x) taban yoneylerince
ortiilen uzay icinde kalsa da onun x ile carpilmasiyla elde edilen islev bu uzay iginde
kalmayabilir. Bu durumda, X isleci bir uzay genisletmesine neden olacaktir. Bu
(n)

durumdan kaginmak i¢in, x yerine P x isleci yani x islecinin bu n boyutlu uzaya

izdlisiimii olan islec ile ¢calismak gerekmektedir. Buradan asagidaki denklem edilir.

PV xg(x) =Y &P xu, (x)= P xP"g(x) G3.7)

i=1

Bu durumda x isleci yerine n boyutlu H, uzayindan yine H, uzayina tanimli ve x,u

ile gosterilen yaklasik isleci kullanmak gerekmektedir. Buna gore ;cyak islect,

asagidaki bi¢imde tanimlanirsa,

Xyar = P XP™ (3.8)
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bu islecin dizey gosterilimi asagida anlatilan standart islemlerle olusturulmaktadir.

h(x) islevi asagidaki bigimde tanimlanmaktadir.

h(x) = P xP™ = ZgiP(");cP(")ui (x) 3.9
i=l1

Bu islev, u, (x),u,(x),...,u, (x) taban islevleri tarafindan ortiilen uzay igerisinde yer

almaktadir. Dolayisi ile, asagidaki anlatimlar (ing: expression) yazilabilir.

h(x) = ihkuk (x) 3.10)
Z": b, (x) = Z g,P" xP"u, (x) @3.11)

(3.11) denkleminde her iki yamnin u,(x), (1<i<n) ile i¢earpim aliir ve taban

islevlerinin diklik ve birimboyluluk 6zellikleri de kullanilirsa,
h, = Z(ui,P(");cP(")uj )gj, 1<i<nm (3.12)
Jj=1

bagintis1 elde edilir. Bu esitligi Kartezyen yoneyleri tiiriinden yazmak daha iyi

o . .. . . (n)
olacaktir. Bu amagla asagida n boyutlu g ve h yoneyleri ile, genel terimi X}’ olarak

verilen X dizeyi tanimlanmaktadir.

T

g=[g...g,] . h=[h..n], (3.13)
X" = (ul.,P(”)ch(”)uj), 1<i,j<n (3.14)

Dolayisi ile (3.12) denklemi, yukaridaki dizey ve yoneyler tilirlinden asagidaki gibi

yazilabilir.

h=X"g (3.15)
Burada X dizeyi H, uzaymmdan 7, uzayma tanimlanan .;yak islecinin dizey
gosterilimidir. X isleci i¢in asagidaki esitlik yazilabilir.

;CE(P(") +|:}_P(l1):|);.(P(’7)+|:}_P(n):|)

2m e o[ pn i pi[ i pe u[iop i[iopn]
YXoen i¢in
Xon = [}—Pﬂ;ﬁ") +P<">§c[}—P<">]+[}—P<">];[}—P<">} (3.17)
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tanimlamasi yapilirsa, x isleci

A N A

X = Xyak + Xsen (3.18)
biciminde yazilabilir. Burada [} —P(")} isleci bir izdiisiim isleci olup, n sonsuza

gittike 0 islecine gitmektedir. Bu islecin, u, (x),u,(x),....u,(x) taban yoneyleri

tarafindan Ortiilen uzaydaki dizey gosterilimi ise 0 dizeyidir. Ancak bu islecin H

Hilbert uzayinda » biiyiidiik¢ce boyu (ing: norm) kii¢iildiigii halde sonsuz boyuttaki

dizey gosterilimi, sonsuz boyutlu sifir dizeyi degildir. Bu sifir olmayan durum x
isleci iizerinde H, ve onun tiimler esi (ing: complement ) olan H-H, arasindaki
etkilesimi olarak aciklanabilir. [} —P(”)} islecinde bulunan taban islevlerinin

dizinleri (ing: indices) n’den daha biiyiiktiir. Taban islevlerinin birimboyluluk ve
diklik 6zellikleri bu taban islevlerinin degiskenlerinde salinimlar olusturmaktadir.

Gergekte, u_  islevinin diklik tanim bolgesinde tam olarak »n sayida sifir

n

bulunmaktadir. Bu da arti ve eksi tanimli degerlerde salimimlar demektir. Bu

salimmlarin sikhigi # biiyiidiikce artmaktadir ve bu durum [} —P(”)J islecinin

‘H uzayindaki herhangi bir isleve olan etkisi altinda olan ¢ikis terimlerinde biiyiik

sayisal giderimler (ing: cancellation) meydana getirmektedir. Diger bir deyisle,

‘H uzayindaki bir islevin bu isle¢ altindaki goriintiisii, sifir etrafinda dalgalanmakta

ve bir sekilde sifir yoresindeki salinimlar1 dlgmektedir. Dolayisi ile bu isleg, “n

kerteli Sendelenim Isleci” olarak adlandirilmaktadir.

Yukarida yapilan iglemler, X islecinin karesi olan ;cz islecine de uygulanabilir. Bu

A2
durumda H,, uzaymdaki x,« islecinin dizey gosterilimi, sifir dizeyi degildir. Aslinda

bu dizey, P(”))Ac[} - P(”)}ACP(”) islecinin dizey gosterilimine esittir. Bu durum asagida

yer alan esitlikler ile kanitlanabilir.

A~

pu = pl) - pm [}_ P<”>} =0, (3.19)

n

[1-P7 P =0, |] —P(”)T =[7-P"] (3.20)
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AT A A ~2
P(”)x[l —P(”)]xP(") islecinin n boyutlu uzayda dizey gosterilimi, P"x P"
islecinin dizey gdsteriliminden P™ xP™ islecinin dizey gdsteriliminin karesinin
cikarimina esittir. Bu yiizden bu biiyiikliik arti tanimlidir. Bu terim salinimlardan

gelen baskin katkiyr tanimlamaktadir. P(”))Ac[} —P(”)}ACP“’) terimine, [} —P(”)}

sendelenim islecinin birinci isliisii bulunmasindan dolayr “Bagimsiz Degiskenin
Birinci Kerteden Sendelenim Isleci” ad1 verilmektedir. Sendelenim islecini iceren

terimlerin yok sayilmasiyla elde edilen yaklastirma da Sendelenimsizlik

Yaklastirimi denir. Bu durumda X isleci sendelenimsizlik limitinde,

A

X% Xya = P XP" (3.21)
olarak anlatilabilir.

]A” isleci, islev tiirtinden bir isle¢ olup, isleneni (ing: operand) [a,b] aralig1 lizerinde
¢oziimeiil (ing: analytic) olan bir f{x) islevi ile ¢arpilmaktadir. Islecin tanim araligs,
[a,b] aralifinda stirekli ve karesi tiimlevlenebilir islevlerin olusturdugu Hilbert

Uzayidir. Bu isleg cebirsel bir islegtir ve bu uzaydan alinan herhangi bir g(x) islevine
etkisi agagidaki gibi yazilabilir.

fe(x)=f(x)g(x), xela,b] (3.22)
? cebirsel isleci, X tiiriinden asagidaki bi¢imde tanimlanmaktadir.

/=1 (3.23)
Bu islecin sendelenimsizlik yaklastirimi da

Ff(xa)=f(POxP”) (3.24)
anlatimiyla verilir.

Daha 8nce x,a islecinin u, (x),u,(x),...,u,(x) taban yoneylerince ortiilen uzaydaki

dizey gosteriliminin X oldugu gosterilmisti. Bu durumda X, islecinin yine bu
uzayda dizey gdsteriliminin X", (m=0,1,2,...) olacag1 tiimevarimla kanitlanabilir

[30]. Bu durumda ]A” ile gosterilen islecin  u, (x),u,(x),...,u,(x) taban

yoneylerince ortillen uzaydaki dizey gosterilimi F ile gosterilirse, F igin
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sendelenimsizlik yaklagtirimi
F" ~ f(X™) (3.25)

olarak verilir. Bu yaklagtirnma Sendelenimsizlik Kanitsavi denir ve asagida agikca

belirtilmektedir [30].

Kamitsav Sendelenimsizlik varsayimmi altinda, [a,b] aralifinda ¢oziimciil olan bir
islevle carpma islecinin H, uzay tizerindeki dizey gosterilimi, bagimsiz degiskenle

carpma islecinin ayni uzay iizerindeki dizey gosteriliminin bu islev altindaki

goriintlisiine esittir.

Bu yaklastirim ile bir bagimsiz degiskenli bir islevin dizey gosterilimi X"
tizerinden belirlenebilir [30-32,34,35]. Bu islemi gergeklestirebilmek igin Once

asagida verilen denklem ele alinacaktir.

Ny — ;
X"x;, =&x,, 1<j<n (3.26)
Burada x; yoneyleri boylari 1 olan 6zyoneyleri (ing: eigenvector), ¢&; terimleri ise

bu b6zydneylere karsihk gelen 6zdegerleri (ing: eigenvalue) gostermektedir. X"
dizeyi bakisik (ing: symmetric) oldugundan ozyoneyler, n boyutlu Kartezyen
yoneylerden olusan K, uzayinda birbirine dik ve boylar1 1 olan bir taban takimi

olusturur. Bu yoneylerin her biri asagida tanimlanan Q dizeyinin siitun yoneylerini

olusturmaktadir.

Q=[x,...x,] (3.27)
Q dizeyinin evrigi (ing: inverse) devrigine (ing: transpose) esittir. X dizeyinin Q
dizeyi ile sagdan c¢arpimi alindiginda, Q dizeyi ile kosegenleri é‘j,( j:l,...,n)
ozdegerleri olan bir dizeyin sagdan ¢arpimini sonu¢ vermektedir. X" dizeyinin

izgesel gosterilimi (ing: spectral representation), bu denklemden Q' ile sagdan

carpma yolu ile olusturulabilir.

X" =Q[&x,...£x,]Q" (3.28)
X" = ifjxjx; 3.29)
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(3.29) esitliginin her iki yaninin karesi alindiginda X’ i¢cin asagidaki baginti elde

edilir.
(n) (ZGEJX/X/] - ZZ:éjékxjxkaxg
e (3.30)
- 225 é:kéjkx Xk sz XJXJ
j=1 k=l
Bu durum genellestirildiginde ise tiimevarimla (ing:induction)
(n) Z§J xj i k>1 (3.31)

sonucu yazilabilir. Burada xjxf bliyiikligii bir dis ¢arpim olup izdiisiim o6zelligi
tasimaktadir ve K, Kartezyen uzayindan x; yoneyi tarafindan ortiilen uzaya
izdiigiirim yapmaktadir. Bu x, (j=12,...,n) yoneylerince ortillen bir boyutlu
altuzaylar birbirine dik olup onlarin birlesimi K, uzayini vermektedir. Dolayisi ile
her biri birer izdiisiim dizeyi olan bu n dis ¢carpimin toplami C,, kartezyen uzayiin
birim dizeyidir.

L= icffx X (3.32)

Jj=1

Bu durumda (3.31) denklemi yeniden
X(n) — Zgj XJ i k>0 3.33)
biciminde yazilabilir. Bu ise

f(X")= Zf( XX, k=0 (3.34)

anlamma gelmektedir. Burada f (X(”)), bagimsiz degiskenin dizey gosteriliminin
gorlintiisiidiir. Sendelenimsizlik Kanitsavina goére bu terim, ¢oziimciil ve karesi

tiimlevlenebilir iglevlerin » boyutlu H, Hilbert uzayinda tanimlanan ]A” islecinin

~

dizey gosterilimine esittir. f islecinin dizey gosterilimi M"(?) ile simgelenirse,

asagidaki esitlik yazilabilir [33].

M”(}): 7(x) (3.35)
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3.1 Sendelenimsizlik Durumunda Siradan Tiirevli Denklemlerin Sayisal
Coziimii

Bu boliimde Dogrusal Siradan Tiirevli Denklemlerin hem baglangi¢ hem de smir
deger kosullarini igeren durumlarinda Sendelenimsizlik Yaklastirimi kullanilarak
sayisal ¢oOziimii yapilacaktir. Elde edilen sonuglar, ¢izelge ve sekillerde
karsilagtirmali olarak yer almaktadir.

3.1.1 Birinci kerteden dogrusal sag yanh siradan tiirevli denklemler

Asagida birinci kerteden dogrusal sagyanl siradan tiirevli denklemi ve ona eslik eden

baslangi¢ kosulu bulunmaktadir.

['(x)+a(x) f(x)=a(x),  f(0)=1y (3.36)
Denklemin ¢ozimii [0,1] araliginda hesaplanacaktir. Bu aralik iizerinde karesi
tiimlevlenebilir islevlerin 7 Hilbert Uzayinda calisilacaktir. g (x) ve g,(x) bu

uzaydan alian herhangi iki islevi gostermek {izere igcarpim

(gl,gz)zj:dxw(x)gl(x)gz (x) 3.37)

olarak tanimlanmaktadir. Burada w(x) agirhik islevi olup, asagidaki bigimde

olaganlastirilmistir (ing: normalized).
1
[ dxw(x)=1 (3.38)

Yukaridaki igcarpima gore birbirine dik ve boylar1 1 olan taban takiminin 6geleri

n

u,(x),(1<i<w) ile gdsterilirse, buradaki her bir islev sirasiyla 1x,x*,...,x",...
taban takiminin 6gelerinden iiretilmektedir. Burada ilk islev agirlik tiimlevinin 1
olmasi1 nedeniyle, u, (x) =1 olmaktadir. Bu ¢alismada x bagimsiz degiskeni yerine
X ile gosterilen ve iizerine uygulandigi islevi x degeri ile ¢arpan cebirsel isleg ile

calisilacaktir. Bu islecin izgesi (ing: spectrum) [0,1] araligidir. Dolayisi ile siirekli

bir izgesi vardir ve kath 6zdegeri yoktur. ao(x), f (x) ve q(x) islevleri yerine,

~

sirastyla a,, f ve ¢ ile simgelenen ve lizerine uygulandiklari islevi sirasiyla

a,(x), f(x) ve g(x) islevleri ile carpan cebirsel ¢arpma islegleri ile ¢ahsilacaktir.
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Bu isleglerin izgeleri, sirasiyla, [ao (x) . ,a, (x)max] , [ f(x) . f (x)max} ve
[q(x)min ,q(x)max} araliklaridir. Izgeler salt siirekli kesimlerden olusmaktadir ve

ilgili iglevin yapisina gore (inisli ¢ikish) katli 6zdegerleri olabilir. f (x) islevinin

tiirevi olan islev de, etki ettigi islevi f'(x) ile carpan bir isle¢ olarak tanimlanip ]A”

ile gosterilebilir. (3.36)’da bulunan siradan tirevli denklemin bu islegler tlriinden

bir islecin u, (x) islevi iizerine etkisi,

[f + aofju1 (x) = qu, 3.39)
olarak yazilabilir. Bu denklemin kartezyen uzayindaki karsiligi, her bir isleci kendi
dizey gosterilimi ile, u, (x) islevi ise e, ile yani ilk elemani 1, diger elemanlar1 O
olan yoneyle degistirilerek olusturulabilir. Diger bir deyisle, M(}), f islecinin

dizey gosterilimini simgelemek {izere asagidaki denklem yazilabilir.

{M(?}M(;O)M(;)}l “m(3)e (3.40)

Burada yoney ve dizeyler sonsuz boyutludur. Bu yoney ve dizeyler yerine

yaklastinm  amacli  olarak  sonlu  boyutta islem  yapabilmek i¢in

u,(x), uy (x),...,u, (x) islevleri tarafindan ortiilen ve H, ile gosterilen H uzaymnmn n

boyutlu bir altuzayinda c¢alisilacaktir. Bu durumda, yukaridaki dizeylerin sol {ist
koselerindeki nxn kesimleri alinarak boyut indirgemesi yapilmalidir. Yani, (3.40)

denklemi
{Mm ( 7 J +M" (a, )M (?)}e?") =M (g)e!” (3.41)

bi¢ciminde yazilabilir.

(n)

'H, uzayinda x islecinin dizey gosterilimi X' olarak gosterilirse, Sendelenimsizlik

Kanitsavi kullanilarak asagidaki yaklastirim anlatimlar1 yazilabilir.
W) W) (),
(7)) (i)l o
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X" dizeyi bakisik oldugundan izgesel gosterilimi, x,, i. zdeger olan & ’ye karsilik

gelen birim boylu 6zyoney olmak iizere,

Zéx, X/, (3.43)

anlatimiyla verilir. Bu anlatim ile agagidaki esitlikler yazilabilir.

( ) Zf &)Xx;, ‘](X(n))qu(é)xxT
a,(X")= Zao f(X(”)):lZ:“f(é)xix[T (3.44)

(3.44) denkleminde tanimlanan bagintilar (3.41) denkleminde yerine konuldugunda

asagidaki sonuca ulasilir.
Zl:f +a0 f(é)_Q(fi)](xiTegn))xi =0 (3.45)

Yukaridaki denklemde, 6zyoneylerin dogrusal bagimsiz olmasindan dolayi, (Xfeg"))

sayilinin (ing: scalar) 0 olmamasi durumunda, 6zyoneylerin katsayisi olan sayillar,

ayr1 ayr1 0’a esit olmaktadir. Boylece, asagidaki denklemler elde edilir.
(&) +a,(8)1(6)-a(&)=0. 1si<n 3.46

(3.46) sirasayili esitlikte n tane denklem bulunmaktadir. Bununla birlikte baglangi¢
kosuluyla beraber toplamda (n+1) kosul bulunmaktadir. Bu kosullar1 saglayacak

bicimde en yiiksek iislii terimi x" olan bir ¢okterimli olusturulabilir ve f (x) i¢in 7.

kerteden bir yaklagtirnmi olarak diisiiniilebilir. Bu amagla, siradan tiirevli denklemin

say1sal ¢oziimii i¢in degismez terimi bilinen f, olan, diger terimlerin katsayilari ise,

simdilik bilinmeyen f,,..., f, simgeleriyle gosterilen asagidaki yap1 6nerilebilir.
=> fx (3.47)
i=0

Bu esitlikteki p(x) ¢oziimii (3.46) swrasayili denklemde yerine konuldugunda

asagidaki sonuca ulagilir.

[fl +2f2x+...+nfnx”_1]+a0(x)[fo +f1x+...+fnx"}—q(x):0 (3.48)
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p(x) ¢ozimi, X" dizeyinin 6zdegerleri olan diigiim noktalarinda (ing: node)
aranacaktir. Burada bilinmeyen f,, (1 <i< n) katsayilari i¢in olusturulan (3.46)’daki

denklem takimi dizey ve yoneyler yapisinda asagidaki bi¢imde yazilabilir.

f'=[f ... £l arz[ao(‘fl) ao(étn)]’ qu[q(fl) q(cf,,)]

1 ao(é:l)é:l 0 0
1 & ... &
vV=: -], K, = ’ aO(§:2)§2 0
LG e 0 0 a,(&,)¢,
0
0 2 0 :
K, = S 3.49)
0 0 n

Buna gore (3.46) denklemi asagidaki bigimde dizey ve yoneyler tiiriinden yazilabilir.
(K,V+VK,)f+a-q=0 (3.50)
(3.50) siwrasayili denklemde ozdegerler ayrik oldugundan V dizeyi evirtilebilir
niteliktedir. (K,V+VK,) dizeyinin de evirtilebilir olmasi igin a,(x) islevinin
uygun yapida olmast gerekir. Eger bu uygunluk varsa (3.50) denkleminin ¢&zimii
essiz olup

f=(K,V+VK,) (q-a) (3.51)
anlatimiyla verilir.

Son bagmtinin sag yaninda hersey bilinmektedir. Dolayst ile, f, katsayilar

hesaplanabilir. Bu katsayilarin, asil igslevin Maclaurin katsayilar ile karsilastirilmasi
yaklastirimin niteligini belirleyecektir.
3.1.1.1 Uygulama

Bu boéliimde dogrusal birinci kerteden siradan tiirevli baslangi¢c kosullu denklemlerin

Sendelenimsizlik yaklagtirrmi kullanilarak sayisal c¢oziimleri elde edilecektir.

Hesaplamalar i¢in Orgii noktalari, genel terimi ul.(x) ile xuj(x), (lﬁi, jén)
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islevlerinin i¢garpimi olarak olusturulan X" dizeyinin [0,1] araligindaki 6zdegerleri

olarak alinmustir. Tiirevli denklemlerin ¢6ziimleri i¢in sonuglar, 5 diiglim noktasinda

(ing: node) gosterilecektir.

Asagidaki bigimde tanimlanan birbirine dik ve boylart 1 olan taban yoneyleri
tarafindan ortiilen H_ uzayinda galisilacaktir.

u(x) =1, u,(x)= x/§(2x—1), uy(x) = \/§(6x2 —6x+1),

u,(x)=~7 (20x° =30x* +12x—1), uy(x) =210x* ~420x" +270x" —60x+3  (3.52)
Bu uzayda X islecinin dizey gosterilimi X ile simgelenirse, dizeyin dgeleri,

u,(x)ile xu,(x), (1<i,j<5) islevlerinin i¢garpimi olarak olusturulmustur. Buna

gore X dizeyinin agik yapisi asagida verilmektedir.

0.5 028875 0 0 0
0.288675 0.5 0258199 0 0
XP=| 0 0258199 05 0253546 0 (3.53)
0 0 0253546 0.5  0.251976
0 0 0 0251976 05 | _

X% dizeyi, bakisik, art1 tanimli ve 3-kdsegenli bir dizeydir. Bu dizeyin 6zdegerleri,
0.0469, 0.2307, 0.5000, 0.7692 ve 0.9531 dir.

Ornek 1

Ilk denklem birinci kerteden, dogrusal, sagyansiz, degismez katsayili, baslangic
kosullu bir STD olup agik yapis1 asagida verilmektedir.
Y'(x)=y(x)=0,  y(0)=1 (3.54)
Bu denklemin gergek ¢oziimii y(x)=e" bigimindedir. Burada a,(x)=-1, ¢(x)=0

ve f, =1’dir. Bu denklemin sayisal ¢oziimii i¢in

p(x)= ZS‘,f,-xi (3.55)

yapist Onerilmektedir. V, K, ve K, dizeyleri asagidaki bigimde olusturulur.
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1 0.0469 0.0022 0.0001 4.84x107° ]
1 0.2307 0.0532 0.0122 0.002835
V=|1 0.5000 0.2500 0.1250 0.062500
1 0.7692 0.5917 0.4551 0.350134
|1 0.9531 0.9083 0.8657 0.825154 |
[—0.0469 0 0 0 0 |
0 -0.2307 0 0 0
K, = 0 0 -0.5000 0 0
0 0 0 —0.7692 0
0 0 0 0 -0.9531 |
1 0 0 0 O
02000
K,={0 0 3 00 (3.56)
0 00 40
100 0 0 5
Buna gore sayisal ¢oziimiin katsayilari olan f;, ( 1<i< 5) degerleri
f=(K,V+VK,) (-a) (3:57)
esitliginden
f :[1.00005 0.49919 0.17027 0.03483 0.01393]T
olarak bulunur. Boylece sayisal ¢oziim
p(x)= (1 +1.00005x +0.49919x +0.17027x +0.03483x" + 0.01393x5) (3.58)

biciminde yazilabilir. Cizelge 3.1’de sayisal ve ger¢ek ¢Oziimiin karsilastirmali

olarak degerleri verilmektedir.

Cizelge 3.1 : Ornek 1 i¢in sayisal ve gercek ¢dziimlerin karsilastirmali degerleri.

Xi Gergcek ¢oziim Sayisal ¢oziim
0.0469 1.0480277 1.0480289
0.2307 1.2595636 1.2595603
0.5000 1.6487212 1.6487229
0.7692  2.1581139 2.1581123
0.9531 2.5937116 2.5937127

Cizelgeden gorildigi iizere sayisal ve gercek coziim degerleri birbirine oldukca

yakindir. Sonuglar 6 basamak dogruluk saglamaktadir. Sayisal ¢6ziim ile gercek

¢Oziimiin karsilastirmali ¢izimi Sekil 3.1°de yer almaktadir.
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------- Gargek

0.2 0.4 0.8 0.8 1

Sekil3.1: y=e¢", [0,1] aralig1.
Ornek 2
Ikinci denklem, yine sag yansiz ve degismez katsayili olan
Y(x)+2y(x)=0,  »(0)=1 (3.59)

denklemidir. Bu denklemin gercek ¢oziimii asagida verilmektedir.

2x

y(x)=e (3.60)
Cizelge 3.2°de gercek ve sayisal ¢oziim icin elde edilen degerler yer almaktadir.

Cizelge 3.2 : Ornek 2 i¢in say1sal ve gergek ¢dziimlerin karsilastirmali degerleri.

X; Gergek ¢oziim Sayisal ¢oziim
0.0469 0.910446 0.910462
0.2307 0.630318 0.630296
0.5000 0.367879 0.367904
0.7692 0.214710 0.214686
0.9531 0.148647 0.148665

Bu c¢izelgeden goriildigii ilizere, sayisal ¢oziim 4 basamaga kadar tutarlidir. Bu
¢Oziim ile bir onceki Ornekteki ¢ozliim karsilastirildiginda tiirevli denklemler ve
¢Oziimler birbirine benzer olsalar da ¢oziimlerin dogrulugu biraz farklilik
gostermektedir. Bunun nedeni, iistel islevin yapisindan kaynaklanmaktadir. Ustel
islevdeki x degiskeninin katsay1 degeri arttik¢a, islevin ¢iziminin egriligi (ing:
curvature) de artmaktadir. Dolayisiyla sayisal ¢oziim {istel islevin yapisina gore
gercek ¢ozlimden uzaklagmaktadir. Sayisal ¢ozliim ile gercek ¢oziimiin karsilagtirmali

¢izimi Sekil 3.2’de bulunmaktadir.
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Gergek

— — Sayisal

t —

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Sekil 3.2: y=e"", [0, 1] aralig1.
Ornek 3

Bu oOrnekte asagida agik yapist verilen degisken katsayili, sagyansiz bir siradan

tirevli denklem incelenecektir.

Y'(x)+xy(x) =0, y(0)=1 (3.61)
Bu denklemin gercek ¢oziimii

p(x)=e " (3.62)
bi¢imindedir.

Bu denklemin gercek ve sayisal ¢oziimlerinin karsilastirmal ¢izelgesi Cizelge 3.3’te

yer almaktadir.

Cizelge 3.3 : Ornek 3 icin sayisal ve gercek ¢dziimlerin karsilastirmali degerleri.

Xi Gergcek ¢oziim Sayisal ¢oziim
0.0469 0.998900 0.998896
0.2307 0.973725 0.973730
0.5000 0.882497 0.882493
0.7692 0.743891 0.743893
0.9531 0.634962 0.634961

Cizelgeden yaklastirimin kertesinin 5 oldugunu goézlemlenmektedir. Dolayisiyla

degisken katsayili bir denklem icin de iyi bir sonug elde edilmistir.

Sayisal ¢ozlim ile gercek ¢oziimiin karsilagtirmali ¢izimi Sekil 3.3’te bulunmaktadir.
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2 Gergek
1.75 — — Sayisal
1.5
1.25
Hm— -_"""'--.—-..
0.75 '--.___
—
0.5
0.25
b4
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.3: y(x)=e™"?,  [0,1] aralig.
Ornek 4
Degisken katsayil1 bir bagka denklemin agik yapisi1 asagida verilmektedir.
y'(x)+sin(x)y(x)=0, y(0)=2 (3.63)
Bu denklemin ger¢ek ¢oziimii

y (x) =2e7! (3.64)
islevidir.

Gergek ve sayisal ¢oziimlerin karsilastirmali degerleri Cizelge 3.4’te verilmektedir.

Cizelge 3.4 : Ornek 4 icin sayisal ve gercek ¢dziimlerin karsilastirmali degerleri.

Xi Gergek ¢oziim Sayisal ¢oziim
0.0469  1.997801058 1.9977937
0.2307 1.947679782 1.9476848
0.5000 1.769557902 1.7695603
0.7692  1.509216170 1.5092068
0.9531 1.312999357 1.3130095

Cizelgeden yaklastirimin anlamli basamak sayisinin 4 oldugu goriilmektedir. Bundan

sonraki orneklemeler, sagyanl tiirevli denklemler i¢in olacaktir.

Sayisal ¢ozlim ile gercek ¢oziimiin karsilagtirmali ¢izimi Sekil 3.4’te yer almaktadir.
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------- Gergek

— — Bayisal
2.5
2,
— __“-ﬁ”h_““*
1.5 ”“““—-—..
 —
1
0.5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 x

Sekil 3.4 : y(x)=2e"", [O,l] aralig1.

Ornek 5

Asagida yer alan siradan tiirevli denklem, degismez katsayili, sag yanl bir baslangic

sorunudur (ing: problem).

y'(x)+4y(x)=20, y(0)=2 (3.65)
Bu problemin ger¢ek ¢oziimii,

y(x)=5-3e* (3.66)
olarak hesaplanmaktadir. Sayisal ve ger¢ek ¢Oziimiin sonuglart Cizelge 3.5°te

gosterilmektedir.

Cizelge 3.5 : Ornek 5 i¢in sayisal ve gergek ¢dziimlerin karsilastirmali degerleri.

X; Gergek ¢oziim Sayisal ¢oziim
0.0469 2.51326 2.51203
0.2307 3.80810 3.80978
0.5000 4.59399 4.59215
0.7692 4.86170 4.86356
0.9531 4.93371 4.93216

Cizelgeden (3.65) denkleminin yaklasik ¢Ozlimiiniin, ger¢ek c¢oziimle ondalik
kesiminde 2 basamak kadar tutarli oldugu gozlemlenmektedir. Buradaki dogrulugun
diger ¢ozlimlere gore az olmasinin nedeni, gercek ¢oziimde yer alan iistel islevin
yapisindaki x degiskeninin katsayisinda 4 degerinin bulunmasidir . Dolayisiyla,
yaklagik ¢oziim, gercek ¢oziimden ¢ok az bir degisiklik gostermektedir. Ancak bu
cizimler birlikte ¢izildiginde, islevlerin ¢izimleri eslesmektedir. Sayisal ¢6ziim ile

gercek ¢cOziimiin karsilastirmali ¢izimi Sekil 3.5°te yer almaktadir.
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Sekil 3.5: y(x)=5-3¢™, [0,1] aralig1.
Ornek 6
Son denklem degismez katsayili bir denklem olup, sag yan1 x’e bagli bir iglevdir.
y'(x)—4y(x)=cosx, y(0)=1 (3.67)
Denklemin gercek ¢oziimii
1 .
y(x):ﬁ(ﬂe“ —4c0sx+s1nx) (3.68)

olmaktadir. Bu denklemin sayisal ve gercek c¢oziimlerinin karsilastirmali ¢izelgesi

Cizelge 3.6’da yer almaktadir.

Cizelge 3.6 : Ornek 6 icin say1sal ve gercek ¢oziimlerin karsilastirmali degerleri.

X Gergek ¢oziim Sayisal ¢oziim
0.0469 1.25798 1.29379
0.2307 2.89361 2.85366
0.5000 8.94937 8.99647
0.7692 26.6677 26.6461
0.9531 55.8175 55.8789

Burada, sayisal ¢ozlimiin dogrulugu 1 basamak diizeyindedir. Buradaki yaklagtirirmin
derecesinin az olmasinin nedeni, yine iistel islevde bulunan x degiskeninin katsay1

degerinden kaynaklanmaktadir.

Sayisal ¢ozlim ile gercek ¢ozlimiin karsilastirmali ¢izimi Sekil 3.6°’da bulunmaktadir.
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X
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.6 : y(x)= %(ZIe‘” —4cosx+sinx), [0,1] arahg.

3.1.2 ikinci kerteden dogrusal sag yanh siradan tiirevli denklemler

Bu boéliimde, ikinci kerteden, dogrusal, sagyanli, baslangic kosullu ve genel yapisi
asagida verilen siradan tiirevli denklemin [0,1] araliginda sayisal ¢Oziimii

sendelenimsizlik yaklastirimi ile hesaplanacaktir.

F"(x)+a (x)f(x)+a,(x) f(x)=¢q(x), f(0)=/, f'(0)=/, (3.69)
Bir 6nceki boliimde oldugu gibi, bu aralik {izerinde karesi tiimlevlenebilir islevlerin
H Hilbert Uzayinda ¢alisilacaktir. FH uzay1 sonsuz boyutlu oldugundan, birbirine
dik ve boylari 1 olan n elemanli u,(x),u,(x),...,u,(x) islevlerince drtiilen ve F, ile
gosterilen JH uzayinin n boyutlu alt uzayinda ¢ahigtlacaktir. Burada u,(x) =1 olup, bu
uzaydaki her bir islev sirastyla 1.xx?,...x"... taban takimiin 06gelerinden
iiretilmektedir. Bu bolimde ¢, (x), a,(x), f(x), f'(x), f"(x) veq(x) islevleri

~ A Al AN

yerine, sirasiyla, 21 sa,, [, f . f ve c} ile gosterilen ve iizerine uygulandiklar1 islevi
strastyla g, (x), a,(x), f(x), f'(x), /"(x) ve g(x) degerleri ile garpan cebirsel

carpma islecleri kullanilacaktir. Burada yine x bagimsiz degiskeni yerine x ile
gosterilen ve lizerine uygulandigi islevi x degeri ile ¢arpan cebirsel ¢arpma isleci ile
caligilacaktir. Bu islecin izgesi [0,1] araligidir. Dolayisi ile siirekli bir izgesi vardir ve
kath 6zdeger yoktur. Diger isleglerin izgeleri ise siirekli alt kesimlerde olugmaktadir
ve iglevin yapisina bagli olarak katli 6zdegerleri bulunabilir. (3.69) denklemindeki

siradan tiirevli denklemin, u,(x) islevi lizerine etkisi kullanilan islegler tiirtinden

asagidaki bigimde anlatilabilir.
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[2"+ai’+a:f]ul<x>:&ul 3.70)

Bu denklemin n boyutlu X, kartezyen uzayindaki karsiligi
77 o @) 7 o (@) 7) e -w i) o

bigiminde yazilabilir. H, uzaymndaki X islecinin dizey gosterilimi olarak gosterilirse

X" dizeyi, asagidaki bicimde yazilabilir.

X" =Y exx!, (3.72)
i=l

Burada x;, i. 6zdeger olan & ’ye karsilik gelen birim boylu 6zyoneydir. (3.44)

denklemindeki islevlere ek olarak Sendelenimsizlik yaklastirimi kullanilarak

asagidaki anlatimlar yazilabilir.

a, (X(")) = Zn:al (&)xx/
a, (X(")) = Zi: a, (&)x,x; 3.73)
F1(X)=2 7 (E)xx!

(3.44) ve (3.73) denklemlerinde tanimlanan anlatimlar (3.71) denkleminde yerine

konuldugunda asagidaki denklem elde edilir.

n

;[f"(é)wl(é)f'(é)wz(é)f(é)—CJ(é)](xireﬁ”))xi =0 (3.74)

Bu denklemde 6zyoneyler dogrusal bagimsiz oldugundan (x,T ef )) sayilinin (ing:

scalar) 0 olmamasi durumunda, 6zydneylerin katsayisi olan sayillar, ayr1 ayr1 0’a esit

olmaktadir. Boylece, asagidaki denklemler yazilabilir.

f"(E)+a (&) f(&)+ay (&) f(&)—q(&)=0, 1<i<n (3.75)
(3.69) denkleminin sayisal ¢6ziimii i¢in asagidaki yap1 onerilebilir.

p(x)= Zno‘,fixi (3.76)

Bu esitlikteki p(x) ¢oziimii (3.69) sirasayili denklemde yerine konup diizenlendiginde

asagidaki denklem elde edilir.
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q(x)=a,(x) f, +(a1 (x)+a, ()c)x)f1 +(2+20¢l (x)x+a, (x)xz)f2 +...
+(n(n—1)x”_2+na1 (x) " 1+a2( )x”)fn

Burada f, ve f, degerleri bilinmektedir. Diger bilinmeyen (n—l) tane terimi

(3.77)

bulmak i¢in (3.77) denkleminde bulunan denklem takimini dizey ve yoneyler

tiiriinden aciklamak gerekir. Buna gore (1 <i<n-— 1) olmak tizere asagidaki dizey ve

yoneyler tanimlanabilir.
K = a2 (é+l)§i+l i=jigin
ey i# jigin’
&) i=jigin

0, i+ jicin’

{1+1 i=jig¢in

0, i#jicin’
1(1+1 i=jigin
0, i# jicin’
& & . g 1&g & . &7
IR ERA RS RE R
Sob el Lg & g

a(z‘,l) = [foaz (é:iﬂ)—l—fi (al (é:m)"' a, (éﬂ)éu)}
a =[q(&) - q(s)] (3.78)

(3.75) swrasayili denklemde ozdegerler ayrik oldugundan V, ve V, dizeyleri
evirtilebilir niteliktedir. KV, +K,VK;+V,K, dizeyinin de evirtilebilir olmasi,
a,(x) ve a,(x) islevlerinin yapisina baglhdir. Dizeyin evirtilebilir olmas1 durumunda

bilinmeyen f, degerlerini i¢eren f yoOneyi

f=(K\V,+K,VK,+V,K,) (q-a) (3.79)

bagintisi ile bulunur.
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3.1.2.1 Uygulama

Bu béliimde asagidaki bicimde tanimlanan birbirine dik ve boylar1 1 olan taban

yoneyleri tarafindan ortiilen FH; uzayimda galisilacaktir.

u,(x)=1, uz(x)zx/§(2x—l), u3(x):\/§(6x2—6x+1),
u4(x)=ﬁ(20x3—30x2+12x—1), us(x):30(7x4—14x3+9x2—2x+%j,

56 (3.80)

1 (x) :30\/ﬁ(£x6 21+ 2k 7 ”_LJ’
5 3 30
u,(x) = 42413 (22x6 —66x° —75x* —40x> +10x° —x+%j

Burada x islecinin dizey gosterilimi olan ve (1 <i,j< 7) olmak iizere genel terimi
u;(x) ile xu,(x) islevlerinin iggarpimu olarak olusturulan bakigik X7 dizeyinin agik

yapis1 asagidaki gibidir.

05 0289 0 0 0 0 0
0289 0.5 0258 0 0 0 0
0 0258 05 0254 0 0 0
X7=0| 0 0 025 05 0252 0 0 (3.81)
0 0 0 0252 05 0251 O
0 0 0 0 0251 0.5 0250
0 0 0 0 0 0250 0.5 |

X7 dizeyi art: tanimh ve 3-kdsegenli bir dizeydir. Bu dizeyin 6zdegerleri, 0.0254,
0.1292, 0.2970, 0.5, 0.703, 0.8707 ve 0.9745 dir.

Ornek 1

[k denklem, 2. kerteden degismez katsayili, sag yansiz, baslangi¢ kosullu
V'+y'=2y=0, y(0)=4, y'(0)=-5 (3.82)
denklemidir. Bu denklemin gercek ¢6ziimii

y(x)=3e > +e (3.83)

olarak hesaplanmaktadir. Ger¢ek ¢6zlimiin Maclaurin serisi ag¢ilimi
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y(x) =4-5x+6.5x" —3.83333x° +2.04167x" —0.791667x°

3.84
+0.268056x° —0.0759921x" + O(x*) 339

olmaktadir. Sendelenimsizlik Kanitsavi kullanilarak elde edilen yaklagik ¢6ziim ise

f(x)=4-5x+6.49992x> —3.83192x" +2.0324x* —0.762653x’

. : (3.85)
+0.220082x° —0.0335483x

olmaktadir. Cizelge 3.7°de (3.82) denklemi i¢in elde edilen gercek ve yaklasik

islevlerin X" dizeyinin 6zdegerlerinde aldig1 degerler karsilastirmali olarak yer

almaktadir.

Cizelge 3.7 : Ornek 1 icin say1sal ve gercek ¢oziimlerin karsilastirmali degerleri.

Xi Gergek c¢oziim Sayisal ¢oziim  Yanilgi
0.0254  3.87691622 3.87691619  2.92x107®
0.1292  3.45465617 3.45465622  4.93x107®
0.2970  3.00200625 3.00200617  7.39x107®
0.5000  2.75235959 2.75235970  1.09x1077
0.7030  2.75512597 2.75512580  1.69x1077
0.8707  2.91449451 2.91449482  3.17x1077
0.9745  3.07718665 3.07718808  1.42x10°°

Cizelgeden goriildiigii lizere yaklasik ¢6ziim neredeyse 6 basamaga kadar dogruluk

saglamaktadir. Sayisal ve gercek ¢oziimiin ¢izimleri Sekil 3.7°de bulunmaktadir.

Y
10
Gergek
8 — — Bayisal
&
4 P,
—
T — — — ¢ — — — -
2
. . . . 3
0.2 0.4 0.8 0.8 1

Sekil 3.7 : y(x)=3e¢ " +¢*, [0,1] arahg.
Ornek 2

Buradaki denklem yine 2. kerteden degismez katsayili, sag yansiz, baslangi¢ kosullu

Y'=4y'+8y=0, y(0)=0, »'(0)=2

(3.86)

denklemidir. Bu denklemin ger¢ek ¢oziimii
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y(x) = e** sin 2x (3.87)

olarak hesaplanmaktadir. Gergek ¢oziimiin Maclaurin serisi agilimi

Y(x) =2x+4x> +2.67x° +0x* —1.067x° —0.711x° —0.2032x" + O(x*) (3.88)

olmaktadir. Sendelenimsizlik yaklastirimi kullanilarak elde edilen yaklasik ¢oziim ise
F(x)=2x+3.99x> +2.69x° —0.161x* —0.636147x" —1.26x° +0.088x’ (3.89)

bicimindedir. Cizelge 3.8’de (3.86) denklemi icin elde edilen gercek ve yaklasik

degerler karsilastirmali bir bigimde yer almaktadir.

Cizelge 3.8 : Ornek 2 icin say1sal ve gercek ¢oziimlerin karsilastirmali degerleri.

Xi Gergek ¢oziim Sayisal ¢oziim  Yanilgt
0.0254 0.053526 0.053525 6.56x1077
0.1292 0.330988 0.330989 6.03x1077
0.2970 1.014092 1.014092 1.66x1077
0.5000 2.287355 2.287355 1.34x1077
0.7030 4.023606 4.023605 4.91x1077
0.8707 5.623108 5.623112 3.93x107°
0.9745 6.525861 6.525830 3.14x107°

Cizelge incelendiginde yaklasik sonug neredeyse 107 kertesinde tutarlidir. Buradan
yaklagtirrmin gergekten de ¢ok iyi oldugu gozlemlenebilmektedir. Sayisal ¢oziim ile

gercek ¢ozlimiin karsilastirmali ¢izimi Sekil 3.8’de bulunmaktadir.

Y
10
------- Gergek
8 — — Savyis=al
=3
4
2 /'-
S
-P'-"-
. o — x
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.8 : y(x)=e""sin2x, [0,1] aralig1.

Ornek 3
Incelenilecek denklem, 2. kerteden degisken katsayili, sagyansiz, baslangic kosullu

" 1 _ — ! =
y +;y = O, y(o) - Oa Yy (0) =1 (3'90)
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denklemidir. Bu denklemin gercek ¢oztiimii
P(x) = x/;J(l, 2x ) (3.91)
bi¢imindedir. Ger¢ek ¢6ziimiin Maclaurin serisi agilimi

y(x)=x—-0.5x" +0.083333x" —0.00694444x" +0.000347222x°

3.92
~0.0000115741x° +2.75573x107" x” + O(x*) (3.92)

olmaktadir. Sendelenimsizlik yaklastirimi kullanilarak elde edilen yaklasik ¢oziim ise

f(x)=x-0.5x" +0.0833333x" —0.00694444x" +0.000347208x

3.93
—0.000011553x° +2.59469%x107" x’ (3.93)

bicimindedir. Cizelge 3.9’da (3.90) denklemi icin elde edilen gercek ve yaklasik

degerler karsilastirmali bir bigimde yer almaktadir.

Cizelge 3.9 : Ornek 3 icin say1sal ve gercek ¢dziimlerin karsilastirmali degerleri.

X Gergek ¢Ozlim Sayisal ¢6ziim Yanilgi
0.0254 0.0251236633761 0.0251236633760 1.50x10"*
0.1292 0.1210615842854 0.1210615842854 2.83x10™*
0.2970 0.2550815125219 0.2550815125219 2.99x10™*
0.5000 0.3849933108722 0.3849933108721 6.26x10™"*
0.7030 0.4831781790645 0.4831781790646 7.36x10*
0.8707 0.5428458859107 0.5428458859105 1.86x10™"°
0.9745 0.5708399870329 0.5708399870337 8.21x10"

Cizelgeden goriildiigii iizere yaklasik ¢oziimiin dogrulugu 10™* diizeyindedir. Bu da
yaklagik ¢Oziimiin gercek sonuca oldukg¢a yakin oldugunu goéstermektedir. Sayisal

¢Oziim ile gergek ¢coziimiin kargilastirmali ¢izimi Sekil 3.9’da yer almaktadir.

1

------- Gergek
0.8¢ — — Bavieal
0.8 -

o —
.-"“
‘-""'H
0.4 -
ff.

lf

0.2¢ 7
e
X
0.2 0.4 0.8 0.8 1

Sekil 3.9 : y(x)= \/;J(l, 2\/;) , [O,l] aralig.
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Ornek 4

Asagida 2. kerteden degismez katsayili, sagyansiz, baslangic kosullu tiirevli denklem

bulunmaktadir.

y'=y +%y =0, y(O0)=-1, »'(0)=0 (3.94)
Bu denklemin gerc¢ek ¢oziimii

y(x)=—€"*(cos(x/2)-sin(x/2)) (3.95)
olarak hesaplanmaktadir. Ger¢ek ¢6zlimiin Maclaurin serisi a¢ilimi

y(x) =—1+0.25x" +0.083333x" +0.0104167x* —2.71051x107" x° (3.96)

—0.000173611x° —0.0000248016x" + O(x")

olmaktadir. Sendelenimsizlik yaklastirimi kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziim

f(x)=-1+0.25x" +0.0833331x° +0.0104182x"* —4.451428x10~°x’

3.97
—0.000166832x" —0.000029945x" 397)

bicimindedir. Cizelge 3.10°da (3.94) denklemi icin elde edilen gercek ve yaklasik

yer almaktadir.

Cizelge 3.10 : Ornek 4 icin sayisal ve gercek ¢oziimlerin karsilastirmali degerleri.

X; Gergek ¢0ziim Sayisal ¢6ziim Yanilgi

0.0254
0.1292
0.2970
0.5000
0.7030
0.8707
0.9745

-0.999836747317
-0.995641844469
-0.975670360080
-0.926435204148
-0.845012182293
-0.749518461563
-0.676203316530

-0.999836747312
-0.995641844477
-0.975670360072
-0.926435204159
-0.845012182275
-0.749518461606
-0.676203316296

5.21x10™"2
7.21x107'2
8.42x107'?
1.09x10™M
1.84x107"!
431x10M
2.34x107"°

Cizelgeden goriildiigii tizere yaklasik ¢oziimiin 10" kertesinde dogrulugu vardr.

Sayisal ¢oziim ile ger¢ek ¢Oziimiin karsilastirmali ¢izimi Sekil 3.10°da yer

almaktadir.
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1

Gergek

0.5 Sayizal

0.2 0.4 0.6 0.8 1 =
-0.5
oo —
”-_.‘H,-—P

] f— — o — p— — o —

-1.5

Sekil 3.10 : y(x)=—e"? (cos% - sin%) . [0,1] aralig.
Ornek 5
Siradaki denklem, 2. kerteden degismez katsayili, sag yanli, baslangi¢ kosullu
y"+9y=6cos3x, p(0)=1, »'(0)=0 (3.98)
denklemidir. Bu denklemin gercek ¢6ziimii

y(x) =cos3x+ xsin3x 3.99)
bi¢imindedir. Gergek ¢6ziimiin Maclaurin serisi agilimi asagidaki gibidir.

y(x) =1-1.5x" =1.125x" +1.0125x° + O(x*) (3.100)
Sendelenimsizlik Kanitsavi kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziim ise

f(x)=1-1.49942x" —0.0109467x> —1.04841x* —0.269334x°

3.101
+1.53618x° —0.556977x’ ( )

bicimindedir. Cizelge 3.11°de (3.98) denklemi icin elde edilen gercek ve yaklasik

degerler bulunmaktadir.

Cizelge 3.11 : Ornek 5 icin sayisal ve gercek ¢oziimlerin karsilastirmali degerleri.

Xi Gergek c¢oziim Sayisal ¢oziim  Yanilgi
0.0254  0.9990282 0.9990285  2.23x10”
0.1292  0.9746385 0.9746384  1.88x107
0.2970  0.8595346 0.8595345  1.24x107
0.5000  0.5694846 0.5694854  7.25x107
0.7030  0.0912396 0.0912381 1.51x10°
0.8707  -0.4234908 -0.4234881  2.74x10°
0.9745  -0.7656387 -0.7656498  1.10x107
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Cizelgeden goriildiigii lizere yaklasik ¢oziim 6 basamak dogruluk saglamaktadir.

Sayisal ¢oziim ile ger¢ek ¢oziimiin karsilastirmali ¢izimi Sekil 3.11°de yer

almaktadir.
Vi
2
Gergek
1.5 sayisal
l— = *—
0.5
X
0.2
-0.5
S
-1
-1.5
Sekil 3.11 : y(x)=cos3x+xsin3x, [0, 1] aralig1.
Ornek 6

Asagida 2. kerteden degismez katsayili, sag yanli, baslangic kosullu denklem

verilmektedir.

Y +1.5y —y=12x"+6x —x*, p(0)=4, »'(0)=-8 (3.102)
Bu denklemin ger¢ek ¢oziimii

y(x)=4e " +x* (3.103)
olarak hesaplanmaktadir. Ger¢ek ¢ozlimiin Maclaurin serisi a¢ilimi

y(x)=4—8x+8x" —5.33333x" +3.66667x"* —1.06667x’

3.104
+0.35555x° —0.101587x" + O(x*) ( )

olmaktadir. Sendelenimsizlik Kanitsavi kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziim

F(x)=4-8x+7.9999x —5.33149x" +3.65452x* —1.02847x°

6 ; (3.105)
+0.29212x° —0.0452514x

bigimindedir.
Cizelge 3.12°de (3.102) denklemi i¢in elde edilen ger¢ek ve yaklasik degerler

karsilagtirmali olarak yer almaktadir.
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Cizelge 3.12 : Ornek 6 icin say1sal ve gercek ¢oziimlerin karsilastirmali degerleri.

Xi Gergek c¢oziim Sayisal ¢oziim  Yanilgi
0.0254  3.8015253 3.8015252  3.75x10°
0.1292  3.0892113 3.0892114  6.74x10°®
0.2970  2.2159046 22159045  1.07x107
0.5000 1.5340177 1.5340179  1.64x107
0.7030 1.2247740 1.2247737  2.55x107
0.8707 1.2759242 1.2759247  4.62x107
0.9745 1.4716395 1.4716375  1.98x10°

Cizelgeden goriildiigli tlizere yaklasik c¢oziim 6 basamaga kadar dogruluk
saglamaktadir. Sayisal ¢ozliim ile gercek ¢ozlimiin karsilastirmali ¢izimi Sekil

3.12°de yer almaktadir.

Gergelk

Sayisal

Sekil 3.12 : y(x)=4e " +x*, [0,1] aralig.
Ornek 7

Bir 6nceki boliimde birinci kerteden siradan tiirevli denklemlerde analitik ¢oziimde
iistel islevde bulunan x degiskeninin katsayis1 biiylik oldugunda, yaklagik ¢oziimiin
gercek coziime yakinsamasinin daha az oldugu gézlemlenmisti. Bu durum asagida
yer alan ikinci kerteden degismez katsayili, sagyansiz, baslangi¢c kosullu denklem

uzerinde incelenecektir.

1
y'=10y"+16y =0, y(O)zE, y'(0)=0 (3.106)
Bu denklemin gercek ¢6ziimii
1 2x 8x
y(x) = 3(46 —e) (3.107)

bicimindedir. Ger¢ek ¢ozlimiin Maclaurin serisi a¢ilimi agagidaki gibi olmaktadir.

y(x)=0.5—4x> —13.33x° —28x* —45.33x" —60.62x° —69.33x” + O(x*) (3.108)
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Sendelenimsizlik Kanitsavi kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziim

F(x)=0.5+31.2x" —544.9x> +2789.1x* — 6887.8x° +7853.1x° —3724.8x

bicimindedir. Cizelge 3.13’te (3.106) denklemi i¢in elde edilen gergek ve yaklasik

degerler karsilastirmali olarak yer almaktadir.

Cizelge 3.13 : Ornek 7 icin sayisal ve gercek ¢oziimlerin karsilastirmali degerleri.

X Gergcek ¢oziim Sayisal ¢oziim  Yanilgi
0.0254 0.49717 0.5123 0.0151
0.1292 0.39464 0.4099 0.0153
0.2970 -0.5870 -0.6039 -0.0168
0.5000 -7.2875 -7.1188 0.1686
0.7030 -43.4179 -42.9253 0.4926
0.8707 -172.880 -170.762 2.1187
0.9745 -400.636 -395.257 5.3793

Cizelgeden de goriildiigii gibi yaklasik ¢coziim, ger¢ek ¢ozlime yakinsamistir. Ancak
bu yakinsama diger denklemlerdeki gibi ¢ok hizli degildir. Bunun nedeni iistel
islevin yapisindan kaynaklanmaktadir. Sayisal ¢o6ziim ile gergcek ¢Oziimiin

karsilagtirmali ¢izimi Sekil 3.13’te yer almaktadir.

Gergek

— — Bayisal
100¢

-100¢

-200f '\

-300} \

-400¢ \

\

-500¢t
Sekil 3.13 : y(x)=%(4ezx—esx), [0,1] aralig1.

3.1.3 Sendelenimsizlik durumunda n. kerteden bir siradan tiirevli denklemin
herhangi bir [a,b] arahiginda sayisal ¢oziimii

Bu boliimde Sendelenimsizlik Yaklastirimi kullanilarak n. kerteden dogrusal siradan
tirevli denklemin sadece birim aralikta degil, genel bir [a,h] araliginda sayisal

¢Oziimii gergeklestirilecektir.
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Asagida n. kerteden baslangi¢ kosullu dogrusal sagyanli Siradan Tiirevli Denklem

bulunmaktadir.

y(") (x) +b, (x)y("_l) (x)+ +b (x)y'(x) +b,y(x)= r(x), xXe [a,b]
(3.109)
yv(a)=y, Y(a)=y, .. Y (a)=y,,.

Burada m >n olmak iizere, m boyutlu ve H,, ile gosterilen FH Hilbert uzayinimn bir

alt uzayinda calisilacaktir. Cozliim i¢in bagimsiz degiskende dteleme ve Olgekleme
yapilacaktir. Burada x degiskeni yerine ¢ bagimsiz degiskeni kullanilacaktir. Bu iki

degisken arasinda asagidaki baginti bulunmaktadir.

(=274 (3.110)
b—a’ )
x=(b—a)t+a (3.111)

(3.109) denklemi ¢ degiskenine gore diizenlenip yeniden yazilabilir ve y islevi yerine
z iglevi kullanilabilir. Burada her islevin [0,1] araliginda ¢ tiirlinden doniigiimii

yazilmalidir.

27(t)+a ()" (¢)+-+a,, (1) (t)+a,zt)=q(1), te[0,1]

(3.112)
z(0)=z, z'(0)=z, ... z""(0)=z,,.
Burada kullanilan islevler asagidaki bigimde tanimlanmaktadir.
a,(t1)=(b—a) b ((b-a)t+a), 1<k<n (3.113)
q(t):(b—a)nr((b—a)t+a) 3.114)
(3.112) denklemindeki baslangi¢ kosullari ise

(b-a)

Z, =——"Y, 1<k<n-1 (3.115)

Ck
biciminde olmaktadir. (3.112) denkleminin sayisal ¢oziimii f(z) ile gosterilirse,
¢Oziim i¢in asagidaki yap1 kullanilabilir.

m—n+1

f(t)=zy+zt+...4z, 1" + Z £t (3.116)
[
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Burada bilinmeyen (m—n+1) tane f, terimlerinin hesaplanmasi igin (m—n+1)

boyutlu dizey ve yoneyler kullanilacaktir. Bu dizey ve yoneyler asagidaki bigimde

tanimlanmaktadir.

K(iaf) — an (én—lﬂ)gn—lﬂ‘a l: ]
O’ i;ﬁj ’

K(i’]) — al’l—l’ (gn 1+l) 1=

' 07 l¢] ’

QU — [1(n+i=k), i=;
k=1 ,
0, i#j

n—-r n—r+l m—r
én én e én

n—-r n—r+l m—r
§n+1 §n+1 c n+l

V=" 7 T

O =[q(5) 9G]

= KVn i+1 +lK Vn i+1 ( I)K Vn i+2
a=zpa, ‘u 3.117)
S +i(i-1) (- 2KV, .+ iKY,

/. terimlerini igeren (m —n +1) boyutlu f yoneyi,

n—1 -1
f :(KVI +> K, VS, +VnSnj (q—a) (3.118)

r=l1

bagintisindan bulunur [36]. Boylece (3.116) denkleminde tanimlanan f(¢) sayisal
islevi elde edilir. Burada (3.111) denklemindeki doniisiim yapilarak, sayisal ¢oziim, x
bagimsiz degiskenine bagli olarak [a,b] aralifinda hesaplanir. Bu ¢6ziimiin
katsayilari, gercek ¢oOziimiin Maclaurin katsayilar1 ile karsilagtirildiginda

yaklastirimin niteligi 6l¢iilebilmektedir.
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3.1.3.1 Uygulama
Ornek 1

Incelenecek ilk &rnek ikinci kerteden degismez katsayili, sagyansiz bir Siradan

Tiirevli Denklem olup, agik yapist asagida verilmektedir.

y”(x)+y'(x)—2y(x):O, xe[—l,Z]

3.119)
y(—l) =e' +3e%, y'(—l) =e' —6e°
Bu denklemin ger¢ek ¢coziimii
y=e" +3e " (3.120)

bi¢imindedir. Bu denklemin ¢6ziimii 7)o uzayinda yapilacaktir. Tk olarak (3.119)

denklemi [0,1] araligina kaydirilip yeniden yazilabilir ve yeni denklemin bagimh
degiskeni z, bagimsiz degiskeni ise ¢ olarak simgelenebilir. ¢ ile x arasinda asagidaki

bagint1 bulunmaktadir.

x+1
t:T (3.121)

Buna gore (3.119) denklemi yeniden asagidaki bi¢imde yazilir.

Z"(t)+32'(t)-18z(t) =0,
z(0)=e'+3e’, Z'(0)= 3(6_1 + 662) (3.122)
Bu denkleme [0,1] araliginda Sendelenimsizlik yaklastirimi uygulandiginda ve ¢
yerine (3.121) denklemindeki x donilisiimii yazildiginda asagidaki sayisal ¢oziim elde
edilir.
f(x)=4.0—4.9x+6.4998x” —3.8335x +2.042x* —0.7912x" +0.266x°

~0.0761x" +0.020x* —0.0044x° +5.2x107* x"° (3.123)

Maclaurin katsayilar1 asagida verilmektedir.

(x) =3.99—-5.x+6.4999x” —3.8333x" +2.0416x" —0.7916x° +0.268x°
—0.0759x" +0.019x* —0.0042x" +8.4x1074x" + O(x"") (3.124)

Cizelge 3.14’te sayisal ve gercek coOziimlerin [-1,2] arahifindaki karsilastirmali

degerleri gosterilmektedir.
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Cizelge 3.14 : Ornek 1 icin sayisal ve gercek ¢dziimlerin karsilastirmali degerleri.

Xi

Gergcek ¢oziim Sayisal ¢oziim  Yanilgi

X1
X2
X3
X4
Xs
X6
X7
X8
X9
X10

7.1648546
6.1174822
4.7119366
3.4592074
2.7673390
3.0437697
4.9109583
9.0676775
15.2382089
20.8806571

7.1649035
6.1174707
4.7119432
3.4592028
2.7673425
3.0437670
4.9109603
9.0676760
15.2382099
20.8806565

4.89x107
1.14x10°
6.58%10°
4.65x10°
3.51x10°
2.67x10°
1.99x10°
1.44x10°
9.87x107’
5.89x107

Cizelgeden goriildiigii tizere sayisal ¢oziim, gergek ¢oziimiin ondalik kesiminde 6

basamak kadar tutarlilik gostermistir. Bu iki iglevin ¢izimi ise Sekil 3.14’te yer

Gergek

Sayisal

almaktadir.
¥
\ 14}
12
10}
_\ ol
"\ 6| _/“'
. P
f‘r.“rw.—ﬂ"f1
-1 -0.5 0.5 1 1.5
Sekil 3.14 : y=e" +3e™, [-1,2] aralig1.
Ornek 2

Incelenecek ikinci denklem, {iciincii kerteden degismez katsayili, sag yanli bir

denklem olup agik yapis1 asagida verilmektedir.

V"(x)—4y'(x)=10cos x + Ssin x,

V'(-m)=2,

yr)=1,

V'(-m)=1

Bu denklemin gergek ¢6ziimii

y(x)=2+cosx—2sinx

bicimindedir. Burada x bagimsiz degiskeni yerine kullanilan ¢ degiskeni asagida

tanimlanmaktadir.

xe[-m, ]
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_)C+7Z'

t 3.127
o (3.127)
Buna gore (3.125) denklemi yeniden asagidaki bicimde yazilir.
2"(t)—16772'(t) =87 (10 cos 27zx + 5sin 27x),
(1) (1) ( ) (3.128)

z(0)=1, z'(0)=2, Zz"(0)=2x’

Bu denkleme [0,1] araliginda Sendelenimsizlik Yaklastirimi uygulanip ¢ yerine

(3.127) denklemindeki doniisiimii yazildiginda asagidaki sayisal ¢6ziim elde edilir.

f(x)=3-2x-0.5x> +0.33x" +0.04168x* —0.0167x" —0.0014x°

(3.129)
+3.99x107x" +2.8x107°x" =5.2x10°x” =4.7x107" x"°
Gergek ¢oziimiin Maclaurin katsayilari ise agagidaki bicimde yazilir.
S, Y 2 3 4 5 6
Y(x)=3-2x—-0.5x"+0.33x" +0.04166x" —0.0166x” —0.00138x (3.130)

+3.961074x" +2.48107°x* =5.5x10°x” —=2.76 x107" x" + O(x'"")
Sayisal ve gercek iglevlerin [-z,z] araligina kaydirilmig olan 6zdeger noktalarindaki

karsilagtirmali degerleri asagidaki Cizelge 3.15’te verilmektedir.

Cizelge 3.15 : Ornek 2 i¢in say1sal ve gercek ¢oziimlerin karsilastirmali degerleri.

xi Gergek c¢Oziim Sayisal ¢oziim  Yanilgi

x1 7.1648546 7.1649035  4.89x107
x2  6.1174822 6.1174707  1.14x10°
x3  4.7119366 47119432 6.58x10°°
xs  3.4592074 3.4592028  4.65x10°
xs  2.7673390 2.7673425  3.51x10°¢
xe  3.0437697 3.0437670  2.67x10°
x7  4.9109583 49109603  1.99x10°¢
xg  9.0676775 9.0676760  1.44x10°
xo  15.2382089 15.2382099  9.87x107’
x10  20.8806571 20.8806565  5.89x107

Cizelgeden goriildiigii lizere saysal ¢oziim genel olarak 10 hata diizeyindedir. Bu

iki islevin ¢izimi ise Sekil 3.15’te yer almaktadir.
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Gergek
N, 4 — — Sayisal
7 \
/ N
/ 2} '\
/ 1 \, .
. V4
e Nl
-3 -2 -1 1 =T 3

-1
Sekil 3.15: y(x)=2+cosx—2sinx, [-m,x]aralig1.

3.1.4 Sendelenimsizlik durumunda [0,1] arahiginda ikinci kerteden sagyanh simir
deger sorunun sayisal ¢oziimii

Ikinci kerteden smir deger sorunu olan siradan tiirevli denklemin genel yapisi

asagidaki bi¢imdedir.

V'+p(x)y' +q(x)y=r(x), 0<x<l, (3.131)
a,y(0)+a,y'(0)=c, (3.132)
by()+b,y'(1)=d (3.133)

Burada r(x), ¢ ve d degerleri 0 oldugu durumda smir deger sorunu, dogrusal
sagyansiz bir Sinir Deger Sorunu olmaktadir. Biitiin sagyansiz denklemlerin y=0
biciminde apagik (ing: trivial) ¢oziimii vardir. Bu ¢oziim genel olarak cok ilgi
uyandirmamaktadir ve burada asil 6nemli olan durum, bu denklemin baska apagik
olmayan (ing: nontrivial) ¢éztimlerin olup olmadigidir. y =¢@(x) ’in bu tiir bir ¢czim
oldugunu varsayilirsa, (3.131) denkleminin dogrusal sagyansiz yapisindan dolay1 k&
herhangi bir degismez sayr olmak ilizere y=k¢@(x) de bir ¢oziim olmktadir.
Dolayisiyla, ¢ ¢oziimiine iliskin bu tiir denklemlerin sonsuz ¢dziim kiimesi
bulunmakta ve bu ¢dziimlerin her biri ¢ ile orantili olmaktadir. (3.131), (3.132) ve
(3.133) bicimindeki denklemlerin en ¢ok bir apagik olmayan ¢6ziim kiimesinin
oldugunu gostermek olanaklidir. Ancak daha genel ikinci kerteden sinir deger
sorunlarinin iki dogrusal bagimsiz ¢oziimleri olan ¢ ve ¢, islevleri ile iligkin iki

¢Oziim kiimesi olabilir [38].

Bu boliimde ilk olarak degismez katsayili, sag yanli, tek bir ¢oziimii olan ve genel
yapist (3.131), (3.132) ve (3.133) denklemlerinde verilen bir Sinir Deger Sorunu ele

alinacaktir.
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Bu denklemin sayisal ¢6ziimii i¢in asagidaki yap1 onerilmektedir.
f)=2 fix" (3.134)
k=0

Bu ¢6ziim, (3.131), (3.132) ve (3.133) denklemlerinde yerine konuldugunda
asagidaki bagintilar elde edilir.

r(x) = q(x) f +(q(0)x+ p(x)) f; +(q(x)x* +2p(x)x+2) £,
+(g(0)x* +3p(x)x* +6x) f, (3.135)
ot (q(x)x” +np(x)x" " +n(n-1)x"" )fn

c=af,+a,f (3.136)

d=bf,+(b+b)f, +Zn:(bl+kb2)fk (3.137)
k=2

Sayisal ¢o6ziim icin, denkleme [0,1] araliginda Sendelenimsizlik Yaklastirimi
uygulanacaktir. Dolayisiyla 2. kerteden baslangi¢ kosullu STD ¢oziimiinde kullanilan

dizey ve yoneyler burada da kullanilacaktir.

i# jigin’

K](i’j — {q(é:wrl )§z+l l = ] 1(;11’1

p ,+1 i=jicin
o, i+ jicin’
0, i#/igin

z(1+1 i=jicin

{z+1 i=jigin

0, i# jigin’
n-1
S 2 e 92
V1: 5.3 53 3’.1_1 ’
<, é Looen
1 & & .. &7
v,o|l & & e ET

e g g
=[fa(&)+(p(&)+a(&)a) s - fal(E)+(p(5)+a(8)E) 4],
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rT=[r(§2) r(g,,)],
' =1, ... 1] (3.138)

(3.135) denklemi bu dizey ve yoneyler tiiriinden asagidaki bi¢imde yazilabilir
r=(K,V,+K,VK,+V,K, )f +a (3.139)

Burada 6zdegerler ayrik oldugundan V, ve V, dizeyleri evirtilebilir (ing: invertible)
niteliktedir. p ve ¢ islevleri de birer sayil (ing: scalar) oldugundan, f yoneyi asagidaki

bi¢cimde bulunur.

f=(KV,+K,VK, +V,K,) (r-a) (3.140)

f yoneyindeki degerler (3.134) denkleminde yerine konuldugunda asagidaki baginti
elde edilir.

f)=1, +ﬁX+iﬂxk (3.141)

Burada f, ve f, degerleri disgindaki diger f, (k=2,...,n) degerleri bilinmektedir.

(3.136), (3.137) ve (3.138) denklemleri birlikte ¢oziildiigiinde f, ve f, degerleri de

bulunabilir. Boylece sayisal ¢oziim elde edilir. Sayisal ¢6ziimiin, gercek ¢dziimiin
Maclaurin katsayilar1 ile karsilastirmasi yapilarak yaklastirimin niteligi oOl¢iilebilir

[37].

3.1.4.1 Uygulama
Ornek 1

Burada incelenecek ilk siradan tiirevli denklem ve ona eslik eden sinir deger kosulu

asagida verilmektedir.

Y'(x)=6x, »p(0)=0, p1)=1 (3.142)
Bu denklemin gercek ¢oziimii

y(x)=x (3.143)

bi¢cimindedir. Sayisal ¢ozlim f{(x) ile simgenelip asagidaki bicimde tanimlanmaktadir.

f(x)= z fix* (3.144)

82



Sayisal ¢6zlim, (3.142) denklemine uygulandiginda asagidaki bagintilar elde edilir.

Zn:k(k—l) fix P =6x, f, =0, Z 1. =1 (3.145)

Burada Sendelenimsizlik yaklastirimi kullanilarak f, (k = 2,...,n) degerleri bulunur.
(3.145) denklemi kullanilarak f; degeri de hesaplanir. Boylece sayisal ¢6ziim
asagidaki gibi elde edilir.

f(x)=0.0x-2.07x107"°x* +1.0x° +1.0x107°x* +8.5x107"" x° (3.146)
Gergek ¢oziim, bir ¢okterimli oldugundan Maclaurin serisi kendisine esit olur.
Burada 6zenli bir inceleme yapildiginda sayisal ¢6ziimiin katsayilarinin gergek

¢Oziim ile iyi bir bicimde eslestigi gézlemlenmektedir. Sayisal ve gercek ¢oziimlerin

0zdeger noktalarindaki karsilastirmali ¢izelgesi Cizelge 3.16’da yer almaktadir.

Cizelge 3.16 : Ornek 1 igin say1sal ve gergek ¢oziimlerin karsilastirmali degerleri.

xi Gergek coziim Sayisal ¢oziim  Yanilgi

x1 0.86576 0.86576 0.
X2 0.45517 0.45517 5.5x107"
X3 0.12500 0.12499 5.5x107"
X4 0.01228 0.01228 1.04x107"
Xs 1.03x10™ 1.03x10™ 4.6x10"

Cizelgeden goriildigi lizere sayisal ¢oziim gercek coziimle 6 ondalik basamak

tutarlilik saglamaktadir. Bu iki islevin ¢izimi ise Sekil 3.16’da yer almaktadir.

W
A

o N I Gergek /
— — Sayisal .
0.8
0.6
0.4
0.2 -/-
.o
. . . Loy
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.16 : y(x)=x’, [0,1]aralig1.

Burada az sayida diigiim noktas1 kullanildigidurumda bile Sendelenimsizlik

Yaklagtirmrminin tutarliligi gézlemlenebilmektedir.
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Ornek 2

Incelenecek siradan tiirevli denklem ve ona eslik eden sinir deger kosullar1 agik bir

bicimde asagida yer almaktadir.

y"(x)—fzzy(x)zo, y(O)zl, y(l)zO (3.147)
Bu denklemin gercek ¢oziimii

e/r(Z—x) _ eﬁx
y(x) =t (3.148)

e —1

bicimindedir. Sendelenimsizlik yaklastirimi kullanilarak elde edilen sayisal ¢oziim

f(x) =1-3.1533481x+4.9348015x” —5.18702x° +4.0583x" —2.557x

(3.149)
+1.32x° —0.58x" +0.20x* —0.05x” +0.006x"’
olarak hesaplanmaktadir. Ger¢ek ¢ozlimiin Maclaurin katsayilar ise,
y (x) =1-3.15334809x +4.934802x° —5.18704x" +4.0587x"* —2.559x
(3.150)

+1.33x° = 0.60x” +0.23x" —0.08x° +0.02x"° + O(x”)

bicimindedir. Burada katsayilarin ger¢ek ¢ozlimle eslesmesi goriilebilmektedir.
Sayisal ve gercek c¢oziimlerin diigiim noktalarindaki degerlerinin karsilagtirmali

cizelgesi ise Cizelge 3.17’de yer almaktadir.

Cizelge 3.17 : Ornek 2 icin say1sal ve gercek ¢dziimlerin karsilastirmali degerleri.

xi Gercek ¢0zlim Sayisal ¢6ziim  Yanilgi

x; 0.003550080 0.0035500700 1.45x10™
x> 0.018491075 0.0184910570 1.81x107®
x3  0.045471460  0.0454714500 1.21x10®
x4 0.087651640 0.0876516300 8.89x107
xs  0.153469025 0.1534690200 5.14x10”
xe 0256014816 0.2560148120 3.40x107
x7  0.406859590  0.4068595800 1.69x10”
xs  0.602396788  0.6023967870 1.08x10”
xo 0.8081996288 0.8081996285 2.86x10™°
xj0 0.959687680  0.9596876867 1.44x10"°

Cizelgeden gorildigl iizere sayisal ¢oziim gergek coziime 9 ondalik basamak

tutarlilik saglamaktadir. Bu iki islevin ¢izimi ise Sekil 3.17°de yer almaktadir.

84



l\.
0.8 '\
0.6 \.
N\,
0.4 .
‘.
0.2 ~.
~—,
~—..
0.2 0.4 0.6 0.8 1~
. 72'(2—x)_ X .
Sekil 3.17 : y(x)z%, [0,1] aralig:.

Ornek 3

Burada incelenecek son denklem ve ona eslik eden sinir deger kosullar1 asagida yer

almaktadir.
Y'(x)+2y(x)=0, »(0)=1 p(1)+y'(1)=0 (3.151)

Bu denklemin gercek ¢oziimii

sin(\/ix) ¥
- (3.152)

y(x): sin(ﬁ)+\/§cos(\/§)_2

bicimindedir. Sendelenimsizlik yaklastirimi kullanarak elde edilen sayisal ¢6ziim

£ (x)=0.670412404x—2x107""x* —0.390137459x —1.12x107" x* + 0.039014x°

—2x107°x" —0.001851x" —9x10°x* +6.01x10°x" —4x107°x"°
biciminde hesaplanmaktadir. Ger¢ek ¢oziimiin Maclaurin katsayilari ise,

»(x)=0.670412405x —0.390137468x" +0.039013x* —0.001857x” +10°x* + O(x"")

olmaktadir.

Sayisal ve gercek ¢oziimlerin degerleri Cizelge 3.18de yer almaktadir.
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Cizelge 3.18 : Ornek 3 icin sayisal ve gercek ¢dziimlerin karsilastirmali degerleri.

xi Gergek coziim Sayisal ¢oziim  Yanilgi
x1 0.3214846527 0.3214846522 5.5x107"°
x»  0.3352018557 0.3352018551 5.5x107'°
x3  0.3477072501 0.3477072496 5.2x107"°
xs  0.3440588743 0.3440588738 4.8x107'°
xs  0.3135608311 0.3135608307 4.1x10™"°
x¢ 0.2557741861 0.2557741858 3.2x107'°
x7;  0.1811293988 0.1811293985 2.2x107'°
xs  0.1058611600 0.1058611599 1.2x107'°
xo 0.0451118342 0.0451118342 5.4x10™"!
x10 0.0087458271 0.0087458271 1.0x107"

Cizelgeden goriildigii lizere sayisal ¢oziim gercek ¢oziime 10 basamak dogruluk

saglamaktadir. Bu iki islevin grafigi Sekil 3.18’de yer almaktadir.

e

-0.1

Sekil 3.18 : y(x) =

sin(x/ix)

sin(\/z)+ 2005(\/5) 2

[0,1] aralig:.

3.1.5 Sendelenimsizlik durumunda birim aralikta ikinci kerteden sag yansiz
seckisiz degerli bir degistirge iceren sinir deger sorununun sayisal ¢oziimii

Seckisiz olarak (ing: random) se¢ilmis bir A degistirgesi (ing: parameter) iceren sinir

deger sorunlarinin ¢éziimii A’nin aldig1 degerlere bagl olarak elde edilmektedir.

Ornegin,
y'+ady=0 (3.153)
»(0)=0, y(1)=0 (3.154)

denklemi bu yapida bir denklem olmaktadir. (3.153) ve (3.154) denklemlerinin
gercek ¢oziimii A’ya bagh olarak 3 ayr1 ¢6ziim vermektedir. 4 =0 oldugunda

¢Oziim yalnizca ¢(x) =0 olmaktadir. 4 <0 oldugunda ise yine ¢oziim yalnizca

#(x)=0 olur. Son olasilik olan A >0 durumunda ise tiirevli denklemin 6ziimii,
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A ’nin yalnizca belli degerleri igin vardir yani,
A=k*n*k=1,...n,... (3.155)

A ozdegerlerine karsilik gelen ¢oziimler ise @, (x) =sinnzxislevleridir.
Yukarida gercek ¢6ziimii ¢, (x) =sinnzx olarak verilen (3.153) ve (3.154) sirasayil

denklemlerin  sayisal  ¢oziimii  i¢in  Sendelenimsizlik  yaklagtirimindan

yararlanilacaktir. Sayisal ¢oziim i¢in asagidaki yap1 kullanilacaktir.

f(x)=2 fx" (3.156)
k=0

Bu ¢6ziim (3.153) ve (3.154) denklemlerine uygulandiginda asagidaki bagintilar elde

edilir.

Afy+(Ax) fi+(24+ 27 ) fy+..+(n(n=1)x"7 + Ax") £, =0 (3.157)

f(0)=/,=0 (3.158)

f(1)=>£=0 (3.159)
k=1

(3.159) denklemi kullanilarak f, i¢in asagidaki baginti elde edilir.

fi==2.1 (3.160)
k=2
(3.160) ve (3.157) denklemlerinden asagidaki denklem olusturulur.

0=(2+Ax" = Ax) £, +(B))x + Ax* = Ax) £, +((HB)x* + Ax* = Ax) £, +...
Jr(n(n—l)x”_2 + Ax" —ﬂ,x)fn (3.161)

Sendelenimsizlik yaklastirimi kullanilarak asagidaki denklemler elde edilir.
(2448 = 2&) fo+..+(n(n=1)&2 + A& = 1&) £, =0
(2448 28 fo+..+(n(n-1)&7 +2& - 4,) £, =0

(2448 - 2& ) o+ +(n(n=1)E7 + A& - 2E,) £, =0 (3.162)
Burada bilinmeyen f,, k=2,...,n katsayilar1 icin asagidaki yoney ve dizeyler

kullanilacaktir.
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=0 o Ll

265 128 ... n(n-1)&7
2 65 128 ... n(n-1)&7°
A, = : : : : :
2 12&2 ... —1)&r?
65)1 gn n (n )gn (n><n—l)
_981 + 6812 _681 + 513 _é:l + ‘fln
_ 2 _ 3 _ n
N A .
_gn + é:rlz _gn + éjj e _gn + fr’tl (nxn—l)
Bu biiyiikliikler kullanilarak (3.161) denklemi asagidaki bigimde yazilir.
(A0 + 1A, )f =0 (3.164)

Bu sistemde (n—1) bilinmeyen f, degerlerine karsillk » tane denklem
bulunmaktadir. Ayrica A, ve A, dizeyleri dikdortgen dizeylerdir. Sistemi esit

sayida bilinmeyen ve denklem durumuna getirebilmek i¢in (3.164) denkleminin her

iki yam soldan A[ dizeyi ile garpimi alinir. Buna gére olusan yeni denklem sistemi
(AfA,+1ATA,)f =0 (3.165)

biciminde olmaktadir. Burada islem kolaylig1 agisindan yeni bir adlandirim

yapilmalidir. B, = A A,, B, = A/ A,. Bu durumda yeni denklem sistemi

(B, +4B,)f =0 (3.166)
olmaktadir. Asagida g yoneyi tanimlanmaktadir.

g=Bf (3.167)
H, uzayinda tammlanan X" dizeyinin 6zdegerleri ayrik oldugundan B, dizeyi
evirtilebilir niteliktedir. Boylece f yoneyi asagidaki bicimde yazilabilir.

f=B'g (3.168)

(3.168) denklemi (3.164) denkleminde yerine konuldugunda asagidaki yapi elde
edilir.

(—BOB;‘ - Al)g=0 (3.169)
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Burada A degerleri —B,B;' dizeyinin dzdegerleri, g yoneyi ise dzyoneyleridir. g

yoneyi elde edildikten sonra (3.168) denklemi kullanilarak f yoneyi hesaplanir [33].

3.1.5.1 Uygulama
Bu boéliimde (3.153) denklemi ve ona eslik eden (3.154) denkleminde bulunan
kosullar1 iceren simir deger sorununun JHj, uzayinda sayisal ¢oziimii hesaplanacaktir.

Bu uzay icerisinde (3.169) denklemindeki 6zdegerler asagidaki gibi bulunur.

A4,=987, 4,=39.48, A,=88.83, 4,=158.12, A, =24845

A, =398.22, A, =618.841, A, =2302.17, A, =4974.02 (3.170)

Gergek degerler ise
A, =9.8696, A,=39.4784, A, =88.8264, A, =157914, A, =246.74,

A, =355306, A, =483.611, A, =631.655 A, =799.438 3.171)

bi¢imindedir. Sayisal olarak elde edilen 6zdegerlere karsilik gelen 6zyoneyler u, ,
(k=1,...,9) ve her bir 4, Ozdegerine karsilik gelen ozislevlerin katsayilarindan
olusan yoneyler v, simgelenirse, (3.168) denklemi kullanilarak v, yoneyleri
asagidaki gibi olusturulur.

v, =B/ 'u,, k=1,...,9. 3.172)
Her bir 6zislev ¢, ve bu islevin katsayilar h;k) olarak gosterilirse, (3.160) sirasayili

denklemden #, katsayisi

n—1

W == v (3.173)

J=1

olarak bulunur. Diger katsayilar ise

AP =yt (3.174)

J

olarak hesaplanir. Bu katsayilar kullanilarak 6zislevler yani sayisal ¢oziim,

n—

&, (x)=h"x+ Y By (3.175)

1
J=1

biciminde elde edilir. Ger¢ek ¢6ziim yeniden asagidaki gibi yazilir.

Y, (x)zcn sin(mzx), n=1...,9 (3.176)
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Burada yer alan ¢, katsayilari, her bir 6zislevde farkli bir deger alabilir ya da bazi

islevlerde ayn1 degere esit olabilir. Bu degerin hesaplanmasi i¢in her bir 6zislev birim

aralikta asagidaki gibi olaganlastirlir (ing: normalize).

1 . 2
jo (c,sin[nzx]) dy =1 (3.177)
Bu durumda ¢, katsayilari, —J2 ve 2 olarak bulunur. Ayni iglem sayisal ¢6ziim
icin de gerceklestirilirse

1 2
[ (s (x) dr=1, k=1...,9 (3.178)
bigiminde yazilabilir. Bu katsayilar her islevde degisik ¢ikmaktadir. Ornegin ¢ (x)

islevi i¢in 5, =-7.9915 olarak hesaplanmaktadir. Her bir 6zislevin sayisal ¢oziimii

ve gercek coziimlerinin Maclaurin serisi agilimlar1 asagida verilmektedir. Burada

yalnizca ilk islev agik bir bigimde verilecektir.

A, = r 6zdegerine karsilik gelen 6zislev,

5,4 (x) =4.44288x-9.133x107 x* —7.30822x> —4.51x10~*x* +3.60959x
—-1.2x1072x° —0.815309x" —5.2x107x" +0.170967x’ —3.4x107 x"°

olarak hesaplanmaktadir. Ger¢ek ¢oziimiin Maclaurin katsayilari ise

Y (x) =4.44288x —7.30825x" +3.60648x” —0.847488x” +0.116172x’ + O(xll )

bicimindedir. Sayisal ve gercek ¢oziimlerin birlikte yer aldig: islevlerin ¢izimleri ise

asagida yer almaktadir.

Y
1.4 - ~
1.2 /./ \
0.8 /- '\ Sayisal
0.6 / "\ e Gercek
0.4 '-\
0.2t/ -

\ X

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Sekil 3.19 : 1. 6zislev
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— — Bayisal

1 ./'h‘"\. Gercek
\
0.5(/ .
0.2 0.4 \0.6 0.8 A °
-0.5 \ /
-1 N7
N~
Sekil 3.20 : 2. 6zislev
Y
o~ - — — Bayisal
1/ \ VAR Gercek
0.5t/ \': .—" \
i \ /
0.2 V.4 0.g 0.8 17
-0.5 \ f
Sekil 3.21 : 3. 6zislev
Y
1.5 - — — BSayisal
1/ \ f \ Gergek
o.5i/ \ I
i \ / y x
0.3 0.4, 0.6 ¢.8 4
-0.5 ] \
-1 v/ \ /
-1.5 N4 \/

Sekil 3.22 : 4. 6zislev
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— — Bayis=al
- Gergek

1 \, : \ "‘
A \/
Sekil 3.23 : 5. 6zislev

Sekil 3.24 : 6. 6zislev

Ey Fv )
i

F

\ — — Bayaisal
['} -~ Gergek
i

o8 |
wl 2\

Sekil 3.25 : 7. 6zislev

[y
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\ — — Sayaisal
2{" - Gercgek
Sl Ny N Y
1072 w.4% 0.3\ 0l8:, }
- K bl P
1\ > ¥
-2 \I

Sekil 3.26 : 8. o6zislev

¥
— — ESayisal

2"‘ I"l - Gergek

I ’ I IL_I
g ED RURANNEE AL

AV FEA SOV VI R T

"02'&3’0};} (3:“6‘;!0%!1
Iy NiE A

Sekil 3.27 : 9. 6zislev

Bu ¢izimlerden de goriildiigii lizere sayisal ¢oziim, gercek ¢oziime oldukca iyi bir
bicimde yakinsamistir. Boylece Sendelenimsizlik yaklastirimi, genel bir degistirge
iceren bir smir deger sorununa da uygulanabilmektedir. Ancak O6zdegerler

biiylidiikce, sayisal ¢6ziim ile gercek ¢oziim arasinda bir ayriklagsma gdzlemlenmistir.
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4. GROBNER TABANI VE BUCHBERGER ALGORITMASI

Grobner tabani, ¢okterimli halkalarin (ing: polynomial ring) kuraminda kullanilan
onemli bir aragtir. Grobner tabani, 1965 yilinda Bruno Buchberger tarafindan
doktora tezinde tanitilmistir [39]. Ancak, Grobner tabaninin soyut tanimlamasi i¢in
caligmalar Buchberger’den daha onceye dayanmaktadir. Grébner tabani, Hironaka
tarafindan 1964 yilinda {Usli (ing: power) seri halkalarinin kuramsal olarak
calisilmasinda kullanilmistir [40]. Hironaka'dan once Gordon, Grdbner tabani
kavramint 1899 yilinda kullanmigtir [41]. Grobner tabaninin  hesaplanacagi
diisiincesini Buchberger getirmistir [42-44]. Buchberger, bu yapilara doktora tez
danismanm1 olan Wolfgang Grébner (1899-1980)’in adin1 vermistir. Buchberger’in
ozellikle ilgilendigi konu, Grobner tabanini olusturmak i¢in algoritma gelistirmekti.
Grobner tabanini hesaplamak i¢in kullanilan algoritma, Buchberger algoritmasidir.
Buchberger’in ilk algoritmasi, kullandigr degiskenlerin {istel olarak (ing:
exponential) iki kat1 gibi bir zaman karmasikligima (ing: time complexity) sahiptir.
Daha sonra bu yapiya bir ¢cok diizenleme getirdi. Algoritmanin en ¢ok zaman tiiketen
kesimi; gittikce artan S-¢okterimlilerin (ing: polynomials) hesaplanmasi, S-
cokterimlilerin indirgenmesinin denetimi ve S-¢okterimlilerindeki katsayr artisidir.

Yapilan diizenlemeler daha ¢ok bu sorunlarin yerlerinin belirlenmesine yoneliktir.

Sifir olmayan her halka idealinin (ing: ideal of a ring) Grobner tabani1 bulunmaktadir
[45]. Grobner tabanini olusturmak igin Oncelikle S-¢okterimlilerini olusturmak

gerekmektedir.

fve g, K[x,,...,x,] sifir olmayan iki ¢cokterimlisi olmak iizere

L =okek(Ip(f),Ip(g)) 4.1)

tanimi yapilsin. Burada Ip(f), f cokterimlisinin en yiiksek dereceli teriminin katsayisiz
bicimidir (ing: leading power product). Bu durumda f ve g cokterimlilerin S-
cokterimlisi,

L

L
S(fag)=mf—@g 4.2)
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biciminde tamimlanmaktadir. /#(f), f cokterimlisinin bas terimi yani en yiiksek

dereceli terimidir (ing: leading term). S-cokterimlisi, karmagik goziikmesine karsin

aslinda f ve g’den daha basit bir yapidadir. /t ve /p terimlerini belirlemek igin

cokterimlilerin terimleri arasinda bir siralama (ing: ordering) yapmak gerekmektedir.

En sik kullanilan siralama ¢esitleri asagidaki gibi agiklanmaktadir:

1.

Abecesel siralama (ing: lexicographical order): Cokterimliler arasindaki
siralama, sozliik siralamasidir. Sozliikte Once gelen simge (ing: letter),

sonrakinden kii¢iiktiir. Matematiksel olarak eger (i-a, j-b) ikilisinin ilk sifir
olmayan Ogesi, ancak ve ancak x“y” <x'y’ esitsizligi saglamiyorsa, arti
degerlidir.

Omegin; x < y olmak iizere asagidaki siralama abecesel siralamadr.

<X’ <X <..<y<xy<x’y<..<y <y’ <x’y <.. 4.3)

2. Dereceli abecesel siralama (ing: degree lexicographical order): Burada en

biiyiik dereceli terim en biiyiiktiir. Derecesi ayni olan terimler arasinda ise

sozliik siralamasi biiyiik olan biiyiiktiir.
Omegin; x < y olmak iizere dereceli abecesel siralama
l<x<y<x’<xy<y’ <x <x’y<x’<y <.. 4.4)

olarak yazilmaktadir.

3. Dereceli ters abecesel siralama (ing: degree reverse lexicographical order):

Burada terimler ilk olarak derecelerine gore, daha sonra ise abecesel olarak
ters bir bi¢imde siralanmaktadir. Eger iki terimin derecesi aym ise, sozliikk
siralamasina gore once gelen sonrakinden biiytiktiir.

Ornegin; x < y olmak iizere dereceli ters abecesel siralama

l<y<x<y <xy<x’<... 4.5)

olarak yazilmaktadir.

Ornek: Asagida ii¢ degiskenli bir gokterimli bulunmaktadr:

f(x, v, Z) =4xy’z+4z° —5x° +7x°2° (4.6)
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Bu ¢okterimli, x > y > z olarak verilmek iizere bu {i¢ siralamaya gore siralanirsa;

Abecesel siralamaya gore:

f=-5x"+7x"2" +dxy’z +42°,

Dereceli abecesel siralamaya gore:

[=7x"2" +4xy°z—5x +4z°,

Dereceli ters abecesel siralamaya gore:

f=4x’z+7x°2" = 5x° +4z7°
olmaktadir. f* cokterimlisinin Abecesel siralamasina gore /p terimi lp( f ) =x, It

terimi ise lt( f ) = —5x’ olarak hesaplanir [46].

S-¢okterimlilerinin en O©nemli 6zelligi, cokterimli ikililerinin bas terimlerinin
yalinlagsmasidir. Degiskenler, secilen ¢okterimli siralamasina gore elenmektedir [47].
Buchberger algoritmasi i¢in s6zde kod (ing: pseudo code) asagidaki gibi olusturulur.
Giris: F=fq,...,fs
Cikis: Grobner tabani G={gi1,92,...,9:}

G:=F olsun

Yineleme

G’ :=G olsun

Her p#g € G olan {p,g} ikilileri icin

Yap

S:=S(p,q) olsun

Eger S:#0 mod G’ wvarsa

O zaman G:=GUS olacak

G=G’ oluncaya dek
Bu algoritmada ilk olarak S-cokterimlileri hesaplanmaktadir. Daha sonra G
modiiliine gore sifir olup olmadigina bakilmaktadir. Eger bu cokterimliler sifira esit
degilse o zaman G kiimesine eklenmektedir. Bu islem, G kiimesinin tim S-
cokterimlileri, G kiimesinin c¢okterimlileri tliriinden yazilincaya ya da bagka bir
deyisle tiim S-¢okterimlileri G modiiliine gore sifir oluncaya dek siirdiiriilir. Bu
algoritmada G kiimesi, G' (eski G) kiimesinin ogelerinin sifir olmayan S-

cokterimlilerinin kalanlar1 ile G’ kiimesini icermektedir. Eger [ tarafindan
olusturulan ideal < f > ile gosterilirse, G' © G olmasindan dolay1 <Zt(G’)>c<lt(G)>
bagintis1 saglanir. <lt(G')> idealleri, her yinelemede ortaya cikar. Bir sonraki

yinelemede elde edilen ideal bir dncekinde elde edilen ideali kapsar. Sonunda bu

97



idealler, K[x,,...,x,] halkasmda bir zincir meydana getirirler. Sonlu sayidaki
yineleme sonrasinda <lt(G’)> ideallerinin hi¢ bir katkisi olmayacak ve sonunda
<lt(G')>=<lt(G)> esitligi saglanacaktir. Bu durum G'=G anlamimna gelmektedir ve
algoritma sonlu sayidaki adimdan sonra son bulacaktir [46].

Grobner Tabani, Mathematica ve Maple gibi simgesel yazilimlar ile
hesaplanabilmektedir. Mathematica’da  Grobner Tabanini  olusturmak igin
GroebnerBasis[{polyi,polys,..,POLlyn}, {x1,%2,..,%X,}] buyrugu
(ing: command) kullanilmaktadir.

Ornek: f =) +yx+x’, f,=y+x, f,=» cokterimlileri tarafindan Q[x,y]’de
olusturulan idealin Grébner tabani abecesel siralamaya gore y > x olacak bigimde

hesaplanacaktir.

Adim 0:

G={y+yx+x’,y+xy

AN ARVSARVAYAY

Adim 1:

{f1, f2} €G olsun. f, ve f, nin S-¢okterimlisi,

2

S(fl,fz)zy—z(yz+yx+)c2)—y7(y+)c)=x2

<

It( fl) (i =1, 2,3), It(x*) terimini bdlmedigi icin G modiiliine gére h = x’olarak
indirgenmektedir. Bu durumda yeni kiimeler, f, =x° olmak {izere asagidaki gibi
olmaktadir.

G= {yz +yx+x2,y+x,y,x2}

VARV ARV ARV ARV A

Adim 2:

{f1, f;} €G olsun. f, ve f,’ iin S-¢okterimlisi,

2

S(fl,fg,):y—2(y2+yx+x2)—y?(y):yx+x2

<
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yx+x” gokterimlisi, G kiimesinde bulunan f, g¢okterimlisinin modiiliine gore 0’a

indirgenmektedir. Yeni olusan kiimeler asagida yer almaktadir.
G= {y2 +yx+x2,y+x,y,x2}
VARV AR AR A

Adim 3:

{f,, f;} €G olsun. f, ve f,’ lin S-¢okterimlisi,

S(ﬁ,f3)=§(y+x)—§y=x

olarak hesaplamr. Dolayis1 ile  S(f,f;) ¢okterimlisi G  modiiliinde

indirgenebilmektedir. Yeni olusan kiimeler f, =x olmak iizere asagidaki gibidir.
G= {yz +yx+x2,y+x,y,x2,x}

VARV ARV ARV N ART ARV ARTWA

Adim 4:

x ve y, G kimesinde bulunduklarindan, S ( fi f/) cokterimlileri biitlin
( fis fj) e G ikilileri i¢in G modiiline gore 0’a indirgenmektedir. Boylece algoritma
sona ermektedir. Ideal i¢in Grobner tabani asagidaki gibi olmaktadir.

G z{y2 Fyx+xS, y+x, oy, X, x}

G kiimesindeki ¢okterimlilerin herbiri, bir degere esitlenerek x ve y degiskenlerine

bagli denklemler elde edilmektedir. Bu denklem takimi
G, z{y2 +yx+x’=d, y+x=d,, y=d, x'=d, xzds}
bi¢iminde olusturulmaktadir. Burada, d,, (i =1,..., 5) degerleri degismez sayilari

(ing: constant) simgelemektedir. Ozenli bir inceleme yapildiginda G, kiimesinde
bulunan besinci denklemden x bilinmeyeni, ii¢lincii denklemden ise y bilinmeyeni
hesaplanabilir. Sonuglarin tutarliligr diger denklemlerde yerine konularak bakilabilir.
Boylece, dogrusal olmayan bir denklem takiminin verilen siralamaya goére Grobner
Tabani elde edildikten sonra sirasiyla bilinmeyen degiskenleri hesaplanabilmektedir

[48-51].
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4.1 Dogrusal Olmayan Siradan Tiirevli Denklemlerin YBMG Ve Grobner
Tabani Ile Yaklasik Coziimii

Bu boliimde acik yapist asagida verilen birinci kerteden dogrusal olmayan siradan

tirevli denklemin yaklasik ¢6zliimii hesaplanacaktir.

V'=F(xy), y(a)=», xe[ab] (4.7)
Bu denklemin ¢6ziimii i¢in [a,b] aralig1 n diiglim noktas1 kullanilarak (n-1) alt araliga

boliinmektedir. Bu noktalar asagidaki gibi olusturulur.

b—a
n-—1

x, =a+(k-1) , 1<k<n 4.8)

Denklemin yaklasik ¢6ziimii olan f (x) islevi asagidaki bigimde yazilabilir.
S (x)=25(%), (4.9)
k=1

s, (x) 1slevi asagidaki bicimde tanimlanmaktadr.

Sk (x) = Cap Uz (x) TGy Uz (x) + Gy, (x) 4.10)

Burada u, (13k£3n—3) islevleri, karesi tiimlevlenebilir islevlerin Hilbert

Uzaymin birbirine dik ve birimboylu taban islevleri olmaktadir. Bu islevler,
I, =[x.%,), (1<k<n-2) ve I, =[x,,.x,] }] araliklarinda asagidaki bigimde

olusturulmaktadir.

0 x¢l,

5 () =1 V5 x —x, (i-n ), xel @.11)
(x X )5/2 k k
k k+1
0, x¢l,
R R R R NI CY T Y N (4.12)
(xk X )5/2 (xk = X )3/2
0’ ‘xelk
Uy (x) =1 104/x, —x, (x-x )2+ 12{x, —x, (x-x,)+ 3{x —x, cel 4.13)
52 k 32 k 572 k
(xk _xk+1) (xk _xk+1) (xk _xk+1)
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s, (x) islevleri asagidaki kosullar1 saglamalidur.

51() =,
S, (x,)=5,(x,)=0, k=2,...,n-1

Sllc—l(xk)_S;’{(xk)ZO, k=2,....n—1

[(x)=F(x.f(x)), k=L...n (4.14)

Buradaki ilk kosul, tiirevli denklemin baslangi¢ kosuludur. Ikinci ve {i¢iincii kosullar,
sirastyla yaklagik ¢Oziimiin ve birinci tlirevinin ara noktalardaki siireklilik
kosullaridir. Son kosul ise tlirevli denklemin tiim diglim noktalarinda saglanma
kosulu olmaktadir. f islevi, tek degiskenli bir islev oldugundan bu islevin YBMG
bilesenleri bir degismez ve tek degiskenli x’e bagli islevdir. Sayisal ¢oziimiin

degismezlik dlgeni asagidaki bicimde hesaplanmaktadir.

2 3”2_:50]{‘}]{)
_el ( = 4.15)

Burada v, degeri, u, islevinin [a,b] araliginda YBMG agirhik islevi altindaki
timlevinin degeridir. Boyutu (3n-3) olan, k. 6gesi sirastyla v, ve ¢, olan v ve ¢

yoneyleri tanimlanarak, degismezlik Ol¢eninin bu yoOneyler tiirlinden anlatimi

asagidaki bi¢imde yazilabilmektedir.

c'vwie
0= (4.16)

Bir sonraki asama, degismezlik Olcenini eniyilestirmek icin Amag Islevimsisini

olusturmaktir. Bu amagcla asagidaki yap1 kullanilacaktir.
J(e,A)=0,(c)+1" (Ac—r) 4.17)

Burada A dizeyi, (4.14) swrasayili kosul denklemlerinde bulunan bilinmeyen c,

degerlerinin katsay1 dizeyi olup (3n-3) % (3n-3) boyutlu ve evrigi (ing: inverse)
bulunan bir dizeydir. r yoneyi ise 6geleri (4.14)’te sag yanda bulunan degerlerdir. A

yoneyi bu an i¢in bilinmeyen ve (4.14)’te bulunan kosullar1 eniyileme denklemine
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getiren bir yoneydir (Lagrange degistirgesi). Eniyileme igin Amag Islevimsisinin ¢ ve
A yoneylerine gore tiirevleri hesaplanip, (37-3) boyutlu sifir yoneyine esitlendiginde

asagidaki denklemler elde edilir.

V,J(e,))=Ac—r=0, (4.18)

VCJ(c,k):%(va —od)c+ATh=0 (4.19)
ccC

A dizeyi, kare ve evrigi olan bir dizey oldugundan ¢ yoneyi asagidaki bi¢imde

bulunur.
c=A"r (4.20)
Burada (3n-3) sayida denklem yer almaktadir. Bu denklemlerin bir kesimi dogrusal,

diger kesimi ise dogrusal olmayan denklemlerdir. Dolayisiyla ¢, degerlerini bulmak

icin cebirsel bir yontem gerekmektedir. Burada Grobner tabani kullanilacaktir. Bu
yontem ilk bastaki sistemi, ayn1 ¢6ziim kiimesini veren ancak daha kolay ¢oziilebilen
bir denklem takimia doniistiirmektedir. Grobner tabani yontemiyle bulunan

degerler, o, degismezlik olgeninde yerine konuldugunda gergel ve karmasik o,

degerleri elde edilmektedir. Burada yalmizca gercel degerler ile calisilmakta ve

bilinmeyen ¢, degerlerini hesaplamak icin gergel olan degerlerden en biiytlik olan
o, degeri kullanilmaktadir. Bu yontemle elde edilen yaklasik ¢oziimiin olusturdugu

yanilgi degeri (ing: error), asagidaki baginti ile hesaplanmaktadir.

b 2
yanilgl = L [f(x) —y(x)] dx (4.21)
Burada y(x) islevi, tiirevli denklemin ger¢ek ¢6ziimii olmaktadir.

4.1.1 Uygulama

Bu boéliimde bazi uygulamali ornekler gosterilmektedir. Bu o6rnekler, Dogrusal
Olmayan Siradan Tiirevli Denklemler'in yaklasik ¢oziimlerinde Grobner tabaninin ve

Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi’nin kullanilmasina yoneliktir.
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Ornek 1

Incelenecek ilk drnek bir baslangic deger sorunu (ing: initial value problem) olup
acik yapisi asagida verilmektedir.

' 2
y'==y", » =1 xe[01] 4.22)

Denklemin gergek ¢oziimii

1
y()C) = m (4.23)

bicimindedir. Bu denklemin ¢6ziimiinii daha agik bir bi¢imde inceleyebilmek ig¢in
[0,1] aralig1 3 nokta kullanilarak 2 esit uzunlukta alt araliga boliinmektedir. Yaklasik

¢Oziim, asagidaki bicimde yazilabilir.

f(x)=s5(x)+s,(x), 4.24)

Buradaki s,(x) ve s,(x) islevleri (4.11), (4.12) ve (4.13) denklemlerinde bulunan
taban islevlerinin dogrusal birlestirilimi olup acgik bir bicimde asagidaki gibi

yazilabilir.

51 (x) = ety (x) + ey, (x) + 515 ()

5, (%) = ety () + cqus (x) + g (x) (4.25)
s,(x) ve s,(x) islevleri, asagidaki kosullar1 saglamaktadir.

s,(x)=4.24¢, =1

5,(x,)=s,(x,)=3.16¢, +2.45¢, +1.41c, —4.24c, =0

s7(x,) =5 (x,) =12.65¢, +29.4c, +22.63¢, —19.6¢; +33.9¢, =0

s{(x,)+55(x) ==19.6¢, —33.94c, =—18¢?

s{(x,)+ 55 (x,) =—19.6¢, —33.9¢c, = —18¢;

s7(6,) + 55 () =12.65¢, +29.4¢, +22.62¢, = —(3.16¢, +2.45¢, +1.41c, )’ (4.26)

A katsayilar dizeyi ve r sagyan yoneyi, (4.26)’da bulunan denklemlerden asagidaki

bi¢gimde olusturulmaktadir.
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0 0 4.24 0 0

0
3.16 245 141 0 0 —4.24
A 1265 294 2263 0 -19.6 339
0 -196 -3394 0 0 0 |
0 0 0 0 -19.6 -33.9
.0 0 0 1265 294 22.62]
r:[l, 0, 0, —18c2, -18¢2, —(3.16c4+2.4505+1.41c6)2T 4.27)

Burada A dizeyi, evrigi (ing: inverse) olan bir dizeydir. Bilinmeyen ¢, degerleri,
c=Ar (4.28)

bagintis1 ile hesaplanmaktadir. (4.28) sirasayili bagintidan asagidaki denklemler

olusturulmaktadir.

¢, —0.52+2.13c; +1.42¢; =0

¢, +0.41-0.92¢ =0

c,—0.24=0

¢, —0.534+2.37c +4.51c¢2 +0.08(3.16¢, +2.45¢, +1.41¢, )’ =0

¢ +0.41-1.84c; —2.76¢; =0

¢, —0.24+1.06¢; +1.06¢; =0 4.29)

Burada dogrusal olmayan denklemler bulunmaktadir. Bu denklem takiminin Grébner

taban1 olusturulup, bilinmeyen c,, (k=1,...,6) degerleri hesaplanacaktir. Denklem

takiminin Grobner Tabani asagidaki gibi olusturulmaktadir.

—2.12+12¢, +12.73¢;,

~1.73+11.31¢, +29.39,,

1589.04 +2736¢, +1821.47¢; —14672.2¢c, —5702.11c,c,,
—0.71+3c;,

8.57+24c,,

—5.81+33.94¢, —45.54c,

(4.30)
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Grobner tabaninda bulunan ¢okterimlilerin herbirinin 0’a esitlenmesiyle elde edilen
denklem takiminin ¢6ziim kiimesi, (4.29) denklem takimi ile aynidir. Ancak Grobner
taban1 ile elde edilen denklem takimi daha kolay bir bicimde ¢oziilmektedir.
Buradaki ilk denklem, yalnizca tek bir bilinmeyene bagli bir denklem; ikinci
denklem, bir bilinmeyeni ilk denklemde elde edilen degisken olmak iizere iki
bilinmeyene bagl bir denklem ve bu yolla siiren denklemler olmaktadir. Bu denklem
takim1  dort ayr1 ¢ yoneyini vermektedir. Bu yoneyler, (4.16) sirasayili denklemde
bulunan degismezlik Olgeninde yerine konuldugunda asagidaki degerler elde

edilmektedir.

o, ={O.674472+0.015097i, 0.674472-0.015097i, 0.0107639, 0.956254} 4.31)

Burada yalmizca gergel olan o, degerleri ile ¢alisilacaktir. Degismezlik 6lgeni i¢in en
biiylik deger 0.956254 olmaktadir. Karmasik o, degerlerinin boyu (ing: modulus),
0.674641 olarak hesaplanmaktadir. En biiylik gercel o, degerini veren yaklagik

¢oziimiin sayisal yanilgis1 2.7x10™* olmaktadir. Cizelge 4.1°de degisik sayida diigiim

noktasi kullanilarak elde edilen deneysel sonuglar verilmektedir.

Cizelge 4.1 : Ornek 1 icin deneysel sonuglar.

n m ds ¢z n-oy oy degeri op”degeri  Yanilg
3 6 6 4 2 0.0107639 0.956254 2.7 x10™*
4 9 9 8 2 0.0027477 0.959167 5.3x107
5 12 12 16 2 0.0009578 0.959996 1.6x107
6 15 15 32 2 0.0003912 0.960344 6.7x10°
7 18 18 64 2 0.0001738 0.960523  3.2x10°

Cizelgede kullanilan kisaltmalar asagida agiklanmaktadir:

n: diiglim nokta sayisi

m: ¢ yoneyinin boyutu

ds: Grobner tabanindan elde edilen denklem sayis1
¢z: ¢Ozum sayis1

n-oyp. gercel degismezlik 6lceni degerlerinin sayisi
Cizelgeden gozlemlendigi lizere, ¢ yoneyinin boyutu ve Grobner tabanindan elde

edilen denklem sayis1 3(n-1), ¢oziim sayis1 ise 2" sayidadir. Gergek ¢oziim ile

yaklagik ¢6ziimiin karsilagtirmali ¢izimi ise Sekil 4.1°de yer almaktadir.
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Yaklasik

1.5

1.25

05 ¥ — —

0.25

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Sekil 4.1: y(x)=__, [0,1] aralig.

Ornek 2

Bu 6rnekte yaklasik ¢oziimii elde edilecek ikinci denklem asagida verilmektedir.

2 2
y =TI (1)=0, xe[1,2] (4.32)
X

Bu denklemin gergek ¢oziimii
y(x) =xtan(1nx) (4.33)

olarak hesaplanmaktadir. Burada (4.32) denkleminin ¢odziimiiniin tiim ayrintilari
yerine, degisik sayida nokta kullanilarak elde edilen sonuglar Cizelge 4.2°de

verilmistir.

Cizelge 4.2 : Ornek 2 i¢in deneysel sonuglar.

m ds ¢z n-oy opdegeri o degeri  Yamlg
6 6 4 2 0.683934 0.365163  5.5x10*
9 9 8 2 0.685339  0.258091 9.6x10°
12 12 16 2 0.685744 0.199732  2.9x107
15 2
18 2

15 32 0.685913  0.162958  1.1x107
18 64 0.686001  0.137644  5.6x10°

NN kWIS

Cizelgeden, ¢ yoneyinin boyutunun ve Grobner tabanindan elde edilen denklem
sayisinin 3(n-1), ¢oziim sayismm ise 2" olarak elde edildigi gdzlemlenmektedir.
Gercek ¢oOziim ile yaklasik ¢Oziimiin karsilastirmali  ¢izimi  Sekil 4.2°de

bulunmaktadir.
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2
Gergek
1.5} — — Yaklasik .'/
1 L
0.5
1.2 1.4 1.6 1.8 > ¥
0.5t
Sekil 4.2 : y(x)=xtan(Inx), [0,1] aralig.
Ornek 3
Bu ornekte incelenecek son denklem agagida verilmektedir.
Y ==y, y(1)=1/2, xe[l,Z] (4.34)
Bu denklemin ger¢ek ¢oziimii
-1/2
y= (2 + 2x) 4.35)

bi¢cimindedir. Cizelge 4.3’te bu denklemin degisik sayida diigiim noktas1 kullanilarak

elde edilen sonugclari verilmektedir.

Cizelge 4.3 : Ornek 3 icin deneysel sonuglar.

n m ds ¢z n-oy o degeri Yanilg
3 6 6 9 1 0.996508  4.4x1077
4 9 9 27 1 0.996555  8.7x107®
5 12 12 81 1 0.996571  2.8x1078

Cizelgeden, ¢ yoneyinin boyutunun ve Grobner tabanindan elde edilen denklem
sayisinin 3(n-1), ¢oziim sayisim ise 3" olarak elde edildigi gozlemlenmektedir.
Gergek ¢oziim ile yaklasik ¢oziimiin kargilastirmali ¢izimi ise Sekil 4.3’te yer

almaktadir.
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Sekil 4.3: y=(2+2x)"", [0,1] aralig.

Bu cizelge ve sekillerden de goriilebilecegi lizere az sayida nokta kullanilmasina

karsin, yaklasik ¢6ziim gercek ¢oziime oldukga 1yi bir bicimde yaklagmistir.
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5. UZAY GENISLETME

Dogrusal Siradan Tiirevli Denklemlerin sayisal ¢6ziimii, YBMG degismezlik
Olceninin eniyilenmesi ile gerceklestirilmistir. Dogrusal olmayan tiirevli denklemler
icin ise Grobner tabani yontemi uygulanmistir. Ancak Grobner tabani, ¢okterimli
yapidaki  dogrusal olmayan denklemlerin  ¢Oziimiiniin  hesaplanmasinda
kullanilabildiginden, ¢okterimli yapida olmayan tlirevli denklemler, Uzay
Genisletme yontemi ile ¢okterimli yapiya doniistiiriiliip Grobner taban1 ve YBMG ile

¢Oziilebilmektedir.

Asagida Dogrusal Olmayan Birinci Kerteden Siradan Tiirevli denklem takiminin

genel gosterilimi bulunmaktadir.
vi=fi(Vovn)s vi(x)=a, 1<i<N (5.1

Burada, f, islevlerine denklem takiminin tanimsal islevleri (ing: descriptive

functions) denmektedir. Bu denklem takimi otonom (ing: autonomous) denklem
takimidir. Otonom olmayan denklemler, bagimsiz degiskene yeni bir degisken
tanimlamasi yapilarak otonom durumuna getirilebilirler. (5.1) denklem takimindaki
tanimsal islevler, genel olarak y,,...,y, degiskenlerinin bilinen isevlerinin

cokterimlileri olarak yazilabilmektedir. Matematiksel olarak tanimsal iglevler igin,

k

f; =20‘z§f?k2,4..,km, g, 1SISN 5.2)

anlatimi yapilabilir. Burada toplam, & +k,+...+k, <D, esitsizligini saglayan &

degerleri tizerinden hesaplanmakta ve D,, f, ¢okterimlisinin derecesi olmaktadir.

1

(5.2) denkleminde bulunan ¢ islevleri, c¢okterimli, trigonometrik, hiperbolik,

logaritmik ya da hipergeometrik gibi bilinen islevlerdir. Bu islevlerden herhangi biri
uygun olabilmekte ancak hangisinin segilecegi tam olarak istege bagl (ing: arbitrary)

degildir. ¢ islevleri kiimesinin sonlu sayida &gesi bulunmali ve y,,...,»y,

degiskenlerine gore asagida tanimlanan Lie isleci altinda kapali olmalidir [52-55].
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ul d
£=;fi(yl,...,yN)$ (5.3)

Diger bir deyisle, @islevlerinin y,,...,», degiskenlerine gore olan tiirev islevleri,
yine ayni kiimede yer almalidir. Bu kiimenin 6ge sayis1t M ile gosterilirse, asagida
yeni bir degiskenin tanimi yapilabilir.

w,=¢, k=1....M (5.4
Burada y konaglar1 (ing: coordinate) tarafindan oOrtlilen uzay, yeni tanimlanan w
konaglari ile degistirilmektedir. Dolayisi ile M # N ise uzayin boyutu degismektedir.
Bir ¢ok uygulamada M > N olmaktadir. Bu sekilde uzayin degisimine Uzay

Genisletme Dontistiiriimii denilmektedir.

(5.2) denkleminde bulunan tanimsal islevler, asagidaki bi¢cimde cokterimli olarak

yazilabilir.
D, n, , )

=YY B8R, i=1...M (5.5)
k=1 j=1

Burada D,, genisletilmis uzayda bulunan yeni tanimsal islevlerdeki ¢okterimlilerin
en biiylik derecesi, £ —katsayilar1 basta verilen denklem takimi tarafindan belirlenen
degerler ve P ise w degiskenleri tiiriinden bir ¢okterimli olup asagidaki gibi

tanimlanmaktadir.
BY =wlwp .. .wly (5.6)

Burada j, + j, +---+j,, =k olmaktadir. Dolayisiyla, tanimsal islevleri belirlemek
icin kullanilan degistirgelerin (ing: parameter) sayisi, sonlu bir saytya indirgenmistir.
Fakat tanimsal iglevlerin yapisinda daha da yalinlastirma yapma olanagi

bulunmaktadir. Bunun i¢in asagidaki yeni degiskenler tanimlanmaktadir.

—_ . k-1 —_ Ds

w, =P, S=j+Yn, 1<S<M=>n (5.7)
i=1 )

Bu durumda, tanimsal islevler w degiskenlerine dogrusal bagimli olmaktadir. Ayrica
w degiskenlerine gore Lie islecinin herhangi bir P’ ile gdsterilen homojen bir
cokterimli lizerindeki etkisi, ¢esitli homojen c¢okterimlilerin bir dogrusal

birlestirimini olusturmaktir. Boylece, iizerinde calisilan denklem takiminin yeni
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tanimsal islevleri, w degiskenlerinin ikinci dereceden islevleri olacaktir. Eger bu
islevler w degiskenlerinde dogrusal degillerse, bu derece tanimsal islevlerin

alabilecegi en kiigiik derece olacaktir.

Ozetle, verilen bir denklem takiminin tanimsal islevleri, Lie isleci altinda kapali olan
islevler kiimesinin 6geleri tiirlinden ¢okterimli olarak yazilabilirse, o zaman verilen
sistemi yeni degiskenler tiirlinden ikinci dereceden tanimsal iglevlerin oldugu bagka
bir denklem takimina doniistiren uygun bir uzay genisletme doniistiirimii

bulunmaktadir.

Dolayis1 ile, bir denklem takiminin tanimsal islevleri, asagidaki gibi

yazilabilmektedir.
O,.% 0., 3N ,0
fi=a+Y allw +D > allww,  j=1...M (5.8)
k=1 k=1 [=1

Burada « sayillari, denklem takimi ile birlikte verilmektedir [52].
Ornek 1

Ik 6rnek, Dogrusal Olmayan Tiirevli Denklemler tiirinden Tam (ing: Exact)

Denklem olmaktadir.
2x+ > +2xp" =0 (5.9)

Bu denklem diizenlenerek asagidaki bigiminde yazabilir.

y=———a- (5.10)

. z(x)=2(x)= ) (5.11)

Bu islevlerin olusturdugu tiirevli denklem takimi asagidaki gibi elde edilir.

z/(x)=-2,(x)z(x) —%zl (x)z;(x)

zy(x)=z,(x)z, (x)+ %zz (x)z;(x)
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z(x)=-z ()
zy(x)=2z; (x)+2z,(x) 2 (x) (5.12)

Buradan goriilecegi lizere denklem takimi, sag yani en ¢ok ikinci dereceden olan

cokterimliler tiiriinden elde edilmistir.
Ornek 2

Incelenecek ikinci denklem Integral Carpani (ing: Integrated Factors) tiiriinden bir

denklem olup acik yapis1 asagida verilmektedir.

(3xy+y2)+(x2+xy)y':0 (5.13)
Denklem diizenlenirse,

3xy+ 17
= 2RV, Y Y (5.14)
X" +xy xX+y Xx

bicimine doniisiir. Asagida yer alan islevler tanimlanarak Uzay Genisletme islemi

gergeklestirilir.

* v(x) ’
(5.15)
()= ()ﬁ = o
Bu islevler kullanilarak elde edilen denklem takimi asagida yer almaktadir.
() =22 ()2, (x) -2, (1), (4
2 (x) = =2, (x) 2, (%) =32, (x)+ 2, (x) 2 (x) + 22, (x) 2, (x)
21 (x) =2 ()
21 (%) =22 () 4 2 () 23 (x) + 22, (x) 2, ()
24 (5) = =2 (5)2 (1) =422 ()2, (1) 22, (1) () 422 (+)
21 (3) =22, (1) () =32, (x) 2 () 2 ()22, () () 616
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Dolayis1 ile (5.14) denklemi, Uzay Genisletme yontemi ile sag yani derecesi en
yiiksek 2 olan cokterimliler tiirlinden yazilabilen bir denklem takimina

dontstiirilmiistiir.
Ornek 3

Asagida Degiskenlere Ayrilabilir (ing: seperable) tiiriinden bir Tiirevli Denklem yer

almaktadir.
, 3P +4x+2 617
2 ( y- 1) ’
Bu denklem yeniden diizenlenirse
3 x’ 1
y=22 4o 7 (5.18)

= + +
2y-1 y-1 ypy-1
denklemi elde edilir. Asagidaki islevler kullanilarak (5.18) denklemi, tiirevli denklem

takimina doniistiiriilebilir.

x’ X 1
- (x): y(x)—l’ = (x): y(x)—l’ z3(x): y(x)—l’
)= (e A () (5.19)

(v(x)-1) (v(x)-1)’

Bu islevlerin olusturdugu denklem sistemi asagidaki bigiminde olusmaktadir.

z (x) =2z, (x) —%zl (x)z4 (x) -2z, (x) z, (x) -z, (x) z, (x)

zy (x) =z (x) —%zl (x)z5(x) =22, (x) 25 (x) =25 (x) z5 (x)

zy(x)= —%zl (x) 2 (x) =22, (x) 25 (x) — 2, (x) 25 (%)

z, (x) =2z, (x) -3z, (x) -4z, (x)zS(x) -2z (x)

Zg (x) =7z} (x) -2z (x) -2z, (x) Zy (x) -3z, (x) Zs (x) -2z, (x) Zg (x)

zg (x) =32, (x) 25 (x) =4z (x) z4 (x) - 22 (x) (5.20)

Ornek 4

Son 6rnek Bernoulli tlirtinden bir denklem olup agik yapis1 asagida verilmektedir.

X’y +2xy—1' =0 (5.21)
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Bu denklem i¢in kullanilacak islevler asagida bulunmaktadir.

202 L - 2 (5.22)

Bu islevlerin olusturdugu tiirevli tenklem takimi ise asagida yer almaktadir.
21(x) =32, (x) 2 ()~ 2, (¥) 23 ()

21 (x) = =82, (x) 2, (x) + 32, (x) 2, ()

z(x)=-2 ()

zy (x) =6z, (x)zy (x) -2z (x) (5.23)
Bu orneklerden de goriilecegi iizere, Uzay Genisletme yOntemi ile degisik tiirden

Dogrusal Olmayan Siradan Tiirevli Denklemler, sag yani en ¢ok ikinci derece olan

cokterimliler olarak yazilabilmektedir.
5.1 Uzay Genisletme Ve Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi Kullanilarak
Dogrusal Olmayan Siradan Tiirevli Denklemlerin Sayisal Coziimii

Genel yapisi

V'=F(xy), y(x)= (5.24)

olan birinci kerteden dogrusal olmayan baslangic degerli bir tiirevli denklemi ele
alinirsa; bu denklemin sag yani, derecesi en yliksek 2 olan yeni tanimlanan islevlerin

cokterimlileri tiirlinden yazilabilmektedir.  z (x),z,(x),...,z,,(x) acik yapisi

bilinmeyen islevler olmak iizere, bu islevler Lie isleci (ing: operator) altinda kapali

olmalidirlar. Yani,

m m m
zZl=aq, +Zaikzk +ZZaikakzj, i=1,....m (5.25)
k=1

k=1 j=1

(5.24) denklemi, yoneysel bir bi¢imde yazilabilmektedir.

p':qa p(xl):qo (526)
Burada p’ yoneyi,

p=[z(x) z(x) - z,(x)] (5.27)
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olarak tanimlanan yoneyin x bagimsiz degiskenine gore tiirevi olan yoney, q yoneyi

ogeleri (5.25) denkleminde bulunan sagyan islevleri olan yoney, q, yOneyi ise p
yoneyinin x, noktasindaki degerleri olan yoneydir. Bu durumda (5.24) denklemi,

yoneysel bir bigimde yazilabilmektedir. Bu asamada (5.26) denkleminin yaklasik
¢Oziimii i¢in Yiiksek Boyutlu Model Gdsteriliminden faydalanilacaktir. Bunun igin
x, degerini baslangi¢ noktas1 olarak alan / =[a,b] araliginda calisilacaktir. Bu aralik

n saylda nokta kullanilarak esit uzunlukta alt araliklara bdliiniir. Herbir aralikta

asagida birbirine dik ve birimboylu taban islevleri tanimlanmaktadir.

x¢l,

0,
u3k—2 (x) = \/g \V xl - xn

5.28
(x—x.,)" (x-x), xel 5-28)
k k+1
0, xel,
Uy (x)= 5\/5\/)51 —X, (x_x )2+4\/§\/x1 - X, (x_x )’ el
(x x )5/2 k (x x )3/2 k k
k k+1 k k+1
0, xél,
u, (x)=< 10/x, —x, 124/x, —x, 3x —x,
o T e I ey
k k+1 k k+1 kT~ M+l
(5.26) denkleminin sayisal ¢oziimii f ile gosterilirse; f yoneyi,
n—1
f(x)=>s.(x) (5.29)
k=1

bi¢iminde tanimlanmaktadir. Burada s, (x) yoneyi herbir aralikta tanimlanan taban

islevlerinin dogrusal birlestirilimidir. Yani,
S, (x) =y, , ()c)c3k_2 +uy, ()c)c3k_1 +us, (x)c3k , k=1,...,n—1 (5.30)

Burada c¢,, (1Sk£3n—3) yoneyleri dogrusal birlestirilimin bilinmeyen katsay1

yoneyleri olmaktadir. s, (x) yoneyleri, asagidaki kosullar1 saglamalidir.
S (xl ) =q,

S, (xkﬂ)—skﬂ(xkﬂ)zﬂ, k=1,...,n-1
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St (%er) =Sk (%,,) =0, k=1,..,n-1

f’(xk)zq(xk), k=1,...,n (5.31)

f yoney degerli islevi, tek bagimsiz degiskene bagl oldugundan, bu islevin Yiiksek
Boyutlu Model Gosterilimi asagidaki bigimde yazilabilmektedir.

f(x)=f, +1,(x) (5.32)
Burada sag yanda yoney degerli iki YBMG bileseni bulunmakta olup bu durum

YBMG kuranunin belirttigi 2' bilesen sayst ile tutarlidir. Sag yandaki f,ve f(x) ile

simgelenen biiyiikliikler, sirasiyla, degismez (ing: constant) ve bir degiskenli (ing:
univariate), yoney degerli, YBMG bilesenlerini gostermektedir. YBMG taniminin iki
temel O6gesi olan aralik ve agirlik sirastyla [a,b] ve w(x) olarak diisiiniiliirse asagidaki

tanim esitlikleri yazilabilir.

f = jb dxw(Of(x),  f,(x)=f(x)f, (5.33)
f,ve f,(x) YBMG bilesenlerinin i¢carpimu asagidaki bigimde yazilabilmektedir.
(f.8,) = [ dxw()f, 8,00 =, [ doow()f, (x) =0 (5.34)

Bu iki bilesenin i¢garpim tanimi, birinci bilesenin devrigi (ing: transpose) ile ikinci
bilesenin ¢arpiminin YBMG agirligi ile verilen aralikta tiimlevinin (ing: integral)
degeri olmaktadir. Bilesenlerin birbirine dik oldugu gézlemlenmektedir. Bu durum

YBMG kuraminda olmasi gereken bir olgudur.
YBMG tanimi i¢in degismezlik dlgeni ise asagidaki bicimde tanimlanmaktadir.

(fO ° f0 ) fOTfO
o, = =—
(00) [ dow(of (0 £(x)

(5.35)

Burada f ve ¢ yoneyleri m boyutludur. f yoneyinin boy karesi asagidaki bigimde

yazilabilmektedir.

7=, dxw<x>(”z (x)c,j (Z ui(x)ci)

i=1

3n=33n-3 3n-33n-3 3n=3

cle, [ dow(eu,(u,(x) = Y, Y cle,s, = ) ee, =c’e (5.36)
i=1

=l j=l “ =l j=l
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Burada

e=[e/ ey, | (5.37)
tanimi yapilmaktadir. Ote yandan,
v=[ldovu (v, i=12,..,30-3 (5.38)

tanimi yapilarak

f,=> ve (5.39)
i=1
ve buradan
3n-33n-3
Il =170 = 2 D vvele; ='Ve (5.40)

yazilabilmektedir. Buradaki V dizeyinin (7,j). blogu, I, m x m tiirtinde birim dizeyi
gostermek tizere, v,v 1, yapisindadir. Buna gore degismezlik dlgeni,
¢’ Ve

c’c

(5.41)

O, =

biciminde yazilmaktadir. Degismezlik 6lgeninin en biiyiik degerinin elde edilmesi

i¢in asagidaki Amac Islevimsisi ele almacaktir.
J(e,M)=0,(c)+1" (Ac—r) (5.42)

Burada A dizeyi (5.31) denkleminde bulunan kosullarda ¢ yoneyinin katsayilar1 olan
kare ve evirtilebilir bir dizey, r yoneyi ise bu kosullarin sag yan yoneyi olmaktadir.
Amag Islevimsisinin ¢ ve A yoneylerine gore tiirevleri hesaplanip (3mn-3m) boyutlu

0 yoneyine esitlendiginde asagidaki bagintilar elde edilmektedir.
V,J(e,h)=Ac-r=0, (5.43)

VJ(eh)= czc(vv —o0)c+ATh=0 (5.44)

A dizeyi kare ve evirtilebilir bir dizey oldugundan (5.43) denkleminden ¢ yoneyi

c=Ar (5.45)
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olarak hesaplanir. Bu esitlikte (3mn-3m) sayida denklem yer almaktadir. Burada
dogrusal olmayan denklemler de bulunmaktadir. Bu denklemlerin ¢6ziimii Grobner
Tabani ile gerceklestirilmektedir. Bulunan ¢ yoneyinin degerleri (5.41) denkleminde
yerine konuldugunda gergel ve karmasik degerli o, degerleri elde edilmektedir.
Burada gergel olan degerlerden en biiylik degeri veren ¢ yoneyi, sayisal ¢oziimiin
bilinmeyen katsayilarin1 vermektedir. Boylece, gergek ¢oziime yakinsayan sayisal

¢Oziim olusturulmaktadir.

5.1.1 Uygulama

Bu boliimde, gergek ¢oziimii bilinen asagidaki denklemin Uzay Genisletme yontemi

ile yaklagik ¢6zlimii hesaplanacaktir.
2x+y° +2xyy' =0, y(O.S) =1.22474 (5.46)
Denklemin gercek ¢ozlimii

1 2 \!/2
—X
X

olmaktadir. Bu denklem, agsagidaki bicimde yeniden diizenlenebilir.

ymr (5:47)

Bu denklemin Uzay Genisletme Doniistiirlimii i¢in asagidaki yeni bilinmeyen islevler

tanimlanmaktadir.
= y(x) z —; z —l z =72 ——1
z(x)= y z(x)_y(x)’ 3(x)_x’ 4(x)= 2(x)_yz(x) (5.48)

Bu islevlerin olusturdugu tiirevli denklem takimi asagidaki gibi elde edilmektedir.
, 3

Z, =—2,2Z, —52123, z, (0.5) =2.44949
, 1

Zy =2,2, +Ezzz3, z, (0.5) =0.816497

zy=—z;, z(0.5)=2

zy =2z, +2,2,, z, (0.5) =0.666667 (5.49)
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Burada denklemin sayisal c¢oziimi, [0.5,0.9] araliginda »=3 dii§iim noktasi
kullanilarak hesaplanacaktir. Bu durumda sayisal ¢ézliim yoneysel yapidadir. Sayisal

¢oziim f ile simgelenirse, f yoneyi asagidaki bicimde tanimlanmaktadir.
f=[z z 2z z| (5.50)
f yoneyi, taban islevleri tliriinden asagidaki gibi yazilabilir.

f=u (x)c1 +u, (x)c2 +u, (x)c3 +u, ()c)c4 +us ()c)c5 +u (x)c6 (5.51)

¢k , (1 <k <6) yoneyleri agik olarak

T
ck::[ckl Cra Gz ck4] (5.52)
biciminde tanimlanmaktadir. Bir dnceki boliimde anlatilan yontem uygulandiginda

degismezlik dlgeni o, =0.379064 olarak hesaplanmaktadir. Asagida z; (x), (1< k <6)

islevlerinin (5.48) denkleminde tanimlanan yapilar ile sayisal olarak elde edilen

¢Oziimlerinin karsilastirmali ¢izimleri asagida yer almaktadir.

Y
5_

------- Gergek
4r — — sayisal
'3_

..
2F "“-.,_H'
‘“"‘"hr..;.
1 e
N e,
c— X
0.6 0.7 v.8 0.9
1 \
Sekil 5.1 : z,(x)=y/x islevi.
Y
5

....... Ger(;ek
4 — — sayisal
3

-
2 — -—-,.-"
- et
— ettt
l_._ » — P AR
X
0.6 0.7 0.8 0.9

Sekil 5.2 : z,(x)=1/y islevi.
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....... Ger(;ek
4 — — Sayisal
3
2 o,
T —— '----t-......‘\.\ ...................
1
\
0.6 0.7 \No.s 0.0 "
-1 v
Sekil 5.3 : z,(x)=1/x islevi.
Y
° /
4 Vg
3 /
- K
2 _ / e Gergek
1 e e — — Sayisal
0.6 0.7 0.8 0.0%

Sekil 5.4 : z,(x)=1/y" islevi.

Burada 6zenli bir inceleme yapildiginda bazi islevlerde yakinsama sorunu oldugu
gozlemlenmistir. Bu sorunu ortadan kaldirmak ya da yaklastirimin niteligini artirmak
icin nokta sayisinin arttirilmasi veya araligin daraltilmasi denenebilir. Ancak nokta
sayis1 arttirildiginda olusan denklemlerin sayisi da artmaktadir. Bu durumun Grobner
tabaninin hesaplamasinda olduk¢a zorluk getirdigi gozlemlenmistir. Bunun ig¢in

aralik [0.5,0.6] olarak daraltildiginda degismezlik 6lgeni o, =0.993171 olarak

hesaplanmaktadir. Bu durumda elde edilen ¢izimler asagida yer almaktadir.

Sayisal

Sekil 5.5: z,(x)=y/x islevi.
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5 .......
4 Sayisal
3
2
L e e b — o+ o ——
: . : : — x
0.52 0.54 0.56 0.58 0.6
-1
Sekil 5.6 : z,(x)=1/y islevi.
Y
S Gercek
4 — — Sayisal

1
x
0.52 0.54 0.56 0.58 0.6
-1
Sekil 5.7 : z,(x)=1/x islevi.
¥
5_
af Gergek
— — Bayisal
3_
2_
1t . e b S e GESEIN B S S S— e Sm—
. : : . — x
0.52 0.54 0.56 0.58 0.6

Sekil 5.8 : z,(x) =1/’ islevi.
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Cizimlerden de goriilecegi iizere aralik daraltilinca, degismezlik 6lgeni 1’°e yaklasmis
ve sayisal ¢coziim gercek ¢oziime yakinsamistir. Daha genel bir gézlem yapabilmek

icin asagidaki yapida bulunan tiirevli denklem incelenecektir.

B y AN
=B , 0)= , 0,1 5.53
y=-3 ﬂ2(ﬂ1x+ﬁ’2) »(0) ( 7 } x €[0,1] (5.53)
Bu denklemin gergek ¢oziimii
c-(Bx+B) )
= — 5.54
g ( (ﬂl’”‘ﬂz) ] ( )

bicimindedir. Uzay genisletme i¢in kullanilan islevler asagida yer almaktadir.

1
Bix+p, ,

—ﬂ z,(x)= z(x
Zl(x)_ﬂlx%-ﬂzj 2( ) y(x)’ 3( )

Burada ¢, f; ve p, degiskenlerinin alacaklari degerlere gore (5.53) denkleminin

1
z,(x)= V() (5.55)

yaklagik ¢oziimii yapilacaktir. Bu degiskenler asagidaki kosullar1 saglamalidir.

B #0, p+p,#0, ¢p,p >0, C_ﬂzz >0, c—(B +ﬂ2)2 >0 (5.56)
¢, f1 ve p, degiskenlerinin aldig1 degerlere gore elde edilen 6y degismezlik Olgenleri

Cizelge 5.1°de verilmektedir.

Cizelge 5.1 : Degismezlik dlceni degerleri.

ﬁl ﬂz C o) ﬁl ﬁz C o)

0.5 0.5 1 karmasik | 0.1 09 4 0.997624
05 05 5 0.89353 | 0.1 0.9 5 0997675
0.5 0.5 10 0.895147 | 0.1 09 6 0.266011
03 05 5 0955041 | 0.1 09 10 0.234326
0.3 0.5 10 0.955632 | 0.1 0.9 20 karmasik
03 0.7 10 0.974374|0.01 0.9 5 karmasik
02 08 1 karmasitk | 0.2 09 5 0.991396
02 08 5 098965 | 0.3 0.9 5 00981915
0.2 0.8 10 0.990057| 0.1 0985 5 0.997990
0.2 0.8 20 0.261616| 0.1 03 5 0.151206
0.1 09 3 0997509 | 09 09 5 0.257611

Cizelgeden gozlemlendigi lizere en iyi sonug, £1=0.1, ,=0.985, ¢=5 degerlerinde
elde edilmistir. Bu sonucu veren yaklasik ¢oziimlerin, olusan denklem takiminin

gercek ¢ozlimleri ile karsilastirmali ¢izimleri asagida yer almaktadir.
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3
2.5}
2-_ - —— — —— -
e o —— — —_—
1.5
Gergek
l_

Y
| S I
1.2 Sayisal
1
0.8
0'6 —— W S—
0.4
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 T =
Sekil 5.10 : z,(x)=1/y islevi.
Y
2 Gergek
— — Sayisal
1.5 ¥

Sekil 5.11 : z,(x) =1/(0.1x+0.985) islevi.
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— — Sayisal

Sekil 5.12 : z,(x)=1/ " islevi.

Bu ¢izimlerden ) ve f, degerlerinin denklemin ¢dzlimiiniin tekilligi olan degerlerde

yakinsamayi etkiledigi gdzlemlenmistir.
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6. COKLU DigEY, COKLU OGRUSAL CEBIR, YUKSEK KERTEDEN
TEKIL DEGER AYRISTIRIM

Coklu Dogrusal Cebir (ing: Multilinear Algebra), o6geleri ikiden fazla indisle
gosterilen yiiksek kerteden ¢oklu dizeyler (ing: tensor) cebiridir. Baz1 miihendislik
uygulamalarinda, ikiden fazla indisle gosterilen 6gelerin kullanilmasi gerekebilir.
Dizey ve yoneyler bu istegi tam olarak karsilayamayabilir. Bu durum, g¢oklu
dizeyleri, Coklu Dogrusal Cebir'e kazandirmistir. Coklu Dogrusal Cebir, bir¢ok
uygulamada kullanilmakta ve {inii de son zamanlarda gittik¢e artmaktadir. Yiiksek
Kerteden Tekil Deger Ayristirim (ing: Higher Order Singular Value Decomposition),
Coklu Dogrusal Cebir'de son zamanlarda gelistirilmis en 6nemli kavramdir. Yiiksek
Kerteden Tekil Deger Ayristirim, dizeyler i¢in kullanilan Tekil Deger Ayristiriminin
ylksek kerteden bir genellemesi olup miihendisligin bir¢cok bilimsel uygulamasinda
kullanilmaktadir. Coklu Dogrusal Cebir ve Coklu Dizeylerin kullanildigi alanlar
Sinyal Isleme (ing: Signal Processing) [56,67], Kemometri (ing: Chemometric) [58],
Goriintii Sikistirma (ing: Image Compression) [59,60], Veri Madenciligi (ing: Data
Mining) [61], Psikometri (ing:Psychometrics) [62] ve Uziletisim (ing:
Telecommunication) [63] olarak siralanabilir. Yiiksek Kerteden Tekil Deger
Ayrigtirim, yeni bir kavram degildir. L. Tucker 1966 yilinda Etken Coziimlemesinin
(ing: Factor Analysis) bir uzantis1 olarak 3-kipli (ing: mode) ayristirim yOntemi
onermistir [64]. Tucker3, Tucker3ALS, 3-kipli Tekil Deger Ayristirnm ve 3-kipli
PCA terimlerini adlandiran P. Kroonenberg, 1980'lerde Tucker'in ayristirimini
gelistirmistir [65]. Daha sonra bir¢ok biliminsani, N-kipli dizilerin ayrigtirimi ig¢in
algoritmalar ve yontemler gelistirmistir. En son, L. De Lathauwer ve arkadaslar1 N-
kipli Tekil Deger Ayristirnmi, Coklu Dogrusal Tekil Deger Ayristirnmi ve Yiiksek
Kerteden Tekil Deger Ayristirimi olarak anilacak ayristirim iizerine c¢alismistir
[66,68]. Bir ¢oklu dizeyin kertesi (ing: order), onun boyut sayisidir. (a,b,...,a.p,...)
gibi kiigiik harflerle gdsterilen sayillar 0. kerteden ¢oklu dizeyler, (a,b,c,...,u,v,w,...)
gibi kalin kii¢iik harflerle gosterilen yoneyler 1. kerteden coklu dizeyler ve (A,B,...)
gibi kalin biiylik harflerle gosterilen dizeyler ise 2. kerteden c¢oklu dizeyleri
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simgelemektedir. Coklu dizeyler ise (“A,B,...) bigiminde stslii biiyiik harfler ile

gosterilecektir. A ¢oklu dizeyinin jjk. 8gesi a;, olarak betimlenmektedir.

Coklu Dizeyler, dizeyler ile de gosterilebilir. Bu islemi yapmanin birkag¢ yolu vardir.
Ancak burada, Lathauwer'in ve Kolda'nin c¢aligmalarinda kullandig belirli bir tip
dizey a¢ilim (ing: matrix unfolding) tiirii kullanilacaktir. Coklu Dizeylerin dizey
acilim1 dongiisel bir bicimde olmaktadir. Genel bir gosterilim i¢in asagidaki tanim

kullanilabilir [66,67]:

Tamm: A, N. kerteden C">**/¥ uzayindan segilen bir ¢oklu dizey olmak iizere,

A, € Clhtlmba il i) dizey  acilimi, i satirinda ve j siitununda yer alan

(n)

a, , Ogesini icermektedir. Buradaki ; degeri ise asafidaki bigimde

Vg

tanimlanmaktadir [67]:
N
J=1+ 2 (=1 I =], (6.1)

Ornek:

A, R™*? uzayinda, 6geleri

a, =1 a,,=2, a;,=3, a, =4 a, =5 a;, =6,

as, =1, ay, =8, ay, =9, a, =10, a,, =11, a,, =12,

a,, =13, a,,=14, a,, =15, a,, =16, a,,=17, a,), =18,
as =19, a,, =20, ay,=21, a,=22, a,,=23, a,,=24

biciminde tanimlanan bir ¢oklu dizey olsun. Bu c¢oklu dizeyin 3-kipli dizey acilimi

asagidaki bigimdedir.

1 4 7 10 13 16 19 22
=2 5 8 11 14 17 20 23
36 9 12 15 18 21 24

(3x8)

Aq)
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1 2 3 13 14 15
4 5 6 16 17 18
@17 8 9 19 20 21
10 11 12 22 23 24

(4x6)
1 2 3 4 . 10 11 12
A =
13 14 15 16 - 22 23 24),

Dogrusal Cebirde ise dizeylerin Tekil Deger Ayrnistirnmi asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:

mxn boyutlu ve 6geleri, Gergel veya Karmasik sayilardan olusan K cisminden (ing:
field) secilmis M dizeyi ele alinirsa, bu dizeyin Tekil Deger Ayristirimi asagidaki
gibi yazilabilir.

M = UDV* (6.2)

Burada U dizeyi, m xm boyutlu bir tiniter (ing: unitary) dizey, D dizeyi m x n boyutlu
ve kosegenlerinde eksi olmayan gergel degerler olan bir dizey, V* dizeyi ise nxn
boyutlu V dizeyinin devrik eslenigi (ing: conjugate transpose) olmaktadir. Bu
ayristirma M dizeyinin Tekil Deger Ayristirimi denmektedir. Eger D dizeyinin
kosegen Ogeleri azalan bir bigimde siralanirsa, D kdsegen dizeyi M dizeyi tarafindan
essiz (ing: unique) bir bicimde belirlenebilmektedir. D dizeyinin kdsegen 6geleri, M

dizeyinin tekil degerleri olarak bilinmektedir [69].
Yiiksek Kerteden Tekil Deger Ayristirimi i¢in asagidaki kanitsav yazilabilir [66].
Kamtsav A, C""* yzaymda N. kerteden bir ¢oklu dizey olsun. A ¢oklu dizeyi

asagidaki bi¢imde carpimsal olarak yazilabilir.

A=8xU"x, UP...x, UV, (6.3)

Burada U =UY x, U?-..x, U™ dizeyi (I,x1,) boyutlu iiniter bir dizey, S ise,

n. dizini « ’ya esitlenerek elde edilen S, _, alt ¢oklu dizeylerinin (I1 X1, x-x] N)

a

boyutlu asagidaki 6zellikleri olan bir ¢coklu dizeyi olmaktadir.
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(1)  Tim diklik (ing: all-orthogonality): S, _, ve S, _, alt ¢oklu dizeyleri a # j

olmak ftizere n, a ve f’nin tim olast degerlerinde asagidaki denklemi

saglarlar.
(8,-0rS,p)=0,  a#p (6.4)
Burada, <.§4,B> simgesi, C"*>/v uzaymndan aliman A ve B ¢oklu

dizeylerin iccarpimi  (ing: scalar product) olup asagidaki bicimde

tanimlanmaktadir.
<./’Zl, B> = Z z o z biTiz“'iN aili2-~-iN

* simgesi, karmagik eslenigi (ing: complex conjugate) gostermektedir.

(i)  Swralama (ing: ordering): A’nin tim alt ¢oklu dizeyleri, n’nin tim olasi

degerleri i¢in asagidaki siralama bagintisini saglarlar.
|5,z ]S,z [s.-.[ 2. (65)

(n)

Burada bulunan o, ile gosterilen HSI:IH Frobenius-boyu, A ¢oklu dizeyinin

(n)

n-kipli tekil degerleri, U;"” yoneyi ise i. n-kipli tekil deger yoneyi olmaktadir
[66].

(6.3) denkleminden Sbir g¢ekirdek (ing: core) coklu dizeyi olup x, simgesi, bir
coklu dizey ile bir dizeyin n-kipli ¢arpimi anlamina gelmektedir.

Genel olarak C, (1, x1,x---x1I, ) boyutlu bir ¢oklu dizey, M ise J, x I, boyutlu bir
dizey olmak tizere C ¢oklu dizeyi ile M dizeyinin n-kipli c¢arpimi,
(I, x-+-x1,_ xJ, x1I  x--x1I) boyutlu bir ¢oklu dizeyi sonu¢ vermektedir. Bu
coklu dizeyin genel terimi, b , ile simgelenirse, bu terimin agik yapisi

Usee byt s S sl 3+ +5E)

asagidaki gibi verilebilir.
IW

bil R S Py A ST ) - Z cil IR S A S T mfn»in o Jn = 1’ 2’ T J” (6'6)
i,=1

Bu baglamda (6.3) denkleminin agik yapist asagidaki bigimde gosterilebilir.
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A Iy

_ \ ) (N)
ail,...,iN = z z a z Sil,...,iN uil,jl a 'uiA, x (6-7)

h=ljp=l jy=l
(6.3) denkleminde U, (i=1,...,N) dizeyleri, dik yapida (ing: orthogonal) yani

evrigi (ing: inverse) devrigine (ing: transpose) esit olan dizeylerdir. (6.3) denklemi

dizey tiirtinden

A —U™S .(U<n+n QU™ ...UM UV @U? ... U"™" )T (6.8)

(n) (n)

bi¢iminde gosterilebilir. Burada (1, x1,1,...1, I, ...I,) boyutunda A, dizeyi, A

* T n-l1
¢oklu dizeyinin n-kipli dizey a¢ilimidir. & ise Kronecker ¢arpimi simgelemektedir. F

ve G sirastyla, I, x1,ve J,xJ, boyutlu dizeyler olmak {izere, F ve G’ nin Kronecker

carpimi asagidaki bigcimde tanimlanmaktadir.

FR®G= (fll ’iZG)lsil <I1gi <, (6.9)
Bu baginti, dizeyler tiiriinden agagidaki bicimde gosterilebilir.
LG G £, G
G .G - f. G
FeG=|""" (6.10)

_.fIl]G fllzG ﬁllzG_

(6.3) denkleminde U" dizeyleri sol tarafa alindiginda S ¢oklu dizeyi, A tiiriinden
S=Ax, UV x, U ...x, Uy (6.11)
olarak hesaplanir. Bu baginti, dizey acilimi olarak ise

S,y =U""A (UeU" ..U U @U?. . U"") (6.12)

(n)

bi¢ciminde yazilabilir. S, dizeyinde satir yoneyleri birbirine diktir. Bu yoneylerin

(n)
Frobenius boyu, A ¢oklu dizeyinin n-kipli tekil degerlerini vermektedir. Bu baginti

daha agik bir bigimde o}", n-kipli k. tekil degeri, S, ise S dizeyinin k. satir

(M) 1)

yoneyini gostermek tizere, A ¢oklu dizeyinin n-kipli tekil degerleri

— : T
L= \/12(5(;%) 9S(n)(,() ) (6.13)

olarak hesaplanir. Bu hesaplama, asagidaki 6rnek tizerinde uygulanmigtir.

(n) _
Oy = S(m)
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Ornek
3x3x3 boyutlu A, dizey agilimina gore yazilmis olan bir A ¢oklu dizeyi asagida
yer almaktadir.

0.907 0.715 -0.369 1.784 1.697 0.015 2.123 -0.074 1.442
0.892 -0.489 2428 1.775 -1.507 4.033 -0.663 1910 -1.749
2.148 0305 2375 4.249 0320 4.714 1.826 2.133 -0.271

1-kipli tekil yoneyler, A dizeyinin sol tekil dizeyinin (ing: left singular matrix)
siitunlar1 olmaktadir. Daha acik bir bigimde, U" dizeyinin siitun yoneyleri, A(I)A(Tl)

dizeyinin 6zyoneyleri (ing: eigenvector) olmaktadir. Buna gére U dizeyi ve aym

bigimde U® ve U® dizeyleri asagidaki gibi hesaplanmaktadir.

0.1121 -0.7739 -0.6233
U"® =| 05771 0.5613 —0.5932
0.8090 —0.2932  0.5095

0.4624  0.0102  0.8866
U? =| 0.8866 -0.0135 -0.4623
-0.0072 -0.9999 0.0152

0.6208 -0.4986  0.6050
U® =| -0.0575 -0.7986 —0.5992
0.7819  0.3371 -0.5244

(6.12) bagintis1 kullanilarak, Yiiksek Kerteden Tekil Deger Ayristirrminin ¢ekirdek

¢oklu dizeyi, S, dizey agilimina gore asagidaki bigimde hesaplanmaktadir.

S

w=U""A (U?®UY) (6.14)

8.708 0.048 -0.279 0.106 3.273 0.322 -0.003 -0.179 -0.222
=|-0.025 3.254 -0.285 3.196 -0.213 0.782 0.294 -0.037 0.370
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

S c¢ekirdek coklu dizeyi, tim diklik 6zelligini saglamaktadir. Yani, S, dizey

O

agilminin satir yoneyleri, birbirleriyle karsilikli olarak diktir. Ayni bigimde S
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dizeyinin 1/2/3, 4/5/6, 7/8/9 siitunlar1 ve 1/4/7, 2/5/8, 3/6/9 siitunlar1 ile olusan
dizeylerinin de satir yoneyleri birbirleri ile diktir. Ozenli bir inceleme yapildiginda,
ve S

bu bi¢cimde olusturulan dizeylerin aslinda S ¢oklu dizeyinin S dizey

(2) (3)

agilimlari oldugu goriilmektedir. S, , S, ve S dizeylerinin Frobenius boylari, A

OF
coklu dizeyinin tekil degerlerini vermektedir. Bu degerler asagidaki big¢imde

hesaplanmaktadir.

1-kipli tekil degerler: 9.3187, 4.6664, 0
2-kipli tekil degerler: 9.3058, 4.6592, 0.5543
3-kipli tekil degerler: 9.2822, 4.6250, 1.0310

U" dizeyinin 6zel olarak A, dizeyinin Dizey Tekil Ayrigtirnmindan elde edildigi

durum incelenirse; A, dizeyi asagidaki gibi yazilabilmektedir.
A,=U".x.v?" (6.15)
Burada V™ dik bir dizey ve X" = diag(o]("),a;"), a,ﬁ")) bi¢iminde tanimlanan

bir kosegen dizeyi olup, kosegen Ogeleri art1 tanimli ve biiyiikten kiiciige dogru
siralanmaktadir. (6.8) denkleminde bulunan Kronecker ¢arpiminin dik bir dizey
olmasi ve (6.8) ile (6.15) denklemlerinin karsilagtirilmasi sonucunda asagidaki

bagint1 yazilabilir [66].

S =y .V(M)T .(U("H) RQU"?Y.. UM U RU? ®---® U(ﬂ*l)) (6.16)

(n)

6.1 Uciincii Kerteden Coklu Dizeylerin Bir Ozdiizeyli Ayristirnminda ilk
Discarpimlarinin Belirlenmesi

a,, (I,x1,x1;) boyutlu bir A ¢oklu dizeyinin genel 6gesini simgelemek iizere,

bu ¢oklu dizeyi herbiri sirasiyla /,,7,,1; boyutlu, boyu 1 olan u, v ve w yoneylerinin

disgarpimlari tliriinden yazmak olanaklidir. Bu yoneyleri bulmak i¢in asagidaki amag
islevimsisi tanimlanmaktadir.
Lo L

T="3"3"(ay, —ouyw,) (6.17)

i=l j=1 k=1

Burada o degeri, u, v ve w ydneylerinin Oklit boyu olmaktadir. Amag islevimsinin

o degerine gore tiirevi alinip 0’a esitlendiginde asagidaki denklem elde edilmektedir.
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_2(222( —ouy,w )J(uvwk) 0 (6.18)

i=l j=1 k=1

Buradan o asagidaki bigcimde hesaplanabilir.
11 12 13

o= Zzz%kuivjwk (6.19)
i=1 j=1 k=l

Amag islevimsinin u,, v, ve w, degiskenlerine gore tiirevleri alindiginda agagidaki

bagintilar elde edilir.

o %
—=222(a —ouyv, wk)(—avjwk):o (6.20)
ou, j=1 k=1
6J 5L 5
—=2 (a — oUW, )(—O'ul.wk ) =0 (6.21)
av_/ i=1 k=1
Lo
;—J 22 (auk —Oouy,w, )(—O'ul.vj) =0 (6.22)
Wy i=l j=1

Bu denklemlerden u,, v, ve w, degerleri asagidaki bigimde hesaplanmaktadir.

L I

.=—22aykv w,, 1<i<] (6.23)
O ol k=1
1 L, L

v, :gzz%kuiwk, 1<j<I, (6.24)
i=l k=1
L b

= —ZZal]kulvl, 1<k<I, (6.25)

lljl

6.1.1 Uygulama

Bu béliimde, 3. kerteden bir ¢oklu dizeyin boylar1 1 olan, 2 boyutlu yoneyler ile
ayristirimi yapilacaktir. Daha sonra, yoneylerden herhangi birinin boyutu 3 yapilip
olusan denklemler ve c¢oziimleri incelenecektir. (6.19), (6.23), (6.24) ve (6.25)
denklemlerinde [, =1,=1,=2 yazildiginda asagidaki denklem takimi elde

edilmektedir.

OUy =y VW, + G VW, + Ay VW, + 8,V W, = d
OlUy = Ay VW, + Ay s VW) + Aoy VW, + 8y Vo W, = d
OV, =@y Uy W, + ) U Wy + 8y Uy W, + g U, Wy = dy

OV, = Ay W, + Ayl W,y + oy Uy W, + Ayl W, = d,
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OW, = a, UV, +a, Uy, +a,,u,v, +ayu,v, = ds
OWy = @y, UV, + Ayl Vy + Gy Uy V) + Ayl v, = dig

o= all]ulvlwl + a]lZulleZ + al2]ulv2wl + a122ulv2w2 + a211u2vlwl

(6.26)
+ a2]2u2vlw2 + a221u2V2W1 + a222u2V2W2 = d7
u, v ve w yoneylerinin boylar1 1 oldugundan asagidaki esitlikler yazilabilir.
w +u; =1, vi+vi=1, w+w; =1 6.27)

Burada A ¢oklu dizeyinin 6geleri [0,1] araligindan segkisiz olarak seg¢ilen sayilardan
olugmaktadir. Bu durum genellikten bir sey yitirmez, ¢iinkii herhangi bir dizey,
uygun bir katsay1 ile c¢arpilarak 6geleri [0,1] araligindan iiretilebilir. Buna gore

gokterimli kiimesi {ow,—d,, ou,—d,, ov,—d,, ov,—d,, ow—d;, ow,—d,
2 2 2 2 2 2 - - .
o—d,, u +u, =1, vy +vy =1, w +w2—1} degiskenler ise {ul,uz,vl,vz,wl,wz,a}

bicimindedir. Grobner tabanini hesaplamak icin kullanilan Mathematica buyrugu
GroebnerBasis[¢cokterimliler,dediskenler] bicimindedir ve olusan
tabanda 18 tane ¢okterimli bulunmaktadir. Bu ¢okterimliler sagyan1 0’a esitlenerek
denklemler elde edilmektedir. ilk denklem 13. dereceden o ’ya bagh bir

¢okterimlidir. Tkinci ¢okterimli denklemde ise o ve w, degiskenleri yer almaktadir.
[k denklem ¢éziildiikten sonra o degerleri ikinci denklemde yerine konulur ve w,

degeri hesaplanir. Bu islem tiim degiskenler bulununcaya dek devam eder. Ilk
denklemde o icin elde edilen degerlerin 4 tanesi karmasik, 8 tanesi gercel
degerlerdir. Burada yalnizca gercgel degerler ile ¢alisilmaktadir. Elde edilen 8 tane
gercel deger, daha sonraki denklemlerde yerine konulmasi ile Grobner tabanindaki
siraya gore tim denklemler c¢oziilmektedir. wu,,u,,v,,v,,w,,w, degiskenleri i¢in
bulunan degerler, (6.27) denkleminde yerine yazilarak yoneylerin boylarinin 1
oldugu denetlenmektedir. Cizelge 6.1°de bu model icin elde edilen sonuglar yer

almaktadir. Cizelgede tiim sonuglar art1 degerli olarak gosterilmistir.

Ik denklemde elde edilen o degerinin 8 tane gercel degeri ikili olarak birbirlerinin
eksili ve artili degerleri olmaktadir. Dolayisi ile ¢izelgede 4 degisik o degerine

karsilik gelen degiskenlerin degerleri art1 degerli olarak yer almaktadir.
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Cizelge 6.1 : Ugiincii kerteden 2 boyutlu sistemin tekil deger ayristirimimin sonuglari.

degiskenler 1.¢0zlim 2.¢0ziim 3.¢oziim 4. ¢dziim

o 1.14 0.58 0.30 0.09
u 0.88 0.43 0.97 0.33
U 0.47 0.90 0.24 0.94
Vi 0.76 0.86 0.61 0.59
™ 0.66 0.51 0.79 0.81
wi 0.69 0.77 0.82 0.45
" 0.73 0.63 0.57 0.89
ul+ u’ 1.00 1.00 1.00 1.00
Vi3 vy 1.00 1.00 1.00 1.00
Wi+ Wy’ 1.00 1.00 1.00 1.00

Ikinci denemede, yéneylerden herhangi birinin boyutu 3 alinmaktadir. Bu sistemde
boyutlar segkisiz bir bicimde /,=2, =2, ;=3 olarak se¢ilmistir. Burada 8 tane

cokterimli denklemi yer almaktadir ve 8. denklem asagidaki bi¢imde yazilmaktadir.
TWy =y 3tyV) + )3l Vy + o 31, V) + Ayl Vy = dyg (6.28)

Bu sistemin 8 tane dogrusal olmayan c¢okterimlisi, 8 tane bilinmeyen degiskeni ve
Grobner tabaninda 22 tane ¢okterimli bulunmaktadir. Bu ¢okterimlilerin sagyani1 0’a
esitlenerek denklem takimi elde edilmektedir. ik denklem o tiiriinden 17. dereceden
bir cokterimlidir. Burada c¢oziimlerin 8 tanesi gercel ¢oziim olup ikili olarak
birbirlerinin eksili ve artili degerleri bi¢imindedir. Bu o degerleri sirasiyla taban
kiimesinde yer alan diger denklemlerde yerine konulup bilinmeyen degiskenlerin

degerleri elde edilir. Bu sonuglar, Cizelge 6.2’de gosterilmektedir.

Cizelge 6.2 : Ugiincii kerteden 3 boyutlu sistemin tekil deger ayristirimimin sonuglari.

degiskenler 1.¢0zlim 2.¢0ziim 3.¢oziim 4. ¢oziim

o 1.79 0.46 0.44 0.16
u 0.32 0.98 0.98 0.85
U 0.95 0.18 0.15 0.53
Vi 0.66 0.77 0.99 0.18
™ 0.75 0.64 0.09 0.98
wi 0.73 0.68 0.41 0.43
Ws 0.64 0.37 0.29 0.58
u+ u’ 0.24 0.63 0.95 0.69
V2 v’ 1.00 1.00 1.00 1.00
Wit wy? 1.00 1.00 1.00 1.00

Boylece, lgiincii kerteden 2 ve 3 boyutlu sistemlerin u,v,w ve ¢ degerleri elde
edilmistir. Bu boliimde elde edilen sonuclar ise Cizelge 6.3’te 6zet olarak yer

almaktadir.
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Cizelge 6.3 : Sonuclarin 6zeti.

(m1, n2, n3) degisken  Grébner taban  p(o)’nin gercel o toplam

degerleri sayist boyutu derecesi sayi1sl ¢Oziim
(2,2,2) 7 18 13 8 32
(2,2,3) 8 22 17 8 32
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda dogrusal ve dogrusal olmayan Siradan Tiirevli Denklemlerin
sayisal ¢oziimiine yakinsamayi saglayacak yontemler gelistirilmistir. ilk olarak
dogrusal Siradan Tiirevli Denklemlerin sayisal ¢6ziimii lizerinde ¢alisiimistir. Bunun
icin Yiiksek Boyutlu Model Gosteriliminden yararlanilmistir. Gelistirilen yontemin
islerliginin daha 1iyi go6zlemlenebilmesi amaci ile yalnizca birinci kerteden
denklemler tizerinde odaklanilmistir. Yapilan uygulamalar incelendiginde, YBMG
degismezlik 6lgeninin (ing: constancy measurer) eniyilemesi (ing: optimization) ile
gelistirilen yontem, az sayida nokta kullanildigi durumda bile gercek c¢oziime
yakinsamistir. Burada yontem, tiirevli denklemlerin baslangi¢c kosullu sorunlarinda
(ing: initial value problems) uygulanmistir; ancak uygun tanimlamalar yapildiginda
yontem, smir deger sorunlarinda (ing: boundary value problems) veya ikisinin
birlikte oldugu denklemlerde de uygulanabilmektedir. Yapilmasi1 gereken, yalnizca
baslangi¢ kosulundan gelen cebirsel kosullar1 sinir kosullari ile degistirmek olacaktir.
Sayisal ¢oziim, uygun Hilbert uzayindan segilen birbirine dik ve birimboylu
islevlerin (ing: orthonormal function) dogrusal birlestirimi (ing: linear combination)
olarak se¢ilmistir. Ancak yapilan uygulamalar sonucunda, taban islevlerinin derecesi
arttirlldiginda yaklastirimin niteligi artmasina karsin, hesaplama ederinin de arttig
gbzlemlenmistir. Bu yiizden en ¢ok {i¢iincii dereceden taban islevleri kullanilarak
birinci, ikinci, tglincii dereceden elde edilen sayisal c¢oziimlerin karsilagtirilmasi

yapilmistir.

Dogrusal siradan tiirevli denklemlerin sayisal ¢oziimii i¢in gelistirilen diger bir
yontem, Sendelenimsizlik Yaklastirimi’na (ing: Fluctuationlessness Approximation)
dayanmaktadir. Sendelenimsizlik yaklastirimi, son yillarda gelistirilmis ve bu
yontem ilk olarak birim aralikta birinci kerteden baslangi¢c kosullu denklemlerde
uygulanmustir. Sonug olarak sayisal ¢oziim, ger¢ek ¢6ziime oldukga hizli bir bigimde
yakinsamaktadir. Yontem daha da gelistirilerek herhangi bir [a,b] araliginda n.
kerteden baslangi¢ kosullu denklemlere de uygulanmistir. Bu tez calismasinda sinir

deger sorunlarmin iki tiirii incelenmistir. Birincisinin yapisinda herhangi bir
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bilinmeyen degistirge (ing: parameter) bulunmamaktadir. Bu durumda denklemin
¢oziimi i¢in STD’in tiirev islecinin evirtimi (ing: inversion) gerekmektedir. Dolayis1
ile bu bir evirtim sorunu olmaktadir. Ikinci tiir denklemler ise seckisiz degerli (ing:
random) bir degistirge igceren denklemlerdir. Bu tiir denklemler sonsuz sayida
O0zdeger (ing: -eigenvalue) ve Ozyoney (ing: eigenvector) iiretmektedirler.
Sendelenimsizlik yaklastirimi bu iki tlir sinir deger sorunlarma uygulanmistir ve
gercek ¢dziime olduk¢a yakin sayisal ¢oziimler elde edilmistir. Incelenen 6rnekler,
karsilagtirma yapilabilmesi icin gercek ¢oziimii bilinen denklemlerden secilmistir.
Boylece sayisal ¢oziimlerin, gercek ¢oziimlerinin Maclaurin serisinin katsayilari ile
karsilastirilmas1 yapilmistir. Sayisal ¢6ziim ile Maclaurin seri agiliminin gergek
¢oziimle mutlak yanilgi degerleri (ing: absolute error) karsilastirildiginda

Sendelenimsizlik yaklastiriminin yakinsama niteligi gdzlemlenebilmektedir.

Dogrusal olmayan siradan tiirevli denklemlerin sayisal ¢ézliimii i¢in Yiiksek Boyutlu
Model Gosteriliminden yararlanilmistir. Sayisal ¢6ziimiin  YBMG degismezlik
Olceninin eniyilemesi kosulu, yontemin temel diisiincesini olusturmaktadir. Burada
ortaya ¢ikan dogrusal olmayan denklemler, Groébner tabani ile ¢oziilmiistiir. Yapilan
uygulamalarda sayisal ¢oziim ger¢ek ¢oOziim ile karsilastirildiginda yaklagtirnmin
oldukca 1yi oldugu gozlemlenmistir. Grobner tabani, ¢okterimli yapidaki dogrusal
olmayan denklemlere uygulanabildiginden bagimli degiskenin ¢okterimli yapisindan
kaynaklanan dogrusal olmayan tiirevli denklemlerde etkili olmustur. Diger tlirdeki
dogrusal olmayan denklemler uygun degisken doniisiimii yapilip denklem ¢okterimli

yapiya doniistiiriildiikten sonra sayisal olarak ¢dziilebilmektedir.

Yukarida sozii gecen uygun degisken doniistiiriimti, tiirevli denklemlerin bilinmeyen
bagimhi degisken sayisinin artisina, dolayist ile Uzay Genislemesine neden
olmaktadir. Uzay Geniglemesi ile herhangi bir tiirde dogrusal olmayan denklemler,
sag yan1 en cok ikinci dereceden bilinmeyen islevlerin c¢okterimlileri tiirtinden
yazilabilmektedir. Burada olusan denklem takiminin ¢6ziimii i¢in Yiiksek Boyutlu

Model Gosterilimi ve Grobner tabanindan yararlanilmigtir.

Bu tez caligmasinda, 6zgiin olarak yapilan ve yukarida da ayrintili olarak belirtilen

calismalar 6zetlenirse:

e Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi degismezlik Ol¢eninin eniyilemesi ile

Dogrusal Siradan Tiirevli Denklemlerin ger¢ek ¢oziime yakinsayan,
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cokterimli yapida taban islevlerinin dogrusal birlestirilimi olarak olusturulan

sayisal ¢oziimii elde edilmistir.

e Bilimsel yazinda yeni sayilabilecek bir gecmisi olan Sendelenimsizlik
yaklastirimi, baglangig¢ ve simir deger kosullu dogrusal Siradan Tiirevli
Denklemlerin sayisal ¢oziimiine uygulanmis, oldukc¢a basarili sonuglar

gbzlemlenmistir.

e Dogrusal Olmayan Siradan Tiirevli Denklemlerin sayisal ¢oziimii i¢in Yiiksek
Boyutlu Model Gosterilimi  degigsmezlik  Slgeninin  eniyilemesinden
yararlanilmistir. Burada dogrusal olmayan cebirsel denklemlerin ¢oziimiinde
Grobner tabani kullanilmistir. Sayisal ¢6ziim, gergek ¢oziime yakinsamistir.
Ancak burada dogrusal olmayan yapi, denklemin bagimli degiskeninin
cokterimli olmasindan kaynaklanmaktadir.

e Siradan Tirevli Denklemlerin ¢okterimli yapida olmayan dogrusal olmayan
denklemleri, uygun degisken doniistiirimii yapilarak c¢okterimli yapiya
dontstiiriilmiistiir. Ancak bu durum Uzay Genislemesi'ne neden olmustur.
Sayisal ¢oziim yoney degerli bir iglev olarak tanimlanarak, islevin Yiiksek
Boyutlu Model Gosterilimi degismezlik Olgeni eniyilemesi sonucunda
olusturulmustur. Dogrusal olmayan denklemlerin ¢éziimii Grobner tabani ile

saglanmustir.

Bu tez calismasinda tek degiskenli yoney degerli islev icin yoneysel Yiiksek Boyutlu
Model Gosterilimi gelistirilmigtir. Daha Once yalnizca ¢ok degiskenli islevlerin
Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi bulunmaktaydi. Bu calisma ile &geleri ¢ok
degiskenli islevlerden olusan yoneylerin YBMG bilesenlerini olusturmanin da

giindeme getirilebileceginin olanakli oldugu boylece kanitlanmistir.

Uzay genisletme yontemi ile yeni degiskenler tanimlanarak birinci kerteden tiirevli
denklemler kiimesi olusturulmustu. Eger bu degiskenlerin tiirevleri oransal olarak
yazilirsa, yeni elde edilecek uzayda bagimli degisken, x degiskeni yerine bu islevler
olacaktir. Oransal yapidan dolay1 verilen aralikta islevlerin baslangi¢ kosullarinin
aldig1 degerler, yeni tanimlanan uzayda tekillik bolgesi olusturabilir. Bu tekilliklerin

giderilmesi i¢in ¢aligmalar gelistirilebilir.

Gergek ¢oziimii belirli bir tiirdeki degistirge (ing: parameter) igeren denklemlerde,

degismezlik 6l¢eninin bu degistirgeler tlirlinden yazilmasi bir eniyileme sorunudur ve
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degistirgelerin degismezlik Olgenini en biiylik yapacak bi¢imde secilmesi ig¢in

hesaplamalar yapilabilir.
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