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YUKSEK BOYUTLU MODEL GOSTER ILIMINDE SENDELENIMSIZ
MATR IS GOSTERIL IM | TABANLI A GIRLIK EN IY ILEMES |

OZET

Bu calismada, ilk olarak Sobol tarafindan tasarlanan vie giihiimizde oldukca yaygin
olarak kullanilan Yiksek Boyutlu Model Gdsterilim (YBMG) ytaminin etkinlginin
arttirilabilmesi icin girhk eniyilemesi yapiimaktadir. YBMG yontemN bajimsiz
degiskene bgll ¢cok dajiskenli bir islevi; bir dgismez islevN sayida tek dgiskene
bagli islevler,N(N — 1) /2 sayida iki dgiskene bgli islevler ve bu sekilde giderek artan
sayida dgiskene bgh olan islevlerin toplami seklinde anlatabilmek icialkanilan bir
acthm yontemidir.

Bu acilim toplam ¥ sayida islev icermektedir ve bu islevlerin hepsinin bitéicilimda
yer almasi durumunda c¢ok giskenli islev tam olarak anlatilir. Ancak hem acilimda
yer alan iglevlerin belirlenmesi sirasinda integraénglerinin bulunmasi hem d
sayisl ¢ok yukarilara tirmar@inda cok fazla sayida islevin hesaplanma geréklili
acilimdan bastan belli sayida islev alikonularak verilglevi anlatabilme zorunlu-
lugunu getirmektedir. YBMG acilimini kullanirkergiém, hesaplama karmasigini
yukseltmemek adina, acilimin en fazla ikigigkene bgli olan islevlerinin icerildgi
halinin kullanilmasidir. Bu durumda verilen c¢ok gigkenli islev yaklasik olarak
temsil edilir. Yaklastirrmin basarisinin arttirllmasin acihmin bilimsel yazinda
varolan yapisinda bir eniyileme yapilmasi giindeme gelilit. Bunu basarabilmenin
yollarindan bir tanesi, bu tez ¢calismasinin da konusu,of@8MG yonteminin kendi
yapisinda bulunan ve yontemin bir parcasi olgnlek islevinin daha etkinlestirilmesi
icin agirlik eniyilemesinin yapiimasidir.

Tez calismasi icerisinde YBMG yontemind@idik eniyilenmesi iki ana bolime
ayrilarak anlatilmistir. Ik ana bolimde, analitik yapisi bilinen bir cok gigkenli
islevi temsil edebilmek Uzere, yapisi daha az karmasak glaklasik bir islev elde
edilmesi sirasindagarlik eniyileme denklemlerinin elde edilerek ¢coztlmesedilirken,
ikinci ana bolimde ise, analitik yapisi bilinmeyen iskuh cok dgiskenli bir veri
kiimesi Uzerinde kiimenin her bir @iim noktasindaki dgerleri verildginde ilgili isleve
uygun bir analitik yapinin ortaya cikarilmasi sirasindprlek eniyilemesinin nasil
yapilabilec@i anlatiimaktadir.

Analitik yapisi bilinen bir cok dgiskenli islevin YBMG ydntemine acilmasi sirasinda
agirlik eniyilemesi icin elde edilen denklemler iki farkloly kullanilarak ¢ozilmeye
calisiimistir.  Bunlardan ilki saptirirm acilimlari yonie digeri ise tez danismani
tarafindan geligtirilmis olan sendelenim ac¢ilimlarnygmidir.

Analitik yapisi bilinmeyen ancak hiperprizmatik dizgirrr garanin tim dgiim
noktalarinda dgerleri verilmis olan islev icin YBMG yodntemi kullanilakebir analitik
yap! belirlenmesi @rlik eniyilemesi altinda giindeme getirilmis ve bu el@gienin
olusabilmesi icin sendelenimsiz integrasyon yontemimngkgrarlaniimistir.
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FLUCTUATION FREE MATRIX REPRESENTATION BASED WEIGHT
OPTIMIZATION IN HIGH DIMENSIONAL MODEL REPRESENTATION

SUMMARY

In this work, a weight function optimization is developeditorease the efficiency of
the High Dimensional Model Representation (HDMR) method, @delyi used method,
which was first proposed by Sobol. HDMR is constructed as @amsion for a given
multivariate function having\ independent variables such that its components are
ordered starting from a constant component and continaigéending multivariance,
that is,N number of univariate, anN(N — 1)/2 number of bivariate components and
so on.

The total number of HDMR expansion’s componentsNsa2d all of these components
must be used in the expansion to have the ability of exacflyeseenting the given

multivariate function. However, the requirement of evéihg both the integrals

appearing in the relations obtained for the HDMR componants huge number of
HDMR components depending on the rapid increasBl @rings us to take only first

few HDMR components into account to represent the givenivauiate function.

The tendency in the HDMR expansion utilization is to go to aisinthe bivariate

components not to increase the computational complexitsingJa few components
of the HDMR expansion corresponds to the approximate reptason of the given

multivariate function. An optimization in the structure thle method can be brought
up to increase the efficiency of this approximation. One wawachieve this is the

optimization of the HDMR'’s weight function. This is the mainbgect of this work.

The optimization of the weight function in the HDMR methockigplained in two main
sections of this thesis. In the first part, the weight funci®tried to be optimized in
such a problem that the analytical structure of the muiitarfunction is known and
the task is to represent that function in terms of less-tana@ore simple functions. In
the second part, an algorithm to optimize the weight fumcabthe HDMR method is
given under the assumption that the analytical structutieeofunction to be represented
through the HDMR method is not known, instead, the valueb@fiinction at the nodes
of the given multivariate data set are known to determinerafyéical structure.

The equations obtained for the optimization of the weightfion in the representation
of a multivariate function through the HDMR method whose Igin@al structure is
known are tried to be solved by using two different ways. Ohéese methods is
perturbation expansion method and the other is fluctuatiparesion method which
was first proposed by the supervisor of this thesis.

Fluctuationlessness integration method is used to optithe HDMR’s weight function
in problems such that the values of the multivariate fumctad the nodes of a
hyperprismatics regular grid are given instead of the ditallystructure of the function
and is asked to determine an analytical structure for thglgdunction.
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1. GIRIS

Verilen ¢ok dgigskenli bir f(x1,...,xN) iglevini (ing: function) bdl-ve-yonet felsefesini
kullanarak, daha az sayidagigkene bgl islevlerin sonlu sayidaki toplami seklinde
yazarak, verilen orijinal islevi en iyi bicimde temsil daknek icin bilimsel yazinda
bircok yontem bulunmaktadir. Bu yontemlere Ornek olarakldiagerileri, Laurent
serileri, kuvvet serileri, Yiksek Boyutlu Model Gosterilif¥ BMG) yontemi ve bu

yontemin taban olusturdw diger gosterilim yontemleri sayilabilir.

Bu calisma temel olarak Yiksek Boyutlu Model GésterilimigiirHigh Dimensional
Model Representation) yontemi ile ilgilenmektedir. Yonteik olarak I.M. Sobol
isimli bir bilim adami tarafindan Monte Carlo ve Monte Carlankeri algoritmalarin
uygulandgi problemlerde ¢ok dgskenli islevierin dgisik bajimsiz dgiskenlere goére
duyarlilgini tahmin etme amacl gelistiriimis ve 1993 yilindarbsel yazina girmistir
[1]. Sobol, ¢alismasind®, 1] aralginda integrallenebilen bir ¢cok diskenli islevin
verilen diklik kosullari ve birim girhk altinda daha az dgskenli islevlerin toplami
olarak asgidaki sekliyle yazilabiledgni gdstermistir [1].

f(Xg,..., XN) = fo+_§l fil(xil)f % figip, (Xig, Xiy) + o+ F12. N(X1, .-, XN) 1.

11= Il,lz_:l
I1<I2
Bu yontem, matematiksel anlatimdan da kolayca anlaglagi®i sonlu bir toplami
icermektedir ve verilen cok dgskenli islevi sg taraftaki tim terimler toplandinda
tam olarak ifade edebilmektedir. Ydntem o©ncelikle yukarnkrilen acilimin s
tarafindaki bilesenlerin belirlenmesine ydnelik adimigermekte ve bu adimlar tezin

2. boélimuande ayrintili olarak verilmektedir.

Sobol'un bu c¢alismasindan sonra YBMG yontemi Princetonvélsitesi'nde bu-
lunan Herschel Rabitz ve grubu [2-18] tarafindan daha akribir sekilde ele
ahinmigtir. Dgisik muhendislik problemlerinin ¢ozumlerini elde etreakaciyla gesitli
yeni YBMG tabanli algoritmalar gelistirilmistir. Istatistik alanindaki varyanslarin
analizi ile ilgili uygulamalara yonelik ANOVA-HDMR [2, 3] simli bir algoritma
olusturulmustur. Bu grubun dger bir YBMG tabanli yéntemi cut-HDMR [7-9]
ismini almigtir.  Bu ydntem cok dgskenli bir islevin, islevin dgru veya dizlem

1



Uzerinde bulunan noktalardaki @rlerinin ayni dgru veya dizlem Uzerindeki bir
kesme noktasindan gecis bilgisinin kullaniimasiyla genidaha az dgskenli islevler
cinsinden gosterilimine dayanmaktadir. Ayni gruba aidijer yéntem ise RS-HDMR
(Random Sampling-HDMR) [10-16] seklinde isimlendirilergklistirilmistir. Bu
yontem, seckisiz olarak olusturulmus bir veri kimesimiodellenmesine yodneliktir.
Burada kisaca bahsedilen YBMG tabanli algoritmalar ¢egléinlardaki problemlerin
¢6zimunde kullaniimaktadir. Bu alanlar; atmosferik hatlekiea modellenmesi, risk
analizleri, finansal ve ekonomik uygulamalar, stratokfdimyasal kinetikleri gibi

¢alisma konularini igerir.

Yontemin Onericisi Sobol tarafindan birggir calisma 2003 yilinda gerceklestirilmistir
[19]. Bu calismada birinci mertebeden sonlu fark operaténiYBMG acilimi Gze-

rindeki etkileri ANOVA-HDMR ve cut-HDMR y6ntemleri araagiyla incelenmistir.

Herschel Rabitz ve grubuna paralel olarak Metin Demiralp vebg da YBMG
acihmini temel alarak yeni yontemler gelistirmistirO37]. Bu yontemler de
cesitli muhendislik problemlerine yeni ¢c6zim 6nerilegtigen matematik tabani gucli
algoritmalar olarak bilimsel yazina girmistir. Soboldaandan gelistirilen Yalin YBMG
yonteminin kullanildgi algoritmalarin [20-30] yanisira bu yontemin felsefdsim
yola cikilarak yeni acilimlarin da olusturulg@uw algoritmalar bu calismalarin icerinde
bulunmaktadir. Bunlar; Genellestiriimis YBMG [31, 32], @ansallastiriimis YBMG
[33-35], Melez YBMG [36—39], Logaritmik YBMG [40,41], Donugsel YBMG [42],
Butunlestirilmig kuguk olgekli YBMG [43] seklinde siratabilir.

Yukarida bahsedilen YBMG tabanli yéntemler; cok boyutlui \e@lintilenmesinde
ve modellenmesinde, Schrddinger denkleminin c¢esitlbfamler icin ¢cézilmesinde,
optimal kontrol problemlerinde, 6zder-6zvektér problem modellenmesinde, Laplace
donidsum uygulamalarinda, tstel matris hesaplamalgreagasal integrasyon hesapla-
malarinda, parametrik duyarllik analizi problemlerindevrim operatéri uygula-
malarinin icerildgi problemlerde, diferansiyel denklem c¢ozimlerinde kullmak

amaciyla geligtirilmigstir.

Bilimsel yazinda burada belirtilen iki grup disinda bagikim insanlari da YBMG
yontemi ile ilgili calismalari surdurmektedirler. Kimgal tepkimelerin modellen-
mesinde YBMG yonteminin uygulanmasina yonelik bir calis@iahn ve Tomlin

tarafindan gergeklestirilmigtir [44]. Yine ayni bilinmsanlari YBMG ydntemine 6zel



duyarlihk analizi konularinda kullanilmak tGzere bir gkatabanli araytizi gelistirme
calismasinda bulunmustur [45]. Sridharan ve Chen, CMOS (smentary Metal
Oxide Semiconductor) teknolojisinde ¢ipler Uzerindekintna kapilarinin gecikme

surelerinin modellenmesinde YBMG yontemini kullanmigdiaf46].

Mekaniksel sistemlerin bilesen guvenilgli tahmini ve bu tlr sistemlerin ariza
olasilginin tahmin edilmesi konularinda YBMG tabanli etkin bir slé&ksal analiz

yontemi Rao ve Chowdhury tarafindan gelistirilmistir [48].

Bir baska calismada ise, bilim adamlari hava kalitesi Ilii modellemelerde
hesaplama zamanlarini azaltmaya yonelik yine YBMG tabanlalgoritma olustur-

muslardir [49].

Ayrica, ddjrusal olmayan modellerde ve kara-kutu modellerinde &eligin yayilimi
hakkinda bilgi Gdretmeye yonelik YBMG tabanli uygulamalar Bgee ve lerapetritou

tarafindan ortaya atilmistir [50-52].

YBMG yontemi (L.1) ile verilen acihm dikkatlice incelendinde, acilimin sgyanin-
daki ttim terimlerin kullaniimasi durumund& 2ane terimin hesaplaniimasi sorununun
ortaya ciktgi gorulmektedir. Bu durum ise, bu yontemingdsindan kaynaklanan
ve bolum 2'de verilen birgok integralin hesabinin yapilmaslamina gelmektedir
ki, integral hesaplamanin her ne kadar ginimuz teknatolgddi bilgisayarlar ¢ok
gelismis olsa da, oldukca pahali bir yéntem ajduaciktir. Bu yilizden ydntemde
YBMG acilimindan cok fazla terim almak gkenmez. Dolayisiyla, su ana kadar
bilimsel yazinda varolan ¢alismalar da incel@idie bu yéntem aslinda bir yaklastirim
olarak dusunulmektedir. Yani, eldeki problemlerde oatgykan gereksinimlere gore
yontemin acilimindan bastan belirli sayida terim alikacak ddjiskenli islevlerin
yaklasik olarak temsil edilmesi amaclanmaktadir. Gédellde acilimin en fazla iki
degiskene bgl olan islevleri icerecek sekildeki kismindan yararteak hesaplama

karmasiklgini yiikseltmemek adina énem kazanmaktadir.

Bu durumda yaklastirirmin kalitesini arttirmak onemli bmac haline gelmektedir.
Bu noktada en akilci yollardan biri, bu calismaya kadarniskl yazina girmis
yukarida bahsedilen ¢alismalarda giindeme getiriimepemd bir nokta olan YBMG
yonteminin kendi binyesinde bulunan, yontemin bir pargdan airlik islevinin

etkinliginin arttirlmasi ve bu amacla birgalik eniyilemesinin (ing: optimization)



yapiimasidir. Bu tez calismasinin temel hedefi bu eniyij@rgerceklestirecek bir

yontem gelistirmektir.

Bu amaci gergeklestirebilmek amaciya calisma igerisiieelikle eniyileme denk-
lemleri elde edilmistir. Elde edilen bu denklemlergdosal olmayan yapi tasimakta
oldugundan yuksek boyutlara genellestirmede kapsami artdokiar getirmektedir.
Bu zorluklarin asilabilmesi amaci ile iki farkli yontem; ngkelenim acilimi (ing:
fluctuation expansion) ve saptirim acilimi (ing: pertudraexpansion) yontemlerinden

yararlaniimistir.

Sendelenim acilimi yéntemi, Demiralp VB BEBBYT (istanbul Teknik Universitesi
Bilisim Enstitusu Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri Toplufju) tarafindan gelistirilmis
ve geligtiriimekte olan yeni bir yontemdir. Sendelenimliagi, operatorlerin matris
gosterilimi (ing: matrix representation) esasina dayddatar. Operatorlerin matris
gosterilimi, farkh problemlerin sayisal ¢ozumlerinindel edilmesi igin olusturulan
cebirsel yontemlerin gelismesinde énemli rol oynar. @klel dogrusal operatorler
iceren problemlerin yaklasik c¢cozimlerini elde edebilmekn, sonlu sayida baz
islevi ile drttlen (ing: span) dgrusal vektér uzaylar tzerinde operatorlerin matris
gosterilimleri kullanilabilir.  Bdylece dgrusal vektdr uzayinin boyutu arttirilarak
istenilen yaklastirim kalitesine ulasilabilir. Bu turdeorunlar arasinda kuvantum
optimal kontrol, sayisal integrasyon, taylor acilimlaitadan turevli ve goreturevli
denklem c¢o6zimleri, istatiksel mekanik sayilabili. ~Bu dmda, argtimanlarini
islevlerin belli d&yerleri ile ¢carpan cebirsel operatorler ile sikca kasghla Bu
operatdrlerin matris gosterilimindeki elemanlar, Hilbazayinda integral yardimi ile
tanimlanan i¢ccarpimlarla verilmektedir. Bu integrallehiesabi elde edilebilecek her
durum i¢in kolay dgildir ve bu durum yaklagsik ¢ozimlerin gereksinimine ygha
Bdylece bu operattrlerin matris gosterilimlerininin yagtiamlari sadece teoride gié

pratik uygulamalarda da olduk¢a 6nem tasimaktadir.

Saptirim acihmi (ing: perturbation expansion) yontena daha ¢ok matematiksel
modelleme sonrasinda ortaya ¢ikan denklemlerin ¢ozimesil icin kullaniimaktadir.

olanak vermedjinden bu ydntem probleme yaklasik bir ¢6zim bulabilmei ic
kullanilaniimaktadir. Uygulamada karsilasilan proflierin birc@unda, ortaya ¢ikan

denklemlerdeki bazi parametrelerin 6zel birgde almasi durumunda problemin



¢6zimu kolay hale gelebilir. Bu tir durumlarda, parametrdnr saptirima neden
oldugu dusuntlerek saptirim olmapldurum taban alinir ve saptirim etkileri ardisik bir
bicimde yansitilacak sekilde bir yéntem olusturulur. Bdarumlarda denklem icinde
bir parametre bulunmayabilir. Bu durumda denklem icine yaparak bir parametre

eklenerek saptirim acilimi yontemi giindeme getirilebilir

Tez islenisi itibari ile iki ana béliimden olusmaktaditlki analitik yapisi bilinen
bir ¢cok dajiskenli f(xq,...,Xn) iglevini YBMG bilesenlerini kullanarak ve garlik
eniyilemesi ile en iyi bicimde yaklastirmaktir ki bu yontebilimsel yazinda iki
sekilde kullanilabilir: Bunlardan ilki, verilen bir iske bilgisayarda ifade edebilmek
icin bu iglevi toplama, ¢ikarma, carpma ya da bolme is&ml kullanarak yazma
gerekliligi, digeri ise verilen cok dgiskenli islevdeki dgisken sayisinin ¢cok yukarilara
tirmand@! durumda bu islev ile matematiksel bir islem yapmanidu&ta zor bir

duruma gelmesidir.

Ikinci ana boélimde ise, analitik yapisi bilinmeyen iskwh cok deiskenli bir
veri kiimesi Uzerinde kiimenin her bir @iim noktasindaki dgerleri verildginde
ilgili isleve uygun bir analitik yapinin ortaya cikarilrm@a yonelik bir yaklastirim
yontemi anlatilmaktadir. Bu problemde bahsedilen veri kdinpgoblemin bgimsiz
degiskenlerinin tanim kiimelerinden olusturulmus birtkayen carpim kimesidir ve
problemde ilgili kartezyen carpim kiimesinin bitirgdin noktalarinda analitik yapisi
aranilan iglevin dgerlerinin verildgi varsayillmaktadir. Yani, ilgilenilen 1zgara (ing:

grid) dolu bir 1zgaradir ve dik bir geometri@amaktadir.

Tez icerisinde, 2. boélimde tez acisindan 6zggilibimayan fakat tez icerisinde
kullanilan yontemler anlatiimistir. Daha sonraki bélénde ise tez ¢calismasi sirasinda

elde edilen ve tez agisindan tamamen 6zgun olan bilgileiingektedir.

Calisma sirasinda elde edilen eniyileme denklemleri vednklémlerin sendelenimsi-
zlik yaklastirimi kullanilarak elde edilen ¢ézimleri te& cok d@iskenli islevler icin

ayri ayri alt basliklar altinda ve 6rneklemelerle bidild. bélimde verilmektedir.

Yine elde edilen eniyileme denklemlerinin bir bagka y@mtelan saptirim agilimi
yontemi kullanilarak ¢ozimu 4. bélimde verilmektedir. &ibu bolim yéntem ile

ilgili aydinlatici érnekler de icermektedir.



5. bélimde ise, bu tez calismasinin temelini olusturan YBinteminde bulunan
integrallerin analitik olarak hesaplanmasinda ortayaargiknatematiksel yontem,
yazilim, donanim ve zaman kisitlarinin éniine gecilmesimaenli bir rol oynayacak ve
tez danismani tarafindan gelistiriimis olan sendehsiz integrasyon (ing: fluctuation
free integration) yontemine denilmistir. Bu yontem, konunun daha iyi anlasilabilmesi
acisindan bilimsel yazinda var olan YBMG ve Logaritmik YBMG ng@mlerine
uygulanmis ve sonugclari verilmigtir. Sonuclar ayricalbidiri olarak da sunulmustur
[53].

6. bélimde bu tez calismasi sirasinda gelistirilgnlg eniyilemeli YBMG y6ntemi
ile analitik yapisi bilinmeyen, ancak kartezyen bir kimerirrde her noktada deri
verilen bir isleve uygun bir analitik islev yapisinin bamasi konusu islenmektedir.

Ayrica yontemin etkinfijini gosteren cesitli érneklerle ilgili bolim zengintegmistir.

Son bélimde ise tez icerisinde yapilan tim calismalareldé edilen sonuclar ve bu

sonuglar hakkindaki tartismalar sunulmustur.



2. TEZDE KULLANILAN YONTEMLER

Bu bolimde tez calismasi icerisinde kullanilacak olan gméer hakkinda kisaca bilgi

verilmesi ve yontemlerin algoritmalarinin anlatiimasdéienmistir.

Bu calismada, Yuksek Boyutlu Model Gésterilimi (ing: Highniensional Model
Representation) yontemi icerisinde toplamsallik dlcenlezerinden girlik yapisi
eniyilenmeye ve olabildince az sayida YBMG bileseni ile asil isleve yeterince
yaklasabilmek icin uygun bircarlik islevi saptanmaya calisiimaktadir. Bugtemda,
tezde g farkl yontem izerinde durulacaktir. Bunlardairtékin bel kemgini olusturan
Yuksek Boyutlu Model Gdsterilimi (YBMG) yontemidir. Bu yontem cesitleri

uzerinde durulacak ve tarihsel gelisim suireci hakkindti tserilecektir.

Ikinci yontem, Demiralp velTU BEBBYT (istanbul Teknik Universitesi Bilisim
Enstitist Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri Topluu) tarafindan gelistiriimekte olan
sendelenim acilimi (ing: fluctuation expansion) yontemidu tez ¢calismasi icerisinde
yalnizca sendelenim agilimi yonteminin ilk adimi olan sdedimsizlik yaklastirimi
(ing: fluctuationlessness approximation) Uzerinde deakar. Yontemin oldukca
verimli calismasi ve yakinsama giicuinuin yuksek olmasimelgedaha Ust basamaktan
sendelenim acihmlarina, 6rgie birinci mertebeden sendelenim yaklastirim terim-

lerine, gereksinim duyulmamistir.

Uclincii ve son olarak, saptirrm acilimi (ing: perturbatispamsion) kullanilarak

istenilen amaca ulasiimaya calisiimigtir.

2.1 Yuksek Boyutlu Model Gosterilimi (YBMG) Yontemleri

Bilgisayar teknolojisinin oldukca ilerledi giinimuizde, ¢cok dgskenli bir islev ile
ilgilenmek bellek ve hiz sinirlamalari ytzinden yine deutlth zordur. Bu zorlgu
asabilmek amaci ile bilim insanlari bircok yontem géligekte ya da gelistirmeye
calismaktadir. Burada verilecek olan yontemler de bu kéatu asabilmek igin

kullanilan bir yontemler toplulgu olarak giindeme gelmektedir.



Yiksek Boyutlu Model Gosterilimi tabanli yontemlerin geraghaci, cok dgiskenli
analitik bir islevi daha az sayida ensiz dgisken iceren bir takim bagska islevlere
ayirarak ¢cok boyutlu iglev yerine bu yeni iglevlerle iEgimeyi amaclar. Bir baska
deyisle bu yontem bol-ve-yonet felsefesini kullanarak degiskenli bir f(xg,...,XN)
islevini deggismez terim, tek dgiskene bgl birli terimler, iki dejiskene bgh ikili
terimler ve bu sekilde giderek artan sayidgigkene bgli olan terimler seklinde yazilan
bir acilim olarak giindeme getirebilmektedir. Bu acilimilegenleri ise integral altinda
yok olma kosulu kullanilarak belirlenebilir. Bu kosul YalYBMG (ing: Plain HDMR)
bilesenlerinin verilen bir@rlik islevi altinda egsiz olarak bulunmasingka. Belirtilen
kosul, Yalin YBMG ya da kisaca YBMG yonteminin adim adim ignle semasi ile

birlikte bir sonraki alt bolimde verilecektir.

YBMG yontemi ilk olarak Sobol tarafindan tasarlanmistij. [LBu yontemin bir
yaklastirnm yontemi oldgu dikkate alinacak olursa verilen ¢okgigkenli bir iglevin
degismez terim, birli terimler ya da en cok ikili terimlerleok iyi bir sekilde
temsil edilebilmesi yani, yakinsamanin daha iyi olabilmes, su ana kadar yapilan
incelemeler gostermistir ki, ele alinan islevin yapiseth kazanmaktadir. ger temsil
edilecek olan islev toplamsal bir yapida ise, Yalin YBMGeyéice iyi yakinsarken
islev carpimsal bir yapida ise, YBMG islevi yeterince igisil edememektedir. Bunun
icin yeni bir ydntem arayisina gidilmis ve ¢carpimsal YBM@(: Factorized HDMR)
yontemi Demiralp ve grubu tarafindan gelistiriimis@&u yeni YBMG ydntemi, verilen
cok dagiskenli carpimsal yapiya sahip bir islevi oldukca gigitiyakinsama ile temsil
edebilmektedir. Yalniz, bu yontem i¢in tanimlanan carg@ihisdlcenleri Yalin YBMG
yontemi i¢in tanimlanan toplamsallik 6l¢enleri gibi teke(ing: monotonous) artan bir
dizi yapisi gostermemektedir. Bu da bu yontem icin 6nemleksiklik olusturmaktadir.
Bu olumsuzlgu ortadan kaldirabilmek icin yeni bir YBMG tabanl yontenaeksinim
duyulmus ve bu gereksinim Logaritmik YBMG (ing: LogaritheriDMR) yonteminin

dogmasina neden olmustur.

Bu calisma icerisinde, carpimsallik ile ilgili olarak Lagenik YBMG ile ilgilenilmis
carpimsal YBMG ile calisiimamistir.  Dolayisi ile yalna&d.ogaritmik YBMG
yonteminden s6z edilecektir. Bolumun geri kalan kismindanYéBMG ile Logaritmik

YBMG yontemleri alt bolumler halinde verilmektedir.



2.1.1 Yalin YBMG yontemi

Sobol 1993 yilinda yayinlanan yazisinda, verilen bir dikafi(xy, ..., xn) islevi igin cok

degiskenliligi artarak giden1.1) ile verilen acilimi dnermistir.

Bu acilimdaki esitjin sol tarafindakif(xi,...,xn), N bajimsiz d@iskenli karesi
integrallenebilir (ing: square integrable) bir iglewsitigin sa tarafindaki islevlerse,
sirasiyla, fg ile simgelenen bir dgismez (ing: constant) islev; sonraki bilesen,
f1(x1), ..., fn(Xn) ile simgelenen ve bir tek Bamsiz dgiskene bgl olan iglevler; daha
sonrakiN(N — 1) /2 bilesen, yalnizca iki Bamsiz dgiskene bgh olan islevler; ve dyer
bilesenlerin de, sayilari binom katsayilari olacak baégittikce artan sayida §ansiz

degiskene bgli islevler oldu varsayiimaktadir.

Burada verilen acilimin gayaninda bulunan bilesenler yok olma kosulu altinda
belirlenebilirler. Yok olma kosulu kisaca su bigcimdeileilir: YBMG bilesenlerinden
degismez terim digindakilerden herhangi birigl@siz dgiskenlerden biri Gzerinde
verilen aralikta integre edilirse sonug sifir olmalidiokYolma kosulunun matematiksel
anlatimi as@ida verilen sekilde ifade edilebilir.

big

N A% Wi (Xig) fiy. iy (Xig, -, %i, ) = 0, 11 <lis <l 2.9
Sobol 6nermis oldgu yontemde tim@rhklari birim agirlik ve aralgi da|0, 1] olarak
almistir. Daha sonra yontem, Rabitz tarafindan integratlari herhangi iki gercel sayi
olacayl varsayilarak ve integranda@sik bajimsiz dgiskenlere bgh tek dajiskenli
carpanlarin ¢arpimindan olusan bgidik islevi sokularak genellestirilmistir [2—12].

YBMG'’ nin time yaygin @irlik islevi as@idaki esitlikle verilebilir.

N
W(Xlw"aXN)E.I_lVVI(Xi)? XiE[ai,bi], 1<i<N (22)

Yok olma kosulu ayni zamanda YBMG bilesenlerinin verildnrhk islevi altinda ve
YBMG geometrisi lUizerinde tanimlanan bir Hilbert uzay igerde birbirlerine dik

olmasi ile ayni anlama gelmektedir. Diklik kosulu §giaki anlatimla verilebilir.

by by
(fig..ips fipip) = /dxl---/dXNW(Xl,---,XN) fig i (Xigs s Xit)
a an

X fip iy XKigy s X)), ity ik}t Z{in,...1}, 1<kI<N (2.3



Diklik kosulu bir iccarpim utzerinden tanimlanmakta ve hdifxy,...,xn) islevinin
hem de bilesen islevlerin karesi integre edilebileevi@rden yani Hilbert uzayindan
secildgi varsayllmaktadir. Hilbert uzayinda i¢carpimgxy,...,Xn) ve V(Xg,...,XN)
Hilbert uzayindan secilmis herhangi iki islev olmak itezer

by b
(u,v) = 5 dxlwl(xl).../aN AXNVWN (XN )U(XL, -y XN V(X -y XN) (2.9
olarak tanimlanabilir. Burada veriléf(x;) (1 <i < N) anlatimlari her bir bqumsiz
degiskene bgl agirlik islevi carpanlarini temsil eder anlatimlarin yalolusmasi
acisindan, verilen aralikta ilgili Bamsiz dgisken altindaki integrali 1 olarak kabul

edilr.
/d>qvv.(xi):1, 1<i<N 2.5

Bu esitlik YBMG yonteminde @irlik islevi Uzerinde normalizasyon kosulu olarak
yorumlanir. Bu kosul YBMG bilesenlerinin rahat bir sel@ldulunabilmesi i¢in yapilan
bir kabuldlr ve her ne kadar, burada ¢arpimsal olarak vdesayy BMG ajirlik iglevi
tzerinde de tanimlanabilse de herhangi bir belirgehieden olmamasi acgisindarak

islevi carpanlari Gzerinden tanimlanmistir.

Verilen normalizasyon kogulu ve yok olma kosulu kullanséh YBMG bilesenleri essiz
bir sekilde bulunabilir. Bu amacla bir takim izdiisim (ingrojection) operatorleri
tanimlanabilir. Asgida tanimi veriler??y operatori

by b
P09 (X1, .., XN) = 5 dxg... o dXNW (X1, ..., XN) O (X1, -+ XN) (2.9
degismez terim,fo’in belirlenmesi icin kullanilir. er &g izdistim operatoril(l) ile

verilen denklemin her iki tarafina uygulanirsa

by by
:@()f (X]_,...,XN)E Xm... dXNW(X]_,...,XN) fo

a1 an
by bn N

+ dx... dxnW (Xg, .., XN) Z fi, (%) + -
& an i1=1
by bn

+ [ dxe [ AW (X, XN) Fr2 N(Xe, - XN) (2.7)
a1 aN

anlatimi elde edilir. Bu anlatimda dismez terim disindaki YBMG terimleri yani
birli ve daha tst basamaktan bilesenl2rlj ile verilen yok olma kogsulundan dolayi

sifirlanacak, yalnizca dgsmez terim yagsayacaktir. TUm bunlar vgirk islevi
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tzerindeki normalizasyon kosulu gézéninde bulundumdda YBMG aciliminin
degismez terimi igin

by b
fo = <@of (Xl, ...,XN) = o dX]_... o dXNW(X]_,...,XN) f (Xl, ...,XN) (28)
anlatimi yazilabilir. Boylece dgsmez terim bu anlatim kullanilarak essiz bir bicimde
elde edilmis olur. Ayni kosullari kullanarak birli terleri, fi(X;), belirleyebilmek icin

asada tanimi veriler?; (1 <i < N) izdugum operatorlerinden yararlanilir.

by bi_1
Zig(X,.... XN) = A dX1W1(X1)"'/ai dx_1W_1(Xi—1)
1 i —1
bit1 b
></ A% AW (Xis1) -+ [ dXNWN(ON) G (X1, -, XN)
dit1 an
1<i<N 2.9

Bu operatorler,2?y operatorining bagimsiz dgiskenine bgl olan integralinin ve
yine ayni b&msiz dgiskene bgh W (x) agirhk carpaninin dislanmasiyla olusan
yeni formuna egdgerdir. Eer & (1 <i < N) izdisim operatéri yinel(l)'de
verilen denklemin her iki tarafina uygulanirsa ve yok olnsiu ile normalizasyon
kosulundan yararlanilirsa, birli terimler

by bi_1

fi(x)=Zif(X,..%n) = [ dxWa(xq)--- dx—1W_1(X-1)
aj a1
bit1 b
x [ AW (i) - [ AW O T (X, - %) — fo
Q11 an
1<i<N 2.10

seklinde elde edilirikili terimlerin yapisini belirleyebilmek icin yine aynioyizlenir ve
bu adimda;, ile x;, bagimsiz dgiskenlerine bgli olan integraller ve yine ayni lgamsiz
degiskenlere bglt W, (i, ) ile W, (xi,) agirlik carpanlari diglanarak agaa verilen?;,;,

(1<i1 <iz2 <N) izdusum operatori tanimlanir.

by bi,—1
‘@ilizg(xla e XN) = dxgWi(xg) - - / ' d)quvvlrl(xirl)
a -1
bi1+l bi27]_
X/ dxil—l—lvvll+l(xi1+l) " / d>q2_1V\/.2_1(xi2_1)
ip+1 i1
bi 1 bn
X / A%y W, 11 (Xipt1) -+ [ AXNWN(XN) D (X1, - XN)
As+1 anN
1<ii<ia<N (2.1)
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Bu operator {.1) ile verilen denklemin her iki yanina uygulanirsa, yok olkwgulu ve

normalizasyon kosulu altinda ikili terimler

by bi,—1
filiz(xipxiz) = C@i]_izf (XL "'7XN) = dX]_W]_(X_‘]_) o / ' dxi]_—lvvll—l(xil—l)
a &-1
bi,+1 bi,—1 bi,+1
></ dXi1+1W|1+1(Xi1+1)“'/ dXi21W|21(Xi21)/ A%, tW,1 1 (Xipt1)
aiy+1 &,-1 Qis+1

bn
N XN () T (X, -, ) — iy (Xiy) — iy (%5,) — fo,

1<ip<ip <N (2.12

seklinde elde edilir.

Artik kolayca gorulmektedir ki, daha yiksek mertebeden YBM@mlerinin yapisi
i, i (L<K<N) izdusim operatorleri tanimlanarak bulunabilir. Buradallide
vurgulanmalidir ki, YBMG tabanh yontemlerin genel amaci faala ikili terimleri
kullanarak verilen isleve yaklastirrmda bulunmaktir. BMG yontemleri her ne
kadar sonlu sayida islem gerektiren yontemler olsa daa deh basamaktan YBMG
terimlerini hesaplamak olduk¢a zordur. Bunun nedeni, Ustatmaktan YBMG
terimlerinin hesabinin, islevin Bansiz d@isken sayisi arttikca, yanN sayisi
yukarilara tirmandikca, daha fazla sayida islem yapmargoluju getirmesinden

kaynaklanmaktadir.

Bir drnek verilecek olursa) sayisi 20 sayisina esit olgunda, 20 bamsiz dgiskene
bajli 220 terimle yani yaklagik olarak bir milyon YBMG bileseninioglami ile islev
tam olarak anlatilabilir. Bu say1, mihendislik problemiggisindan tercih edilmeyecek
bir diizeydedir. Bu yluzdenl() ile verilen YBMG aciliminin s@ yanindaki YBMG

terimleri Gzerinde kesme uygulanir.

YBMG acilimi degismez terimden hemen sonra kesilirse, bu yaklastiriregifinez
Yaklastirim” olarak adlandirilir veg simgesi ile gosterilir.s; ile gosterilen “Birinci
Basamaktan YMBG Yaklastirani” ise, YBMG aciliminin birinerimden hemen sonra
kesilmesi ile tanimlanmaktadir. Daha 6nce belirgldgibi YBMG ybnteminde en
fazla ikili terimlerin bulund@u bir yaklastirim yglenmekle birlikte yéntem icin genel

yaklastirrm tanimsy ile verilebilir ve “k. Basamaktan YBMG Yaklastirani” olarak

12



adlandirilir. Bu yaklastiranlara ait matematiksel aniddr as@idaki gibidir.

So (X1, ....Xn) = fo

S].(Xla"'aXN) :&)(X].? 7 + Z fl]_ XI]_

|j_—

SZ(Xla"';XN) X17 5 X Z fl1 Xll Z fI1I2 Xiq, Xiy )
|1_ '1'2 1
i1<ip
N
S, XN) = S (X, W)+ Y iy (g, %y), 1<Kk<N (213
.il"'lk:.l
I1<-“<|k

YBMG agcilimi tzerinde kesme yapildiktan sonraki asil sorbu, yaklastiranlarin
cok ddjiskenli islevi istenilen duyarlilik cercevesinde nedka iyi temsil edebilecg
sorunudur. Dger bir deyiglek. (1 < k < N) basamaktan YBMG yaklastiraninin isleve

oldukca iyi yakinsamasi gerekir.

Bu yakinsamay! o6lgebilmek amaciyla bir takim dlgenler gimelegetirilmistir. Bu
Olcenlerin tanimini verebilmek icin norm tanimina gerekai duyulur. YBMG

bilesenlerinin herhangi biri Gzerindeki norm tanimi

| filiz---ik||2 = (filiZ---ik7 filiz---ik) (2.14

seklinde verilebilir. Bu tanim goz 6ninde bulundurularaki) ile verilen denklemin
her iki yaninda bulunan terimlerin kareleri ilgilgalik altinda timxy, ..., xy bagimsiz

degiskenlerine gore integre edilirse

N
111 = 1l foll? +Z||f.|| + 3 Mol 4+ [ a2l (219
I1I2 1
I1<I2
anlatimi elde edilir. Burada esiiin s& tarafinda bulunan tim YBMG bilesenleri
birbirine dik old@undan karisik iccarpim terimleri diisecektir. Bundanrakinadim

her iki tarafi|| ||* ile bolmektir. Bu blme islemi yapilirsa,

1 2
+— +ot f12.. 2.1
HfHZ|| fol? !fH I§ Ifill2+ !fH 2 1|| figio |2 Hsz” 2Nl (216

I1<I2
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esitligi elde edilir. Esitljin sd tarafina belli sayida kesme uygulayarakiada verilen

olcenleri, yani “Toplamsallik Olgenlerini” tanimlamakasiaklidir.

Go= ——||fo|?
0= T en2 0
1]

N
oL=—— Hfin—Fao
||f||2i;

1
o1=-—>5 Z i |* + 01

HfH i1i2=1
I1<I2
1
on = — | fia.n[°+ On-1 (2.17)

Il

Buradaop “Degismezlik Olgeni” ya da “Sifirinci Basamaktan ToplamsafDiceni”
adini alir ve dgismez terimin YBMG aciliminin tamamina olan katkisinitel. (2.15

ile verilen denklemden de anlagil@eaibi op ve tim dger toplamsallik él¢enleri sifir
ile bir arasinda kalacaktir. Yalniz vurgulanmahdir &, dejerinin 1'e esit olabilmesi
ancak ve ancak verilen cok gigkenli islevin sabit olmasi durumunda olanaklidss.
ise YBMG acllimina dgismez terimin yani sira birli terimlerin de eklenmesiolesan
katkinin belirlenmesi amaciyla tanimlanmigtir ve “BilirBasamaktan Toplamsallik
Olgeni” olarak adlandirilir. Bu 6lgenin 1 Jerine esit olabilmesi ise verilen gok
degiskenli iglevin tek dgiskenli islevlerin toplami olarak yazilmis olmasiskdy ile
mumkuindar. Dger bir anlatim ilef(xq,...,Xn) islevi tamamen toplamsal olmalidir.
Sonug olarak, bu anlatimda bir genelleme yapilmak istenag ile “k. Basamaktan
Toplamsallik Olgeni” simgelenir ve bu 6lgen lgmez terimden baslayardk terim
de dahil olmak tzere tum terimlerin YBMG agilimina olan katki belirlemektedir.
Burada YBMG aciliminin nerede kesilégg/a da yapilan kesme islemi ile elde edilen
YBMG aciliminin verilen islevi ne kadar iyi temsil &iti toplamsallik dlcenlerinin
1'e yakin olmasi ile 6lcilmektedir. Dolayisi ile dlgenlezdiinde istenilen yakinsama

salanana kadar acilima YBMG terimleri eklenmeye devam edilir

Ayrica c¢ok rahat bir sekilde gosterilebilir ki toplamsklidlgenleri asgida verilen

bicimde tekdlize artan bir dizi yapisi gosterir.
0<op<0r---<on=1 (2.18

Olgenlerin bu yapida olmasi, her yeni eklenen YBMG terimideihmin verilen islevi

daha iyi temsil edilebiledgni garanti altina alir.
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2.1.2 Logaritmik YBMG yontemi

Logaritmik Yiksek Boyutlu Model Gdsterilim (LYBMG) yontemiegatif olmayan
cok boyutlu bir iglevin kendisinin yerine dal logaritmasinin YBMG'ye aciimasi
dusuncesine dayanmaktadir. Verilen bir cok boyutlwigten carpimsal bir gosterilimi

ifade eden LYBMG formli agadaki gibi verilebilir.

N N
IN[f (X1, M) = @, X)) =G0+ Y @i (i) + D Dinip (Xig, Xip) 4+
2z |

1= I:_I.*IZ_:]'
11<ly
(2.19
Buradag(xy, ..., Xn) islevi, verilen asil islev olarf (x1, ..., xn) iglevine alttan sinirlayici
islev (minorant function) olarak gorev yapmaktadir ki, IIAglev negatif sayilar
urettiginde bu sayilarin pozitif olmasi §ar. Dolayisiyla bu islev referans islevi

(Reference Function) olarak adlandirilabilir.

(2.19 denkleminin sg yanindaki bilesenler birbirine diktir ve YBMG yontemiride

temel kurallar uygulanarak bulunabilir.

(2.19'de verilen denklem tekrar dizenlenirse Logaritmik YBMGinicasaidaki

gosterilim elde edilir.

f <X17 "'7XN) = (p(X]_, "'7XN) +e¢0

N N
I_l e¢i1<xi1) I_l e¢i1~,i2(xi1’xi2) N (2.20
i1:1 il’iz.:]'

Il<I2
Yardimci (minorant) islev kolaylik agisindan yok varddyginda (aksi halde 6zyineli
bir yap! elde edilebilecekse de ifadeler ¢cok karmasik aktic) diger bir deyigsle,
YBMG'ne acllacak olan asil islevin pozitif sayilar tréitidistnuldginde LYBMG

kesme yaklastiranlarinin acik ifadeleri ggtaki gibi elde edilir.

)\o(X]_, ...,XN) = e¢°

N
A1(Xg, s XN) = Ao(X1, ..., XN) |_| e¢i1(xi1)
=1

Ak(X1, o XN) = Ak_1(X1, - XN) ) ﬁ!l iz iy (Xigik) 1<k<N (2.21)
TP

Burada indisli A ifadeleri kesme yaklastiranlarina karsilik gelmektediVerilen

carpimsal yapidaki igslev, LYBMG yontemi kullanilarak logea iglevi yardimi ile

toplamsal bir yapiya kavusturuldu icin Yalin YBMG yontemindeki toplamsallik
15



Olcenlerine benzer olgcenler d@pdaki gibi tanimlanabilir ve bunlar nitelik élcenleri

olarak adlandirilirlar.

. o2
In(f — @)
N
boll®+ 5 IIdi,lI>
Vi = =1
In(f — @)
N N
Idoll>+ 5 Il + 3 il
i1=1 i1,i2=1
VZE I1<I2
lIn(f — )|

(2.22

Burada tanimlanan nitelik 6lcenleri @gda verilen bigcimde diizgun sirali bir dizi yapisi

gOsterirler.

O<vw<v<--- <y <1 (2.23

2.2 Sendelenim Acihmi Yontemi

Bu bélimde, Demiralp veTU BEBBYT (istanbul Teknik Universitesi Bilisim
Enstitust Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri Toplugu) tarafindan gelistirilmis ve
gelistiriimekte olan sendelenim acilimi (ing: fluctuatiexpansion) kavramindan s6z

edilecektir.

Sendelenim acilimi temel olarak ilk terimi sendelenimdanderim daha sonra birinci
dereceden sendelenim terimlerinin icerddierimler ve bu sekilde giderek artan sayida
sendelenim terimlerinin icerildi bir acilim olarak disunulebilir. Bu ¢calisma icerisinde
sendelenim aciliminin ilk adimi olan sendelenimsizliklgglrimi Gzerinde durulmus
ve ona ait olan sendelenimsizlik kanitsavi (ing: theorest)lmistir. Bu yaklastirim,
kolay anlasilabilir olmasi agisindan dncelikle telgig&enli islevler icin, kuramsal
incelemelerle anlatilmis ve farkli yapilardaki islavlgin drnekleri sunulmustur.
Hemen devaminda ise sendelenim aciliminin yine tingil,deadece sendelenimsiz
terimleri alinarak cok dgskenli islevler igin yontem kuramsal olarak geligtiris ve
orneklendirilmistir. Yontemin etkingini sinayacak sayisal uygulamalarin sonuclarinin

elde edilebilmesi amaciyla yazilan programlar icin, igtégi diizeyde yiksek sayisal
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duyarlikli islem gerceklestirebilen, MuPAD sayisal wagesel yorumlayici kullaniimis

ve boylece hesaplamalarin istenilen duyarhlikta olmaglesimistir.

2.2.1 Tek daigkenliislevler icin sendelenimsizlik yaklastirimi

W1 (X), ..., Wn(X), ..., ile simgelenen birbirine dik ve birimboylu olan tabagktorlerinin
uzerinde surekli ve karesi integrallenebilir islevliedirttigt bu Hilbert uzay.7 ile
simgelensin. Bu uzayda bulunarfi(x) ve g(x) ile simgelenen herhangi iki iglev
arasindaki iccarpina < b 6zelligindeki iki gercel sayi ig¢ing(x) verilen bir ajirhk

islevi olmak Uzere,

b
(f.g) = /a dxa(x) f (X)g(X) 2.2

seklinde verilebilir. Bu uzay icinden secilertaban vektoéri ile olusturuimusboyutlu
bir altuzay tanimlanirsa ve#;, olarak adlandirilirsa bu altuzaywm (X), ..., Wn(X)
taban vektorlerince ortilege (ing: span) aciktir. Bu taban takiminin birimboylu ve
birbirine dik &jelerden olusmasinin garanti edilmesi beklenmemekléteir hangi
takim olursa olsun, dgusal bgmsiz @elerden olustiju sirece Gram-Schmidt
diklestirme islemiyle birimboylu ve birbirine dikgelerden olusan bir taban takimina
donusturilebileag agiktir. Burada kolaylik agisindan bu islemin yagidw, (x), ...,

Wn(X) taban vektorlerinin birimboylu ve birbirine dikj&lerden olustiu yani,

(Wi,Wj) = Jj k, 1<i,j< o (2.2H
esitliklerinin gecerli oldgu varsaylimaktadir. Bu varsayim genellik yitimine neden
olmaksizin yapilabilir.

Hilbert uzayi icerisinde tanimlanmigs biloperatori ele alalim. Bu operatériin yine ayni
uzay igerisinde tanimlanmig olan lgifx) islevine etkisi

Xg(X) = xg(X), X € [a,b], g(x) € (2.26

seklinde islevin kendi liamsiz dgiskeni ile carpimi olarak tanimlanir.
s Hilbert uzayinin icinde kalan vev;j ile ortllen bir boyutlu altuzaya izdlguren

izdisum operatori ise

Pig(x) =wj(x)(wj,9), 1<j<n (2.27
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seklinde integral operatorl olarak tanimlanabilir. Buitagen yola ¢ikilarakwg (),
.., Wn(X) taban vektorlerince ortiilem boyutlu altuzaya izdiisiiren operatér R@) ile

simgelenir ve
PV=S P (2.28

biciminde P; operatorlerinin toplami olarak ifade edilebilir. Hilbarzayindaki birim

operatorin tanimi ise

~

3P (2.29
=1

seklinde verilebilir. s, Hilbert altuzayinda bulunan herhangi luj¢x) islevi verilen
taban vektorleri tzerinde bir @ousal birlestiim (ing: linear combination) olarak

asd@idaki bicimde anlatilabilir.
n

9(x) = > giwi(x) (2.30
i; 1 VY]

Burada gorunen vay'lerle simgelenen buyukltkler bir takim gercel gigmezleri
simgelemektedir ve, kuskusugy(x) islevinin yapisina b@mlidir. Bu ba&imlilik,
taban vektorlerinin diklik ve birimboyluluk 6zelliklergren yararlanarak, agik bigcimde,
saptanabilir. Bu amaclé, ilk narti tamsayinin olusturdw kiime icinde kalmak tizere,
(2.30 esitliginin her iki yaninina(x) ile igcarpimi alinir ve 2.25) ile verilen 6zellik de

kullanilirsa,
n n n
Wi, 9) = | Wi, D GWi | = > Gi(WicWi) = ) Gidi =0  1<k<n (2.30)
(k) (ki;||> i;l(kl) i;ll k
yazilabilir. Bu sonug,Z.30 esitliginde yerine konulursa
n n
gx) = S wi(x) (wi,g) = Y Rg(x) = PMg(x (2.32
(X) i;.()(.) ;u() (X)

sonucuna ulasihg(x) islevi bun boyutlu altuzayda 6ngorildji icin yukaridaki egitlik
elde edilmistir. Bu esitlikterP™ operatériiniin bun boyutlu uzay tizerinde birim
operatore 6zdes oldunu ¢ikarmak olanakhdir. @erg(x) bu uzayin iginde olmasaydi
yukaridaki esitlik gecerli olmayacak ve dolayisi#4) birim operator olamayacakti.
Ozetle P operatérlerininwy (x), ...,wn(X) taban vektérlerince értiilen altuzay tizerinde
birim operator oldgu onun disinda ise salt bu uzaya izdisuren bir operatigol

soylenebilir.
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(2.26 ile verilen ve herhangi big(x) islevine etkisi o iglevin baumsiz d@iskenle

carpimi olarx operatort agadaki esitlji sajlar.

h(x) =xg(x) =xg(x),  9(x), h(x) € A’ (2.33

Verilen esitlikteh(x) iglevinin de Hilbert uzayi icerisinde kalagaaciktir. Dger bir

deyislex operatori
X: H — (2.39

seklinde verilebilir. Hilbert uzayindan secilen ikiést gi ve h; dogrusal birlestirim

katsayilarini gostermek tzere

0= om0, =3 hw(x) 239

seklinde yazilabilirg; ve h; katsayilarini bulabilmek igin egitliklerin her iki tarafn wy

ile iccarpimi alinirsa, iccarpimin dausallik 6zelliklerinden yararlanilarak

(Wk, 0 Zlgl Wi, Wi ) (Wi, h Zlhl Wi, Wi ) (2.36

esitlikleri yazilabilir. Burada Hilbert uzayina ait tabskiminin dik ve birim boyluluk

Ozellikleri g6zonune alinacak olurgg, Kroenecker delta simgesini gostermek lizere

Wk7 Zgl 5k|, W|(7 Zlh 5kl (237)
sonuglari elde edilir ve bdylece
gi:(Wi7g)7 hi:<Wi7h)7 1<i<o (23&

g ve hj dogrusal birlestirim katsayilarina ulagiimig olur. Buaagdan sonra bu iki
katsayi arasinda bir iliski kurulmak istenirs2 33 esitligi ile verilen denklemden ve

elde edilen son denklemden yararlanilarak

hi = (wi,h) = (wj,Xg) = (Wi,fz ngj> = z (Wi,?Wj)gj, 1<i<ow (2.39
j=1 j=1

anlatimi yazilabilir. Boylece sonsuz sayida esitlik eldiéneis olur. Bu anlatimi tek bir

cebirsel anlatimla verebilmek i¢in kuvantum §izride sik¢a kullanilan sonsuz boyutlu

vektorlerden yararlanilirsa,

g =[g1..0n..], hT=[hy..hy..] (2.40



verilen tanimlamalar yapilabilir. Bu tanimlamalar gozéaiadinarak bu iki vektor

arasindaki iliski aggda acik yapisi verilen matris yardimiyla kurulabilir.

X112 - X

X
Il

(2.4)
Xn1 -+ Xon

X matrisi sonsuz sayida yatay ve disey siraya sahiptir veisye@emanlarinin genel

yapisi
h=Xg (2.42
esitligini verecek sekilde.39 denklemi de gézéniinde bulundurularak

Xij = (Ui, Xuj) = /Oldxw(x)ui(x)xuj (x), 1<i,j<o (2.43

seklinde yazilabilir. Boylece Hilbert uzayindan secil&niglev (h ve g) arasindaki
iliski sonsuz boyutlu vektdr uzaylarina tasinarak sanboyutlu matris gdsterilimi

aracilgiyla iligkilendirilmistir.

Sayisal yontemlerde sonsuz boyutlgeterle @rasmak yerine belli sayidagénin
alikonuldwu sonlu sayida @eyle W@rasmak yani yaklastirrm yapmak her zaman
yeglendginden burada sonsuz boyut tizerinde kesme yapilarak biagtakma gitmek
amaclanmaktadir. Bu amagla taban takimi tGizerinde bir kesipargik yani ilkn terimi

alikoyarak bir Hilbert altuzayindai;, calisiimaktadir.

Bu durumda] ile Hilbert uzayinda tanimlanan birim operatoriin®/® ile den-boyutlu
altuzaya izdusuren bir operatoriin simgelgndiarsayildginda, [IA— P(“)} operatoriu
Sendelenim operatéri olarak adlandirilir ve yontem adumaden almaktadir. M.
Demiralp [54, 55] tarafindan ortaya konulan ve geligmilydnteme ait kanitsav (ing:

theorem) ve 6zgln ingilizcesi agaa verilmektedir.

Kanitsav : Belli bir aralikta analitik olan bir islevle carpma operéatindn, ilgili Hilbert
uzayinin bir alt uzayi Uzerindeki matris gosterilimi, deign bagimsiz degiskeninin
ayni uzay Uzerindeki matris gosteriliminin stzkonusevisaltindaki gortntisine,

sendelenimsizlik varsayimi altinda, esittir.

Theorem : The matrix representation of an algebraic multiplicatiormpesator

multiplying its operand by (i), a univariate function which is analytic on the interval
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[a,b], over H, is the image of the matrix representation of the independarable over

Hn under the function f at the fluctuationlessness limit

Kanitsavin matematiksel anlatimi
F) ~ f (xm)) (2.44

olarak verilir. BuradaX(™ bajimsiz dgiskenin matris gosterilimi olup agala verilen
sekilde hesaplanabilir.
K
X = Co L X = (wisw), 1< k<n (2.49
X xi
Burada goriildgu gibi matris elemanlaw;’ler (1 < j < n) n-boyutlu Hilbert uzayinin
taban vektorleri olmak Uzere bir iccarpim Uzerinden hesapbktadir. Bu matris
evrenseldir ¢unkif (x) islevinin yapisindan liamsizdir ve herhangi bir n deri icin
bir defa hesaplanmasi yeterlidi2.44) ile verilen kanitsavd&™ verilen f(x) analitik

islevin matris gosterilimi olup

11 1n
FO=1 ] R = (Wi f@w), 1<ksn (2.49
ni nn

biciminde hesaplanabilir. Kanitsav, herhangi bir telgidkenli f(x) islevinin matris
gosterilimini elde etmektense ¢ok daha basit bir bicimdginaiz dgiskenin yanix'in

matris gosterilimini elde ederek bu gosterilimi islewlbagimsiz dgiskeninin yerine
koymak suretiyle yaklasik bir sonuca varmayi hedefler. BéglamacX (" matrisinin
bulunmasindan sonra(x(”)> anlatimina ulasmaktir. Bunun icih, X matrisinin
i. 6zdgerini ve&; ona kargi gelen birimboylu 6zvektorini gostermek Uzeyayidaki

izgesel ayristirim (ing: spectral decomposition),
n
XM — i;,\igigiT (2.47)
godzoniine alindundaf (X(”)> anlatiminin da
. T
f (X(”)) _ i;f (A &€ (2.49

biciminde verilebilecgi aciktir. Yani, X(W matrisinin n sayidaki tiim 6zdgerleri

saptanarak islev altindaki gerlerinin elde edilmesi isleve §h olan tek hesaplamadir.
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Bu yaklastirim icinn sayisinin énemi buyuk olmakla birlikte, sayisal incelesnel
gOstermistir ki,n sayisi ¢ok yukarilara tirmanmadan Ustelik 3, n =5 gibi sayilarda
oldukca yaklasik sonuclar vermekteditslevin yapisina gére bu sayi ¢ok yukarilara
tirmanacak olsa bile bunu yapmak yerine yaklastirimanbirya da ikinci dereceden
sendelenim terimleri eklenerek yéntem yine verimli durugesirilebilir. Bu bulgular

gostermektedir ki, kulllanilan yontemin giict ve verimiwkga yuksektir.

2.2.2 Cok da@jiskenliiglevler icin sendelenimsizlik yaklastirimi

Cok daiskenli iglevler Sendelenimsizlik kanitsavi (ing: t¢nem) ve matematiksel

anlatimi asgidaki sekilde verilebilir.

Kanitsav : Belli bir aralikta analitik olan bir cok degiskenli iside carpma islecinin,
ilgili Hilbert uzayinin bir alt uzayi tzerindeki matris g@silimi, o iglevin bagimsiz
degiskenlerinin ayni uzay Uzerindeki matris gostetdinmin sézkonusu islev altindaki

gbruntusine, sendelenimsizlik varsayimi altinda, iesitt
RO~ (X, () (249

Kanitsav su bigcimde ispatlanabilirf (xg,...,xn), N bagimsiz dgiskenli bir iglev,w,

n-boyutlu ¢ok terimli taban vektorleri olmak tizere
FOU = (w, fw"),  wh=[wwo... wy] (2.50

biciminde yazilabilir.f (x1, ...,Xn) ¢ok dajiskenli islevi kuvvet serisine agilirsa

[oe]

N .
f(X1,..,XN) = Z Fioin [10%— ck) (2.5)
jl,...,JNZO k=1

anlatimi elde edilir. Burada yer algn...jn dogal sayilardir.fj, j, katsayilar gercel

ya da karmasik sayilardan olusus,, ...,cy degerleri serinin acilim noktasini betimler

ve genellikle sifir olarak alinir. Burada da= --- = ¢y = 0 olarak alinirsa acilim
(<] N ]
PO xn) = 5 fg [ (2.52
jl,...,JN:O k=1

bicimine gelir. Bu agilimi kullanarak(™ matrisini

[ee]

N
FU = (w, fw") = fiin [ W, ijkWT> (2.53
( ) ) Z 1 ]N( kEll

]17""JN:O
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seklinde yazabiliriz. Buradaki her bixc bir operatdr olarak dusunulir vg ile
simgelenirse, bu esitlik Hilbert uzay tizerindeki opérkgrden yararlanilarak agalaki

bicime getirilebilir.

o0 N .
EN — (W, I?WT> ~ Z firin <|_| (W,f(\kWT)Jk) (2.59
j 0 k=1

J1,- 5 IN=

Buradaf = f (X1,...,Xn) Olarak alinmigtir ve cebirsel nitelikli islevle carpmpevatori
olarak dusunulmektedir. Acihimin yukarida verilen geldelebilmesi icin agada

anlatilacak olan yol izlenmigtir.

%1 ve % Hilbert uzayinda tanimlanan iki operaté®" ve | asdjida tanimi verilen

operatorler olmak tizere

n

PUg= S wk(W,0),  1g=Y wi(w,Q) (2.59
=1 K=1
asdda verilen esitlik gecgerlidir.
(w, A.2w") = (w,. 2 [P™ 4 (1-P™) | ZpwT)
- (w, $1P<“>.,%WT> n (w,.zl [l _ P“ﬂ .zsz) (2.56

Bu esitlikte (w,gl [I —P(”)} Q%WT) ile verilen anlatimn biytdiikce P ve |
operatdrlerinin tanimi geg@e sifira yaklasir. Ayrica bu anlatmiil —P(”)} yapisini
yani, daha once belirtildi gibi sendelenim operatérini icermektedir. Burada

sendelenimsizlik durumu inceler@iinden bu anlatim yok sayilirsa son esitlik
(W, Z1-L5W") ~ (W, $1P(”).,%WT) (2.57)
bicimine gelir. Esitlgin sa&j yaniP(" operatériiniin tanimindan yararlanilarak

n
(W,-flp(n)-szT) = Z (w, Z1w;) (Wi-ngT)

=1

= (w,w") (w, Zw") (2.59

olarak yazilabilir. Bu durumda2(57) esitligi
(W, 22w ~ (W, AW") (w, Zow'") (2.59

halini alir. %1 ve % operatdri icin gosterilen son esitlk sayida operator icin de

yazilabilir.

(W, 2% AWT) = (W, W) (W, Zow") - (w, Lw'") (2.60
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Bdylece @.53 ile verilen esitlgin (2.54) ile verilen bicime getirilmesi gosterilmis
olmaktadir. Burada254) ile verilen yaklastirrmin sayani kuvvet serisine acilmis

gibi yani,

(W) o (ST = T T (ﬁ (w,?kWT)j"> (260

jla"wJN:O k=1

seklinde distnilurs (64 bagintisi
FW = (w, fw") ~ f (W, "), ..., (w,tyw")) (2.62

biciminde yazilabilir. Buradaki her bixi’'nin (1 < k < N) bir operatdér oldgu ve
gorevinin de bir bgimsiz dgiskenle carpma oldu gézénine alinirsa ayrica matris
gosterilimlerinin den boyut olmak Uzer@(l((”) = (w,?kwT), (1 < k < N) tanimi ile

verildigi hatirlanacak olursa son anlatim

F0) ~ f <x<1”1>,...,x§,“'“>) (2.63
olarak yazilabilir. Boylece cok dgskenli islevler icin sendelenimsizlik kanitsavi
iIspatlanmig olur.

Yalniz ozellikle belirtmek gerekir kixl((”) matrislerinin tanimindakiv ¢cok dejiskenli
vektdrlerin boyutlu olup,n=n; x ny - - - x Ny olmak tizereny boyutlu vex, dejiskenine
bagl wy (k=1,...,N) taban vektorlerinin dolaysiz ¢arpimlarindan (direct ity o-

lusmaktadir.
W=W1®: - Q@WN (2.69
Dolaysiz carpimin 6zedi kullanilarak asgidaki egitlikler yazilirsa
. . T
(W, Rw' ) = ((wl®---®wk®---®wN),xk(w1®---®wk®---®wN) )

= (W1, w1") @+ ® (Wi, KeWi" ) @ -+ @ (W, W)

=lp® - OMK®---®lp, = Xk (2.6H
Inler (1 <k <N) ngxnlik birim matrisler, My ise ng x n¢'lik kare matrisi yani
aslindax'nin wy tzerindeki matris gosterilimini gostermektedir.

Kanitsavin sg tarafi izgesel ayristirim kullanilarak yazilacak odu(®.48 formuli de

g6zonine alinarak

C .. T (A0 N
FXp o X)) =5 - 3 f()\il Al )ail...iNail...iNT (2.66
=1 in=1



biciminde elde edilebilir. Buradai(jk) (1 < j <N) Xk matrisininij. 6zdeerine karsilik
gelmektedir.ai, i, vektorinun tanimi ise,

i,y :Cli(ll)®"-®ai(’5]) (2.67)
(k)
1j

karsilik gelmektedir. Bdylece daha basit bir anlatitNldajimsiz dgiskene bgli bir

bicimindedir. Bu egitliktekia; "~ vektorleri ise Xy matrisinin ij.  0zvektorine
f (X1,...,%\) analitik islevininF(" ile verilen matris gésterilimini hesaplarkéh katli
integral almak yerine cok dgskenli islevler icin verilen sendelenimsizlik karatsni
kullanarak bgimsiz dgiskenlerin matris gosterilimi olaX; matrislerinin dzikililerini
(ing: eigenpairs) bulup bunlarin dolaysiz ¢arpimi ile g@alak bizi hem ¢ok buyik bir
hesaplama karmasigindan hem de yapilari son derece zor olabilecek ¢gsenli

islevlerin integrallerini hesaplamaktan kurtarmisrolu

Cok dajiskenli iglevler icin sendelenimsizlik kanitsavina bir sayisal uygulama ve

sonuclari aggdaki alt baslik altinda verilmektedir.

2.2.2.1 Sayisal uygulama

Bu kisimda cokd@iskenli islevler icin sendelenimsizlik kanitsavinirikialiginin

gosterilebilmesi amaciyla bir uygulama giindeme getigtmi

Olusturulacak sayisal uygulama i¢in 3 adefimasiz dgiskenli asgidaki iglev ele

alinmaktadir.
f (X1, %2, X3) = X3 (2.68

f (X(lnl)7...,x,(\,n“‘)> anlatiminin hesaplanabilmesi iciy ™), X, ve X5(™) ile verilen
matris gosterilimlerinin ve bu matrislerin 6zikililerimielde edilmesi gerekir. Burada
taban vektori sayillam; = 2, n, = 3, n3 = 2 olarak alinirsa, X, ve X3'in matris
gosterilimleri olan M1 matrisi 2, M, matrisi 3 ve M3 matrisi de 2 boyutlu kare
matrisler olacgindan sirasiyla 2, 3 ve 2 6Zgkr ve karsi gelen 6zvektorlere sahip
olacaktir. Asgida bu matrislerinwy; = 0.7071067812, w, = 1.22474487%, w3 =
2.37170824%° — 0.790569415 islevlerinden olusan taban vektorleri icimusgari

verilmektedir.

100
0O 058 10
X1=M1®13®12 = ®(0 1 0 ® (2.69
058 O 00 1 01
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X1=M1®|3®|2=

o
cNoNeoNolN] NololNolNolNoNolNo)

o
OOO%OOOOOOOO

(@)
OO%OOOOOOOOO

o
OgOOOOOOOOOO

&")OOOOOOOOOOO

o

o
o

©Co0Oo0ocoocococooocoo

OOoooooooogo

©Coococoocococoodco

©Cococooococoof8ceoco

OOOoooogoooo

OOoooogooooo

(2.70

Buradal,, I3 matrisleri sirasiyla 2 ve 3 boyutlu birim matrisleri gostektedir.

Xo=1,0M>®15 ve X3 =1,®I3® M3 matrisleri de yukarida verilen sekilde elde

edilir. Elde edilen bu matrislerin 6zikilileri bulunur veevilen islevden yararlanilirsa

f (x(lr‘l), ...,x(N“N>) matrisi asgidaki gibi elde edilir.

f (X2 x5 xP) =

[ 061
0.84
0.87
0.46
0.22
0.11
0.84
0.44
0.46
0.24
0.11

| 0.06

084
161
046
087
011
022
044
084
024
046
006
011

087
046
181
094
078
041
046
024
094
049
041
021

046
087
094
181
041
078
024
046
049
094
021
041

022
011
078
041
156
082
011
006
041
021
082
042

011
022
041
078
082
156
006
011
021
041
042
182

084
044
046
024
011
006
161
084
087
046
022
011
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044
084
024
046
006
011
084
161
046
087
011
022

046
024
094
049
041
021
087
046
181
094
078
041

024
046
049
094
021
041
046
087
094
181
041
078

011
006
041
021
082
042
022
011
078
041
156
082

006
011
021
041
042
082
011
022
041
078
082
156

2.72)



Yine bu islevin ayni taban vektérleri kullaniffindaki matris gosterilimF (" ise asgida

verilmigtir.

F(12) _

[ 1.62 088 088 048 022 012 088 048 048 026 012 007
0.88 182 048 099 012 025 048 099 026 054 007 013
0.88 048 182 099 082 044 048 026 099 054 044 024
048 099 099 204 044 092 026 054 054 111 024 050
022 012 082 044 177 096 012 007 044 024 096 052
012 025 044 092 09 198 007 013 024 050 052 108
0.88 048 048 026 012 007 182 099 099 054 025 013
048 099 026 054 007 013 099 204 054 111 013 028
048 026 099 054 044 024 099 054 204 111 092 050
026 054 054 111 024 050 054 111 111 229 050 103
0.12 007 044 024 09 052 025 013 092 050 198 108

| 0.07 013 024 050 052 108 013 028 050 103 108 223

2.72

Bu iki matrisin birbirine ne kadar yaklagini incelemek icin karsilastirmagé e
yapilabilec@i gibi boylarina da (ing: norm) bakilabilir. Burada cok sdgykarsilastirma
yapmaktan kac¢inmak amaciyla karsilastirma boyca yagtim Yukarida verilen

matrislerin Frobenius normlari agaaki gibidir.
Boy(F<12>) —9.89 Boy(f (xf),xf),xf))) —8.49 2.73

Sayisal ornekten de acikca gorilmektedir ki sendelenlikskanitsavi oldukca
gucludar. Taban vektoru sayilar = 2, np = 3 veng = 2 gibi oldukc¢a kicuk sayilar
alindginda bile sonuclar son derece yakin ¢ikabilmektedir.sayilar ¢ok fazla tir
mandirilmadan yukarilara cekiffinde ise sonuclar daha da iyilesmektedir. @ine

yine yukarida verilen ornek igin; = 2, n; = 5 veng = 4 olarak alinirsa normlar
Boy(F(12)) — 19.300225 Boy(f (x<12>, xf’,xé”)) 17442938 2.74

seklinde elde edilmektedir. Burada,dk(ing: relative) karsilastirma yapmak taban

vektorl sayilar arttikgca durumun iyiles@iel anlayabilmek agisindan dahasé&hdir.

9.89—8.49 19.300225- 17.442038
~ogg = 01415571284 19300595 = 0.096231 .79

Bu sonuclardan da acgikca gorulebilgcgibi taban vektort sayilari ne kadar arttirilirsa,

yaklastirimin kalitesi de o kadar artmaktadir.
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2.3 Saptirim Agilmi Yontemi

Bu bolimde tez calismasi sirasinda 6zgiin olarak elde edigi@in denklemlerin
¢6zimunde kullanilacak olan saptirim acilimi yontemi i durulacaktir. Saptirim
acihmi yontemi tam olarak ¢6ziimlenemeyen bir probleminplobleme bgli baska
bir problemden yola cikilarak yaklasik bir ¢ozim elde dmein matematiksel
yontemler iceren bir kuramdir [56]. Kesin olarak ¢ozUmlgiiten problemin mate-
matiksel tanimina oldukca kugik bir parametre ile carglrir terim eklenerek
eldeki problem yeniden yapilandirilabiliyorsa, bu praobéesaptirim acilimi yontemi
uygulanabilirdir. Burada saptirirm acilimi parametresirataproblemin icinden bir
degisken secilebiledg gibi, problem icinden bir dgisken secmeden yapay olarak bir
saptirim parametresi de olusturulabilir. Problem bu petae yardimi ile saptirim
actlimi yontemi kullanilarak agilimda bulunan terimledesledildikten sonra aranan
¢6zime ulasabilmek icin sonucun igerisinde yer alan sapparametresi 1’e esit olarak

alinmaktadir.

Saptirim acilimi genel olarak
A=Y A = A0+ 1AL + 2P0+ .. (2.76
k=0

bajintisi ile verilebilir. Buradae saptirim parametresi olarak adlandirilfg terimi,
kesin ¢ozumi bulunan sorunu anlatirkensaptirim parametresinin tam sayi Usluleri
sorunun kesin ¢oézuimli problemden sapmasinin miktarirnldyedn dger terimlerin
elde edilmesine onciilik eder. @&r bir deyisle sapma terimleri olaq, Ay,... terimleri
yontem icinde olusturulan 6zyineli iliskiler kullanrk saptirim parametresinin tam

say! usluleri yardimiyla bulunabilir.

Saptirim acilimi yontemi ile sonug elde edilirken belli lioktada kesme yapllir.
Genellikle ¢oziimiin ilk iki ya da (¢ terimi, yamg + €A, ya daAg + €A1 + £2A,
anlatimini icerecek sekilde bulunmasglenir. Cézimin bulunmasi surecinde, serinin
yuksek basamaktan saptirim terimlerinin bulunmasi istdriedurum de@ildir. Clnku

bu durum hesaplama karmastkhin cok fazla artmasina neden olacaktir. Bu durumda
az sayida terim kullanarak @kl bir ¢c6zimin bulunabilmesi icin yakinsamanin

sajlanabilmesi gerekmektedir. Bu amacla yontemin uygulamessasinda yakinsaklik
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incelemesinin de yapilmasi problemin ¢dézUminin elde ediinsirasinda 6nem

kazanmaktadir.

Saptirim acilimi yontemi bir ¢cok alandaki probleme uygalaitmektedir. Ancak tez
calismasi icerisinde bu yontem elde edilen @atedenkleminin ¢dézimi sirasinda
kullaniimis old@undan saptirim acilimi yénteminin 6z problemlerinde kullanimi

ile ilgili genel bilgi burada verilen alt b6limde kisaca amimaktadir.

2.3.1 Yontemin 6zdger problemlerinin ¢bziimunde kullaniimasi

Bu boélimde verilerm boyutlu bakisik (simetrik) ve katli 6zder icermeyen herhangi
bir A matrisi icin saptirim acihmi yontemi kullanilarak 6Zme probleminin nasil
cOzllebilecginin anlatilmasi hedeflenmistir. Bu yontem daha sonra BoMita

verilen ve tez iginde 0zgun olarak elde edilmis olan demiézin ¢cbzulmesi sirasinda

kullanilacaktir.

A matrisi asgidaki sekildee’un eksi olmayan tam sayi Usluleri tiriinden bir serisel

acthm ile anlatilabiliyor olsun.

[oe]

Ae) = ;snAn (2.77

Buradaki timA; matrisleri { = 0...) bilinen matrisler olmak tGzerdu = Au izgesel

gelenu 6zvektorlerie’a bagl olarak

[oe] [oe]

uie)=YS €"up, Ae)=Y €' (2.79
2 2
seklinde yazilabilir. Elde edilen bu yeni yapi izgeselkleminde yerine konulursa

ve Cauchy carpimindan yararlanilirsa,

00 n 00 n
Zosn Z}Akun_k = ;En z AkUn—_k (2.80
n—= k= n= k=0

denklemine ulasilir. Burada, ve u, (n=0,1,2...) buyudkliklerinin e'dan bayimsiz
olmalari, tek bir denklem olan bu esitlikten sonsuz sayeddaligin yazilabilmesine

olanak sglar. Bu denklemden yerine 0, 1, 2 dgerleri konulur ve her iki yanda™in
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katsayilari birbirine esitlenirse, agdaki tic denklem elde edilir.

AgUg = )\0U0
Agu1+A1Ug = Agug + A1Ug
Aoguz + AqU1 + Asug = Aguz + A1U1 + Asug (2.8)

BuradaAg, A1, A2 ve Ug, U1, U2 bilinmeyenlerdir ve bu bilinmeyenlerin bulunabilmesi

icin yukaridaki denklemlerin ayri ayri ¢ozulmesi gerekmeelr.

Bu denklemlerden ilki saptirimsiz matrisin 6gge problemidir ve bilimsel yazinda
bilinen yontemlerden biri ile rahatca ¢ozulebilir.gé&r, bakisik oldgu varsayilamg
matrisinin 6zd@erlerinin ayrik oldgu, katli 6zdgeri olmadg! k. 6zd&er ve birim
boylu 6zvektoérinin sirasiylg ve ¢x (buradak’ 1 ile A matrisinin boyutu olanm

arasinda dgismektedir) ile simgelendi varsayilirsa ilk denklemin ¢ézimui
A=W Up=¢x 1<k<m (2.89

olarak yazilabilir. Bu asamadan sonra ikinci denkleminigtidne gegcilebilir. Bunun
icin ikinci denklem, .82 denklemi g6zonine alinir ve bilinmeyen vektor olan

vektdrinin yalnizca sol yanda iceril@i®icimde yeniden diizenlenirse denklem

(Ao — Whu1 = (A1l — A1)k (2.83

I, A matrisi ile ayni boyutta olan birim matrisi simgelemek igebigimine gelir.
Bu denklemin sg yanindaki katsayl matrisinith, vektoru ile ortilen sifir uzayi bos
olmadgindan denklemin gpyani bu katsayi matrisinin sol sifir uzayina dik olmalidir
KatsayI matrisi bakisik (simetrik) oldundan sol ve gpsifir uzaylari aynidir ve dolayisi
ile ¢k vektoriince ortulurler. Bu nedenle bu ortak sifir uzayindiklidemek onu
orten tek vektor olanp,'ya diklik demektir. Bu ise 2.83 denkleminin sg yaninin
¢k vektorine dik olmasini gerektirir. Bu gereksinim @skaki denklemi yazmamiza

olanak sglar.

9 (Ml —A1)gx =0 (2.8
Bu denklem biraz daha acik olarak yazilirsa

Mgy 9 — By Ardi =0 (289
durumuna gelir. BuradeﬁkTqbk = 1 olduju g6zoninde bulundurulurda dejeri

M= b Ardr (2.89
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olarak elde edilir.u; vektoruni bulabilmek igin ise2(83 denkleminin sol yanindaki
(Ao — w!) matrisinin tersinin alinmasi gerekir fakat bu matris sifmayi dolu bir
matristir. Dolayisi ile dger uzayindaki tersi bulunarak denklem c¢o6zilebilir. Burada
bir matris icin kullanilan dger uzay! ya da dger bolgesi kavrami matris altinda
goruntuleri dgrusal b&imsiz olan belli sayida vektoriin giasal birlesimi olarak

tanimlanmaktadir ve bu uzay icin@esektori de bulunmaktadir.

(Ao — Wl) matrisinin d@er uzayindaki tersinin bulunabilmesi icin ggdaki yol

izlenebilir:

mboyutluAg ve | matrislerinin izgesel gosterilimleri

AOZ_;VI‘Pi‘PiT | Z_Zl¢i¢iT (2.87)

olmak tzerg Ao — ! ) matrisinin izgesel gosterilimi

MU—W)=§¥M—WW@F=§¥M—WW@F 1<k<m (2:89
= ik

biciminde yazilabilir. Bu durumda bu matrisin@&r uzayindaki tersi icin de ag@aki

anlatim gecerlidir.

no1

_ *1:
(Ro=d)g ;ka-m

¢i¢]  1<k<m (2.89

Verilen uzaydau; vektoric; belirsiz katsayilar olmak tzere
m

U= ZCi ] (2.90
i=

seklinde yazilabilir. Buraya kadar bulunan tim iligkil@.83 ile verilen denklemde

yerine konulursa

(g(v. M<)¢i¢iT) (icifbi) = (¢ —1)Arpe  1<k<m (2.9)

i;:ék
anlatimi elde edilir. Bu anlatim gereken islemler yapiarksonra
m
> cili—y)d = (Ade —) A L<k<m (2.92
ik
sekline gelir. Bundan sonrg katsayilarinin belirlenmesine gecilebilir. Bunun igin

elde edilen son denklem sol yand@h, (1 < n < m) ile garpilirsa simetrik matrislerin
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farkll 6zddjerlere karsi gelen 6zvektorleri birbirine diktir [57ptemi de animsanarak

Cn katsayisi

1

oy tiAde ntk o d1<n<m (2.93

Cn:

biciminde elde edilir. Bulunan sonu2.00 denkleminde yerine konulursg vektori

m
Uy =

T
i A1Pkoi 1<k<m 2.9
£ (M_M() ¢I 1¢ ¢| ( 4)

ik
olarak elde edilir. Burada;j¢," anlatimi bir izdiigiim matrisidir ve bu izdiisiim matrisi
kisacaP; anlatimi ile verilirseu; vektori
uy = 3 1
AW

ik

PiA1gk 1<k<m (2.99

seklinde bulunur. Bundan son ve u bilinmeyenlerinin bulunmasina gegilebilir.
Bunun igin @.87) ile verilen denklemlerden sonuncusy vektort yalnizca sol yanda

icerileceji bicimde yeniden diizenlenirse denklem

(Ao — Wluz = (A1l —A)ug+ (A2l — Az) ¢y (2.99

Bu denklemden ¢6zum elde edilebilmesi igin yukarida ikinenklem igin verilen
¢6zim yolu yinelenirse ggyandaki katsayl matrisinigy vektord ile orttlen sifir uzayi
bos olmadjindan denklemin $pyani bu katsayi matrisinin sifir uzayina dik olmalidir
gercginden yararlanilabilir. Dolayisi ile2(96 denkleminin sg yani ¢ vektoriine

diktir. Bu ise asgidaki denklemi yazmamiza olanalgtar.

dn (A1l — Ar)us+Aogy by — & Az =0 (2.97)

Burada acik¢a gorilmektedir Rp degeri
A2 = 9 Ao+ B (Ar—Ml)us (2.99

olarak elde edilir.uy vektorina bulabilmek icin yine2,96 denkleminin sol yanindaki

(Ao — Wl ) matrisinin tersine gereksinim duyulmaktadir. Yukaridarbatrisin d€er

uzayindaki tersinin nasil bulundu ayrintih olarak anlatildn icin burada sonucu

kullanilarakus vektori

oS 1
& (Vi — W)

i£k

Pi[(Al —ADus+ (Al —A)¢y]  1<k<m (2.99
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olarak bulunur. Tum bu anlatilanlar ggnda genelleme yapilirsk ve u;'nin genel

ifadesit 0 ile 0 arasinda olmak Uzere sirasiyla@skaki sekilde verilebilir.

t—1
M= g Acdi+ Zd)kT(A; —Ajh)ue (2.109

m 1 t
Uu=9y ——P (Ajl —Aj)ui—; 1<k<m (2.10)
2w '[,Z i A
i#k

Elde edilen bu genel lganti kullanilarak; ve u;’nin degerleri istenilen bir sayiya kadar
bululunur ve 2.78) ile verilen denklemde yerlerine konularalkbzdejeri veu 6zvektori

bulununmus boéylece 6zder problemi ¢ozulmus olur.

Bu bélumle ilgili ayrintili bilgi ve yakinsaklik incelemesez danismani tarafindan
BEBBYT (Bilgisayim Bilimi ve Yo&ntemleri Toplulgu) yazilari kapsaminda bir

yonlendirim yazisi olarak hazirlanmis ve bu yazi Ek-A@ailmigtir.
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3. SENDELENIMSIZL iK YAKLASTIRIMI ILE AGIRLIK EN 1Y ILEMES |

Bu bolimde verilen ¢ok dgskenli islevleri daha az sayida@gken iceren birtakim

yeni iglevlerin toplami olarak anlatip, asil islev yexibu yeni bilesenlerle calismayi
taban alan YBMG yonteminin ilk terimlerinin baskigini arttirarak verilen bir

islevi daha az sayida YBMG bileseni kullanarak yeterinagadlikli yaklastirabilmek

amagclanmaktadir. Bu amaca ulasabilmek icingigimezIlik dlgeni tGzerindendarlik

yapisi eniyilenmeye ve uygun bigalik islevi saptanmaya calisiimaktadir.

Bunun icin @irlik islevi as@idaki gibi Hilbert uzayi icerisinde kalan bir altuzay ve bu
uzay Orten dik bir taban takimindan olusturulan isleml@ogrusal birlegtirimi olarak

secilmistir.

N 2
W(x) = (Zlajwj (x)) (3.1
=

Dik bir taban olusturan iglevlerin timi birden, aynigibasiz dgisken d@erinde
arti olmayabilir. Fakat YBMG yonteminde kullanila@idik iglevlerinin arti olmasi

gerekliliginden @irlik islevleri bir dajrusal birlesimin karesi yapisinda alinmistir.

Burada eniyilenmis @rlik islevinin de&jismezlik dlceni eniyilemesi tzerinden bulu-
nabilmesi i¢inaj, (1 < j < n) parametreleri keyfi olarak birakilmigtir. Bu sabitler

eniyileme isleminin temel bilinmeyenleri olarak kulltagaktir.

Tez calismasi sirasinda sendelenimsizlik yaklastikmtianilarak &irlik eniyilemesi
kavraminin iki boliim halinde incelenmesi 6ngorilmustitlk bslim icerisinde
bilimsel yazinda da bir makale [58] olarak yer almis olak tEgiskenli islevier
icin sendelenimsizlik yaklastirnmi kullanilaralgiaik eniyilemesinin nasil yapildi

anlatilirken, ikinci boélim icerisinde ayni yontemin cokgigkenli islevler icin de
gecerliliginin anlatiimasi gerceklestirilmis ve her iki bélimde kbnuya iliskin ¢esitli
sayisal uygulamalar verilmistir. Boylece konunun dahagihk bir bicimde verilmesi

hedeflenmistir.
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3.1 Tek Dejiskenliislevler icin Agirlik Eniyilemesi

Bu bdlimde, ele alinan iglev tek Gwansiz dgiskene bgl olan bir islev oldgundan
YBMG ydntemi icin yapilmak istenendarlik eniyilemesine ait etki yalnizca gsmez
terimin Uzerine yansiyacaktir. Bir baska deyisle, YBMG t@ni tek b&@imsiz
degiskene bgl olan islevleri birinci basamaktan YBMG yaklastirate tam olarak
temsil edebildjinden yapilan @rlik eniyilemesi birli terimlerin bulunmasinda rol

oynamayacaktir.

Bu bolimde yalnizca konunun anlatilabilmesini ve kavranmasolaylastirabilmek
amaci gudulmus ve her ne kadar islevggliimasa da tek dgskenli islevlerin YBMG

yontemine acilmasi sirasind@udik eniyilenmesi cabasina girisilmistir.

Bunun icin dgismez YBMG terimin bulunabilmesi amaciyla kullanilgh8) bagintisi
icerisine B.1) ile verilen a&irlik iglevi yerlestirilirse

b m 2
fo:/a dx<glo{jwj(x)> / dxz z o1 anew; (X)Wi(X) (%) 3.2

=1k=1

anlatimi elde edilir. Burada islevin analitik olmasindamarlanilarak dgismez YBMG

terimi

fo= g g ajak/bdXVVj (X)W (X) f(x) (3.3
j=1k=1 a

biciminde bulunur. Sifirinci basamaktan toplamsallikedigin (op) belirlenebilmesi

icin || fo||? ve || ||? anlatimlarinin belirlenmesi gerekmektedir. Bu biyiikliilkeasiyla

asddaki gibi yazilabilmektedir.

2
ol |2 = (z > it / bolxw,-<x>wk<x>f<x>) (3.9

j=1k=1

]2 = /dxz za,akw, (0 (x)2 (39

j=1k=1
Bulunan bu sonuglardan yola cikarat, sifirinci basamaktan toplamsallik élgeninin

anlatimi

2
n n b
1ol 2 (Z > ajak [ dXW(x)w;j(x )Wk(X)f(X)>
0

0= fE = s 59
33 a0 W, ()w(x) (07

36



biciminde elde edilir. Bu esitfjin sa yani Rayleigh oraninin karesi yapisindadir. Bu

yapinin matris gosterilimi yazilirsa matrisin her bir elam

Fj(kl’n) = (wj, fw), Fj(kz") = <Wj, fzwk> . 1<j,k<n (3.7)

seklinde verilmek tzere déesmezlik olceni

(aTF(lv”)O{)Z

“ o TE@ng (3.9

Og =

olarak yazilabilir. Bu yapilya2.44) bagintisi ile verilen sendelenimsizlik yaklastirimi

uygulanacak olursa agalaki yaklastirim elde edilir.

aTt (x™)a)’
0 <an<(X(n)3201> 59

Burada sendelenimsizlik yaklastirimi uygulamakla demitredajrusal olmayan yapi-
sI dejismez amagy'l 1'e yaklastirana vektorlerini kesin olarak bulabilmek icin bize
onemli bir kolaylik s@lar. Bunun nasil olagani gérebilmek icinX (" matrisinin izgesel

(ing: spectral) denklemini yazalim.
XMWy, = &x, 1<i<n (3.10

Burada&; vex; sirasiylax (" matrisinini. 6zddjeri ve karsi gelen birim boylu 6zvektorii

olsun. Matris kuramina goére bir kare matrisin isleviniigidizda asaudaki esitlikleri

yazabiliriz.
f(XO)x=f(&)%, 1<i<n (3.19)
f(x0) % =1(8)%. 1<i<n (3.12

Buradaki f iglevi sendelenimsizlik kanitsavindaki gereksinim nagke argiimaninin
tanim bolgesinde analitiktir ve Bansiz dgiskenin matris gosteriliminin izgesini (ing:

spectrum) icerir. Dolayisi ile yukaridaki denklemler smokiT ile carpilirsa

xTf(X)xi=f(&), 1<i<n (3.13

xE(X)%xi =1 (&§)%,  1<i<n (3.19
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esitlikleri elde edilir. Buradan da agik¢a gorilebilir ki

2
(71 (7))

;- — =1 1<i<n (3.19

T n) .

x! f (X(M)“x;
esitligi gecerlidir. Boylece

12
oo LG _
f(&i)

0o degismezlik dlgeni zorunlu olarak 1'e yaklastiriimis poluBir bagka deyigle, bu

1, 1<i<n (3.19

yaklastirimin 1 dgerini alabilmesinina vektériiniin ancak ve ancak™ matrisinin
0zvektorl olmasi durumunda sendelenimsizlik limitindegg&lesecgini gosterir. Bu
durumda dgismezlik dlgenini 1’e yaklastiran sayida birbirlerine dik ve birim boylu
dogrusal b&imsiz vektor elde edilmis olur. Bu durum ele alinan probfedogrusal
olmasi durumunda yeterlidir. Bununla birlikte burada elmah problem dgrusal
olmayan bir yapidadir. Dolayisiyla bu problem icin tam biézgmin bulundgu
sbylenemez. Cunki burads’t sendelenimsizlik limitinde 1’ e yaklastiran sayida
ozvektor disinda baska bazi vektorlerin \@rlsiphe yaratacaktir. Boylecé(™
matrisinin 6zvektorlerininogt sendelenimsizlik limitinde 1’ e yaklastirabilecek sla

vektorler old@unun gosterilmesine gereksinim vardir.

Bu amacla, sendelenimsizlik kabull altinda@igenezlik dlgeninin yaklagsik yapisi olan

asdjidaki tanimlama ile baslanabilir.

(app) (“Tf(x(m>a)2
T T (x)2a

(3.17)

X matrisinin 6zdgerleri 2% Hilbert alt uzayini értt§ii siirecea vektorii bu

Ozvektorler cinsinden agada verilen sekilde yazilabilir.

a= _ivixi (3.18

Buradav’ler eniyileme ile belirlenecek olan keyfi sabitleri anlatktadir. Yukarida

verilen esitlik kullanilarak3.17) yeniden yazilirsa
O-(gapp) :p(‘/la"'vVn)28<vl7"'avn) (319

ifadesi elde edilir. Buradave p sirasiyla aggida verilen kuvadratik formu ve Rayleig

oranini gostermektedir.

n

S(V1, ..., Vp) = Zlvizf (&)? (3.20
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p(Vi,...,vn) == ZiviZf (&) (3.2

Daha once belirtildji gibi agirlik islevi normalizasyonu yapilmasi nedeniyte
vektorindn boyu 1 olmalidir. Buradave a vektorleri arasindaki iliski ortonormal
matris transformasyonu Uzerinden yagiidcin v vektériniin boyu da 1’e esgittir. Bu
nedenle dgismezlik dlgceni eniyilemesi bu kisit altinda yapiimalidBunun anlami,
degismezlik olceni icin verilen b@nti yerine aggudaki amag islevimsisi (ing: cost

functional) kullaniimalidir.

T 2
F(V,A) %H(VTV—Q (3.22

buradaA Lagrange parametresi olarak adlandirilir ve eniyilemeciaga ile belir-
lenebilir. Ayrica,v vektorinini. elemani yukarida belirtilew; parametresiykent
sifir olmayan aggtya da@ru artan indisli elemanlar (&) dejerleri olan kdsegen (ing:

diagonal) matristir.

Bu asamadan sonra amag islevimsisinine A’ ya gore gradyanlari alinarak bulunan

anlatimlar sifira esitlenirse, agdaki esitlikler elde edilir.

T

viv=1
LA L) ISP, 3.2
vTF2y (VTF2v)? vedv= (3.23

Bulunan son anlatimin vektorl ile igcarpima icin asa@idaki dgeri Uretir

(vTFv)2

A=—
vIF2y

(3.29
ve (3.23 ile verilen esitlik asgidaki sekle gelir.

viv=1

T TEy)? TEy)2

F v'Fv v'Fv

PRAL )2 P Al I (3.25
vT F2y (VTF2v) vTF2y

Bu ifadenin olasi ¢ozumleri

v=agq, 1<i<n (3.29
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seklindedir. Burada, i. elemani 1 olan kartezyen birim vektori gostermektedir. Bu
sonug ile bilinmeyern vektdrlerinin X(" matrisinin birim boylu 6zdgerleri olarak
alinabilecdi, yani X(™ matrisinin 6zvektorleriningy'i sendelenimsizlik limitinde 1’

e yaklastirabilecek olan olasi tek vektorler djdukanitlanmis olur. Buraya kadar

anlatilanlar aggda ozguringilizcesi ile verilen kanitsavi dgulamis olmaktadir.

Kanitsav : Birim boy kisiti altinda degismezlik o6lgeninin eniyikengdziumleri
bagimsiz degiskenin matris gosteriliminin birim bogkvektorlerinden biri olabilir ve

sendelenimsizlik varsayimi altinda degismezlik 6lgigraklasik olarakl yapar.

Theorem : The solutions of the optimization of the constancy measuréer unit norm
constraint can be one of the eigenvectors of the matrix sepr&tion of the independent
variable with unit norm and make the approximate constancgsmer 1 within the

fluctuationlessness limit.

Buraya kadar verilenler g6z dniinde bulundurgidoda dgismezlik 6lgeni Gzerinden
agirhk eniyilemesi problemi, problem dousal olmayan bir yapida olsa da, sendele-
nimsizlik yaklastirrmi kullanilarak rahatca ¢ozulebilProblemin ¢ézilmesi sirasinda
X matrisinin 6zdger ve dzvektorlerine gereksinim duyulmaktadk(™ matrisi, X

ile verilen ve gorevizz;, Uzerinde operandini Gamsiz d@giskeni ile carpma olarak
tanimlanan operat6riin matris gosterilimidir. Bu matrisedéerleri, X operatdrinin
spektrum arai olan [a,b] aralg@i icinde kalmaktadir. Ayrica bu 6zderler kath
O0zdgjer icermemektedir. Bu konuya iligskin daha genis aciklagdi tezden [59]
alindgi haliyle EK-C’de verilmektedir.

Burada yapilan analiz hentiz sendelenimsizlik kanitsavakuarak dgismezlik dlgeni
tzerinden girlik eniyilemesi probleminin essiz bir ¢c6zimuind bulatek icin yeterli
degildir. Aslinda X(™ matrisinin tim birim boylu 6zvektérleri arasindam’t 1’ en
yakin yapan birinin bulunmasi gerekmektedir. Bunun iciajaga verilen bgintidan
yararlanilabilir.

N o) I

aizm, 1<i<n (3.27

Bu terimlerin her biri 0 ve 1 arasinda @kerler alir. Burada verilerf islevi tekdlize
(ing: monotonous) artan ya da azalan bir islev gidstreca; degerlerinin ayni dgeri
alabilme olasify yoktur. Boylece bu dgerlerin icerisinden yalnizca bir tanesi tekdlize

bir islev icin en buyuk olacaktir. Ancak burada veriléniglevinin tekdiize olmasi
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eniyileme probleminin essiz ¢6ziminde gerek sagilde. Bu calisma icerisinde
yapilan bir cok arastirma gdstermistir ki,gigmezlik dlgenini en blyuk yapan sadece
bir 6zdegger 6zvektor ikilisi bulunmaktadir. Birim boylu bu 6zvektbelirlendikten
sonraxopt ile gosterilirse, agpda verilen bginti kullanilarak eniyilenmis@rlik islevi

kolayca bulunabilir.

Wopt(X) = (W(X)Txopt)z (3.29

Buradaw(x) vektorii
w(X)T = [Wi(X) ... Wa(X)] (3.29

seklindedir.

Buraya kadar olan kesimde tekdgigkenli islevler icin girlik eniyilemesi probleminin
sendelenimsizlik yaklastirimi kullanilarak ¢dztlme t@mi teorik olarak verilmistir.
Bundan sonra yontemin daha iyi anlagsilabilmesi amaciylaeme ait bir hesaplama
algoritmasi olusturularak bir sonraki alt bélimde surugtar. Daha sonraki alt

bdlimde ise yonteme ait sayisal drnekler verilecektir.

3.1.1 Hesaplama algoritmasi

Bu bolimde yéntemin bastan sona adim adim algoritmaskevekilolabildgince daha

acik ve anlagilabilir bir duruma getirilmesi ongorulrtiirs

Algoritmanin girdileri olarak islevin analitik yapisinge isleve ait b§imsiz dgisken-

lerin tanim arafjina gereksinim duyulmaktadir.

Algoritmanin ciktisi verilen islev yerine kullanilabdek olan yaklasik islevin analitik
yapisidir. Burada elde edilen islev eniyilenmgarék iglevi altinda YBMG yontemi

kullanilarak bulunan iglevdir.

Algoritmanin tim adimlari aggda sirasiyla verilmektedir.

1. 1lk adim olarak 2.45) ile verilen X (™ matrisinin boyutunun belirlenmesi gerekmek-
tedir. Buradan matrisin boyutuna karsilik gelmektedir ve en kiguk Dekni
alabilir. n sayisi buyudikce sendelenimsizlik yaklastirrmina goaiinsama
basarisi artmaktadir. Bu calisma icerisinde yapilansgallar gostermistir ki,

bu yaklastirim icinn sayisinin 6nemi blyuk olmakla birlikte sayisi ¢cok fazla
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yukarilara tirmanmadan hatte= 3, n = 5 gibi sayilarda oldukc¢a yaklasik sonuclar
elde edilmigtir. Yalniz burada 6zellikle vurgulanmati&i, yontemin oldukca etkin
calismasi nedeni ile sayisinin ¢cok yukarilara tirmanmgchdan eniyileme sirasinda

cok fazla bir cabaya gereksinim duyulmamaktadir.

. Ikinci adim olarak 8.1) ile verilen denklemdekivj(x), taban iglevlerinin hesap-
lanmasi gerekmektedir. Bunun igin calisma icerisifdex,x?, ...} seklinde ¢ok
terimli (ing: polynomial) taban takimi secilmistir. Bunadaonra Gram-Schmidt
Ortonormalizasyon [60] yontemi kullanilarak taban takimi tim elemanlari
birbirine dik ve birim boylu hale getirilmisti. Agpada 6rnek olarakn = 3

icin belirlenen birim boylu ve herbiri birbirine dik olan ltan takimi elemanlari

verilmigtir.
Wy (X) = ! Wo(X) = 2v3 (x— b+a>
1 = \/ma 2 = (b_a>;2; 2 )
wa(x) = O3 (xz—(a+ D)X+ w) (3.30
(b—a)? 6

Buradaki taban islevi sayisi birinci adimda verilen matogutu ile yanin sayisiyla

ayni olmaldir.
. (2.45 bagintisi ile verilenX (™ matrisinin hesaplanmasi gerekmektedir.

. Sonraki adimda3(10) ile verilen denklem kullanilaraX (" matrisinin tiim 6zdger

ve ona karsilik gelen 6zvektor ikilileri belirlenir.
. (3.7) ile verilen baintilar g6zoéniine alinardk:" ve F(2" matrisleri hesaplanir.

. (3.27) ile verilen denklem kullanilarak daha 6nce bulunmus dian bir 6zvektor
icin degismezlik dlgeni hesaplanir. Toplam olarakarkli sayida dger elde edilir.
Bunlardan bir tanesi en biylk olacaktir. ddamezlik dlcenini en blyik yapan

Ozvektdrxoqpt olarak adlandirilir.

. Eniyilenmis olan @irligi bulabilmek icin son adim olarak3@28 ile verilen
denklemden yararlanilir. Bu denklemde bir dnceki adimdauriar Xop: vektora

yerine konularak YBMG'’de kullanilacak olaaligin belirlenmesi sglanir.

. En son adim olarak bir 6nceki adimda bulungnrlé islevi (2.8) denkleminde

kullanilarak YBMG bileseni olarfy, degismez terimi belirlenir.
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3.1.1.1 Sayisal uygulama

Bu boliimde aggda verilen islev secilerek yukarida adim adim veriloign algoritma

bir sayisal uygulama olarak yine adim adim anlatilmayagadistir.

f=vx+1, —-1<x<1 (3.30)
Burada araliK—1,1] olarak alinmis yania ve b sirasi ile—1 ve 1 olarak alinmigtir.
Hesaplama algoritmasina ait her adim icin elde edilmigigier asgida verilmistir.
1. Matrisin boyutu 3 olarak secilmistir.

2. Elde edilen taban iglevleri apalaki gibidir.

2_1
W]_(X) = \/ga WZ(X) = @(7 W3(X) = 3\/_10€+3) (333

3. X©® matrisi

0 05774 0
XxW=| 05774 0 05164 (3.33
0 05164 0

seklinde elde edilir.

4. X3 matrisinin 6zdgerleri ve karsilik gelen 6zvektorleri agdaki gibi elde edilir.

&=-07746 &=0, & =0.7746 6.39
—0.6667 0.5270 0.5270

X1 = 0 , Xo= 0.7071 |, Xx3= 0.7071 (33@
0.7454 0.4714 0.4714

5. F(LN) ve F(2N) matrisleri ise

FLW = | 03266 08889 03130
—0.0602 03130 08938

0.9428 03266 —0.0602
(3.39

F2W = | 05774 10000 05164
0 05164 10000

(3.37)

[ 1.0000 05774 0 ]

olarak bulunur.

43



6. Dejismezlik 6lceninin yukarida bulunan 3 farkli 6zvektdiniglde edilen dgerleri

asdida verilmigstir.
o! =07937  ¢? =09515 ¢|¥ =0.9925 8.39

Bulunan bu sonuclar gézéninde bulundurgidonda en biyik dgsmezlik dlgeni
degeri 053) = 0.9925 olarak bulundjundanxyp: vektorii x3 ile verilen d6zvektor

olarak alinir.
7. Yukarida bulunamop: vektoru kullanilarak agadaki airlik islevi elde edilir.

Wopt = (1.1180¢ 4-0.8660% — 0.1 x 10~ 4)? (3.39

8. Bulunan eniyilenmis@rlk islevi YBMG yontemi igerisinde kullanilarak @ésmez

terim
fo=1.3271 (3.40

olarak elde edilir.

3.1.2 Sayisal uygulamalar

Bu bélimde yontemin verimini 6lgebilmek igin farkli yaputtaki islevler igerisinden
secilen cesitli uygulamalar sunulmustur. Burada amatlifgapida verilen islevler
yerine bu islev ile ayni gorevi gorebilecek yeni yaklagtiislevleri elde edebilmektir.
Bu amag temel olarak YBMG yoOntemi ile yerine getirilmis andaknun yaninda
problemin ¢6zimi sirasinda oldukga kolayliglsanis olan sendelenimsizlik yontemi

de kullaniimistir.

Bu bolimde verilen 6rnekler tek Hansiz d@iskenli islevler olarak verildjinden

bulunan yaklastirim islevleri sabit islev olarak butoustur yani, YBMG dgismez
terimden kesilmistir. Ger YBMG birli bilesenlerden kesilecek olursa yontem \asil
tek dejiskenli bir islevin kendisini verecektir. Bu durumda,liman islev yaklastirim
islevi dgjil asll iglevin kendisi olacaktir. Bunun icin bu bolimddmyaca yaklastirim
islevi olan sabit islev bulunmustur. Ancak bundan somndecek olan ve ¢ok dgskenli

islevler icin a@irlik eniyilemesi basfjini tasiyan bélimde ¢ok deskenli islevler icin

birli terimlerin de icerilecgi yaklastirim islevleri hesaplanacaktir.

Eniyilenmis olan girlik islevini bulabilmek i¢in yukarida verilen adimlaaynen izle-

yerekX (™ matrisinin 6zdger ve karsi gelen dzvektorlerinin bulunmasi gerekmekted
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@ cigenvec
@ eigenvec?

Sekil 3.1 Sendelenimsizlik yaklastirimi ile olasy@lik islevlerin = 2.

Bilindigi gibi bu 6zvektorler dgismezlik 6lcenini eniyileyecek olan olasi vektorlerdir
ki, bu da sendelenimsizlik kanitsavi yardimi ile raha#ligbsterilebilmektedir. Burada
matrisin boyutun olarak alindgjindan tane 6zdger ve ona karsi gelemtane 6zvektor
bulunacg! aciktir. Bu 6zvektorlerden yalnizca bir tanegi degismezlik dlgenini en
buyukleyecek yani 1’e yaklastiracaktir ki, iste bu 6ageleniyilenmis girlik islevini

belirler.

Burada verilecek olan tim o6rneklerde aralkl,1] aralgi ve airlik birim agirlik
olarak alinmistir. Burada elde edil&™ matrisinin 6zd@erleri kath dgildir ve n adet

0zvektdr[—1, 1] aralgi icerisinde yuvalanmis durumdadir.

Bu calisma icin yapilan sayisal ve simgesel hesaplamalarzamanlarda serbest
yazilim olmaktan c¢ikan MuPAD Computer Algebra System [61]llakularak
yapilmistir. Sonuclar 10 basamak duyarllik ile eldemdlve program kodlari Linux

(Ubuntu 7.10) igletim sistemi tizerinde kosturulmustur

Bu bolimde on tane sekil yer almaktadir. Bu sekillerden @killherhangi bir eniyileme
icermemektedir. Bu sekiller verilen farkli boyutlardalerslelenim matrislerinden
elde edilen 6zdgerlere karsi gelen 6zvektorler kullanilarak elde edslmiasi girlik

islevlerini gostermektedir.

Sekillerden ilki yani, Sekil 3.1 iki boyutlu Hilbert altaayini 6rten taban takimi yani,
(3.32 bagintisinda verilemw; (x) = \/% vewz(x) = Y& islevleri ile olusturulmug
matrisinden elde edilen 2 farkli 6zvektor ile olusturubnolasi 2 girlik islevine ait

cizimdir.
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@ eigenvecl
@ cigenvec?
@ eigenvec3

Sekil 3.2 Sendelenimsizlik yaklastirimi ile olasy@lik islevlerin = 3.

@ eigenvecl
@ eigenvec?
@& eigenvec3
eigenvecq
eigenvech

Sekil 3.3 Sendelenimsizlik yaklastirimi ile olasyalik islevlerin = 5.

Sekil 3.2'de ise u¢ boyutlu Hilbert uzayina ait taban tadkm yani wy(x) = \/%
21

Wo(X) = @‘ vews(X) = % ile olusturulan ¢ boyutlu sendelenim matrisinden

elde edilen 3 farkli 6zvektdr kullanilarak olusturulmakan olasi girlik iglevlerini

gosteren gizimdir.

Sekil 3.3’ de ise kullanilan taban takimi sayisjeti bir deyisle sendelenim matrisinin
boyutu biraz daha arttirlimis ve = 5 icin ayni islemler surdurilerek elde edilen
5 tane olasi @rhk iglevi dajisik renkler kullanilarak cizilmistir. Burada taban
takim sayisini 5’e cikarabilmek icin daha énceden batdigdiyibi 1, x, X2, X3, x*

seklindeki cokterimli taban takimi ele alinmis ve Graoh@idt ortonormalizasyon
yontemi kullanilarak bu taban takimi dik ve birimboylu hajetiriimistir. Burada

sendelenim matrisinin dgsik boyutlarda secilerek cizimlerin yapilmasinin neide

agirlik iglevlerinin davranisini inceleyebilmektir. kiten sekiller dikkatlice ince-
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@ eigenvecl
@ cigenvec?
@ cigenvec3
eigenvec
eigenvech
eigenvec§
@ eigenvecT

Sekil 3.4 Sendelenimsizlik yaklastirimi ile olasy@lik islevlerin = 7.

-2

eigenvecl|
eigenvec?
eigenvec3d
eigenvecq
eigenvech
eigenvect
@ eigenvecT

eigenvec§
@ eigenvecy

Sekil 3.5 Sendelenimsizlik yaklastirimi ile olasyalik islevlerin = 9.

lendiginde gorulecektir ki,n dejeri cok fazla yukarilara tirmanginda eniyilenmis
agirhk islevlerinin davranisi Dirac delta iglevinin wanisina benzemekte hatta

sonsuza goturdldjunde Dirac delta iglevi ile ayni olmaktadir.

Sekil 3.4’ de ise 7 tane taban takiminin kullanilarak sésrde matrisinin olusturulmasi
ile gindeme gelen 7 farkli olasgalik islevinin cizimleri 7 farkli renkte gosteriimekte
dir.

Burada son olarak sekil 3.5 ise boyutun 9 olarak secilmedwmdlunan 9 farkli olasi

agirhga iliskin ¢izim bulunmaktadir.

Buraya kadar verilen cizimlerin timund§gidiklar islevden bgimsiz olarak verilmek-

tedir. Yani, istenilen bin dejeri icin n sayida taban takimi kullanilarak evrensel olan
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Sekil 3.6 1— x? iglevi icin eniyilenmis girlik islevleri.

sendelenim matrisleri olusturulmus ve bu matrislerimtézde&erlerine kargi gelen

Ozvektorler kullanilarak @rliklar cizilmistir.

Bundan sonraki 5 sekil ise isleve ghanlidir. Cinkl bu cizimlerin timinde bulunan
olasi @rhk islevleri dejil verilen islev icin g, degismezlik dlgenini eniyileyenarlk
islevleri farkli n dejerleri icin cizilmistir. Ornek olarak 5 farkl islevinl@masinin
nedeni dgismezlik 6lcenini eniyileyen 6zvektorler kullanilar@klunmus olan @irlik

islevinin davranisini her bir 6rnek icin ayri ayri incgbbilmektir.

Sekil 3.6'da 1— x? iglevi sinama islevi olarak secilmistir. Sekilde oriérkli n dejeri

icin degismezlik olgenini eniyileyen@rlik islevlerinin gizimi verilmektedir. Orngin
buradan = 5 icin 5 tane 6zdger ve ona karsi gelen 6zvektor elde edilmis daha sonra
bu 6zdgerin her birinderoy dejeri elde edilmistir. Bdylece toplam 5 tamg dejeri
bulunmaktadir ve bu dgerlerin hepsiO, 1] aralgindadir. Bunlardan en bugu tespit
edilir ve isaretlenir.isaretlenen bwy dejerini bulmak icin kullanilmis olan &zvektor

ki, bu 6zvektoriin 8.28) ile verilen baintidaxqp: vektoridir, kullanilarak eniyilenmig
agirlik belirlenir. Kisaca bulunabilecek olan 5 farkigidik islevinden o dejerini

eniyileyen birisi bu sekilde yesgil olarak verilen igtéu

Sekil 3.6'da her ne kadar sayisi 12'ye kadar cikariimissa da tez calismasi igefsi
yaptgimiz gozlemler bu sayinin bu kadar yukarilara tirmanmdadam = 3,n = 4 gibi
sayllar i¢in oldukga iyi yaklastirnmlar vergiigdzlemlenmistir. Bu sekil igim sayisinin
bu kadar yukarilara cekilerek cizilmesinin nedeni eniyites airlik islevlerinin n

yukarilara ciktgindaki davranisini yansitabilmek amaclhidir.
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Sekil 3.7 (14 x)2e*islevi igin eniyilenmis &irlik islevleri.

=
o

N W OO N 0 ©

Sekil 3.8 (1+ x)%e*islevine ait gizim.

Ayrica dikkat edilirse, Sekil 3.6'da verilen-1x? islevi icin [-1,1] araljinda bulunmus
olan eniyilenmig girlik islevlerinin maksimum minimum noktalari ile aymadikta 1—

x2 islevine ait maksimum minimimum noktalari aynidir.

Sekil 3.7'de (1+ x)%€ islevi igin n deJerleri 7’ye kadar cikarilmis ve bu gerler
icin elde edilmis dgismezlik dl¢enini eniyileyen@rlik islevlerine ait cizimler farkli
renklerle verilmigtir. Sekil 3.7'de verilen eniyilenmiggirlik islevlerine ait ¢izimler
Sekil 3.8'de verilen (1 + x)%€* islevinin [~1,1] aral§indaki ¢izimi g6z 6ninde
bulundurularak incelenirsegalik islevlerinin verilen araliktaki maksimum minimum
noktalari ile(1+ x)2e* islevine ait maksimum minimimum noktalarinin ayni noktala
oldugu gorulmektedir. Aslinda bir 6nceki sekil, (sekil 3.68)in de belirtilen bu durum

bir rastlanti dgildir. Burada verilen tiim islevler baska baska yapikahip olan islevler
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Sekil 3.9 sin(x) islevi icin eniyilenmig @irlik islevleri.
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Sekil 3.1Q v/1+ xiglevi icin eniyilenmis girlik islevleri.

olarak secilmesine ganen verilen tim islevlere iliskin sekiller incelegide ayni

durumun bu sekiller icin de gegerli oldgu gortlecektir.

ve maksimum noktalaridir.

Bundan sonra verilen ¢ seklin hepsindesayisi 9 olarak alinmis ve en iyilenmis
agirhklar 9 farkli renkte cizilmistir. Sekil 3.9 six) islevi i¢in eniyilenmig @irhk
islevlerini farkli renklerde gostermektedir. éiyin [—1,1] aralginda grafi cizilirse
—1 ve 1 noktalarinda minimum ve maksimumu ddiugortlecektir ve Sekil 3.9'dan da

rahatca gorulebilecg gibi ayni noktalar eniyilenmig@arlk islevleri icin de minimum

Sekil 3.10/1+x iglevi icin n’'nin 9 farkl dejeri kullanilarak olusturulmus 9 tane

eniyilenmis @irlik islevini dajisik renklerde gostermektedir.
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Sekil 3.11 In(3 + 1) iglevi igin eniyilenmis @irlik islevleri.

Cizelge 3.1 Eniyilenmis ve eniyilenmemistarlik iglevleri i¢in op degerleri = 9).

Incelenen iglevler X% (1+x)% sin(x) vV1+x In(1+3%)
oo (W= %) 0.8333 0.4002 0 0.8888 0.0211
0o (Eniyilenmis ajirlik islevi) 0.9743 0.9950 0.9970 0.9996 0.9960

Sekil 3.11 ise son olarak (i + 3) islevi icin elde edilen eniyilenmistarlik islevlerini

gOstermektedir.

Ayrica bu bolumde iki tane gizelge bulunmaktadir. Cizelg&'d® su ana kadar
incelenen farkli yapilardaki islevler icin gesmezlik dlcenleri hesaplanmistir. Cizelge
3.1’in ilk satirinda dgismezlik dlgenleri sabit@rlik altinda hesaplanmistitsleviere
ait aralik [—1,1] aralg oldwundan ve @irlik iglevi verilen aralikta normalizasyon
sartini sglamasi gerekdiinden ilk satirdaki sabit olarak kabul edilen lurk islevinin
degeri % olur. Cizelge 3.1'in ikinci satirinda ise gsmezlik 6lcenlerin = 9 alinarak

hesaplanan eniyilenmigalik islevi altinda bulunmustur.

Sabit a@irlik islevinin kullaniimasiyla edilen sonuclar ile bwalgmada geligtirilen
algoritma aracifityla eniyilenen girlik islevinin kullaniimasiyla elde edilen sonuclar
karsilastirildginda eniyileme yodnteminin oldukca etkin calggtiacik bir sekilde
gorulmektedir. Ozellikle sifx) ve In(1+ %) islevleri i¢in bulunan sonuglar ince-
lendiginde ve dgismezlik 6lceninin dgeri 1'’e ne kadar yakinsa o kadar iyi bir
yaklastirnm elde edildji disinildginde yontemin glict daha net bir sekilde ortaya

ctkmaktadir.
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Cizelge 3.2 Farkl islevler ve boyutlar icin elde edilmis eniyilemgregirlik islevleri ile
bulunmusag dejerleri.

islevler n=2 n=3 n=5 n=7 n=9
1—x? 0.7466 0.9331 0.9565 0.9677 0.9743
(14 x)%e* 0.7651 0.9017 0.9739 0.9898 0.9950
sin(x) 0.7316 0.9231 0.9833 0.9937 0.9970
V314X 0.9786 0.9925 0.9981 0.9992 0.9996
In(1+3) 0.7195 0.9062 0.9781 0.9918 0.9960

Cizelge 3.2 ise yine verilen 6rnek islevler icin biraz datetaglandiriimis sonugclar
icermektedir. Her bir érnek islev icin farkh dejerlerinde elde edilmis eniyilenmis

agirhik islevleri kullanilarak bulunmugy degerleri ayri ayri verilmektedir.

Buradan rahatca goriilegiegibi n dejeri arttikcaop dejeri 1’ e ¢ok yaklasmaktadir.
Bu da bizim asil islevi oldukc¢a iyi temsil edebildgmiz yaklasik islevler elde ede-
bildigimiz anlamina gelmektedir. Burada 6zellikle vurgulanngeneken noktalardan
biri, cizelgeden kolayca anlasilabilégegibi yéntemin ¢ok etkin calismasi nedeniyle
n sayisinin ¢ok yukarilara tirmanmadan iyi bir sonuc eldéebdmesidir. S6zgelimi

buradan = 9 icin gp dejerleri son derece tatmin edici olarak bulunmustur.

3.2 Cok Dajiskenli Islevler icin A girlik Eniyilemesi

Bu bolimde bir 6nceki bolimde tek gigkenli islevler icin verilmis olan teori ¢ok
degigkenli islevler icin anlatilarak genigletilecek vegitli rneklemelerle zenginlegsti-
rilecektir. Bunun icin girlik islevi yine Hilbert uzayi icerisinde kalan bir atay ve bu
uzayi orten dik bir taban takimindan olusturulan isleml@ogrusal birlestirimi olarak
asddaki gibi segilmigtir.

n 2
W (X1, ..., XN) = (2 ajwi (xl,...,xN)> (3.4)

=1
Bu agirlik kullanilarak bir 6énceki bolimde verilen yol izles& dgismez terim

by bn m 2
f0= Xm.../ dXN z Xl, ,XN) f(X]_,...,XN)

a aN
by b m
= dxl.../ dxy Z Z QAW (X1, XN) Wi (X1, -, XN) (X, ..., XN) (3.42
aj an i= 1k=1

seklinde elde edilir. Bu denklem bir asama daha ileriyalgyidk diizenlenirse,

m m by bn
fo= z Z ajoy dxg... AXNW; (X1, oy XN) Wi (X1, oo XN) T (X1,...xn)  (3.43
j=1K=1 & an
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haline gelecektir.gp degismezlik 6lgeninin elde edilebilmesi igin yirjgfo||? ve || f]|2

anlatimlarinin belirlenmesi gerekmektedir. Bu anlatind@amlasgida veriimektedir.

2
b
AXNWi (X1, ... XN) Wic (X1, ..., XN) T (X, ...,xN)>

(3.44)

) m m by
|| fol|“= Z > ajo [ dx...
a

j=1k=1 an

2 by b AL 2
| f]] :/ dxl.../ dez z aj AW (X1, ..., XN) Wic (X1, ..., XN) T (X1, ..., XN)
a an j=1k=1
(3.45

Bu anlatimlar gézéniinde bulundurularalggenezlik élceninin anlatimi ise

2
m m

(_glkzlajakf;’lldxl...fa?““ AXNW; (X1, ..., XN) Wic (X1, .o, XN) (xl,...,xN)>
j=1k=

0o = m m
fablldxl...fat;“ dxy _zlkzlajakwj (XL, ey XN) Wi (X1, -0, XN) F (X, e, X )2
j=1k=

(3.49
olarak verilir. Bu esitlgin sa yani yine Rayleigh oraninin karesi yapisindadir. Burada
yine tek d@iskenli islevler icin izlenen yol izlenmeye devam edile Bu yapinin matris

gosterilimi yazilirsa matrisin her elemani

Pl = (wy. fw) . B = (wy, fwy), 1< k<n (3.47)

olarak verilebilir. Burada icarpimin icinde yer aldniglevi ¢cok déiskenli bir iglevi
gostermektew; ve wi ise bolim 2’ de anlatilan ve2(64) ile verilen egitlikteki taban

vektorlerinin dolaysiz carpimlarindan olusmaktadir. Bouwinda dgismezlik dlceni

(orTF(L”)O{)2

% = aTF@n g

(3.48

olarak yazilabilir ve bu yapiya sendelenimsizlik yakiagti uygulanacak olurs&(49

bajintisi kullanilarak agpdaki yaklastirim elde edilir.

N (an (X(lnl),...,x,(\l”'\‘)) a)z

Oo~ >
aT f (X(lnl),...,x,(\ln'\‘)> a

(3.49

Bundan sonra izgesel ayristirim (ing: Spectral Decompisdiallanilarak yola devam
edilecektir. Bunun icin bolim 2'de cok deskenli islevler icin sendelenimsizlik
yaklastirimi konusu igerisinde2 66 ile verilen denklem gdzéninde bulundurulursa

degismezlik dlgeniay elde edilebilecektir. Kisaca izlenecek yol sdyle 6zedlatir:

53



N bajimsiz dgiskene bgl bir f (xq,...,xn) analitik islevi ile caligildgl disunilirse,
her birinin boyutun, (1 < k < N) olan ve X ile gosterilen ve her bir iamsiz
degiskenin matris gosterilimi olan\ tane matrise ait 6zder 6zvektér probleminin
¢cOzulmesi gerekmektedir. Bu haldegilemezlik élcenini sendelenimsizlik limitinde 1’

e yaklastirampxrpx...xny tane 6zvektor elde edilmis olur. Bundan sonra eniyilenmis
agirhk islevinin bulunabilmesi icin yapilmasi gerekesteim bu 6zvektorlerin secimidir

ki bu da yine bir 6nceki bolimde verilgii gibi sinama yoluyla gercgeklestirilecektir.

Bu yontemin ¢ok dgiskenli islevler icin de oldukca etkin caligtnin gosterilebilmesi
amaclyla sayisal ornekler olusturulmustur. Bu onekler donraki alt bélimde

sunulmaktadir.

3.2.1 Sayisal uygulamalar

Bu boélimde, cok dgiskenli islevler icin YBMG yontemine ait eniyilenmisgalik
islevini belirlemek ve yodntemin cok déslenli islevler icin de etkin bir bigcimde

calistgini gosterebilmek amaciyla birtakim sayisal 6rneklefimektedir.

Asagida verilen ilk islev icin eniyilenmis @rlk islevinin nasil bulundgu ayrintili

olarak anlatilacak daha sonraki uygulamalarda iggutan sonuclar verilecektir.

3.2.1.1 Uygulama -1

Burada secilen ilk uygulama 2 diskene bgli carpimsal yapida olan agaa verilen

islevdir.
f (x1,%p) = 12 (3.50

Bu 6rnek icin [-1,1] arafyi kullaniimistir. Burada amag, verilen aralikta islewi igi
bicimde temsil edebilecek olan yaklastirim iglevini doaktir. Bunun igin de dgis-
mezlik 6lcenini enbiyilkleyen, eniyilenmigalik islevini bulmak gerekmektedir. Bu
amacla verilen iglev icin eniyilenmiggalik islevini bulmaya yonelik adimlar a§ala

verilmektedir.

Burada eniyilenmig @rlik islevini elde edebilmek icin dncelikle her bir ansiz
dejiskenin matris gosterilimini bulmak gerekmektedir. Bularle bu 6rnekt ;™) ve
X, (") matrislerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunagdee n, sirasiylax; bajimsiz

degiskeninin matris gosterilimi olaX, ve x, bajimsiz dgiskeninin matris gosterilimi
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olanX, matrislerinin boyutunu géstermektedir. Boyutlarin ebitimasi gerekmemekle

birlikte egit alinmasinda sakinca da yoktur.

Bu matrislerin bulunmasindan sonra her bir matrise ait Gedee onlara kargi gelen
Ozvektorler hesaplanir. Dolayisiyla birinci matris igip sayida, ikinci matris icimsy
saylda 6zdger ve karsi gelen 6zvektor elde edilmis olur. Bu asamadamna 2.66) ile
verilen ba@intiy1 hesaplayabilmek amaciyla.67)'de verilen ve 6zvekttrlerin dolaysiz
carpiminin bulunmasi iglemine gegilir. Bu iglemin soraingkn, sayidan; x np boyutlu

vektor elde edilir.

Bir sonraki asamagy degismezlik olceninin d@erlerinin bu vektorler kullanilarak
hesaplanmasidir ki, bu sekilae x n, sayidagy degerleri elde edilir. Bu dgerlerden
en buy@i isaretlenir ve isaretlenen@eri olusturamy x np boyutlu vektér kullanilarak
agirlik islevi olusturulur. Ancak tek dgskenli islevler icin kullanilan yéntemden
farkli olarak og degerini enbtiyukleyem; « n, boyutlu vektori dolaysiz carpim yoluyla
olusturmus olan 6zvektorler dikkate alinir. Bu 6zveladdien ilkiX, matrisine, ikincisi
ise X, matrisine aittir. X, matrisine ait olan 6zvektoér kullanilaralgalik islevinin
Wi (x1) bileseni, X, matrisine ait olan 6zvektor kullanilaralgalik islevinin Wa(x2)
bileseni 8.1) bagintisi kullanilarak bulunur. Buradd/(x;) ve Wa(x2) bilegenleri
(2.2) ile verilmis bayinti kullanilarak YBMG'nin @irlik islevini olustururlar ve yapilan
hesaplamalar sonucunda eniyilenmiirhk islevi bilesenleriny = 8, n, = 8 icin

asdidaki gibi elde edilir.

Wi (x1) =(9.91823787%] + 9.5243824328 — 9.36787618%¢
—8.99587521%; + 2.042531522¢ + 1.96142175¢
—0.0584991796%; — 0.0561761111F%
Wh(x2) =(9.91823787%) + 9.5243824328 — 9.367876187%G
—8.99587521%3 + 2.042531522¢ + 1.96142175¢
—0.0584991796%, — 0.0561761111% (3.51)

Bulunan bu girlik iglevleri kullanilarak dgismez YBMG terimi ve birli YBMG
terimleri hesaplanabilir. Yukarida verile@@ik iglevleri icin elde edilmis sifirinci ve

birinci basamaktan YBMG yaklastiranlari hesaplanirsa

s = 6.848953285 (3.52
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Cizelge 3.3 e*11X2) icin sendelenimsizlik yaklastirimi iley ve d&jismez YBMG
terimi (fo) degerleri.

Boyut n=3 n=4 n=4 n=>5 n=28
=4 n=4 n=>5 n==6 n=28
op 0.953311261 0.969417882 0.976188742 0.98631914 0.995329
fo 5.312109611 5.72519444 5.959262874 6.352573376 6.828953

4
-02

O 02T g
06 o8

Sekil 3.12 e*1t%2) iglevi ve elde edilen YBMG yaklastirans;(x;, xo)).

ve
S1(X1,%2) = 2.617049694 & + 2.617049694 & — 6.848953285 3.53

seklinde elde edilirler.

Cizelge 3.3 sayisal uygulamanin sinama islevi ol&##) islevinin farkli n; ve n,
degerinde dgismezlik dlgceni,gp ve sabit terim,fy'in aldigi dejerleri gdstermektedir,
Cizelgeden acikca gorildu gibin, ve ny dejerleri arttikcaogy dejeri 1'e yaklasmak-

tadir. Dolayislyla yaklastirimin nit@li artmaktadir.

Sekil 3.12, bu yaklastiran ile sinama iglevinin yaprar kargilastirilmasini géa-
maktadir. Sekilde de gorilda gibi sinama islevi her ne kadar carpimsal yapida
olsa da elde edilen yaklastirim oldukca basarilidigirBk islevinin eniyilenmesi ile
YBMG yonteminin etkinlgi arttirilabilmis ve en c¢ok tek dgskenli YBMG terimleri

kullanilarak etkin bir yaklastirima ulagiimasi gergskiriimistir.

3.2.1.2 Uygulama -2

Bolumun ikinci sayisal uygulamasini olusturmak tzerersmglevi olarak
f(x1,%) = €1+ €2 (3.549
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Cizelge 3.4 €1 + €2 icin sendelenimsizlik yaklastirnmi ilgp ve deggismez YBMG
terimi (fo) degerleri.

Boyut n=3 n=3 n=4 n=>5 n=28
n=4 n=>5 n=4 n==6 n=28
op 0.9883265697 0.9903994766 0.9922352793 0.99657504 88346708
fo 4.612834637 4.710659159 4.78547571 5.041220587 5.280801

secilmis ve her bir bgimsiz d@isken icin tanim arain da yine [-1,1] seklinde
belirlenmistir. Uygulama — 1'de ayrintili olarak anlanl islemler bu uygulama igin

de yinelenmis ve eniyilenergalik islevinin bilesenleri agadaki gibi bulunmustur.

Wi (x) = 1.572702218(? +1.35431098%: — 0.1817841048; — 0.156540893

Wb (xp) = 1.5727022183 + 1.354310987%3 — 0.181784104&, — 0.156540893
(3.59

Bu ajirlik islevi bilesenlering = 4 ve np = 4 ddjerleri icin elde edilmistir. Sinama
islevinin yapisi tam toplamsallik 6zddii tasidgindan aslinda@rlik islevinin yapisi
ne olursa olsun birinci mertebeden YBMG yaklastirani &r@yla kesin gosterilime
ulasilacdi aciktir. Bu uygulama bdyle durumlar icin de eniyileme aigeasinin nasil

davrandgl hakkinda okuyuculara bir fikir vermesi acisindan haamiestir.
Dolayisiyla eniyileme sonucunda elde edilen YBMG yaktagtinin yapisi

S1(X1,%2) = 1.0 €2 + 1.0 €2 (3.56
seklinde elde edilebilmektedir.

Gerceklestirilen eniyileme sonucunda elde edilejigimezlik dlceni ve dgismez
YBMG terimi dejerleri ise Cizelge 3.4 ile verilmistir. Bu cizelgede bulartzerhangi
bir degismez YBMG terimi kullanilarak yontemin ilerleyen adimteda elde edilecek
olan birli YBMG terimleri ile birlestirilerek 8.56) ile verilen ve kesin sonuca kargilik

gelen birinci basamaktan YBMG yaklastiranina ulasilir.

Bu bolum igin hazirlanan sayisal uygulamalar yonteminyiglain rahat gozlem-
lenebilmesi agisindan 2 §ansiz d@iskene sahip sinama iglevlerini kapsiyordu.
Bolimun son 6rn@i olarak ise, 3 bgumsiz dgiskenli bir sinama iglevi secilecektir.
3.2.1.3 Uygulama -3

Uctlincii sayisal uygulamaya ait sinama islevi

f (X1,%p, X3) = (X + X2+ Xg) €X1 X2 X3) (3.57)
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seklinde secilmis ve her bir Gansiz dgisken icin tanim arai da yine [-1,1] seklinde

belirlenmistir.

Bu uygulamada islevin iamsiz d@iskenleri icin olusturulan sendelenim matrislerinin

boyutlari sirasiylan; = 3, np = 3 vens = 3 olarak kullaniimistir.
Bu matrisler araciiyla eniyilenen girlik islevinin bilesenleri agadaki gibi bulun-

mustur.

Wi(x) = 1.25%} — 1.936491673¢ +0.75 X2
Wa(x2) = 1.2554 — 1.936491673G + 0.75 %5
Ws(x3) = 1.25x3 — 1.9364916733 4 0.75x3 (3.59

Gerceklestirilen eniyileme sonucunda elde edilegigtaezlik dlceni

0p = 0.9208855991 (3.59
ve dggismez YBMG terimi

fo = —0.2253462794 (3.60

olarak hesaplanmisgtir.

Eniyileme sonucu olusturulargalik islevinin kullaniimasi ile beraber birinci merteb
den YBMG yaklastiraninin bu uygulamada verilen sinanmevigtin elde edilen yapisi

ise,
S1(Xq, %2, %3) = (0.2295963195%; — 0.3135282455€“

+(0.2295963195%; — 0.3135282455 €
+(0.22959631953 — 0.3135282455 € (3.6)

seklindedir. Bu yaklastiranin basarisini 6lgmek amnladli iki 6rnegin aksine burada

asddaki gibi bir bayil hata analizi yapilmis ve

If —si]

sonucuna ulasiimistir.  Bu sonu¢ gergcek analitik yapiyaliko®ir hata oraniyla

yaklastinnm yapilabildjini gostermektedir.
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3.2.1.4 Uygulama—4

Dordiincl ve son uygulamaya ait islev ggta verilmektedir.
f (X1,X%2,X3) = Sin(Xy + X2 + X3) (3.63

Bagimsiz d@giskenler icin tanim arai [-1,1] seklinde belirlenmistir.

Bu uygulamada iglevin iamsiz d@giskenleri icin olusturulan sendelenim matrislerinin

boyutlari sirasiylan; = 2, np = 2 vens = 2 olarak kullaniimigtir.

Bu matrisler araci@ilyla eniyilenen girlik iglevinin bilesenleri agadaki gibi bulun-

mustur.

Wi (x1) = 0.75% — 0.8660254038&; + 0.25
Wb (x2) = 0.75%5 — 0.8660254038&; + 0.25
W(x3) = 0.75%3 — 0.8660254038; + 0.25 (3.69

Gerceklestirilen eniyileme sonucunda elde edile@igt@ezlik dlgeni ve dgismez
YBMG terimi

0o =0.921104377 (3.6H
ve dggismez YBMG terimi
fo=—0.8087776646 (3.69

ile birinci mertebeden YBMG yaklastirani

S1(X1,X2,X3) = 0.3354126538sin(X1) + sin(X2) + sin(x3))
—0.8131690688c0gx;) + cogx2) + cogx3)) + 1.617555329 3.67

olarak hesaplanmistir.

Bu yaklastiranin bagarisi yinediahata analizi yapilarak dlgiimuisg ve

If — s
Il

=0.042 (3.68

sonucuna ulasiimistir.  Bu sonu¢ YBMG yaklastiranindaitahin yaklasik %4

oldujunu gostermektedir.
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4. SAPTIRIM ACILIMI YONTEM | ILE AGIRLIK EN IY ILEMES |

Bilindigi gibi bu tez calismasi YBMG yontemlerinin etkin bir bicimdalisabilmesi
icin eniyilenmis @irlik islevinin bulunabilmesini ve bu darlik islevi kullanilarak
YBMG terimlerinin ve buna bgl olarak YBMG yaklastiranlarinin elde edilmesini
amaclamaktadir. Bu amagla bu bélimde eniyileme denklemnteglde edilmesi ve
elde edilen eniyileme denklemlerinin saptirim agilimi gimi kullanilarak ¢ézulmesi

hedeflenmektedir.

Bir onceki bolimde de verildi gibi elde edilen eniyileme denklemleri dgausal
olmayan yapi tasimakta oljundan yuksek boyutlara genellestirmede kapsami artan
zorluklar getirmektedir. Bu zorluklarin asilabilmesi an#e saptirim acilimi yontemi
kullanilarak 3 farkli yol izlenilmis ancak bunlarin sorawsunda istenilen hedefe

ulasilabilmistir.

Bu bolum icerisinde, basarili olan son yol anlatilacak akrigasarisiz olan ilk ikisinde
nasil yollar izlendji ve neden basarisiz olunglu konusunda sézel olarak bir anlatim

gerceklestirilecektir.

Bunlardan birincisinde, 6zder sorununda goziken ve ayri bigoat! ile bir Rayleigh
orani Uzerinden tanimlanan bir blyU§lin 6ngdrulen bir dgeri baskin dger olarak
secilmis ve bu blyukigin bu dgerden sapmasinin basina bir saptirrm parametresi
konularak parametreli bir denklem takimi Gretilmistir. rBlan sonra, bilinmeyen
tim buyuklikler bu parametrenin Uslileri Uzerinden sondogrusal birlestirimler
ile yani Maclaurin serileri ile anlatiimistir.  BOyle yambkla, bilinmeyenlerin
parametrenin O dgerinde sonlu dgerler aldg! ve, dgiskenin karmasik dizleminde,
onun merkez olarak alingl ve 1'den buyuk yaricaph bir disk icinde yakinsak oldukla
varsayllmaktadir. Yarigapin 1'den blyik segilmesininaregapay olarak denklemlere
yerlestirilen parametrenin 1 derini aldginda eldeki asil denkleme dénilmesinin
istenmesi ve bunun icin de 1'de yakinsaklik gereksinimi8iua tir saptirim acilimlari
Neumann acilimlari olarak da bilinir. Bu serisel acilimlgili denklemlerde yerine

konulduktan sonra, her bir denklem saptirim parametnedisitleri tirinden tek bir
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serinin sifira esitlendii yapiya getiriimektedir. Daha sonra, bu esitlikler, datilarin
saptirim parametresineflaolmadiklari dngdruldginden, saptirim parametresinin her
bir Uslistinuin katsayisinin ayri ayri sifira esit kilinmpias saptirim acilimlari katsayilari
olan buyuklikler arasinda 6zyineli (ing: recursive)kligr kurulmaktadir. Daha sonra,
bunlar, uygun egsizlestirme (ing: normalization, umifion) islemleriyle ¢ozulmeye
calisiimaktadirlar. Ancak, burada, @oisal olmamanin getirgi tim olumsuzluklarla
karsilasiimis, yakinsaklik tam olarak guvence altthaaanamistir. Yani, saptirim
parametresinin giindemde olan timgdderini kapsayacak diizeyde bir yakinsaklik
elde edilemedji gibi kisith deger kimeleri Uzerinde elde edifhde de ¢ok sayida
saptirim katsayisinin devreye sokulmasinin gerekelgiiemdasiimistir. Oysa ki, bir
cok alandaki saptirim acilimi uygulamalarinda, ilk bir kagmle yetinilmek istenilir.
Batun bunlar, bu yol kullanilarak ilerlemek igin gdsterileabalarin durdurulmasinin
ve baska arayislara girisiimesinin daha yerinde dadararinin alinmasina neden

olmustur.

Ikinci yolda ise, yapay bir saptirim parametresi kullaratmaktadir. Ozdger sorununa
parametre olarak giren ve aslinda, 6gelesorununun bilinmeyen vektoriyle kurulmus
bir Rayleigh orani olarak tanimlanan parametrenin éngariblie dejerden sapmasi
saptirim parametresi olarak kullaniimaktadir. Bu duruni®iayleigh oraniyla tanim-
lanan o parametrenin tanim denklemi gézéniine alinmamaktzilmmeyen 6zdger
ve Ozvektdrler bu parametreyedasaptirim serileri olarak elde edilmektedirler. Bu
islem sona erdjinde, 6zvektor icin elde edilen anlatim saptirnm paraeséte taban
olan ve s6zU edilen Rayleigh orani olarak tanimlanan yapetang konularak bir
yanda parametrenin kendisi, géir yanda ona fiamh olan bir Rayleigh oraninin
icerildigi bir denklem elde edilir. Bu denklem, oransal bir islevlegdusal, ya
da duruma gore cokterimli olabilen bir islevin kesismektalarini belirleme sorunu
gibi de yorumlanabilir ve birden cok ¢6zium uretebilecek igapir. Ancak, 6zdger
cok zorlastirmaktadir ve bir anlamda 6gée sorununda analitik ¢6ziim bulunmasini
gerektirmektedir. Oyle yapilmazsa, sayisal yinelemslermler hem c¢ok kapsamli
islem gerektirmekte, hem guvenilir sonug tUretemeyebi@ehem de olayin kuramsal
tabanini iyice anlamamizi zorlastirabilmektedir. Ggelesorununa analitik ¢6zium
getirebilmek yani 6zdger ve 6zvektoriin parametreye olangbaliliginin analitik

yapisini bir atakla elde edebilmek neredeyse olanaksizddu durum, aslinda,
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olabildigince kolay yapida tasarimlanmak istenegrigk eniyileme isleminin tim
albenisini yok edebilecek nitelik tasimaktadir. Bununidikie, saptirim agiliminin
da, butinsel bir yakinsaklik elde edilmesine olanak veeruody, yani, parametrenin
(belirlenebilen) dgisim aralgi icinde her yerde yakinsak olan tek bir saptirim acilimi
olusturulmasinin pek olanakh goérinme@danlasiimistir. S6z konusu parametrenin
degisim aralginin daigik alt kesimlerinde ayri ayri gecerli olan agilimlarise,
islemlerin cokluk diizeyini ¢cok cok arttiragave bunun da gelistiriimekte olan yontemin
tim cekiciligini yok edebilecgi tasasina kapilinmistir. Bdéylece, bu amacla birinci
yol i¢in oldugu gibi bu ikinci yol icin de @rasilarin durdurulmasinin yerinde olgca

yargisina variimistir.

Uctlincii ve son yol olarak Rayleigh orani izerinden tanimldniasendelenim matrisi
bir saptirim parametresi ile carpilarak bir denklem takimetilmis ve Uretilen bu
denklem takimi ¢ozulmustur. Bu yol kullanilarak ilk bir kégrimde oldukca iyi
sonugclar elde edilmis ve iyi bir basari yakalanabilmmig@u yontemin izlenmesi gereken
adimlari ve yontemin veriminin olctlebilmesiigin yapilsayisal uygulama bu bolimde

verilmektedir.

Bu yolu izleyebilmek icin girlik islevi (3.1) ile verilen ve Hilbert uzayi icerisinde kalan
bir altuzay ve bu uzayi 6rten dik bir taban takimindan alugan islevlerin dgrusal

birlestirimi olarak secilmistir.

Eger yukarida verilen @rlik iglevi daha 6nce yapildi gibi dggismezlik dl¢eninin

hesaplanmasinda kullanilacak olursa

2
(E Eajakfdxvvj<x>wk<x>f<x>>

j=1k=1

Op = 4.7

35 e e (9 £
anlatimi elde edilir. Bu asamadajidiklarin verilen aralikta integralinin 1 olma
kosulu yani integral birimleme (ing: normalization) kg kullaniimalidir. Yalniz
burada vurgulanmasi gereken énemli noldelek islevlerinin dik bir taban olusturan
islevlerden olusmus olmasi nedeniylgidiklarin iccarpimlarinin Kronecker deltasi
(9jk) olmasi sglanacaktirintegral birimleme kosulunu kullanirsak,

b m m
/a dxz z ajawi (X)wi(x) = 1 4.2

j=1k=1
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ve yukarida belirtilen
/ dxwj (OW(X) = S 1< j.k<m 4.3

diklik 6zelligi kullanilirsa,

Z Zajach,k_Za =1 (4.4
j=1k=1

sonucuna ulasiriz. Buradan yingidiklarin eniyilenmesi amaciyla amag islevimsisi

(ing: cost functional) yazilmahdir. Bu iglevsiyi yazabik icin @.1) ile verilen

denklemde
b b
(1) _ , (2 _ , 2
ajy _/dxvv,(x)wk(x)f(x) aj _/dxvvj(x)wk(x)f(x) 4.5
a a
kisaltmalari yapilarak amag islevsisi
m m (1) 2
j§1kzlajakajk m
J(ag, -, 0mA) = 2 +A (Z aj2—1> (4.6

seklinde yazilir. Eniyileme denklemlerinin elde edilef@si igin bu islevsinim ve q;
bajimsiz d@iskenlerine gore turevleri alinmalidir.
d‘](ala"'7am7)\) AL 2

=

A bagimsiz d@iskenine gore tirev yukaridaki gibi elde edilir, bagimsiz dgiskenle-

rine gore turevler bir takim ara islemlerden sonra

4 g aal” E E ajaal’
d‘](ala"' 7am7)\) . k=1 : j=1k=1 Ik
g - m m
o 5 3 ajoial?
j=1k=1
m m 2
2o (5,5,
N 7 — +2A0 (4.9
( Z Z aj aka]k )

j=1k=1

olarak anlatilabilirler. Burada, daha dnceden yagildibi, daha sonra yapilacak olan

islemleri kisaltmak amaciyla, apaa verilen simgeleme ya da tanim yapilabilir.

AL (1)
> 2 00k
] =1k=1

o3 (2)
2. 2 00k
j=1k=1

(4.9
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Bu kisaltma gdzonine alinarak amag islevimsisihine a; bagimsiz dgiskenlerine

gore turevleri sifira egitlenirse,

m
yai=1 (4.10
=
S a2 % gad
—2p Y oy + MY akay = Aai (4.1
& &

denklemleri elde edilir.4.9) ve (4.11) matris tiriinden ifade etmek istenirse,

~

Mn(F)jk = (wj, fwi) , Mn(fAz)jk= (Wj,fzwk>, 1<j,k<n (4.12

olmak Uizere dgismezlik dlceni

 \2
<aTMn(f)a>
0o = = (4.13
aT™Mn(f2)a
ve U ise
T ~
a™™Mn(f2)a

olarak yazilabilir. 4.11) ile verilen ana denklem de4(12 ile verilen iliskiden

yararlanilarak matris turiinden ifade edilirse,

~

—2uMn(Pa + uMn(f2)a = Aa (4.15

bicimine gelecektir. Bu denklem bir 6zger problemidir. Buradan ilerleyebilmek icin

A

bu 6zdger denkleminin ¢cbziimine gecilmelidir. Bu amacla dek}ege béluntr vey

ifadesi yerine\ ifadesi kullanilirsa

~

—2Mp( )a-i—uMn(fAZ)a:)\a (4.1

anlatimi elde ediliry anlatimi elde edilen son denklemde yerine konulur ve saftizm

a' ile carpilarak yeniden diizenlenirse, denklem
—a'My(fla=Xa'a (4.17
sekline gelir. Burada ™ a = 1 olduju dikkate alinir ve\ anlatimi yerine konulursa

degeri

A=— VAR (4.18
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olarak bulunur. Bu sonuc¢ da gézéniinde bulundurulara§idaéi sekilde tanimlanan

~

Mn<fA[I—P(”)]fA>:Mn(fAZ)—Mn(f)Z (4.19

n-boyutlu alt uzay icerisindeki sendelenim matrisi biparametresi ile carpilarak isin

icine sokulur ve 4.15 denklemi yeniden yazilirsa,

~

—2uMpn()a + uMn()2a + eu®My, <ﬂ| - P<“>]f) = \a (4.20

elde edilir. Elde edilen bu denklem saptirrm acgilimi uygaleak sekilde yeniden

yapilandirilirsa

~ ~ ~ A

2u(e)Mn(Fae) ~u(e)Mn(F)2a(e) — eu(e)Mn (Tl - PO a(e)
—a(e)ae) (4.21)

seklini alir. Yine @.14) ile verilen denklem de ayni sekilde sendelenim matrisi,eb

saptirim parametresi ile ¢carpilarak denkleme ekleneagibie yeniden yazilirsa

B G(E)TMnG\)a(S)
K e Ma(T2a () + () Ma( Tl — P a2 o

denklemine ulasilir. Denklem diizenlenerek yeniden wayolirilirsa

~ ~ ~ ~

H(e)a(e) Mn(F)%a(e) +ea(e) Ma(Fll =P f)a(e) = a(e) Mn(f)a(e)
(4.23

sekline gelir. Son olaraklt, u ve gp anlatimlari saptirim acilimi yontemi kullanilarak

_ gl _ gl _ i) i
ae) = i;a.s , u(e) = i;Ms , oo(€) = i;aé)e 4.29
seklinde yazilir ve4.2]) ile (4.23 denklemlerinde yerine yerlestirilirse bu denklemler
icin bir saptirim acilimi elde edilmig olur. Hemen yukari@.24) ile €’ a bagh olarak
verilen anlatimlar sonlu bim dejerinde kesilirsan+ 1 sayida denklem elde edilir.
Burada yapilan kesme ayni zamanda saptirim aciliminin eréelirler. Yanim.

basamaktan saptirim agilimi yapilimig olur. Bu durun#da4

m m m
(M) ey — > (M) /oy o _ (i) i
at(e) = aj€, ure) =y ue, Oom(€E) = ) Oy'€ (4.25
U;)u ()i;. m()goo
biciminde simgelenebilir. Burada verilen anlatiml&@.31) ve @.23 denklemlerine

yerlestirilirse her bir denklem i¢in ayri aym+ 1 sayida denklem olusacaktir.

Saptirim acilimi yapilirken genefjigim m sayisini ¢ok yukarilara tirmandirmadan 2, 3

ya da 4 gibi kui¢guk sayilar almaktir. Aksi durumda hesaplaaraiasikiginin ¢cok fazla
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artmasina neden olunabilir ki, bu mihendislik problennige istenmeyen bir durumdur.
Bu durumda, 4.21) ile verilen 6zdger denkleminde4.25 yerine yerlestirilir vem= 2

olarak alinirsa

2410Mn (F)ato — M n(F)2a0 = 0t (4.29

~ ~ ~ ~

2UoMn(f)a1 + M (f)ao— ugMn(F)%a1 — 2popMa(f)?a0 — ugMn (F) o
= O_(()O) a1+ Gc()l) (0(s) (4.27)

2poMn(F)az + M (F)ag + 2uMn (o — udMn(F)2a2 — 2HopMn (F)%ay

~ ~ ~

— pEMn(F)%a0 — 2oHeMn (F)?a0 — HgMn(F) a1 — 2o M (F) o
= o\ ar+ oMy + aiP ag (4.28

ifadelerine ulagilir. Bu denklemlerde kisaltma amaclyla(fA[I —P(”)]fA> anlatimi
M r,(lf) olarak yazilmistir. Ayni islemler4(23 ile verilen denklem icin de tekrarlanirsa

elde edilen denklemler ise

~ -~

uoaoTMn(f)zaoz GOTMn(f)GO (4.29

~ ~

Liodo" Mn(F)2a1 + poar ™M (F)2a0+ prae Mn(F)2a0+ ag" M (F)ag

~ -~

=ao"Mn(F)ar+a1"My(f)ao (4.30

~ ~

Hoto" Mn(T)2az+ ooy "M (F)2ary + poa2 "M (F)?ao + pra0" Mn(F)%ay
NG NG

+ prar "M (F)2a0+ 200" M (F)2a0+ ao" M (F)ag + a1 My (F)ag

~ ~

= 0o Mn(Hlao+ a1 Mn(Fag+ a"M(Fag (4.30)

0 4O

o ve g

ve g, degerlerine ulagiimalidir.

apz, Ho M1, M2, O,

Ik olarak (4.26) ve (4.29 ile verilen denklemlerin ¢6zimui icimboyutluM , matrisinin

~

Mn(f)gi=yg 1<i<n (4.32

denklemini sgladgini bir bagka deyislgs’lerin bu matrisin 6zdgerleri gi’lerin ise

bu 6zdgerlere karsi gelen 6zvektorler ofglu ve ag vektorinin bir dnceki bélimde
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verildigi gibi sendelenim matrisinin 6zderlerinden birine esit oldu yani buraday;

(1 <i < n) 6zvektorlerinden birine esit oldw varsayilirsa4.29) ile verilen denklem

togi T V20 = gi' yig (4.33

bicimine gelirgi' g = 1 olduju g6éz6niine alinarak ilerlenirse

1 .
I10V|2=V|—>IJOZV 1<i<n (4.39

|
seklindepp, M n(fA) matrisinin 6zd@gerlerinden birinin carpmaya gore tersine esit olarak
bulunur. Yine @.32 ile verilen denklemden vgg i¢in bulunan sonugtan yararlanilarak

(4.26 ile verilen denklem yeniden yazilirsa

1
2216~ vzg. ol —oa¥=1 (4.39
|

0(()0) degeri de 1'e esit olarak bulunur. Bundan sonr@atibilinmeyenlerinde bulunmasi

amaciyla 4.27) ve (4.30 ile verilen denklemlerin ¢oztimine gegilir ve yukaridaikesr
yol bu denklemlerin ¢6zimu iginde uygulanirsé&,27)’dan

w_ 1 n

T VngTM a(f)g (4.36
ve 4.30'den
1 10 =~
=——0i Mn(f)gi 4.3
=120 (f)g (4.37)

olarak bulunur. Bundan sonrai’e ulasabilmek icin 4.27) kullanilir ve tim a1
bilinmeyenleri sol yanda toplanacak ve yukarida bulunan tilinmeyen dgerleri

yerine konulacak sekilde denklem yeniden yazilirsa

2B =AM P21 Y ar = 2T
(VIMn() yizMn() I>al yizg n(F)givigi — y3 F)giy’a
+ —VTZM n(F)gi - —;zgiTM n(F)aigi (4.39

elde edilir. Gerekli sadelegtirme islemleri yapildiksonra anlatim

1
a1 = (2Ma(P) - ZMa(P2-1)  (ZMa(Fla- ZoTMn(Flag ) (639

|
. ) ) o2 71 AV (0) -
bicimine gelir. Buradan ilerleyebilmek 'Q"(MM”“) ;zMn(f) oy 1) an
latiminin tersinin bulunmasi gerekir ki, bu da Bolum 2.3.&riginde verilen yontem

kullanilarak bagarilabilir. Bunun igin

2 o 1 - n
(_Mn( )__Mn(f>2) O=Bgk k=1l 1= ok, o =1
¥ Ve K=1

(4.40
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~

iliskilerinden yararlamlaral{%Mn(f) — —)}zMn(fA)2 — aéo)l) anlatiminin dger uzayin-
daki tersi
2 . 1 oYt L1 1 _
EMn(F) = M fz—&)o = ————{—QTM Fg}ggT (4.49)
(GHnh)— pMa(P2- 0571 ) 2 711 [0 oo
JF#
olarak bulunur. Bulunan bu anlatii.g9 ile verilen denklemde kullanilirsa

N

1 . 2
ar =3 Gogp (9 MeFe) g (442

i
olarak bulunur. 4.31) denklemi ¢ozuldginde iserj(()z), degeri

1 ~
) =3uy - 20" Mn(F)as - o

aéz g' a1 (4.43

olarak elde edilira, degerleri ise yine 4.31) denklemi kullanilarak

N 1

- .
ar>=Y ——— (g Mn(F)di) gj
2 JZl(BJ_l)ylz<l n( )') J
i
1 ~ 2 .
{?ngnGvar+VmngnGﬁg+0§hfal (4.44
i I

seklinde bulunacaktir. Burada bulunargdder @.25 ile verilen denklem kullanilarak

ve € dejeri 1'e esit alinarak verilen dpusal olmayan problemin sonucuna ulasilabilir.

Bir sonraki bdlim burada anlatilan kuramin uygulanabdidin sayisal bir érnek

Uzerinde gorilebilmesi igin hazirlanmistir.

4.1 Sayisal Uygulamalar

Verilen yontemin etkinfiinin sayisal olarak da gdsterilebilmesi icin bu bélimdeadet
sayisal uygulama yapilmistir. Bu uygulamalardan ilki In®l8.1.1.1 icerisinde verilen
ornekle ayni secilmis boylece yontemden elde edilen danucbir 6nceki bélimde

verilen yontemde elde edilen sonuclarla da karsilapiinesi sglanmistir.

4.1.1 Uygulama-—1

Bu uygulamada b6lim 3.1.1.1 icerisinde verilen
f=vx+1, -1<x<1 (4.45

iglevi ornek olarak ele alinmistir. Burada aralik kastirma yapilabilmesi agisindan

[—1,1] olarak alinmigtir.

69



Bu orndje iliskin hesaplama algoritmasina ait her adimgaga ayrintili olarak

verilmigtir.

1. Ik olarak n = 3 olarak secilmis ve taban islevleri ggdaki gibi bulunmustur.

2_1
Wi (X) = \/g, Wa(X) = @(7 W3(X) = % (4.49

2. (4.32 ile verilen denklem kullanilaraly 6zddjerleri ve onlara karsilik geleg;

Ozvektorlerii = 1,2, 3 dgjerleri icin asgida verilmistir.

yi = 1.327669153  y» =0.9771259876 5 = 0.4207800884 4.47)
[ 0.539066018 0.6816365406
g1= | 0.7167974794|, g»= | —0.06282368898
0.4422772905 —0.7289888961

gs= | —0.6944455037
0.52246147

(4.48

0.4947519123 ]

3. (4.36) ile verilen denklemden de goéruldugu gibi her U¢ 6geleve 6zvektdre karsi
gelen aéo) degerleri 1'e esit olarak bulunur.aél) degerleri de 4.36) ile verilen

sekilde hesaplanirsa her biri ggda verilen sekilde elde edilir.

oP[1] = —0.00617939432 ¢.”[2] = —0.04511730997
0" [3] = —0.2908358637 (4.49

4. Dajismezlik olceninin birinci dereceden saptirim kullanak bulunan dgerleri,
(00,1), (4.295 denklemi kullanilarak hesaplanabilir. Bugkrler agsgida veriimek-

tedir.

0p.1[1] = 0.9938206057 0 1[2] = 0.95488269 0y 1[3] = 0.7091641363
(4.50
5. Bu asamadan sonm; vektorlerini hesaplayabilmek amaciyld.40 ile verilen
denklemden yararlanilargB (k = 1,2,3) dejerleri elde edilir. Yalniz burada her
bir y degeri ile quguruIan(%Mn(fA)——y?zMn(fA)2> matrisi i¢cin 3 tanef; degeri
bulunac@: aciktir. Dolayisiyla 9 adg® dejeri hesaplanir. Bu dgerler kullanilarak
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ve (4.42'den yararlanilarak ¢ adet; vektoru

[ —0.002928938227 —0.01378934274
ai[l] = | 0.0007020365019(, aj1[2]= | 0.005855699862 |,
| 0.002432123682 | 0.007316711143
[ —0.006411619398]
a1[3] = 0.002682877239 (4.5))
0.003466618179 |

seklinde bulunur.

. Bir sonraki adimda; vektorlerini kuIIanarakoéz)

degerlerini @.43 ile verilen
iliskiden hesaplayabilme olagavardir. Bu islem yapildnnda asgida verilen

degerlere ulagilir.

0 ?[1] = 0.0001140984405 0.?)[2] = 0.005620922789
0.7 (3] = 0.1049092968 (4.52)

. Bu d&jerler de elde edildikten sonra yapilmasi gerekef5 ile verilen denklemi
kullanarakag » degerini hesaplamaktir ki, bu bize ikinci dereceden saptydmtemi
kullanilarak bulunmug olan désmezlik Olgenini verir. Ancak yine U¢ adel

degeri bulunacaktir. Bu dgerler agsgida verilmektedir.

0o2[1] = 0.9939347041 0p2[2] = 0.9605036128 0p2[3] = 0.8140734331

(4.53
. Son olarak4.44) denklemi kullanilarala; vektoru
0.000134137577 0.0008996021449
az[l] = | —0.0001672080584| , a2[2]= | —0.001178910148| ,
0.0001075011229 0.0008141835096
0.002345385423
az[3] = | —0.003032173772 (4.59
| 0.002055581319

seklinde elde edilir.

. (4.53 ile verilen de&erlere bakildiinda dgismezlik 6lcenini en biyilk yapan
O0zvektor kullanilarak bulunaag, a ve a, vekdorleri toplanarak4.295 ile verilen

0.5362712174
a= | 07173323079
0.4448169153

(4.55

vektorune ulagtlir.
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10. Elde edilen bu vektdr eniyilenmigjalik islevinin bulunabilmesi amaciyla verilen

(3.2) bagintisinda kullanilirsa eniyilenmigalik islevi
Wopt = (1.054975948° + 0.87854906% + 0.0275423658% (4.56
olarak bulunur.
11. Bulunan eniyilenmis@rlk iglevi kullanilarak YBMG’nin dgismez terimi
fo = 1.327683266 (4.57)

olarak elde edilir.

Burada bulunan dgerin bir dnceki bélimde sendelenimsizlik yaklastirinul-k
lanilarak @irlik islevinin eniyilenmesi konusunda.40 ile verilen sonucla ¢cok

yakin oldwgu goérilmektedir.

Bdylece YBMG yonteminin girlik islevinin eniyilenebilmesine yonelik elde edilen
denklemlerin ¢dzulebilmesi igin birbirine benzer etkikté calisabilen iki farkli

yontem gelistirilmistir.

4.1.2 Uygulama -2

Verilecek olan ikinci uygulama igin
f(x) =€, —1<x<1 (4.589

islevi secilmis ve taban islevlerinin sayrsi= 10 olarak alinmistir.

Bu 6rnek icin bir 6nceki uygulamada verilen adimlar izleAincak bu adimlar ayrintili
olarak verilmeyecektir. Cizelge 4.1'de taban vektori sayms10 olmasi nedeniyle
bulunmus olan 10 6zder ve ona karsi gelen 6zvektor icingigmezlik dlceninin
sifirinci basamaktan saptirim agilirap,g, birinci basamaktan saptinm acilinmg 1 ve

ikinci basamaktan saptirim acilinag » degerleri veriimektedir.

Cizelge 4.1 Farkli 6zvektorler igin elde ediledy o, 09,1, 0o,2 degerleri.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ooo 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0p,1 0.9984 0.9919 0.9810 0.9675 0.9542 0.9455 0.9459 0.957879.0.9950
Op2 0.9985 0.9922 0.9827 0.9719 0.9610 0.9540 0.9496 0.965146.0.9955
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Buradaoy , igin en blyuk dger ilk 6zvektor icin bulunmugtur. Dolayist ile bu 6zvektd
kullanilaraka (@ vektoriiniin dgeri hesaplanir ve daha sonra hesaplanan bu veRtdy, (

ile verilen anlatimda yerine konularak eniyilenmdgardik

Wopt =(35.14911418° + 30.53700573° — 53.3874419% — 44.16006669°
125.33028634° + 19.1802959%* — 4.048023674° — 2.53339857&>
+0.1476361084-+ 0.04821945898) (4.59

biciminde elde edilir.
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5. SENDELENIMSIZ INTEGRASYON ILE YBMG YONTEM |

Bu tez calismasinin temel amagclarindan ilkgirak eniyilemesi aracijiyla YBMG
bilesenlerinin etkinfjinin arttinimasidir.  Boylece analitik yapisi bilinen bgok
degiskenli islevinin daha az dgskenli islevlerin toplami seklinde yeniden gosten

inin etkin bir yaklastirim olmasi gganmaktadir.

Cok dajiskenli islevler ile ilgili kargilagilabilecek der nemli bir sorun ise, analitik
yapisi bilinmeyen islevlerin cok @éskenli bir veri kimesinde kiimenin her bir @iim
noktasindaki dgerleri verildginde ilgili isleve uygun bir analitik yapinin ortaya
cikariimasi gereksinimidir. Bu lggamda, calismanin ikinci temel amaci ise, bilimsel
yazinda varolan YBMG tabanli yontemin [21, 62] etk@ifiin yine yapilacak bir
agirlik eniyilemesi uygulamasi ile arttirilmasi ve bu tlrsdar icin daha kabul
edilebilir yaklastirimlar elde edilmesidir. YBMG yontenm bu yeni yapisinin ortaya
cikarlabilmesi icin tez danismaninca gelistiriimigam sendelenimsiz integrasyon
(ing: fluctuation free integration) yonteminden yarardacaktir. Bir sonraki boliumde
anlatilacak olan ve “Ayrik Verilerin Boltntilendirimi” ofak isimlendirilen konuya
taban olmasi acisindan sendelenimsiz integrasyon ile YBMGeinin yeniden
yapilandiriima sekli ve cesitli sayisal uygulamalarIBMG ve Logaritmik YBMG

yontemlerine uygulanmasi bu bélimde verilmektedir.

5.1 Sendelenimsizntegrasyon

Bu yontem bir islevin integralini analitik olarak almak y®e, bu integrale sendelenim
matrislerini ve sendelenimsizlik kanitsavini kullanassgklastirirm yapmaktadir. Bu
yaklastirim icin izlenen yol tek dgskenli islevler i¢in bu bolum icerisinde ayrintih
olarak anlatiimis, cok dgskenli islevler icin “Sendelenimsiintegrasyonun YBMG

Yontemine Uygulanmasi ” alt baglialtinda verilmistir.

Buradaf (x) tek dejiskene bgli ve analitik bir islev olmak GzereZ, bu iglevin|0, 1]

aralgindaki integralini gostersin.
1

7= / dx F(x) 5.1
0
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Bu integrale yaklastirirm yapabilmek icin 6ncelikle sema@in matrislerinin olus-
turulmasi gerekmektedir. Bunun i¢in Bolum 2.2.1°'de verilafgiter kullanilacak
ve sendelenim matrisleri olusturulacaktir.  Yalniz, hilaradzellikle vurgulanmasi
gereken konu, sendelenim matrisleri olusturulurken dulan taban vektoérlerinin
uzerinde yapilan bir kisittamadir. Hatirlanacak olursdiimd 2.2.1'de wy(X), ...,
Wnh(X) taban takiminin Hilbert uzay igcinde kalan sayilabilir son boyutta taban
vektorlerinden secilebilegg Ustelik bu taban takiminin birimboylu ve birbirine dik
ogelerden olusmasinin beklenm@idi hangi takim olursa olsun, dousal b&msiz
Ogelerden olustgu slrece birimboylu ve birbirine dikg&lerden olusan bir taban
takimina donustirtlebilegekonusu Uzerinde durulmus ve taban takimi Gzerinde bir
kisittama yapiimamistir. Burada ise integrale bir yatktas yapabilmek icin taban
takiminin ilk 6gesinin 1 olmasi zorunlidu gelmekte, bu da sendelenim matrislerinin

olusturulabilmesi i¢in kullanilacak olan taban takinmar bir kisit getirmektedir.

wiy = 1 olarak alma zorunlufjun nedeni %.1) ile verilen integrali sendelenimsizlik

kanitsavini uygulayabilmek icin agaaki bicimde yeniden yazabilmek igindir.

7= /dxf /dxvvl w1 (X) 5.2

Bu durumdaw; = 1 olarak alindjindan integralin dgeri dgjismeyecek ayni zamanda

asd@ida verilen anlatim da gecerli olacaktir.

/ dx F(x / dxws (%) F (0w (X) = (wa, f (R)ws) (5.3

Burada (wy, f(X)wy) anlatiminin bir igccarpim oldyu hatirlanarak vef (x) analitik
islevininn boyutlu matris gésteriliminin dEj " = (wj, f (R)wk) 1< j,k <niccarpimi
ile verildigi gozoniinde bulundurularak(™ kartezyen vektér uzayindaki birinci dgesi
1 diger 6geleri 0 olam boyutlu vektdr olmak Uzere

(wy, F(R)wy) = ey FMey (5.9

esitliginin yazilabilecgi aciktir. Bu durumdaX.3)
7= [axi0 = [ dantfoowe = (ws, 10wy = e FG™ (55

haline gelir. Eer, burada, 2.44) ile verilen sendelenimsizlik yaklastirimi giindeme

getirilecek olursa
oMW FMe M ~ g M7 (Xm)) e, (5.6)
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yazilabilir. Boylece verilen integral Igamsiz dgisken olanx’in matris gosteriliminin
verilen iglev altindaki gortintisunie vektdrd ve onun devgi (ing: transpose) ile
carpimi durumunu almis olurX(" matrisinin ¢.47) ile verilen izgesel ayristirimini

(ing: spectral decomposition) kullanarak buniuislevi altindaki gérinttistinin
CAR T

f(x™) = Y f@aa (5.7

ile verildigi hatirlanirsa integralin yaklasik sonucu

I~ ilf (& e aial e = if (&) (el(n)Tai)z (5.9
i= =

bagintisi kullanilarak elde edilir. Bdylece yontem integnasionucunu analitik olarak
bulmak yerine, ilgili b&imsiz dgiskeninn boyutlu matris gosteriliminden elde edilen
her bir 6zd@erin verilen iglev altindaki gorintisi bulunarak bgeleile 6zdgere karsi
gelen dzvektorin ilk elemaninin karesini ile ¢arpip togkmi almakla yaklagik bir

sonugc elde edilir.

(5.8) ile verilen bajintida sol yanda bir integral islemi bulunurkergsanda integral
islemi gérinmemektedir. Aslinda bu butlndyle integrsleminden kurtulundgu
anlamina gelmemektedir. Cunkl integral sendelenim maitrisllusturulurken bu
yontemin d@asi gergi ortaya cikmaktadir. Yalniz burada vurgulanmasi gerajan
onemli nokta sendelenim matrislerinin evrensel giddur. Yani, istenilen timm
degerleri icin bu matrisler ve matrislere ait 6t ve karsi gelen 6zvektorler yalnizca
bir defa hesaplanarak bir veri bankasina (ing: databasa)ayélir. Boylece farkli
problemler icin her defasinda bu 6Zme ve karsi gelen 6zvektorleri tekrar tekrar
hesaplamak yerine olusturulan bu veri bankasind@migeak olanaklidir. Bu sekilde

yapildginda da bir anlamda integrallerden kurtulunmus olunur.

Aciktir ki, bu yontem bilgisayar tabanli uygulamalardaemal hesaplama zodunu
asabilmek icin gelistiriimis olan bir sayisal yontemdAslinda bu yontem icin taban
takimi olarak ¢ok terimli (polynomial) taban takimi kullahginda Gauss kuvadratir
[63] (ing: Gauss quadrature) yontemi ile esgdedir. Fakat bu yontemde Gauss
kuvadrattrden farkli olarak yalnizca cok terimli tabanimaliari ile dejil farkli taban
takimlari ile de calismak olanakhdir. Yani, Gauss kuwailr yonteminde oldju gibi

bir taban takimi sinirlamasi bulunmamaktadir.
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5.2 Sendelenimsizntegrasyonun YBMG Yéntemine Uygulanmasi

Bolum 2'de @.8) ile verilen ve YBMG ydnteminin dgismez teriminin bulunmasi icin

kullanilan b&@inti [0, 1] aralginda ve 1 girhgi altinda yazilirsa

1 1
foZ/de_--'/dXNf (Xl,...,XN> (5.9)
0 0

elde edilir. Her sonlu aralik0,1] aralgina getirilebilecginden YBMG terimlerinin

hesaplanmasinda genellikten birsey kaybedilmez.

Buradaki integraller sendelenimsiz integrasyon yontertiakuarak hesaplanirken her
bir bagimsiz dgiskenin matris gosteriliminden yararlaniimaktadir. BuwrumdaN
bagimsiz dgiskene bgli bir islevin N-katl integralini hesaplayabilmek iciN sayida
matris gosterilimi elde edilecektir. Bu matrislerin boyuy (1 < k < N) ile g0sterilir
ve birbirine esit olmak zorunda {edir. /\,ElkN), XN bagimsiz dgiskeninin matris
gosterilimi olanny boyutlu Xy matrisinin 6zdgerlerini, Elfg') ise bu 6zdgerlere karsi

gelen 6zvektorleri gostermek Uizatry'e bagl sonuncu integralig.8) bagintisi dikkate

alinarak
i 1 T (k) £ (N) £ (N)T
foz/dxl.../delel(”N) > f(xl,...,/\NN )% &M gy (5.10
kn=1
0 0

seklinde yazmak olanakhdir. Burada,™) vektorii ise kartezyen vektdr uzayindaki
birinci 6gesi 1, dger @eleri 0 olanny boyutlu vektordir. Yukarida verilen integral
yapisinin hesaplanmasinda bir adim daha ileriye gidilintegrallerin icerisindeki
toplam semboll ¢ok dgskenli islevin analitik olmasi nedeniyle disariy&amlabilir

ve

NN 1

1
2
fo ~ Z (el(nN)TEIE’L\l)) /Xm-'-/dXN—lf (Xl,...,XN_l,)\,E:(N)> (5.11
kn=1 0 0

sonucuna ulasilir. Benzer islemler tim integraller iggkrarlanirsa sabit YBMG
teriminin sendelenimsiz integrasyon yardimiyla eldeerddenel yapisi

33 [ a0

olarak ortaya gikar.
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Bir sonraki adim ise, 4.10 ile verilen birli YBMG terimlerinin genel yapilarinin
da ayni sekilde sendelenimsiz integrasyon yardimiyle eldilmesidir. Birli YBMG

terimlerinin bu ifadesi d¢0, 1] aralginda ve 1 girligi altinda yazilirsa

1 1 1 1
X|):/Xm"'/d)q_l/d)Q+1"'/dXNf(X]_,"‘,Xi_]_,Xi,Xi+]_,"'XN)—f0
0 0 0 0

(5.13
elde edilir ve sabit terim icin yukarida s6zi edilen hesawalar bu bgintiya da
uygulanirsa

N1 Nip1 T 2
(m) f )\(kl) )\(kN) —f
km 1 s AN 0
=3B B e )

(5.14)

ifadesi birli YBMG terimleri icin yazilabilir.

YBMG acilimina ait daha yiksek basamaktan terimler, sendakiz integrasyon

yontemi kullanilarak ve ayni yol izlenerek kolaylikla btnebilir.

5.2.1 Hata analizi

YBMG yodntemi aracilyjiyla elde edilen yaklastirimlarin gercek sonuca ne kadar
yakin old@unun belirlenmesi amaciyl2.17) ile verilen toplamsallik 6lcenlerinden
yararlanilacgi gibi as@ida verilen bgil hata analizi bgintisi da kullanilabilir.

I —

N, = ,
I

1<k<N (5.15

Buradasy birinci mertebeden YBMG yaklastiranina kargilik gelneght. Bu baint
ile yapilacak hata analizlerinde sonuc sifira yaklagtikaklastiranda olusan hatanin
en alt dizeyde oldyu yorumu yapilacaktir. Hatanin sifir@erine ulasmasi kullanilan

yaklastiran ile gercek sonucun elde edjidinlamini ortaya ¢ikaracaktir.

Calismanin bundan sonraki kesiminde verilecek olan shyggulamalarda elde
edilecek sonuclarin bilimsel yazinda ayni amaclar icinistiglen YBMG tabanli
yontemlerin sayisal sonuglari ile rahat¢ca karsildgbilimesi bu bgil hata analizi ile

olanakli olacaktir.
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5.3 Sayisal Uygulamalar

Bu bélimde, YBMG ve Logaritmik YBMG yontemlerinin hesaplamarkasikigini
azaltabilmek ve bilgisayar bellé sinirlamasi ylzinden hesaplanamayan integeral
yapilarini rahatca hesaplayabilmek amaci ile yontemimdige integraller analitik
olarak dgil sendelenimsiz integral olarak adlandirilan sayistdgrasyon tabanli bir
yaklasim yontemi ile hesaplanmis ve bu yapinin et§inli arastirmaya yonelik bir

takim sayisal uygulamalar verilmistir.

Bu arastirma icin dort dgsik yapida islev secilmistir. Bunlardan ilki tam topiaal
yapida, ikincisi ne toplamsal ne carpimsal yapida, Uclintéim carpimsal yapidadir.
Sonuncu uygulama olarak ise, bilgisayar tabanh gelstiruygulamalar aractuyla
yazilim ve donanim kisitlamalari nedeniyle analitik okardgegrali alinamayan bir iglev
secilmistir. Sinama islevlerinin Gamsiz d@iskenleri icin tanim araliklar is€0, 1]

olarak secilmistir.

Bu sinama icin verilen islevler 2.1.1 ve 2.1.2 bolimlerindsilen bajintilar kul-
lanilarak sirasiyla YBMG ve Logaritmik YBMG yodntemlerine kgaktadir. Dgismez
YBMG ve Logaritmik YBMG terimleri ile birinci ve ikinci merteeden YBMG
ve Logaritmik YBMG terimleri olusturulmaktadir. Elde eéil yaklastiranlarin
etkinliklerinin dlgtlmesi amaciyla de&b(15 ile verilen bainti kullanilarak bgil hata

analizi yapiimaktadir.

Bu amacla bilgisayar ortamindaki programlama tabanh wymgalar icin MuPAD
sayisal ve simgesel yorumlayicisi kullaniimaktadir. @eilen bu program kodlari
Linux (Ubuntu 7.10)'§Ietim Sistemi’nde calistiriimaktadir. Bilgisayar amindaki tim
hesaplamalar 10 basamak duyarllikla yapiimakla birlite sikintisi nedeniyle elde

edilen sonuclar cizelgelerde 5 basamak duyarlilikla resiir.

5.3.1 Uygulama -1

Bu bdlumdeki birinci sayisal uygulama icin @gdaki islev secilmistir.
4

f1 (X1, X2, X3, %a) = lei (5.1
i=

Bu islev 4 b@imsiz dgiskene bglidir ve tam toplamsal yapida olan bir islevdir.

Bu islev icin YBMG ve Logaritmik YBMG yaklastiranlari bulundunda bu yak-
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Cizelge 5.1 f1 (xq,X2,X3,X4) iglevi icin bajil hata analizi sonuclari.

'/VSO '/Vsl '/VSZ e/an f/VTl'j_ JVT[Z
0.27735 0.0 0.0 0.28091 0.06173 0.01612

Cizelge 5.2 5 (x1,%2,X3,X4) islevi icin bajil hata analizi sonuglari.

N s, s, g Ny N
0.71798  0.30744  0.06656  0.78481  0.48729  0.08736

lastiranlarin gercek analitik yapiya ne kadar yakin olduk(5.15) ile verilen bajinti
yardimiyla hesaplanmig ve elde edilen sonuglar Cizelgeigedisinde verilmigtir.
Incelenen yapi tam toplamsal ofglundan birinci basamaktan YBMG yaklastiranina ait
bagil hata dgeri 0.0 olarak ¢ikmakta ve gercek analitik yapiyl tam olarak kadg!
gorulmektedir. Buna karsilik Logaritmik YBMG yaklastitan ¢arpimsal yapilarda
daha etkin oldgundan beklenildji gibi YBMG yaklastiranlari kadar basarili sonuclar

Uretememektedir.

5.3.2 Uygulama -2

Boluman ikinci sayisal uygulamasinin olusturulmasinsig@edaki gibi yine 4 bgimsiz

degiskene sahip ne toplamsal ne de ¢arpimsal yapida olagidirsecilmistir.

. 14
fa (X1, X2, X3,%4) = [ZN] (5.17)

Bu sayisal uygulama icin elde edilen YBMG ve Logaritmik YBMG jadtiranlarina
karsilik bulunan bal hata analizi sonuglar Cizelge 5.2 ile verilmigtir. Tamsallik
dzelliginin veya carpimsallik 6zedinin baskin olmady bu isleve ait elde edilen hata
analizi sonuclarina gore en iyi yaklasimin ikinci merteéde YBMG ve Logaritmik

YBMG yaklastiranlari araciiyla elde edildji gézlemlenmektedir.

Ancak bu sonuclar da gostermektedir ki, hatgyetnin 10 basamak duyarhlikta
yapilan hesaplamalarda sifira yaklasabilmesi icin datariertebeden yaklastiranlara
gereksinim duyulmaktadir. Ote yandan, bazi okuyuculan igii sonuclar kabul
edilebilir olabilir. Ikinci mertebeden YBMG ve Logaritmik YBMG yaklastiranlari
ile yetinmek veya her ne kadar bilimsel yazindaki uygularad pek tercih edilmese
de Ucli ve daha yukart YBMG terimlerinin hesaplanmasina gegorumu burada

okuyucunun gorustne birakilmaktadir.
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Cizelge 5.3 f3(xg,X2,X3,Xq) iglevi icin bagil hata analizi sonuclari.

VA VA 5, o Nra N
0.82680 0.51159 0.22535 0.89288 0.0 0.0

5.3.3 Uygulama -3

Uctlincii sayisal uygulama olarak yine 4jbrasiz dgiskene sahip tam ¢arpimsal yapida

olan bir islev secilmistir.

4
f3 (X1, %2,X3,%4) = |'lxi (5.189
i=

Bu sayisal uygulama icin elde edilen YBMG ve Logaritmik YBMG iagtiranlarina
karsilik bulunan b@l hata analizi sonuglari Cizelge 5.3'de verilmistir. Wyamada
incelenen sinama islevinin yapisinin carpimsallik égiethm baskin oldgundan ikinci
mertebeden YBMG yaklastiraninin bile %22 oraninda bijibhata ile bir yaklasim
salayabildgi gorilmektedir. Ote yandan, Logaritmik YBMG yaklastii@mnin daha
etkili sonugclar verdji ve birinci mertebeden Logaritmik YBMG yaklastirani ilergek

sonuca ulasilabildi g6zlemlenmektedir.

5.3.4 Uygulama -4

Dordunci ve son sayisal uygulama olarak bilgisayar tahsgiulamalarda karsilasila-
bilecek yazilim ve donanim kisitlari sonucunda hesaplangamlasifii olan bir islev

secilmistir.
fa (X1,%2,X3,Xa) = X1 X2 SIN(X2 X3) (5.19

Burada unutulmamalidir ki, Logaritmik YBMG yodnteminin bulege uygulanmasi
sirasinda islevin dgal logaritmasinin alinmasi gereksinimi ortaya ¢ikacakBunun
sonucunda olusan (R X2 sin(X2 x3)) seklindeki yapinin analitik olarak ¢ katli
integralinin hesaplanmasi sirasinda bilgisayar ortamnmdunan yazihm paketlerinde
sorunlar ¢cikmaktadir. Logaritmik YBMG yOnteminin sendefasiz integrasyon yon-
temi ile birlikte kullanildginda béyle bir soruna geti@iicoziim, sayisal olarak istenilen
sonuclarin alinmasini §amaktir. Bu bglamda YBMG ve Logaritmik YBMG
yaklastiranlari sayesinde verilen isleve karsilik paklasim elde edilebilmektedir.
Sendelenimsiz integrasyonun uygulanngadliogaritmik YBMG yontemi icin boyle bir

islevin bir yaklastiran ile temsil edilebilme olagiibulunmamaktadir.
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Cizelge 5.4 f4(xq,X2,X3,X4) iglevi icin bajil hata analizi sonuclari.

'/VSO '/VSCL "/’/52 ‘/VT’Z) JV7T1 f/VT[g
0.82100 0.46416 0.15716 0.91450 0.02661 0.0

Bu uygulamada elde edilen yaklastiranlar icin bulunagibhata analizi sonuclari
Cizelge 5.4 ile verilmi§tirj§Ievin yapisi tam carpimsal oldundan Logaritmik YBMG
yaklastiranlari daha iyi sonuc vermektedislevin yapisinda bulunan trigonometrik
islev gercek sonuca ancak ikinci basamaktan Logaritmik YBMaklastirani ile

ulasilabilmesine neden olmaktadir.
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6. AYRIK VER | BOLUNTULEND IRIM |

Yaygin olarak karsilagilan problemlerden biri de ayrik veri kiimesinin d@um

noktalarindan gegen bir islevin analitik yapisinin séegmasidir. N boyutlu bdyle bir
interpolasyon problemi ile@rasmak hem varolan sayisal yéntemlerin uygulanabilmesi
acisindan hem de bilgisayar ortaminda uygulama geliigésinde bellek ve hesaplama

sureleri agisindan sorunlar gikarmaktadir.

Bu nedenlerle, bu calisma igerisintle+ 1 boyutlu veri kimesinin verildji (N adet
parametreye kil nokta kiimesi ve islevin bu noktalardakidei) ve bu veri kiimesine
karsilik gelen ¢ok boyutlu islevin analitik yapisiniteisdi interpolasyon problemleri
icin veri boluntulendirilmesi (ing: data partitioning) kpizlenmistir. Bu ydntem
ile N parametreli veri kimesi boluntulendirilerek tek paramaketveri kiimeleri, iki
parametreli veri kiimeleri gibi daha az parametrey@libgerilerden yararlanilarak

istenilen analitik yapinin elde edilmesigganmaktadir.

So6zl edilen veri kiimesi problemin dpansiz d@iskenlerinin tanim kimelerinden
olusturulmus bir kartezyen carpim kimesidir ve problenilgili kartezyen carpim
kimesinin butin dgim noktalarinda analitik yapisi aranilan islevingederinin

verildigi varsayllmaktadir. Yani, ilgilenilen 1zgara dolu bir ezgdir ve dik bir geometri

sajlamaktadir.

Yalin YBMG yontemi uygun girlik islevi secimiyle dik bir geometride verilen
verinin boluntulendiriimesi amaciyla kullanilabilme#ite  Kullanim sekillerinden
biri, agirhk islevinin Dirac delta islevlerinin bir dgrusal birlesiminden olusturularak

yapilandiriimasina dayanmaktadir [21].

Diger yontem ise, bu tez calismasinda gelistirilen seldid sendelenimsizlik yontemi
kullanilarak &irlik eniyilemesinin yapilmasi ve elde edilegidik islevinin YBMG
yontemi icerisinde kullaniimasidir. Bolimin ilk kismindéirbsel yazina daha 6nce
yerlesmis olan yontemden kisaca sozedilecek; ikinanknsla ise, bu calismaya 6zgu

gelistirilen yontem anlatilacaktir.
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6.1 Dirac Delta Agirlikli YBMG Yontemi ile Veri Bolunttlendirimi

Bu alt bolumde YBMG yonteminin veri béluntilendirimi amaaykullanim sekli
binyesinde bulunangarlik islevinin secimi bakimindan bilimsel yazina dahacé

girmis haliyle verilmektedir [21].
Rl e 0 ()

Wi, =[] S af 5(xj_uj j ) . x¢€[aj,b] (6.1)

(kj)

j
problemi icin verilen veri kiimesinin igerisinde bulunaemlanlardir. Bu veri kimesini

Kullanilan bu @irhk islevinde bulunanu; ™’ dejerleri N boyutlu bir interpolasyon

olusturan ve her bir lamsiz d@iskene ait olan tanim kimelerinin genel yapisi

asdjidaki sekilde ifade edilebilir.

D = {u,-(kj)}:j - {uj(l),...,uj(”")}, 1<j<N (6.2)

Yukaridaki ifadeden kartezyen carpim kimesinin tanimi
D=D;xDyx---x Dy (6.3

seklinde yazilabilir.

(2.8) ve (2.10 ile verilen YBMG terimlerinin genel yapilari6(l) ile verilen airlik
islevi altinda kullanilarak, §.3) ile verilen ayrik veri kimesindeki ¢ok boyutlu yapi
bélintilendirilebilmektedir. Bu igamda gerceklestirilecek ilk ading.Q) ile verilen
agirlik islevinde bulunamlﬁjj) katsayilarinin hesaplanmasidir. Bu hesaplatn®) fle

verilen normalizasyon kosulu yardimiyla yapilir ve @glaki sonug elde edilir.
no

> o)) =1, 1<j<N (6.4)
K=1

Degismez YBMG teriminin ifadesi bu sonuglardan sonra

T= (uikl),...,u,glk’“)> , {(1)= a£k1)~--a,£|k'“), 1<kj<nj, 1<j<N (6.5

olmak Uzere

fo= 3 Z(0)f(1) (6.6)
X

seklinde elde edilir.
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Benzer sonuclar birli YBMG terimlerinin genel yapisi icin de

DM = L 1| Tm = (X1, -+, X1, Xm+ 1, XN) ;X € D}, 1< j <N, j #m},

Tm— <IJ](_ )7 Jurgn 1 )7urg1k_r|_nil)7 7“[(\|kN)>7

{m(Tm) = aikl) : ar(nlqjil)ar(nkﬁl)“‘arglkm?
Ue™ €Dy, 1<kn<fym, 1<mM<N (6.7
olmak Uzere
¢ oy )y _ 6.8
m(Um™) Z {m(Tm) TmalJm EDZ (1) (6.9
TmeDM

biciminde yazilabilir.

Boylece,N sayida veri kimesi elde edilmis olur. Her bir kiime tanim k8mdeki
eleman sayisinj,1 < j < N) kadar sirali ikiliden olusmaktadir. Orgi@, m. kime

1 <km < nhpolmak Uzere(u,%w, fm(u&w)> seklindeki sirali ikililerden olusur.

Burada, ikinci ve daha ytksek mertebeden YBMG terimlerininegjeyapilarina ait
sonugclar verilmemistir. Analitik yapisi aranilan iseewe kadar az sayida YBMG
terimi ile yaklagsilirsa hesaplama karmagikhin ve hesaplama surelerinin artmasi
engellenmis olur. Ancak birli YBMG terimleri aradgilyla elde edilen analitik yapinin
istenilen yaklasiklikta olmamasi durumunda daha yuksekebeden YBMG terimleri

hesaplanabilir ve kabul edilebilir sonuclarin elde ed#irglanabilir.

Bu bolumde verilen sonuglara ait tim ara islemler ilgili rabk[21] ve tezde [62]

verilmistir.

6.2 Agirlik Eniyilemeli YBMG Yontemi ile Veri Boluntulendirimi

YBMG yonteminin veri boltntilendirimi amaciyla kullanilimiasirasinda en énemli
unsur girlik islevinin sahip oldgu roldur. Agirlik iglevinin YBMG yodnteminin
yapisini ve verimini oldukca etkilegii bilindiginden Dirac delta iglevlerinin dpusal
birlesiminden olusturulan islevden bask@réik islevleri bulunma cabasina girisilmis
ve calismanin bu bolumu, yukarida verilegirik islevi yerine daha etkin bir
agirlik islevi yapisinin elde edilmesine ayrilmistir. Bonacla b&imsiz dgiskenlerin
tanim bolgelerinde bulunan gim noktalarindan olusturulacak bir kartezyen ¢carpim

kiimesinin tim elemanlarinin kullanifd) yani analitik yapisi aranilan ¢ok boyutlu
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islevin bu kiimenin tim noktalarindaki @erlerinin verildgi problemler icin YBMG

yonteminin Sendelenimsizlik Kanitsavi ile desteklennggsideme getirilmistir.

Bu yontemin etkinlgi, daha dnceki yontemden farkli olarafidik iglevi igin Dirac
delta islevinin kullaniimasi yerine her bir §ansiz d@iskene ait sendelenimsizlik
matrisinin kullaniimasina dayanmaktadir. Gelistiriigimteme ait adimlar ageda acik
bir sekilde verilmektedir.

N sayida verilen veri kiimesi i(;ipil) birinci kimeden alinan birinci noktquf) yine

birinci kimeden alinan ikinci nokta, ve bu sekilde devanfirsé n; sayida nokta iceren
birinci kiime iginuinl) birinci kimeden alinam;. nokta olmaktadir. Tum verilen veri
kimeleri icin ayni siniflandirma devam edecek oluu§]d N. kiimeden alinan birinci
nokta,u,glz) N. kimeden alinan ikinci nokta we,glnN) iseN. kiimeden alinany. nokta
olarak dusunulmelidir. Burada herbirdiansiz dgiskene ait tanim kiimesinin eleman
sayisi sirasiylas, n, ---ny seklindedir ve bu eleman sayilarinin esit olarak alinmas

gerekmemektedir.

Bu ydntem icin etkin bir girlik bulunabilmesi icin sendelenimsizlik yaklastinm
kullaniimakta oldgundan Bolum 2'de anlatilan sekilde her bir kimeye ait olan
sendelenim matrislerinin olusturulmasi ve daha sonra btrishere ait 6zdgerlerin
belirlenmesi gerekmektedir. Bu 6Agkerlerin siniflandirmasi da yukarida tanim kiimesi

elemanlari icin yapilan siniflandirma ile benzer 6zelliklesimaktadir. )\1(1) birinci

matrise ait birinci bzd@er,)\z(l)

birinci matrise ait ikinci 6zdger ve boyle strdurilirse
)\r(,ll) birinci matrise ain;. 6zdejer, aradaki 6zdgerler icin de bu sekilde iIerIenirs’e_{N)

N. matrise ait birinci ('jzd@er,)\Z(N) N. matrise ait ikinci 6zdger ve boyle surdirilirse
)\rENN) N. matrise aitny. Ozdder olarak yazilabilir. Bir érnek vermek gerekirse, Ug¢
bagimsiz dgiskene bgl verilen veri kiimesi i¢in birinci bqumiz dgjiskene ait tanim
kimesinin eleman sayis = 3, ikinciye ait eleman sayisp = 4 ve liclincuye ait3 =5
olsun. Bu durumdaX; olarak adlandirilan sendelenim matrisiX3, olarak adlandirilan
sendelenim matrisi 4 vX3 olarak adlandirilan sendelenim matrisi 5 boyutlu olacak
ve birinci matrise ait 3, ikinci matrise ait 4 ve Uc¢lncl msgriait 5 tane Ozdger

bulunacaktir. Bu bzdegerléél) :

ait ikinci ('jzdejer,/\él) birinci matrise ait Gg¢unctu C‘)z@er,)\l(z) ikinci matrise ait birinci

birinci matrise ait birinci ('jzd@er,)\z(l birinci matrise

(jzde;jer,)\z(z) ikinci matrise ait ikinci dzdéer,/\éz) ikinci matrise ait tcincl 6zder,

)\jz) ikinci matrise ait dordincu 6zder, )\1(3) dclncl matrise ait birinci 6zder,
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) dclncl matrise ait Gclncl OZgk, )\f)

)\2(3) Uclncu matrise ait ikinci 6zder, /\3§3
dclinct matrise ait dérdlncu szm,)\§3> Uclncl matrise ait besinci 6zgker, olacak
ve bdylece her kiimede verilen nokta sayisi kadar @edelde edilmis olacaktir. Burada
O0zdd&erlerin nokta sayisi kadar olmasi dnemlidir. Clnku buraatalgn temel sey her
bir kiime icin verilen bu noktalarin olusturulacak olan gjfx;), (1 < j < N) islevi
yardimi ile 6zdgerlerin bulundgu noktalara kaydirilmasi dolayisiyla sendelenimsizlik
yaklastirimi kullanilirken bu 6zderler kullanilarak etkin bir@rlik bulunmasi yoluna

gidilmektedir.

Burada sozu edileq;(x;j), (1 < j < N) iglevleri ag@ida verilen iligkileri sglayacak

sekilde Lagrange interpolasyonu [64] kullanilarak eldaedbilir.

WY~ A, ™ — g ()
i = @), = g

ul = gnAMY - ™ = gy (AR 6.9

Bu gj(x;) islevleri ile ilgili olarak, yapilan calismalar gosteigtir ki, elde edilen bu

islevler ¢cok salinimli olmadp stirece yontem oldukca etkin olarak calismaktadir.

Bu islevlerin elde edilmesinden sonra YBMG yodntemi kullarak dgismez YBMG
terimin bulunmasina gegilebilir. Bunun icgir2.g) ile verilen denklemden rahatca
gorulebilecgi gibi dejismez terim, f (x1,...,Xn) ¢ok dajiskenli islevinin her bir
bajimsiz dgiskene gore integralinin alinmasiyla bulunmaktadir. agiar dgismez
terim bulunurkenf (xq,...,xn) ¢ok d&iskenli iglevi yerinef (g1(X1),...,gn(Xn)) isSlevi
kullanilacaktir. Bunun nedeni YBMG yonteminin @@sinda var olan integrallerin
alinmasi sirasinda bir 6nceki bolimde anlatilan sendekgniintegrasyon yonteminin
kullanilacak olmasi ve bu ydntem kullanilirken de her birgidkene ait olan
matris gosterilimlerinin 6zdger ve 0Ozvektorlerinin kullanilabilmesi icin 0zger
noktalarini verilen noktalara kaydirag)(xj), (1 < j < N) islevlerinin kullaniimasi
gerekliligidir. Burada gercekte yapilan islem aslinga...,xy dejiskenleri yerine
01(X1),...,on(Xn) polinomlarinin kullaniimasi demektir ama bu durum intégran
icerisine g} (x1),...,gy(Xn) islevlerinin de girmesini gerektirmektedir. Ancak busad
bu islevlerin hepsinin sendelenimsizlik 6Zelerinde 1'e yakin olmasi nedeniyle

burada yapilacak olan hataya gézyumularak iglev tirgederi 1 olarak alinmistir.
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YBMG yontemindef (xg,...,xn) ¢ok de&jiskenli iglevi yerinef (91(x1),...,On(Xn)) GOK
degiskenli islevinin dgismez terim ya da daha Ust basamaktan terimlerin bulunmas
sirasinda yararlanilan @mtilarda kullaniimasgj(x;j) islevlerinin her birininx;,

(1< j <N) bagimsiz dgiskenine bgli bir gokterimli olmasi nedeni ile olanaklidir.

Bu durumda dgismez terimin elde edilebilmesi i¢in agdaki bainti gecerli olacaktir.

1 1
f():o/dxl--'o/dXNf (gl(Xl),...,gN(XN)) (6.1@

Burada belirtmek gerekir ki,2(8) ile verilen dgjismez terime ait l@anti icerisindeki
W (xq,...,Xn) aQirhgi 1 olarak alinmig ve aralifo, 1] araligi olarak secilmistir. Burada
aralgin [0, 1] olarak alinmasinin nedeni her sonlu agalidgjisken donusimu yapilarak
[0,1] aralgina getirilebilmesi ylzinden islemlerin en genel ataljapiimasi istgidir.
Yine de herhangi bifa, b] aralginin [0,1] aralgina nasil indirgendii ve yéntemin bu

aralik icin izlenmesi gereken adimlarina ait ayrintilarEE&e verilmektedir.

(6.10 bajintisindan ilerlemek icin verilen integrallerin hesagpteasi gerekmektedir.
Bunun icin bir dnceki bélimde verilen sendelenimsiz integoa yontemi kulaniimis
ve yine o bélumde verilen sekilde integraller hesaplatmiBu bélimde farkl olarak
yukarida verilen bgntida integrali alinan islev d@oudanx;, (1 < j < N) bagimsiz
degiskenlerine bgh dejil ama onlara bgli olan gj(x;j), (1 < j < N) cokterimlilerine
baglidir. Bu durumdaN-katli integrallerin hesabinda yingy bagimsiz dgiskenine

bajl integralden baslayarak hesaplama yapilirsa

nN

1 1
T T
for [ [aae™ T Y 1 (ga0a), v ) 5050 @™ (619
0 0 kn=1
anlatimi elde edilir. Burada?;,flk’“) xn bagimsiz dgiskeninin matris gosterilimi olany
boyutlu Xy matrisinin 6zdgerlerini flfNN) ise bu 6zdgerlere karsi gelen 6zvektorleri
gostermektedir.e; (™) vektorii ise kartezyen vektor uzayindaki biringjesi 1 dger
6geleri 0 olanny boyutlu vektori anlatmaktadir. Burada yiri€gs(X1),...,gn(XN))

islevinin analitikliginden yararlanilarak anlatim

NN 1

1
T 2
fO% Z (e]_(nN) Eé::”) /Xm/d)(le (gl(Xl),...,gN71<XN71)7gN(/\’EIkN))>
0 0

kn=1
(6.12
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bicimine getirilir. Buradaxy’e bagli integral icin yapilan islemler geriye kaldh— 1
tane integral icin de yapilirsa, gemez terim yaklasik olarak

TS [ (e mT )2 (k) (o)
=3 3 [ﬂ(el( g ] f (@A), onA™)) (6.13
seklinde elde edilir. Burad&(9) ile verilen iliskiler gézdniine alinirsa gesmez terim
icin

e S R (e TN £ ()
fowklz_l...knz_l [J:l(el( el ) ] f(ul o i ) (6.14
anlatimi elde edilir. Béylece, sendelenimsiz integrasyamtgmine ait olan evrensl
matrisleri aracifjiyla dggyismez YBMG teriminin genel yapisinda bulunan integraller
hesaplanmistir. Bu calismaya 0zgu yeni gelistiriimignobu hesaplama yontemi
ile (6.6)da verilen ve bilimsel yazinda daha 6nceden kullanilagiadaki (1)
katsayilarinin eniyilenmesi genmistir.  Eniyilenmis katsayinin yeni halb.(4)
bagintisindaki carpim sembolu ile verilen ggdaki katsayidir.
N (T £00)2 on
Me™a)  1<ksn (6.19
Bundan sonra YBMG acilimina ait birli terimler icin geneldoatinin elde edilmesine

gecilebilir. Bu amaclaZ.10) ile verilen esitlikten yararlanilarak birliler i¢in aathm

1 1 1 1
=/dxl---/d>ql/d>Q+1---/de><
0 0 0 0
X F(91(X1),- -, 0i—1(Xi—1),8i (%), Gi+1(Xi+1),---On(Xn)) — o (6.19

seklinde yazilir. Burada bulunad — 1 kath integralin hesaplanmasi sirasinda yine

sendelenimsiz integrasyon yontemi kullanilirsagaga verilen

<355 B Qe )
ki=1 ki_1=1k;1=1 km
(6.17
yaklastirim elde edilecektir. Bu Gantida bulunan
N
|_l (el(”m)TEé:))z, 1<kn<Nm,  M#] (6.19
flor

katsayisi da@.8) ile verilen {m(Tm) katsayisinin sendelenimsiz integrasyon arguyila
eniyilenmig halidir.
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Boylece,N bajimsiz dgiskene bgli olarak verilen veri kiimesi bélinttlendirilmis ve
N sayida tek bgumsiz dgiskene bgli veri kimesi elde edilmistir ki, her bir veri kimesi
ilgili bagimsiz d@iskene ait tanim kimesindeki eleman sayisi kadar skdiden

olusur.

Daha ust mertebeden YBMG terimlerini elde ederek verilen k&mesinin bolin-
tulendirilme islemini devam ettirmek olanaklidir. Angdlem matematiksel islemlerin
sonuclarinin elde edilmesinde, hem de bilgisayar tabaygulamalarda hesaplama
karmasiklginin artmasinin 6niine gecmek amaciyla s6zi edilen bu YBNi@lazi
hesaplanmamakta ve aranilan analitik yapiya sadece salmt ve birli terimlerin

yardimiyla ulagilmaya calisiimaktadir.

Bir sonraki adim ise,@.17) ile verilen bolintulendirilmis veri kiimelerini kullanak
her bir birli YBMG terimine karsilik gelen analitik yapilar elde edilmesidir. Bu
adim, tek dgiskenli bir interpolasyon problemine karsilik gelir ku amagla Lagrange
interpolasyon formulu [64] kullanilabilir.  Bdylece, herrbbajimsiz d@iskene
karsilik elde edilen béluntilendirilmis veri kimeledien analitik yapilar bulunmus
olur. Bu analitik yapilarin her biri birli YBMG terimleri olarfiy (X1), fa(X2),- -+, fn(XN)
islevlerine kargsilik gelir. Bu islevlerin toplaminin@igsmez YBMG terimine eklenmesi
sonucu 2.13 ile verilen birinci basamaktan YBMG yaklastirars,(x;,---xy), elde

edilir.

6.3 Sayisal Uygulamalar

Bu bélimde anlatilan yéntemin etkiglnin gosterilebilmesi amaciyla bir takim sayisal
uygulamalar hazirlanmigtir. Bu uygulamalarin her biri heantez ¢alismasi iginde
O0zgun olarak verilen yontem, hem de daha ©nce gelistgilne bilimsel yazina
sunulmus olan yontem kullanilarak ¢ézilmas, her iki yintlen elde edilen sonugclar
verilmigtir. Bu sonuglar tzerinden gerekli karsilagtalar yapilarak tez kapsaminda

gelistirilen yeni yontemin sinanmasi gerceklestirgimi

Buradaki uygulamalarin sonuclari Linux (Ubuntu 7.10) tigte sistemi Uzerinde
MuPAD (Computer Algebra System) aragiyla 20 basamak duyarhlikla yapilan

hesaplanmalarla elde edilmistir.

Yontemin etkinlginin sinanmasina yonelik hazirlanan sayisal érnekleilteinciinde

ele alinan sinama islevleri 6 tanegoasiz dgisken icermekte ve her bir fansiz
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degiskene ait olan tanim kiimeleri @gédaki gibi verilmektedir.

D; = {0.2,0.3,0.4,0.5}

D, = {0.6,0.7,0.8,0.9,1.0}

D3 = {0.1,0.2,0.3,0.4}

D4 = {0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0}

Ds = {0.7,0.8,0.9,1.0,1.1}

Dg = {1.2,1.3} (6.19

Bu orngge ait kartezyen carpim kimesinde 6400gdkn noktasi bulunmaktadir.
Hazirlanan sayisal uygulamalar i¢cin ayni tanim kimelarsecilmesi genellikten birsey
kaybettirmemektedir. Burada 6nemli olan nokta, bu tanim é&énmden olugturulan
kartezyen carpim kiimesinin tim @iim noktalarinda analitik yapisi aranilan islevin
degerlerinin verilmis olmasidir. Tanim kidmelerinin elentemin yapisi yontemin
verimliligini etkilememektedir. Bu 06zellik Ustel bir islevin sinaniglevi olarak
verildigi ve farkli tanim kimelerinin kullanildn dordinci uygulamada rahathkla
g6zlemlenebilmektedir. S6zi edilen bu son uygulamadakifeklar ilgili alt bélimde

verilecektir.

Yontemin 6rneklere uygulanmasindaki ilk adim; her birgimasiz dgisken icin
verilen tanim kiimelerindeki nokta sayilari g6zéninde bdiuularak her bir bgymsiz
degiskene ait matris gosterilimlerinin elde edilmesidirany, 6 ba&imsiz dgiskene
sahip ornekler ele alindindan yontemin dgasi gergi 6 tane matris olusacaktir. Bu
matrislerdenX, matrisi 4x4, X, matrisi 55, X3 matrisi 44, X4 matrisi &8, X5 matrisi

5x5 ve Xg matrisi 2 seklindeki yapilara sahip olacaktir.

Sonraki adim, bu matrislere ait oZgkrlerin ve her bir 6zdgere karsilik gelen
Ozvektdrun belirlenmesidir. Bu 6zderlerden verilen noktalara kaydirma yapabilmek
amaciyla 6.9 iliskisindeki genel yapi gézénune alinarak Lagrangesrpblasyonu

kullanilir vegi(x1), 92(%2), ---, 9s(Xe) islevleri sirasiyla agadaki gibi bulunur [65].

g1(x1) = —0.3466170798; + 0.5199256194 — 0.544080739%; + 0.5353860997

g2(x2) = —0.527022551%5 + 0.79053382685 — 0.728487682%, + 1.0324882034

03(x3) = — 0.3466170798 + 0.51992561945 — 0.544080739%; + 0.4353860997
(6.20
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Sekil 6.1 g1, 92, U3, g5 Ve gs cokterimlilerine ait ¢izim.

04a(x4) = — 153683625458 + 5378926890885 — 78.4498493584;
+61.6514511248} — 2854671806985 + 8.06326043587
—1.9089249228, + 1.0349372138

05(Xs) = — 0.52702255124 + 0.7905338268% — 0.72848768258;
+1.13248820348

Os(Xs) = — 0.173205080% + 1.3366025403 §.21)

Bu igslevlere ait analitik yapilardaki katsayilar yer kasignedeniyle 20 basamak

duyarlilikla hesaplanmasinagmen yalnizca 10 basamakli halleriyle verilmistir.

Bulunan g1(x1), g2(x2), ---, 0Os(Xs) islevlerinin her biri, bir bgmsiz dgiskene
bagli cokterimliler olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Yontenetkin calisabilmesi igin
bu cokterimlilerin gok saliniml olmamasi 6nemlidir. Bugadj(xj), (1 < j < 6)
cokterimlilerinin her birinin nasil bir davranis sergiiginin gorilebilmesi acisindan bu
cokterimlilerin gizimleri Sekil 6.1 ve Sekil 6.2 ile vémektedir. Her bir islev farkli
bir bagimsiz dgiskene bgli olmasina rgmen, orngin g; cokterimlisi x; bagimsiz
degiskenine bgl olmasina rgmen, salt bu ¢okterimlilerin davranislarini gostenelek

adina hepsinin birden ayridegiskenine bgl oldugu varsayilarak cizimler yapiimistir.

Burada Sekil 6.2 ilays(X4) iglevi igin ayri bir ¢izim verilmesinin nedeni dlgeklemdie
(ing: scaling) problemini agabilmek icindir. Aksi takde, gs(X4) islevinin ¢ok hizh
bicimdeki artisi ylziinden ger islevlerin davranislari yeterince iyi gozlemlengee
cektir. Bu islevlerin bulunmasi ile birlikte artik6(14) ile verilen dgismez YBMG

teriminin ve 6.17) ile verilen birli YBMG terimlerinin hesaplanmasina gedilr. Bu
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Sekil 6.2 g4 cokterimlisine ait ¢izim.

hesaplamalar ile elde edilen sonug boluntilendirilimig kiémelerine ulasmis olmaktir.
Bu veri kiimelerinden Lagrange interpolasyon formull ildibiBMG terimleri icin
analitik yapilar olusturulur ve bdylece analitik yapisamlan isleve bir yaklastiran

olabilecek birinci mertebeden YBMG yaklastirani yapilanohis olur.

Bu bolimin bundan sonraki kesiminde ise, ¢esitli sinaealeri kullanilarak burada
verilen tanim kiimeleri tzerinden interpolasyon problemddusturulacak ve burada

Ozetlenen yonteme ait algoritma bu problemlere uygulaktaca

6.3.1 Uygulama -1

Bu bdlimde secilen ilk uygulama 6 giensiz dgiskene sahip tam toplamsal yapida olan

asaidaki islevdir.

6
f(xg, . X) = -in (6.22

(6.19 ile verilen tanim kumelerinden olusturulan kartezyempga kimesindeki
digum noktalarinda bu iglevin derlerinin verildgi varsayimi altinda ve6(20) ile

verilen yapilar ileX; (1 <i < 6) sendelenim matrislerinin 6zder ve 6zvektorlerinin
yardimiyla dgismez YBMG terimi ve birli YBMG terimleri kullanilarak modleme

yapilir. Sonugta birinci mertebeden YBMG yaklastirancdrgiyla elde edilen analitik
yapl verilen interpolasyon problemine karsilik gelenfaiklastirimdir. Bu yaklastirimin
etkinligini 6lgmeye yonelik izlenebilecek yol toplamsallik ol¢erni hesaplamaktir.
Toplamsallik dlgenlerin sonucu ne kadar 1'e yakinsa eldieregaklastirim aranilan

analitik yapiya o kadar yakindir.
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Toplamsallik élcenleri hesaplarignda bu calismada gelistirilen yontem icin elde edilen

degismezlik dlgeni ve ari toplamsallik 6lcenigerleri
0o = 0.99524913327524594279 o,=10 6.23

seklindedir. Burada islevin dpusal yapida olmasindan dolayi dejerinin 1 olarak
elde edilmesi cok dgaldir.

Bu dgjerlerin daha 6nce bahsedilen v@.1) bagintisi ile verilen girlik islevinin
kullanildigi yontemle karsilastirilabilmesi igin ilgili ydontemaelde edilen sonuglar da

asd@jida verilmistir.
0p = 0.99324324324324324324 01=10 (6.29

Sinamaiglevinin tam toplamsal 6zellik tasimasi ve YBM@ragin toplamsal bir agilim
olmasi nedeniyle her iki yontem de birinci mertebeden YBM®&Igstirimi ile aranilan

analitik yapinin kesin olarak elde edilmesingtemaktadir.
S1(X1,X%2,X3,X4,X5,X5) = 1.0X1 +1.0x2+1.0X3+1.0x4+1.0X5+ 1.0 X (6.295

Ayni sonucun hem sinama iglevinin verilen veri kiimesiren bir diguim noktasindaki
degerleri ve elde edilen yukaridaki YBMG yaklastiraninin eyoktalardaki dgerleri

acisindan da irdelenebilmesi icin Sekil (6.3) verilnmist

Sekil (6.3)de d@um noktalari 1'den baslayacak sekilde sirasayilaadai
x-ekseninde yer almis, sinama islevi ile YBMG vyaklagtiran bu noktalardaki
degerleri ise y-ekseninde yer almistir. Sekilden de atdag Gzere birinci basamaktan
YBMG yaklastirani ile elde edilen derler ile gercek dgerler tam olarak Ust Uste
gelmektedir. Yani, verilen interpolasyon problemindesken analitik yapiya YBMG

yaklastirani ile kesin olarak ulagiimigtir.

6.3.2 Uygulama—2

Ayni veri kimesi kullanilarak olusturulan ikinci sayisaigulamada kullanilan sinama

islevi

6 5
f (X1, %) = (_;xi> (6.26)

olacak sekilde yine 6 iamsiz d@iskene sahip ancak giderek toplamsal yapidan

uzaklasan, carpimsal yapiya yaklasan melez yapidalbudir.
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Sekil 6.3 f(X1,X2,X3,X4,X5,Xg) Ve S1(X1,X2,X3,X4,Xs5,Xg) islevlerinin veri kiimesinin

.....

Verilen islev icin elde edilen birinci basamaktan YBMG vyagliraninin yapisi ise
asayidaki gibidir.
S1(X1, X2, X3, X4, X5, Xg) = 1771725 45647922 + 1135016 %1 4+ 21.0 X3
+10995053 +405174x3 + 690538xp + 177.173x3 4+ 617.944 x5 4 12532903
+1.6+10 4 x] —7.54x 10 15§ + 1.0 X3 4+ 17.750x] + 1265245 + 452708x3
+813031%4+21.0 X2 + 1015502 + 373449x2 + 612718x5 + 1599622 X6
— 4095982 (6.27)

Bu uygulama icin elde edilen desmezlik dlceni,gg ve ari toplamsallik 6lcenigy de-
gerleri gelistirilen bu yontem ve bilimsel yazinda varoldnceki yontem igin agada

sirasiyla verilmektedir.

0p = 0.89417553638678566798 01 = 0.99710687413674654666 6.9

0p = 0.85691621415712285768 01 = 0.99467467552506445431 6.9

Burada da gorulmektedir ki, elde edilen sonuglar her ne kaddajerinden uzaklas-
maya basladiysa da yapilagidik islevi eniyilemesi sonucunda daha iyi yaklagtiar
elde edilebilmektedir. Sinama islevinin toplamsal yapiduzaklasmasi, YBMG
yonteminin toplamsal yapidaki iglevler icin daha iyi sgQlan vermesi ytzinden, bu
sonuglari dgurmakla beraberdarlik eniyilemesinin olusabilecek bir yaklastirim hat

artisinin 6ndne gecebilgiigdzlemlenmektedir.
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Sekil 6.4 f(x1,X2,X3, X4, X5,Xg) Ve S1(X1,X2,X3, X4, X5, Xg) islevlerinin veri kimesinin
digium noktalarindaki digerleri.

Herseye rgmen elde edilen yaklastiranin etk@ihin oldukca yiksek oldju Sekil (6.4)

ile de gorulmektedir.

6.3.3 Uygulama -3

Bu uygulamada, bir 6énceki uygulamanin sonuclarinda godeen @gilimin daha
aclk bir sekilde izlenebilmesi amaciyla tam carpimsaliyapsahip aggdaki iglev
degerlendirmeye alinmistir.

6

f(Xe, %) =[]% (6.30
1

Bu uygulama icin de elde edilen gismezlik 6lceni ve ari toplamsallik dlgenigkerleri

su sekildedir:

0o = 0.71580750411503781627 o1 = 0.96713406928851401242  6.3))

Yine 6nceki yéntemden elde edilen sonuclar dajegaverilmektedir.
0o = 0.63548137549203187239 o1 = 0.94295429158449143777  6.832

Buradan da goruldiil gibi gelistirilen yontemin bir énceki yonteme goére dakia
isledigi kesindir. Buradan hareketle tekrar vurgulamak gerekiraffirlik eniyilemesi

tim Orgunin dolu oldgu bir askin uzay lzerinde orijinal isleve daha iyi yalkims
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Sekil 6.5 f(Xx1,X2,X3,X4,X5,Xg) Ve S1(X1,X2,X3,X4,Xs5,X%g) islevlerinin veri kiimesinin

.....

salayan bir cokterimli Gretebilmektedir. Bu cokterimlinimgisi

S1(X1, X2, X3, X4, X5, Xg) = —2.576% 10720 33 + 4.003% 10 2% x3 + 6.399% 10 2 x,
— 145107198 +5.46+10719x; —8.69% 107 1% x} + 7.215+ 107193
—3.287% 10719 x4 + 7.875% 1072 x4 + 5.688+ 102 X5+ 1.463% 1071 x;

+2.04%107 ! X3+ 4.095% 102 xg — 2.559% 107+ (6.33

seklindedir. Verilen sinama islevinin yapisi tam carpamozellikler tasidjindan
YBMG yaklastiraninin etkingi dogal olarak azalmaktadir. Buj#im Sekil (6.5) ile

verilen gorsel yapida da gézlemlenebilmektedir.

6.3.4 Uygulama—4

Bu yontemin secilen bir analitik isleve yakinsama bagamsdaha iyi gérulebilmesi ve
elde edilen sonuclarin grafiklerle de acik bir sekilde lebilmesi amaciyla agadaki

iki boyutlu garpimsal islev segilmis
f (x1,%) = e (6.39
ve bu iglev icin agguda verilen her bir bljimsiz dgiskene ait noktalar kimesi

D, = {0.1,0.3,0.5,0.6,0.7,0.8,1.1, 1.5}
D, = {0.1,0.2,0.3,0.4,0.7,0.8,1.0,1.2,1.6,2.0} (6.35
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Sekil 6.6 eX11*2) jslevi ve elde edilen YBMG yaklastirans(x1,x2)).

kullanilarak yontem uygulanmis ve YBMG yontemind@idenez terim ve birli terimler

toplanarak analitik olarak birinci mertebeden YBMG yakiegi (s;) elde edilmistir.

s1(X1,%2) = 1.003% 107 3x{ 4 2.126% 1038 + 2.248+ 10725 + 1.023+ 10~ 1%}
+4.150+ 107 1x13 + 1.243¢ + 2.486¢; + 1.356% 10 °x3 + 1.873% 10 >3
+4.815% 10 x) +2.783+x 1035 + 1.733+ 1023 + 8.622x 10 %3
+3.451% 10 1x3 + 1.035¢4 4 2.070x, — 5903+ 101 (6.36

Sekil 6.6 elde edilen bu iglev ile asil islevin ¢cizimi@rgostermektedir.

Ayrica olusturulan bu yaklastiran igin toplamsallik éhderinin incelenmesi yontemin
etkinliginin arastiriimasi acisindan dnemlidir. @gmezlik dlgeni ve ari toplamsallik

Olceni dgerleri asgidaki gibidir.
0o = 0.69058591385661037991 01 = 0.97512368649075596302  6.37)

Bu Olcenlerde de anlasiimaktadir ki, birinci mertebeden Y®Maklastirani yine

oldukca etkin bir sekilde sonug¢ alinabilmesingEamistir.

Bununla birlikte bu ttr problemlerde djan sartlar altinda aranilan islevin analitik
yapisinin bilinmeyedg gdzoninde bulundurulursa ¢izim isleminin veriler mden
yapiimasinin ¢ok daha dou olac@ kesindir. Bu amacla Sekil 6.7 ile gizim veriler

Uzerinden yapilmistir.

Bir diger sekilde karsilastirma yapabilmek amaciyla, eleaalié***2) islev ve elde
edilen YBMG yaklastiraning(x; + X2)) arasindaki bgl hata Sekil 6.8 ile verilmek-

tedir. Tum bu elde edilen sonuglar gostermektedir ki, ayak boltuntulendirimi igin

100



35

T T
Gercek Degerler
YBMG Yaklastirani Degerleri

30
25
20

15 |-

Values

10 - /"\/ b

|

_

0

-5

1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Data

Sekil 6.7 eX11*2) islevinin ve elde edilen YBMG yaklastiraninirs;(xy,x2)) veri
kiimesinin d@um noktalarindaki digerleri.

Sekil 6.8 e*11*2) jslevi ve elde edilen YBMG yaklastirars) arasindaki bail hata.

sendelenimsizlik yaklastirimi kullaniimasi ve YBMG yomi@in dojasinda bulunan
agirlik islevinin eniyilenmesi ile elde edilen YBMG yaklmg@ninin asil isleve daha iyi

yakinsamasini ggamaktadir.

Sayisal uygulamalarda elde edilen bagarili sonuclanrsya yontemin hesaplama kar-
masiklginin arastiriimasi da yontemin etkilin incelenmesi bakimindan énemlidir.
YBMG acihminin sg tarafinda bulunan ve bu calisma boyunca kullanilagisheez
terim ve birli terimlerin hesaplanmasi sirasinda ortajarmislem sayisi bu yeni yon-
temin hesaplama karmasiini olusturmaktadir. Yontemin algoritmasini olustian
verilen problemin her bir kamsiz dgiskeninin alabildji degisik dejerlerin toplam
sayIsIN dajiskenli durum icin sirasiyla,,...,ny olarak kabul edilmisti. Kartezyen

carpim kimesi Uzerinde calisgidusuntlirse verilen veri kiimesinin toplam eleman
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sayising x ... x ny = n seklindedir. Yontemin hesaplama karmagkh ortaya cikara-
bilmek i¢in dncelikle dgismez terimin hesaplama karmagikha bakiimalidir. §.14)
bagintisi gbz 6nline alinginda toplamny x ... x ny = n sayida islem yapilmaktadir.

Yani fo teriminin bulunmasi problemde verilen veri sayisi il@dgsal olarak iliskilidir.

Birli terimlerle ilgili (6.17) ile verilen bainti gbz 6éntine alinacak olurkabirli terimin

algoritmaya yukledji islem sayising x ... X Ng_1 X N1 X ... x NN'dir. Bu ifade ise
genel oIaral%ﬂk, (2 < k < N) anlatimi ile verilebilir. N sayida birli terimin olmasi, birli
terimlerin algoritmanin hesap karmasgtha etkisininﬂ1 +...+ % olarak ortaya cikarir.
Hesaplama karmasiig en kotl durum igin incelenirsg << n,...,ny << nanlatimlari
dikkate alinaralN x n sayida islem oldgu gorulir. Dgismez terim ile birli terimlerin

yontemin hesaplama karmagtiha toplam katkis{N + 1)n seklinde olacaktir.

Veri modelleme problemlerinde, verilen doansiz dgisken sayisi, yani parametre
sayisl, verilen veri kimesindeki nokta sayisindan ¢ok cakadkulcik oladggndan
(N«n) yontemin hesaplama karmagikliverilen veri kiimesindeki nokta sayisi ile

dogrusal olarak iligkilidir. Yani ydntemin hesaplama kagridigi O(n)’dir.
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7. SONUGCLAR

Cok dajiskenli islevlerin yer aldji problemlerin modellenmesinde veya ¢déziminde
standart yontemler uygulanirken problemin boyutunun cokayllara tirmanmasi
bircok soruna neden olabilmektedir.  Sorunlari asabiimepir yolu problemin
dojasinda bulunan cok geskenli yapilarin yerine daha rahat calisilabilecek az
degigkenli islevleri problemin ¢dziminde kullanmaktir. Bumagla bol-ve—ydnet
algoritmasi kullanilarak ¢ok dgskenli bir islev ile @Wrasmak yerine ¢ok sayida az
degisken iceren iglevlerle ilgilenmek daha akilci bir yolalilir. Bol-ve—ytnet
algoritmasi olan Yiksek Boyutlu Model Gésterilimi (YBMG) yi&mi bu amag icin

bir arac olarak kullanilabilir.

YBMG yontemi hakkinda bilimsel yazinda bulunan kaynaklar wexilen sayisal
uygulamalar gostermektedir ki, yontemin etkgifii birinci dereceden etkileyenge
yontemin yapisinda bulunarg@lik iglevidir. Yontemin etkinlgini arttirmanin en
onemli yollarindan biri bu @rlik islevinin eniyilenmesidir. Bu calisma slresince
gelistirilen ve bu tez calismasi icerisinde 6zgun olayak alan iki farkli yontem

belirtilen bu eniyileme isleminin yerine getiriimesiragdamaktadir.

YBMG yonteminde girlik islevinin eniyilenmesi amacina ulasabilmek igse bu
yontemin etkinlgini 6lcmek amacl tez danismani tarafindan daha 6ncetiginis
degismezlik dlceni tanimi kullaniimistir ve bu dlgen Uzeten @irlik eniyilemeleri
gerceklestiriimesi gganmistir.  Eniyileme denklemlerinin elde edilebilmesin
agirhk islevine da@rusal birlestirimlerle esneklikler getirilmis ve dausal birlestirim
katsayilari dgismezlik dlcenini eniyileyecek bicimde secilerek YBMGKietiginin
yani en az sayida terimle en nitelikli yaklastirimin elddebilmesi sglanmistir.

Elde edilen eniyileme denklemlerinin dausal olmayan bir yapi icermesi denklemlerin
¢6zima sirasinda oldukcga zorluk yaratmistir. Ancak, blukéar gerek tez calismasi

sirasinda gelistirilen, gerekse de bilimsel yazinda laaroyontemler kullanilarak

astimistir.
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Bu yontemlerin ilki sendelenim acilimi (ing: fluctuation exysion) yoéntemidir. Bu
yontem tez danigsmani tarafindan gelistiriimig ve bdehyazinda yerini almistir. Cok
degigkenli bir islevin matris gdsterilimi yerine iglevét ®agimsiz dgiskenlerin matris
gosterilimlerinin islev altindaki gorintlst ile calgineyi sajlayan bir yaklastirim
yontemi olan sendelenimsizlik yaklastirimini iceren limntem calismada kullaniimig
ve eniyileme denklemlerinin ¢bzimunde oldukga carpiciugtarin elde edilmesini

sajlamistir.

Sendelenimsizlik yaklastirirmi temel olarak verilereig@ ait b&imsiz dgiskenlerin
matris gosterilimlerinden yararlanmaktadir. Bu matristdusturulurken matrisin
boyutu ile elde edilen yaklastirirmin kalitesi arasind&rah bir iliski vardir. Matris
boyutu ne kadar arttinllirsa o kadar iyi bir yaklastirindesledili.  Ancak tez
icerisinde yapilan calismalar ve sayisal uygulamalategisstir ki, boyut cok fazla
yukarilara ¢ikmadan hatta 3, 4, 5 gibigdglerde bile yeterince iyi yakinsamalar
elde edilebilmistir. Ustelik sendelenimsizlik yonterimroldukca verimli calismasi ve
yakinsama gucunin yuksek olmasi nedeni ile sendelenimmagderisinde yer alan
daha yiksek basamaktan sendelenim yaklastirimlarinaragio birinci basamaktan

sendelenim yaklastirim terimlerine de gereksinim duyarmstir.

Eniyileme denklemlerinin ¢ozimu sirasinda kullanilan baska yontem saptirim
acilimi (ing: perturbation expansion) yontemidir. Tezig@lasinin ilk zamanlarinda
saptirim acihmi yontemi kullanilirken ortaya ¢ikan bata olumsuzluklardan dolayi
bu yontemle ilerlemekten vazgecilmis ancak ilerleyen aalawrda saptirrm acilimi
yontemi sendelenim matrisi kurami ile birlestirilerektayra basarili olan yeni bir

yontem cikariimistir.

Tez calismasi sirasinda elde edilen eniyileme denklémreryapisinin dgrusal
olmamasi nedeniyle ¢ézimiinde zorluklarla karsilasiine bu zorluklar yukarida
s6zU edilen her iki yontem de ayri ayri kullanilarak istenicézumlere ulasilmistir.
Ulasilan ¢ozumler ve bu ¢oztmlerin etkigilayri ayri bolimlerde sayisal 6érneklerle de

desteklenerek verilmistir.

Tez calismasi isleyis olarak iki ana béliime ayrilnmstiilk bolimde, analitik
yapisi bilinen islevler icin yontem gelistiriimesi ilégilenilmis yani, verilen analitik
isleve YBMG yontemi kullanilarak yaklastirim islevleslusturulmustur. Yaklastirim

islevlerinin olusturulmasi, temel olarak iki 6nemli aoneglitmektedir. Bunlardan
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ilki bilgisayar tabanli uygulamalarda yapisi bilgisayaeiinde temsil edilemeyecek
olan iglevleri toplama, cikarma, carpma, bélme gibi dgterin dedjimiz yapilarla

ifade edebilmek, ikincisi ise verilen problemlerin ¢ozimd@ karmasgik yapil islevleri
kullanmak yerine yapilari daha basit olan bu yaklastighevlerini kullanarak ¢6ziime

daha kolay ulasabilmektir.

Szl gecgen yaklastirim islevlerinin YBMG acilimi siraracilimdan olabildjince
az terim alinarak bulunmasi hesaplama karmdgrkl arttirmamak adina oldukca
onemli bir olgudur. Ancak bu yapilirken yaklastirrm idlerinin asil islevi iyi
bir sekilde temsil edebilmesinden de ddin verilmedendm gerceklestirilebilmesi
onemlidir. Bu yuzden ¢alismada bu amaci gerceklestimedklicin YBMG yonteminin
yapisinda bulunangarlik islevi dagjismezlik dlceni tGzerinden eniyilenmis ve bdylece
yontemin etkinlgi arttirilmistir. ilgili bolimlerde verilen sayisal uygulamalarda da
go6zlemlenmektedir ki, yontem her ne kadagesi gergi toplamsallik 6zelji baskin
islevlerin modellenmesinde daha etkin calissa da, bwsmalda gelistirilen @rhk
eniyilemesi yontemleri sayesinde carpimsallik 6gelbaskin olan islevler icin bile

oldukga iyi sonuclar verebilmektedir.

Calismanin ikinci bélimunde ise, sonlu sayida noktadgedeerilen ¢ok dgiskenli bir
islevin analitik yapisinin soruldw interpolasyon problemlerinde YBMG ydnteminin
bilimsel yazinda varolan yapisindagidik islevinin eniyilenmesi yoluyla daha etkin

sekilde yaklastirim olusturmasiganmistir.

Cok dayiskenli veri kiimesinin YBMG bilesenleri kullanilarak ldattlendiriimesi ve
degismez terim ile birli terimlerin kullanildy birinci mertebeden YBMG yaklastiranlari
aracilgiyla aranilan analitik yapiya ulasiimasi hedeflenmistyBMG yontemi ile
veri boluntilendirilmesi icin bilimsel yazinda varolamgatitmadaki dnemli ge ajirlik
islevinin Dirac delta islevlerinin dgrusal birlesimi seklinde se¢ilmesidir. Bu ¢calismanin
cok dagiskenli veri kiimelerinin boélintilendiriimesine olan énemli katkisi girlik
islevinin sendelenimsiz integrasyon yontemi yardimeytayilenmesidir. Tez igcerisinde
verilen sayisal uygulamalarda elde edilen sonuglar ve hugarin Dirac delta tabanh
agirlik islevli ydntemden cikan sonuglar ile karsilagnasiyla da goértlmustir ki, bu
calismada 6zgun olarak gelistirilen YBMG ve sendelenmmsiegrasyon tabanli yeni

yontem ¢ok daha etkindir.
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Bu tez calismasinda 6zgin olarak gelistirilen ve yukaddabelirtiien calismalari

maddeler seklinde O6zetlersek:

e Cok dajiskenli islevlerin Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi (YB®8) yontemi ile
daha az dgskenli islevlerin cinsinden yeniden gdsterilimlarirelde edilmesine
yonelik bilimsel yazindaki uygulamalar incelenmis ve paklastirnm felsefesine
sahip bu ydntemin etkirinin yapisinda bulunangarlik islevinin eniyilenmesi ile
arttirilabilecgi géralmustdr. Yani, @irlik islevini ugrasilan problemin yapisina goére
yapisi 6nceden bilinen bir islev olarak segmek yerine egunyislev yapisini gesitli
hesaplamalar yaparak elde etmek amaclanmistir. Blabwla, bilimsel yazina daha
onceden girmis olan toplamsallik 6lcenlerindedigenezlik 6lceni tizerindengarlik

eniyilemesine yonelik denklemler elde edilmistir.

e Elde edilen eniyileme denklemlerinin ¢oéztimine yonelik fiikli yontem gelis-
tirilmistir.  Bunlardan birincisi; tez danigmani tarafen daha once geligtirilen
sendelenimsizlik teoremini de iceren sendelenim aciliimtgmidir. Bu yontem
dogrusal olmayan yapida olan eniyileme denklemlerinin cdintide sendelenim
matrisleri sayesinde oldukca kolaylikamis ve YBMG yonteminde etkin bir

yaklastirim bulunabilmesine katkida bulunmusgtur.

e Eniyileme denklemlerinin ¢6zimunde kullanilan ikinci yém ise saptirim acilim-
lari yontemidir. Gergekte saptirim parametresi eniyiledenklemlerinin igine
olusturulan sendelenim matrisi ile carpilarak sokulmagu parametre Gzerinden
saptirim acihmi uygulanarak secile@idik islevi icerisindeki bilinmeyen katsayilar

belirlenmis ve bu sayede eniyilenmigigik islevi bulunabilmigtir.

e Tez icerisinde analitik yapisi bilinen islevlerin yamesibir 1zgara Uzerinde her
noktada dgeri bilinen fakat islevin analitik yapisinin bilinmdji durumla da
ilgilenilmistir. Bilimsel yazinda zaten var olan bu verilgéttlendirme yontemi icin
de sendelenimsiz integrasyon tabaglirbk eniyilemesi yapiimistir. Bu sayede daha

etkin bir YBMG tabanli veri bolunttlendirme yontemi geligmistir.
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EKA

A izgesel (ing: spectral) yapisi,géir bir deyisle, 6zdger ve 6zyoneyleri bilinmekte
olan bakisik (ing: symmetric) bir dizeyi (ing: matrixy ise yine bakisik olmakla
birlikte izgesel 6zellik saptama yoninden sorun yaragmbiama @eleri bilinen
bir dizeyi simgelemek Uzerd + S yapisindaki bir dizeyin izgesel buyukliklerinin
belirlenmesinde saptirim acilimindan yararlanmak olhdak Bu amacla, varolma
diginda izgesel sorunuA( dizeyinin izgesel buyukliklerinin biliniyor olmasindan
dolay1) kolayca ¢ozulebilir duruma gotirmesi nedeniydedizeyine saptirim olarak
bakmak akilci bir yaklasimdirS dizeyinin varlginin izgesel biyuklikleri, der bir
deyisle, 6zdger ve 6zybneyleri (ing: eigenvectof) dizeyi icin olan dgerlerinden
saptiracgl bir gercektir. Aslinda bu yizden, bu dizey icin saptindgeggini de
cagristiranS simgesi kullaniimaktadirSnin izgesel buytklik dgerlerinde yarataca
sapmalarin nicejini belirleyen temel ge bakisik bir dizey ola® dizeyinin ayrintida
ne old@undan ¢ok onun boyunun (ing: norm) blyUliddr. Bu boyu bir d@istirge
(ing: parameter) olarak kullanmak ve onungden d@erlerine karsilik izgesel
buyukliklerdeki sapmalarin nasil @igtigini incelemek saptirrm kuraminin temel
amacidir. Dolayisiylah + Syerine,S bundan sonra boyu bir olan bir dizey olmak tizere
ve ¢ eksi olmayan dgerler alabilen bir dgistirge olmak tGzereA + €S ile ilgilenmek
daha yerinde bir eylemdir.

Burada s6zu edilen boy kavrami belli bir kimeden ekgjeitealmayan gercel sayilar
kiimesine dgisim gerceklestiren bir blyuk§jie karsilik gelmektedir. Bu buyUkluk,
Ozel nitelgi nedeniyle islevimsi (ing: functional) olarak adlantrrve aslinda 6zel bir
islev turidur. Bu yazidaki incelemelerimizde, kartezyeaylarla birebir iliskilendirim
salayabilmek icin, gercel yoneylerde boy taningeberin dordillerinin (ing: square)
toplaminin dérdul kéka (ing: square root) olarak yapilnaakt. Dizeylerde ise bu tir
boy tanimi yerine dizeyin dewdi (ing: transpose) ile 6zunun (kendisinin) carpimindan
olusan dizeyin en blyuk 6zderinin dordulkoki boy olarak kullaniimaktadir. Béylece,
izgesel boy diye de adlandirilabilecek islevimsi ile mirdizeyin boyunun 1 olmasi
sajlanmaktadir.

Bircok uygulamada izgesel boy yerine dordil boy da kullanktadir.  Neyin
kullanilaca nicin kullanilacgina b&@imlidir. Ancak, ne kullanilirsa kullanilsin ayni
anda birden ¢ok tanim kullaniimamalidir.

Ote yandan, izgesel boy taniminin kullanimi her boy belinénde baska bir 6zdger
sorununun ¢Ozumunu gerektirebilecektir. Bu da ¢Ozumlenmeie ederini belki de
gereksiz yere yukseltecektir. Oysaki, Frobenius ya da obdy belirlendirimi
(ing: evaluation) kolay olan bir tanimdir. Kullaniminin exdytkselmesine katkisi
az olarak dustnilebilecek duzeydedir. Dolayisiyla, dobalirlendirimlerde dérdil
boyu kullanmak daha akilcidir. Ancak, yakinsama bdlgegiesnalarinda somut
degerler iceren esitlikler yerine esitsizliklere gereksi duyulacgindan ve orada
birim dizeyin boyunun 1 olmasinin turli kolayliklar getiesinden dolayi, yakinsama
cbzimlemelerinde izgesel boy kullanimi daha uygun birasikh olarak disunulebilir.
Bu anlatilanlar 1g9inda, ¢ dejistirgesi belirlendiriminde dérdidl boy, yakinsama
cbzimlemesinde izgesel boy kullangoaizi belirtmek yerinde olacaktir.
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Bu yapl, S dordil boyu 1 ve bakisik amgidan bajimsiz olan bir dizey oldukga, tim
izgesel buyukliklerire degistirgesine olan @@amliliklarining’un dogal sayi dslulerinin
bir dogrusal birlesimi olarak anlatilabilegmi akla getirir ve bu anlatima “Saptirim
Acihmi” adi verilebilir. Bdyle bir acilimin,e’un salt eksi olmayan gercel derleri
icin degil €’'un karmasiksay! duzleminde secilmis bdlgeler Uzerimizlenmesinde
yarar bulunmaktadir. Bunun nedeni, gindemdeldrdeal birlesimin bir tsli serisi
diger bir deyisle Maclaurin serisi olmasi ve bununsa cok dgdvel nitelikli Taylor
serilerinin 6zel bir durumu olmasi, ve de, Taylor serilarigakinsama 6zelliklerinin
incelenmesinde liamsiz d@giskenin karmasiksay! dizleminde calismanin yeringle v
aslinda aranmasi gereken bir eylem olmasidir. Dolayisila €S dizeyindeA ve
S dizeylerini bakisik veSnin boyunu 1 almanin yanisira dejistirgesini daha da
esneklestirerek bir karmasiksaygeeli dgjistirge olarak almak daha yerindedir.

BuradaS'de varoldu 6ngorulere degistirgesinden b@amsizlik kisitlamasi kaldirila-
bilir ve sorun daha genis kapsamli duruma getirilebilincAk boyle yapilsa d&'nin
€’a olan bayimhhginine’un eksi olmayan tamsayi Usluleri serisi olarak anlatleda]i
de varsayilmalidir. Bu varsayim, saptirim acilimina Kaeghangi bir engel olusmasina
olanak vermez. Bdylece, izgesini inceleygiteiz dizeyA + € (So+ £€S1 + - - - ) yapisina
birtndr. Ashinda bu dizeg’a bagimli tek bir dizeyine’un Usluleri tiriinden acilimi
olarak da distinulebilir. Bu durumda, artik, odaklageaz sorunu agadaki anlatimla
verilen bir izgesel sorun olarak nitelendirebiliriz.

A(g)u(e)=A(g)u(e) 1.1

Buradas bagimliliklar agik olarak vurgulanam(g) ve A (g), € bagimh A (g) dizeyinin
sirasiyla 6zybney ve 6zderini simgelenmektedir. Yukaridaki anlatimgb@minda
A(0) (A ile simgelenen) saptinmsiz dizey@ (¢) —A(0)) /€ ise (S ile simgelenen)
saptirim dizeyine karsilik gelmektediﬂncelemelerimizdeﬁ\(s) dizeyinin g'un eksi
olmayan tamsayi Uslileri tirinden bir serisel acilimlaaalabildigini varsaymak
durumundayiz. Dolayisiyla, altsirasayiisimgeleriyle gosterilen blyukliklea’dan
bagimsiz dizeyler olmak Uzere,

00

A(g) = i;)s‘Ai (1.2
ve buradan dal(1) yerine

<i§>8iA‘> u(e)=A()u(e) w3
yazabiliriz.

(1.2) varsayimiyla verilen yapilandirinl @)’'deki bilinmeyen izgesel buyuklikler icin
asdjidaki yapilandirimlarin varsayimini akla getirir.

u(e) = ieiui (1.4)

[ee]

Ae) = _;ei)\i (1.5
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Son iki egitlikteu; ve A’lerle simgelenen, sirasiyla yoney ve sayil (ing: scalaiiyuk-
lUklerin e’dan bayimsiz olduklari varsayilmaktadir. Bunlarth g)’'te kullanimi

yazilmasina olanak g&r. Bu esitlgin her iki yaninda bulunan ikili seri carpimlar
Cauchy Carpimi'ndan yararlanarak tsluleri tirinden salt birer seri durumuna
getirilebilir. Boylece,

$e(3mm)3o(300) o

esitligine ulasilabilir. Buraday; ile A; buyudkltklerining’dan bagimsiz olmalari, tek bir
denklem olan bu esitlikten agalaki sonsuz sayid&rgin her bir degyeri ayri bir denklem
vermektedir) esitljin yazilmasina olanak §kar.

i i
Z)A,—uif,— = %)\jui,j, i=0,1,2,... (1.8
= =

Bunlarin, en yuksek altsirasayili bilinmeyen yoney olamin yalnizca sol yanda
icerilecayi bicimde yeniden diizenlenmeg\ ile ayni tirde olan birim dizeyl ’le
simgelemek Uzere,
i
(Ao—/\0|)ui:—z(Aj—)\jl)ui,j, =012 ... (1.9
=1

denklemlerini verir. Bu denklemlerde @daki sonlu toplamin, st siniri alt sinirindan
kiicik oldundan dolayi, sifirlangi varsayilmaktadir. Bu varsayim beklenmedik
anlamsizliklar olusmamasi igin yapilmaktadir.

(1.9'dai =0 alinirsa
(Ao—)\o|)Uo:0 (1.1@

elde edilir. Bu,A (0)'In, ya da dger bir deyisle, saptirimsiz dizeyin 6zpe sorunudur.
EQer, bakisik oldgu varsayilan bu dizeyin 6zderlerinin ayrik oldg@u, kath 6zdgeri
olmadgi, m. dzdgjer ve birimboylu 6zydneyinin sirasiyla, ve an, ile simgelendii
varsayilirsal.10’un ¢6zimi,cy bu an icin belirsiz bir dgistirge olmak lzere,

Ao = Om, Uo = Co@m, m=123,....,n (1.1)

olarak yazilabilir. Bu beklenen ve aslinda bilingli olarateinen bir durumdurl(10’un
sa) yansiz olusu X.9)'daki sonlu toplamin 0 Ustsinir ve 1 altsinirggei icin sifir
varsayimindan kaynaklanmaktadir. Bu varsayim olmasaydikusuz, bu yapi elde
edilemeyecekti.

(2.1Y'in ilk esitli ginin kullanimiyla (L.9) yeniden yazilirsa, se¢ilmig bin degeri igin

i
J:
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yazilabilir. Buup'nin ug, ..., Ui_1 Ve Ay, ..., Aj tiriinden belirlenmesi igin ¢ozulmesi
gerekli olan bir ybéneysel denklemdir ve katsayi dizeyiajste Ortilen sifir uzayi bos
olmadgindan denklemin gayani bu katsayi dizeyinin sol sifir uzayina dik olmalidir.
Katsay! dizeyi bakisik oldyundan sol ve gasifir uzaylari aynidir ve dolayisiykg,ce
ortularler. Bu nedenle, bu ortak sifir uzayina diklik demetudrten tek yoney olan
an'ye diklik demektir. Buise {.12'nin saj yaninina, yoneyine dik olmasini gerektirir.
Bu gereksinim agadaki sonsuz sayida sayil denklemin yazilmasina yol agar.

|

Za;(A,-—/\,w)ui_,-:o, i=0,12,.. (1.13
=1

Burada en ylksek altsirasaydl dejeri olan A; saptirnm katsayisini ger terimler
tiriinden ¢ézmek olanakliduy = coan, ve alam = 1 olduju kullanilarak bu yapilirsa

172 .
)\i:aLAiaeraZa%(Aj—)\jl)ui,j, 1=0,12,... (1.19
=1

sonucuna ulasilir. Bu esiflin say yaninda bulunan tim bilinmeyenlerin altsirasayilari
i’den kiguktur. Bu nedenle, bu esitlik bilinmeyenler arasirsayil bir 6zyineleme
tanimlamaktadir. Bilinmeyen yoneysel saptirim katsaydeaisinda da bir 6zyineleme
esitligi elde edilmelidir. Bu amagla,1(12 denklemlerindenu; ydneyinin dger
bilinmeyenler tiriinden anlatimini veren bir esitlik direelidir. Bunun icin énce
(1.13'ten asd@idaki denklemleri Gretmek

|

Zaqu](A,-—A,-l)ui,j =0, i=0,1,2,.. (1.15
j=1

sonra da bunun sol yaninid.(2’nin saj yanindan c¢ikariminin (12) denklemini de-
gistirmeyec6gini diisinmek yeterlidir. Bu durumdal.(? yerine asgidaki denkleme
ulagilabilir.

(Ao — Ol ) Ui = — [ | — amayy ] i (Aj—AjD)ui_j, i=0,12,.. (1.16
=1

Daha ilerlemek icimAg dizeyinin izgesel ayristirrmindan (ing: spectral decosifion)
yararlanilabilir. Eer, bakisik olan bir dizeyin izgesel ayristirnmi icincgdi olan
anlatiminAg’a uygulanmasindan elde edilebilecek olan

n

Ao = _Zlaiaaa? (1.17)

1=
ayristirrminin gecerli oldju animsanirsa

n

(Ao—aml) = 5 (ai~ Om) a3 (1.18

yazilabilir. Bu durumda,

n

Em =
& 0 —0m
i#=m

aja (1.19
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anlatimiyla tanimlanan ve ashn@@&, — oyl ) dizeyinin kendi dger uzay! (ing: range)
Uzerindeki eviji de olanE, dizeyinin asgidaki 6zdeslikleri sgladgini kanitlamak hig
de zor dgildir.

Em(Ao—aml) = | —aman, (1.20

Em= (I —amay) Em= Em (I — amay,) (1.29)
Bu bajintinin tretiminde = ST, a’ g ayristiimindan yararlaniimistir.

Burada bir dizey icin kullanilan dger uzayl ya da dger boélgesi kavrami dizey
altinda goruntuleri dgrusal b@msiz olan belli sayida yoneyin gausal birlesimi

olarak anlatilabilen yoneyler uzayi olarak tanimlanmakgauzay icineO yoneyi de

alinmaktadir. 0 yoneyinin iclerinde bulunmasi bu yéneyler kiimesingdgsal yoney

uzayi yapan 6nemli bir olgudur ve bu uzayda ancak ve a@gékeyinin dizey altindaki
gOriuntisio yoneyini verebilmektedir.

Bunlardan yararlanarakl(16’nin her iki yaninin soldarky, ile carpilmis halinin
asdjidaki bicimde yeniden yazilabilegekolayca gosterilebilir.

[I —amal] {ui+ '2 Em (A —A,-|)ui,-} =0, i=012.. (1.22
=1

Bu denklemlerin ¢6zimé bu an igin belirsiz bir sayil olmak tizere @gdaki esitliklerle
i
Ui = ZEm()\jI—Aj)ui_j-l—ciam, i=0,1,2,.. (1.23
=1

verilebilir. Boylelikle, u; terimini daha kiictk altsirasayih bilinmeyen yoneylefitinen
veren yoneyler arasi 6zyineleme elde edilmis olur. Buradpayanda,j =i durumuna
karsilik gelen terim ayrilir veyy'nin Eq, altinda0 goruntisind verdi animsanirsa,
daha sonra da, elde edilen esitlikleElgerineE [ | — ama,| yerlestirilirsei =0,1,2, ..
olmak Uzere agadaki iligkiler elde edilir.
i—1
Ui = —Em [l — amay ] AiamCo + > Emll —aman| (Ajl —Aj)ui_j+cam  (1.29
=1

Bu sonsuz denklem takimi aranan 6zyinelemedir14) ile birlikte kullanilarak tim
katsayilar ilke olarak belirlenebilir. Ancak, bu and&atsayilar belirsiz durumdadir ve
belirlenmeleri icin kosul verilmesi gerekmektedir. Buskibu (&) ydneyinin boyunun
1 olmasi gereksinimi olarak verilebilir ve bunun tiendejerlerinde sglanabilmesi
icin u (&) yoneyinin €’'un eksi olmayan uUsliler serisinin katsayilari Uzerineswtar
getirilmesi gerekir. Bu dylesine zor bir eylem olmasa da yitee getirecgi islem
coklugundan kacinmak icin baska bir yol izlenebilir. Bu yolda,= & seciminin
genellikten bir yitime neden olmayagai, Ustelik énemli kolayliklar getiregini,
gostermek amag edinilebilir. Bu amaca yoénelik olarak24)'un her iki yani €' ile
carpilipi’nin 0'dan sonsuza dek olan tim tamsaygédderi icin toplami alinirsa

g'lj = —Em [l —amal] <iiEiAi> amCo + (iisici> am

©0 i—1
+5 &S En[l—amal ] (Al —A)ui_; 1.2
i;f jzl [ —amam ] (A] i) Uij (1.29

M s
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esitligine ulasilir. Buradaki iki toplamli kesimde= 0 vei = 1 degjerleri icin toplamin
degerine gercekte bir katki gelmeigini gérmek hic de zor dgldir. Eger bu ikili
toplamda,i Gzerindeki toplam bu nedenle 2'den baglatildiktan sorve j yerine her
yerde sirasiyla+ 2 ve j + 1 konulursa

> £'ui = —Em[ | — amap,] <iieiAi> amCo + <iie‘ci> am

o | )
+i%jzbs'+25m [1 —amag] (Ajsal —Aji1) Uisa | (1.26

8

yazilabilir. Burada yine ikili toplamdave j Uzerindeki toplamlarin sirasi i¢ggen 6zdegs-
liginden yararlanarak deéstirilir ve olusan yapidayerine her yerdé+ j konulur daha
sonra da ve j sirasiyla(i — 1) ve (j — 1) ile her yerde d@istirilirse

> £'ui = —Em|[| — aman] <§8‘Ai> amCo + (iieici> am
+Em [l — amap | (élei [Aj1 —Aj}> (23%) (1.27

sonucuna ulagilabilir. Bu esgitlild (g), A (g), u(e) ve § g'c ile tanimlananc(¢)

8

saptirnm acihimlari aracgiyla ¢cok daha kapall olarallf yeniden @gtaki bicimde
yazilabilir.

u(e) = —Em|[l —amah] A (&) amCo+ (&) am
+Em [l —amam| {(A (8) = A(0))I — (A(g) —A(0))} {u(e) —u(0)} (1.28

Bunun sg yaninda, A(0), u(0), ve de A(0)'In acik de&erlerinden ve bunlarin
arasindaki turli 6zelliklerden yararlanarak, indirgeenslapilirsa agadaki cok daha
yalin anlatima ulagilabilir.

U(€) = Em|[1 —amam] {(A (g) = A(0))I — (A(g) ~A(0))} u(€) +c(€) am (1.29

Buradan

u(e) = (&) [1 —Em[1 —amah] {(A () =2 (0) I = (A(e) —A(O)}] "am (130
yazmak da olanaklidir. Bu Ganti, (A () — A (0)) teriminin c(&)'a bagimli olmamasi
durumundau (¢)’'un c(¢) ile orantili olac@l, dolayisiyla, oranti ¢carpani olarje)’un
u(t) yoneyinin boyunu 1 kilmakta kullanilabilegeanlamina gelmektedir. Ancak
bunun gecerli olabilmesi igin, yukarida belirtifdigibi, (A (€) — A (0)) sayilic(g)'dan
bagimsiz olmalidir.

Son b@nti gibi bagka bir baunti elde edebilmek i¢in1(13 denklemleri,j = 0'da
toplanan terim sifirlandindan denklemleri bozmaksizif,tzerinde 1 yerine 0'dan
baslatarak da yazilabilir ve elde edilen denklgrile carpilipi izerinden 0°'dan sonsuza
dek toplanirsa bir Cauchy carpimindan elde edilebilecek dtakatli bir toplamla
karsilasilir. Bu ise agadaki denklemin yazilmasina olanakga.

am[A(e)—A(e)lu(e)=0 = agA(e)u(e)=A(g)apu(e) =A(g)c(e)
(1.3
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Burada en sgdaki terim yazilirkenu;’lerin, (1.24’le verilen acik anlatimlarindan
kolayca cikarilabilecek olanay'nin orttigu uzaydaki izdistumlerinirt; dejistirge
degerleri oldwu gercginden yararlaniimistir.

(2.3) ile (1.30 arasindai (&)'un yokedilmesi, yalnizca (&)’y1 iceren asgidaki denk-
lemin yazilmasina izin verir.
A(e) =ahA(e) [I —Em|[I —amah] {(A (€) = A(0))1 — (A(€) ~A(0)}] "am w3

A (€)'nin bu denklemi sglama gereklilgi bizi cok 6nemli bir sonuca gétirur. Hemen
ayirdina varilabilea@ gibi bu denklemdee(g) ve dolayisiylac belirsiz dgistirgeleri
gorinmemektedir. Bu durund (¢)'nin c'lerden baimsiz olmasi gereldi anlamina
gelir.  Bu bamsizhk, (.30'dan u(g)'un c sayillarina, dolayisiylac(g)’a olan
bagimlihginin tek bir carpanla yansitilabilggieanlamina da geliru (¢) ifadesindeki
carpan, yukarida vurgularii gibi, sayil birimboyululastirmada kolaylikla kulldai
bilir. Dolayisiyla, cp digindaki timc sayillarini 0,co’t ise 1 dejerli olarak alarak
islemler yalinlastirilirsa yalnizca birimboylulagtiadan 6dun verilmis olur. Bu ddun,
saptirim acilimi olusturulduktan sonra gercgeklegtidlk birimboylulastirmayla geri
kazanilabilir. Burada da dyle yapilacak ge= &g 6ngorimi kullanilacaktir.

(2.30 ve (1.32 denklemleri, bastaki 6zder sorununa saptirim acilimi uygulaypve
A saptinim katsayilari arasinda ézyinelemeler olusturstaka da onlarg' ile carpip

i Uzerinde sonsuz toplamlar olusturmak yoluyla elde edidperine bastaki 6zdger
sorununu saptirimsizlik dizegig'in a, ile simgelenen 6zyodneyinin oriii bir boyutlu
uzay ile onun sonsuz boyutlu tiimleyicisi Uzerinde iki demkl olusturarak da elde
edilebilirdi. Bu durumu iyice aciklayabilmek iciri(2) ile verilen 6zdger sorunumuzu
yeniden asgudaki yapida yazalim.

[Ao— Aol + (A (g) —Ao) — (A (€) —Ao) I ]u(e) =0 (1.33

Bunun her iki yanini daha 6nceden tanimiachiz E, dizeyi ile soldan ¢arpifey’nin
sajladgl daha 6nceden bildirilen 6zelliklerinden yararlandirs

[1—amaq] {1 + Em(A () — Ag) —Em(A (£) — Ao) 1 }u(g) =0 (1.34

denklemine varilabilir.ay'nin 6rttigu bir boyutlu uzayin timleyicisi Uzerinde gecerli
olan bu denklemin tim uzaydaki kargilic(¢) bu an i¢in belirsiz ve genellik agisindan
€'a bagimli varsayilan bir sayil olmak lzere,

[1 +Em(A () — Ao) — Em(A (€) — Ao) 1 1u(€) = c (&) am (1.39

yapisindadir vel (€)'in diger buyuklikler tirinden anlatilagiebicimde yazilmasi du-
rumunda {.30 esitligiyle aynidir. Boylelikle, £.30’un saptirim acgilimi kullaniimadan
uretilmesi basarilmis olur.

(2.32'nin saptinmsiz Uretimi daha da kolaydir. Bastaki delesorununu betimleyen
denklemin her iki yanal ile carpilirsa aggidaki denklem elde edilir.

al Au(g) = A (g)alu(e) (1.36

(1.35 denkleminin her iki yani soldaay, ile carpilirsa veal Em = 0 olduju animsanirsa
alu(g) = c(g)a’ay ve dolayisiyla, 1.36) yerine,

apA (e)u(e) = A (g)c(e) (1.37)
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yazilabilir. Buise £.31) ile birebir értiismekte olupl(32'nin énceden oldgu gibi elde
edilmesine olanak ggar.

Artik, yakinsamaya odaklanabiliriz. Bu amacla,32’den, dnce,

[1—Em[1 - ] A(e) =A(0)1 ~(A(e) ~A(O)}] "
Z; )'[1 = Em[1 —amal] (AQ) - A(e))] (138
geometrik seri acilmina ve buradan da boy islevimsisigid egitsizlikler yardimiyla

|1~ Em[1 —amal ] {(2 (&) = A(0))1 — (A () ~ A(O)}]

< iiu (&) -2 |1 ~Em[1 ~awal] (A©) ~A(e)] [ (1.39

N

esitsizlgine ulagilabilir. Bunun etkingjini ylkseltmek icin s§ yandaki dizey evirtimi
icin
[l —Em [l —aman] (A(0)—A(e))] "= _Z){Em [1 —amag] (A(0)—A(e)}
i=
(1.40

geometrik seri acilimi yazilabilir. Buradan, birim dizeyimoyunu 1 olarak veren
izgesel boy kullanimi ve boyla ilgili esitsizliklerden ngalanarak agadaki esitsizige
ulasilabilir.

|[1-En[1 -amal] (A©) -A(e)] | < _inEmni A (&)~ AQ)]f

-1 1
— | —Em[l —amah] (A(0)—A (e <
|[1=Enlt —anar] 40 -4 @] | < T TRE AW
(1.4)
Bunun sg yanini daha da acik bir bicime kavusturmak icin énce
1A (e 0)ff < 21\8\ 1A (142

yazilabilir ve sonra da gayandaki serinin yakinsaklik yaricapinmile simgelenen
arti bir degjer oldwgu varsayilabilir. Bu durumda, Cauchy Kanitsavi’nin sonugtian
yararlanarakMp arti degjerli olan veA (&) dizeyinin yapisindan belirlenebilecek olan,
dolayisiyla, bilinen bir sayili gbstermek tzere,

MA

Al < — o i=12,.. 1.43
ve bunun 1.42'de kullanimiyla

Ma [€]
A (&) —A0)]| < o Male| (1.44
buradan dal.41)’e gecerek
|1 =Em[1 —anal] (A©Q) ~A(e)] || < P~ Ma e (1.49

P — (1+[|Em[)Ma €]
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esitsizlgine ulasilir. Bu Uretilirken kullanilan, belki de gerekdbiyiitmelerden dolayi;
esitsizlgin gerginden ¢ok daha kotimser olgu sdylenebilir. Ancak, ¢yle de olsa,
esitsizlgin Uretimi oldukca kolay oldgundan burada giindeme getiriimesgienmistir.

(2.49'in (1.39°da kullanimi

H [I —Em [l —amah] {(A (8) = A (0))1 — (A(¢) —A(O))}TlH
_ P —Ma €]
" P—(1+[Eml)Malel = (p—Male])|A (g) = A(0)]

esitsizlgine goéturdr.

(1.46

Yakinsama incelemelerimizde daha da ileriye gitmek i¢ii39'den, cok zorlanmadan
cikarilabilecek olan, aggdaki esitlfi yazarak yola koyulabiliriz.

Ae)—A(e) =

ah[A(g) —A(0)] [I —Em [l —aman] {(A (&) —A(0))1 — (A (e) —A(0>)}]_1?r1n47)
Buradan, yine izgesel boy kullanarak,
A (e) —A(0) <

1A ()~ AQ)I||[1 ~ Em|[1 — amah] {(A () = A (O)1 ~ (A (e) ~AO)}] "

(1.48

esitsizlgine ve bu esitsizliktel(44) ve (1.46’y! kullanarak
M (€)= (0)] < Ma ]2 (149

P — (1+[[Eml[)Ma le[ - (p —Ma e[} [A (€) = A(0)]

esitsizlgine ulasilir. Bu esitsizlji daha da kullanigli duruma getirmek icin gg#aki
tanimlamalar yapilabilir.

A (€)= (p—Male]) A (€) = A (0)| (1.50
K1 (€)= p — (1+ ||Em|) Maé] (1.59)
K2(€) = Ma|e] (p —Maé]) (1.52

Bunlarin L.49'da kullanimi

A (8)*—Ki(€)A (€) +Kz(g) >0 (1.53

esitsizlgini verir. Bu, A (g)'ya gore bir ikinci derece ¢okterimli esitsigiidir. Bunun
sgylanmasi icinA (g€)'nin alabilecdi dejerlerin kiimesini belirleyengeler buradaki
cokterimlinin katsayilari ve dolayisiyla kokleridir. Kk asd@idaki anlatimlarla
verilirler.

~ 1 1

A (&)1 = 5k1(8) — 5\ K1 (£)* 4Kz (e) (1.59
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3 (€)= ki () + 5\ Ka ()~ dka ) (159

Burada dordul kdk icindeki terim eksi olmadik¢a bu koklerggddir ve kicuk olan ilk
kok olarak alinmaktadir. Koklerin gercddliile ilgili durumu saptamak igin, bir takim
ara islemlerden sonra elde edilebilecek olangasaki esitlikten yararlanilabilir.

k()" — 4Kz (€) = | p— (3+ |[Enll — 2/T+ [Enl ) Malel |
x| o= (3+Emll+2v/1+ [Eml ) Malel (1.56

€'un imsiz dejerine goére bir ikinci derece c¢okterimlisi olan ve ikiggik birinci
derece c¢okterimlisinin ¢arpimi olarak yazilmis bulunantilytkligin dérdal koku
alinacg@indan yukaridaki kdk anlatimlarinda her kitun imsiz dejerine gore birinci
dereceden bir cokterimlinin dérdul koka olan iki ayri slgérinir. Bu nedenles’un
imsiz dejerine gore yakinsama bolgesi bu islevlerden yakinsanwgesickiicik olanca
belirlenir. Bu ise

] < P
Ma (3 [[Em| +2/T+ [Enl])

yazilmasina olanak g&r. €'un imsiz dgerinin bu kisitlamaya uymasi durumunda
kodklerin gercellgi de glvence altina alinmig olurl.63 bajintisindaki ikinci derece
cokterimlisinin en yuksek Usli teriminin katsayisil oldugundan bu cokterimli
yukaridaki kokler arasinda eksigler alir, koklerde sifirlanir, ve de kokler disinda hep
arti dgjer alir. Dolayisiyla, 1.53 esitsizlgi A (€)'nin ya kicuk kokten kiguk ya da
biyilk kokten buylk dgerleri icin s@lanir. Sifirlanmalar da ggamaya neden olur,
ama biz daha ¢oKL(53'Un sol yaninin arti oldgu dejerlerle ilgilenmeyi ygleyeceiz.
Asil amacimizin yakinsaklik saptamasi olmasgie) igin bir st sinir bulunmasini
gerektirmektedir. Bu Ust sinir yukarida verilen kdklerdéigik olani olmalidir. Ojer
bir deyisle esitsizljin kdklerden kiicik olanindan kicik kalma olgusu kullaadiahr.
Boylece, Ust sinirig’un imsiz dejerlerine gore aciliminin her bir terimi(g)’'un ayni
tur serisel acihminin karsilik gelen terimine imsiZydede baskin olacaktir. Bu imsiz
degerde baskin seriye ingilizce majorant seri de denir. Kidlda biuytik olandan biylk
olma durumu ancak imsiz derce alttan sinirlayan bir serisel agilima olanak verinwe
seriye ingilizce minorant seri denir. Boylece,

3(2) <3 (0~ 1+ [Em)Malel) - 3, /p — (3+ [Eml - 23/T+ TEal) Ma e
/0~ (3+ 1€l + 23/ T TEwl ) Ma el =7 (&) (159

esitsizlgi bizim icin (1.53’teki esitsizligin aranan ¢dézimuadir. Bu esitsgh sa

yani |e|'e gore 0'da O dgeriyle baglayan bir islevdir. Bu igsle\e|'nin eksi olmayan
uslulerinden olusan bir seriye acilabilir ve bu serinitkiygama bolgesi iginl(57) ile

verilen esitsizigin gecerli old@u kolayca g0sterilebilir. Bu seri aranan, imsizjdede
Ustten sinirlayan, seridir.

(1.57)

Bu sonug, dyer bir deyisle 1.57, (1.50 tanimiyla da birlestirilirse yukaridaki
yakinsaklik bolgesinia (€) icin de gecerli olacg yargisina goturdr.

(1.55'in sagina 6zenli bir bakis, biraz daha kétimserlesmeyle,

A (e) <2Male] (1.59
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ve buradan da

A(e) < 2Male

e 1.6
T p—Male| (1-69

yazilabilecgini gosterir. (.30 esitliginde c(¢) = 1 olarak alinarak olusturulacak
denklemde her iki yanin boyu alnir, boy 6zellikleri &, yoneyinin boyunun 1
oldujuyla (1.46) giindeme getirilirse agadaki esitsizlik elde edilir.

p—Male| P—Male] p—Malef 1
Ki(e)—A(e)  ki(e)—A(g)y  A(g),  Malel

Bu esitsizljin s&) yanindae’un imsiz déjerinin 0 olmasi durumunda oransal bir tekillik
var gibi gérunse de paydadaki sifirlanma pay terimi olg®) islevinin de ayni imsiz

¢ dgjerinde sifirlanmasi nedeniyle aslinda yoktur. g&i bir deyisle, kaldirilabilir
tirden bir tekilliktir. Dolayisiyla, 1.61)'in saj yani €'un imsiz déjerinin karmasik
duzleminde baslangi¢c noktasini iceren bir teker icindansayan bir yapidadir. Bu
yakinsama bolgesi (¢) islevinin yakinsama bolgesiyle ayni olmak zorundadir. Bun
nedeni ise\ (€) islevininu (&) islevi icin o bolge iginde baskin egemen (majorant) seri
olmasidir. Bu irdelemelerin sonucu olarak;e)’'nin saptirim aciliminin dal(57) ile
verilen yakinsaklik bolgesinde yakinsaygcanlasilir.

A(e), (1.61)

N

lu(e)]l <

Artik (1.57)’nin yorumuna gecebiliriz.

1. Saptinm acihmi yakinsaklik yarica@i(€) dizeyininkiyle orantilidir. Buyik yakin-
saklik bolgesi buylk yakinsama bdolgeli saptirim acilinmdktir.

2. Saptinm agilimi yakinsaklik yaricafi(e) dizeyinin tirev imsiz dgerlerinin ortak
Cauchy siniri ile evrik orantilidir. Buyuk Cauchy sinir kigggkinsama bolgeli
saptirim acitlimi demektir. Aslinda bu@kr bir anlamda saptirim diizeyini belirleyen
buttinsel bir dgistirgedir. Bunun kigik olmasi saptirim aciliminin ndédi, diger
bir deyisle yakinsama dizeyini arttirir.

3. Em'nin boyunun artan dgerleri saptirim aciliminin yakinsamasini olumsuz etkile
Em'nin boyunun biyik olmasi, aslindAg dizeyinin birbirine en yakin iki 6zdgeri
arasindaki uzakiyn kicik olmasi demektir. Bu durum, dZpelerin (en azindan
ikisinin) birbirinden yeterince ayrik olmal dizeylerde karsilasilir. Tim 6zgerler
arasindaki uzakijn yeterince buytk oldyu dizeyler, bu nedenle, saptirim acilimina
¢cok daha yatkindir.

4. Bir onceki sozu edilen ayirdedilemezlik dizeyinin yuksgisu durumunun tim
O0zdaerler arasinda varolmasi ille de gerekmez. Bazilari atas durum olussa
bile onlar disindaki 6zdgerlerle ilgili m dejerleri icin saptirim agihmi ¢ok daha iyi
yakinsar. Dger bir deyisle, her bir 6zder icin bir ayrisiklik diizeyi tanimlamak
olanaklidir. Bu buyUkIUKE'nin boyu olarak tanimlanabilir. m sayisina goére
degisebilen bu dger her 6zdger icin dgisik bir saptirim a¢ilimi yakinsamasina yol
acacaktirEn’'nin boyunun timmdegerleri icin aldgi degjerlerin en biygu bitinsel
ayrisiklik dgjistirgesi olarak tanimlanabilir. Bu bitinselgde kiicik oldukca tim
izgesel buyuklikler icin saptirnm acilimlarinin yakinsaimlgesi ¢ok daha genig
olacaktir.

(1.57) kosulu daha da kolay bir yapiya indirgenebilir. 1'den iybir gergel sayinin
dordulkokd o sayidan kiguktir. Dordulkok yerine sayinifi @hnacak olursa dger
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biydtalmads olur. Ber (L.57'nin saj yaninda paydadaki dordilkdke bu biyitme
uygulanacak olursa payda buyilr vejsgan kicilur. Dolayisiyla, bu yoldan daha
kicik ama daha kolay yapil bir yakinsama bélgesi eldereddu durumda, 1.57)

ile celismeksizin onun agedaki daha kétimser durumu da giindeme getirilebilir.

P
gl < 1.6
& < Ma B+ 2En) (169

Bu kosullama yukarida sirasayilandirimli irdelemelegigérmez.

Sonug olarak, saptirim acihmina girismeden 6pe#a, ve de,||En|| ile simgelenen
blylkligin déerlerini belirleyip olusturulacak acihmin yakinsamagn kestirimde
bulunabilir. Bu kestirime bakilarak, belli bir sayisal duylsk elde etmek icin,
acilimdan kesme yaklagstirimi yaparken kag terim alikoash gerek@i dogrultusunda
Onyargida bulunulabilir.
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EKB

Bu boélimde verilen sonlu bii, b] aralgi [0, 1] aralgina nasil getirilebileagne iliskin
izlenmesi gereken adimlar verilmektedir.

Degismez YBMG teriminin hesaplanmasi icin gecerli olariod

by by
foZ/dX]_---/dXNf (gl(Xl),...,gN(XN))W(Xl,...,XN) (2.1)
aN

a1

ile verilen integral yapisidir. Bu yapinin icerisinde budarayirlik islevi

N
1 .
W(X,...xn) =[1—— 1<i<N 2.2
(X1, .., XN) ilz!bi—aa (2.2

olarak verilsin. Aralgin [0, 1] aralgina tasinabilmesi igin
xi=(bi—a)yi+a 1<i<N (2.3
degisken dénusiimu yapilirsa

X — &
bi — a;

1
bi — &

olarak bulunacgndan integral

1<i<N

Yi=

dyi = dx 1<i<N (2.9

1

1
fo:/dyl(bl—al)---/dyN(bN—aN)x
0 0
N

1
x f(g1((br—a1)y1+az),....on((bn —an)yn +an)) r!b— (2.9
10— &
bicimine gelir. Burada gereken kisaltmalar yapilirsgibinin yapisi

1 1
fo=/dY1-"/dYNf (91((b1—a1)yr+as), .., on((bn —an)yn +an)) (2.6
0 0

sekline gelir. Bundan sonra budpatidaki integral islemlerinin hesaplanmasi yapilarak
ilerlenmelidir. Bunun igin yontemd¢0,1] aralgi icin yapilan islemler uygulanir.
Gerekli ara islemlerden bazilari

1 1
T M
fo%/dﬁ-“/dYN—lel(nN) > f<91((b1—al)Y1+al),--->9N()\|£1kN))) X
0 0 kn=1

)
x ENEN gy () 2.7
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for % nle [ﬁ (el(“”TElS))zl % £ (q(Af), . an(A™)) 2.9

k=1 ko=
seklinde verilebilir ve dgismez terimin yapisi
ni NN N T . 2 K kN
0= 3 3 [ 7)o (i)
1=

K=1 k=1

olarak elde edilir.

Ayni islemler .10 ile verilen ve birli YBMG terimlerinin yapilarini belirleek icin
kullanilan denklem icin tekrarlanirsa birli YBMG terimi itilk asamada

1 1 1 1
:/dX1'~'/d>Q—1/d><i+1~--/dXN><

0 0 0 0
X f(g1(%1), -, 9i—1(Xi—1),Gi (X)), Gi+1(Xi+1),---On(Xn)) — To (2.10

ifadesine ulasilir ve sonug olarak

_ Ny Ni-1  Niya T 2
(ASED RN z q( &;m)]f(uik“,...,u&k”)fo
k1= ki—1=1ki;1=1

(2.1)

anlatimi elde edilir. Boylece istenilen amaca ulasiintagaktir.
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EKC

X; sendelenim matrisinin 6zgerleri i¢ ¢carpimin tanimlangi [a;,b;] aralginda yer
alrlar.

Bu 6zelligi kanitlamak amaciylX; matrisinin Gizerinde olusturulan Rayleigh oranindan
yararlanilabilir.v, n; boyutlu, sifirdan farkli herhangi bir vektér olmak tzere

. VTX'V .
Agin <~ < Aax (3.2)

esitligi gecerlidir. Burada) ! Xi matrisinin en kiguk ozdgeri, )\,g%lx da en buyik

min?
O0zdd&eridir. (3.1)'deki Rayleigh oraninX; matrisininX; = (wi,>?\NiT) ile verilen yapisini
kullanarak inceleyelim.

2
vIXiv _ v (Wi, W) v _ (VTW;, W] v) _ ((VTWi) ,Xi)

3.2
viv vliv viv viv (39

((VT\Tvi)Z,xi) ic carpimini ele alallm(vT\Tvi)2 her zaman arti (ing: positive) olan bir
islevdir. x; de [a;, bj] aralginda dgismektedir. Dolayisiylag < x; < b; esitsizlginden

(V) %a < (VW) % < (VW) by (3.3
ve

() ®a) < (V) x) < ((vIwi) " ) (3.4
olacaktir. W; vektoril dik taban islevlerinden olusmaktadir. Diklik ediEjinden
(Wi, W] ) = 1; yazilabili. Buradal;, nj boyutlu birim matristir. W; vektoriinin bu

ozelligini ve (VT\Tvi)2 =VIWivTW; = vIWw v esitligini (3.4) bagintisinda kullanarak,

av’ (Wi, W )v < ((VT\Tvi)Z,xi> <biv" (Wi, W) v (3.5

av'v < ((VT\Tvi)Z,xi> <hbiv'v (3.6)

bagintilarini elde ederiz. Bu durumda3.®)’daki Rayleigh oraninin igerildji aralik
asdyidaki sekilde belirlenir.

vIXiv

STy =h (3.7

Yukaridaki egitsizlikten de anlagilapagibi X; matrisinin 6zd@erleri[a;, bj] aralginda
yer alirlar.
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