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BIR VERI TAKIMINDAN ISLEV ve TUREV DEGERI URETIMINDE

YUKSEK BOYUTLU MODEL GOSTERILIM UYGULAMALARI VE
SENDELENIMSIZLIK YAKLASTIRIMINA DAYALI TUMLEVLEME

OZET

Bu tezde, islevin analitik yapisinin bilinmedigi, yalnizca bazi noktalarda degerlerinin
bilindigi durumlarda, bilinen bu degerlerden islev elde edebilmek icin etkin bir yéntem
olusturulmaya calisilmistir. Calisma tek degiskenli islevler icin gerceklestirilmistir. Bu
yontem Yiksek Boyutlu Model Gosteriliminde bulunan Degismezlik Olgenini eniyile-
yerek olusturulmustur. Bu amacla, 6ncelikle bir veri takimi olarak verilen ¢oklulardan
(ing: tuples) islev yapisi uretilmek istenirken, YBMG’nin (izerinde tanimlandigi bir
Hilbert uzayinda calisiimis ve bu uzayda secilen sonlu sayida islevin orttigu bir altuzay
odak olarak alinmistir.  YBMG ile aramakta ya da kurmakta oldugumuz islevin bu
uzaydaki taban islevlerinin bir dogrusal birlestirimi olarak anlatilabilecegi 6ngorilmdastr.
Sozkonusu olan taban islevleri ise, oncelikle sayilari veri ¢oklular sayisiyla tutarli
olan Lagrange cokterimlileri olarak secilmistir.  Yontem olugturulurken kullanilan
dogrusal birlestirim katsayilari, dogrusal birlestirimin YBMG’ndeki degismezlik élcenini
en blylk kilacak bicimde secilmistir. Bu se¢im yapilirken eniyileme i¢in bir amag
islevimsisi (ing: functional) secilmis ve buna degismezlik 6lceni amac terimi olarak
alinirken veri digim noktalarinda islev degeri ile cakisma gereksinimi de kisit olarak
kullanilmistir.  Degisik turde islevler icin yapilan sinamalar sonucunda,veri takimi
verilen iglevin yeterince dizgln (ing: smooth) olmasi durumunda igleve belli bir
salinim icinde yaklasabilen sonuclar alinabilecegi gozlenmistir. Islev diizgilinlestikce de
salinim genliginin ¢ok cok azalabildigi saptanmisti. Yapilan calismalar bu salinimin,
aslinda, cokterimli icdegerbiciminde Runge olay! diye bilinen olgunun YBMG’ne
yansimas! oldugu yorumunu getirmigtir. Hem bu olgudan hem de islevin dlzgiin olma
gereksiniminin getirdigi kisitlamadan kaginmak icin, Lagrange ¢okterimlilerinin yerine
daha etkin bir taban takimi olusturumunun yerinde olacagl savi giundeme gelmistir.
Bu nedenle altkesimsel (ing: spline) islevler kullanimina yonelinmistir. Daha sonra
dogrusal altkesimsel taban islevleri kullanilarak yapilan calisma diizgiin olmayan izgara
yapilari icin surdiridlmusttr. Duzgin olmayan yapilar dizgin duruma getirmek igin
dikdortgenlestirme donusimi kullaniimistir. Bu donlsiimde, yamuk bir geometrisi olan
bolge dikddrtgen duruma getirilmeye calisiimistir. Boylece 6nce diizglin geometrisi olan
yapilar icin kullanilan yontemle islev elde edilmis, daha sonra geometrik dontsumlerle
bu yontem diizgiin olmayan yapilara da aktarilmaya calisiimistir. Tezde ayrica verilerden
gore tirevlerin elde edilmesi icin bir galisma yapiimistir ve islevin yapisinin bilinmedigi,
yalnizca bazi noktalardaki degerlerinin bilindigi durum icin sendelenimsizlik yaklastirimi
kullanarak timlevleme yontemi gelistirilmistir.Sendelenimsizlik yaklastirimi kullanarak
timlevleme yapilirken elde edilen sonuclari iyilestirmekte kullanmak amaciyla agirlik
islevi Uretecleri ile ilgilenilmistir.
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HIGH DIMENSIONAL MODEL REPRESENTATION APPLICATIONS ON
THE PRODUCTION OF THE VALUES FOR A FUNCTION and ITS
PARTIAL DERIVATIVES FROM A DATA SET AND NO FLUCTUATION
APPROXIMATION ON UNIVARIATE INTEGRATION

SUMMARY

In this work we dealt with developing a method to fit a function to a given data, where
the exact analytical function is not known. Here, we worked with univariate functions.
To develop this method, we used High Dimensional Model Representation (HDMR) and
constancy additivity measurer optimization. Additivity measurers are used to compare
HDMR approximation with the original function. Constancy measurer compares the
approximation which only contains the constant term with the original function. We used
orthonormal basis functions in our approximation. In this study, the original function
is defined in a closed interval and this interval is divided into subintervals by using
n nodes. To fit a function to the given data, we used HDMRs constancy measurer
optimization, that is, we tried to maximize this measurer as much as possible. Here,
constancy measurer is taken as objective function and known function values are the
constraints. The original function is written as a linear combination of orthonormal basis
functions. Firstly, Langrange polynomials are chosen as basis functions. The experiments
realized with different functions showed that if the original function is smooth enough,
the approximation gets closer to the original function in an oscillation. This can be
considered as the reflection of Runge event in polynomial interpolation to HDMR. To
get rid of the neccessity of working with smooth functions and also to get rid of the
effect of Runge event, basis functions other than Lagrange polynomials are decided to be
used. For this reason we used linear spline functions as basis functions and developed
a method for fitting function to a given data set. This method is also used for regions
which do not have regular grid structure by making some geometrical transformations.
These transformations are done by mapping a trapezoidal region to a rectangular region.
We worked on a method which gives partial derivativatives of a given n dimensional
data set and used fluctuation free approximation for finding integral of a given data set.
We also study the effect of weight functions to the eigenvalues of universal X matrix.
We dealt with weight function generators to improve the results that we obtained in our
approximations for finding integrals.
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1. GIRIS
1.1 Tezin Amaci

Bu tezde bir veri takimi olarak verilen ¢oklulardan (ing: tuples) islev yapisi tretilmesi
amaclanmistir.  Bunun icin YBMG’nin Uzerinde tanimlandigi bir Hilbert uzayinda
calistimis ve bu uzayda secilen sonlu sayida islevin orttigu bir altuzay odak olarak
alinmistir. YBMG ile aramakta ya da kurmakta oldugumuz islevin bu uzaydaki taban
islevlerinin bir dogrusal birlestirimi olarak anlatilabilecegi 6ngorilmustir. YBMG’nin
degismezlik 6lcenini eniyileyerek islev elde edilmeye calisiimistir. Duzgin 1zgara
yapilart i¢in yapilan calisma, daha sonra diizgiin olmayan 1zgara yapilari icin de
strdurulmistur. Tezde ayrica verilerden gore turevlerin elde edilmesi igin bir galisma
yapilmis, sendelenimsizlik yaklastirimi kullanarak timlevieme yapilmasi ile ilgilenilmis

ve agirlik islevi dreticileri incelenmistir.

1.2 Kaynak Taramasl

Cok sayida bagimsiz degiskeni olan bir iglevin (ing: function) incelenmesi ve islenmesi,
sOzgelimi tumlevinin (ing: integral) belirlenmesi gibi islemlere sokulmasi, bagimsiz
degisken sayisinin cok biytmesi durumunda, islev yapisinda kolaylhk saglayici bir
takim ozellikler olmadikca, genellikle buyuk zorluklar getirir.  GlUnlmizde gigli
bilgisayar donanimlarinin ve yazilimlarinin varligina karsin bu guclik ¢ogu kez, kaba
hesaplamalarla yetinmek istense bile, bizi uygulama diizeyinde ¢ézimsuzluge goturdr.
Burada sorunun kaynaginin “gok sayida bagimsiz degiskenin devrede olmasi” olarak
disunulebilecegi gdzonune alinirsa, sorunu c¢ozmenin bir takim siradigi yontemler
gelistirilerek olanakh kilinacagi séylenebilir.  Bunlar, ahsiimis Taylor serileri ya
da diklestirilmis ¢okterimli (ing: orthogonalised polynomials) veya islev serilerinin
bazi 6zelliklerini yansitsa bile bagimsiz degisken sayisi ¢ok buytdiginde bagimsiz
degiskenlere bagimhihg bu s6zi edilen serilerden ¢ok daha etkin olarak yansitmalidir.
Bu bélimde bu dogrultuda son 15-20 yilda gelistirilmis olan ve Y iiksek Boyutlu M odel
Gosterilim (YBMG) (ing: High Dimensional Model Representation) adini tagiyan bir



yontem ayrintili olarak anlatilacaktir [1-42]. Bu bdlimde ayrica tezde kullanilan diger

yontem olan sendelenimsizlik yaklagtirimi da anlatilacaktir [43-62].

1.2.1 Yiksek Boyutlu Model Gosterilim (YBMG)

Yukarida, getirdigi sorunlar acisindan 6nemi vurgulanan cok degiskenlilikle basa
¢ikabilmek icin sorunu bol ve yonet gorusi cercevesinde ¢ozmeye calismanin akilci
bir yaklasim olacagi rahathkla 6ngorilebilir. Bu dogrultuda ilk ¢aba Sobol [1] adli bir
matematikci tarafindan ortaya atilan bir acilim ydntemine dayanmaktadir. Bu yontem
Rabitz [4] tarafindan yeniden dizenlenmis ve Yiksek Boyutlu Model Gosterilimi adi
verilmistir. Bu yontemin temel dislincesi asagida, f(xi,...,Xxn) ¢ok degiskenli islevi icin

yazilan genel bagintida verilmektedir.

N N
f(Xl,...,XN):fo—l-Zfi(Xi)"‘ > fiip (X, %)

i=1 i17i2_:l
I1<I2
N
D iy (Xiy X Xia) 4+ Froa N (X, X) (1.1)
I|11|<2|2|3<T31

Bu denklemde, denklemin sol tarafinda bulunan f(xi,...,xn) ile gosterilen ve xy,...,xy ile
simgelenen N bagimsiz degiskene bagimli olan bir cok degiskenli islev, denklemin sag
tarafinda bulunan dik bilesenlerine (ing: orthogonal components) ayrilmis olmaktadir.
Burada, ilk bilesen fq ile simgelenen bir degismezdir (ing: constant). Daha sonraki
ilk N bilesen f1(x1), ..., fn(Xn) ile simgelenen ve bir tek bagimsiz degiskene bagh
olan islevlerdir. Bunlarin ardindan da N(N —1)/2 sayida, fi2(x1,X2), fi3(X1,X3), ...,
fan(X1,Xn), T23(X2,%3), ...y TaN(X2,XN), -, TN—1N(XN—1,XN) ile sSimgelenen ve yalnizca ki
bagimsiz degiskene bagimli islev bilesenler gelmektedir. Diger bilesenler de bu bigimde,
gittikce artan sayida bagimsiz degisken iceren, islevlerden olusmaktadir. Alabilecegimiz
en son bilesen ise islevin icerdigi kadar bagimsiz degiskeni olan bir islevdir. Sag taraftaki

terim sayisi asagidaki 6zdeslikten bulunabilir.

(6)+ () () () -2 )

Dolayisiyla, sonlu sayida bagimsiz degiskene bagiml bir iglev icin agihmda yarati-
labilecek terim sayisi da sonludur. Bu sonlu sayida terimin tumund almak yerine,
salt degismez terimin, ya da degismez terimle birlikte bir degiskenli bilesenlerin veya
bunlarin yanisira iki degiskenli bilesenlerin alinacagi bicimde kesmeler yapmak ve bu

olusan yapilari ana isleve bir yaklastirim olarak dustinmek olanaklidir. Kag degiskenli
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bilesenlere dek ilerleyip durmak gerektigi ilgilenilen islevin yapisina gore degisebilir.
Ancak degismez terim, bir degiskenli ve iki degiskenli bilesenlerden baska ¢ok sayida
terim alindiginda bilgisayim karmagsikligi (ing: computational complexity) artacagindan,
cok sayida YBMG bileseni belirlemeye kalkmanin, uygulama agisindan, amaca uygun

olmayacag sdylenebilir.

(1.1) esitliginin sag yanindaki tum bilesenler birbirine diktir. Burada diklik kosulu
bir iccarpim zerinden tanimlanmakta ve gerek f(xg,...,Xn) islevinin gerekse YBMG
bilesenlerinin karesi timlevlenebilir (ing: square integrable) islevler oldugu varsayilmak-
tadir. Tlmlevler ve iccarpim bagimsiz degiskenlerin bastan saptanan belirli bir araligi
uzerinde tanimlanmakta ve her bir degisken icin o degiskene bagimh olarak verilen
ve Wi(x) 1 <i <N ile gosterilen bir agirhk iglevi kullanilmaktadir. Dolayisiyla,

u(Xq,...,Xn) Ve V(xq,...,xn) ile simgelenen karesi tlmlevlenebilen herhangi iki iglev igin

igcarpim

b1 bN
(uv) = . dxqg WA (X1) -« N aXn WA (XN )U(X1, - XN V(X <oy XN) (1.3)

anlatimiyla (ing: expression) tanimlanmaktadir. Ayrica, yukarida s6zi edilen bilesenlerin
kolayca saptanabilmesi icin, agirlik islevlerinin her birinin ilgili aralik Gzerindeki
timlevinin 1 oldugu yani
dxW(x)=1, 1<i<N (1.4)
a
esitliginin gecerli oldugu da varsayilmaktadir.
Daha once belirtildigi gibi (1.1) esitliginin sag yanindaki bilesenlerin Diklik Kosulu’na

uymalari gerektiginden bu bilesenler,

dx; fi (X)W (xi) =0, 1<i<N

bi
A fi (X)) W (6) =0, (i=j)v(i=k, 1<jk<N

bl . . .
a dx fjljz...jk(leasza“‘7Xjk>vvl<xi) =0, 1€ {Jla"'a Jk}7

1<ji<--<jk<N, 1<k<N (1.5)

esitliklerini saglamahdirlar. Bu 6zellik bilesenlerin belirlenmesinde temel 6ge olarak

ongorunime cikar. Yukaridaki 6zellikler ilk olarak Sobol tarafindan birim askinkib (ing:

unit hypercube) ve 1 agirhigi altinda timlevi sifirlanma kosulu olarak éngértlmuslerdir.

Rabitz, gerek geometriyi askindik¢okyulzliye (ing: rectangular hyperpolyhedron) ve
3



gerekse agirhgr 1’den degisik islevlere genisletmis, Demiralp ise tumlev sifirlama
kosulunun, aslinda, diklige (ing: orthogonality) karsilik geldiginin ayirdina Rabitz ile

birlikte varip, bu 6zelligi etkin olarak kullanmistir.

(2.2) esitliginin sag yanindaki bayukliklerin her birinin belirlenmesi igin bir takim
izdisum isleclerinden (ing: operator) yararlanabiliriz. Bu baglamda, degismez bileseni
belirlemek icin

bl bN
dxg Wi (Xq) - - / AXNWWN (XN ) F (X1, -5 XN) (1.6)

foF(Xl,---,XN)E/a o

1

islecini tanimlayalim ve (1.1) denkleminin her iki yanina bu tanimladigimiz .#; islecini

uygulayalim.
N N
Fof(Xe, o xn) = Fofo+ D Afix)+ D Fofii,(Xiy, %)+ (L.7)
i=1 i:]_'i2_:l
I1<I2

(1.4) ve (1.5) bagintilari dikkate alindiginda, yukaridaki esitlikte %, isleci, degismez

terim disindaki diger terimlerde sifirlanmaya neden olacaktir. Bu durumda,
fof(Xl, ...,XN) = f() (18)
esitligi elde edilir.
Bir bagimsiz degiskenli bilesenleri belirleyebilmek icin de acik tanimi asagida verilen
isleci kullanabiliriz.

N b
IGiF (X o) =[] dxWI6)F (X, -, X) 1<j<N (1.9)

i=1 7@
i#]

j isleci, yukarida yapildigi gibi (1.1) denkleminin her iki yanina uygulanirsa,

N N
T, ) = o+ Y A i)+ Y i (g, %)+ (1.10)
i=1 i:_l.viZ':l
i1 <ip

buradan da (1.4) ve (1.5) nedeniyle,
Fif (X, ..., xn) = fo+ fj(Xj), 1<jJ<N (1.11)
bulunur. fj(x;), (1.8) de dikkate alinarak asagidaki anlatimla yazilabilir.

fi(x)) = A f(x1,....xn) — fo, 1<j<N (1.12)



Genellestirirsek, 4, i, F(x1,..,Xxn) islevinin X ,...,x, degiskenlerini diglayarak ilgili
timlev bolgesinde ilgili agirlik islevi ile carparak timlevlemeyi (ing: integration) anlatan

bir isle¢ olarak, yani,

N

,]il.'.ik':(Xl,...,XN)E H dXI )F<Xl7“'7XN) 1§|1§§|k§N (113)
|#|1I i9.ik

Ozdesligiyle verilecektir. Bu durumda, sdzgelimi, iki bagimsiz degiskenli bilesenleri

bulmak i¢in .#j, j, islecini (1.1)’e uygularsak;

iy T X5 xn) = To+ fj, (X)) + Fi, (Xjp) + Finj (Xj10Xj,) 1< j1<j2<N (1.14)
esitligini elde ederiz. Bu esitlikten (1.8) ve (1.12) dikkate alinarak

fii, (XiXj0) = Fjujp F (X1, oo Xn) — fo — i, (Xj,) — fj,(Xj,) 1<j1<j2<N (1.15)
sonucuna ulagilir. Diger YBMG terimleri de ayni yoldan belirlenebilir.

1.2.2 YBMG'de Toplamsallik Olgenleri

Buraya kadar yapilan incelemeler (1.1)’de yer alan ve (1.8), (1.12) ve (1.15) bagintilari
ile verilen toplamsal acilimin terimlerinin toplam boy’a (ing: norm) katkilari élculerek
toplamsal yapidan nasil bir yaklastirrm cizemi (ing: scheme) Uretilebilecegi dogrul-
tusunda bir gorls yaratir [20]. Daha onceden gosterdigimiz gibi, (1.1) bagintisinin
sag yanindaki toplamsal acilimin icerdigi toplam terim sayisi 2N°dir.  Dolayisiyla,
(2.2) acthimi, her ne kadar dik islev tabanli (ing: orthogonal function) acilim da olsa,
sonsuz degil sonlu sayida terim icerir. Yine de bu sonlu terim sayisi N degistirgesinin
(ing: parameter) yani bagimsiz degisken sayisinin ¢cok biyik (100 ya da 1000 gibi,
bazi durumlarda daha da buylk degerlerle de karsilasilabilmektedir) olmasi durumunda
uygulanabilirlik ya da kullanilabilirlik 6zelligini 6nemli 6lcide yitirebilmektedir. Bu
nedenle, bu toplamsal acilimdan kesmeler yani bastan baslayarak sira ile yalnizca belli
kesimin godzonlne alinmasi geri kalan kesimin ise gdzardi edilerek bir yaklastirim
uretilmesi, uygulama agisindan buyik 6nem kazanmaktadir. Bu énemin bir bagka nedeni
de, acilimdaki ilk terimin degismez (sabit) olmasidir. Degismez islevin incelemelerde son
derece buyilk kolaylik getirecegi aciktir. Yalnizca degismezle yani fy ile yetinilmemesi
durumunda hemen ardindan gelen fi(x) (1 <i < N) simgelemeli ve bir bagimsiz
degiskenli islevler de icerilip geriye kalanlar dislanarak daha duyarlilikli baska bir yak-

lagtirim gelistirilebilir. Bu durumun da agiri bilytk zorluklar getirmedigi disuntlebilir.
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Cunkd, eninde sonunda, tek bagimsiz degiskenli islevler tzerinde yapilacak islemler
analitik olarak gerceklestirilebilmesi soz konusu olmasa bile sayisal yaklastirimlarla
basarilabilir diizeydedirler. Benzer durum, gittikce azalan diizeyde olmakla birlikte, iki ve
daha cok bagimsiz degiskenli islev iceren terimler icin de gegerlidir. Buttin bu anlatilanlar,
YBMG tanim 6zdesliginin sag yaninda yapilan bir kesme ile olusturulan toplamsal
yaklastirimin boyunun (ing: norm) karesinin acilimi yapilan iglevin yani f(xg,...,xn)’in
boyunun karesine oraninin bir tir toplamsallik élgeni (ing: additivity measurer) olarak

duslnulebilecegini gosterir. Dolayisiyla, bu baglamda, asagidaki tanimlar yapilabilir.

YBMG’nin "Degismezlik Olgeni" asagidaki gibi tanimlanir:

o ol L16
p= Lol (1.16)
il

YBMG’nin "Birinci Basamaktan Toplamsallik Olgeni" asagidaki gibi tanimlanir:

N 2

3 [fix)]

= == 1.17
01 oo + ||f”2 ( )
YBMG’nin "Ikinci Basamaktan Toplamsallik Olceni* asagidaki gibi tanimlanir:
N 2

, Z | filiz(xilﬂxiz)H

I:il_,lii:l
0) = 01+ —2 (1.18)

I
Burada salt ilk u¢ toplamsallik 6lgeninin verilmesiyle yetinilmektedir. Bunun nedeni

uygulamada, cogunlukla, yalnizca bunlara gereksinim duyulacaginin disiintlmesidir.

Bu tanimlamalardan kolayca gorilebilecegi lzere op, degismez terimin yani fo
blyuklGginin, tim acilimdaki katki dizeyini belirlemektedir. Gerek oy ve gerekse
diger o buyuklukleri 0 ile 1 arasinda deger alabilmektedirler. oy = 1 durumu
ancak ve ancak f(xq,...,xn) islevinin bir degismez (sabit) olmasina karsilik gelir.
Dolayisiyla, op biyiikluguni “Degismezlik Olgeni” (ing: Constancy Measurer) olarak
adlandirmak yerinde olur. Benzer bir gbzlem diger o blyukliklerinin de ayni bigimde
adlandirilabilecegini gosterir. Yani, s6zgelimi, oy en ¢ok k bagimsiz degiskene bagimli
olan iglevleri icerecek bicimde yapilacak bir toplamsal kesmenin tiim acilimdaki payini
simgeler. Dolayisiyla, en genel bicimiyle, oy blyukliguni “k. Basamaktan Toplamsallik
Olgeni" olarak adlandirabilir ve asagidaki gibi betimleyebiliriz.

N 2
o z Hfiliz...ik(xila"' ,Xlk)H
i1,02,.ik=1

i <ip <<y

., 1<k<N (1.19)

Ok = Ok_1 + 5
il



1.2.3 CarpimsallastiriimisYuksek Boyutlu Model Gosterilim (CYBMG)

YBMG’nin az sayida ilk terimiyle yaklastirim yapilamayan durumlarda acilimin ter-
imlerinin timdndn ahkonulmasina gerek duyulur [20, 21, 23]. Bagimsiz degisken
sayisinin ¢ok yuksek oldugu yapilar s6z konusu ise bu durum cok sayida terim
kullanimi gerektireceginden YBMG acilimi tim cekiciligini yitirecektir. Bu durumda
tim terimlerin alikonuldugu ama yine de kolayca islenebilir bir yapidan yararlanilabilir.
Bu yapi YBMG’nde toplama islemini carpma islemi ile degistirerek ve de toplamda
2N tane carpan kullanacak bir agilim tanimlamayla saglanabilir. Carpimsallastiriimis
Yiksek Boyutlu Model Gosterilim (CYBMG) diye adlandirabilecegimiz ve olusturum
ayrintilarini acik olarak vermeyecegimiz bu c¢izem carpanlari YBMG bilesenlerinden
olusturur ve carpanlar énce bir degismez terim, sonra N tane bir bagimsiz degiskenli
islevden, daha sonra N(N — 1) /2 tane iki bagimsiz degiskenli islevden ve daha sonra da,
artan bir siralamayla, daha ¢ok bagimsiz degisken icerecek bicimde tasarimlanir. Asagida

bu yapi 0zetlenerek sunulmaktadir.

Cok degiskenli bir f(xq,...,xn) iglevi icin Carpimsallastiriimis Yuksek Boyutlu Model

Gosterilimi asagidaki gibi tanimlanir.

f(Xg,y . XN) =

N N
rO[H(1+ril<Xil))] H (1+riyi, (Xig, %) )

i1=1 i1,ip=1
i1<i2

---[(1—|—I'12.“N(X1,...,XN))] (1.20)
Bu denklemin sag yanindaki bilesenleri bulmak igin (1.1) denklemini kullanarak Y tksek
Boyutlu Model Gosterilimi bilesenleri ile bu denklemin bilesenleri arasinda eslestirme

yapabiliriz.

N N N
f0+2 fI(XI)+ 2 fil:iZ(XiUXiZ)_‘_ 2 fi17i2,i3(xi17xi27xi3)+"':
i=1 il’iz.:l i-l,izl,isfl

l1<I2 ig<ip<ig

N N
rO[H(1+ri1<Xi1)) H (1+ri1i2(xilvxi2>>

ii=1 i1,ip=1
---[(1—|—I’12_._N<X1,...,XN))] (1-21)

Bu eslestirme islemini yapabilmek icin asagida tanimlanan isleglerden faydalanabiliriz.

AV = g0 AN k=1,..,N (1.22)
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[ﬂﬂid) } P_ gl (1.23)

Bu isleci kullanarak (1.1)’de tanimlanan YBMG acilimi asagidaki gibi yazilabilir.

N . N . .
S n) = f0.7+ Y B, 06) A+ Y i, 06,6) A A 4 (1249)
i1=1 ig,ip=1
I1<I2

ve (1.20)’de gosterilen CYBMG acilimi asagidaki gibi yazilir.

N .
#a,0200) =o [_H (1 +ri1<ml>fi<'d>)] x
I1:1
- (id) (id)
B (i) |
1=
11<l2

(1.24) ve (1.25) denklemleri isleclere gore eslestirilirse, CYBMG’nin tim terimleri elde
edilebilir. Ornegin, carpimsal degismez terimi bulmak icin, % ve .7 islevlerinin .# birim

isleciyle carpilan terimlerini eglestirmek gerekmektedir. Bu durumda,
ro=fo (1.26)

Bir degiskenli carpimsal terimleri bulmak icin, 6rnegin ri (x,) terimini, % ve .¥
islevlerinin ﬂigid) isleciyle carpilan terimlerini eslestirmek gerekmektedir. Bu durumda

asagidaki sonuca ulasiriz.

rig (Xi,) = fili;(il) (1.27)

Ayni sonuglari iki degiskenli ve Uc¢ degiskenli terimler icin de yazarsak asagidaki

sonugclara ulasiriz;

fi (%) f (X))

Ar = 1061 () () (14135 (06, %)) 4 ik (X, %) + T k(X %)) (1.29)
Ao = (1+1i(x))(1+1(X)) (1 + k(%)) (1.30)
Ag = Tij (%, X)) ik (X, %) =i (45 XG)T (X, %) = Fik (% X jie(Xj 5 Xc) (1.31)
Ag = 1ij (%, X5) ik (X, X k(X5 %) (1.32)



By = (1+1i(x)) (141} (x))) (L + (%)) (1.33)

Ba = (1413 (%, X)) (14 ik (X, X)) (1 41 (X, X)) (1.34)

fijk(Xi, Xj, %) — fo(Ar+ Ao (As +As))
foB1B>

Fijk(Xi, Xj, Xk) = (1.35)

Burada rij(x,x;,t)’yi bulmak icin (1.24) ve (1.25) denklemlerinde ﬂ(id)ﬂ(id) islecinin,
Fijk(Xi, Xj, X, 1)"yi bulmak igin fl( )J( )J('d) islecinin katsayilari birbirine esitlen-

mistir.

Keyfilikleri inceleyerek . islecini yeniden yazalim.

(X, XN) = fol + Z <f|l (1)> figid)+
I1 1
id) (id
+ z (f.l.z (X X )+C,(1,2)(x. )+C|(l|2)(xi2))ji§| )fii' )+... (1.36)
I1I2 1
I1<I2

Burada asagida verilen esitlikler gecerlidir.

D ¢’=0 (1.37)

Y cix,) =0 (1.39)

> 22 (x,) =0 (1.39)

(1.25) ve (1.36) esitliklerini karsilastirirsak agagidaki esitlikler elde edilir.

ro = fo (1.40)

(1)
e C:
riy (%i,) = %:‘1) + 'f—; (1.41)

Ornek olarak daha énce inceledigimiz

f(Xl,---,XN):X]_---XN (1.42)



islevini ele alahm. Bu islevin carpimsal degismez terimi,

1
o= fo = Z_N (1.43)

olarak bulunur. Bir degiskenli terimleri, ci(ll) istege baglh (keyfi) sabitlerinin 0 oldugunu

varsayarsak,

fi, (i) _ ZN_{l (Xi,—3)

1

Buldugumuz rq ve ri; (xi;) 1 <iq < N terimlerini (1.20) denkleminde birinci basamaktan

riy (Xi,) =

bilesenlere kadar yerine koyarsak;

f(Xl,...,XN) =

N
ro [H (1+ri1(xi1)>] =

i1=1
1R 1

2_NH L+2(X =5 | ) =xaoxy (1.45)
i1=1

Degismez terim ve birinci basamaktan terimleri almak, bu denklem icin bize ana
denklemle ayni denklemi Uretmistir. Dolayisiyla daha ust terimleri hesaplamaya gerek
yoktur. Yani kendisi gercekten bir bagimsiz degiskenli islevlerin carpimi biciminde olan
bir islevin CYBMG gosterilimi salt birli terimlerin kullanimiyla yetinebilmektedir. Bu

da, zaten, CYBMG nin temel olusturum nedenidir. Burada bu kadar bilgi ile yetinecegiz.

1.2.4 Diger YBMG tirleri vebazi YBM G uygulamalar

Her ne kadar CYBMG carpimsal niteligi ¢ok agir basan islevler icin gelistirilmis
bir yapiysa da YBMG’de bulunan ¢ok onemli bir Ozellikten yoksundur. CYBMG
icin YBMG’ndeki toplamsallik olgenlerine karsilik gelen ve Carpimsallik Olgenleri
olarak adlandirabilecegimiz buyuklikler tanimlamak olanakli olmakla birlikte, bunlar
Toplamsallik Olgenleri’nin tekdiize artan niteliklerinden yoksundurlar. Dolayisiyla, bun-
larin aldigi degerlere bakarak CYBMG’nden kesmelerle olusturulacak yaklastirimlarin
duyarlilik nitelikleri icin glvenli bir ngériimde bulunmak olanakli degildir. Bu eksiklik
CYBMG’nin yerini alabilecek ve tekdiize artan ¢arpimsallik dlcenleri tanimina olanak
veren yeni bir YBMG turtinlin olusturulmasina yolagmistir. Yeni yontem garpma iglemini
toplama islemine cevirecek bir doniisimden yararlanmakta, ilgi odaginda bulunan islevin
kendisi yerine karesinin (ing: square) evrikustelini (ing: logaritmasinl)) YBMG’ne
acma dugsuncesine dayandiriimaktadir. Bu yontem Evrikustelimsel (ing: logarithmic)
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YBMG (EYBMG) olarak adlandirilmaktadir ve ¢ok ¢cok yeni olarak giindeme getirilmistir
[28,29].

Uygulamada bircok islev ne tam toplamsal ne de tam carpimsal nitelik tasir. Bdyle
durumlar icin YBMG ile CYBMG’nin bir anlamda birlestirimi olan ve Melez YBMG
(MYBMG) (ing: Hybrid HDMR) olarak adlandirilan bir yontem glndeme getir-
ilebilmekte ve birlestirim degistirgesi (ing: parameter) tzerinden eniyilenerek (ing: be

optimized) etkinligi arttirllabilmektedir [24].

YBMG’nin uzaminin (ing: geometry) dik olma gerekliligi yani kib ya da dik ¢okyuzli
benzeri bolgeler Gzerinde calisma gereksinimi ve de agirlik islevinin carpimsal nitelikte
olma gereksinimi onun uygulanabilirlik alanini ¢ok daraltmaktadir. Bu kisitlamalari
kaldirabilmek igin Genellestirilmis Yuksek Boyutlu Model Gdosterilim (GYBMG) (ing:
Generalized HDMR, GHDMR) olarak adlandirilan bir yéntem de gelistirilmistir [31].
Ancak, bu yontemde bilesenlerin belirlenebilmesi icin tek ve cok degiskenli timlev
denklemlerinin ¢ozilmesi gerekmekte ve kullanimin bilgisayim karmagsikligi (ing:
computational complexity) katlanilabilirlik diizeyini, genellikle, ¢cok asmaktadir. Buna
karsin, bu yontem, dizgiin bir askinizgaranin (ing: regular hypergrid) tim dagum
noktalari dolu kalacak bicimde verilen veri kimelerinin degerlendirilmesi icin Dirac
delta iglevlerini agirlik olarak kullanan bir yapida gindeme getirildiginde sézkonusu
timlev denklemler dogrusal bir denklem takimina doénustirilebilmekte ve bilgisayim

karmasikligi olabildigince azaltilabilmektedir.

EYBMG’nde evrikustel (ing: logarithm) islevinin bir dénustim 6gesi olarak kullaniimasi
YBMG uygulanan islevin yerine, YBMG’ne, onun uygun bir doniisim altindaki goriin-
tlstnd acan bir yontem gelistirilmesini akla getirmistir. Bu bicimde olusturulan yontem
Dondstimsel YBMG (ing: Transformational HDMR, THDMR) olarak adlandiriimis ve

uzerinde yogun caligsmalar baslatiimigtir [25].

YBMG ve tirevlerinin turli alanlarda kullanimi gindeme getirilmistir. ~ S6zgelimi
dogrusal programlama, goretirevli (ing: partial differential) ya da siradan tirevli (ing:
ordinary differential) denklemlerde kullanimi, ingilizce Cut-HDMR olarak adlandirilan
tek noktali acilimlar bu baglamda glindeme getirilebilirler [7, 15]. Ancak, burada daha

cok ayrintiya girilmeyecektir.
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1.25 Sendeenimsizlik Yaklastirimi

Sendelenimsizlik yaklastirimi, Demiralp tarafindan gelistirilen bir kanitsav (teorem)
dayanmaktadir [44]. Bu kanitsava gore tek degiskenli bir islevin dizey gosterilimi, bagim-
siz degiskenin dizey gosteriliminin ayni islev altindaki goérintusu ile yaklastirilabilir. Bu

bolimde Demiralp tarafindan olusturulan bu yéntemin ayrintilari anlatilacaktir.

Sendelenimsizlik yaklagtiriminda analitik ve kapali [a, b] araliginda karesi tumlevlenebilir
islevlerin olusturdugu bir Hilbert uzay! tanimlanir. Birbirine dik ve boylari 1 olan
ui(x),---,un(x) taban iglevleri Hilbert uzayinin bir alt uzayi olan Hy’i olustursun. Bu

altuzayda verilen bir w(x) agirhgi altinda iccarpim asagidaki gibi tanimlanir.

o) = [ GowGu(ou 1<ij<n (146
Burada
/ () = 1 (1.47)

esitligi gecerlidir.

Ydntem uygulanirken bir taban takimi secilir. Bu taban takimi yy, - - -, y, olsun. Bu taban
takimindaki iglevlerin boylari 1’e esit ve birbirlerine dik olmahdir. Bunun i¢in Gram
Schmidt veya Cholesky yontemi kullanilabilir [63, 64]. Donusiim sonucu elde edilen
ortonormal taban iglevlerini ui(x),--- ,un(x) ile gésterelim. Bu taban takimlarini yoney

formunda asagidaki gibi gosterelim.

yT =[Y1.--Yn, u' = [Ug...un], (1.48)

Ortonormallestirmede Cholesky yontemi kullanilirsa 6ncelikle n x n’lik Gram dizeyi G
olusturulmalidir. G’nin (i, j) indisli eleman f,fd)(\N(x)yi (X)yj(x) iccarpimi ile elde edilir.

G dizeyi kapali yapida asagidaki gibidir.

G=(y.,y") (1.49)
G dizeyinden Cholesky ayristirmasi kullanilarak alt tiggensel n x n’lik L dizeyi elde edilir.
G=LLT (1.50)
Bu durumda sirasiyla asagidaki islemler yapilarak u yoneyi elde edilmis olur.

L y,yDH(LhH ™" =1 (1.51)
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Bu denklemdeki | nx n’lik birim dizeydir.

Lty (L) H=(uu")=I (152)

u=L"1y (1.53)

Burada uy (x) = 1’dir. X dizeyi, yani x bagimsiz degiskeninin dizey gosterilimi

(U, xur)  (up,Xxup)  --- (Ug,XuUp)
(Uz,xup)  (ug,Xup)  --- (U,XUp)
X=: 5 o (1.54)
(Un—1,XuU1) (Un—1,XU2) -+ (Un_1,XUn)
| (Un,xug)  (Un,XU2) -+ (Un,XUn)

seklindedir ve M ¢ dizeyi, yani f islevinin dizey gosterilimi

[ (g, fu)  (ug, fup) o (ug, fun) ]
(U, fu)  (up, fup)  --- (up, fup)
M= | : 5 L (1.55)
(Un—1, fug) (uUn—1,fup) -+ (up—1, fun)
| (Un, fur)  (un, fup) oo (Un, fUn)
seklindedir.

Bagimsiz degisken x’in dizey gosterilimi X kapali sekilde agagidaki gibi tanimlanir.

X = (u,xu’) (1.56)
f(x) islevinin dizey gosterilimi M ¢ kapah sekilde asagidaki gibi tanimlanir.

M = (u, ful) (1.57)

Mt ~ f(X) oldugunu gostermek igin f(x) islevini Maclauren serisi seklinde asagidaki

sekilde yazalim.

f(x) = fix (1.58)
i=0
Bu acilimi (1.57)’de f(x)’in yerine koyalim.
Mi=(u,Y fixu') (1.59)
i=0
M¢=Y fi(uxu') (1.60)
i=0
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Sendelenimsizlik terimleri gézardi edildiginde (u,X'uT) terimi yaklagik olarak (u,xu’)!

terimine esittir. Bu durum kullanilarak

Mea Y fi(uxu) (1.61)
i—0

yazilabilir. Bu durumda
Mt~ f((uxu)) ~ f(X) (1.62)

olur. (1.56)’da verildigi gibi (u,xu’) x’in dizey gosterilimi oldugundan, tek degiskenli
bir islevin dizey gosterilimi, bagimsiz degiskenin dizey gosteriliminin ayni islev altindaki
goruntusi ile yaklastirilabildigi gosterilmis olur. Bu yaklastirima “Sendelenimsizlik

Kanitsavi ” denir.
uz(x) = 1 oldugundan f(x) islevinin tumlevi |+ asagidaki gibi yazilabilir.
b b
= [ a3 = [ dxaw(x)us (00 (9us () = (uy, fu) (1.63)
a a

Bu durumda, (1.63) esitligi n elemanh ve ilk elemani 1 diger elemanlari 0 olan e; yoneyi

ve sendelenimsizlik yaklastirimi kullanilarak asagidaki sekilde yazilir.
It =e]Mer ~e] f(X)e (1.64)

Bu timlev degerini X dizeyinin 6zdeger ve 6zyoneylerini kullanarak da hesaplayabiliriz.

Bunun icin f(x) islevini X dizeyine gére Maclauren serisine agalim.
f(X) = fix (1.65)
k=0

Bu durumda X dizeyinin kuvvetleriyle ilgilenmeliyiz. Bunu yapmak icin X dizeyinin

asagidaki bicimde gosterilen izgesel gosterilimini (ing: spectral representation) kul-

lanalim.
n

X =Y &vjv| (1.66)
j=1

Bu denklemde &j, X dizeyinin 6zdegerlerine, v; ise ilgili ézyoneylerine Karsilk

gelmektedir. Bu esitligin her iki yaninin karesi alindiginda

n
> Eikviv]vivg
k=1

><I\J
I
VRS
M=
U
=
<
-
~_—
N
I
M=

=Y ¥ &&dikvive = 3 &fviv] (167)
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elde edilir.Bu esitlikte 6; kronecker deltasidir ve j = kise 1’e, j # k ise 0’a esittir. Bu

durumu genellestirdigimizde

n
X< = Y Efvpv],  k>1
=i

(1.68)

sonucunu yazabiliriz. X dizeyi bakisik oldugundan 6zydneyleri birbirine diktir ve birim

boylu hale kolayca getirilebilir. Bu nedenle

yazilabilir. Bu ise
K n
X' =Y &), k>0
j=1
oldugunu gosterir. Boylece

oo S n
fX) =Y XK= £ Y Efviv]
k=0 k=0 j=1
ve
L T
f(X)= 2 f (éj)VjVj
j=1
sonucuna ulasiimis olur.

(2.72) kullantlarak (1.64)’te verilen I s tumlevi

n n
It ~el f(X)er~e (Y Evivi)en~ Y (e]v))*f(&))
j=1 j=1

J

olarak bulunur.

15

(1.69)

(1.70)

(1.72)

(1.72)

(1.73)
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2. ICDEGERBICIMSEL ENIYILEMELI YBMG

2.1 lIcdegerbicimsel Eniyilemeli YBMG Yonteminde Kuramsal Taban ve
Degismezlik Olceni Eniyilemesi
Bu calismada veri takimi olarak verilen ¢coklulardan islev yapisi tretmek icin kullanilacak
yeni YBMG yontemi icin 6nce, “en kolay durum olarak diisuntlebilecek, tek bagimsiz
degiskenli islevler igin verilmis olan veri takimlarindan ilgili iglevlerin en azindan
yaklasik olarak belirlenebilmesi icin nasil bir yol izlenilebilece@i” konusuna odaklanarak
baslanabilir. Bu durumda YBMG’nde bulunacak bilesenler “degismez terim” ve
“bir bagimsiz degiskenli terim” olarak ortaya cikarlar. Boylece, kesme yaklagtirimi
olusturabilmek igin tek yol salt degismez terimi alikoyup diger terimi yoksaymaktir.
Boyle bir kesme ilgi odagindaki islev gercekten bir degismezse kesin sonug verir ve islev
degismezlik niteligini yitirdikce degismez terimde kesme yaklastirimi da duyarlihgini
yitirmeye ve Ustelik belli bir nitelik yitiminden sonra anlamsiz duruma da gelmeye
baslar. Dolayisiyla, éncalisma “neredeyse degismez” nitelikli islevlere odaklanmak
durumundadir. Bu altbélimin geri kalan kesimlerinde bir bagimsiz degiskenli islevlerin
YBMG acihmlarinda degismez terim kesmeli yaklastirimlara odaklanilacaktir. Ilgilenilen
verilere karsilik gelen islev Lagrange icdegerbicimiyle olusturulan bir cokterimliye ek
taban islevlerinin bir dogrusal birlestiriminin eklenmesiyle tanimlanacak ve dogrusal

birlestirim katsayilari “Degismezlik Olceni” eniyilemesiyle saptanacaktir.

2.1.1 Icdederbicimsel Eniyilemeli YBMG icin denklemlerin olusturulmasi

Bir bagimsiz degiskenli olan ve xy,...,x, ile simgelenen n degisik noktada degeri verilen
bir f(x) islevinin yapisi, belli bir araligi icine alan bir karmagiksay1 diizleminde herhangi
bir tekilligi olmamasi durumunda, Lagrange icdegerbicim ilkeleri baglaminda, asagidaki

anlatimla verilir

FX) = 3 LT () + (X X1) oo (X~ X0) R(X) (2.1)
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Burada gorunen ve altsirasayili L ile simgelenen islevler, acik yapilari asagida verilen

Lagrange ¢okterimlilerini gostermektedir.

(X—X1) oo (X—=Xi—1) (X—Xi11) o (X—Xn)
(X —X1) ooe (X —X—1) (% — Xiex1) - (X —Xn)

Lk (x) =

1<k<n, 1<n<e (2.2

(2.1)’de gortinen Rislevi f(x)’in stirekli kaldigi ve her kerteden (ing: order) turevlenebilir
oldugu karmasiksay! dizlem bdlgesi icinde yakinsak olan bir yapida bulunmalidir.
Boylesine yakinsak olan bir islev, zy bu boélge icinde uygun bir acilim noktasini, z
ise karmasiksay! diizleminde deger alabilen bir bagimsiz degiskeni simgelemek (zere,
(z— 7o) buytkluguniin dogal say! Usli terimlerinin bir sonsuz dogrusal birlestirimi olarak
yazilabilir. Bu ise gercel sayi ekseni Uzerinde de bir x bagimsiz degiskeninin dogal sayi
sl terimlerinin sonsuz bir dogrusal birlestirimi olarak yazilabilecegi anlamina gelir.

Yani, o’lar say1l (ing: scalar) degistirgeler olmak Utzere
RX) = Y oiX (2.3)
i=0

yazilabilir. Sayisal uygulamalarda ya da yaklastirim cizemlerinde, kuskusuz, sonlu
saylda terimle ilgilenmek gerekir. Bu nedenle yukaridaki toplamdaki sonsuzlugu, bastan
sonlu sayida terim alikoyup sonluya indirgeyerek bir yaklastirim olugturmak yerinde bir
eylemdir. Boylece, (2.3) yerine, lstucdegeri altucdegerinden kiiclik olan toplamlar 6zdes

olarak 0 varsayilmak Uzere,
m-—n )

R(X) =Y oiX, 1<N< oo, N—1<m< oo (2.4)
i=0

yazilabilir. Yukaridaki varsayim baglaminda, burada m’nin n— 1 degerini almasi R(x) =0
anlamindadir. Yani bu durumda salt Lagrange icdegerbicimi ile yetinilmektedir. Boylece

(2.4) anlatimi tizerinden (2.1) yerine asagidaki agik yaklasik anlatim yeglenebilir.

(M (x) = i Li(X) f (%) + (X—X1) ... (X—Xn) mz_“noqxi,
=1 =0

1<n<eo, N—1<m<eoo (2.5)

Bu anlatimdan kolayca goérilebilecegi Gizere f(m)(x) m. dereceden bir ¢cokterimlidir. Yani
f(x) islevimiz Lagrange icdegerbigciminin Urettigi cokterimliden daha yiiksek dereceli
olabilen bir ¢okterimli yapisindadir. Ancak, anlatim degisik nitelikli islevlerin toplami

biciminde verildigi icin (2.5) anlatimiyla ilerlemeyi surdirmek pek de rahat ¢alisma
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olanagi saglamayacaktir. Dolayisiyla, daha rahat ¢alisma olanagi saglamak igin degisik
bir anlatim kullanmak ¢ok daha akilci olacaktir. Bu baglamda, YBMG’nin tiimlevliemeli
yapisi gozonlne alinarak, dik taban takimli anlatimini kullanmak cok daha yerinde

olacaktir.

Boylece dgeleri up(X),us(X), ..., Um(X), ... ile simgelenen, altsirasayinin ¢okterimlinin
derecesini gosterdigi, W(x) agirlik islevi altinda birbirine dik ve boylari 1 olan, bir

cokterimli taban takimi kullanabiliriz. Bu takim dgeleri asagidaki 6zellikleri saglarlar.
b
| WU ux) =6 0= k<o (26)
a

(2.6)’da verilen &; kronecker delta simgesidir ve degeri j =Kigin 1’e j # kicin 0’a esittir.
Buradaki a ve b gercel sayilarinin betimledigi araligin xg, ..., X, veri noktalarinin timanu
kapsayacak bicimde olusturulmasi gerektigini vurgulamakta yarar bulunmaktadir. Eger

Oyle yapilmazsa, dislanan noktalardaki katkilar devre disi birakilmis olacaktir.

(2.5) bagintisi, bu yeni cokterimliler tiirinden asagidaki bicimde yeniden yazilabilir.

v

fMix) =Y @ui(x), 1<n<e, nN-l<m<eoo (2.7)

i=0

Burada altsirasayili ‘& buyikluleri bu an icin belirsiz olan degistirgeleri gostermektedir.
(2.5)’te m—n-+ 1 belirsiz degistirge bulunmasina karsin bu son esitlikte m- 1 belirsiz
degistirge bulunmaktadir. Yani n sayida artik (ing: residual) degistirge bulunmaktadir.
Buna karsin (2.5) esitligindeki f<m)(x) islevi veri noktalarinda f(x) islevinin verilen
degerlerini alirken (2.7)°deki f(™ (x) bu 6zellikten yoksundur. Bu 6zelligi saglamak icin

asagidaki n sayida kosul (2.7)’ye ek olarak getirilmelidir.

m
Yoaiu(x)=f(x), 1<k<n  1<n<e, n-l<m<eo (2.8)

i=0
Ilerleyebilmek ve daha tikiz (ing: compact) yapilarla calisabilmek icin asagidaki yoney

(ing: vector) tanimlarini yapabiliriz.

Um(X)" = [Ug(X), ..., um(X)],
H;I;]E [ao, ) am],
1<N< oo, N—1<m<eo (2.9)

(2.7) ve (2.8) anlatimlari, (2.9) yardimiyla, asagidaki bicimde yazilabilirler.

f(M(x) = &) um(x) (2.10)
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Cplm (%) = T (%) , (2.12)

Son egitlikleri ilerideki incelemelerimizde daha etkin kullanabilmek igin um(Xc) (1 <
k < n) yoneyleri yerine onlardan Gram-Schmidt yontemiyle Gretilen, birbirine dik ve
boylari 1 olan y6neylerden olusan takimi giindeme getirmek gerekir. Eger bu takimin
ogeleri U (1 < k < n) ile simgelenirse U;’in um (X1) yoneyinin kendi boyuna bolinmesi
ile elde edilen yoney olacagini kestirmek hic de zor degildir. Yani Uy salt uyn(x1) yoneyi
uzerinde bir dogrusal birlegtirimdir. Bu durum U, yoneyine um(x1) ile um(X2) Uzerinde
bir dogrusal birlestirim olma bigiminde yansir. Ayni bigimde Uy yoneyi de un(xy), ...,
Um (Xk) yoneyleri Gzerinde bir dogrusal birlestirim olarak anlatilabilir. Dolayisiyla, Q

(nx n) turd degismez bir kare dizeyi (ing:square matrix) simgelemek tzere

[Um(X1) ... Um(Xn)]Q = [U1 ... Up], 1< Nn<eo, N—1<m<oo (2.12)
yazabiliriz. EQer

[f(x) .. F()]Q=[Fy... ], 1<Nn< oo, n—-1<m<e (2.13)
tanimlamalari yapilacak olursa asagidaki kosul esitliklerini yazmak olanakl duruma gelir.
o Ty = Ty, 1<n<e, nN—-1<m<e, 1<k<n (2.14)
Artik, YBMG uygulamasina gecebiliriz. Bunun icin asagidaki YBMG acilimi yazilabilir.
£ () = £{™ 4 £{™(x) (2.15)
Buradaki degismez YBMG bileseni fém) asagidaki acik anlatimla verilebilir.

£m /a ” W () £ (x) (2.16)

Bu anlatimda YBMG araligi olarak [a,b], agirhgi olarak da W(x) islevi, alinmaktadr.

(2.16)’te (2.7) kullanilacak olursa, (2.6) ve up(X) = 1 oldugu animsanirsa

m_ o [ S
=S [ dwxux) = 3 @ / AXW (X) U (X) Ui (X)
i=0 a i=0 a
= i idio = 0o = e (2.17)

yazilabilir. Burada e ile (m-+ 1) boyutlu kartezyen uzayin birinci kartezyen birim yoneyi

simgelenmektedir, yani bu yoneyin ilk elemani 1, diger elemanlari 0°dr.
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Son bagintidan asagidaki boy iliskisine gecilebilir.
2
H £ H — ol eel o (2.18)

Ote yandan (M (x)’in boyu igin de asagidaki esitlikler yazilabilir.

[ = [ owoormoo? =3, 3w [ oo

i=0j=
m m
=Y, > 0idlj8j = COlm (2.19)
i—0j—0

Buradan YBMG’nin degismezlik dlceni olarak asagidaki anlatim elde edilir.

_Hf H _ Opei€[am (2.20)
(T |

Eger oy’nin tim ogeleri bagimsiz blyuklikler olsaydi, amacimizin op’t om’ye gore
eniyilemek olmasindan dolayi, op’t amag islevsisi olarak almak olanakli olabilecekti.
Ancak (2.14) kosullarinin varhgi Lagrange carpanh asagidaki amag islevimsisinin (ing:

cost functional) kullanimini gerekli Kilar.

f =T v n .
I (@my Moo An) = Hf O‘”Eg:mglxk(a;uk—fk) (2.21)

Burada A’lar Lagrange carpanlarini simgelemektedir. Bu amag islevsisinin A’lara gore
tlrevlerinin 0’a esit kilinmasi (2.14) esitliklerinin elde edilmesini saglar ki bu da, aslinda,
beklenen bir durumdur. Buna kargin, o’lara gore turevlemeler yeni denklemler Uretir. Bu
denklemlerin ydneysel olarak bir ¢irpida yazilmis durumlari agagida verilmektedir.

200 (4 - Led a+iku—o (2.22)
a-r;am mH-1 60611 m kUk = .

Burada I m+1 (m+1) x (m+ 1) tirinde birim matristir. Eger
7T7

Ay = Zmm
260

Ak 1<k<n (2.23)

tanimlamalari yapilacak olursa (2.22) esitligi asagidaki bicimde yeniden diizenlenebilir.

1 -t

Om = zakomﬂ—elel) Ui (2.24)
k=1

Buradan A’leri saptayabilmek icin, dogrusal bagimsiz T yoneylerinin herbirinin devrigiy-

le esitligi soldan carparak, asagidaki esitlikleri olusturabiliriz.

n 1 R - .
ZU (Imﬂ——elel) GAk=0U am=1T;, 1<j<n (2.25)



Buradan A4 buytikliklerini kare dizey gosterilimleriyle (ing: square matrix representa-

tions) anlatacak bicimde saptamak istersek asagidaki tanimlamalara gecebiliriz.

M11 ... My 1 -1
M= A MijUjT(lmH—;eleI) Ui, 1<jk<n
Mn]_ Mnn 0
—T —_ — Al 3 3
) 5[11...%}, fF=[fx) ... T, T =[T..T], (2.26)

Bunlar (2.25)’in asagidaki anlatimla yeniden yazilmasina olanak saglar.

MA =T (2.27)
EQer burada M kare dizeyinin evirtilebilir (ing: invertable) oldugu varsayilacak olursa
A=M"1f (2.28)

arasonucuna ulagsilabilir. Bu sonugta f yoneyinin 6geleri (2.13)ten bilinen degerler
olmakla birlikte M1 kare dizeyinde hem evirtim yapilarak acik bir sonuca ulagiimasi
gerekmekte hem de op degeri bir bilinmeyen olarak goriinmektedir. Bu iki sorunu
gidermek icin once evirtim ile ilgilenelim. Bu amagla, €] e; = 1 ve dolayisiyla (eleI)j =

ere] ,1 < j < o oldugu gozoniine alinarak, asagidaki esitlikler yazilabilir.

1 - = 1 | = 1
<|m+1—60e1e11—) =lmy1+ Z*J (ele'1I'>J =Imy1+ (2 j> ele-lr

j=10p j=10g

1
S O — YY) 2.29
m+1 1_60311 (2.29)

Burada, sonsuz seride ve dolayisiyla evirtimde, op < 1 i¢in yakinsama sdzkonusudur.
Ancak, bagintinin op = 1 disindaki bltiin oy degerleri icin gecerli oldugunu gostermek
hic de zor degildir. Evrik ile asil dizeyin ¢arpiminin sonucunun | .1 olacagini géstermek

bu amag icin yeterli olacaktir.

T 1 _ 1 .
Mjk:u_jruk_l—iO'o ujTeleIuk,:chk—l_o_o Vj Vi, 1<j,k<n (2.30)
Vi =T ey, 1<j<n (2.31)
Eger
vl =[vi ... vy (2.32)
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tanimi yapilirsa (2.31)’den asagidaki arasonuca ulasmak hig de zor degildir.

1
M:ﬂn—l_qﬁNT (2.33)

Buradan asagidaki esitliklere gecilebilir.

-1 _ _ 1 Ti_ < TJ'
M _<In l—GoVV> = ;1 Go' w')

1 i-1T
—|nt - (vTv)' Twy
1
= T .
"IV o (234
- vif . v _
A +1—VTV—GQ 1—vTv—GoV’ v=y (2:35)

(2.35)’te op disinda hersey verilen blyukltklerden belirlenebilecek durumdadir. op’in
belirlenmesi icin (2.20) esitliginin sag yaninin pay ve paydasinin acik yapilarini
belirlemek gerekir. Bu amacla (2.24) esitligini (2.29) baglaminda yeniden yazabiliriz.
Bu eylem asagidaki yollari izleyerek daha asagida verilen bir arasonucun Gretilmesine

olanak saglar.

Om= Zlk (ln—iele-lr) Uk = Z;Lkuk_l zlkelukel
—1 0 00 | =
> 7 > S e Y
= ﬂ,kUk— lkael = /‘Lkuk— € (2.36)
k=1 1-00¢5 K= 1-o09
Bu ise
n A n v
e[ Im= Y, ke Ug ele = Z)Lkvk—l
k=1 k=1 — O
T ATV o T
— 1 v— -0 7y 2.37
1-— Op 1—60 ( )
ve
T T T
n AV A
— AiUi —
T 2 [T \2 1 =T \2
=1 A— AV — (2 2.38
1—0()( ) +(1_00)2( V) (2.38)

yazilmasina olanak saglar. Burada belirlenmesi gereken biyuklikler ITI ile XTV olup
bunlarla ilgili asagidaki esitlikler, ara islemler ayrintili olarak verilmeksizin, yazilabilir.

T

=T \VARYAY )

A V= = 2.39
v+1—VTv—cro 1—vTv—crov (2:39)
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2v2 vivy2

_T_ _T_
A A=Fff+ 2.40
1-viv—00 (1-vTv—op)? (240
Bunlardan da
Tt Te 1-vTv ) T 00
oom="F f+ Ve, e 0m=——————V 241
me (1-VTv—0p)? LI 1 VTv— o (241)
ve sonugta
2.,2
o5V
0o = 0 (2.42)

(1-VTv—00)°F T+ (1—vTV)F wTf
elde edilir. Ozenli bir inceleme bu anlatimin og’1 belirlemek icin ikinci dereceden
bir cokterimlinin koklerini belirlemeye denk geldigini gosterir. Bu denklemin [0,1]
araliginda iki koki olup bizim eniyilememiz igin biylk olan kokin secilmesi gerekir.
Boylece, asagidaki arasonuca ulasilir.

T

fif

Artik, daha cok ilerleyebilmek amaciyla v igin (2.31), (2.32) ve (2.12)’den ¢ikarilabilecek

co=1-Vvlv+

(2.43)

olan asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

vi =] [U1 ... Un] = €] [Um(X1) ... um(%)]Q=1[1...1]Q (2.44)

v=Q'r, rT=[1..1] (2.45)

Burada um(x) yoneyinin ilk dgesinin 6zdes olarak 1 degerli degismez islev oldugu

gerceginden yararlaniimistir.

Ozenli ve biraz ayrintili bir inceleme v yoneyinin boyunun 1’den kiiciik ya da en ¢ok 1’e
esit olabilecek oldugunu gosterir. Bu gercek (2.45)’ten asagidaki esitsizligin yazilmasina

yol acar.
rrQQ'r <1 (2.46)

Simdi f(x)’in neredeyse degismez bir islev olmasi durumuyla ilgilenelim. Bu durumda f

yoneyi icin asagidaki 6ngériimde bulunabiliriz.
f=crtefy, [fal=1 (2.47)

Burada c bir degismezi ¢ ise yeterince kicik bir degistirgeyi gostermektedir. Ozenli bir
bakis

f=Q'f (2.48)
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ve dolayisiyla

f=cQ'r+eQ'f, (2.49)
yazilabilecegini gosterir. Bu son bagintidan

ff=c(r"QQ"r) +2ce (1" QQfa) + 2 (f1QQ )

VIT=c(r'QQ'r) +&(r"QQ'f,)

fTwTf=c? (rTQQTr)2 +2ce (r'QQ'r) (r"QQ'fa) +£* (fLQQTrr T QQ )

(2.50)
bagintilarini Uretmek hic de zor degildir.
Buradan degismezlik 6lceni ile ilgili asagidaki bagintiya ulasilabilir.
2¢T TOOTr) [n—OTrrT Tt
eflQ[(r'QQr)In—Q'rrTQ]Q'fa (251)

— GO —
¢(rTQQTr)* +2ce (rTQQTfa) + €2 (f1QQTfa)
Bu baginti € 0’a yaklastikca op’in alttan 1’e yaklasacagini ve bu yaklasmanin karesel

hizda olacagini séyler. Ote yandan yukaridakine benzer olan ama ara islemlerini

vermeyecegimiz yoldan ilerlenerek asagidaki esitlikler yazilabilir.

—T o 1—60 T T

A V= vV —o; (c+er' QQ'fy)

m_ T~ _ 00

fO —elam——m\/2>

lim ™ = c+o(e) (2.52)
£—

Buradaki son baginti € 0’a gittikce YBMG’nin degismez bileseninin € hizinda c degerine
yaklasacagini soyler. Boylelikle kurulan cizemin tutarh oldugu ve hele ilgilenilen
islev bir degismeze yakinsa olabildigince iyi sonu¢ verecegini gostermis oluyoruz.
Ancak yakinsamanin yanagsik (asimptotik) nitelikli oldugunun vurgulanmasinda da yarar

bulunmaktadir.

2.1.2 icdegerbicimsel Eniyilemeli YBMG uygulamalari

Bu altaltb6limde dnceki altaltbéliimde olusturulan kuramdaki olgulari, bir anlamda dog-
rulayici birkag uygulama verilecektir. Elde edilen sonuclar kuramin hem genisletilebilme

sinirlarini belirleyecek hem de yeni kavramlar Uretilmesine neden olacaktir.

Simdi uygulamalarimizda nasil bir yol izleyebilecegimizi glindeme getirebiliriz:

e YBMG arahigini [0,1] ve agirhgini da 1 olarak alacagiz. Nokta kimesi icinde 0 ve
1 bulunabilir. Bu secim ile olabildigince yapisal kolaylastirim saglanmakta ama bu

yoldan bazi olgularin gdzden kagmasina olanak verilmeyecegi distnilmektedir;
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e Taban cokterimlileri olarak Legendre cokterimlilerinden asagidaki bicimde yarar-

lanacagiz.

Uj(X) = /2] +1P(2x—1), 0< <o (2.53)

Bunlar dik ve boylari 1 olan bir takim olustururlar ve dolayisiyla ayrica diklestirme
islemine gereksinim yoktur. Bu, aslinda, bir secim degildir. Onceki adimdaki

secimlerin bir sonucu olarak ortaya ¢ikmaktadir;
e Bu takimdan um(X) yoneyinin olusturulmasi gerekmektedir;

e Um(X) yoneyinden um(X1), ..., Um(Xn) yoneylerinin ve bunlardan da diklestirmeyle Uy,

..., Up yOneylerinin olusturulmasi gerekmektedir;

e Bu yoneylerden Q kare dizeyinin belirlenmesi gerekmektedir. Bu amacla, 6nce
V = [Un(X) .. Um(Xn)], V=[U; ..Uy (2.54)
dizey tanimlarini yapmak ve sonra da asagidaki esitligi yazmak gerekir;
o (VTV> ! (2.55)
e Bu Q Kare dizeyinden f yoneyinin belirlenmesi gerekmektedir;
e (2.45)’ten v’nin belirlenmesi gerekmektedir;
e (2.43)’ten op’In belirlenmesi gerekmektedir;

e (2.35)’ten A’nin belirlenmesi gerekmektedir;

e oy’nin, asagidaki bicimde yeniden yazilabilecek olan anlatimini kullanarak, belirlen-
mesi gerekmektedir;

ATy

Um=V A —
m 1-o09

el (2.56)
o (M (x) islevinin belirlenmesiyle islem bitirilmis olacaktir.

Uygulamalarimizda f(x) icin, € degismezlige yakinhigi 6lgen (¢ = 0 tam degismezlige
karsilik gelirken € 0’dan uzaklastikca egrilik gittikce artacaktir) bir degistirge olmak
uzere, F(ex) yapili islevler kullaniimigtir. Boylece F (0) degismezine yakinlik saptamasi

icin sinamalar gerceklestirilmistir. Yine kolaylik ve yalinlik igin islev degerlerinin (yani
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verilerin) verildigi noktalar olarak [0,1] arahgini (n— 1) esit alt araliga bolecek bigimde

yerlestirilmis noktalar secilmiglerdir.

Bu altaltbolimde 9 sekil sunulmaktadir. Her bir sekilde de iki islev bir arada verilmekte-
dir. Islevlerden salinimsiz olani acik yapisi verilen islevi, salinimli olan cizim ise 6nceki
altaltbslimde (™ (x) ile simgelenen islevi betimlemektedir. Cizimlerde kullanilan
f(m) (x) yapisi belirlenirken veri nokta sayisi n = 5 olarak, kesme gosterilimdeki taban

yoney sayisi olan mise 19 olarak secilmistir.

Bilgisayim isleminde MuPAD [65] kullaniimis, MuPAD betiklerinde duyarlilik degistir-
geni olan DIGITS cevresel degiskeni 20 olarak segilmistir. Bu secimle sonug ve

arasonuclarda 20 ondalik basamak dolaylarinda bir sayisal kesinlik saglanmistir.

YBMG araligi Sobol’un genel olarak yegledigi ve sayitsal uygulamalarda 6lciin (ing:
standard) olarak benimsenen [0, 1] olarak secilmistir. YBMG agirligi da ayni baglamda,
bu aralik icinde her yerde, 1 degeri alan islev olarak secilmistir. Bu segimlere karsin
MuPAD betiginde bu aralik ve agirlik icin tanimlama olanagi verilerek, gerektiginde

genisletilebilecek, bir yapi kurulmustur.

Sozli edilen MuPAD betiginde YBMG’ye agilacak islev, bu altaltbélimin basinda
belirtildigi gibi, salt xX’e yani bagimsiz degiskene degil onun & gibi bir degistirge ile

carptimisina bagimh olarak tanimlanmistir.

Sekil 2.1, Sekil 2.2 ve Sekil 2.3’te verilerin Uretilecegi islev olarak e#* alinmistir. & degeri,
Sekil 2.1, Sekil 2.2 ve Sekil 2.3 igin sirasiyla 1.0, 0.1, 0.01 olarak segilmistir.

v &
6T
24T
22T
0T

L&

L&

1.4

L2

oo ol o2 03 0.4 o8 X 0.7 0.8 (e )] 1.

Lo = ——————————————{
0
X

Sekil 2.1: y=¢€*,n=5 m=19, x; = 0.00, xp, = 0.25, x3 = 0.50, x4 = 0.75, x5 = 1.00.
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Sekillerden de ayirdedilebilecegi Uzere, € degeri kiculdlkge, [0,1] araliginda iglevdeki
degisim de azalmakta yani islev duizlesmektedir. Bu duizlesmeye kosut olarak degismezlik
Olceni de 1’e yaklagmaktadir. Diizlesmenin bu yeni YBMG Uzerine etkisini 6l¢ebilmek
icin asagidaki goreceli yanilgi (ing: relative error) tanimi yapilabilir:

o]
Yi tm (S)EW

Burada gorlinen boy tanimi boyu belirlenecek olan islevin karesinin [0,1] araliginda ve

(2.57)

1 agirhi@i altinda timlevinin karekoki olarak yapilmaktadir. Yani (2.57) yerine agagidaki

daha agik tanim yazilabilir:

2

o dx | f (3 — 1™ ()|
J3dxf (ex)?

Sekil 2.1 icin bu son bagintidan belirlenen goreceli yanilgi degerleri Cizelge 2.1°de

Ys ¢m (€) = (2.58)

verilmektedir.

Cizelge 2.1: e’a gore goreceli yanilgi degeri.

€ Yegx, (M (x)

1.00 0.0211816961
0.10 0.000669669
0.01 0.000007346

Bu esitliklerden kolayca anlagilabilecegi gibi € 0’a dogru azaldikca goreceli yanilgl da
cok hizli olarak 0’a dogru azalmaktadir. Bu, ilgi odagindaki islevin € 0’a dogru azaldik¢a
hizla dizlesmesinden kaynaklanmaktadir.

y A

Lo

Log o
LorT

L& T

L.05
L0
Lo3 T
1.0z

Lol -+

L0 T ————————————
oo ol 02 03 04 0.5 0.6 o7 0.8 [eR] 1

A |

Sekil 2.2: y=e%X n=5 m=19, x; = 0.00, X, = 0.25, X3 = 0.50, x4 = 0.75, X5 = 1.00.
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Lolo

Loog 1

Loos T

LooT 1

Looe T

L0335

L1004

Lo02 A

Looz

Lool 4

L.ooo ; ; f f ; ; ; f f Hiw
0o 0.l 0z 03 04 0.3 0.6 0.7 0.8 nG 10

Sekil 2.3: y=e%0X n=5 m=19, x; =0.00, xo = 0.25, X3 = 0.50, X4 = 0.75, x5 = 1.00.

Burada ve diger cizimlerdeki durumlarda f(™(x) 19. dereceden bir gokterimli yapisi

tasimaktadir. Eger
Fmx) =3 My (2.59)

tanimi yapilirsa Cizelge 2.2 yazilabilir.

Cizelge 2.2’den gozlenebilecegi gibi bu cokterimlinin katsayilarinin ardisik olarak arti
ve eksi cok bilyiik olabilen degerler almasi, dogrudan toplama ile yapilacak f(™(x)
deger belirlemesinde, dzellikle x 1 dolaylarindayken, hizla yanilgi birikimine yolacar.
Bu nedenle, ondalik basamak sayisi 20 olarak secilmistir. Bu sagliksiz (ing: ill-posed)
sayisal yapi sayisal timlevlemede de MuPAD’in numeric: :int buyrugunun degil
numeric: :quadrature buyrugunun MaxCalls=infinity secenegi altinda kul-
lanilmasina neden olmustur. Bu soylenenler daha sonraki c¢izimlerdeki durumlarda da

gecerlidir.

Sekil 2.4, Sekil 2.5, Sekil 2.6°da verilerin olusturuldudu islev (ex)? + 10 olarak secilmistir
ve ¢ sirasiyla 1.0, 0.1, ve 0.01 degerlerini almaktadir. Egrilerin yapilari Sekil 2.1, Sekil
2.2, Sekil 2.3’ten ¢ok da degisik degillerdir. Burada da € azaldikga goreceli yanilgi degeri

azalmaktadir. Durum Cizelge 2.3’te verilmektedir.

Gorildugl gibi, daha en basta yani € = 1.0°da olabildigince kicik bir géreceli yanilgi ile

karsilagiimakta ve ¢ azaldikca goreceli yanilgi da hizla azalmaktadir.

Bu islev icin dik taban iglevleri turiinden dogrudan bir agihm yapilacak olsa beklenen

durum salt 1, x, X2 terimlerinin bir dogrusal birlesimi olmasi ve bunun da ilgilenilen isleve
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Cizelge 2.2: eXislevi igin (™ (x) cokterimlisinin katsayilari.

ff”ﬁ
1.000000
205.688799
-17390.165199
688967.458466
-15464544.482811
219221802.076524
-2104483381.898004
14349583136.511295
-71861009970.612100
270542119209.315764
-777692897972.374563
1722444904404.297544
-2948604063982.682122
3890292070728.740277
-3917311327301.013676
2953891936163.176962
-1614013566524.666080
17  603225309364.346137
18 -137902822196.263127
19 14539819284.264195

e e e
SO r SRR EBowo~v~oorwNn R O|—

110
10 '-
1087
107 7
106
105
104 7

103

102

101

nn : } t t t t t t t t
0.0 0.l 02 0.3 0.4 0.3 0é 0.7 0.8 09 1.0

Sekil 2.4:y=x2410, n=5, m= 19, x; = 0.00, Xo = 0.25, x3 = 0.50, X4 = 0.75, X5 =
1.00.

esit olmasidir. Ancak, burada dogrudan bir acilim degil katsayilari YBMG degismezlik
6lceni eniyilemesiyle saptanan bir agilim s6z konusudur. Bu ise Cizelge 2.2°de verilen
yaplya benzer bir katsayl yapisi demektir. Burada Sekil 2.4, Sekil 2.5, Sekil 2.6’daki
islevler icin Uretilen cizelge verilmemektedir. Ama, bu verilmeyen cizelge icin Cizelge

2.2°de soylenebilecek hemen hemen hersey aynen dile getirilebilir.
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Cizelge 2.3: €’a gore goreceli yanilgi degeri.

€ Yiex)2-4+10, 1 (x)

1.00 0.00000707486994
0.10 0.00000000080996
0.01 0.00000000000008

Bu ilk 6 sekil islevin yapisindaki degismezlik duzeyi arttikca burada énerilen YBMG
tirindn iyi calistigini gostermektedir.  Bu ise ilgilenilecek islev yerine ondan bir
dontsum ile Uretilebilecek, degismezlik diizeyi cok daha yiiksek olan, bir islevin bu yeni
eniyilemeli YBMG ile yaklastirrmindan sonra geriye, dontsim oncesi isleve, gecilmesi

ve onun anlatiminin elde edilmesi anlamina gelir.

Sekil 2.7, Sekil 2.8, Sekil 2.9 bu s6zl edilen donistimle dizlestirmeye 6rnek olarak
tasarlanmiglardir. Dontistim isleci olarak bir sayiyla telemeyi izleyen evrikistel (ing:
logarithm) alma eylemidir. Sekil 2.7°de islev olarak e*+ 2 islevi, Sekil 2.8’de islev olarak
In(eX+2) +2, Sekil 2.9°de In(In (eX+2) +2) + 2 dondstlrilmus islevi kullaniimaktadir.

Yapilan uygulamalardan edinilen izlenimleri asagidaki dizelge yapisinda verebiliriz.

e Yeni YBMG yontemince iiretilen (™ (x) cokterimlisi bir degismez islev egrisini
taban alip onun altiyla Ustli arasinda salinmaktadir.  Uygulamalar 1 degiskenli
durum icin gerceklestirildiyse de ¢ok degiskenli durumlara gecildiginde de bu tir

davranisla karsilasilacagi, her ne kadar kanitlama istese de, olabildigince belli gibi
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on ol 0.2 0.2 0.4 0.5 05 0.7 0.8 o9 1.0
X
Sekil 2.5:y = (0.1x)2 +10, n=5, m= 19, x; = 0.00, xp = 0.25, x3 = 0.50, x4 = 0.75,

x5 = 1.00.
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Sekil 2.6: y = (0.01x)2 410, n =5, m= 19, x; = 0.00, X, = 0.25, X3 = 0.50, X4 = 0.75,
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Sekil 2.7: y=€*4+2,n=5,m=19, x; = 0.00, x, = 0.25, x3 = 0.50, X4 = 0.75, x5 = 1.00.

goriinmektedir. Burada sozi edilen degismez islevin egrisi ilgilenilen islevin egrisini

kesmektedir.

e llgilenilen islev ne kadar degismez nitelikteyse goreceli yanilgi da o kadar 0’a yakin

olmaktadir.

e llgilenilen islevin degismezlik niteligini arttirmak icin evrikistel (ing: logarithm),
kdkalma, ve bunlara benzer islevler araciligiyla dénustimler tanimlamak ve sonra
eniyilemeli YBMG ile yaklastirmak sonra da ilk bastaki isleve donmek olanakl

goriinmektedir. Bu durum cok degiskenli islevler icin de gecerli gérinmektedir.
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e Bu yeni eniyilemeli YBMG icin m degerinin ¢ok yukseltilmesine gerek olmadigt,
yukseltildikce goreceli yanilgida azalma olabilecegi, belirli ve sonlu bir m degeri igin

en iyi goreceli yanilgi degeri elde edilecegi gozlemlenmistir.

e llgilenilen islevin acik anlatimi bilindiginde tanimi yapilabilen géreceli yanilgi
degerinin, islevin acik anlatimi degil de verilerle verilmesi giindemde oldugunda nasil
tanimlanacagi burada acik bir soru olarak kalmistir. Bu konuya alttaki altaltbélimde

odaklanilacaktir.

2.1.3 icdegerbicimsel Eniyilemeli YBMG icin verilerin dordiilden sapma goreceli
degeri

Yeni YBMG’nin odaklandigi islevin agik anlatimi verilirse boy tanimina dayandiriimis
bir goreceli yanilgi degerini 6nceki altaltbolimde kullanmistik. Ancak bu tanimla verilen
degerin belirlenebilmesi icin islevin, [0, 1] arahiginin her noktasindaki degerinin bilinmesi
gerekmektedir. Yani, islevin bu aralik i¢indeki sonlu sayida noktada degeri verildiginde
bu goreceli yanilgl anlatimindaki timlevlerin belirlenmesi neredeyse olanaksiz duruma
gelir. Ya bu tlmlevleri icdegerbicimsel dordilleme (ing: interpolatory quadrature)
yontemleriyle belirlenebilecek yaklasik sayisal degerleriyle yetinmek ya da tumlevli
anlatimlari birakip salt verilen islev degerlerini igeren kesin anlatimlarla gergeklestiren

yeni tanimlari kullanmak gerekir.

Bunlardan ilki s6z konusu olacak olursa, (2.58)’de, f’deki yapisal belirsizlikten kay-

naklanabilecek, tiimlev sayisal deger belirleme sorunu giindeme gelebilir. Bu durumda,

T |
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Sekil 2.8:y=1In(e¥+2)+2,n=5 m= 19, x; = 0.00, X, = 0.25, x3 = 0.50, x4 = 0.75,
x5 = 1.00.
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Sekil 29:y=In(In(e*+2)+2)+2, n=5 m= 19, x; = 0.00, x = 0.25, x3 = 0.50,
X4 = 0.75, x5 = 1.00.

belirlenmesi gerekecek tiimlevler asagida siralanmaktadir.

! 2
ﬂlz/ dxf (ex)“,
0
1
ﬂgz/ dxf (ex) f(M (x),
0
! 2
S = / dx ™ (x) (2.60)
0

Bu tlmlevlerden sonuncusu kesin deger olarak belirlenebilir. Bunun nedeni onun bir
cokterimli olmasidir. Sonug f(™(x) cokterimlisinin katsayilari {izerinde bir dogrusal

birlestirim olarak elde edilir.

(2.60)’daki ikinci tumlev, f (ex)’in degerinin timlevleme araliginin tim noktalarinda
bilinememesinden dolay1, kesin deger olarak belirlenemez. Sayisal timlevlieme ile deger
saptanmasina gecilmesi gerekir. Ancak, f(™ (x)’in salinimli yapisindan dolay! dogrudan
belirlemeye gegmek dogru olmayabilir. Bu yiizden f(™(x) yerine tekdiize degisen islevler
kullanmak yerinde olur. Dolayisiyla, .#, yerine tanimi asagida verilen ., tlimlevi ile
ilgilenmek ve bunlar belirlendikten sonra bunlarin bir dogrusal birlestirimiyle .#,’ye

gecmek yeglenebilir.
1 .

f4z/ dxf(ex)x), 0<j<m-1 (2.61)
0

Butiin bunlar, sayisal olarak belirlenmesi gereken tiimlevlerin salt .#; ve .#4 oldugunu dile
getirir. Bunlari uygun bir dordulleme (ing: quadrature) ile belirlemek olanakhdir. Ancak,

kullanilacak yontemin veri degerleri izerinde bir dogrusal birlestirim Uretecek nitelikte

34



olmasi gerekir. Yani, matematik anlatimlarla verilmek istenirse,
1 Ny
= / dxf (ex)? = zw(k”f(gxk)?

f4—/ dxf (£X)x Zwk (X)X, 0<j<n-1 (2.62)

anlatimlarinin gecerli olabilmesi icin ny = np = n esitliklerinin gecerli olabilmesi ve
X1,....Xn degerlerinin verilerin yani YBMG odaginda olan islevin degerlerinin verildigi
noktalar olmasi gerekir. Bu baglamda, ¢ok 6zel durumlar disinda, s6zgelimi, Gauss
dordallemeleri kullanilamaz. Bunun nedeni bu dérdullemelerdeki noktalarin verilen
noktalarla ¢cakismama olasiliginin ¢ok yiksek olmasidir, yani, bunlar ancak ve ancak
dordilleme noktalari kiimesi ile veri noktalari kimesinin esdeger olmasi durumunda kul-
lanilabilirler ki bdyle bir durumun ortaya ¢ikma olasiligi cok azdir. Bu arada, (2.62)’deki
dordulleme agirhk katsayilari da esdeger duruma gelirler.  Yani w katsayilarindaki

ustsirasayilarla yaptlan ayirim s6z konusu olmaz.

Bu altaltblimin basinda sozu edilen ikinci secenek yani icdegerbigimsel dérdilleme
kullanmaksizin yeni tanimlamalara gecme secene@i soz konusu olacak olursa ve veri
noktalariyla bu noktalarda verilen islev degerleri, sirasiyla, x1,....Xn Ve f(x1), ..., f(Xn)

ile simgelenirse asagidaki ortalama deger tanimlariyla yola cikilabilir.

fzignlf(xj), 71 g (x))? (2.63)

Bu tanimlamalardan iglevin verilen degerlerinin yukarida verilen islev ortalama degerin-

den sapmalarinin karelerinin (ing: square) ortalamasi icin asagidaki esitlikler yazilabilir.

i[ f(x)—fP=f2-2f 4+ f =2 f° (2.64)

3 \

Burada ortaya ¢ikan ve islevin karelerinin ortalamasi ile ortalamasi arasindaki degerin
kokikisine (ing: square root) “Bocalayim Katsayisi” ya da “Sendelenim Katsayisi” (ing:
Fluctuation Coefficient) adi verilebilir. Bu buyuklukten bir “Goreceli Sendelenim

Olgeni” (ing: Relative Fluctuation Measurer) asagidaki anlatimla tanimlanabilir.

(2.65)

Bu buyiklik ne kadar kiiglik kalirsa islev de bir degismeze o kadar yakin olur. Bu gercegi
kanitlamak icin bir degismeze olan yakinhgi bir degistirge ile betimlenen bir yapida islev

g6zonlne alahm.
f(x) =c+eg(X) (2.66)
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Burada g(x) veri noktalarinda ¢ok bilyuk degerler almayan bir islev olarak éngdrtlmekte
olup cile bir degismez simgelenmektedir. Bu islevin ortalama degeri asagidaki anlatimla
verilebilir.

T=c+eg (2.67)

Burada g ile simgelenen buyuklik g(x) islevinin ortalama degerini gostermektedir.

(2.66)’daki yapi 2 icin de asagidaki ortalama deger anlatimini yazmamiza olanak saglar.

2 =2 4+ 2ceg+ °7° (2.68)
Buradan da
27 = e’ — 7 (2.69)
ve
-
Fe(f) = ~— (2.70)
(c+€Q)

sonuclarina varilabilir.  Son anlatimdan ¢ikarilabilecegi Uzere Goreceli Sendelenim
Olgeni, £ 0’a dogru azaldikca, 0’a yukaridan yaklasir. Yani ilgilenilen islevdeki diizlesme

ya da degismezlige yaklasma sendelenimi azaltir.

Goreceli sendelenim 6lgeni icin asagidaki st sinir, Uretim ara asamalari verilmeksizin,

yazilabilir.

212

Se(f) < e (2.71)
ek

Burada fg, ile fy islev degerlerinin sirasiyla en bilyuk ve en kuguklerini simgelemektedir.

(2.70)’de esitlik durumu ancak f islevinin bir degismez olmasi durumunda ortaya ¢ikar,

diger durumlarda esitsizlik gecerlidir.

(2.71)’de f yerine ondan Z ile simgelenen bir islevsel dénusimle elde edilecek islev

kullanilacak olursa asagidaki esitsizlik yazilabilir.

12 _ g (f)2
7 (H)e
Eger 2 bir buzilme donlsimi (ing: contraction mapping) ise (2.72)’deki goreceli

(2.72)

sendelenim 6lgeni, ayni f degerleri i¢in, (2.71)’dekinden kiiciik deger alir. Dolayisiyla,
verilen f degerleri lzerinde buradaki igde(yerbigimsel Eniyilemeli YBMG uygulamadan
once onlar yerine onlarin uygun bir donsumuyle Gretilecek degerleri devreye sokmak
daha yerinde bir eylemdir. Onceki cizimlerde kullanilan evrikistel (ing: logarithm)
dontsumiin yani sira baska donustimler de denenebilir. Ama burada bu kadar bilgi ile

yetinilecektir.
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2.2 Dogrusal Altkesimsel Taban I slevleri Kullanilarak | cdeger bicimsel Eniyilemeli
YBMG

2.2.1 Dogrusal Altkesimsel Taban Islevleri kullanilarak icdegerbicimsel Eniyile-
meli YBM G’de denklemlerin olusturulmasi

Bir onceki altbolimde, bir veri takimi olarak verilen coklulardan (ing: tuples) islev
yapisi Uretilmek istenirken, YBMG’nin Uzerinde tanimlandigi bir Hilbert uzayinda
calistimis ve bu uzayda secilen sonlu sayida islevin orttigu bir altuzay odak olarak
alinmistl.  YBMG ile aramakta ya da kurmakta oldugumuz islevin bu uzaydaki taban
islevlerinin bir dogrusal birlestirimi olarak anlatilabilecegi 6ngorulmisti. S6zkonusu
olan taban iglevleri ise sayilari veri coklulari sayisiyla tutarli olan Lagrange gokterimlileri
olarak secilmisti. Taban islevlerini birlestiren dogrusal birlestirim katsayilari, dogrusal
birlestirimin YBMG’ndeki degismezlik dlgenini en buylk kilacak bicimde segilmisti.
Bu se¢im yapilirken eniyileme icin bir amag¢ islevimsisi se¢ilmis ve buna degismezlik
olceni amac terimi olarak alinirken veri diigiim noktalarinda islev degeri ile ¢akisma
gereksinimi de kisit olarak kullanilmisti. Degisik tiirde islevler icin yapilan sinamalar
veri takimi verilen islevin yeterince diiz olmasi durumunda isleve, belli bir salinim
icinde yaklasabilen sonuclar alinabilecedi gozlenmisti. lIslev diizlestikce de salinim
genliginin cok cok azalabildigi saptanmisti. Bir 6nceki bolimde yapilan calismalar
bu salinimin, aslinda, cokterimli i¢degerbiciminde Runge olay! diye bilinen olgunun
YBMG’ne yansimasi oldugu yorumunu getirmistir. Hem bu hem de iglevin diiz olma
gereksiniminin getirdigi kisitlamadan kacinmak icin Lagrange cokterimlilerinin yerine
daha etkin bir taban takimi olusturumunun yerinde olacagi savini giindeme getirmistir.
Runge olayindan kaginmanin en iyi yollarindan birinin altkesimsel (ing: spline) islevler

kullanimi olmasi bizi ¢calismada bu yapida islev olusturumuna yonlendirmistir.

Lagrange icdegerbicimsel YBMG’de gozlenen salinimsal yapi ve ozellikle cokterimli
derecesi arttiginda karsilasilan aradeger bozulmalari, bilimsel yazinda, Runge Olayi
olarak biliniyor ve icdegerbicimin daha diizgln yapida gerceklestirilebilmesi i¢in bundan
kacinilip “Cokterimli Altkesimsel Islevler”den (ing: Polynomial Spline Functions) yarar-
laniliyor. Biz de, burada, 6yle yapma yoluna gidecegiz. Bu amacla, calismalarimizda
kullandigimiz genel cokterimli ya da Lagrange ¢okterimlisi yapisinda taban islevleri

yerine “Dogrusal Altkesimli” taban islevleriyle calisacagiz.
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Bu amagcla, “Sonlu” bir aralik i¢in bu nitelikte boylar1 1 ve birbirlerine dik olan taban
islevleri nasil olusturulur?” sorusuna yanit arayalim. a ve b gercel ve b > a kosulunu
saglayan iki degistirge olmak lzere [a,b) arahiginda dogrusal bir yapi olusturabilmek
icin, yani x bagimsiz bir degistirgeyi simgelemek lzere x € [a,b) icin, olusturulabilecek
tim dogrusal islevlere taban olacak islevlerin sayisi iki olup bu aralikta 1 ve x’e esdeger
olan iglevler ya da onlarin dogrusal birlestirimlerinden olusturulan dogrusal bagimsiz
herhangi iki islev olabilirler. Boylece, araligin alt ucunda O degerini alan ve bu aralk
uzerinde verilen bir agirlik, W(x), altinda tanimlanan boy’a gdre boyu 1 olan iglev

asagidaki anlatim ile verilebilir.
wi(x—a) Xe€ [ab)
0 X¢ [a,b)

U (X) = (2.73)

Burada wi, boybirimlestirme (ing: normalization) i¢in esneklik yaratmak amaciyla
glindeme getirilen ve bu an igin belirsiz olan, bir degistirgeyi gostermektedir. Bunun

belirlenmesi icin asagidaki kosul esitliginin yazilmasi gerekir.
b
/ dXW(x)u (x)* = 1 (2.74)
a

Burada gorinen W(x) islevinin [a,b] araligini icine alan daha biyuk bir arahk
Uzerinde tumlevbirimlestirilmis (ing: integral normalized) oldugu varsayilmaktadir. Bu,

YBMG’nin en 6nemli kolaylastirici bir gereksinimini saglamak amaciyla yapilmaktadir.

(2.74)’0 (2.73)’ten yararlanarak, asagidaki bicimde daha acik olarak yazmak olanaklidir.

b
W8 [ () (x—a)” = wim; =1 (279
Burada

rrkz/bdx\N(x)(x—a)k, 0<k<oo (2.76)

ile tanimlanan blyukluklere (x —a) degiskeninin “[a,b] Araliginda ve W(x) Agirhgi
Altinda k. Beklemi (ing: moment)” adi verilir. Bu buyikltklerin acik degerlerinin
belirlenebilmesi i¢in W(x) agirhginin acik yapisinin verilmesi gerekir. Burada, agik
yaplya, gerekmedikce gecmeksizin, ilerleyecegiz. Ozenli bir inceleme (2.76) ile verilen
beklemlerin timdnun arti degerler olacagini gosterir. Bu nedenle, (2.75)’ten, artihgi
saglamak amaciyla arti ¢cdzimi secgerek

Wy = \/—@ (2.77)
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ve buradan da

X—8 xelab)
us (x){ Ve (2.78)
0 X¢ [a,b)

vargisina (ing: conclusion) ulasilabilir.

Burada, aslinda, boy tanimi olarak
b—e 5

Jug [I® = lim |~ dxW(X) ug (x) (279
a

Ozdesliginden ve beklem tanimlarinda da

b—e
M = lim / W)X,  0<k<oo (2.80)

e—0.Ja

Ozdesliklerinden yararlaniimistir.

uz (x) islevine dik ve yukarida tanimlanan boy islevimsisine gore boyu 1 olan diger islevin

tanimi ise asagidaki yapida olmak zorundadir.

ox+ B xe [ab)

U (X) = { (2.81)
0 X¢ [a,b)

Burada gdrunen ve bu an icin belirsiz olan o ve B degistirgeleri, uy (X) islevini up (x)
islevine dik ve boyu 1 olacak duruma getirecek bicimde secilmelidirler. Bu dogrultuda
islem yapildiginda u; islevine diklik kosulu kullanilarak o ile B arasinda asagidaki

dogrusal denklem elde edilir.

(Mmp+amy) o +mfB =0 (2.82)

u2’nin boyunun 1 olmasi gereksinimi, o ile B arasinda, asagidaki dordilsel (ing:

quadratic) denklemin yazilmasina olanak saglar.
(mp + 2amy + a®mg) o® +2 (my +amp) o + mBfZ =1 (2.83)

Bu son iki denklemin ¢ icin arti deger Ureten ¢6zimdi secilecek olursa
m
o= L . po—— Metam (2.84)
VM2 / momp — e VMg 4/ momp — 2

sonuglarina ulasilir. Bu esitliklerin sag yanlarinin paydalarindaki ikinci karekok (ing:

square root) altinda goriinen biyuklik eksi deger alamaz. Bunun kanitlanmasi icin énce

/de /dx\N (x—a)? (/ AXW(X) (X — a))2 (2.85)
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yazilabilir ve hemen sonra

1
2

</ AXW (X ) W(x)

E(X) =W(x)(x—a) (2.86)

N

tanimlamalarina gegilerek (2.85) yerine

—nE = [/abde(x)r[/ dx& (x (/ dXW(x ) ] (2.87)

yazilabilir. Burada, eger, [a,b] araliginda karesi timlevlenebilen herhangi bir g(x) islevi

Uzerinde asagida tanimi verilen izdisum isleci kullanilacak olursa

Pg(X) [ / oW (x ] W(x) (2.88)

asagidaki esitlige ulasilir.

= Uabdwv(x)ﬂ/abdxg(x)[f_yw]g(x) (2.89)

Eger, burada, g1 (x) ile g2(x) karesi tuimlevlenebilir herhangi iki islev olmak Uzere,

b
(01.00) = / dxg1 (g2 (X) (2.90)

ile verilen iccarpim tanimi kullanilacak olursa asagidaki esitlige ulasilr.

{/ dXW (X } (.7 — Py &) (2.91)

Burada, sad yanda goriinen iccarpim, aslinda, [ % — P | islecinin &(x) islevi tizerinden
beklenen dederine eittir ve bu beklenen deger, [ .7 — 22 | islecinin de bir izdiistim isleci

olmasi nedeniyle, eksi deger alamaz. Boylelikle
My, — e > 0 (2.92)

vargisina ulasthr. (2.91)’deki islece “W(x) i§levine Gore Sendelenim igleci”, iccarpima
ise “£(x) Islevinin W(x) Islevine Gore Sendelenim Degeri” denebilir ve bir anlamda

dordillemeden kaynaklanan sapma degerini dlcer.
Artik uy(x)’in somut yapisini agagidaki gibi yazabiliriz.

my(x—a) —m, xc [ab)
b ={ Viey mom—m (2.93)

0 X¢ [a,b)
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Artik, bu yapiy! bizim incelemelerimizde kullanacak diizenegi olusturmak icin kulla-
nabiliriz. Bu amacla, yine tek bagimsiz degiskenle ilgilendigimizi varsayarak, xi,...,Xn
ile simgelenen noktalardan olusan bir boyutlu 1zgara (ing: grid) ya da 6rgily guindeme

getirebiliriz. Bu 6rgu digumlerinden asagidaki araliklari olusturabiliriz
I=aXer1),  1<k<n-1 (2.94)

Bu araliklarda birbirine dik ve boylari 1 olan taban takimi asagidaki bicimde olusturula-
bilir.

X_()I((l; X € H
U1 (=4 V2 . l<k<n-1, (2.95)
0 X & Hy
k k
mg)x X) — mé) X € H
Uk (X VvV m, \/mo , 1<k<n-1 (2.96)
0 X & Ik

Burada goriinen Ustsirasayili beklem degerlerinin acik yapilari

( Xi4-1 ; i
m z/ BW(X) (x—x)!, 0<j<e, 1<k<n-1 (2.97)

Xk

anlatimi ile verilmekte olup bu son tanimlardaki W(x) ile simgelenen agirlik islevinin

Xn

dXW(x) =1 (2.98)
X1

timlevbirimlendirim kogsulunu sagladigi varsayilmaktadir.

Artik, ilgilenilen ve f(x) ile simgelenen, bir islevin bu taban islevleri tlrinden bir
dogrusal birlestirimle betimlenebilecegini 6ngodrebilir ve dogrusal birlestirim katsayilarini
altsirasayilandiriimis o simgeleriyle gostererek asagidaki tanim anlatimini yazabiliriz.

2n—2

X) = 21 juj (X) (2.99)
j=

Bu anlatim, bu belirsiz yapisiyla, Xo, ..., Xn_1 degerlerinde sireksizlikler tasimaktadir
ve bunlar, salt, altsirasayilandiriimis u simgeleriyle betimlenen iglevlerin yapisindan
kaynaklanmaktadir.  Eger, f(x)’in [xq,X,] araliginda strekli olmasi sézkonusu ise

(incelemelerimizde hep dyle varsayacagiz) bu tekilliklerin kaldiriimasi gerekir. Bu ise,
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ancak, o katsayilar tzerine kosul getirerek saglanabilir. Bu sureklilik kosullarindan
X = X daki (2 < k < n—1) yazilmak istenirse

lim f(x) = lim f(x) (2.100)
X—% X—x%

ve

Ok—3 lim ngfg(X)—l—OCZK,g lim UZK,Z(X)

X=X X=X
= k1 liM Ugk_3(X) + ok 1im uk(X) (2.101)
X=X X=X

ve buradan da

Xk Xk—1) m(k b (X — Xi—1) — mék*l) ok
(k—l) 2
/ k 1\/ mgk 1)
(
- 0 = 0, 1<k<n-1 (2.102)

F%nomz

denklemlerine ulagilir. Bunlari daha tikiz bicimde yazabilmek icin agagidaki tanimlari

yapabiliriz.
(XT = [061 OCZn_z]
(X — Y1) (k Y (%= X1) — mékfl)
Nk-1= ﬁ 292k—2
(k—1) (k—1) k—l
ot
egk, 2<k<n-1 (2.103)

F%nomz

Buradaki yoneylerin tumu 2n — 2 0Ogeli olup e ile j. kartezyen birim yoney

simgelenmektedir.

Bu tanimlarla (2.102) yerine, T Ustsimgesi devrik anlamina gelmek Gzere,
npog=0, 1<k<n-2 (2.104)

denklemleri yazilabilir. Bunlara Sureklilik Denklemleri adini verebiliriz. Bdoylelikle
o yoneyindeki 2n — 2 bilinmeyen i¢in n— 2 denklem olugsturulmus olur. Goruldugi gi-
bi bu denklemler ilgilenilen islevden bagimsizdirlar. Salt, dogrusal altkesim taban alt

islevlerinin yapilarina bagimhdirlar.

Bu asamadan sonra yapilmasi gereken islem f(x) islevi igin, X’in Xy, ..., X, degerlerinin

bazilarinda verildigi varsayilan degerlerin o yoneyinin belirlenmesine yansitiimasidir. Bu
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amacla, 1 < j1 < j2 < --- < jm < nyapisinda altsirasayilandirilan m (m < n) sayida
tamsay! icin f(x) islevinin x = xj, (1 < ¢ < m) degerlerinde degeri verildigini, yani fj,

ile bu islevin s6z konusu verilen degerlerinin simgelendigi varsayilarak,
f(xj/):fjf, 1</<m, 1<m<n (2.105)

yazilabildigini dngorelim. (2.99) ile (2.95) ve (2.96)’dan yararlanarak bu esitligi asagidaki

anlatimla daha agik olarak vermek olanaklidir.

()

— M OtzjKijé, 1</<m<n (2.106)
() (i) ()2
My m,” —m
(n-1)
— Xn— m Xn — Xp—
70(” ():]n_l?) Oon—-3+ 1 (0~ Xn-1) ; Olon—2
m, mgnfl) \/ménl) ménfl) - mgnfl)
(n-1)
2 Oon—2 = fo (2.107)

2
\/m(()n—l) mén—l) o m(ln—l)

Bu denklemleri, ilerideki uygulamalarimiza getirileri agisindan, asagidaki bicimde

yeniden yazmak daha uygundur.

(i,)
_ V'
\/méjf)mg”) _mgl,g)

Yukaridaki yapi j, = n icin gecerli degildir. Onun yerine asagidaki anlatim kullanil-

e{jfa =fj,, 1<j/<n (2.108)

malidir. Kuskusuz, f,, degeri verilmisse.

(n—1)
Xn — Xn— m " (X —Xn-1)
(7“]_1;) &30+ - 5 20t
m, mén—l) \/mén—l) mén—l) o mgn—l)
(n—1)
— m : e 0 = Ty (2.109)

43



Boylece, m denklem daha elde edilmis olur. Bu mdenklem f(x) islevinin yapisinin o.’ya

yansitiimasi olarak dustinilmelidir. Bu m denklem

( (i)
k
- 2 e, 1<k<n
2

() () (i)
\/mokmzk _mlk

M (Xn—Xn-1) Xn — Xn—1)

(n—1)
€n-3+ ™ (
mg”_l) mgn—l) \/ mén—l) mgn—l) L

\/ﬂ l

€n-2

— m ; €n-2 ="
k \/m(()n—l) mén—l) B mgn—l)
n—-1<k<n+m-2 (2.110)
tanimlariyla asagidaki bicime burtindurtlebilir.
Moo =Tfi, 1<k<m (2.111)

Burada m’in arti deger almasi gerektigi cok agiktir. Eger m < nolursa o yoneyinin m—n
sayida bileseni belirsiz kalir. Buna karsilik, m = n durumu belirsiz bilesen birakmaz.
Dolayisiyla, bu belirsizlikleri kaldirmak amaciyla, bir yol, bir 6l¢lt bulmak gerekir. Bu
Oyle bir bicimde gindeme getirilebilmelidir ki m = n durumunda da yani belirsizlik
olmama durumunda da gegerli olabilsin. Bu amagcla, f(x) islevini Yiiksek Boyutlu Model
Gosterilimi’ne agmak, daha sonra, bazi dlcenlerin degerlerini saptamak, ondan sonra
da bunlardan secilmis birinin belli bir 6zelliginin eniyilenmesini saglayacak bicimde
belirsizlikleri ortadan kaldiracak dogrultuda eyleme ge¢cmek, yol olarak secilebilir.
Boylece, YBMG acilimi olarak, f(x)’in bir degiskenli olusu da g6z6ntne alinarak,

2n—2
f)=Y oguj=fO+f(x) (2.112)
j=1

yazilabilir. Burada, (¥ ile simgelenen degismez YBMG bileseni asagidaki anlatimla
tanimlanmaktadir.
0 Xn 2n—2
fO= [ dwx) Y ojuj(x) (2.113)
j=1

X1
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Burada, eger,

th = [t]_ t2n,2], (2.1149)
Xn

tj= : dXW (x)uj (x), 1<j<2n-2 (2.115)
1

tanimlamalari yapilacak olursa
fO=tTg (2.116)

esitligi yazilabilir. 1lgilenilen f (x) islevinin YBMG Degismezlik Olgeni

(2.117)

I

anlatimiyla tanimlanir. Bu buyukligi n belirlenebilmesi icin (2.116)’dan hemen
2

H £0) H =a'tt’ o (2.118)

yazilabilir. Ote yandan uj islevlerinin birbirine dik ve birimboylu olmalari

1] =o' a, (2.119)
ve sonucta,
T++T
o'tt' o
o (0) = =+ (2.120)

yazilmasina olanak saglar.

Yukarida s6zi edilen belirsizlikleri kaldirmak amaciyla, bu degismezlik &lgeninin
degerinin olabildigince biylk olmasi istemi, élciit olarak alinabilir. Bu ise, bu 6él¢enin
yukarida sézedilen n+ m— 2 kosul altinda eniyilenmesi anlamina gelir. Bu dogrultuda,

asagidaki amag islevimsisi kullanilabilir.

n+m-—2

Y (nga . f,-kmiz) (2.121)

n—2
F (o, L) =0p(0)+ Y Ao+
k=1 k=n-1

AT =M o Anemz] (2.122)

Eniyileme icin bu islevimsinin, kendi bagimsiz degiskenlerine gore tiirevlenip sifirlanma-
sI gerekir. A’lara gore tlrevieme yukarida 6nceden sozedilen kisit denklemlerinin elde

edilmesine yani

ngo=0, 1<k<n-2 (2.123)

nko = fi,,,» N-l<k<ntm-2 (2.124)
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yazilabilmesine olanak saglar. Ote yandan, ¢’lara gére tiirevieme ve sifirlama islemlerin-

den de, op’In o’lara olan bagimliligi acik olarak gosterilmemek Uzere,

2 n+m-—2
m(ttT—Gol)aJr Y Ame=0 (2.125)
k=1

yoneysel esitligine ulasilabilir. Bu ise,

oo

2

Ak M,  1<k<n4+m-2 (2.126)

tanimlamalarindan sonra,

n+m-2

(ool —tta= Y ALy (2.127)
k=1
ve buradan da
n+m-2_ 1
o= Y Ax(ool —tt") " m (2.128)
k=1

vargisina ulasilir. Bu baginti, o yoneyini, bu an igin bilinmeyen, A yoneyi, ya da daha
dogrusu onun ogeleri, tiriinden veren bir anlatimdir. Bu anlatim (2.123) ve (2.124) ile
birlestirilerek A yoneyini belirlemek igin yoneysel bir denklem dretilebilir. Bu yodnde,
(2.128)’de k yerine ¢ simgesini kullanarak, (2.123)’den

n+m-2 -
> (ool —tt") TnA,=0, 1<k<n-2 (2.129)
/=1

ve (2.124)’ten

n+m-—2

> np (ool —ttT)_lnﬂg = f
-1

n—1<k<n+m-2 (2.130)

Jegn2”

esitlikleri Uretilebilir. Bu son iki denklem takimini ydneysel bir yapida buttnlestirebilmek

icin agsagidaki tanimlari yapmak yeterlidir

7 = [zl Imm_z}

L11 Lintm-2
L= : )
Ln+m—2 1 - Ln+m—2 n+m-2
Le=ng (ool —tt") ', 1<kl<ntm-—2,
m
f= 2 fjkenJrk,g (2.131)
k=1

(2.130)’u, bu tanimlardan, asagidaki anlatimla yeniden yazmak olanaklidir.

LA =f (2.132)
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Bu an i¢in L dizeyinin evirtilebilir oldugunu varsayarak, (2.132)’den,
7 =L (2.133)

vargisina ulasilabilir. Bu ise
n+m-2 1
o= Y (ool —tt") "mefL ' (2.134)
k=1

yazilmasina olanak saglar.
Artik, L nin evirtilebilirligi ile ilgilenebiliriz. Bu amacla, iyi bilinen

-1 1 1
| —tt") "= 4+ — = ttT 2.135
(GO ) 0o + (o)) (Go — '[Tt) ( )

esitliginden yararlanabiliriz. Bu esitligi daha da somutlastirmak ve ilging yorumlar

getirebilmek icin

PG =X) [ WU, Lsks2n-2 (2.136)

ozdeslikleriyle tanimlanan islecleri gozoniine alalim. Ozenli bir inceleme hemen

2n—-2 Xn 2n—-2
tht= > t¢= [ dW(x) [ S @k] U (x) (2.137)
k=1 X1 k=1

yazilabilecegini gosterir. Burada U (x) tumlevleme arahigi icinde her yerde 1 degerini alan
islevi simgelemektedir. Bu esitlikteki kogeli ayraclar (ing: parentheses) ile ¢evrelenmis
olan islecin etki ettigi islevden urettigi islev, etki altindaki islevin ilgili aralikta dogrusal

altkesimli icdegerbicim ile Gretilen karsiligidir. Etki altindaki islev ilgili aralikta her yerde

1 degerini aldigindan

2n—2

[ D %] Ux)=1 (2.138)
k=1

ve buradan da (2.137) yerine

Xn
tht= [ dW(x)=1 (2.139)
X1

vargisina ulasilabilir. Bu ise (2.135) yerine

-1 1 1 1 1
| —tt") = 4+ — T = [ —ttT] - ——ttT 2.140
(GO ) 00 * op(op—1) 0o [ ] 1- o0y ( )

yazilabilecegi anlamina gelir. Buradaki tt" dizeyi bir discarpim olup birimboylu oldugu
yukarida kanitlanmis bulunan t yoneyinin orttigl uzaya izdlsum gerceklestiren bir
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dizeydir. Dolayisiyla, buradaki son esitligin sag yani, bu esitligin en solunda goriinen

dizey evriginin bu izdusim dizeyinin kendisi ile timleyicisinin dogrusal bir birlesimi

olarak ortaya ¢ikmaktadir. (2.140) esitligi op degistirgesi 0 veya 1 olmadikca gegerli

kalir. Bu 0zel degerler ise o yoneyinin t yoneyine kosut ya da dik olmasi durumlarinda

ortaya ¢ikar. Burada, bu an i¢in, bu 6zel durumlarla karsilagilmayacagi, yani 0 < op < 1

esitsizliginin gecerli oldugu durumlarla ilgilenilecegi 6ngorilecektir.

(2.140) kullanilarak Ly, asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.

1
Lkz:a)nlnfr )nlttTW, l<kf=<nt+m-2

0o (00 — tTt
Bu da,

S Einim-—2
Enim-21 - Enfm-2nim-2
Ekgznlng, 1<k/<n+m-2,

9 = [91 oo 9n+m72],

=npt, 1<k<n+m-2

tanimlariyla,

1 1
L= "E4+ 60"
00 60(0'0—1)

vargisina ulasmayi olanakh kilar. Ozenli bir inceleme

00

E-lgpTE?
op+6TE-16 —tTt

L™t =coE " -

yazilabilecegini gosterir.

Buradan daha da ileri gidebilmek icin dnce

n+m-—2

E z nke-xr
k=1

tanimlamasini yapmak ve bundan ¢ok zorluk cekmeden ¢ikarilabilecek olan

Tt—o

m

E'E=E

esitliklerini gozonune almak gerekir.
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(2.145)’ten yararlanarak (2.134)’U asagidaki daha yalin anlatima indirgemek olanaklidir.

o = (ol —ttT) TEL Y (2.148)

Burada (2.140)’in kullanimi

a:iEL—1f+#tTEL—1ﬂ (2.149)
o0y} 00 (Go — 1)

arasonucuna goturir. Biraz daha ilerlemek icin burada (2.144) ve (2.146)’nin kul-

lanimiyla asagidaki ara esitlikler yazilabilir.

_ _ 0TE1f) _
EL 1f=gyEE Y — % . ) EE Lo, (2.150)
co—1+6TE-16

_ oo (6TE~1f

tTEL =00 (0" E'f) - o - ) 0TE o,
oo—1+60TE-16
oo(op—1) (67 E1f
_0o(00—1) ) (2.151)

oo—1+6TE16
Bunlarin (2.149)’da kullanimi, bir takim ara islemler sonrasinda, asagidaki daha
indirgenmis denklemin yazilmasina olanak saglar.
(6TE~)

o=EE 14+
op—1+6TE-16

(t—EE'0) (2.152)

Buradan, bir takim ara iglemlerin ayrintilarini vermeksizin

T (6TE~Lf) oo

= 2.153
oo—1+6TE-16 ( )
ve
fTE-Lf
oT o= [(Go—l—FQTE_lO)Z—pr (1- eTE-le)} (2.154)
Te-1p)\2
(00—14+6'E10)
vargilarina ulasilabilir. Burada ps
(6TE~1f)°
PI= g1 (2.155)

anlatimiyla tanimlanmaktadir. (2.153) ve (2.154)’ten asagidaki esitligi tretmek hig de zor

degildir.
2
()" _ P10y (2.156)
ala  (op—1+0TE10)°+p (1—0TE-10)
Bu ise, sol tarafin op’a esdeger olmasi nedeniyle,
2
o = P19 (2.157)

(co—1+6TE10)°+ps (1— 6TE-16)

49



denklemine ve buradan da

(00—1+6TE10)" +pr (1—0TE10) —prop =0 (2.158)
denklemine gdétirdr. Bunun yeniden diizenlenmesiyle de, denklem

(00— 1)%+ [20TE"10 — pr] (0o — 1) + (6TE20)" — ps (6TE16) =0 (2.159)
yapisinda bir ikinci derece cokterimlisinin koklerinin belirlenmesi sorununa dénusur.

Buradan kokler olarak

oV =1-0TE e, (2.160)

o =1-0"E 10+ py, (2.161)
esitlikleriyle verilen anlatimlar elde edilir.

Bunlardan ikincisi herhangi bir tekillige neden olmaksizin islemlerimizde essizligi
saglar. Ancak, ilk op degeri L dizeyinin evirtilmesini olanaksiz kilar, yani L dizeyini
tekil duruma getirir. Bu nedenle, bu durumda, yukarida L’nin evrigini iceren tlim
bagintilandirim gecersiz olur. Bu yuzden, o yoOneyini, L’nin evrigini almaksizin
belirlemenin yolunu bulmak gerekir. Bu amacla, 6nce, (2.143)’U op’in tekillige yolagan

bu degerini yerine yerlestirerek yeniden yazalim.

1 1
L=—— |E—————060" 2.162
1-0TE-10 [ (6TE-10) ] (2162
Eger, E dizeyinin bakisimh ve arti tanimh oldugu animsanirsa, onun kare kdkinun

alinabilecegi vargisini kullanarak (2.162)’yi, asagidaki bicimde, yeniden yazmak olanakh

duruma gelir.
1 1 T 1
L_l_eTE_leEz[l—ee ]EZ, (2.163)
o= 1 £ (2.164)
(6TE~16)?

Bu durumda (2.132) asagidaki bicime birlndr

E?[1-00" |E2A = [1-0TE 0] (2.165)
Bu denklem

2 =EZ, (2.166)
f=[1-0"E 0]E :f (2.167)
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tanimlariyla
[l —§§T] A =F (2.169)

denklemine donusturulebilir. Bu denklemin katsayi dizeyi, yani [I —§§T], sifir uzay!
bos olmayan ve, kolayca gosterilebilecegi lzere, 6 yoOneyince ortilen 1 boyutlu bir
alt uzay olan dizeydir. Bu nedenle, (2.168)’in ¢oziiminun varolabilmesi icin sag
yandaki yoneyin [I —55? dizeyinin sol sifir uzayina dik, yani o uzay iginde bileseni

bulunmamasi gerekir. Bu durum matematiksel anlatimla,
_T —
6 f=0 (2.169)

kosul esitligiyle verilebilir. Ancak, bunun her zaman saglanmasi olanakl degildir.
Saglanmasi f(x) islevinin digumlerdeki degerlerinin (2.169)’u saglayacak nicelikte
olmasini gerektirir. Saglanma olmadikca da (2.168)’e ve dolayisiyla degismezlik dlgeni
eniyilemesi sorununa ¢Ozim getirilemez. Bu sikintili durumdan dolayh bir yoldan
kacinmak olanaklidir. Bu dogrultuda, salt verileri verilen f(x) islevi yerine onunla,
bilinen ama secimi istege bagli olan, bir g(x) islevinin dogrusal birlesimi ile ¢alismak
ve dolayisiyla, f(x) yerine bu dogrusal birlesimi belirleyip sonra sonugtan f(x)’i cekerek
f(x)’i belirleme yoluna gitmek olanaklidir. Bu durumda, (2.168) yerine, g yoneyi daha
sonra uygun bigimde belirlenmek ve 1 bu an igin belirsiz bir sayil (ing: scalar) olmak

Uzere,
[l —65T] 2 =f+mng (2.170)

yazilabilir ve bu denklemin cozilebilirligini saglamak icin asagidaki kosulun gecerli

olmasini saglayacak g yoneyi arayisina gidilebilir.
0 f+y6 g=0 (2.171)

Son denklem, g ydneyinin 6 yoneyince taranan uzayda bileseni oldugu siirece yani 9" g

oldukga, y1 icin ¢ozllebilir ve
Nn=-——- (2.172)

elde edilebilir. (2.171)’in gegerliligi (2.170)’in asagidaki bigime blrlndurilebilmesine

olanak saglar.
1-80"|2=[1-00"|(f+ng) =
[I —6§T] (T—f— ylg) —0 (2.173)
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Buradaki son denklem, ayraclar arasinda goriinen yoneysel anlatimin @ yoneyince taranan
uzay icinde herhangi bir yéney olabilecegi, yani, ¥ bu an igin belirsiz bir yoney olmak

Uzere

el

o pg=10 (2.174)
ve buradan da
A =F+ng+70 (2.175)

yazilabilecegi anlamina gelir. Eger (2.166) ve (2.167) esitlikleri animsanir ve X’in g ile
simgelenen bir yoneyden

1

Eig (2.176)

g

esitligiyle Uretildigi varsayilirsa, (2.175)’i asagidaki anlatimla yeniden yazmak olanakli

olur.

A=[1-0"E'0]E YH+pE g+ —2 —El0 (2.177)
(6TE~16)2

Artik, buradan o yoneyine gecebiliriz. Bu amacla, (2.145) tanimiyla, (2.149) esitligini ve

(2.177)’yi birlestirerek agagidaki esitligi yazabiliriz.

a=[ool—ttT] 'E[[1-0TE0]EH+pE g+ 2 Elo
(6TE~16)2

= BEE Y+ EE g+ EE 10 + st (2.178)

Burada op’1n acik yapisi bu anda kullanilmamis olup yeni y sayillarinin oy ve diger 6geler

tirinden tanim anlatimlari asagida verilmektedir.

ygzci[i—eTE—le}, (2.179)
0

W= (2.180)
% = Iz , (2.181)

oo (6TE-L 9)%

1
2

o= Lr1-oTEte](eTE try L0 ETD)  R(0TETO)
G0 00 o)
»(OTE10)2 p(6TE1H)

1 /7. T
== (9 f+n6 g) + o - o (2.182)

1 1
2 2
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Eger, (2.178)’deki esitligin ilk evrik carpaninin acik yapisi kullanildiktan sonra olusan
denklemin her iki yani, soldan, t7 ile carpilir ve daha énceden de kullanilmis olan

indirgeyici 6zelliklerden yararlanilirsa asagidaki esitlige ulasilir.

1
op—1

o= ([1— 0TE 0] HTE‘lf+v19TE‘19+72(9TE_19)%)

7 Te—1p\3
=———(6'E 0 2.183

AynieylemtT yerine T kullanilarak yinelenirse agagidaki esitlige ulasihr.

1 _ _ _ _ _
aTa:?[(pTE lo+2%,0TET0+720"E 0]

0

(200—-1) ¢ T 1y, - aTE-1972

=2 ) To"E'e+7,0TELH 2.184

T K T2 ] (2.184)
Burada
p=[1-0TE'0]f+nog, (2.185)
Vo= — 1 (2.186)

(6TE-19)?

tanimlamalari yapilmakta olup
e E1o=0 (2.187)

esitliginin gegerliligini gostermek hig de zor degildir. Bdylece, (2.184)’den

1 ~ V2 ~ (200—1) _ 12
T T 1 2 T 1 2 T 1
a o= E +—-—50 BE0+——— 06'E0) ,
Gg(p ¢ (o)) 2 602 (60—1)2 £ ( )
1 2
:_ZQTE—lq,J_u(Goi)ZHTE 0,
o 00”62 (op—1)
<PE Lo+ +7 7 (1-00),
2 002 03(1—0'0)2
1 o0Ys
= o E7! O+t o ; (2.188)
0

sonucuna varilir. Burada, son esitlikte, op’Iin degismezlik dlceni eniyilemesiyle elde
edilen ve L dizeyini evirtilemez kilan yapisiyla ilgilendigimiz animsanarak ve oy ile
calisarak daha tikiz bir yapi elde etmek amaciyla 6TE~16 = 1 — oy, esitliginden

yararlaniimistir.

Eger (2.183) ve (2.188) esitlikleri birlestirilecek olur,

1 00

r
?T (1—00)9TE Lo

(2.189)
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tanimindan yararlanilir, ve op’in t ile o turinden anlatimi animsanir ve gerekli

yalinlastirmalar yapilirsa asagidaki denkleme ulasilir.

I, -
F2+1_

(2.190)

Bunun gecerli olabilmesi i¢in T2 nin sonsuza gitmesi, dolayisiyla, ya ¢ 0’dan degisik
kalarak y’nin sonsuz blyimesi ya da v sonlu kalirken ¢’nin 0’a gitmesi gerekir.
Tim bunlar ise oy = 1 — 6 TE~10 durumunda ¢oziim retebilmek icin, ancak ve ancak,
f yoneyinin 6 yoneyine esdeger olmasi gerektigi anlamina gelir. Yani, bu durumun
olusabilmesi ¢ok ¢ok 6zel bir yapi gerektirmektedir. Gergekte, dzenli bir inceleme, bu
cok 6zel durumun f(x) islevinin degismez nitelikli olacagi ve her yerde 1 degerini alacagi

anlamina gelir.

2.2.2 Dogrusal Altkesimsel Taban Idlevleri kullanilarak [cdegerbicimsel Eniyile-
meli YBMG icin bazi agiklamalar

Bu altb6limde, Onceki altbolimde ayrintili olarak verilen kurama dayandirilan uygu-
lamalar verilmektedir. Bu baglamda, secilen belli bir islev icin degisik tirlerde veri
takimlari icin elde edilen sonuclar asil islev ile ¢izimler diizeyinde karsilastirilmaktadir.
Altkesimsel taban iglevleri kullanimi veri noktalarina soldan ve sagdan yaklasirken,
cok Ozel durumlar disinda, degisik tirev degerleri elde edilmesine yolagmaktadir. Bu
ayriligin giderilmesi icin elde pek bir esneklik bulunmamaktadir. Dolayisiyla ara
noktalardaki turev sigcramalarinin degerlerini, sifirlanamasa da azaltmak yani bastirmak
yoluna gidilebilir. Bir bagka yol da yeni ara nokta kullanimi ve bu noktalarda ttrevde
streklilik kosulu getirmek olabilir. Calismalar sonucunda en etkin yolun yeni ara nokta
eklenmesi, bazi noktalarda tiirevde siireklilik kosulu getirmek ve bu kosulun getirilmedigi
noktalarda turevdeki degisimin bastiriimasi oldugu belirlenmistir. Sonraki altbélimlerde

yapilan calismalar ve elde edilen sonuglar gesitli 6rnekler verilerek agiklanmaktadir.

2.2.3 Turev bastirimsiz durum

Sekil 2.10°da elde edilen iglevle sin(5x) islevi karsilastiriimaktadir. Burada 5 diigim nok-
tasi secilmistir ve dugim noktalarinin timiinde islev degerleri bilinmektedir. Goruldigu
gibi, burada, énerdigimiz yéntemin, dogrusal altkesim icdegerbicimi ile elde edilecek

islevi Urettigi saptanmistir.
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Sekil 2.10: Tirev bastirmasiz durum: y =sin(5x), n=5, x; = 0.00, X, = 0.25, x3 = 0.50,
Xa = 0.75, x5 = 1.00.

EQer x, noktasindaki deger verilmemisse elde edilecek davranis Sekil 2.11’de gorintule-
nen bicimde olmaktadir. Yani, islev degeri verilmeyen bir noktada, elde edilen yaklastirim

islevi gercek islevden oldukca sapmaktadir.

S |
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Sekil 2.11: Tirev bastirmasiz durum: y =sin(5x), n=4, x; = 0.00, X3 = 0.50, x4 = 0.75,
X5 = 1.00.

2.2.4 Turevdeki sicramanin bastirilmasi

Turevdeki sicramanin bastirilmasi icin gerekli olan esneklik yoksunlugu sorununu asmak
icin verilerin verildigi takimdaki noktalar disinda ara noktalar tanimina gidilmistir.
Bu ara noktalarda veri verilmedigi icin bunlara iglev icin deger alim kisitlarinin
dayatiimasi s6z konusu degildir. Dolayisiyla, her bir ara nokta icin bir esneklik elde

bulunacaktir. Bu ara noktalarda etkinlik saglayabilecek istenilen tiirde kosul getirilebilir.
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Bu kosullar ara noktalarda islev surekliligi ve tirev degisiminin bastiriimasi olarak
gundeme getirilebilir. Gozlemler, tim ara noktalarda tirev bastirimi yerine birer ara
nokta atlayarak tirev bastirimina gitmenin daha yerinde oldugunu gostermektedir. Ancak
ilk uygulamalarimizda, yeni ara nokta eklenmemis, verilerin verildigi ara noktalarin
timunde tdrevdeki sigramanin bastirilmasi ve bunun da amag islevimsisine eklenmesi
yoluna gidilmigtir. Yani, amag iglevimsisine n— 2 sayida

gi= limu(x)— limu'(x) i=23--,n-1 (2.191)

X=X~ x—x"
terimi eklenmistir. Bu durumda amag islevimsisindeki amagc terimi

T(++T T, ... T
GO ((X) = o (tt + (qZQZ ;_Ta ‘i‘anlqnfl )(X (2192)

yapisinda alinmistir.  Bu durumda daha ©nce tlrev bastirmasiz durumda elde edilen
denklemlerdeki bazi terimlerin yeni yapilari (2.193) ve (2.194)’te verilen bigimlere

burinmektedir (1 <k,/ <n+4+m-—2).
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Sekil 2.12: Turevdeki sicramanin bastiriimasi: y = sin(5x), n =4, x; = 0.00, x3 = 0.50,
X4 = 0.75, x5 = 1.00.

Lie = ng (ool —tt" — (G202" — - —Gn-10n-1")) " 1y (2.193)
n+m-2 T T - . .

o= Y (ool —tt' —(g202" —--—On-1Gn-1')) Mk&L T (2.194)
k=1

Eniyilemede bu bagintilar kullanilarak oy belirlenirken analitik ¢oziime gidilmemis,

Newton yontemi ile yaklasik ¢ozum elde edilmistir.
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Bu durumda elde edilen cizim Sekil 2.12°de verilmektedir. Sekilden gorildigu gibi
degeri verilmeyen noktada islev gergek isleve biraz daha yaklasmistir. Daha sonra g;q;
dizeylerine agirhik verilerek ayni calisma yapilmistir. Yani bagintilarda qiq dizeyleri B;

agirliklari ile carpilmistir. Bu durumda f; degerlerinin belirlenmesi gerekmektedir.

Sekil 2.13, Sekil 2.14, Sekil 2.15’de sin(5x) i¢in 5 dugim noktali durum igin elde edilen

sonuclar verilmektedir. Bu 6rneklerde x, noktasindaki deger bilinmemektedir.

Sekil 2.13’te 3 ara nokta icin agirhklar, sirasiyla, 1 = 0.20, B, = 0.40 ve 33 = 0.40
olarak alinmistir. Sekil 2.14’te 3 ara nokta igin agirhiklar, sirasiyla, f1 = 0.25, B2 = 0.40
ve 33 = 0.35 olarak alinmistir. Sekil 2.15’te ise 3 ara nokta i¢in agirliklar, sirasiyla, 1 =
0.30, B2 = 0.40 ve B3 = 0.30 olarak alinmistir. Gériildiigi gibi en iyi sonug B; = 0.30,
B2 = 0.40 ve B3 = 0.30 agirhiklari igin elde edilmistir.
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Sekil 2.13: Tirevdeki sigramanin bastiriimasi: g1 =0.20, B, =0.40ve B3 =0.40:y=
sin(5x), n=4, x; = 0.00, x3 = 0.50, x4 = 0.75, X5 = 1.00.

2.2.5 Aradeger eklemevearanoktalardatirevin degisiminin sifirlanmasi

Yukaridaki altaltbdlumde yapilan galismalar her noktada tirev bastiriminin da, turev
bastirimi diggarpimlarina agirhk eslik ettirmenin de, islem ve yaklagimin yoruculugu da
g6zo6nine alindiginda, uygulama yéniinden albenili olmadigi yargisina varilmaktadir. Bu
nedenle yontem ayrintilarinda degisiklige gidilmis ve diigiim noktalarinin arasina yeni
noktalar eklenmistir. Ardisik veriler arasina eklenen nokta sayisinin tek sayida olmasina
6zen gosterilmelidir. Boylece, diigliim sayisi arttiriimistir. Bu yeni durumda, yeni digiim

noktasi sayisi
N = 2+ n+ (n— 1) xaranoktasayisi (2.195)
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Sekil 2.14: Tirevdeki sigramanin bastiriimasi: f; =0.25, B, =0.40ve B3 =0.35: y=
sin(5x), n=4, x; = 0.00, x3 = 0.50, x4 = 0.75, X5 = 1.00.

Sekil 2.15: Turevdeki sigramanin bastiriimasi: ;1 =0.30, B, =0.40ve B3 =0.30: y=
sin(5x), n=4, x; = 0.00, X3 = 0.50, x4 = 0.75, x5 = 1.00.

bagintisi ile bulunur. Bagintidaki, aranokta deg@eri araya eklenen nokta sayisidir. 2., 4.,

6. ve n; — 1. noktalarda lim, - u’(x) — Iimx_)xr u’(x) = 0 olmasi gerektigi kosul olarak

X
amag islevimsisine eklenir. Yani, amag islevimsisindeki n sayisi (n; —1)/2 artar. Yine
al (tthe

=—c 2.196
oo (@) alo ( )
Le=n0 (ool —tt™)) "n,,  1<kl<n+m-—2, (2.197)

n+m-2 =

o= Y (ool —tth)) “mefL ' (2.198)

k=1

bagintilarini kullanarak yaklastirim islevimizi elde ederiz. Sekil 2.16 ve Sekil 2.17°de
sin(5x)’de verilen noktalar arasina sirasiyla 3 nokta ve 5 nokta eklenmesi ile elde edilen

sonuclar verilmektedir.
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Sekil 2.16: Ara deger ekleme ve ara noktalarda tiirevin degisiminin sifirlanmasi: ¢ ara
nokta, y = sin(5x), n= 15, x; = 0.0556, x, = 0.2778, x3 = 0.50, X4 = 0.7222,
x5 = 0.9444.

Sekil 2.17: Ara Deger Ekleme ve Ara Noktalarda Tirevin Sifirlanmasi: bes ara nokta,
y =sin(5x), n=>5, x; = 0.0385, x, = 0.2692, x3 = 0.50, x4 = 0.7308, x5 =
0.9615.

Goruldigu gibi her ne kadar araya eklenen nokta sayisi arttikga daha iyi yaklastirim elde
edilse de bazi noktalarda sapma ¢ok fazladir.

2.2.6 Ara dejer ekleme, ara noktalarda tirevin degisiminin sifirlanmas ve
tdrevdeki sigcramanin bastiriimas

Yukaridaki altaltbolimde verilen uygulamada etkinlik istenilen dizeye c¢ikarilamamig
ve yaklastirim islevinde az da olsa salinim egilimlerine neden olabilecegi gézlenmistir.
Bunun Uzerine, yapilanmada salinim giderici kiiclik degisikliklere gidilmis ardisik ara

noktalarda turevin sifira esitlenmedigi noktalarda turevin bastiriimasina karar verilmisgtir.
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sin(5x) iglevi icin araya 1 nokta ve araya 3 nokta eklendiginde elde edilen sonuglar Sekil
2.18 ve Sekil 2.19°da verilmektedir.

y A
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Sekil 2.18: Ara deger ekleme, ara noktalarda tirevin degisiminin sifirlanmasi ve
tUrevdeki sigcramanin bastiriimasi: bir ara nokta, y = sin(5x), n =15, x; = 0.1,
X =0.3,X3=0.5, x4 =0.7, x5 = 0.9.
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Sekil 2.19: Ara deger ekleme, ara noktalarda tiirevin degisiminin sifirlanmasi ve
tirevdeki sicramanin bastiriimasi: U¢ ara nokta, y = sin(5x), n =15, x; =
0.0556, X, = 0.2778, x3 = 0.50, X4 = 0.7222, x5 = 0.9444.

Yine xp noktasinin verilmedigi durum icin de inceleme yapilmistir. Bu durumda elde

edilen sonuglar Sekil 2.20 ve Sekil 2.21°de verilmektedir. Bu sekillerde, sirasiyla, araya

3 ve 11 nokta eklenmistir.
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Sekil 2.20: Ara deger ekleme, ara noktalarda tirevin degisiminin sifirlanmasi ve
tUrevdeki sigramanin bastiriimasi: U¢ ara nokta, y = sin(5x), n =4, x; =
0.0556, x3 = 0.50, x4 = 0.7222, x5 = 0.9444.
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Sekil 2.21: Ara deger ekleme, ara noktalarda tiirevin degisiminin sifirlanmasi ve
tirevdeki sigramanin bastiriimasi: onbir ara nokta, y = sin(5x), n=4, x; =
0.02, x3 = 0.50, x4 = 0.74, x5 = 0.98.

Diger islevlerle yapilan incelemelerde de benzer sonuclar elde edilmektedir. Araya

eklenen nokta sayisi arttikca isleve daha iyi bir yaklastirim saglanmaktadir.

2.2.7 iki degiskenli islevler icin yapilan uygulama

Iki bagimsiz degiskenli bir islevi f(x,y) anlatimi ile simgeleyelim. Bu iglev igin x

yonilinde islev degeri verilebilen noktalar xi,X,---,X, olsun. y yoniindeki noktalar da
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Y1,Y2,- -+, Ym ile simgelensin. iglevin degerinin bu nx m noktadan bazilarinda bilindigini
yani verildigini varsayalim. Oncelikle, bu boliimde tek degiskenli islevler icin anlatilan
yontemle g(x1,Y), 9(X2,Y), - - -, 9(Xn,y) islevleri olusturulur. [0,1] arahginda herhangi bir
y* degeri icin elde edilen bu nislev kullanilarak g(x1,y*), 9(X2,¥"), - - -, 9(Xn,y*) degerleri
elde edilir. Bu n deger kullanilarak yine bu bélimde anlatilan bigcimde g(x,y*) islevi
olusturulur. Gergeklestirilen sayisal ¢alismalarda elde edilen bu yaklastirim islevinin,
gercek isleve, yani f(x,y*) islevine oldukga yakin oldugu gozlenmigtir. Asagida elde

edilen sonuclardan bazi drnekler verilmektedir.

Yapilan bu galismada n =5 ve m =5 olarak secilmistir. Yani ilgilendigimiz kartezyen
dizlemde 25 nokta vardir. Bu noktalardan 2’sinin degerinin bilinmedigi varsayilmistir.
Islevler olusturulurken 1 ara nokta eklenmistir. Gercek islev f(X,y) = exp(x) x exp(y)
olarak secilmistir. Yaklastirim sonucunda elde edilen islevi g(x,y) ile simgeleyelim. Sekil
2.22 ve Sekil 2.23, sirasiyla, g(x,0.4) ve g(x,0.9) islevlerinin, yine sirasiyla, f(x,0.4) ve

f(x,0.9) islevlerine kars ¢izilen ¢gizimleridir.
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Sekil 2.22: g(x,0.4) ve f(x,0.4) islevlerinin karsilagtiriimasi.

Sekillerden de goruldigu gibi gercek islevle yaklastirim islevi hemen hemen her
noktada cakigmaktadir. Bazi durumlardaiki iglevin bazi noktalarda tam cakismadigi
gorulmektedir. Bunun nedeni o ¢izimlerde daha az noktanin bilinmesidir. Araya eklenen

nokta sayisi arttirildik¢a bu durumlarda da iki islev daha iyi cakisacaktir.

2.2.8 Ucdegiskenli igevler icin yapilan uygulama

Uc degiskenli, f(x,y,z) ile simgeleyecegimiz bir islevi g6zonine alahm. X, y, z

yonlerindeki noktalar, sirasiyla, X1,X2, -+« ,Xn; Y1,Y2, -, Ym; 21,22, - - , Z¢ ile simgelensin.
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-
Sekil 2.23: g(x,0.9) ve f(x,0.9) islevlerinin kargsilastiriimasi.

Islevin, ns mx ¢ noktadan bazilarinda degeri biliniyor olsun. Yani islevin (x,y1,z),
(X1,¥1,22), -+, (Xn,Ym,Z) noktalarinin bazilarinda degerleri verilmis olsun. Oncelikle,
tek degiskenli islevler i¢in olusturulan yéntemle g(x1,Y,21), ---, 9(X1,Y,2), 9(X2,V,21),
0%, ,2), ey 90, YsZ), oo, O(Xn, Y, %) islevleri elde edilir. [0,1] arahginda
herhangi bir y* degeri i¢in elde edilen bu nislev kullanilarak g(x1,y*,z), -+, 9(Xn, ¥, 2¢)
degerleri elde edilir. Bu nx ¢ deger kullanilarak g(x,y*,z1), ---, 9(x,¥*,7) islevleri
olusturulur. [0,1] araliginda herhangi bir x* degeri i¢in elde edilen bu n islev kullanilarak
o(xX*,¥y*,z1), ---, 9(X*,¥*,z¢) deGerleri elde edilir. Bu ¢ deger kullanilarak g(x*,y*, z) islevi

elde edilir.

Gerceklestirilen bu calismada n =5, m=5 ve ¢ =5 olarak secilmistir. Yani ilgilendigimiz
kartezyen uzayda 125 nokta vardir. Bu noktalardan ikisinde islevin degerinin bilinmedigi
varsayillmistir. Islevler olusturulurken 1 ara nokta eklenmistir. Gergek islev f(xy) =
exp(X) x exp(y) = exp(z) olarak secilmigtir. Yaklastinm sonucunda elde edilen islevi
g(x,y,2) ile simgeleyelim. Sekil 2.24 g(0.5,0.1,2), islevinin f(0.5,0.1,2) islevine karsi

cizimini icermektedir.

Degisik veri takimlari ve degisik islevler icin de benzer sonuclar elde edilmistir. Ancak,

burada gereksiz icerik blyumesini engellemek icin sunulmamaktadirlar.

Buraya kadar gelistirimi anlatilan yontem benzer yollardan ilerleyerek daha c¢ok
degisken iceren islevlere de uygulanabilir. Bu durumda hesaplama karmasikligi oldukca

yukselecektir.
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Sekil 2.24: 9(0.5,0.1,z) ve f(0.5,0.1,2) islevlerinin karsilastiriimasi.

2.2.9 Dogrusal altkesimsel taban islevleri kullanilarak olusturulan i cdeger bicimsel

Eniyilemeli YBMG Y Ontemi igin gozlemler, yorum ve ¢gikar imlar, bulgular

Bu altaltb6limde yapilan calismalarda asagida siralanan gozlemler, ilgili yorum ve

cikarimlar ve de bulgular elde edilmistir. Bunlar, tez calismasinin gézardi edilemeyecek

duzeyde 6nemli olan, 6zgun Grunleri olarak ileri surtilmektedirler.

Veri takimi diizgin bir 1zgaranin ancak bazi dugumlerinde islev degeri iceren
genel durum igin YBMG degismezlik dlceni eniyilemesi yontemi, sonunda, islerlik

kazanmistir.

Yontemde bagimsiz degisken sayisi Gizerinde sinirlama yoktur. Ama bu say! arttikca

bilgisayim karmasikligi da dogal olarak artmaktadir.

Yontem, ilgilenilen islevin, stireksizlik icerilmeyen bir bolgede calisiimasi kosuluyla,

yapisina ¢ok duyarlhikli bir bicimde baglh degil gérinimi vermektedir.

Yontemde duyarliligi arttiracak temel 6ge aranokta sayisidir. Bu sayiyi arttirarak
istenilen duyarhihga erisilebilecegi izlenimi elde edilmektedir. Yani, denetlenebilen

bir yontem gelistirilmistir.

Ik kez, bir YBMG uygulamasinda, altkesimsel cokterimli islevler kullanilmis ve

onlarin etkinliginden verimli bir bicimde yararlaniimistir.
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2.3 igdegerbigimsel Eniyilemeli YBM G’ nin Duzgun Olmayan lzgara Yapilarina
Uygulanmasl

Bu altbélimde dogrusal taban islevleri kullanilarak yapilan calisma diizglin olmayan
1zgara yapilari icin strdurtlmustir. Dulzgln olmayan yapilart diuzgun hale getirmek
icin asagida anlatilan donisim kullaniimigtir. Bu dénusiimde, yamuk bir geometriye
sahip bolge dikdortgen hale getirilmeye calisiimistir. Boylece dnceki altbélimde diizgin
geometriye sahip yapilar icin kullanilan yontemle islev elde edilmis, daha sonra geometrik

donusumlerle bu yontem dlizglin olmayan yapilara da aktarilmaya calisiimistir.

2.3.1 Dikdoértgenlestirme

Dizlemde, bir yamugun kose noktalarini olusturan (x1,y1) (sol ust kdse), (X2,Y2) (sag
ust kose), (x3,y3) (sol alt kdse), (xa,ya) (sag alt kose), sirali ikililerini gdzonune alalim.
Verilen bir s (skaler) sayil degeri icin, Sg Ve S, sirasiyla, s’'nin aldigi en blyik ve en

kiclk deger olmak Uzere,

Seb—S S— Sk
X5(S),Y5(S)) = X1, V1) + X2,
(X5(S).Y5(S)) Seb_sek(lyl) _Sek(2YZ)
S S— — S—
( TS STk, TS, ST yz) (2.199)
Seb — Sek Seb — Sek " Seb — Sex Seb — Sek

ile tanimlanan bir sirali ikilinin betimledigi nokta yukaridaki yamugun Gst noktalarini
birlestiren dogru uzerinde yer alir. Bunu kanitlamak icin bu noktayi (x1,y1) noktasina
birlestiren dogru parcasinin (Xz,Y2)’yi (x1,Y1)’ye birlestiren dogru pargasi ile ayni egimde
oldugunu ve dolayistyla ortiiseceklerini gérmek yeterlidir. Ozenli bir bakis, (Xs,Ys)’in
S= S ICIN (x1,Y1) ile s= sg iginse (Xo,Yo) ile cakigacagini, herhangi bir sg < S < Sep
degerinde de yamugun st kiyisi Uzerinde yer alacagini gosterir. Dolayisiyla, s’nin,
yamugun Ust kiyisi Gzerinde bir konag (ing: coordinate) oldugunu ileristirmek olanaklhidir.
Diger bir deyisle, onu sg’dan baslayip se’ye erisene dek sirekli olarak arttirarak

yamugun Ust kiyisini taramak olanakhdir.

Ayni bigimde,
Seb—S — Sek
57 S)) = X3, + P
(X6(S).Y6()) - Sek( 3,Y3) Seb—Sek(X4 ya)
s s— s s—
( 0TS o STk, TS ST y4> (2.200)
Seb — Sek Seb — Sek " Seb — Sex Seb — Sek

ile tanimlanan noktanin da, yamugun alt kiyisini, s’in sg’dan baslayip s ’ye erisene dek

arttirilan s degerleriyle tarayacagini soylemek olanaklhdir. Yani, s bu Kkiyi tzerinde de
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konag (koordinat) gorevini Ustlenmektedir. ki degisik kiy1 Gzerinde ayni bicimde degisen
tek bir konagla essiz bir betimleme yapmak olanakli degildir. Essizligi saglamak igin,
dizlemsel yapidan dolayi, ikinci bir konaga gereksinim duyulacaktir. Bu konagin nasil
yaptlandiriimasi gerektigini anlayabilmek icin yamugun, bu kez de, sol ve sag kiyilarini
disiinelim. Sol kiyi tzerinde s degismez olarak sg degerini alir. Yani bir anlamda
bu kiytyr kimliklendirir.  Ama onun degismezligi kiy1 Gzerinde konumlandirmaya
olanak saglamaz. Konumlandirmayi, dolayisiyla, kiylyi taramayi bir baska sayil ile
gerceklestirmek gerekir. Bu amacla,, tey Ve tg, sirasiyla, t’nin aldigr en buyik ve en

kucuk deger olmak tizere,

tep —t t—
(7 (t),y7 (1) = = (e, y1) + (%3, ¥3)
eb — lek eb—
g —t —t tep —t t—tex
= X X 2.201
(teb_tek e S’teb—td(y”teb—tekw) (2.201)

ile tanimlanan bir noktanin yamugu n sol kiyisi Uzerinde konumlanacagi ve t, teg’dan
baslay1p tey’ye dek surekli arttikca, kiyi tzerindeki sol tst kdseden baslayip sol alt koseye
dogru ilerleyerek tiim kiyiyi tarayacagini gérmek olanaklidir. Ayni durum sag kiy1 icin de

gecerlidir. Bu durumda, taramay1 yine t degistirgesi,

ty —t
(x8(t),ys(t))5tebt (><z,yz)+t ; (Xa,Ya)
eb — eb —
tep —t t—tek tep —t t—t
= 2.202
<teb—tekx e tac Pt —ta 2 Tt y“) (2:202)

noktasi Uzerinden buttinuyle ayni bicimde gerceklestirir. Dolayisiyla, t’yi de konag olarak
dustinmek olanaklidir. sve t konaclarina, sirasiyla, yatayimsi ve diiseyimsi konaclar adi

vermek yerindedir.

Yamugun sol ve sag kiyilarinda oldugu gibi, Uzerinde s’in degismez kaldig1, sol ve sag
kKiyilar arasinda kalan, sonsuz sayida, diiseyimsi dogru parcasi tanimlamak olanaklidir.
Bunlardan herhangi birini tanimlamak icin (x5(s),ys(S)) ile (xs(S),Ys(S)) noktalarini bir-

lestiren ve acik tanimi asagida verilen bir nokta ile taranan dogru parcasini distnebiliriz.

XS 0.8 1) = (2 (46(5):95(8)) + ¢ o (46(5).36(5)
[ tep—t —te tep —t t—tek
= (2T (9, % k(9 (2.209)
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(2.199) ve (2.200) esitliklerinden yararlanarak bu anlatimi ¢cok daha acik bir yapiya bi-

rindurebiliriz.

tep —t (Seb_s S— Sek ) t—te (Seb_s S— S )
X(S,t) = X1+ X2 | + X3 + X4
(s0) teb — ek \ Seb — Sek ! Seb — Sek ? teb — ek \ Seb — Sek ¥ Seb — Sek
tep —t (Seb—s S— S« ) t—tex (seb—s S— S« )
st)= - - -
Y teh — tek Seb—Seky1 Seb_seky2 teb — tek Seb_seky3 Seb—Seky4
(2.204)

Buradaki (x(s,t),y(s,t)) noktasl, aslinda, (X5(S),Ys(s)) noktasi ile (x5(S), Ys(S)) noktasini
birlestiren dogru pargasi ile (x7(t),y7(t)) noktasi ile (xg(t),ys(t)) noktasini birlestiren
dogru pargasinin kesisme noktasidir. s ve t konaclari, sirasiyla [Se,Sen] ile [tek,tep]
araliklari iginde degistikce yani, (s,t) siral ikilisi bunlarin dogrudan carpimi (ing:
cartesian product, direct product) olan dikdortgen icinde ya da kiyilarinda gezindikce
(X(s,t),y(s,t)) ikilisi de yamugun iginde ya da kiyilarinda gezinir. Dolayisiyla, bir
yamuda bir dikddrtgen karsilik getirilmis olur.

2.3.2 Ara dejer ekleme, ara noktalarda tirevin degisiminin sifirlanmas ve
trevdeki sicramanin bastirilmasi yonteminin kullaniimasi

Burada oncelikle "Ara Deger Ekleme, Ara Noktalarda Tirevin Degisiminin Sifirlanmasi
ve Tirevdeki Sicramanin Bastiriimasi " baghgi altinda anlatildigi sekilde islev elde
edilmigtir. Bu islev (s,t) diizgun 1zgara yapisina karsilik gelmektedir. Daha sonra (s,t)
koordinat sistemi (x,y) koordinat sistemine donustirilmustir. Asagidaki 6rneklerde
5 x 5 = 25 nokta kullaniimigtir. Orneklerde belli bir t noktasi igin islev elde edilmis,

analitik islevle karsilagtiriimgtir.

Ornek:

Bu drneklerde secilen bir islev icin islevin

(0.1,0.05), (0.3,0.08), (0.5,0.11), (0.7,0.13), (0.9,0.09),
(0.1,0.19), (0.3,0.17), (0.5,0.28), (0.7,0.35), (0.9,0.22),
(0.1,0.40), (0.3,0.55), (0.5,0.42), (0.7,0.52), (0.9,0.60),
(0.1,0.65), (0.3,0.60), (0.5,0.75), (0.7,0.68), (0.9,0.76),
(0.1,0.85), (0.3,0.95), (0.5,0.88), (0.7,0.92), (0.9,0.96)

noktalarindaki degerleri verilmistir. Degisik t degerleri icin elde edilen yaklasik islevlerin
bazi noktalardaki degerlerinin gercek islev degerlerine karsilik grafikleri Sekil 2.25 ve

Sekil 2.26°da verilmektedir.
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Sekil 2.26: f(x,y) =x+Y, t =0.8, aranokta sayisi=9.

Grafiklerden de gorildugu gibi bazi yerlerde gercek isleve yakinsama ¢ok fazla olmasina
ragmen, bazi yerlerde ise yakinsama yeterince iyi degildir. Yakinsamanin istenilen
seviyede olmamasinin nedeninin, yamuktan dikdortgene donisiim yaparken kullanilan

yontemin tekilligi oldugu dusiintlmektedir.
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3. VERILEN BIR DEGER TAKIMINDAN TUREV DEGERI URETIMI

3.1 Verilen Bir Defer Takimindan iki Bagimsiz Defiskenli iglevler Igin Tiirev
Degeri Uretimi

Iki bagimsiz degiskene bagimli olan ve f (x1,%2) ile simgelenen bir islev digtinelim

ve bu islevin degerlerinin x; ile X, bagimsiz degiskenlerince ortlilen kartezyen uzayda

(xi(ll),xi(zz)> sirali ikililerince betimlenen konumlarda verildigini varsayalim. Bu degerler

icin de, sag yandaki 6gelerin verilen degismezler olmasi durumunda,
f<xi(11)7xi(22)> = fijiy, 1<ip<my, 1<ir<m (3.1)

yazildigini éngorelim. Bu durumda, f (x1,%2) islevinin, (xf?,ﬁ?) siral ikililerini

digum olarak alan bir 1zgara Uzerinde, ny x ny sayida degeri verilmis olmaktadir.

Eger, f(X1,X2) iglevinin bu 1zgaray! icine alan bdlgede, sozgelimi, 1zgaranin orta
noktasinda odaklanan ve orta noktayi icine alan bir dénge (disk) ile cevre ¢cemberinin
olusturdugu bdélge icinde analitik olan (yani tlm tirevleri varolan ve essiz deder alan)
bir yapida oldugunu varsayarsak; bu islevin orta noktada agilan Taylor serisi 1zgaranin
her noktasinda yakinsar ve f (xg,X2) islevini essiz bigcimde gosterir. Daha somut adimlar

atabilmek igin, (x&o), g°)> ile simgeleyecegimiz, orta noktanin

1 1
X = 5 (xgl) +x§”1)> . XY= 5 (xgl) +x§”2)> (3.2)

esitlikleriyle verildigini akilda tutmak gerekir. Bu durumda f (xq,%p) islevinin orta

noktada acilan Taylor serisi asagidaki esitlikle verilir.

e | 8il+i2f(X1,X2) (o))t (0)) 2
flare)= 2 2 o ( IX1119X512 )Xl_xu (0 <X1_ ! ) (XZ_XZ )

inl
i1=0ip=0 1712} P o=

(3.3)

Eger, f (X1,X2) islevinin xg ile xo bagimsiz degiskenlerine olan bagimliligi acik olarak bir
bagintiyla verilmis olsaydi o bagintidan istenilen diizeyde tlirevlieme ile yukaridaki Taylor
acilim katsayilari istenilen sayida saptanabilirdi. Ancak, burada boyle bir durum yoktur.
Onun yerine f (xg,X2) iglevinin sonlu sayida konumdaki degeri bilinmektedir. Yukaridaki

seri tum 1zgara digumlerinde yakinsak oldugundan o dugumlerin her birinde orada
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verilen islev degerini Uretmek zorundadir. Bu ise sonsuz sayida bilinmeyen katsayi icin
sonlu sayida denklem demektir. Oysa ki, bizim icin sonsuz sayida denklem Uretebilme
yetisi olan bir yontem gerekmektedir. (3.3)’teki katsayilarin tirevler Gzerinden f (xg,%)
isleviyle ilintilendirimi, acik yapi bilinmediginden ille de gerekli degildir ve Ustelik
yazimi da zorlastirmaktadir. Dolayisiyla, 6ylesine karmagyk bir simgelgme yerine daha
yalin bir anlatim yerinde olacaktir. Ote yandan, (xl — xg°)> " <x2 — go)) 2 ile simgelenen
blyuklikler de, her ne kadar cokterimliler olsalar da, eninde sonunda, salt dogrusal
bagimsiz islevlerdir. Dolayisiyla, onlari secilen bir tek sirasayili siralama cercevesinde
Ui (X1,X%2) (1 <i < eo) ile simgelersek (3.3)’un bu islevler Gizerinde bir dogrusal birlegsim
oldugunu gérmek hig de zor degildir. Eger bu dogrusal birlesim katsayilari o (1 <i < o)
ile simgelenirse (3.3) yerine asagidaki esitlik yazilabilir,

f (X, %) = f;‘) o U; (X1,X2) (3.9

i—

bu esitligi cok daha tikiz bir bicime burindirmek olanakhdir. Bu amacla,

ut (xg,%2) = [ug (X1, %2) Uz (X1,%2) -..],

OCTE[OC;L 062...] (35)

tanimlarini yapmak ve sonra da (3.4) yerine
f(x1,%)=u (xl,xz)T o (3.6)

esitligini yazmak yeterlidir. Bu esitlik, o4 degistirgeleri ilgili Taylor acilim katsayilari
olunca, f(x1,x2) islevinin analitik oldugu bir bdlge icindeki tum noktalar igin gecerli
olur. Yani, bir 6zdeslik durumuna dénusir. Bu olgudan yararlanmak icin énce uygun
bir boy tanimi yapmak gerekir. aj, ap, by, ve de, by degistirgeleri, [a;,b1] x [ap,by] ile
tanimlanan bolge yukarida sdzu edilen i1zgarayi icerecek ve f (x1,X%2) islevinin analitik
oldugu yoérede kalacak bicimde, uygun olarak secilmek (zere, ayni bélge icinde analitik
kalan ve g(xg,X2) simgesiyle kimliklendirilen herhangi bir islev icin boy tanimini
by by p

o)l = | [ [ o maoe) g0 @)
anlatimiyla verebiliriz.  Ayrik yapiyi Uretebilmek icin bagintidaki agirhik iglevleri

asagidaki gibi secilmislerdir.

1 g (i)

Wj(Xj):F.z S(xj—x") j=1,2 (3.8)
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Yukarida sozedildigi gibi (3.6)’nin bu boy taniminin tiimlevieme bdélgesindeki tiim

noktalarda 6zdeslik niteliginde olmasi
Hf(xl,xz)—uTocszO (3.9)
yazilmasina olanak saglar. Bu esitligin sol yani acilarak yazilirsa

by by 5
/ dX]_dXZW]_ (Xl)WZ (Xz) f (Xl, Xz) —
a1 ay

by by
2 A dxq dXxowy (X1 )Wa (X2)U (Xl,Xg)T f(X1,%) a+
1 2

by by

ol /a ) dxq AXoWy (X1 )W (X2 )U (X1, X2 ) U (X1, %) T a
1 2

=0 (3.10)

Bu denklemi daha tikiz bir yapiya blrindirmek icin asagidaki buyuklikleri tanimlamakta

yarar bulunmaktadir.

T by bz T
B E/a dxg dxowy (X1)Wa (X2)U (X1,X%2) " T (X1,%2)

1 Jap
by by T
A= A dxq dxpWy (X1 )Wa (X2)U (X1, X2) U (X1, X2) (3.11)
1 2

Bunlarin kullanimiyla (3.10) esitligi asagidaki yapida yeniden yazilabilir

by b
/ L[ dxg dxowy (X1)Wa (X2) (X1, xz)2 —2Boa+ a'Aa=0 (3.12)
a

1] /&
Buradaki A dizeyi bakisik (simetrik), ve de, dgeleri dogrusal bagimsiz yoneylerin ig-
carpimlari oldugundan, arti tanimhdir. Dolayisiyla, Choleski ayristirimi uygulanarak L

altlicgen bir dizey olmak tizere
A=LLT (3.13)
yazilabilir. Bu ise (3.12) yerine

by by )
/ dxq dxowy (X1)Wa (X2) f (X1,X%2)" —
a Ja&

(LB) (L7B) + (LTa—L*B) (LT —L72B) =0 (3.14)
Daha ileriye gidebilmek igin

V(x,%2) = L u(xq, %) (3.15)
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tanimi yapilirsa bu v yoneyinin dgeleri olarak goziiken iglevlerin yukaridaki boy tiimlevi
altinda tanimlanan iccarpima gore birbirlerine dik ve boylari 1 oldugu zorluk cekmeden

gosterilebilir. Bu ise

(L)' (L7B) =

oo by (b 2
D ( /a dxg dxows (Xq )Wo (X2)Vi (X1, %2) T (X1, Xz)) (3.16)

i=1 1 Ja
yazilmasina ve Parseval esitsizliginden (terim sayisi sonsuz olunca esitsizlik esitlige
donusur) yararlanarak

by b

(LB) (L7*B) = / [, dradow ()wy (o) f (X1, %2)? (3.17)
ve bunun (3.14)’te kullanimiyla

(LTa—L28) (LTa—L2B) =0 (3.18)
denklemine ve buradan da

LTa=L"1p (3.19)
ya da, her iki yani L ile soldan carptiktan sonra

Ao =B (3.20)

denklemine ulasilir. Buradaki A dizeyini daha kolay islenebilir ve ikiden yiksek sayida

bagimsiz degiskenli durumlara kolayca aktarilabilir yapiya birindirmek icin

i1
ui(l) (x1) = (xl —xgo)>I ) 1<i<oo (3.22)
ile

i1
ui(z) (o) = (xz - §°>)' , 1<i<oo (3.22)

bir bagimsiz degiskenli taban islevleri ve bunlardan

ur (%)’ = [ug” (x1) U (x1) ... ] (3.23)
u; (%) = [u§2> (X2) ugz) (X2) ... ] (3.24)

yoney degerli islevleri tanimlanabilir. Bunlar, ® yoneyler, dizeyler, ya da, yoneyler

dizeyler arasi dolaysiz ¢arpimi (ing: direct product) gostermek Uzere,

U (X1, %2) = U (X1) @ U2 (X2) (3.25)
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yazilmasina olanak saglarlar.

Dolaysiz carpimin en énemli 6zelliklerinden birisi asagidaki esitliklerin yazilmasina izin

Verir.

(U1 (%) ® U2 (X2)) (U1 (Xa) @ Uz (%)) =

(s ) us 00)™) @ (U2 00 U2 ()T (3.26)
U (X, %) U (X, )" = (Ul (X1) U1 (Xl)T) ® <U2 (X2) U2 (Xz)T) (3.27)

Bunlarsa, (3.11)’den

b1 b2
A= ( A dX1W1(X1)U1(X1)U1(X1)T) ®( . dXxaWy (X2)U2 (X2) Uz (XZ)T) (3.28)
Eger,
A= ; dxwi (%) Ui () Ui (>q)T, i=1,2 (3.29)
a

tanimlamalari yapilirsa (3.28) yerine, daha tikiz olan,
A=A1®A; (3.30)

esitligine ulasilir. Bu énemli bir esitliktir ve énemi A’nin evirtiminde acik olarak ortaya
cikar. Gercekten de, dolaysiz ¢arpimin evirtimle ilgili indirgeme 6zelligi (3.30)’dan

asagidaki esitligin yazilmasina yolagar.
At=AtoAt (3.31)

Artik, B ile ilgilenebiliriz. Onun yapisinda f (x1,X%2) islevinin agik olarak bulunmasi
A icin yapilan ve sonunda indirgemeyle son bulan eylemleri, neredeyse, yararsiz kilar.
Bunun, kuskusuz, en 6nemli nedeni, timlevlemedeki bélgenin yalnizca sonlu sayida
noktada degerinin verilmis olmasidir. Yalnizca verilen noktalardaki degerleri icerecek
bir iccarpim ve boy tanimi yapabilmek icin iki kath timlevi iki katli sonlu toplama
donustirmek ya da, diger bir deyisle, Dirac’in delta islevini kullanmak gerekir. Boylece,

B icin (3.11)’deki anlatim yerine

nm m

B=3 Y u(x %) fu, (332)

i1=1i,=1
ve buradan da

. m

B=3 Y u (X)) @u (x2) fus, (3.33)

i1=1lix=1
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ya da

Vi = (’ﬁ@) ® U2 (&@) , 1<iism,  1<iz<m (3.34)
tanimlariyla
n m
ﬁ = 2 2 fi17i2}/i1,i2 (335)
i1=1i=1

sonucuna ulagilir. Bu yapi ve (3.20) o’nin da, yukaridakine benzer bigimde,

Ny

Ny
o= 2 Z fi i, iy i, (3.36)

i1=1ip=1
anlatimiyla verilecegi ve buradaki o, j, yoneylerinin asagidaki esitlikleri saglayacak ev-

rensel yapiyi tastyacagi 6ngérimine gotirdr.

Ay iy, = Yiy iy 1<ip<my, 1<ir<m (3.37)
(3.34) ve (3.32)’den yararlanarak ve dolaysiz carpim 0zelliklerini g6zéniine alarak

o i, = AT (&(j)) 2 A5 Uy (@) S 1<ij<n,  1<iz<m (3.38)

sonucuna ulasmak olanakhdir. Burada 6nemle belirtilmesi gereken nokta, A; ve A;
dizeylerinde timlevlerin yerini, artik, toplamlarin almis olmasidir. Yani, (3.29) yerine,
artik,

Aj= % uj (%) uj (&(jJ'))T, j=1,2 (3.39)

ij=1

esitliklerinin gecerli olacagidir. Ozenli bir inceleme
nj

A=Yy (&(jj) _Xgo))', 0<i<e, j=1,2 (3.40)
ij=1

tanimlari altinda Ay ve A, dizeylerinin dgeleri icin

1 ..
Al =AY 5 1<ij<e

[A2]; | =Pw(i)j_2, 1<ij<eo (3.41)

esitliklerinin yazilabilecegini gosterir. Bu esitliklerde Ay ile Ay dizeyleri (co X oo)
tirinde dizeyler olarak 6ngorulmekte ve kesin sonuclar Uretecek nitelik tagimaktadirlar.
Kesinlikten biraz 6din verip sonsuz yerine sonlu ogelilikle calismak belki de en genel

yaklastirim yolu oldugundan (3.41) yerine
|:A§-ml):|IJ:AI(}r)J2’ 1§|71§m1
A =AY, 1<ii<m (342)
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esitlikleriyle tanimlanan sonlu 6geli dizeylerle ¢alisabiliriz. Bu durumda da sonsuz sayida

ogeli uy ve uy yoneyleri yerine, onlarin sirasiyla ilk my ve mp 6gesinden olusan ve ugml)

ile ug m2) simgeleriyle anlatilan yoneyleri kullanabiliriz. Boylece o, j, yoneyi de, a,(l ,12 M)

ile simgelenen (my x mp) 6geli yoney durumuna diser ve (3.38) yerine

o) <A§m1)>1u§m1) <)q<11>) ” <Agmz>>1ugmz> (Xi<22>> ,
1<iir<m, 1<ir<m (3.43)

J2

T T
esitlikleri gecerli olur. Bu esitliklerin herbir yani soldan ugml) (xi?) ® uémz) (x(2)>

yoneyi ile carpilir ve

1) <X§1)>T (Agml)ylugml

<X§§)>T (Agmz)>—1 ung) <X|(21)> . 1<izjp<m (3.44)

11

) <x-(l)> , 1<isji<m

uy™
B+ = ™
tanimlamalari yapilirsa, m = n; ve mp = np durumlarinda bu iki dizeyin de birim dizeye
dénlstugi goralar. ng > my durumunda By dizeyinin sifir uzayinin bos olmayacagi
da anlasilir.  Ayni durum B, dizeyinde de n; > mp durumu gegerlidir. Dolayisiyla,
ilerideki incelemeleri kolaylastirmak icin, bundan sonra m; = n; ve mp = ny varsayacag|z.
Bu durumda, (j1,j2) konumundaki islev degeri fj, j, olarak cikar. Bu ise zaten
olmasi gereken bir olguyu verir. Yeni bir denklem tretmez. Ancak, (3.43)’ten iglevin
goretirevlerini belirlemekte yararlanilabilir. Bu amagcla, esitliklerin her iki yani soldan,

T T
Us ilgili bagimsiz degiskene gore tirevi gostermek tzere, ugml)/ <xﬁ)) ® uémZ) (xi?)

J1 J2

T T
veya ugml) (x(-l)> @ug"‘z>' (x(-z)) ile carpilirsa ilgili turev degeri belirlenmis olur. Bu

dogrultuda
(1) / T -1 ..
veya
(1 T -1
nggﬂg)( ) _ Ung) (XE?) (Agmz)> ugmz)/ <X|(22)> . 1<isjo<m (3.46)

tanimina gereksinim duyulur. Bunlari kullanarak f (x1,X2) islevinin x; ve x, degisken-
lerine gore birinci tirevleri belirlenebilir. Bunun icin, 6zenli bir inceleme sonrasinda
ulasilabilecek olan

N
b ( in Xz ) 2 2 B i) 5]2 ip figi = 2 B, (i) fll i»

i1=1i,=1 i1=1
1<ji<ng, 1<jp<m (3.47)
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ve

fXZ ( j1° Jz ) 2 2 B J7 |2 6]1 |1f|l i = 2 B 7 IZ f]l i2

i1=1i,=1 =1
1§j1§n1, 1§j2§n2 (3.48)

esitliklerine ulasilabilir. Bu esitliklerde f’in altsirasayisi hangi degiskene gore tiirev
alindigini belirtmektedir. Bunlardan yaklasik olarak da olsa goreturev belirlemesi olanakli
olup ayni aralikta nokta sayisi arttikca ve f (x1,x2) iglevi yeterince dizgiin oldukca

yeterince duyarlikta elde edilebilir.

3.2 Verilen Bir Dejer Takimindan Turev Dederi Uretiminin k Boyuta Genellestir-
ilmesi

k boyutlu bir f iglevi igin (3.43) asagidaki gibi genellestirilebilir.

al(lmllzmzlk M) _
( Agmﬂ) Hym) ()411)) - (Aémz))lugmz) <)q<22>) Q- ® (Aﬁm)luﬁm (Xﬂ‘)) 7
1<ip<ng, 1<ip<ng,--- 1<ix<ng (3.49)

Bu durumda ttirev denklemlerini olusturabilmek icin (3.49)’in her iki yani soldan, Us ilgili

bagimsiz degiskene gore tirevi gostermek lzere, sirasiyla

U™ (X0 ouf™ (62) o ou™ (x)'

J1 J2

R )

1 J2

J2 Jk

) (X@)T o u™), (X<_z))T & ou™’ (Xgo)T

ile carpilirsa ilgili tlrev degerleri belirlenmis olur. Bu dogrultuda

NG T -1

ngl,ll)( ) _ ugml)/ (Xﬁ)> <A§m1)> ug.ml) (X|(11)> . 1<ipji<m (3.50)

glizi2) M) _ | (ma)’ <X<_2>>T (A(mz)>_lu(m2) ( .<2>> 1<ipj2<n (3.51)
2 = U J1 2 2 X'l I — 27]2_ 2 -
NG T -1

B0 = ™" (x9) (AM) U™ (), 1< jic< (352
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tanimlarina gereksinim duyulur. Bunlari kullanarak islevin sirasiyla xi, Xo, - - -, Xk degis-
kenlerine gore birinci turevleri belirlenebilir. Bunun igin, 6zenli bir inceleme sonrasinda
ulasilabilecek olan

fxl ( ﬁ)’xgi o ) 2 Z Z B Jlﬂl 6]2,12 fll,lz ik

i1=1ip,=1 iKk=1

= Z Bj (ndo)! f|17127 ik 1<, 1< jp<mp, - D<o <ing (353)
|1 1

Fg ( ﬁ)ﬂ‘ﬁ a ) 2 2 2 B; (i) 5]2,i2 fiv iz, ik
i1=1ip,=1 iKk=1
@ liziz) @ : - -
= 2 B s 1SS, 1< < 1< < (3.54)
I2:1

fy <X%),x§§)7..., i ) 2 2 2 By (i 612>|2f'1 i2,1k

I1 1I2 1 Ik 1

- 2 B Jk?lk f]l7J27"'7jk—1,ik 1 S Jl S nl? 1 S 12 S n27 e 1 S Jk S nk (355)
Ik 1

esitliklerine ulasilabilir. Bu esitliklerde f’in altsirasayisi hangi degiskene gore tiirev a-
lindigini belirtmektedir. Bunlardan yaklasik olarak da olsa goreturev belirlemesi olanakli
olup ayni aralikta nokta sayisi arttikca ve f islevi yeterince dizgin oldukca yeterince

duyarlilikta elde edilebilir.

3.3 Verilen Bir Deger Takimindan Tuirev Degeri Uretimi ileilgili Uygulamalar

3.3.1 ki Boyutlu Uygulamalar

1-) Uygulamalarda exp(x1 + x2) islevi ile ¢alisilmistir. Degiskenler [0,1] arahigindadir.
Cizelge 3.1 degisik ng, np ve mdegerleri igin, x; degiskenine gore tirev alindiginda elde
edilen yaklagik turev degerlerini ve gercek tlrev degerlerini gostermektedir. Tabloda fy,
bu yontemle elde edilen yaklasik tiirev degerini gostermektedir. fy islevinin gergek tiirev
degeridir.

2-) Uygulamalarda kullanilan diger bir islev x% +x§ islevidir. Degiskenler [0,1] araligin-
dadir. Cizelge 3.2 degisik ny, np ve mdegerleri igin, x, degiskenine gore turev alindiginda
elde edilen yaklasik tiirev degerlerini ve gercek tiirev degerlerini gostermektedir. Tabloda
fy, bu yontemle elde edilen yaklagik tirev degerini gostermektedir. fy islevinin gercek

tlrev degeridir.
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Cizelge 3.1: exp(xg + x2) islevi icin gercek ve yaklasik tirev degerlerinin kargilastiril-

masil.

X1 X N N m fY, fx,
10 10 5 5 5 7.389056 7.385213

10 1.0 8 8 8 7.389056 7.389055
1.0 1.0 10 10 10 7.389056 7.389056

Cizelge 3.2: x% +x§ islevi icin gercek ve yaklagik tirev degerlerinin karsilastiriimasi.

Xt X m omom fl fx,
1.0 1.0 5 5 5 7.0 6.291015
1.0 1.0 7 7 7 7.0 6.984568
1.0 10 8 8 8 7.0 7.0

3.3.2 Ucg Boyutlu Uygulamalar

1.

etY+Z fonksiyonu icin 5° noktada fonksiyonun degerleri bilindiginde virgiilden
sonra 2 basamaga kadar gercek fonksiyonun tirev degerlerine yaklasiimistir. 63
noktada fonksiyonun degerleri bilindiginde virgtlden sonra 3 basamaga kadar gercek
fonksiyon tiirev degerlerine yaklasilmistir. 73 nokta icin 4 basamaga kadar, 15° nokta

icin 10 basama@a kadar gercek fonksiyon tlrev degerlerine yaklastirim saglamistir.

sin(x).sin(y).sin(z) fonksiyonu icin 5% noktada fonksiyonun degerleri bilindiginde
virgulden sonra 3 basamaga kadar gercek fonksiyonun tlrev degerlerine yaklasiimistir.
73 nokta icin 8 basamaga kadar, 15° nokta icin en az 10 basamaga kadar gercek

fonksiyon turev degerlerine yaklastirim saglamistir.

. 2.X2 +5.y* 4+ 7' fonksiyonu icin 5° noktada fonksiyonun degerleri bilindiginde z

degiskenine gore tiirev degerlerinde yeterince iyi sonuclar alinmamistir. 73 nokta
icin ise virgllden sonra 1 basamafa kadar gercek fonksiyona tiirev degerlerine
yaklasiimistir. 8% nokta icin en az 10 basamaga kadar gercek fonksiyon tiirev

degerlerine yaklastirim saglamistir.

3.4 Gozlemler, Yorum ve Cikarimlar, Bulgular

Bu bdlimde, islevin kendisinin bilinmedigi, yalnizca bazi noktalarda islev degerlerinin

bilindigi durumlarda, islevin gore turevlerini elde etmek icin bir yontem olusturulmustur.

78



Bu yontemi kullanarak elde edilen gore tlrev degerlerinin gercek islevin gore tirev
degerlerine yeterince yakin sonuglar verdigi gortlmastir. k boyutlu bir islev igin, her
boyutta islevin derecesinden daha fazla noktada islev degerinin bilinmesi durumunda,

olusturulan bu yontemle oldukga iyi sonuclara ulagiimistir.
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4. VERILERDEN BIR ISLEVIN TUMLEVININ BELIRLENMESI

Bu bdélumde, islevin analitik yapisinin bilinmedigi, yalnizca bazi noktalardaki islev
degerlerinin verildigi durumlarda, bu islevin timlevinin Sendelenimsizlik Yaklastirimi
kullanilarak nasil bulunabilecegini inceleyip, yontem olusturmaya calisacagiz. Bu
bolumde ayrica agirhik islevinin x bagimsiz degiskeninin dizey gdsteriliminin (X:
Evrensel dizey) 6zdegerlerine etkisi incelenmekte ve yalnizca bazi noktalardaki islev
degerlerinin verildigi durumlarda bu iglevin timlevinin bulunmasi icin yapilan ¢alismalar

anlatilmaktadir.

4.1 X Dizeyinin Olugturulmasi ve X Dizeyinin Ozdeger ve Ozytneylerine Agirlik
Ilevlerinin Etkisinin Incelenmesi

X dizeyi olusturulurken taban islevleri {1,x,x?,---,x"} olarak secilmistir. n bilinen nokta
sayisidir. Taban islevleri Gram Schmidt yontemi kullanilarak dik hale getirilmis ve dik
(ug, Up, ---, Up) islevleri elde edilmistir [66,67]. Burada uy islevi 1’e esittir. Diklestirme
islemi Cholesky ayristirimi kullanilarak da yapilabilir. (nx n) boyutundaki X dizeyinin

ogeleri asagidaki gibi belirlenir.

1
Xi7j:/WUi(X)XUj(X> i=1---.n j=1---.n (4.2
0
Agirhk
n
= —1(n+l)x ; (4.2
Jo dx(n+1)x"

seklinde secildiginde, n degeri «~’a giderken, X dizeyinin 6zdegerlerinin 1’e yaklastigi
gorilmastir. Bu durum degisik n degerleri icin Sekil 4.1°de gosterilmektedir. Sekilde x

ekseni n degerlerini, y ekseni X dizeyinin 6zdegerlerini gostermektedir.

AQgirhik
(1) -x)"
CFdx(n+ 1) (1=

seklinde secildiginde, n degeri «’a giderken, X dizeyinin 6zdegerlerinin 0’a yaklastigi

(4.3)

gorilmustur. Bu durum degisik n degerleri igin Sekil 4.2°de gosterilmektedir. Sekilde x

ekseni n degerlerini, y ekseni X dizeyinin 6zdegerlerini gdstermektedir.
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T
— sl n———

0.98 [ - unl 4
0.96 / 4
0.84 / . 4
0.92
05 - .I d

0.BB |- -

0.86

I I I I
4 6 8 10 12 14

Sekil 4.1: L)Xnn agirhgi ile elde edilen en blylk 6zdegerler.

Ja dx(n+1)x
0.14 .
ksi 1
0.1 -1
01k | -
0.08 - II =
0.06
0.04 1
0.02 . q
= —
0 s
2 4 6 8 10 12 14

Sekil 4.2: % agirhigi ile elde edilen en kiiclk 6zdegerler.
JO -

Agirhik
_ (x-a)n
Edx(x—a)’
yapisinda secilirse a = 0.5 durumunda 6zdegerler n = 4 i¢in {0.035, 0.180, 0.819, 0.964}
degerlerinive n=61c¢in {0.017,0.088, 0.212, 0.787, 0.911, 0.982} degerlerini almaktadir.

(4.4

W = 1 durumunda 6zdegerler n= 4 i¢in {0.069, 0.330, 0.669, 0.930} degerlerinive n=16
icin {0.033, 0.169, 0.380, 0.619, 0.830, 0.966} degerlerini almaktadir.

Goruldigu gibi 0.5 yakinlarindaki 6zdegerler ételenmektedir. a = 0.5 secildiginden, bu
beklenen bir durumdur. Yani, a degistirgesinin secimine gore 6zdegerler 6telenebilmek-

tedir.
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4.2 Sendelenimsizlik Yaklastiriminda Odaklayici Agirlik Kullanimi Uygulamasi

Bir onceki altbolumde agirlik kullanarak X dizeyinin dzdegerlerine etki edilebilecegi
gosterilmigtir. Bu durum Demiralp’in "Sendelenimsizlik Yaklastiriminda Odaklayici
Agirlik Kullanimi" [43] calismasinda da ele alinmistir.  Bu altbélimde [43]’Un
Mupad kullanilarak uygulamasi yapilacak, bir sonraki altbélimde ise ayni yontem
genellestirilmeye calisilacaktir. Bu altbolimde, oncelikle [43]'te gelistirilen yontem

ayrintilari verilmeden, kisaca anlatilacaktir.

Demiralp’in "Sendelenimsizlik Yaklastirnminda Odaklayici Agirhk Kullanimi™ [43]

calismasinda asagida acik yapisi verilen Gauss Dalga Turt agirhk islevi kullaniimistir.

_XXd
MKM@&&ﬁsza&@m(f> X € [s1,%] (4.5)

Bu agirligin [s1,s] arahigindaki timlevi 1’e esit olmalidir. Bu nedenle A(Xq,€,S1,%)

katsayisl

A(Xd, €,51,%) =

/dm e ]1 (4.6)

seklinde olmahdir. [43]’te, yukarida verilen timlev hesaplanarak A(Xq, €,S1,S2)’nin acgik

yapisi asagidaki gibi elde edilmistir.
| | el V]
el | —Xg Xd — S1
Bu durumda w(x,xq,€,51,S2) agirlik islevi A(Xq,€,81,52)’nin (4.7) esitliginde verilen

yapisi kullanilarak

W(X,Xd,€,51,82) = el {\/_ (p( €] d) — 0 (L)}_le—(xfd)z (4.8)

Xd —S1

olarak bulunur.. Bu esitliklerdeki ¢ islevi asagidaki yapidadir.

(4.9)

7e XZ/
\/1+x2
[43] calismasinda, sendelenimsizlik yaklastiriminda kullanilacak dik taban takimini

olusturmak icin kullanilacak olan yani diklestirilecek taban takimi

X—Xd
&

i—1
w(i,x“lﬁz)ﬂ'l:( ) Re X% =123, (4.10)
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olarak tanimlanmistir. Buradaki Xi ve X, degistirgeleri

5= (LX) g = (222X (4.11)
€| €|

yapisindadir. Bu taban takiminin diklestirilmesi ve birimboylulastirilmasi icin asagida

verilen beklemlerin (ing: moment) tanimlanmasi gerekir.
$2
= [ dxw(x)vg(X) (4.12)

S1

Bu beklemlerin agik anlatimlari [43]’te asagidaki 2 denklemdeki gibi elde edilmistir.

Mok (X1, %2) = F(Eg) - {ﬁ_(p (Szlflxd> ¢ (Xd|i|51)} i

1

X zk: LIk 3) e_<@>2 (Sz_xd)zj_l—e_(@)z (Sl—Xd)zj_l
S2r(j+3) € €
k=012, (4.13)

2, (4.14)

Beklemler kullanilarak v islevleri tizerinden Gram dizeyi olusturulabilir. Gram dizeyinin

Gijinci 6gesi asagidaki 0zdeslikle verilmektedir.

s dXW(X,Xd,E,Sl,Sz)Vi()’(, 1, Z)Vj ()za ~17)(2) = Hi+j-2 IaJ = 172737' e (415)
1

Bir taban takiminin Gram dizeyi arti tanimli oldugundan, Gram dizeyine Choleski

ayristirmasi uygulanabilir. L(X1,X2) bir alt iicgen dizey olmak lizere
G(%1,%) = L(X1,%)L(X1,%)" (4.16)
yazilabilir. Bu durumda yeni taban takimi yoneyi

u(Xe,Xo) = L(X1, %) " tv(x, X1, %) (4.17)
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olur. Bu esitlik yoneylerarasi bir iligkidir. Onun sayil karsiligi asagidaki gibidir.
i
Ui (X, X1, %) = Y. (ef L(X1,%2) tej) vj(X,X1,%2) (4.18)
j=1

XM dizeyinin elde edilmesi icin 6ncelikle asagida verilen tanimlar yapiimalidir.

0 (X, X1,%2) = (Uj(X1,%0), KUjp1 (X1, %2))

ﬁj(X,)(Nl,)(Nz) = (uj(x],x”z),)?uj(x”l,x”z)) (4.19)

Burada uj’lerin agik yapisi kullanilarak o ve B terimleri [43]’te asagidaki gibi elde

edilmistir.

(e] ,Leji1)

j=12... (4.20)
(e] Lej)

o) = |e|

(e],iLej)  (e]Lej 1) .
Bj = X4 + |€| - =12, (4.21)
: (eJLej) (] ;Lej1)

X islecinin dizey gosterilimi asagidaki gibi oldugundan,

[ ﬁl o 0 o -- 0
o ﬂz O o - 0
X(n)(X~1,X~2,!€!) _ 0 O ... (4.22)
....... ﬁn_l an_]_
I an_]_ ﬁn

o ve B terimleri bulunarak X dizeyi de elde edilmistir. Yapilan uygulamada bu dizeyin
ozdegerleri incelenmis ve bu 6zdegerlerin x4 civarinda oldugu gorilmistir. Ornegin [0,1]

araliginda, n = 4, £ = 0.0001 ve x4 = 0.5 icin X" dizeyinin 6zdegerleri
{0.499911722,0.4999703933,0.5000296067,0.500088278}

olarak bulunmustur. [0,1] araliginda, n = 6, € = 0.0001 ve x4 = 0.5 icin X" dizeyinin

Ozdegerleri
{0.499911,0.499958,0.499984,0.500015,0.500041,0.500088 }

olarak bulunmustur. Denenen baska n,e,xq degerleri icin de benzer sonuglar elde

edilmisgtir.
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4.3 Sendelenimsizlik Yaklastiriminda Odaklayici Agirhk Kullaniminin Genellesti-
rilmesi

Bu altb6lumde, bir Onceki altbolumde elde edilen sonuglarin genellestirilmesi ile
ilgilenecegiz. Bunun igin W agirlik islevini, yapisi asagidaki gibi olan m sayida Gauss

dalga turt agirhik islevlerinin dogrusal birlesimi olarak tanimlayalim.

W =A i oqe(x_fxa) (4.23)
i=1

Buradaki o; katsayilarinin toplami 1’e esit olmalidir.
Yai=1 (4.24)

Tanim araligi olan [s1,S,]’de bu agirhgin timlevinin 1 olmasi gerektiginden, agagidaki

esitlik kullanilarak A degeri belirlenebilir.

5 m _(xgx&)z
/ dxAY oje _1 (4.25)
S1 i—

i=1
Yukarida verilen tumlevi saptayabilmek igin Oncelikle asagida verilen degisken
dénusumdand yapalim.

i

. (4.26)

X =

Sl—XEj Sz—XEj

Bu durumda tiimlev aralign [, =

| olur. & degeri 0’a giderse timlev araligi [—oo, o]

olacaktir. Bu durumda (4.25) timlevi
oo m o

/ dxeAS e =1 (4.27)
—ee i=1

seklinde yazilabilir. Buradan da A’nin degeri, € degeri 0’a giderken

1
NG

olarak elde edilir. Bu deger, (4.23)’de yerine konulursa W agirlik islevinin yapisl, yine €

A (4.28)

degeri 0’a giderken
i\2
1o (%)
W — : 4.29
seklini alir. llerleyebilmek icin diklestirilecek taban islevlerini asagidaki gibi secelim.

vi=x"1 i=1.2-- (4.30)
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Bu durumda Gram dizeyinin 6geleri agsagida verilen esitlik aractligiyla bulunabilir.

S2
L = / dXW x€ (4.31)
S1

Eger (4.26)°da verilen degisken donustimii yapilir ve € degeri 0’a yaklastirilirsa (4.31)
m oo k k Co(n—i) .

=Y aie / dx 3, (j)g’xfﬂ')(n Ve (4.32)
i=1 — j=0

olarak yeniden yazilabilir. Buradan, £2 =y doniisimi yapilarak Gram dizeyinin 6geleri

asagidaki yapida bulunmus olur.

S1

% (L R S N N Ry
o= [ dwx = NP> ( j)e‘<x3><k J>F<’T> (4.33)
i=1 j=0

Aslinda burada elde edilen sonuglar asimptotik degerler olup € degeri 0’a giderken olan
duruma karsilik gelir. Bu durumun yeglenmesinin nedeni yanasikligin getirdigi islem
kolayhigidir. Gram dizeyi olusturulduktan sonra Cholesky ayristirimi ile taban takimi
diklestirilir ve G = LLT bagintisi kullanilarak L dizeyi elde edilir. Gram dizeyinin (i,

J)’inci Ogesi ujj—oye esittir. Bu durum
Gij = (vi,vj) =

S2 S2 -
dXWviv; :/ DWXTI2 =
S1

S1

i,j=1,2,3,--- (4.34)
esitligi ile gosterilebilir. Buradan G = (v,v') oldugu kolayca géruliir. Ayni zamanda
G=LL" (4.35)

esitligi gecerli oldugundan, L=*(v,vT)(LT)"t =1 ve (L~tv,vT(LT)™}) = (u,u") =1

esitlikleri kullanilarak
u=L"1v (4.36)
elde edilir.
u yoneyinin i. dgesi

ZI: (ef L%ej)v (4.37)
yapisindadir. X dizeyinin i, j indisli 6gesi

Xij = (uj,xuj) (4.38)
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oldugundan bu dizeyi olusturabilmek igin xuj terimlerinin bulunmasi gereklidir. Bunun
icin xu;j’i agagida verildigi gibi seriye agalim.
j+1
Xuj = by (4.39)
k=0
uj islevleri birim boylu ve birbirine dik oldugundan, bu ifadedeki by katsayilari

bk = (U, Xuj) (4.40)

olarak bulunur. Bu durumda
j+1

Xuj =Y (U, XUj)uy (4.41)
k=0

yazilabilir. X ile simgelenebilen ve etki ettigi islevi bagimsiz degisken degeri x ile

carpan iglecin 6zlne es (self-adjoint) olmasindan yararlanarak (4.42) ve (4.43) esitlikleri

yazilabilir.
(U, XUj) = (uj,Xuy) (4.42)
(Uj,xug ) =0 k<j—1 (4.43)

Bu iki 6zelligi kullanarak (4.41) esitligi

XUj = (Uj—1,XUj)Uj—1 4+ (Uj,XUj)Uj + (Uj+1,XUj)Ujs1 (4.44)
durumuna dondstirulebilir. Burada,

o = (Uj,XUj11) BJ- = (uj,xuj) (4.45)
tanimlamalarini yaparsak (4.44) esitligi

XUj = &j_1Uj 1+ Bjuj+ &jUji1 (4.46)

olarak yazilabilir. Xjj = (uj,xuj) oldugundan X dizeyinin bir yapisik kosegenli bakisik bir
dizey oldugu ve kdsegeninde Bj’lerin kdsegenin alt ve Ustiinde ise & terimlerinin oldugu

kolayca goruldr.

(B & 0 0 0
& B @ O 0
X(n): 0 O ... (4.47)
....... anl @nfl
L e &nfl ﬁn i
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BJ— ve o’ leri daha agik yapida elde etmek igin agagida verilen ara iglemleri yapalim.

i
xuj =Y (e] L7 ex) Vi
k=1

= (eJL"ej) vira+ (e] L tej1) vj+ - (4.48)

Bu esitlikteki v islevlerini u islevleri cinsinden yazalim. v = Lu oldugundan

j+1
Visi= Y, (eJTHLek) Uy = (e-J!-+1Lej+]_) Uj1+ (eJTHLej) Uj+--- (4.49)
k=1
ve
j
vi= > (e]Le) uc= (e]Lej)uj+-- (4.50)
k=1

esitlikleri yazilabilir. Bu durumda (4.48) esitligi

xuj = (ejL77ej) (ejs1leji1) Ujsa

+ ((ejT Lte;) (eJTHLej) + (eJTLflej_l) (eJT Lej))uj+---
1

elLtej) = ————

( . ) (eJTLej)

olarak bulunur. Bu esitlikteki u; teriminin katsayisi Bj’e Ve uj1 teriminin Katsayisi oj’e

(4.51)

esittir. Bu durumda

1
(ejLtej) = —— (4.52)
(eJTLej)
ve
ellei 4
(e]Ltej 1) = — (fLer) (4.53)

(eJT Lej) (eJT_lLej_l)

esitliklerini kullanirsak X(™ dizeyinin égeleri olan [§j ve a;j terimlerini agagidaki iki

esitlikte verildigi gibi elde ederiz.

.
e, Lej
& = M (4.54)
(ejLej)

-~ (e],4Lej)  (efLej-1) 455
ﬁj - T N (aT . ( : )
(€]Les) (€] 1le )

Boylece XM dizeyinin dgeleri elde edilmis olur ve bu ogeler kullanilarak bu dizeyin

Ozdegerleri ve 6zyoneyleri belirlenebilir.
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Ornek Calisma

Bu oOrnekte n=6, £ : 0.0001 alinmisg ve tum o katsayilari 1/6 olarak secilmigtir. Xg

degerleri asagidaki gibi verilirse:

{0.1428571429, 0.2857142857, 0.4285714286, 0.5714285714, 0.7142857143,
0.8571428571}

XM dizeyinin 6zdegerleri asagidaki gibi elde edilir:

{0.1429135071, 0.2857704481, 0.4286276157, 0.5714852249, 0.7143423907,
0.8571993309}

Goruldugu gibi 6zdegerler, x4 degerlerine oldukca yakin degerlerdir.

4.4 Sendelenimsizlik Yaklastirimi ile Bazi Noktalarda Degeri Bilinen Bir Islevin
Tumlevinin Bulunmasi

4.4.1 Denklemlerin olusturulmasi

Asagidaki timlev tanimini yapalim.

| = /01 dxw(x) f(x) (4.56)

Bu esitlikte yer alan w(x) agirlik iglevidir. Bu calismada f (x) islevinin analitik yapisinin
verilmedigi, yalnizca bazi noktalarda f(x) islevinin degerlerinin verildigi durumlar
icin yukarida verilen timlevin bulunmasi ile ilgilenecegiz. f(x) islevinin x1,X, -+, Xy

noktalarindaki degerleri, yani f(x1), f(x2),---, f(xn) biliniyor olsun.

fi=f(x) i=1,---.n (4.57)

tanimini yapalim. (4.56)’da verilen I timlevini asagidaki gibi yazalim.

| & Iy = i wi fi (4.58)
i=1

Bu calismada wj katsayilarini bularak 1, yaklagik timlevini belirlemeye ¢alisacagiz. f(x)

islevini sj’ler bilinmeyen katsayilar olmak tzere agagidaki gibi tanimlayalim.

n 2
f(x) = \CV/((::)) (Zﬁm) a(x) (4.59)

(4.59) esitliginde verilen u; islevleri dik islevlerdir ve 1,x,x?, --- Gsli serisinin diklestir-
ilmesi ile olusturulmustur. Bu nedenle bu uj ve uj islevlerinin igcarpimlari i = j igin 1’e,
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I £ jicin 0’a esittir.
(ui,u /dxw =8 i,j=12-n (4.60)

(4.59)’u (4.56)’da yerine koyarsak,

2
I—/de <zs,u,> (x) (4.61)

elde edilir. 0 < ¢ < 1 olmak uzere g(x) islevini Taylor serisine [66,67] agalim.

> (k)
gx)=>, g (c) (x—c)¥ (4.62)

(4.62)’yi, (4.61)’de toplama ve tumlev islemlerinin yerini degistirerek yerlestirelim.

|_zg /de <2s.u.>2 )k (4.63)

(4.63)’0 daha kapali yazabilmek i¢in asagida verilen tanimlamalari yapalim.

Xy = (u, (x—c)ku") (4.64)

u" = [u1(%),--,un(x)] (4.65)

Bu tanimlamalari kullanarak (4.63)

> g(k) C
=2
k=0

olarak yeniden yazilabilir. (4.59)’u x yerine X; yerlestirerek asagidaki gibi yeniden

>sT X, (4.66)

yazabiliriz.
2
f(x (2 s.u.) Xi) i=1,---,n (4.67)
Ayrica
Oi :g(xi) i:1,--~,n (468)

tanimini yaparsak (4.67) yerine

2
WD) (e ) 0 i
= W) (Es,u,) Oi i=1,---,n (4.69)
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yazabiliriz.

2
o _W(Xi) n - .
Q; = w ey (Es,u,) i=1,---,n (4.70)
tanimini yapalim. (4.58)’de verilen I, timlevi
n
Ih= ZQigi (4.71)
i=1

olarak yazilabilir. llerleyebilmek icin g;’yi Taylor serisine acalim.

gi =9(xi) =g(c+(xi—c)) = (xi—c)* (4.72)

k=0

(4.72)’de verilen seri acitlimini (4.71)’de yerine koyarsak
oo g(k) (C) n

k| > Qixi — c) (4.73)
. i=1

bulunur. (4.66) ve (4.73) incelendiginde asagida verilen esitligin saglanmasi gerektigi

ortaya ¢ikar.

n

Y Qixi—c)f=s"Xs  k=0,---,n-1 (4.74)
i=1

Sendelenimsizlik kanitsavina gore, tim sendelenim terimlerinin gozardi edilmesi duru-
munda,

X~ XK (4.75)

yaklagtirimi gegerlidir. Bu durumu gosterebilmek igin asagidaki iki anlatimi yazalim.

Xy —X? = (u,(x—=c)?u") — (u, (x=c)u")(u, (x—c)u") (4.76)

Xy —X? = (u,(x—c)?u") — (u, (x—c)P(x—c)u'") (4.77)

Bu anlatimdaki, P isleci asagidaki gibi tanimlanir.

Ph(x) = zn‘iui(x)(ui,h) (4.78)
i—

llerleyebilmek icin asagidaki Sy tanimini yapahim.

Sy =X —X2=(u,(x—c)(1=P)(x—c)u") (4.79)

Bu tanimlama daha genel olarak Sy igin

Sc«=X—X¢  k=0,1,---,n—1 (4.80)
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yapisinda verilebilir ve buradan da

X=X+ ~X  k=0,1,---,n—1 (4.81)
bulunur. Bu durumda (4.74) yerine

iQi(xi—c)kstst k=0,---,n—1 (4.82)
i=1

yazilabilir.

X dizeyinin ézydneyleri v; ile, 6zdegerleri ise & ile simgelensin. X dizeyi bakisik
oldugundan bu dizeyin 6zyoneyleri birbirine diktir ve birimboylu hale getirilebilirler.
Yani viij = 0;j Ozelligini saglarlar. llerleyebilmek icin, asagida verilen Q dizeyini

tanimlayalim.

Q=[vy---Vvp] (4.83)
vi yoneyleri dik oldugundan,

Q' Q=1 (4.84)

olmalidir. Ayrica asagidaki esitlik de gecerlidir.

(& 0 - 0 0
0 & 0 -~ 0
Q'XQ=Dx=|: : : i i (4.85)
0 0 - &1 0
I 0O ---0 0 & |
Dy kdsegen dizeydir. Bu durumda asagida verilen 3 esitlik yazilabilir:
X=Q'DxQ (4.86)
X2 _ QT DXZQ (487)
X<=Q™D¥Q  k=0,---,n—1 (4.88)
(4.88), (4.82)’te yerine konulursa
n
Y Qixi—c)*~s"Q'D¥Qs  k=0,---,n—-1 (4.89)
i=1
ve
Qs=¢§ (4.90)
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tanimini yaparak (4.89)

Qi(xi—C)K ~ EXZ 4 EXD ... 4 Ek&2 k=0,---.n—1 (4.91)

M-

i=1

olarak sayil esitliklerle ya da asagidaki gibi dizey gosterilimi yapisinda yazilabilir.

1 1 & ] 1 |

& - & 5 0 (Xi—c)

2 g~y xi-c? (4.92)
: L : = :

Rl N - | (xi—c)"

(4.92) denkleminin sol tarafinda bulunan dizey Vandermond tiiriindedir. Bu dizeye V ile
simgeleyelim. 2, V dizeyinin determinantini gostersin. Z;(&) determinanti asagidaki

gibi tanimlansin.

&1 -G & 5|+1 e &n
£ 5. 1 52 Ehy - & (4.93)
:lnl 52 linHl :rpl

Bu durumda &2 terlmlerl asagldaki anlatima esdegerdir.

22

i X' Zi(i—¢) (4.94)

Bu esitlikteki (5) anlatimi
7i(e) _ (8 —51)---(5 —Gi-1)(6 —&jv1) -+ (6 —&n)

7 T E-&) &g &) (G- ) (4.95)
yapisindadir. Buradan
sﬁzigiLj(xi—c) j=1,---,n (4.96)

elde edilir. Burada Qj’ler biliniyorsa (4.96) kullanilarak $j degerleri bulunur. Bu degerler
(4.90) esitliginde yerine konularak s;j katsayilari elde edilir. (4.69) ve (4.71) esitlikleri

kullanilarak I tiimlevi belirlenir.

Burada Q;’ler bilinmiyorsa bu degerleri bulmak icin asagida verilen tanimi yapalim.
n
Q- G HES -+ &S k=n,-2n-1 (4.97)

Bu anlatimi asagidaki gibi yazabiliriz.

n

> (Qi(xi—o)") (x— ) ~ & (E1F) + &S (E05) +-- +&x(&nsh)  k=0,--.n—1

i=1
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Bu denklem sistemi agagidaki gibi dizey gosterilimi yapisinda yeniden yazilabilir.

1 o1 ][ 8] [ 1 )
512 énz § n (Xi—¢)
& - & g l~Ya| xi-c)? (4.99)
. . . . i=1

I 1nfl r?—l I S~% | I (Xi _C)nfl |

(4.99) denkleminin sol tarafinda bulunan dizey Vandermond turindedir. Bu dizeye
V diyelim. 2, V dizeyinin determinanti olsun. %;(&) determinanti agagidaki gibi
tanimlansin.

1 1 1 1 e 1

& &1 & G oo &
& - &, &2 &, - &

9 = (4.100)
gt e g

Buna gore

2 o Dixi—

£ .:21 o J<X@ ©) (4.101)

ve

2i(&) _ (§—¢6)--(6—¢Gj-1)(E —Gj1)---(E=&) _

7 " EG-a - E-G G- G- (4102

yazilabilir ve

&fsi ~ iQNX—C)”LJ(Xi —c) (4.103)
i=1

elde edilir. (4.96) ve (4.103) kullanilarak

i[gi(x—c)“—gpgi} Lixi—¢)=0  j=1,--,n—1 (4.104)

i=1

elde edilir. Ayni zamanda Q; degerlerinin toplami 1’e esit olmalidir. Yani Q;’ler
ZQi =1 (4.105)

esitligini saglamalidir. Lagrange cokterimlilerinin gercel deger olusturmasi igin &j_q <
& < &j41 olmalidir. Benzer gekilde &j—1 < xj —c < &j11 olmalidir. €;’leri belirleyecek

denklemleri dizey gosteriliminde yazabiliriz. Bunun icin asagidaki iki tanimi yapahim.

ZT =[Q,-- Q] (4.106)
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[ 1 1 o1 7

(x] —&f")La(xa) (x5 — &1 )La(x2) o (X —&L1(Xn)
A= | : ; ;

L0 —E0 Dl 1) O —ED Dlna(a) - (XA—ED Lo 1(%n) |

(4.107)

eq ilk 6gesi 1 diger 6geleri 0 olan n dgeli bir yoney olsun. Bu tanim kullanilarak Z dizeyi
Z=A1e (4.108)

olarak elde edilir. Boylece Q;’ler elde edilmis olur. Q;’ler (4.96) denkleminde yerine
konularak §j degerleri bulunur. Bu degerler (4.90) esitliginde yerine konularak s;
katsayilari elde edilir. (4.69) ve (4.71) esitlikleri kullanilarak Iy, timlevi bulunur.
Bir sonraki alt bolimde bazi 6rnek uygulamalar ve bu dérneklere ait sayisal sonuclar
verilecektir.

4.4.2 Ornek uygulamalar

1-) e~ islevinin sirastylan =5, n = 8 ve n = 12 noktada degerleri verilmis olsun. W = 1

ve w = 1 olarak alinsin. Islevin degerlerinin verildigi x noktalari:
0.15, 0.30, 0.65, 0.8, 1.00

0.05, 0.15, 0.30, 0.50, 0.65, 0.80, 0.95, 1.00

0.02,0.05,0.15,0.25, 0.35, 0.5, 0.61,0.7,0.82,0.92,0.97,1.0

olarak verilmis olsun.

[0,1] araliginda, e~?* islevinin gercek timlevi 0.432332358’e esittir. Bu bdlimde
anlatilan yontemle elde edilen tumlev degerleri n =5 igin 0.322159315, n = 8 igin
0.421939148, n = 12 i¢in 0.451380526 seklindedir.

2-) 2x? +x+ 2 islevinin sirasiylan = 5, n = 8 ve n = 12 noktada degerleri verilmis olsun.

W = 1ve w =1 kullanilsin. Islevinin degerlerinin verildigi x noktalari:
0.15, 0.30, 0.65, 0.8, 1.00

0.05, 0.15, 0.30, 0.50, 0.65, 0.80, 0.95, 1.00

0.02,0.05,0.15,0.25, 0.35, 0.5, 0.61,0.7,0.82,0.92,0.97,1.0

olarak verilmis olsun.
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2x? 4+ x4+ 2 islevinin gergek tiimlevi 3.166666667 e esittir. Bu bolimde anlatilan yontemle
elde edilen tumlev degerleri n =5 igin 2.738102162, n = 8 igin 3.130480189, n = 12 igin
3.285357588 seklindedir.

3-) Bu yontemin calisabilmesi icin verilen x; noktalarinin &1 < &1 kosulunu saglamasi
gerekmektedir. X dizeyini olustururken kullandigimiz agirliklar yardimiyla dizeyin

Ozdegerlerini kontrol edebiliriz. Agirlik islevi:
W, =(%—x[i])? i=14
1
Ai= / dxWi
0
W = 10/” X (W]_/Al —|—W2/A2 —|—W3/A3 —|—W4/A4>

seklinde segilsin. 2x? +x + 2 islevinin n = 4 noktada degeri verilsin. Bu noktalar:
0.25, 0.50, 0.75, 1.00

olsun. Islevin gercek tumlevi 3.121428571 ve bu yontemle bulunan timlevi
3.895876610’a esittir.

Burada karsilagilan sorun, islevin degerleri bilinen noktalarinin evrensel dizeyin 6zdeger-
leriyle ayni olmamasidir. Sendelenimsizlik yaklastirimi ile timlevleme islevinin bilinen
noktalari 6zdegerlere karsilik geliyorsa gizem (sema) iyi islemektedir. Odaklayici agirlik

kullanarak ise 6zdegerleri istenilen noktalara yerlestirmek olanakhdir.

45 Evrensel Dizey ile 1lgili Bazi Gézlemler

X = (u,x‘u) ve XX = (u,xu)* olmak (zere, sendelenimsizlik yaklastirimina gore,

sendelenim terimlerinin timu gdzardi edildiginde,
Xy ~= XK (4.109)

yaklasik esitligi gecerlidir. Bu dizeyler n x n boyutunda olsun. Go&zlemlerimize gore
1 <t < nolmak lzere X dizeyinin (n—t) x (n—t)’lik bir altdizeyi ile XX dizeyinin

(n—t) x (n—t)’lik bir altdizeyi birbirine oldukga yakindir. Bu dizeylere Y ve Z diyelim.

Orneginn =5, k = 4 ve t = 2 olsun. Bu durumda asagidaki dizeyleri elde ederiz.

0.2 0.2309 0.1277 0.0377 0.0047
0.2309 0.3142 0.2397 0.1163 0.0329
XK= 0.1277 0.2397 0.2857 0.2253 0.1082 (4.110)
0.0377 0.1163 0.2253 0.2747 0.1903
0.0047 0.0329 0.1082 0.1903 0.1658
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0.2 0.2309 0.1277 0.0377 0.0047
0.2309 0.3142 0.2397 0.1163 0.0329
Xek=| 0.1277 0.2397 0.2857 0.2253 0.1122 (4.111)
0.0377 0.1163 0.2253 0.2787 0.2221
0.0047 0.0329 0.1122 0.2221 0.2765

0.2  0.2309 0.1277

Y= 02309 0.3142 0.2397 (4.112)
0.1277 0.2397 0.2857
0.2 02309 0.1277

Z=| 0.2309 0.3142 0.2397 (4.113)
0.1277 0.2397 0.2857

Ornekten gorildiigii gibi Y ve Z dizeyleri birbirinin aynisidir. Boy Karsilastiriimasi
yapilirsa || X — X,|| = 0.119672129 iken ||Y — Z|| = 8.131493706 x 108 yapisindadir.
Cizelge 4.1, Cizelge 4.2 ve Cizelge 4.3’te dizeylerin boy karsilastiriimalari verilmektedir.
Cizelge 4.1 icin Mupad’in DIGITS degistirgesi 100 olarak secilmistir. Cizelge 4.2 ve
Cizelge 4.3 icin Mupad’in DIGITS degistirgesi 200 olarak sec¢ilmistir.

Cizelge 4.1: n =14 ve t = 4 igin dizeylerin boylarinin karsilastiriimasi.

kXK =Xl (1Y =2Z]]
1 0 0

2 0.06257982 0

3 0.09644574 0

4 0.11834317 0

5 0.13398165 0

6 0.14587442 0

7 0.15531848 0

8 0.16305884 0

9 0.16955771 0

10 0.17511897 0.00000096
11 0.17995171 0.00000530
12 0.18420514 0.00001672
13 0.18798894 0.00003971
14 0.19138581 0.00007899

4.6 Verilerin Tumlevlenmesinde Tek Dugim Noktali Sendelenimsizlik Yak-
lastirimi ve Agirhk Islevi Ureticileri

4.6.1 Cok terimli yapisindaki agirhlik islevi Ureticileri

Bu altbolimde, islevin yapisinin bilinmedigi durumlarda verilerin timlevinin elde

edilebilmesi icin yeni bir yontem olusturulmaya ¢ahsiimistir. Bu ydntem sendelenimi
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Cizelge 4.2: n = 20 ve t = 4 igin dizeylerin boylarinin karsilastiriimasi.

X=Xl

1Y —Z]

0
0.06253908
0.09638096
0.11824926
0.13385504
0.14571245
0.15511899
0.16282000
0.16927789
0.17479671
0.17958565
0.18379398
0.18753146
0.19088085
0.19390585
0.19665647
0.19917251
0.20148617
0.20362377
0.20560708

0

O OO OO oo

0
0.00000095
0.00000527
0.00001664
0.00003950
0.00007856
0.00013828
0.00022262
0.00033486
0.00047756
0.00065255
0.00086098

yok etmeye dayanmaktadir.

Bu boélimde ilk once agirlik islevi Uretme altuzaylari

olusturulmustur. Dogru agirhik islevi kullanimi oldukca 6nemlidir. Yapilan calisma tek

dugum noktali timleviemeyi icermektedir.

Burada gelistirilen yontem, Gauss dordillerini [68, 69] polinomlar araciligiyla ve dizey

gosterilimli yaklastirimlar olarak anlatan sendelenimsiz timlevlemeye dayanmaktadir.

Sendelenimsiz timlevleme, yalnizca polinomlarla yapilmamaktadir. Genel yaklasim,
bircok formulin yapisini yalinlastirdigindan polinom kullanmak olsa da, baska uygun
taban islevleri de kullanilabilir. Bu altb6limin amaci bir polinom taban kiimesi igin
Gauss Dordullemeye [68-71] es bir sendelenimsiz timlev alma yontemi olusturmaktir.
Bunu yapabilmek icin yeni bir agirhk islevi olusturacagiz ve bunu doérdile benzer
bir formal olusturmak icin kullanacagiz. Belirlenecek tlimlev asagidaki gibi ifade

edilmektedir.

1
7= /0 dxf (x) (4.114)

99



Cizelge 4.3: n =20 ve t = 6 igin dizeylerin boylarinin karsilastirilmasi.

kX=Xl [IY—2Z]]
1 0 0

2 0.06253908 0

3 0.09638096 0

4 0.11824926 0

5 0.13385504 0

6 0.14571245 0

7 0.15511899 0

8 0.16282000 0

9 0.16927789 0

10 0.17479671 0

11 0.17958565 0

12 0.18379398 0

13 0.18753146 0

14 0.19088085 0

15 0.19390585 0.00000002
16 0.19665647 0.00000011
17 0.19917251 0.00000035
18 0.20148617 0.00000087
19 0.20362377 0.00000187
20 0.20560708 0.00000361

(4.115), yontemi olustururken kullanacagimiz beklemleri tanimlamaktadir.

Lo
;,Liz/odxx':m, i—0,1,.. (4.115)

Tek diigiim noktali timlevlemede diiglim noktasini x; ve ilgili agirhk degismezini wy ile
goOsterecegiz. Sendelenimsiz timlevlemeye gore (veya Gauss dorduliine gore) asagidaki

kosullar saglanmalidir:

Wy = Ho, WiXg = i1 (4.116)

(4.116)°da bulunan pig ve iy simgeleri, bilinmeyen agirhik islevi w(x)’in ilk iki beklemini
gostermektedir. Bu agirlik islevi birim agirhik islevi we(x) = 1’nin s(x) adi verilen bir
islev kullanilarak w(x) = w¢(x)s(x) olarak degistirilmesi ile olusturulmustur ve s(x)’in
belirlenmesi gerekmektedir. Bunun icin (4.116)’y1 kullanarak
1 1
ﬁo:/ dxs(x), ﬁlz/ dxs(x)x,
T !
— ﬁl/o dxs(x)—[lo/O dxs(x)x =0
— xl/oldxs(x)—/oldxs(x)x:o (4.117)
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esitligini yazalim. (4.117)’ye “Tek dugim noktali agirhk kosulu ” denir. s(x) islevinin
timlevi alinacak iglevin analitik oldugu bdlgede analitik oldugunu varsayabiliriz. Bu
da Taylor acilimini kullanmamizi saglar. Simetri nedeniyle, s(x) islevini timlevleme

araliginin orta noktasinda agmay! yegliyoruz. Bu durumda,

oo 1\ ]
s(x) = 2 Sj (x— 5) (4.118)
yazilabilir ve katsayilar arasinda asagida verilen iliski bulunur.

g 1 1] 1 1]

Si | x dx ( x—= —/ dx{x—=] x
S (o fox(e3) - fn(-3)’)

& 1 1+(—1)J< 1> 1 1—(—1)1]
=) Sj| = X1— = | — == =0 4.119
JZ;)J[ZJ(Hl) 2 172) 2 (j+2) 2 (4.119)

Sp diger katsayilar tiirinden asagidaki sekilde yazilabilir.

1 1+(-1) 1 1—(—1)] 1\ 1
2i(j+1) 2 _2j+1(j+2) 2 (Xl——> ] (4.120)

[

So=— ) 5j

=1

Bu da (4.118)’de kullanilarak asagidaki esitlik bulunur.

s(x) = . sjpj(x) (4.121)
j=1

Buradaki pj(x)’in acik durumu (4.122)’de verilmektedir.

P A e I e I A
pj(x)—<X—§) T(j+1) 22+ 2) (Xl_i) ’

=123, .. (4.122)

Bu polinomlarin carpimsal evrigi (ing: reciprocal) ile timlevi alinacak islevin carpimi
olusturacagimiz doérddlin islevi olarak kullanilacagindan, bu polinomlarin kokleri ince-

lenmelidir. Denklem (4.123)’te verilen esitlikler timlevi yaklastirmakta kullanilacaktir.

/1dxf(x) = /1dxs(x) fix), f(x)= Tx) (4.123)
0 0 s(x)

Bu durumda s(x) agirlik islevi, f(x) de tiimlevi alinacak islev olarak kabul edilmektedir.
Ozenli bir inceleme, (4.122)’de verilen ¢ift dereceli polinomlarin kokleri oldugunu
gostermektedir. Bu durumda cift dereceli pj polinomlarinin carpimsal evrikleri tlim

tumlevleme bélgesinde ([0,1]) analitik olamaz.

Tek dereceli p polinomlarinin da x karmagsik dizleminde merkezi (1/2,0) olan bir gember

uzerinde kokleri vardir, fakat bu durumda ¢emberin yarigapt (X3 —1/2) teriminin tek
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tamsay1 koklerinden biriyle orantilidir. Bu durum tiim timlevleme araliginda analitiklik
saglar ve analitikligin duzeyi x; 1/2’ye yaklagtikca artar. Bu durumda p1(x) en yuksek

analitiklik bolgesi olan polinomdur ve tek kokii x, asagidaki gibi tanimlanir.

1 1 1\ !
R (P 4.124
=571 (Xl 2) (4.124)

Eger x1, 1/2’ye sagdan yaklasirsa x, arti sonsuza gider. Eger x; bu orta noktadan saga
dogru uzaklagirsa x; kigullr. x1, 2/3 olursa analitiklik bozulur. Diger yandan, x; orta
noktada sola dogru giderse x, eksi sonsuzdan biytimeye baglar ve x; 1/3 oldugunda
analitiklik bozulur. Bu da p1(X)’inx; € (%, %) icin agirhik islevi olarak kullanilabilecegini
gosterir. Analitiklik bolgesi genisledikge sendelenimsiz tlimleviemenin verimliligi de

artar. Sekil 4.3 birinci dereceden p polinomunun [0,1] araliginda normalize edilmig

207

1.5
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f 1 ; 1 ' 1 ; 1 ; 1 ; 1 ' 1 ; 1 ; 1 ; -
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Sekil 4.3: Degisik diiglim noktalari icin birinci agirlik polinomunun degisimi.

durumunun degisik x1 degerleri icin gra Klerini vermektedir. Sekildeki kirmizi ¢izgi
x1 = 0.50, yesil ¢izgi x; = 0.58, mavi ¢izgi x; = 0.66, acik mavi ¢izgi x; = 0.42, e atun
¢cizgi x; = 0.34 icin birinci dereceden p polinomunu gostermektedir. Goruldugu gibi
cizgiler x; 1/3 ve 2/3 araliginda oldugu strece arti tanimh eksende bulunmaktadir.
Bu Sekil pp(x)’in normalize edilmis durumunun, 1/3 ve 2/3 arahigindaki dugim
noktalari icin, agirhk islevi olarak kullanilabilecegini gostermektedir.  Sekil 4.4, cift
dereceli polinomlarin gra klerini vermektedir. Sekilde 2., 4., 6., 8., 10. dereceden
polinomlarin gra kleri sirasiyla kirmizi yesil, mavi, agik mavi ve e atun reklerindedir.
Bu polinomlarin [0, 1] araligindaki timlevleri 0 oldugundan normalize edilmemislerdir.

Bu nedenle de agirlik islevi olarak kullanilamazlar.

Sekil 4.5, Sekil 4.3’deki ayni diigim noktalari igin, t¢unci dereceden polinomun [0,1]

araliginda normalize edilmis durumunun gra klerini gostermektedir. Sekildeki kirmizi
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Sekil 4.4: Cift dereceli agirlik polinomlari.

25
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Sekil 4.5: Degisik diiglim noktalari i¢in tgtinct agirlik polinomunun degisimi.

¢izgi x1 = 0.50, yesil ¢izgi x; = 0.58, mavi ¢izgi x; = 0.66, acik mavi ¢izgi x; = 0.42,
e atun ¢izgi X1 = 0.34 icin tglinct dereceden p polinomunu gostermektedir. Sekilden
de gorildigu gibi olusan polinomlar her yerde arti degildir. Fakat her yerde artiligin

saglandigi bir x; alt araligi bulmak olanaklidir.

p polinomlarinin olusturdugu altuzayi “Birinci Dereceden Tek Dugim Noktali Agirlik
Ureticileri ” olarak adlandirabiliriz. Sekillerden de gériildiigi gibi bu polinomlardan
birincisi disinda hig biri (1/3,2/3) araliginin timunde arti degildir. Fakat bu acik aralikta
birinci polinomun arti tanimli 1g1 yine bu aralhikta arti tanimh kalan yeni polinomlar
uretebilmek icin yeterlidir. Bu calismada “Birinci Agirhk Ureteci” olarak adlandirilan

p1(x) polinomu, tek diigiim noktali dordiil elde etmek igin kullanilacaktir.

Bu durumda yaklasik timlev asagidaki sekilde yazilir,

fZ/Olprl(X) {m]

010 (4.125)
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Goruldugt gibi p1(x)’in carpimsal evrigi (ing: reciprocal) timlevlenecek islevin bir
parcasi olarak ve p1(x) agirlik islevi olarak alinmaktadir. Bu durumda (4.125) asagidaki

sekilde yazilabilir.

I f (x1) (4.126)

P2 (x1)
(4.125)’da p1(x)’in Olgeklendirilmesi sonucu degistirmeyeceginden, pi(x) [0,1] ar-
aliginda tumlevi 1 olacak sekilde normalize edilebilir. Bu sekilde elde edilen agirlik
islevine f1(x) diyelim. Bu durumda asagidaki esitligi yazabiliriz,

1
I st (4.127)

Sekil 4.6, exp(ax) islevinin gercek ve yaklasik tlmlevlerini gostermektedir. Yaklagik
timlevler (4.127) kullanilarak x; = 0.42,0.50,0.58,0.60 dugum noktalari igin elde
edilmigtir. Sekilde x ekseni o degerlerini, y ekseni tlimlev degerlerini gostermektedir.
Gergek timlev degeri kirmizi ¢izgi ile gosterilmektedir. x; =0.42,0.50,0.58,0.60 diigiim
noktalarinda elde edilen yaklasik tumlev degerleri sirasiyla yesil, mavi, agik mavi ve
e atun renkleri ile gosterilmistir. o degerleri O ve 2 arasinda degismektedir. Ayni gizimler
o’nin 2 ve 7 arasinda degisen degerleri icin Sekil 4.7°de verilmektedir.

i

ioT
2.5
2.0
1.54

1.0 ==

on oz o4 & 0.8 1o 1.2 14 1& 1.8 20

Sekil 4.6: exp(ox)’in gercek ve yaklasik tumlevleri (¢ =0, - - -, 2).

Bu gra Kler, timlevi alinacak islevin egriligi arttikga yontemin isleyisi hakkinda kir
sahibi olabilmek icin tekdiize artan islevler icin cizdirilmistir. Benzer sekilde tekdiize
azalan iglevler de incelenebilir. Sekil 4.8 ve Sekil 4.9°da exp(—ax) islevinin gercek ve

yaklasik timlevleri degisik o degerleri icin verilmektedir.

Bu sekillere gore elde edilen sonuclar asagida maddeler halinde verilmektedir:
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Sekil 4.7: exp(ax)’in gergek ve yaklasik tumlevleri (o« = 2,---, 7).

1. Eger o 0’a yaklasirsa ilgilenilen islev diiz bir islev olur. Bu durumda x; = 0.50
gercek timlev degeri ile ¢cakisan en iyi yaklastirimi verir. Bu durum diz islevlerin
timlevlerinin x; = 0.50 kullanilarak yaklastirilabileceklerini gosterir. Yani orta nokta
civarindaki diigiim noktalari, diiz islevlerin timlevlerinin bulunmasinda daha iyi sonug

elde edilmesini saglamaktadir.

2. o, 0’dan arti yonde arttikca islev egriligi artar. Bu durumda en iyi timlevi elde etmek
icin gerekli diigim noktasi saga dogru kayar. Bu da egriligi yuksek, tekdize artan
islevler igin, tek diigiim noktali timlevlemede, 1’e yakin diguim noktalari i¢in daha iyi

sonug elde edilecegini gosterir.

3. «, 0’dan eksi yonde uzaklasirsa, ustel iglevin egriligi tekdiize azalarak artar. Bu
durumda en iyi tumlevi elde etmek icin gerekli digim noktasi orta noktadan sola
dogru kayar. Bu da egriligi yuksek, tekdiize azalan islevler icin, tek diigim noktali

timlevliemede, 0’a yakin diigim noktalari igin daha iyi sonug elde edilecegini gosterir.

A

1.0

on 02 04 0.5 0.8 1.0 12 L4 L& 1.8 2.0

Sekil 4.8: exp(—oax)’in gergek ve yaklagik tumlevleri (¢ =0, - -, 2).
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Sekil 4.9: exp(—ax)’in gercek ve yaklagik timlevleri (o = 2,---,7).

4. Eger timlevi alinacak islev hakkinda x; diigim noktasindaki degeri disinda bir bilgi
yoksa, bu durumda bir 6ngérim yapamadan (4.127)’de verilen formili kullanmak
zorunluluk haline gelecektir. Eger islevin yapisi hakkinda herhangi bir bilgi varsa,

yapilan yaklastirimin niteligi tizerine birseyler sdylenebilir.

5. Eger ilgilenilen islev analitik olarak biliniyorsa, bu durumda en iyi yaklastirimi
verebilecek x; degeri secilebilir. En iyi timlev yaklastirimini veren x, degeri islevden

isleve degismektedir.

4.6.2 Tek dugum noktali timlevlemede analitiklik araliginin degistirilmesi

Bu ana dek yapilan inceleme, x;’in tim araligin sadece 1/3’Unde deger alabildigini
gOstermistir. Bu durum istenmeyen bir olgudur ve yontemi daha uygulanabilir hale
getirmek icin degistirilmelidir. Daha énce belirtildigi gibi x1’in deger alabildigi en genis
aralik (1/3,2/3) acik araligidir. Fakat daha genis bir bolgede analitiklik saglanmasi
igin [xgmi")
gerekmese de birim degismez agirlik kullaniimisti. Tumlevleme degiskenini degistirerek

,xgmax)} gibi bir alt aralik kullanmay1 yegleyecegiz. Bu altbolime kadar

ilgilenilen timlevi asagidaki sekilde yazalim.
1
7= / dx(k-+ 1Xf (1-X<1) (4.128)
0

Burada eksi olmayan bir k degeri icin x — 1 —x¥*1 déniisimii yapiimistir. Asagida

tanimlanan W (x) islevi [0,1] arahginda agirlik islevi olarak kabul edilebilir,

W) = (k+1)x,  k=0,1,2,... (4.129)

106



X = X1 Ve X1 arasinda asagidaki iligkiyi tanimlayalim.
fi=(1—x))FT, k=0,1,2,.. (4.130)
X1’in en genis analitiklik sagladigi bolgeyi bulmak igin (4.117)’i yeniden yazalim.
_ 1 B 1
Uo :/ dxW (x)s(x), U1 :/ dXW (X)s(X)X,

0 0

1 1

— ﬁl/ dxXW (x)s(x —ﬁo/ dXW (x)s(x)x =0
— xl/ dxW (x / W (x)dxs(x)x =0 (4.131)

Bu durumda (4.118) degismeyecek ve (4.119) asagidaki yapida yazilabilecektir.

g‘asj (%1 Olde (x——) /de (x——) ):o (4.132)
_ (Yl/olde(x) (x——) /de (x——) x),

j=0,1,2,... (4.133)
tanimlanirsa, s, sj’ler tirtinden agagidaki gibi yazilabilir.
o
- _ jzzlsjo(l) (4.134)
Bu esitlik (4.132)’de kullanilirsa
s(x) = Jilsjpj(x) (4.135)
elde edilir. Burada pj(x)

1\ o .
pj(X)=<X—2) —;JJ, j=1.2.3,.. (4.136)

yapisindadir.
p1(x) kullanilarak oy ve o1 acik halde agagida verilen yapida bulunur.

_ k+1 k k+1

=X O T kT k221 3) (4.137)
Bu formiller de
P (0T K) =X =K krl (4.138)

2 2(k+2)  (kr2)(k+3)[(kr2)%— (K1)
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yazmamizi saglar. (4.138)’un koku x; (x1,k) acik halde

o 1 k k+1
(0K =5t 2 T k) kT 3) (k2% — (Kt D)] (4.139)

seklinde yazilir. Bu kok asagida verilen esitsizlikleri saglamalidir.

o 1 - 1
Xz <X17k) > E +p, Xz (Xluk) < é —p (4140)

Burada p, x = 1/2 merkezli cemberin yarigapidir. (4.139) ve (4.140) kullanilarak (4.141)

yazilabilir.

)A({lmin)(k,P) <Y1<)A((1max)(k,p) (4.141)
Burada

S(max) k :(k—i—l)[(Zp—f—l)k—f—(Gp—}-l)] 4.142
k) = g [2p + Dk +4p) (4142
Zmin) g oy — (kD) [(2p ~1)k+(6p 1)) 4143
1 P) = T ) [(2p - Dkt dp) (4149
yapisindadir. Bu da

1_)?{1max)(k7p)k+l <Xy < 1—)?(1min)(k,p)k+1. (4.144)

yazabilmemizi saglar. x; icin bu sinirlar k sonsuza giderken 1 —e—2"ye yaklasir. (yaklagik
0.86466). Burada e dogal logaritma tabanidir. Bu analizler analitiklik araliginin uygun
koordinat dontsumu ile degistirilebilecegini gosterir. Burada agirhik olarak bagimsiz
degiskenin tamsay1 kuvvetlerini kullandik ve bu da araligin saga 6telenmesini sagladi.

Eger asagida verilen denklem kullantlirsa,
1

S = / dx(k 4 1)xk f (x"“) (4.145)
0

aralik sola 6telenecek ve k sonsuza giderken ve limitler e=2’ye (yaklasik 0.135336 )
yaklagacaktir. Araligin degisimi ve 6telenmesi tamamen timlevde kullanilan W (x)’in
yapisina baghdir. Agirlik islevlerinin énemli bir 6zelligi, analitiklik araligini ya yalnizca
sag u¢ noktanin disina dogru ya da yalnizca sol u¢ noktanin digina dogru arttirmasidir. Bu
calismaya gore gerekli donistimler yapilarak analitiklik araligi e 2 < x; < 1 —e 2 acik
araligina genisletilebilmistir. Bu durumda bu altaltb6limde verilen p; yapisi ve (4.126)

ve (4.127) kullanilarak yaklasik tiimlev degerleri elde edilir.
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4.6.3 Cok terimli olmayan agirlik islevi Ureticileri

s(x)’i agagidaki gibi secelim.
s(x,v) =e"(*"2) (4.146)

Burada v gercel sayidir. Asagida verilen esitligi yazarsak

(o e o
() om0 fowte 0o

(xl—%+ )gs h<2>—lcosh<2>_0 (4.147)

v’nun analitik olarak x; turiinden yazilmasi neredeyse olanaksizdir. Ama bu iglevi
kullanarak x1’in v’ya kargi gra gini Sekil 4.10°da verildigi gibi ¢izdirebiliriz. Sekilden
goruldugu gibi x; degerleri 0 ve 1 arasinda degisirken v gergel eksende soldan saga
dogru gider. x;1 O iken v degeri eksi sonsuza, x; 1 iken v degeri arti sonsuza karsilik

gelir. Bu durum da her x; degerine karsilik gelen bir v degeri oldugunu géstermektedir.

]

e T

T T T T T T T T T
—10 -2 —& —d -2 L] 2 4 & s fis)
-

Sekil 4.10: x; diiglim noktasinin v Ustel degistirgesine gore degisimi.

Sekil 4.11, exp(oax) islevi icin gercek ve yaklasik timlev degerlerini gostermektedir.
Gergek tumlev degeri kirmizi ile gosterilmistir.  Sekilde, yaklasik timlevler (4.127)
kullanilarak v = 0.5,1.0,1.5,2.0 degerleri icin sirasiyla mavi, yesil, e atun, acik mavi
renklerinde verilmistir. o degerleri O ve 2 arasinda degismektedir. Ayni ¢izim, Sekil
4.12°de o’nin 2 ve 7 arasindaki degerleri igin verilmektedir. Sekilde, yaklasik tlimlevler
(4.127) kullanilarak v =5.0,8.0,9.0,10.0 icin sirasiyla mavi, yesil, e atun, acik mavi

renklerinde verilmistir. Sekillerde x1 degerleri ilgili v degerlerine gore belirlenmisgtir.
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Sekil 4.11: exp(ax)’in gercek ve yaklagik timlevleri (o =0,---,2).
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Sekil 4.12: exp(ax)’in gercek ve yaklagik tumlevleri (o = 2,---,7).
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Sekil 4.13: exp(—ax)’in gercek ve yaklagik timlevleri (a =0, - - ,2).

Sekillerden de goruldugu gibi islevin egriligi arttikca agirlik islevinde daha buyuk bir v

degeri kullanmaliyiz.

Sekil 4.13 ve Sekil 4.14, exp(—ax) islevi icin degisik o degerleri ile olusturulmustur.

Yaklasik timlev degerleri (4.127) kullanilarak sirasiyla v = —0.5,—1.0,
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Sekil 4.14: exp(—ax)’in gercek ve yaklagik timlevleri (o = 2,---,7).

—15,-20vev =-25,-4.0,—6.0,—10.0 igin olusturulmugtur. Sekillerde x; degerleri
ilgili v degerlerine gore belirlenmigtir. Buna gore eksi bagimsiz degiskenli islevler icin
v degistirgesi eksi olmalidir ve iglevin egriligi tekdiize azalarak artarsa, mutlak degerce

blyuk bir v degistirgesi kullaniimahdir.

4.6.4 Elde edilen sonuclar

Bu bolimde tek diigiim noktasi kullanilarak yapilan timlevlemede daha iyi yaklastirimlar
elde edebilmek icin timlevliemede kullanilan agirhgi degistirmeye calistik. Bu durumda
bu agirhigin garpimsal evrigi, tumlevi alinacak isleve carpim seklinde katilmis oldu.
Tlmlevi alinacak islevin analitikliginin bozulmamasi icin, agirlik islevi Ureteci olarak
polinom yapilar kullanildiginda, tek digim noktasinin alabilecegi degerler sinirlanmis
oldu. Yani alabilecegi degerler timlev araliginin timiini kapsayamadi. Bu durumda
birim agirhk islevi disinda bir agirhk kullanarak digim noktasinin alabilecegi degerlerin
araligini genisletmeye calistik. Polinom olmayan yapilar kullanarak bu sorunu ¢ézmeye
calistik.  Ustel agirlik islevi kullaniminin bu konuda en iyi sonuglar verdigini

gozlemledik.

4.7 Ustel Agirlik Islevi Kullanarak Tek Diigiim Noktali Tiimlevleme

Onceki boliimlerde, polinom yapisina sahip agirliklarin diigiim noktasinin alabilecegi
degerleri sinirladigini ve bu sorunun Ustel agirlik islevleri kullanilarak ¢dzilebilecegini
gorduk. Bu bolimde ise Ustel agirlik islevi kullanarak tek digim noktali timlevieme ile

daha detayli olarak ilgilenecegiz.
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4.7.1 Ustel agirhgin bazi spektral dzellikleri

Bir 6nceki bolimde exp(ax)/ (exp(e) — 1) seklindeki Ustel agirlik islevinin bazi 6nemli
ozellikleri oldugunu gordik. Oncelikle, cc’nin uygun segimiyle [0, 1] araliginda istenilen
noktada deger Uretilebilir. Ustel agirlik islevinin yapisi nedeniyle bir o degerinin karsilik

geldigi diiglim noktasi tektir.

Agirlik islevi Gretici uzayi olustururken yapacagimiz islemlere aciklik getirmek igin
oncelikle evrensel dizey X" (or)’nin spektral 6zelliklerine bakacagiz. Bu evrensel
dizeyin 0zdegerlerini gosteren l¢ gra k verecegiz. Her 0zdeger artan o degerlerine
karstlik cizdirilmis ve n x n boyutlu dizeyin tim 6zdegerleri ayni gra kte verilmistir.
Sekil 4.15, Sekil 4.16, Sekil 4.17 sirasiylan = 2, 3,4 boyutlu dizeyler igindir. Sekillerdeki
x ekseni o degerlerini, y ekseni 0zdegerleri gostermektedir. Sekillerden gorildigu
gibi o arti sonsuza giderken 0zdegerler 1’e, o eksi sonsuza giderken 6zdegerler 0’a

yaklasmaktadir. Evrensel dizey X(" (a)’i olustururken kullanilan taban islevleri uy (X, o),

ol

02T

0ET
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06T

05T
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oLT

¥ } } } } } } } }
-10 -8 -6 —4 ) 0 2 4 6 g 10

Sekil 4.15: n = 2 i¢in X’nin 6zdegerleri.

.oy Un(X,0r), kuvvet serisi x0, ..., x"1’in [0,1] araliginda ve exp(ax)/(exp(a) — 1)

agirligi altinda diklestirilmesi ile elde edilmistir.

(4.148) ve (4.149)°da verilen tanimlari yapalim. Burada vi, X(") (o;)’nin 6zydneyleridir.

0% (x,0) =uM(x, @) Tvi (@), i=1,..n (4.148)
u(”)T<x, o) =[ur(X, o) ... Up (X, )] (4.149)
pi(eig) (X, &) polinomlari [0,1] araliginda ve Ustel agirhik islevi altinda dikdir. Fakat bu
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Sekil 4.16: n =3 icin X’nin 6zdegerleri.

b 4

Sekil 4.17: n=4icin X’nin 6zdegerleri.

polinomlar [0,1] araliginda isaret degistirdiklerinden gergek agirhik islevleri degillerdir.

Bu polinomlara “n’inci Dereceden Evrensel Ozpolinomlar” diyoruz.

Sekil 4.18 n = 2 ve degisik arti o« degerleri icin evrensel dizeyin en kiicik 6zdegerine
karsilik gelen 6zpolinomu gostermektedir. Sekil 4.19 ise ayni islemi buyuk 6zdeger ve
eksi o degerleri icin gostermektedir. n = 2 oldugundan polinomlar birinci derecedendir
ve ekseni 0 ve 1 araliginda keserler. Bu da bu polinomlarin agirlik islevi Ureteci uzayinda
olmalarina karsin agirlik islevi olmadiklarini dogrular. Bu polinomlarin ekseni kestikleri

nokta artl o degerleri icin 1’e, eksi o degerleri icin 0’a yakindir.

Sekil 4.20 ve Sekil 4.21 n = 3 i¢in ve sirasiyla arti ve eksi o degerleri igin 6zpolinomlarin
gra klerini vermektedir. Bu durumda polinomlarin derecesi 2’dir ve ekseni iki yerde
kesmektedir. Bu polinomlarin da ekseni kestikleri noktalar arti o degerleri icin 1’e, eksi

o degerleri igin 0’a yakindir.
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Sekil 4.18: u™" x vislevinin @ =1,2,---,5ve n =2 icingra gi.

. ¥

% alpha——1
& alpha=—2
&% alphs=-3

alpha=—3
@ alphs=—5

Sekil 4.19: u™" x vislevinin e = —1,-2,---,~5ven=2icingra gi.

I I 1 !
T u u + u
0.0 ol 0z 0.3 0.4 03 05 0.7 0.8 o =] 1.0

% glpha=]
= glphs=2
W glphs=3

alpha=4
W alpha=5

Sekil 4.20: u™" x vislevinin o = 1,2,--- .5 ve n = 3icin gra gi.

Sekil 4.22 ve Sekil 4.23 benzer durumu n = 4 igin gostermektedir. Bu durumda
ekseni artl o degerleri icin 1’e, eksi o degerleri icin 0’a yakin olmak (zere (¢
noktada kesmektedir. Ayrica bu kesim noktalari polinomu olusturmakta kullaniimayan

Ozyoneylere ait 6zdegerlerle iligkilidir.
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alpha=—4
= alphe3
Sekil 4.21: u™" xvislevinino = —1,-2,---,—5ven=3i¢ingra gi.
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Sekil 4.22: u™" x vislevinin o =1,2,---,5ve n =4 icin gra gi.
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8 alphs=—|

== alpha=-3

% glpha=—1

alpha=—a

8 alphs=—3

Sekil 4.23: u™" xvislevinino = —1,-2,---,—5ven=4icingra gi.

4.7.2 Tek digim noktali durumda birden ¢ok kosul altinda Ustel agirhk islevleri

Daha dnceki bélimde agirlik islevi Ureteci altuzayi olustururken bir kosul kullanmistik.

Fakat daha iyi sayisal duyarlilik icin uzayi olustururken daha ¢ok kosul kullanilabilir.
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Ilgilenilen tumlev asagidaki yapidadir.
1
7= / dxf (x) (4.150)
0
Daha 6nceki bélimde s(x) olusturulurken

/01 dxs(X) (X —Xpg) =0 (4.151)

kosulunu kullanmigtik. Burada x,g timlevi alinacak islevin degerinin bilindigi noktay!
gostermektedir. Yapilan incelemeler sonucunda x,q’nin alabilecegi degerlerin sinirli
oldugu gorulmustir. Agirhk olarak exp(ax) islevi kullanildiginda ise her o degerinin
bir xpq degerine karsilik geldigi ve o eksi sonsuza giderken x,qg = 0 ve o arti sonsuza

giderken x,q = 1 oldugu belirlenmistir.
Asagidaki kosullarin gecerli oldugunu varsayalim.
1 .
/ dxs(X) (X —xXng)! =0, j=1,..,m (4.152)
0

Kosul sayisi m, “Sendelenimsizlik Duzeyi”olarak adlandirilir. Ilerleyebilmek icin s(x)’i

asagidaki yapida varsayalim.

e* —1

s(x) = i SjWe (X, o) Uj(Xx), we (X, ) = (4.153)

j=1
Burada o bilinmemektedir ve xpq diigiim noktasini [0,1] araliginda istenilen konuma
getirecek sekilde secilecektir. sj katsayilari da henliz bilinmemekte ve ilgilenilen uzayin
boyutunu géstermektedir. uj(x) polinomlari x%, x, x2, ... serisinin [0,1] araliginda ve

ustel agirhik islevi we (x, o) kullanilarak dik hale getirilmig halidir.

(4.153)’te verilen s(x)’i (4.152)’de yerine koyalim. Bu durumda

2 1{/ dxwe (X, o¢) uj(x) (X — xnd)k}sJ =0, k=1,..,m (4.154)

elde edilir. Bu esitlikler bazi ardisik islemler ve indirgemeler sonucunda asagidaki sekilde

de yazilabilir.
[/ dxwe (X, o) uj(X) ]sj_xndZ{/ dxwe (X, o) uj(x)x'~ 1}31,
i=1,..m (4.155)
xI =L islevi ug (x), uz(x), - - - ,ui(x) polinomlarinin dogrusal birlesimi olarak yazilabilir. Bu
durumda
1 {/ dxwe (X, o) uj (X)Xuj(X )} Sj = Xnd il [/OldXWe(X,a>Ui(X)Uj(X)] Sj,
" i=1..m " (4.156)
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elde edilir ve bu esitlik yerine de u;(x) islevlerinin dikligi kullanilarak

i [/ldxwe (X, oc)ui(x)xuj(x)} Sj = XndSi, i=1,....m (4.157)
j=1 L0

yazilir. Bu esitlik,

m-+1 1
Z [/ dxwe (x,a)ui(x)xuj(x)] Sj = XndSis iI=1,...m (4.158)
j=1 L/0
seklinde de gosterilebilir. (4.158), asagida verildigi gibi dizey cebirsel gosterilimle de
yazilabilir.
1
(X (@) = Xaalm ) ™ =~ [ e (x, @)t (X)xn+1(X)sms2m (4.159)
0

Burada XM (o) bagimsiz degiskenin dizey gésterilimi ve Iy, birim dizeydir. s(™
yoneyinin ogeleri si, ..., Sy yapisindadir. en ise m’inci kartezyen birim yoneydir ve m.

Ogesi 1, diger 6geleri 0’dir.

Xnd dugim noktasi X(m)(a) dizeyinin Ozdegerlerinden biri degilse, (4.159)’un sol

tarafindaki dizeyin evrigi alinabilir. Bu durumda

1 -1
s(M — —/ dXWe (X, &) Um (X)XUm+1(X)Sm+1 x(m (o) —Xng |m] €m (4.160)
0
elde edilir ve
u™ (x) = [ug(X) ... um(X)]" . (4.161)

tanimi yapilarak

m+1 T
Por(X,00) = ' siti(x) = u™(x) ™ +sp. 1Um11(X)
i1

_ {um+1<x> Bt ™ (0" [X™ (@) ~xpgln] ‘1em}sm+1 (4.162)

bulunur. Burada Bn,

Bin= [ G 5,0 n 0 1) (4.163)

yapisindadir. Ppr(x) polinomuna agirhk tretici uzayin “Birinci Tekil Olmayan Taban
Polinomu” denir. Bu polinomun timlevinin [0,1] araliginda ve we (x, o) agirligr altinda
1 olmasini saglayacak sekilde sp1’i secelim. Bu polinomlar, dogru secilen o degerleri
icin (m+ 1) tane dogrusal bagimsiz m’inci dereceden polinom olusturur. Bu da degismez

birim islevin bu polinomlarin dogrusal birlesimi olarak yazilabilecegini gosterir. Yani

m+1
1= CiPpr (X, 1) (4.164)
i=1
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yazilabilir. Dogrusal birlesim katsayilari cj’ler (4.164)’Gn ¢6zimda ile elde edilir. Bu

durumda
1 m+1 1 m+1 1 f(X)
/O dxf(x) ~ izlci/o dxPr (X, 04) F(X) = i_ZiCi/O BeSpr (06, 1) e
Spr (X, i) = We (X, o) Ppr (X, c) (4.165)

yazilabilir.  Spr (X, 0i)’ye agirlik dretici altuzayin “Birinci Taban Islevi” denir. Eger

f(x)/we (X, cr) islevi icin bir diigim noktali sendelenimsiz tiimlevlieme kullanirsak

Ci
/ dxf (x ( (xnd,a.)> f (Xng) (4.166)

formdlind elde ederiz. Bu formile “m’inci dereceden Tek Digim Noktali Birinci
Sendelenimsiz Tumlevleme” denir.  f (xnq) islevini carpan toplam, sendelenimsiz
timlevlemenin agirlik degismezi olarak kabul edilir. m arttikca daha ylksek sayisal

duyarhihk beklenir.

4.7.3 Sayisal 6rnekler

[0,1] araliginda tlimlevi ile ilgilendigimiz islev exp(Bx) olsun. Cizelge 4.4, Cizelge 4.5,
Cizelge 4.6 m = 2, degisik arti o ve B degerleri icin ve sirasiyla x,q = 0,0.5, 1 igin gercek
ve yaklasik timlev degerlerinin karsilastiriimasini vermektedir. Cizelge 4.7, Cizelge 4.8,
Cizelge 4.9 ise m = 2, degisik eksi o ve 3 degerleri icin ve sirasiyla x,q = 0,0.5,1 i¢in

gercek ve yaklasik timlev degerlerinin karsilastiriimasini vermektedir.

exp(Bx) islevi igin elde edilen sonuglar agsagida maddeler halinde verilmektedir.

o lyi yaklastirimlar elde edebilmek icin o degerleri B degerlerine yakin secilmelidir.
e Arti B degerleri icin, B arttikca, 1’e yakin xnq degerleri daha iyi sonuclar Gretmektedir.

e Eksi B degerleri icin, B mutlak degerce arttikga, 0’a yakin xnq degerleri daha iyi

sonugclar Uretmektedir.

sin(Bx) gibi bazi islevler icin uygun o degerleri bulmak kolay degildir. Cizelge 4.10,

sin(Bx) islevi icin bazi sonuclar vermektedir.

exp(((x —xq)/€)?) Gauss islevi durumunda, iyi yaklastirim elde etmek igin, x,q diigiim
noktasl xq’ye yakin olmahdir. Fakat e kiguldikce, yani islev x4 degeri etrafinda

diklestikce, iyi yaklasim elde etmek mimkin olmamaktadir. &’un blyuk degerleri
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Cizelge 4.4: exp(Bx) islevinin x,g = 0 ve arti o ve 3 degerleri icin gergek ve yaklagik
timlev degerlerinin karsilastiriimasi.

B o o o3 Gergek Timlev Yaklasik Tumlev Bagil Hata

1 09 1 105 1.718281828 1.718344686  -0.00003658149625
4 395 4 405  13.39953751 13.40022851  -0.00005156929666
7 695 7 7.05 156.5190226 156.5301629  -0.00007117512637
10 9.95 10 10.05 2202.546579 2202.832245 -0.0001296976757

Cizelge 4.5: exp(Bx) islevinin xpg = 0.5 ve arti o ve B degerleri icin gercek ve yaklasik
timlev degerlerinin karsilastiriimasi.

B o1 o oz Gergek Tumlev Yaklasik Tumlev Bagil Hata

1 09 1 105 1.718281828 1.718248721  0.00001926757134
4 395 4 405  13.39953751 13.39914832  0.00002904472514
7 695 7 7.05 156.5190226 156.5134321  0.00003571765411
10 995 10 10.05 2202.546579 2202.500961  0.00002071152089

icin ise, iyi sonuglar elde etmek mumkindir. Ornegin, x4 = 0.5, £ = 0.6 igin,
eger Xng = 0.5 ve o degerleri —0.03,—3.5,0.03 seklinde secilirse, [0,1] araliginda
yaklasik timlev 0.806335056 olarak elde edilir. Bu aralikta gercek timlev degeri
0.80973544310ldugundan bagil hata 0.004199380249’a esittir.

4.7.4 Ozpolinomlar tarafindan olusturulan karakteristik altuzay!

(4.159) sm1 0 alinarak da ¢ozilebilir. Bu yapilirsa
(x<m> () — %nd |m) sMm _g (4.167)

elde edilir ve buradan s(™ bulunur. Fakat bu denklemin 0’dan farkli ¢dziimii ancak Xnq
XM (o) dizeyinin spektrumundaysa miimkiindiir. Bu durumda s(™ evrensel dizeyin xnq
zdegerine karsilik gelen dzyoneyidir. X(M (o) evrensel dizeyinin 6zdegerlerine & (o)

ve Ozyoneylerine v; (o) dersek
s™=vi(a), i=1,...m (4.168)
olur ve bu durumda m — 1. dereceden polinomlar olan

: T
pi(elg) (X, &) = Si(m) u(m)(x) i=1,...,m (4.169)
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Cizelge 4.6: exp(Bx) islevinin x,g = 1 ve arti o ve B degerleri icin gergek ve yaklagik
timlev degerlerinin karsilastiriimasi.

B o1 o oz Gergek Tumlev Yaklasik Tumlev Bagil Hata

1 09 1 105 1.718281828 1.718354118  -0.00004207108447
4 395 4 405  13.39953751 13.39988794  -0.00002615242243
7 695 7 7.05 156.5190226 156.5224553  -0.00002193151009
10 9.95 10 10.05 2202.546579 2202.573521  -0.00001223178381

Cizelge 4.7: exp(Bx) islevinin xng = 0 ve eksi o ve B degerleri igin gergek ve yaklasik
timlev degerlerinin karsilastirilmasi.

B o o o3 Gergek Tumlev Yaklasik Timlev Bagil Hata

-1 -095 -1 -1.05 0.6321205588  0.6321460318 -0.00004029770964
-4 -395 -4 -405 0.2454210903  0.2454284272  -0.00002989507438
-7 -6.95 -7 -7.05 0.142726874 0.1427299585  -0.00002161133314
-10 -9.95 -10 -10.05 0.09999546001 0.0999969181  -0.00001458163251

polinomlarini yazabiliriz. Bu polinomlar evrensel dizey X(™ (a)’in 6zyoneyleri ile ilgili

olduklarindan bunlara “Ozpolinomlar” diyoruz. Ilerleyebilmek icin

5 () =p™ (xa)  i=l..m (4170)

tanimini yapalim. Bu tanimda verilen islevlere “Oztaban Islevleri ” adi verilir.

m dogrusal bagimsiz 6zyoneyin dogrusal birlesimi, birim degismez agirlik iglevini
olusturmak icin kullanilamaz. Bunun nedeni herbirinin farkli bir 6zdegere, dolayisiyla
farkli bir digim noktasina karsilik gelmesidir. Bu durumu ¢6zmek icin su yolu
izleyebiliriz: Bir xpg degeri alip onu X(eoy) dizeyinin en biyuk 6zdegeri yapacak
sekilde oy belirlenir. Daha sonra ayni xpg degerini X (o) dizeyinin ikinci en blyuk
Ozdegeri yapacak sekilde o belirlenir. Bu islem bu sekilde m adim devam ettirilir ve bu
ozdegerlere karsilik gelenv (o)1, V(02)s, ..., V();, ..., V(0tm),,, 6zyOneyleri bulunur. Bu

0zyoneylerin dogrusal bagimsiz oldugu beklenmektedir. Bu durumda asagidaki esitlikleri

yazabiliriz.

P (xon) =u™ (xoon) v(en),  i=1,m @17
G

1= cip" (x,00) (4.172)

i=1
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Cizelge 4.8: exp(Bx) islevinin xpq = 0.5 ve eksi o ve B degerleri igin gercek ve yaklagik
timlev degerlerinin karsilastiriimasi.

B o o 03 Gergek Tumlev  Yaklagik Timlev Bagil Hata

-1 -095 -1 -1.05 0.6321205588  0.6321087504  0.00001868058994
-4 -395 -4 -4.05 0.2454210903  0.2454147695 0.00002575496297
-1 -6.95 -7 -7.05 0.142726874 0.1427223402  0.00003176559685
-10 -9.95 -10 -10.05 0.09999546001 0.09999056797 0.00004892255402

Cizelge 4.9: exp(Bx) islevinin xng = 1 ve eksi o ve B degerleri igin gercek ve yaklasik
timlev degerlerinin karsilastiriimasi.

B (/07 o3 Gercek Tumlev  Yaklasik Timlev Bagil Hata

-1 -095 -1 -105 0.6321205588  0.6321460014  -0.00004024955129
-4 -395 -4 -405 0.2454210903  0.2454334784  -0.00005047699139
-7 -6.95 -7 -7.05 0.142726874 0.1427365128  -0.00006753300603
-10 -9.95 -10 -10.05 0.09999546001  0.1000040009  -0.00008541276607

(4.172) cozllerek cj katsayilari bulunur. Bu durumda ilgilenilen timlev asagidaki gibi

yazilabilir.

- [t i f (x)
— ZCi/O dxs{®9 (x, o) o (4.173)
Burada S (x, o) = p®% (x, o5) we (x, o) seklindedir. (4.173)’0in sag yanina tek diigiim
noktall sendelenimsiz timlevleme uygularsak

/Oldxf(x) ~ (i L) f (Xng) (4.174)

= We (Xnd, i)

bagintisini tiretiriz. Bu bagintiya “Ozpolinomlara dayali m’inci dereceden tek diigiim
noktal sendelenimsiz timlevleme ” denir. Sekil 4.24, exp(B(x)) islevi icin bu yontemle
elde edilen yaklagik timlev degerleri ile gercek tumlev degerlerinin karsilagtirmasini
vermektedir. x ekseni 3 degerlerini, y ekseni tumlev degerlerini vermektedir. Sekilde,
birinci o degistirgesi 2 ve ikinci o degistirgesi 21.98 olarak alinmistir. xn,q degeri
0.84463397 ve bu deger her o degeri igin X dizeyinin bir 6zdegeridir. Bu sonuglar
oldukca iyi olmasina karsin, 0.07, 0.6 gibi baska x,q degerleri ile daha kot sonuclar
elde edilmistir. Bu da, secilecek o degistirgesinin ve x,q digim noktasinin timlevi

alinacak iglevden isleve degismesi gerektigini gostermektedir. TekdUze artan islevler igin
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Cizelge 4.10: sin(Bx) islevinin x,q = 1 ve degisik o ve 3 degerleri i¢in gercek ve yaklagik
timlev degerlerinin karsilastiriimasi.

B o ol o3 Gergek Tumlev  Yaklagik Tumlev Bagil Hata

1 1.01 1.2 1.9 0.4596976941 0.4596321427 0.00014259671
2
3

0.2 045 1.0 0.7080734183 0.701230198  0.009664563104
-5.95 -1.005 0.1 0.6633308322 0.665693645 0.003562042

1’e yakin, tekduze azalan islevler icin 0’e yakin xnq degerleri ile daha iyi sonuclar elde

edilir.
2000 T+
1500 1

1000 1

500 T

o

T . y y T T T T
] 1 2 3 4 5 & 7 g =] 10

Sekil 4.24: 1kinci dereceden 6zpolinomlara dayali sendelenimsiz timlevieme.

475 Ustel agirhk kullanilarak tek digim noktali timleviemede elde edilen
sonuglar

Bu calismada uUstel agirlik islevi kullanarak “m’inci dereceden tek dlgim noktali
sendelenimsiz tumlevlieme yontemi ” gelistirmis olduk. Bu yontemde, derece m arttikga
daha iyi sayisal duyarlilik beklenmektedir. Fakat m arttik¢a uygun o degistirgeleri
bulmak giclesmektedir. Bunun nedeni, o degistirgelerinin timlevi alinacak isleve

bagimli olmasidir. Elde edilen sonuclar maddeler halinde agagidaki gibi verilebilir:

e exp(Bx) islevinin, tek dugim noktasi kullanarak [0,1] araliginda tumlevini bulmaya
cahisirken, iyi bir yaklagsim elde etmek igin Ustel agirlik islevinde bulunan o degeri 8

degerine yakin secilmelidir.

e Arti B degerleri icin, B degeri arttik¢a, 1’e yakin X,y degerleri daha iyi sonuglar

vermektedir.
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e Eksi B degerleri icin, B mutlak degerce arttikga, 0’a yakin x,q degerleri daha iyi

sonuclar vermektedir.

e Gauss islevi exp(((x —xq)/€)?) icin ise , iyi bir yaklagim elde etmek xnq degeri xq

degerine yakinsa mimkunddr.

e Ayrica bu calismada “0zpolinomlara dayali m’inci dereceden tek digim noktali
sendelenimsiz tiimlevleme yontemi”de gelistirilmistir. Yontemle daha iyi duyarlilikta
sonuglar elde edebilmek icin timlevi alinacak isleve uygun x,q ve o degistirgeleri
belirlenmelidir. tekdiize artan islevler icin 1’e yakin, tekdiize azalan iglevler i¢in 0’e

yakin xng degerleri ile daha iyi sonuclar elde edilir.

Boylece, bu calismada, tek diigim noktali sendelenimsiz timlevleme ydnteminin temel

noktalari belirlenmis olmustur.

4.8 Cok Dugum Noktah Durumda Birden Cok Kosul Altinda Agirlik Islevi
Ureticileri

Bu altb6limde de asagida verilen timlevle ilgilenecegiz.
1
7= / dxf (x) (4.175)
0

Iki digim noktali sendelenimsiz tiimlevieme yodntemi olusturabilmek icin asagidaki

kosullari gbzonine alacagiz.
Wi+ W = o, WiXp+WoXp =i, WiXd+WpX3=[lp, WiX}-+wox3 =[5 (4.176)

Burada o, u1, iz, psz bilinmeyen agirhik islevinin beklemleridir. Bu kosullar homojen
olmadigindan, dogrudan agirhik islevi tretici altuzayi olusturmakta kullanilamazlar. Fakat
bunlar yerine, bu altuzayi olusturmak icin asagida verilen kosullari kullanabiliriz.

(W1X1 +W2X2) to — (W1 +Wz) i1 = 0,

(WX +WoX5) o — (W1 +W2) [l =0,

(wix§ +w2x3) fig — (Wi +Ws) fi3 = 0 (4.177)

Bu durumda, Hilbert uzayinda yukarida verilen 3 kosulu saglayan bir islev bulmaya

calisacagiz. Eger bu isleve s(x) dersek ve agagidaki formda oldugunu varsayarsak
s(x) = Y sjx! (4.178)
j=0
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bu durumda beklemler
i E/ dxsOxi,  j=0,1,2,.. (4.179)
0

olurak bulunur ve

> Kk 1 o .
Z{,(J’H_Hkﬂ)s‘_o’ k=1,2,3 (4.180)

yazabiliriz. Bu esitlikteki xy

WK wpxh

, k=1,2,3 (4.181)
W1 + W2

yapisindadir. (4.180), so, S1 Ve s2’yi geri kalan s; katsayilari tirtinden yazmamizi saglar

ve boylece 3 x 3’luk bir dogrusal denklem kiumesi elde ederiz. s(x) islevi
s(X) = Y sjpj (X, ki, k2, K3) (4.182)
j=3

olarak yazilabilir. Buradaki pj (X, k1, k2, k3) polinomu x tizerinden jinci derecedendir. Bu

polinomun agik hali asagida verilmektedir.
: T T T
Pj (x,xl,xg,xg):xl+e§3) A‘lrj+e§3) A‘lrjx+eg3) A_lrsz,

]=3,4,5,... (4.183)

Burada A ve rj

1 K
— K: K: — 2 1 —
A= K2~ 3 é—% r?i_§ ; rj= it | ]=3.45,...

= Do = 28 = 3

K8=32 275 3 % IR Ry
(4.184)
@7 @7 AT o e o
yapisindadir. e;” , e,” , ve ey ise altindislerinin bulundugu konumdaki 6geleri

1, diger ogeleri 0 olan yoneylerdir. (4.183)’de bulunan polinomlarin katsayilari bu
denklemde verilen polinomun artiligini belirler. Calismamizda tum katsayilarin arti

oldugu durumla ilgilenecegiz. Bu durumda asagida verilen esitsizlikler yazilabilir.

T T T
e Alrj>0, ¥ Alrj>0 &Y Alrj>0 j=345,.. (4.185)
Bu esitsizlikler, asagida verilen esitliklere donustdrdlebilir,

@) A1, _ 2 1.2 1.2 :
e; ATTrj=cjy, € ATrj=Cj, ey ATTj=Cj3 J=3,45,..



¢ simgeleri gercel sayilardir. (4.186) kullanilarak xi1, k», ve x3 terimleri, ¢ katsayilari
tirtinden bulunabilir. Bu durumda MuPAD kullanilarak, p3 polinomu igin, x’lar asagida

verildigi gibi bulunmustur. Burada c% , katsayisl % degerini alamamaktadir.

30c3 1 +20¢5 , + 15¢5 5 + 12

K1 =
" 60c2, +30c2 , +20c2, + 15’
203, +15¢5, +12¢5 5+ 10
Ky = ’ : :
®~ 603, +30c2,,+20¢3 ; + 15’
1053, + 84c3 , + 703 5 + 60
s 31 32 33 (4.187)

" 420c3, +210c2 , + 140cZ , + 105

(4.181) ve (4.187)"yi birlikte kullanarak wy, Wy, X1, X, degerlerini 3 ;,c3 »,c3 5 cinsinden
bulabiliriz. Bunu yapabilmek icin bir denkleme daha gereksinim vardir . Bu da wy +
w = 1 esitligidir. c3;,c5 ,, ¢ 5 terimlerine degisik degerler vererek degisik wy,wz,x1,%,

degerleri elde ederiz. f(x) islevinin yaklagik timlev denklemi olan

/Olf(x)dewlM +w fx)

pa(x1) - ps(x) (4.188)

denkleminde bu degerler kullanilarak yaklasik ttimlev bulunmus olur.

Ornegin, ¢5; = 1,¢5, = 0.1,¢§;3 = 0.1 secilirse, wy = 0.427171807,w; =
0.572828193,x; = 0.2305934636,x, = 0.8209214896 bulunur.  exp(ax) islevinin
bu wiy,wp,x1,X2 degerleri ile elde edilen yaklasik timlevi ile gercek timlevinin
karsilastiriimasi Sekil 4.25’te verilmektedir.  Sekil 4.26’da ise ayni karsilastirma

exp(—ax) iglevi icin verilmektedir. Bu sekillerde, o degerleri O ve 7 arasindadir.

i

Sekil 4.25: 2 noktali durumda exp(ox) islevinin gercek ve yaklasik tiimlevleri.
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Sekil 4.26: 2 noktal durumda exp(—ax) islevinin gergek ve yaklasik timlevleri.

0°dan biiylk bagka c5 ,,c5 ,,c5 3 degerleri igin de benzer sonuclar elde edilmistir. n = 2
nokta yerine daha fazla nokta alinarak daha iyi sonuclar elde edilebilir. Calisman =3 ve
n =5 i¢in de yapilmis ve gercekten de sonuclarin iyilestigi gézlemlenmistir.

Olusturulan yontemi n nokta icin genellestirelim. Bu durumda asagida verilen tanimlar
yapilabilir.

WiXh EWoxh WX .
= WX WX Weke o g (4.189)
Wi+ W 4 -+ -+ Wy

2n—1 .
pono1 =x" 14 Y el AT (4.190)
i—1

Burada A dizeyi 2n — 1 x 2n — 1 boyutundadir ve ac¢ik durumu

A=Y et

e <k<2n-— _
= T ik 1<k<2n-1 (4.191)

Y

yapisindadir. 2n — 1 boyutundaki r yoneyinin ac¢ik durumu ise

_ 1w
Cj4it1l j41

1<i<2n—1, j=3,4,5, (4.192)

Fi

gibidir. n = 2’de oldugu gibi burada da p»,_1 polinomunun arti olmasini givence
altina almak icin eiTA_lr terimleri arti olmalidir. Bu ifadeleri c;’ler reel olmak Uzere
ciz’lere esitlersek ki degerlerini ciz’ler cinsinden bulabiliriz. s(x) agirlik islevleri normalize

edilmis olduklarindan
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yazabiliriz. Bu esitligi ve (4.189)’u kullanarak w1, - - - ,Wp, X1, - - - ,Xp degerlerini elde edip,

bu degerleri de

! - f(x1) fxe) f(Xn)
/0 Fxgdxw P 100) 2P 102) ™ Bon 1 xn) (4.199)

formulu ile f(x) islevinin yaklasik timlevini bulmakta kullanabiliriz. Bu durumda,
n arttikca ortaya c¢ikan denklemlerin ¢dziilememesi sorunu ortaya ¢iksa da, kiclk n

degerlerinden gbzlendigi gibi bu sorunun ¢ézlilmesi durumunda oldukga iyi sonuclar elde

edilmesi beklenmektedir.
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5. SONUCLAR

1. Bu tezde, islevin analitik yapisinin bilinmedigi, yalnizca bazi noktalarda degerlerinin
bilindigi durumlar igin, bilinen bu degerlerden islev elde edebilmek amaciyla,
YBMG ve Degismezlik Olgeni Eniyilemesi ile etkin bir yontem olusturulmaya
calistimistir. Yontem olusturulurken, YBMG ile aramakta ya da kurmakta oldugumuz
islevin bu uzaydaki taban iglevlerinin bir dogrusal birlestirimi olarak anlatilabilecegi
ongorulmastir. Sézkonusu olan taban islevleri ise dncelikle sayilari veri ¢oklulari
sayisiyla tutarli olan Lagrange cokterimlileri olarak secilmistir. Daha sonra, bu
dogrusal birlestirim katsayilari, dogrusal birlestirimin YBMG’ndeki degismezlik
Olgenini en buyik kilacak bicimde secilmistir. Degisik ttrde islevler icin yapilan
sinamalar veri takimi verilen islevin yeterince diizgiin olmasi durumunda isleve,
belli bir salinim icinde, yaklasabilen sonuclar alinabilecegi gozlenmistir. Islev
dizgunlestikge de salinim genliginin ¢cok ¢ok azalabildigi saptanmistir. Bu durumda

elde edilen sonuclar asagida siralanan kesimlerle verilmektedir:

e Yeni YBMG yéntemince iretilen f(™ (x) cokterimlisi bir degismez islev egrisini
taban alip onun altiyla Ust arasinda salinmaktadir. Uygulamalar 1 degiskenli
durum icin gerceklestirildiyse de ¢ok degiskenli durumlara gecildiginde de bu tlr
davranigla karsilagilacagidisinulmektedir. Burada s6zu edilen degismez islevin

egrisi ilgilenilen islevin egrisini kesmektedir.

e llgilenilen islev ne kadar degismez nitelikteyse goreceli yanilgi da o kadar 0’a

yakin olmaktadir.

e llgilenilen islevin degismezlik niteligini arttirmak icin evrikustel (ing: loga-
rithm), kdkalma, ve bunlara benzer islevler araciligiyla donustimler tanimlamak
ve sonra eniyilemeli YBMG ile yaklastirmak sonra da ilk bagtaki isleve donmek
olanakl gorinmektedir. Bu durum cok degiskenli islevler icin de gecerli

goriinmektedir.
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e Bu yeni eniyilemeli YBMG ic¢in m degerinin ¢ok ylkseltilmesine gerek olmadig,
yukseltildikce goreceli yanilgida azalma olabilecegi, belirli ve sonlu bir m degeri

icin en iyi goreceli yanilgi degeri elde edilecegi gbzlemlenmisgtir.

e llgilenilen islevin acik anlatimi bilindiginde tanimi yapilabilen goreceli yanilgi
degerinin, islevin acik anlatimi degil de verilerle verilmesi gindemde oldugunda

nasil tanimlanacagi burada acik bir soru olarak kalmistir.

e Calismada ayrica, verilerin dordilden sapma goreceli degerinin nasil belir-

lenecegi anlatilmaktadir.

2. Yapilan calhismalar bir Onceki kesimde anlatilan salinimin, ashinda, cokterimli
icdegerbiciminde Runge olayi diye bilinen olgunun YBMG’ne yansimasi oldugu
yorumunu getirmistir. Hem bu durumun hem de islevin diz olma gereksiniminin
getirdigi kisitlamadan kaginmak icin Lagrange cokterimlilerinin yerine daha etkin
bir taban takimi olugturumunun yerinde olacagi savini glindeme getirmistir. Runge
olayindan kaginmanin en iyi yollarindan birinin altkesimsel (ing: spline) islevler
kullanimi olmasi bizi ¢calismada bu yapida islev olusturumuna yonlendirmistir. Taban
islevleri olarak, dogrusal altkesimsel taban islevleri kullaniimis ve veri takimindan bir

islev olusturmamizi saglayan etkin bir yontem elde edilmisgtir.

3. Dogrusal altkesimsel taban islevleri kullanilarak elde edilen islev olusturma yontemi,
diizglin olmayan i1zgara yapilari i¢in de geometrik donustim kullanilarak uygulanmuistir.
Dizgln olmayan yapilari diizgiin duruma getirmek icin dikdértgenlestirme dénusimi
kullaniimistir. Bu doénlsiimde, yamuk bir geometriye sahip bolge dikdortgen hale
getirilmeye calisiimistir. BOylece énce diizgiin geometriye sahip yapilar i¢in kullanilan
yontemle bir islev elde edilmis, daha sonra geometrik dontistimlerle bu yontem duizgiin
olmayan yapilara da aktarilmaya calisiimistir. Bazi durumlarda, drnegin verilerin

dagilimi ¢cok bozuk degilse, bu yontemin oldukca iyi isledigi gorulmustur.

4. Tezde, verilen bir deger takimindan turev Gretimi ile de ilgilenilmis ve ilgili gore
tirev bagintilari olusturulmustur. Bu bagintilardan yaklasik olarak da olsa gore tlrev
belirlemesi olanakli olup ayni aralikta islev degeri bilinen nokta sayisi arttikga ve veri
takiminin Gretildigi islev yeterince diizgunse oldukca iyi duyarlilikta sonuclar elde
edilebilmektedir. Yapilan sayisal calismalara gore, tirev degerlerinin gercek islevin
tirev degerlerine yeterince yakin olmasi igin her boyutta islevin derecesinden daha

fazla noktada islevin degerinin bilinmesi gerektigi sonucuna ulastimistir.
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5. Tezde ayrica, islevin analitik yapisinin bilinmedigi, yalnizca bazi noktalardaki islev
degerlerinin verildigi durumlarda bu islevin timlevinin Sendelenimsizlik Yaklastirimi
kullanilarak nasil bulunabilecegi incelenip, bir yontem olusturulmustur. Evrensel
dizeyin Ozdegerlerinin yerlerinin degistirilebilmesi icin odaklayici agirlik islevi

kullanilabilecegi belirlenmistir.

6. Bir dugim noktali durumda (x,q digim noktasini simgelesin), timleviemeyi daha
etkin hale getirebilmek icin agirhik islevi dreticileri ile ilgilenilmistir. Bu durumda
cok terimli yapida agirlik islevi Ureticileri kullanildiginda timlev alinirken kullanilan
digum noktasinin alabilecegi degerlerin tim timlevieme araligini kapsayamadigi
belirlenmistir. ~ Ustel yapidaki agirlik islevi Ureticileri kullanilarak bu sorun
coziimlenmeye calisiimis ve oldukga iyi sonuclar elde edilerek tim timlevleme
araliginin kapsanmasi saglanmistir. Bu durumda agirlik dreteci olarak kullanilan
exp(ax) islevinin yapisinda bulunan her o parametresine bir diglim noktasi karsilik
gelmektedir. Ornegin o parametresi —oo’a giderken diigim noktasinin alabilecegi
degerler 0’a, o parametresi +<’a giderken digim noktasinin alabilecegi degerler 1’e

yaklagmaktadir.

7. Ustel agirlik islevinin bu getirisini kullanarak “m’inci dereceden tek diigiim noktali
sendelenimsiz timlevleme yontemi ” gelistirilmistir. Bu yontemde derece m arttikca
daha iyi sayisal duyarlilik beklenmektedir. Fakat m arttik¢a uygun o parametreleri
bulmak glclesmektedir, ¢clinkii o parametreleri timlevi alinacak isleve bagimlidir.
Ornegin, exp(Bx) islevinin, tek digiim noktasi kullanarak [0,1] araliginda timlevi
bulunacaksa, iyi bir yaklastirim elde etmek igin Ustel agirlik islevinde bulunan o degeri
B degerine yakin secilmelidir. Ayrica, arti 3 degerleri igin, B degeri arttikca, 1’e
yakin Xng degerleri daha iyi sonuclar vermektedir. Eksi 8 degerleri igin ise, f mutlak
degerce arttikca, 0’a yakin xngq degerleri daha iyi sonuclar vermektedir. Gauss islevi
exp(((x —Xq)/€)?) icin, iyi bir yaklagim elde etmek xnq degeri x4 degerine yakinsa

mumkunddr.

8. Ayrica, “Ozpolinomlara Dayali m’inci Dereceden Tek Diigiim Noktali Sendelenimsiz
Tumlevleme Yontemi” adi verilen bir yontem gelistirilmistir. Bu yontemle daha iyi
duyarlilikta sonuglar elde edebilmek icin timlevi alinacak isleve uygun x,q ve o
parametreleri belirlenmelidir. TekdUze artan islevler icin 1’e yakin, tekdiize azalan

islevler icin 0’a yakin x,q degerleri ile daha iyi sonuglar elde edilmektedir. Sonug
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olarak, tek dugum noktali sendelenimsiz timlevieme yodnteminin temel noktalar

belirlenmistir.

. Cok dugum noktali durumlarda da sendelenimsizlik yontemine dayali timlevieme
yapabilmek igin birden fazla kosul altinda agirhk islevi ureticileri kullanilarak bir

yontem gelistirilmistir.

Burada siralanmig bu olgularin timu 6zgiin olup ilk kez bir tezde gerceklestirilmisgtir.
Bu yapisiyla tez, bir bilgisayim yéntembilimsel (ing: computational methodology)

calisma durumundadir.
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