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SIRADAN ~ TUREVL |  DENKLEMLER IN  UZAY  GENISLETME

ILE EVRENSEL BIR BICIME DONUSTURULMES| VE KESME
YAKLASTIRIMLARI

OZET

Siradan turevli denklem takimlarinin ¢6zima igin geligtiis cok sayida yontem
olmasina karsin, bilinmeyen islev (ing: function) sayesttikca etkin sayisal
¢cbzumler Uretmek de zorlasmaktadir. Bu nedenle, yenikia eb6zim yontemlerinin
gelistiriimesi buyik dnem tasimaktadir. Bu tezde médtatsayili tlrevli denklemler
evrensel bir bigcime (ing: form) donusturilerek asil yaphidan islenmesi daha kolay
yapilara doniistim gganmustir. ilgilenilen denklemler genellestirmeye uygun olarak
secilmis ve boylece elde edilen sonugclarin tim matrisagabsttrevli denklemlere
uygulanabilirlgi saglanmistir.

SOzu edilen déntisim uzay genigletme (ing: space extenkavrami kullanilarak
gerceklestiriimektedir. Bu kavram, denkleme yeni bileyanlerin eklenmesi ve
denklemin bdylece yeni bir bicime dondsturilmesi olguwswayanmaktadir. Bu
baglamda oncelikle denklem uzay genisletme kullanilarakiy@r evrensel bicime
donustaralir ve sonra da bu genel yapinin seri ¢co6zimui elde. e Elde edilen
seri ¢cozUmun katsayilar ikili bir 6zyineli iliskiyi ggamaktadir. Bu calismanin
asil amaci elde edilen ¢oziimden kesmeler yaparak yakt@sbkm Ureten bir yapi
olusturmaktir. Denklem takiminin, “En Kisith Uzay Gsel@tme”, “Dlzgin Uzay
Genigletme” ve “Askin Uzay Genisletme” olarak adlandm dejisik uzay genisletme
turleri kullanilarak elde edilen seri ¢ozimunin yakingakbirtakim uygun boy (ing:
norm) ¢ozimlemeleri yardimi ile incelenmektedir. Bu ayamanda seriden kesme
yapilarak elde edilen ¢ozimler icin de hata kestirimi yapsini olanakli kilar.

Geligtirilen yontemin sonuclari, ilgilenilen argln degisik noktalarinda saptirim (ing:
perturbation) acilimlari kullanilarak gugclendiriimedte Matris katsayil turevli
denkleme saptirim dgstirgesi (ing: parameter) eklenmekte ve denklem Maatau
serisine aclimaktadir. Boylece katsayilar iki terimlyGelemeyi sglayan bir kesme
yaklastirimi elde edilmektedir. Kesme yaklastirirminigle yakinsaklik dlgutleri
incelenmis ve hata analizi yapiimistir. @ik, ancak komsu araliklarda saptirim
kesmelerinin yinelemeli kullanimi “Saptirirmh Matris Alsimsel i§levleri (ing:
Perturbative Matrix Splines)” olarak adlandirilan bir kawin tanimlanmasini §tar.

Bu tezde Uzerinde durulan bird#r olgu da dgrusal olmayan tirevli denklemlerin
¢Ozumune yoneliktir. Oncelikle sendelenimsizlik (ing: diuationlessness)
yaklastirimi kullanilarak goéretturevli denklemler (ingartial differential equations)
aracilgl ile dogrusal olmayan matris katsayil turevli denklemler Gregktedir.
Daha sonra da goretirevli denklemlere uzay genisletmelaggrak evrensel bigim
olusturulmakta ve bu bicimin seri ¢6ziimi elde edilmekte@iu, dajrusal olmayan
denklem takimi ¢b6zmek zorunda kalmadan bu tir denklemlézéimy Gretilmesini
salar.
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TRANSFORMATION OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
INTO AN UNIVERSAL FORM WITH SPACE EXTENSION, AND, ITS
TRUNCATING APPROXIMATIONS

SUMMARY

Although many methods have been developed in order to sgbteras of ordinary
differential equations, the cases where the number of umknfinctions is high,
may cause numerical and computational difficulties. Thoeegfit is important to use
more efficient methods and algorithms at least for thesescabe this thesis, it is
focused on the conversion of matrix ordinary different@gations to certain universal
forms which can be handled more easily than their originalcstires. The equations
concerned here are chosen from certain specific ones alittbegeneralization seems
to be possible for all types of matrix ordinary differenajuations.

Conversion to new form is realized by using space extensgproach which
introduces new unknowns into equation. First, the diffee¢requation is converted
into a new universal form by using space extension appro@bkn a series solution
to this common form is sought. The coefficients of this soltform a two term
recursion. Main purpose of this work is to construct apprate solutions by
truncating this series solution. The convergence of thessolution to this equation
obtained via “Minimal Space Extension”, “Regular Spacedfsion”, and “Excessive
Space Extension” is also investigated with the aid of an @myate norm analysis
which also enables us to get error estimates for the trudcaiees solutions.

This method presented here is empowered by using pertarbakpansions at the

other end point of the interval under consideration. A pddtion parameter is

introduced into the matrix ordinary differential equatimmd the equation is expanded
into Maclaurin series whose coefficients satisfy a two tegoursion and thus a

new truncation approximation is constructed. We also ingated the convergence
and error estimates for these truncation approximants. répetitious usage of the

perturbation truncations on different but neighbor ingsvwpermits us to define and
use so-called “Perturbative Matrix Splines”.

The nonlinear matrix ordinary differential equations alaconcerned in the thesis.
First, fluctuation free approximation is used in order toadbtnonlinear matrix
ordinary differential via certain partial differential egtions. Then, space extension
concept is applied to partial differential equations. Tikia very important fact that we
obtain a system of nonlinear ordinary differential equadiby using partial differential
equations. This prevents us from solving nonlinear ODEs g®étea solution for them
by solving related PDESs via space extension approach.
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1. GIRIS

Bu calisma, matris katsayili siradan tirevli denklemlesayisal olarak etkin bir
bicimde c¢Ozulebilmesi icin uzay genisletme kavraminaatiayeni bir yontem
gelistirmeye yoneliktir. Gelistirilen ¢ozim ydntemi tnia katsayili dgrusal ya da
dogrusal olmayan siradan tirevli denklemlere uygulanmaktadirevli denklemler
mihendislikte ve uygulamali matematikte siklikla kangancikmaktadir. Fizik,
biyoloji ve sosyal bilimlerin bircok alaninda karsileEg ¢ok sayida problem yapisal
olarak turevli denklemlerle anlatilabilmektedir. Bu dkmda karsilasilan problemlerin
bircogu degisim orani diye tanimlanan tdrevli terimleri icermekited Bir tlrevli
denklem, iglev ve bu igleve ait tirevler arasindakikils anlatir. Bu calismada
birinci mertebeden, $yansiz (ing: homogeneous) siradan tirevli denklemleiirice
durulacaktir. Bu tir denklemlerin ¢6zUmu tzerine turllikesa da yaklasik ¢cozim
uretme yontemleri gelistirilmistir [1-5]. Ancak, bilmeyen iglev sayisi arttik¢a bu tur
denklemlere ¢ozim Uretmek zorlasir ve hesaplama kakingusartabilir. Ozellikle de
denklem d@rusal olmayan bir yapida ise etkin bir ¢c6zim elde etmekugkez cok
zordur. Uretilen ¢6zum yontemleri arasinda serisel ¢ozigmiek icin gelistirilenler

onemli bir yer kaplar [6, 7].

Bu tezin temel amaci ise siradan tirevli denklemlere, sagrl (ing: scaler) dgerli
olsun, ister yoney (ing: vector) ya da ister matrigeei olsun; ister dgrusal, ister
dogrusal olmayan yapida olsun, uzay genisletme ile buydtigltir uzay igindeki
gosterilimin ¢ozumlerinden sonlu terim igeren kesmelgd&lastirim olugturmaktir.
Cozulmesi amaclanan tirevli denklemin ¢dézimu dsli sena&langorildginde
katsayilar arasinda 6zyineli bir iliski elde edilmektebredzyineli iliskinin mertebesi
birtakim mertebe azaltma yontemleri ile indirgenebilneglitt Bu calismada uzay
genigletme kavramina dayal bir mertebe indirgeme yontggtistiriimektedir. Bu
amagcla once uzay genigletilerek siradan turevli denklerrensel bir yeni bigim

kazandiriimaktadir. Boylelikle turevli denklem daha kolglenebilecek evrensel bir



bicime donudsturtulmektedir. Bu elde edilen yapi ilk defaub&’ca incelenmistir [8, 9].
Evrensel bicimin seri ¢6zimu iki terimli 6zyineli iliskilesturmaktadir. Evrensel
denklemin seri ¢ozimu elde edildikten sonra, bu ¢6ziim dden sonlu kesmelerle
yaklastirim yapilmaktadir. Yakinsamayi ilgilendiregeterin, sézgelimi katsayilar
matrisi serisel agilim kesme dizeyinin, uzay genigletriaiezeginin, ve de evrensel
yapinin ¢ozimuindeki kesme dizeyinin yaklastirim rgialidenetleyen dgstirgeler
olarak nitelenmesiyle yaklastiranlar (ing: approximasitsturulmaktadir. Calisma
bu balamda Hesaplamali Bilim ve Mihendislikte yontembilimaékliktedir. Tez
kapsaminda yapilan calismalar ve tezin igeas@idaki gibi 6zetlenebilir. Bu tezde
matris katsayili tirevli denklemlere ¢6zum Uretilirkendkemli olgu kullaniimaktadir.
Bunlardan ilki uzay genisletme kavramigéiri de sendelenimsizlik yaklastirimidir.
Bu nedenle tezin bundan sonraki ilk iki bolimu bu iki kavranemel 6zelliklerini

vermektedir.

Tezin ikinci béluminde uzay genisletme kavramindan soimedttedir. Uzay
genisletme kavrami daha 6nce ¢ok boyutlu cebirsel Liawigiecinin (ing: operator)
daha basit evrim igleclerinin ¢carpimi bigciminde gostegkinde [10, 11] ve 6zder

problemlerinin ¢ozimiinde [12] kullaniimistir.

Sendelenimsizlik Yaklastirirmi Metin Demiralp tarafimdgelistiriimis [13-15], tek
ve ¢ok d@iskenli timlevleme (ing: integration) [16—21], siradamevli denklem
¢ozimleri [22—28], yuksek boyutlu model gdsterilimi [2843vb. bircok alana
uygulanmigtir [29, 35—-38]. Sendelenimsizlik yaklagtirile ilgili ayrintili bir anlatim

tezin d¢uncl bolimunde verilmektedir.

Bu iki kavram aciklandiktan sonra artik tirevli denklerslerasil uygulanacaklari
Uzerinde durulabilir. Tezin ilk asamasi matris katsaylbgrusal tirevli denklemlerin
¢6zUmdine yoneliktir. Birinci mertebeden, matris katsagdjrusal ve sgyansiz bir

siradan turevli denklem, en genel bicimde,
X'(t) = At)X(t) (1.0

yapisinda verilebilir. Bu denklemdi(t), n x n tirinde matris katsay! iglevi&(t) ise
yinen x nturinde bilinmeyen matris isleve karsilik gelmekteHier iki matris dgerli

islev det’ye baglidir ve bilesenlerinin gergel derli oldugu varsayilmaktadir.
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Uzay genisletme kavrami uygulanarak tiurevli denkleminreesel yapiya
dondsimuanidn ne sekilde yapgadidordinct bolimde anlatiimaktadir. Bu bdlimde
uzay genisletme kavraminin siradan tirevli denklemleslruygulanmakta oldju
gosterilmektedir.  Konunun anlagilabilir olmasinigkanak amaciyla oncelikle
sayll birinci mertebeden, dousal ve sgyansiz siradan tirevli denklemler tzerinde
durulacak daha sonra da uzay genigletme kavraminin migatisayili d@rusal
denklemlere nasil uygularlidrneklerle gosterilecektir. Uzay genisletme kavramin
matris katsayil tirevli denklemlere uygulanmasi ileskamza ¢ikan evrensel bigimin
seri ¢6zUma tdrevli denklemin ¢ézimu igin yeni bir yonteralde edilmesini Sglar.
Evrensel bicimin seri ¢c6ziminin nasil elde edjididdrdinci bolimde ayrintili
olarak anlatilmaktadir. C6zum ydnteminin kuramsal yapisiusturan matrislerin
ve seri ¢Ozumun yakinsaklik olgutleri incelenmis ve békle ¢6zimde yuksek
dogruluklu ve en etkin ¢ozUmin hangi donumcuil (ing: criticdggerlere bgh
oldugu belirlenmistir. Ayrica dgisik kesme yaklastirimlari icin evrensel bigimin seri

¢OzUminun etkingi incelenmistir.

Yiksek mertebeli uzay genisletme kavrami olusturulmesdejisik mertebeden
uzay genisletme yaklastirimlarinin etkgihi goéstermek amaciyla sayisal denemeler

yapilmistir. Bu kavramin ayrintilari dérdinct bélimdéaaimaktadir.

Seri ¢Ozim ile elde edilen sonucglar saptirm acilimlar lalarak
guclendiriimektedir. Denkleme bir saptirim @istirgesi eklenmis ve elde edilen
yapinin seri ¢6zumu elde edilmistir. Sayisal analizdd#desimsel islevlerle (ing:
spline functions) benzerlik kurulmus ve “Saptirimli MatAltkesimselislevleri (ing:
Perturbative Matrix Splines)” kavrami olusturulmust8aptirim acgilimlari daha dnce
bircok calismada kullaniimis ve oldukga etkin sonucldeedilmistir [39—42]. Tezin
besinci bélimunde bu kavramin sézi edilen denkleme rilgakygulandgindan sz
edilmektedir. Besinci bolimde ayrica saptirim acilimilar gelistirilen yontemin de
yakinsaklik 6zellikleri incelenmektedir. Saptirim agilarinin kullaniimasiyla ¢ozim

yonteminin etkinlginin ne derece artji sayisal érneklerle gosterilmistir.

Tezin ikinci asamasi

X'(t) = —f(X(t),1) (1.2



yapisinda verilen matris katsayili @msal olmayan tirevli denklemlerin ¢ézimiine
yoneliktir ve tezin altinci béliminde anlatilmaktadir. Bolimde sendelenimsizlik
yaklastirnmi kullanilarak goretirevli denklemlerdenngi  partial differential
equations) dgrusal olmayan turevli denklem elde edilmektedir. gdusal olmayan
tirevli denklemler olusturulurken sendelenimsizlik yggtirimi beklenen dgerlere
uygulanmaktadir. Burada kuvantum melgndeki dalga islevleri ve bu islevler
Uzerinde tanimlanmis kavramlardan esinlenilmistir. Bedenle altinci bélimde
oncelikle, kuvantum mekaginin bu tezde kullanilan kavramlarina gieilecek
ve daha sonra da turevli denklemin elde edilisi ile ilgilyriatilar verilecektir.
Burada amaclanan, goretirevli denklemlerin ¢6zUmu Uderind@rusal olmayan

denklemlerin ¢6zimune ulasmaktir. Genel yapisi

U _ )V

ot =a(xt) % 1.3

biciminde verilen goreturevli denkleme uzay genisletna@rlami uygulanmaktadir.
Uzay genisletme kavrami bir 6nceki asamada elde edileeneel yapiya benzer bir
yapi elde edilmesini ggamaktadir. Altinci bélim uzay genisletme uygulanarale e

edilen evrensel yapinin seri ¢ozimunu de igermektedir.

Bu bolimde son olarak sendelenimsizlik yaklastiringlaeninda elde edilen dpusal
olmayan turevli denklemlerin, elde edilis yolunagieolarak dnerilen dgisik ¢ozim

yontemlerine de dgnilmektedir.

Tezin son bélumu geligtirilen yontemi, bu asamada kultan kavramlari ve elde
edilen sonuclari kisaca 6zetlemekte ve gelecekte yafataii calismalarla ilgili bilgi

vermektedir.



2. UZAY GENISLETME

Uzay genigsletme kavrami gisik bicimlerde agiklanabilmektedir [10, 11]. Bunlarda
en etkin olani karmasik derli bir iglevin tek ve cift islevlere ayriimasina
dayanmaktadir. ger bir f(y) islevi, karmagik diizlemin sonlu her bélgesinde analitik

bir islevse aggidaki gibi Maclaurin seri acilimi ile anlatilabilir [43]
fy) =3 fiy. (2.2)
2

Bu bajintida fj, isleviny = 0 noktasindakij. ttrevinin j'nin ardil carpimina (ing:
factorial) bélimune karsilik gelmektedir. Bu seri aciliyrdegiskeninin yalnizca tek

ve cift Uslulerini icerecek bigimde iki isleve ayirmak obklidir

éonjyzja

friy) = Sty yA+L (2.2
T ]ZO 2j+1

fc(y)

Bu bajintida fc cift isleve, fr ise tek isleve karsilik gelmektedir. Bu ayirimin
yapilmasinin asil nedeni islewfdeki degerininy degiskeninin sifir noktasi ¢evresinde
saatin tersi yonunderadyanlk donistunden etkilenmeyecek, yani bu donustindal
dejismez kalacak bicimde olusturulmasingkanaktir. Ancak 2.2) sirasayisi ile
verilen denkliklerde/ yerine—y konuldwjunda cift islev dgismez kalirken, tek islevin
isareti dgismektedir. Bu isaret dgsikligi tek islevdekiy degiskeninin tek tslilerinden
kaynaklanmaktadir. Bu dgsikligin yarattgi soruny degiskeninin bu islev icerisinden
cekilip ¢ikartilmasiyla giderilebilir. Bu durumda @) sirasayisi ile verilen denklikler

yerine asgida verilen tanimlamalarin kullaniimasi daha uygun daca

fo(y?) =fcly)= ifZiYZj,

f1(y?) = fTéy)Eéonj+1y2j~ (2.3
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Bu durumdaf(y) islevi bu yeni tanimlamalar kullanilarak @gdaki gibi yeniden

yazilabilir

f(y) = fo(y2) +yh (). 2.9

Burada vurgulanmasi gereken nokta, yeniden tanimlanaruvenkicin bilinmeyen
durumunda olarfy ve f; iglevlerinin d@yrudany’ye degil, onun cift Uslilerine bgli
oldugudur. Bu iki bilinmeyen islevi belirlemek icin iki kuralgereksinim duyulur.
Birinci kural (2.4) sirasayili bginti ile verilebilir. Diger kural ise ayni l@antiday
yerine —y yerlestirilerek elde edilebilir. Bu donisum altindg ve f1 islevlerinin
degismez kaldyl daha 6nce belirtilmisti. (Bu donlgsum, ilgileniledegin karmasik
sayI duzleminde herhangi bir tek@liolmadgi strece gecerlidir.jo ve f1 islevleri bu
dénusum altinda dgsmez kaliyor olsalar da bunlarin@usal birlesim katsayilari bu

dénusumden etkilenir. Bdylece d@gdaki ba@inti elde edilir

f(—y) = fo(y?) —yf (Y?). (2.9

(2.4 ve (2.5 sirasayili bgintilar, bilinmeyenlerify (y?) ve f1(y?) islevleri olan,
dogrusal yapili cebirsel iki denklemden olusan @gaki gibi bir denklem takimi

olustururlar

) = ‘W +2f (-y).

hi) - 2 2.6

(2.6) sirasayisi ile verilen denklem takimini matris gostemikullanarak

fy) =y'f(¥") (2.7)

biciminde yazmak olanaklidir. Bu Bantiday ve f (yz) yoneylerinin agik yapisi

y' [1y],

() = [ () f(?) ] 2.9

bicimindedir. Burada Uzerinde 0Ozellikle durulmasi gerel@gu, @.4) sirasayili
bagintida f (y) iglevi sayil bir biyutklikken, Z.7) sirasayili bgintida artik bu islev
iki bilesenden olusan yoneylerin ¢carpimi bigiminde bapyya donismustur. Boylece
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sayil bayintinin bilesenlerini tek elemanli yoneyler olarak diigcek olursak, simdi bu
bilesenleri iki elemanli yoneylerle gestirmis oluruz. Yani, bu bilesenlere ait uzay 1

boyuttan 2 boyuta genisletilmis olur.

Bu yaklasim benzer sekilde 1 boyuttan herhangi bir sordyidaki boyuta
genigletilebilir. S6zgelimi, 1 boyuttan herhangi biboyuta uzay genisletme dengili

y' [1y V¥ -y,
FYMT = [ fo(yY™ f1(y™ - fma (Y™ 1, 2.9

olmak tizere

fly) =y f(y™ (2.10

yapisinda yazilabilir. Bu l@antilarda f(y) iglevinin y karmasik dizleminin sonlu
bolgelerinde herhangi bir tekil noktasinin bulunntadvarsayiimaktadir. f(y™)

yoneyini olusturan bilesenlerin gesmez kalmasiy™ dejiskeninin sifir noktasi
cevresinde saat yonunin tersingr/gn radyan kadar dondurtlmesini gerekli

kilmaktadir. Boylecan sayida bilinmeyen iglevi belirleyebilmek icin a@gdaki yapi

olusturulur
—1
1y Yoo Y T e
1 yed PR L ylgm)Z f1 (y™)
1 ye™ VR 2RmUT Ly Tem DR ] fea ()

- _ : (2.11)

Bu denklem takiminda bilinmeyen ydneye ait katsayl maiinsideterminanti
Vandermonde tipinde bir determinanttir. Bu nedenle bu imaérsi alinabilen bir

matristir. Boylelikle denklem takimina ait tek bir cézimitooabilir [44].

Her bir yenim dejeri sistemin boyutunu artiragandan bu dgisken “Uzay Genigletme

Mertebesi” olarak adlandirilabilir.






3. SENDELENIMSIZL IK YAKLASTIRIMI

Sendelenimsizlik  yaklastirrmi islevlerin  Hilbert uzaytzerindeki matris
gosterilimlerine dayanmaktadir. Matris gosterilim,eiderle tanimlanmis herhangi
bir problemin yo6neyler ve matrisler yardimiyla cebirselpyaki karsilgina

dondsturilmesini ggar [15, 45, 46].

[0,1] aralg! Uzerinde sirekli ve karesi tiimlevlenebilir isleviegerdgi Hilbert uzayi
s ile simgelenmektedir. Bu uzaydd;(x) ve fy(x) ile verilen herhangi iki islev

arasindaki iccarpimin (ing: inner produat),x) agirlik islevi

/0 Cdxw(x) = 1 @3.1)

biciminde verilen birim timlevlilestirme kosulunu@amak tzere,

(1 12) = [ @000 2091209 (3.2

esitligiyle verildigi varsayillmaktadir. Bu uzaydan alinan bix) islevinin boyu ise, bu
iccarpim ile
1
]l = (f, )2 3.3

olarak tanimlanmaktadir [15, 45, 46]. Burada, ardlikl] yerine [a,b] olarak da
secilebilir.  Ancak sonlu her aralikO,1] aralgina indirgenebildji icin calisma
aralgi islemleri kolaylastirmak amaciyl@®, 1] olarak segilmigtir. Bu indirgeme ile
genellikten birsey yitirmek s6zkonusugligir (EK-A). 27 Hilbert uzayini geren taban

islevlerini igeren kime7/ ile simgelenirse bu kiime kapali bir anlatimla

% ={ui(x}_, (3.4)

biciminde yazilabilir. Bu taban takiminin birimboylu verltbrine dik &elerden
olusmasi gerekmez. Ancak, bu taban takimi Gram-Schniitigdirme islemiyle ya
da Cholesky ayristirimi kullanilarak birimboylu ve biibie dik dyelerden olusan bir

takima donustdrilebilir [47, 48]. Burada kolaylik acdan bu islemin yapildy ve
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7 'nun birimboylu ve birbirine dik gelerden olusthu yani
(Ui, uj) = &j k, 1<i,j<oo (3.9

esitliginin gecerli old@u varsayilimaktadir.

Simdiislemlerde kolaylik Slamasi agisindan Hilbert uzayinug(x), us(X), - - -, Un(X)
ile verilen, birbirine dik ve boylar 1 olan, taban yéneyten 6rttigi (ing: span) bir
altuzayini ele alalim. Bu uzaydan alinan herhangigfi) islevi sozu edilen taban

islevleri Gizerinde bir dgrusal birlestirim olarak

X) = igi (%) (3.6)

biciminde anlatilabilir. Bu b@ntida goérinen vey; ile simgelenen buyuklukler
birtakim gercel dgismezleri simgelemektedir \g¢x) islevinin yapisina bgamhdir. Bu

bagimhlik taban yoneylerinin diklik ve birimboyluluk 6zéklerinden yararlanilarak
aclik olarak saptanabilir. Bu amaglk, ilk n tamsayinin olusturdju kiime icinde

kalmak tzere3.6) egitliginin her iki yanininug(x) ile icgarpimi alinirsa,
n n
Uk, Uk, Z g]u] Z Uk, u] Z g]d(] = gk7 l S k S n (37)

yazilabilir. Bu sonu¢3.6) sirasayili bgintida kullanilirsa

Zlglul Zl u,g Z\Pg =P 9(x) (3.9

denkligi elde edilir. @.8) sirasayili bt:a,lntldal3I ile gosterilen buyuklik bir timlev

isleci olupu;(x) tarafindan ortilen altuzaya izdigurur. Yani, bu anlatim

A~

Rg(x) = gii(x) (3.9

denkligi ile verilebilir. (3.7) sirasayih esitlik bu bgntida kullanilirsa3.9) sirasayili
bagintinin asgidaki gibi de anlatilabile@g goraltr

~

Pg(x) = (ui, g)ui(x). (3.10

(3.9 sirasayili bginti B islecinin bir izdisum igleci oldyunu goésterir. Bu isleg,

2 uzayindanu;(x)'ce ortllen uzaya izdusurur ve 6zinedonen (ing: idempgpten
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bir islectir (EK-B). Burada, 1 dgl n boyutlu uzaya izdlslren bir islece gereksinim

duyulmaktadir. Bu amagla,
A n AN
P(”)EZP,, 1<n<o (3.19
i=

tanimlamasi yapilacak olursa bu iglecin de 6zunedonemgalde up(X), ---, Un(X)
taban yoneylerince ortllem boyutlu 77, altuzayina izdusurdjil séylenebilir. Yani
P isleci icin,

P : ¥ — 4 (3.12
yazmak olanaklidi®™ nin ayni zamanda#; icin bir birim igle¢ oldwyu soylenebilir.

Bu uzayin birim i§lecf(”) ile simgelenirse #, icin
P = [ (3.13

yazilabilir. pm isleci de 6zluinedonen bir islegtir (EK-BY7; altuzayininn sonsuza
gittikce .77 ile simgelenen Hilbert uzayina dontsgcdustinilirse, Hilbert uzayina
ait birim isleci simgelemek Uzeren sonsuza gittikceP™’in de 'ya gidecdjini

sdylemek olanakhdir

lim P 1. (3.19
Bu durumda

lim SV =0 (3.19
ve

S =7-pn (3.16)

olmak uzere, bir sapma isleci tanimlanabilir. Bigtzandag(x) islevinin Hilbert uzayi

Uzerindeki gosterilimi

g(x) =P"g(x) + [ T—P™]g(x) (3.1
yapisinda olacaktir. Bu bmtldaﬁ(”)g(x) terimi Hilbert uzayininzz, ile simgelenen
altuzayinda bulunurken[l — PM]g(x) terimi % altuzayinin tiimleyicisi (ing:
complement) olan uzayda bulunur. Bujtemda tuimleyen uzayd#x) islevi

(o]

ﬁ(n)]g()o: Z giui(x) (3.18

i=n+1

~

[
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biciminde anlatilacaktir. 333 denkligi ile verilen sm islecinin bir isleve etkisi,

u; iglevlerinin, i arttik¢a ¢ok salinimli olmasindan dolayi, aralik Uzeritelediize
(ing: monotonous) gezinildinde ¢ok sayida inis ¢ikisa neden olur. Bu nedenle,
burada,S (M isleci “Sendelenimisleci” olarak adlandiriimaktadir. Sendelenim (ing:
fluctuation) isleci iceren terimlerin yoksayllmasiyladeledilecek yaklastirima ise

“Sendelenimsizlik Yaklastirimi” denilmektedir [13—138].

Bu asamada,” icinde tanimhX islecini ele alahm. Bu isle¢ agadaki gibi

tanimlanmaktadir
Xg(x) =xg(x),  9(x) € A, xe[0,1]. (3.19

xg(X) carpimi dag(x) islevi gibi, [0, 1] aralgi Uzerinde timlevlenebilirdir. Bag(x)

islecinin deZ icinde kalacg! anlamina gelmektedir. Bu durum
X: H — H (3.20
olmak uzere,
h(x) = Xg(x) = xg(x), g(x), h(x) € 7, x€[0,1] (3.21)
biciminde anlatilabilir.

Tanimlanan bu iglecin matris gosterilimine gegcmek amac@ncelikle 77 'deki
herhangi bir islevZ kimesinin @eleri tGzerinde bir dgrusal birlestirim olarak
yazilabilir. g(x) ve h(x) islevleri i¢in, gi ve h; bu an igin belirsiz olan dgrusal

birlestirim katsayilarini gostermek tzere,
g =S gu(x), hx) =Y hux) (3.2
i; (Rl i; 1Y

denklikleri yazilabilir. Bu denkliklerde toplama simgeiesi olan, j ile degistirilirse
ve her bir denkBin her iki yanininy; ile igccarpimi alinirsa, igcarpimin gausallik

Ozelliklerinden de yararlanarak [47]
U9 =3 ai(uu),  (h=73 hiuu) (3.23
=1 =1

esitlikleri yazilabilir. Burada taban takimgélerinin diklik ve birim boyluluklari

g6zoéninde bulundurulara®, Kronecker’in delta simgesini gostermek lzere [48],
(u,9) =5 gdj,  (u,h) =75 hig; (3.29
=1 =1
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esitlikleri ve buradan da
g =9, hi=(Uh), 1<i<eo (3.29

sonugclarina ulagilir. Boylelikle, dpusal birlestirim katsayilari belirlenmis olub
katsayisi,g(x)'in dogrusal birlestirim katsayilarina gh olarak yazilmak istenirse

as@idaki esitlikler yazilabilir

hi = (u, h) = (ui,Xg) = (ui’ii gjuj)
=1

Burada verilen sonsuz sayidaki egjiti tek bir cebirsel anlatim olarak yazilabilmesi

= Z (ui,?(uj)gj, 1<i<ow. (3.20
=

icin asdidaki sonsuz elemanli yoney tanimlari yapiimahdir

g'=[g - gn],  hT=[h - hyo]. (3.27)

Cebirsellgi tam olarak sglamak icin sonsuz sayida yataysira ile sonsuz sayida

diseysiraya sahip olan birmatrisinin acik yapisi agadaki anlatimla verilebilir

X11 - Xin

P
Il

(3.28
Xnl Xnn

Buradaki matris gelerinin genel terimi de
1
Xij = (ui,Xuj) :/0 dXw(X) U (X)XUj (X), 1<i,j<oo (3.29

esitligi ile acik olarak verilmektedirX matrisixX islecininZ/ taban takimi tizerindeki

“Matris Gosterilimi” olarak adlandirilir.

Sonsuz boyutlu @elerle kesin olarak @rasmak, ¢cok ¢ok 6zel yapilar olmadikca
olanaksizdir. Bu nedenle belli sayida illge kullanilarak yaklastirrm yapmak
gerekmektedir. Bu amacla, bu ana dek gindeme getirilen tgeletin sonlu

yaklastirimini olusturmak gerekirger,7/ yerine ondan kesme ile Uretilen sonigedi

Un={uj(0)}] (3.30

taban takimi gézonine alinirsa ¥€ uzayinin bu takimin@elerince ortilen altuzayi

2% ile simgelenirse bu altuzaydagi™ (x) ile simgelenen herhangi bir islev

g"(x) = _ig?”) Ui (X) (339
13



anlatimiyla tek tarlt tanimlanabilir. &er, Xa ile simgelenecek olan veislecineJ#,
tizerinde bir yaklastirim olarak tanimlanabilen bir gstg@zoéniine alinirsgt™ (x)’in bu

islec altindaki goriintusti™ (x) ile simgelenebilir ve
h™ (%) = Kyaic g™ (¥ (3.32
S =7—pm (3.33
denkligi yazilabilir. h(" (x) icin de daha 6nceki lantilara benzer bigimde
h (x) = i h™ i (%) (3.39

yapisinda bir d@rusal birlestirim yazilabilir. Burada3(26) esitliginde elde edildji
gibi g™ (x) ile h("(x)’nin dogrusal birlestirim katsayilari arasinda ggtaki gibi bir
iligki kurulabilir

M — i (u,Ra) g, 1<i<n (3.35

Verilen sonlu sayidaki esiflin yine tek bir cebirsel anlatim olarak yazilabilmesi icin

asdidaki sonlu sayida elemani olan ydney tanimlari yapibinali
O —[g g, hW' =[h - hy), 1<n<ow. (3.39

Bu durumdaX matrisinin agik yapisi ise agalaki, sonlu sayidage iceren, matris

anlatimiyla verilebilir

XD -
XW=11: -~ (3.37)
X ox
Matris &yelerinin genel terimi de
1
X = (U, Rawlj) = /0 dxw(X)ui (X)Ryaj(x),  1<i,j<n (3.39

biciminde yazilabilir. Burad& (" ile X’in ilk n yataysirasi ve ilkn diiseysirasinin

arakesiti olam x n kesiminin birebir értiismesi icin3(38 denkliginin yerine
1
xi(j”) E/ dxw(x)ui (X)xuj(x),  1<i,j<n (3.39
0
tanimlamasi kullanilabilir.3.39-(3.38 denklemlerinden

h(n — x(n)g(n) (3.40
14



bagintisi yazilabilir. Simdi,

X5y X3,
=1 : (3.41)
X X
ve
1
Xz(r.]} E/O dxw(X)ui(X)x°uj(x),  1<i,j<n (3.42)

tanimlamalariyla verilen matrisi g6zéniine alalim. Bu fisatislindag 2 islecinin.#,

Uzerindeki matris gosterilimidir3(42 bagintisi, .33 bagintisi da kullanilarak

1 1 ~
/ dxvv(x)ui(x)xzuj(x) = / dxw(X)u; (X)xIxu; (X)
0 0
1
= /dew(x)ui(x)xﬁ(”)xuj(x)
+ /Oldxw(x)ui(x)x§(”)xuj(x), 1<i,j<n. (3.43

biciminde yeniden yazilabilir. Burada, sendelenim igleeceren timlev gozardi

edilirse,

/ dxw(X) uj (X)x2 uj (X / dxw(x) u; (X)xP¢ )xu,( X), 1<i,j<n (3.49

yaklastirimina ulagilir.

Jn uzayinin, kartezyen birim yoneylerindéncisi q(”) ile simgelenir ve yalnizca
ogesi 1, dger tim @eleri ise 0 olarak tanimlanirsa bunlarin birimboylu veblsine
dik yoneyler olacgi kolayca gorilebilir. 8.44) yaklastirirminin sol yani bu yoneyleri

de kullanarak
! M7y () ()
/ dxw(x)ui (x)x°uj(x) =" Xy e,  1<i,j<n (3.4
0

anlatimiyla yeniden yazilabilir. Yine8(44) yaklastirirminin sg yanindaki timlev igin

asdidaki esitlikler yazilabilir

1 n 1
. D (N — .
/0 dxw(X)u;i (X)xP "Vxuj(x) = kzl /0 dXxw(X) u; (X) XUk (X)

X /0 1dyW(y>Uk(y>Xui y) = k; Ui, XU) Uk, XUj)

n T 2
=S4 = " [x™ ]V, 1<ij<n (346
k=1



Son g esitlik bizi
2
X [ x(] (3.47

yargisina goturir. Bu yarglyi ¢cok daha genel bir yapiya bdiiimek olanaklidir. Bu

amacla,
Xst - X4
XP=| 0 (3.49
ng?r?l X?g n)n
ve
m _ [t 2 .
X3i; :/o dxw(x)ui (X)x°uj(x), 1<i,j<n (3.49

tanimlamalariyla verilen matris gbzéniine alinirsa, burisiae, ashindas® islecinin

; Uzerindeki matris gosterilimidir. Bu isleg i¢in3 .42 denkleminde yapildn gibi,

/ ldXV\(x) Ui (X)xCu i(x) = / ldxvv(x)ui (x)x2Ixu i (%)
0 0
1
- /0 dxw(x)u; (X)x2PM xu; (x)
+ /()1dxm(x)ui(x)x2§<”)xuj (x), 1<i,j<n (3.50

esitliklerini yazabiliriz. Burada sendelenim islecigeren terim gézardi edildinde

/ dxw(X) Ui (X)x3uj(X) / dxw(x)u; (X)x2PMWxu;(x), 1<i,j<n  (3.5)

bagintisi elde edilir. Bunun sol ve §ayanlari icin sirasiyla agadaki egitlikler

olusturulabilir

1
/ dxw(x)u; (x)Cu; (x) = & x Vel 1<ij<n (352
0

! 2B (Mt 1 < [t 2
/0 dxw(X)u; (X)x“P YVxuj(x) = k; /0 dXxw(X) u; (X)X Uk (X)

1 n
x /0 dywy)u(y)xuj(y) = Y (u,x°uk) (U, xu;)
k=1

(1) 5 () M [y My ()] ) .

=S x5 = @ [xPx™ e, 1<ij<n (353
k=1
Buradan

X~ XXM (3.59
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yaklastirimi elde edilir. 3.47) sirasayili bginti (3.54) sirasayili bgintida yerine
konuldwWunda
3
X§) ~ [x)] (3.55

yaklastirrmina ulagilir.  Matematiksel timevarim ilerdman genel bir b@ant

cikarabilmek i¢in bu kez

X X

x\" (3.56

K X
N ,nn
ve
1
Xé?,) = / dxw(X)u (X)x€uj(x), 1<i,j<n (3.57)
’ 0
tanimlamalariyla verilen matris gozoéniine alinir. Bu nsade, aslindaX islecinin 7%,

uzerindeki matris gosterilimidir. Bu matris igin
k
XV ~ [xm)} (3.59

anlatiminin gecerli oldju varsayilirsa genellestirmeyiggamak icin bunurk yerine
(k+ 1) konuldwunda da gecerli kalageni kanitlamak gerekir. Bu amacle3.57)
denkleminin sg yanind&k yerine (k+ 1) yerlestirerek elde edilen yapi i¢ir3.43 ve
(3.50 sirasayih bgintilarda oldgu gibi,

1 1 ~
/dxvv(x)ui(x)xk“uj(x) = /dX\N(x)ui(x)kuxuj(x)
0 0
1 AN
= /dxm(x)ui(x)ka(”)xuj(x)
0
1
+ /dXW(X)Ui(X)ng(n)XUj(X), 1<i,j<n (3.59
0
yazilabilir ve sendelenim iglecli terim gdzardi edilerek
1 1 s
/ dxw(x)ui(x)xk*luj(x)z/ dxw(x)ui(x)ka(”)xuj(x), 1<i,j<n (3.60
0 0

yaklastirrmina ulagilabilir. Bu yaklastirrma da, datwace benzerlerinde izlenen
yol uyarlandginda, 8.58 denkleminink yerine (k+ 1) konuldwundaki anlatimi

uretilebilir. Boylece, timevarimla kanitlama tamamlagwiur.
Artik, bir igslevin matris gosterilimiyle ilgilenilebili. Bu amagla,
! _ T ey -
/0 dxw(x)ui(x) f(x)uj(x) =g FVe;”, 1<i,j<n (3.6

17



tanimi yapilacak olundjunda vef(x) islevinin timlevieme bdlgesi i¢inde yakinsak

olan asgidaki serisel acilima sahip olgu 6ngoruld@inde, yani

f(x) = ki ik (3.62

yazildginda ve 8.61) denkleminde kullanildjinda

T o 1
" F(”>e§”) = 3 f /0 dxw(X)u; (X)X<u;(X)
k=0

S fig"' [x“‘)}kegn)

Q

k=0
_ T m 150
= el fk X e:
> fx" e
;
— f(xm))eg”), 1<i,j<n (3.63
esitligine ve buradan da
FO)  f (x<”>) (3.64)

sonucuna ulasilir. Bu biziSendelenim isleci iceren terimler gézardi edildginde,
bir islevin matris gosterilimi, o islevde bajimsiz d&isken yerine, baimsiz
degiskenin matris gosteriliminin yerlestirimesiyle elde edilen matris isleve

esd@gerdir.” sonucuna goturir [13-15, 38].

(3.64) denklemi ile verilen anlatim altuzay boyui’in sonsuza gitmesi durumunda
kesin bir esitlje donlsecektir. Bu gercek3.64 anlatimindaki yaklastirimin
niteliginin n arttikca artacg anlamina gelir ve sayisal uygulamalarda yeterince byuk

n degerleri icin gercge yakin sonuglarin elde edilmesi beklenir.
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4. UZAY GEN i$LETME VE SIRADAN TUREVL | DENKLEMLER

Bu bdlumde uzay genisletme kavrami siradan turevli denldee uygulanacaktir.
Bu kavramin bu tir denklemlere uygulaniginin daha dialdiir olmasini sglamak

amaciyla oncelikle sayil, birinci mertebeden,gdasal ve sgyansiz siradan tirevli
denklemler tzerinde durulacaktir. Daha sonra uzay gemg kavraminin matris

katsayil d@rusal denklemlere nasil uygulagdérneklerle gdsterilecektir.

Uzay genisletme kavraminin yukarida s6zl edilen denidesmhasil uygulandini
incelemeden 6nce bu denklemlerin analitik ya da seri ¢éetinih nasil elde edildji
tzerinde durmak gelistirilen yontemin artilarini gérmewe etkinligini belirlememiz
acisindan onemlidir. O nedenle tirevli denklemin 6nceldeéri ve analitik coziUmunu

elde edecgiz.

4.1 Turevli Denklemlerin Analitik ve Seri C6zUmu

4.1.1 Sayil Turevli Denklemler

Birinci mertebeden, sayil, dpusal ve sgyansiz bir siradan tirevli denklem, en genel
bicimde,
x'(t) = a(t)x(t) 4.1

yapisinda verilebilirt bagimsiz dgisken olmak lGzere ¢u uygulamada bu dgsken
zaman dgiskenine karsilik gelmektedirt degiskeni gercel sayi olabilege gibi,

ilgilenilen sorunun yapisina Bamli olarak karmagsik sayi olarak da ortaya ¢ikabilir.

a(t) katsay! islevinin seriye acilabilir olarak secilmesi dionu icin Ozetle sunlar
sOylenebilir: Eger a(t) iglevi seriye agilabiliyorsa siradan turevli denklermiglde

edilen ¢c6ziim de yakinsaklik yarigcapi gozéntunde bulundhaklizere seriye acilabilir.
Bu noktaya turevli denklemin diizgin noktasi deni to noktasi tirevli denklemin

bir diizgin noktasi ise bu denklemin, yakinsaklik bélgesiddmayan bir seri ¢cozumii
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vardir. Bu bolgey merkezli bir tekerdir ve yaricag ile gosterilebilir. Bu durumda

It —to| < p esitsizlgini sadlayan buturt degerleri igin bu seri yakinsaktir [49].

Co6zumin her zaman yakinsak olamayaaurumlar da s6z konusu olabilir ancak bu

konu tezin kapsami disinda tutulmaktadir.

Simdi de turevli denklemin seri ¢6zimu ile ilgilenelima(t) islevinin karmagik
dizlemde her noktada analitik bir islev offlunu ve Taylor Serisi'ne acilabilir
oldugunu varsaymistik. Bu durumd4.q) sirasayil tirevli denklemin herhangi bir
tekil noktasi yoktur ve elde edilen ¢c6ziim de verilenthioktasinda Taylor Serisi'ne
acilabilir [49]. Incelemelerin biraz daha kolay yapilabilmesingsamak icint acihm
noktasi karmasik dizlemin merkezi olarak secilebilir. Be tirevli denklemin
¢O6zUmunun .
— 1]
X(t) = jZoXJt 4.2

olarak yazilabilecg anlamina gelir. Bu egitlin her iki yaninirt’ye gore birinci tirevi

alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

00

x'(t) = gu +1)xjat! (4.3

=
sonucuna varilir. 4.2) ve (4.3) sirasayilari ile verilen esgitlikler4(1) sirasayil
tirevli denklemde yerine konur ve Cauchy carpimi da (EK-A)dnilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa

Ji}(JJrl Xj 41t = ;(Z)akxj k)t‘ 4.9

elde edilir.t! terimine ait her iki yandaki katsayilar birbirine esitlese
j—1
jxj = Zaka k-1, 0<j<oo (4.9

ile verilen yerel olmayan bir 6zyineli iliski elde ediliBu 6zyineli iliskinin mertebesi

j degistikce dgisir. Yerel olmayan bir 6zyinelemenin mertebesindenesdemeyiz.

4.1.2 Matris Katsayil Turevli Denklemler

Tezin bu bélimindel(l) ile verilen matris katsayih tirevli denklemin seri ¢oziim

elde edilecektir. Denklemdeld(t) katsayi islevi bir cokterimli (ing: polynomial)

20



olarak secilmektedir. Bu iglevin bir ¢okterimli olarak cienesi analitiklgi de

beraberinde getirir. Bu durumd&(t) katsay! islevini
At)= Y tA; (4.6)
2

biciminde yazmak olanaklidir [43]. Bu Bantida A; matrislerinin her birit'den
bagimsizn x n turinde matrislerdir.A(t) katsay! islevinin bu yapida olmasl.()
denkleminint-karmasik sayi dizleminde tekil noktaya sahip olrgadnlamina gelir
ve bu da denklemin ¢6zimuniun de karmasgik say! dizlemimil smktalarinda Taylor

serisine acllabile@ anlamina gelir [1]. Boylelikle bilinmeyen islev
X(t) =St (4.7)
5

biciminde Maclaurin serisine agilabilir. Bu @atidaX; matrislerinin her biri yine
t'den bayimsizn x n turinde matrislerdir.A(t) ve X(t) iglevlerine ait seri agilim

bagintilari sayil denklemde yapifgii gibi, (1.1) denkleminde yerine konuldunda
i—1
I Xi=) AjXi_j_1, i=0,12,... (4.9
2

bicimindeki 6zyineli iliski elde edilir. Bu toplama ait tigimit, alt limitten ktcuk
oldujunda sonlu toplamin ilgili terimi diser. Bu durumia matrisi belirsiz bir

bayuklik olarak kalir. Bu belirsizlik, denkleme
X(0) =Xp=1Iq 4.9

biciminde bir baslangi¢ kosulu eklenerek giderilebiliBu bajintidal,, nxn
turinde birim matrise karsilik gelmektedir. Baglangos#lunun bu sekilde segilmesi

genellikten herhangi birsey yitiriimesine neden olmaz.

(1.2 denklemi icin essiz bir ¢dzum bulmak olanakhdir. Demkie ¢6zimu icin elde
edilen seri, merkezi = 0 noktasi olan ve yakinsaklik yaricapi bu noktadan en yakin
tekillik noktasina kadar olan uzaklikla verilen cemberavigledgi bélgede yakinsak

bir seridir [50]. Cozumdeki tekilliklerA(t) matrisinin tekillikleri ile dajrudan
ilintilidir. Ancak bu ¢alismadaA (t) matrisi bir cokterimli matris olarak segcilginden
t-karmasik say1 diizleminin herhangi bir sonlu noktasindélkevin tekilliginden sz

edilemez.
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(4.8) bagintisina geri donilecek olunursa, elde edilen bu 6zyihgki sayil denklem
cbzimunde oldgu gibi yerel olmayan bir yapi sergilemektedir. Bu nedenlebilim
sayisal ¢cozim elde etmede kullanigssizdir. Bu calismaaasan tirevli denklem
yalmzca iki terimli bir 6zyineleme olusturacak@sik bir yapiya donusturilecektir.
Aslinda turevli denkleme birinci mertebeden birgd@m denklemi ile yaklastirnm

yapilacaktir. Bu sonuca ulasmak igin uzay genigletméagaini kullaniimaktadir.

4.2 Uzay Genigletme Kavrami ile Okubo Bigimi’nin Elde Edilmesi

4.2.1 Sayil Turevli Denklemlerde Uzay Genigletme

Bu bolimde 4.1) sirasayisi ile verilen turevli denklem uzay genisletnariami
kullanilarak evrensel bir yapiya donusturilecektir.  @mlabilirlik salanmasi
acisindan basit drneklerle anlatilacak olan bu donigtira danra en genel bigimiyle
verilecektir. Olusturulan evrensel bicimin seri ¢ozunsé bir sonraki alt bélimde

anlatiimaktadir.

Ornek - 1: Uzay genisletme kavraminin tirevli denklemlere uygiugamiacik bir
sekilde gorebilmek icin
dx_(t)
dt
denklemi ilk ornek calisma olarak secilmistir. Uzay gdeime kavrami

= (ap+agt)x(t), x(0)=c (4.120

kullanilarak denkleme ¢6zim Uretilirkea(t) katsay islevinin derecesine dja
olarak uzay genisletme mertebesi belirlenir. Bu Ornekagés&yi islevi birinci
dereceden bir cokterimli oldundan, ve ayricagg ve a; gibi iki katsay! ile
tanimlandgindan uzay genisletme mertebesi 2’ye esit olarak se8ili bajlamda
X(t) iglevi iki yeni bilinmeyen islevin dgrusal birlegtirimi olarak dngorulecektir.
Bilinmeyen islevlert’nin tek ve cift tamsayi UslU terimleri ayri ayri toplanacak
bicimde iki ayri seri olarak yazilmaktadir. Boylecet) islevi icin, x; ve Xz t’nin

bu anda bilinmeyen c¢ift islevleri olmak tizere,
X(t) = Xo (t?) +txq (t?) (4.12)
ongorimi yapilir ve = t? tanimlamasi bu lantida yerine konularak

X(t,y) = Xo(y) +tx1(y) (4.12
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anlatimi elde edilirx(t) islevi icin yapilan bu 6ngorumd(10 sirasayil denklemde

yerine konulursa

dxo(y) d dxa (y) d
PN () 1 PAVY — aoan)oly) +0a)] @19
esitligi ve buradan da
2t dx§§” + 2yd>§§/y) = [a0+ aut]xo(y) + [~1+ agt + ary]xa(y) (4.14

denklemi elde edilir.t iceren ve icermeyen terimlerin es@iin her iki yanindaki

katsayilari birbirlerine esitlen@inde

d):;;y) = %(aoxl(Y)JralXo(y))
d)gi/y) = %/(aOXO(Y)—Xl(Y))-l-%ale(y) (4.15

bicimindeki iki bagint yazilabilir.iki bagintidan olusan bu denklem takimi yeniden
duzenlenip matris yapisinda yazilacak olursa@jedaki esitlik elde edilir

0 ap dg

g mM] 0 > 2 Xo(y)
hal ={ = + (4.19
dy yla 1 ay
X -~ _Z 4 X
1(Y) > >3 0 3 1(Y)
Bu taklmeél) ve 6(11) siraslyla
110 O
==
00" = 5 { a -1 | (4.17
ve
1[a ag |
(Ol
0, = 2[ 0 a (4.18
olmak Uizere agada verilen matris bigimli b@ntiya donastirdlebilir
1
z'(y) = [;/681) - 9(11)] z(y). (4.19

Elde edilen bu yapiya Okubo Bi¢imi denilmektedir [8, 9, 5Bu esitlikte verilen

(1) Ustsimgelemesi 1. mertebe uzay genisletmeye karsilmkejeedir.

Ornek - 2: Ikinci bir calisma 6rngi olarak bu kez,

dx(t)

D~ (@otaut +adx(t), x(0)=c (420
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denklemi secilmigstir. Bu turevli denklemin uzay gentghe ¢6zimu icin bu kez

y = t3 tanimlamasi yapilir v& islevi icin
X(t) = 0 (t3) +txq (%) +t2% (%) (4.21)

yani
X(t,y) = Xo(y) +txa(y) +t2%(y) (4.22

yapisi ongorilur. Bu yapé(20 sirasayili denklemde yerine konulursa

dxo(y) dy dxa (y) dy 20%(y) dy
—dy dt+X1(y)+t—dy 5 T 2+t dy dt
= (ao-+aut+a0t?) [xoly) + bialy) + 3 (y) |
(4.23
esitligi ve buradan da
dxo(y) ( y) dx(y)
2 — _
3t dy +3y +3ty dy = aoXo(y) —Xa(y)

+ [a1x0(y) +a0xa(y) + (32y — 2)%(y) ]t
+ [agxo(y) +axa(y) +aoxe(y)]t?
+

apxa(y) +axa(y)]y (4.29

denklemi elde edilir.t, t? ve salty iceren terimlerin katsayilari karsilikl olarak

birbirlerine egitlendjinde bu kez

d%i/y) = % (apx2(y) +arxa(y) +axxo(y))
d>;1|§/)’) _ 3iy (a0%0(y) — X (y)) + :—:; (arxo(y) +azx1(y))
d>§§/y) _ 3iy (agxa(y) +arXo(y) — 2%a(y)) + %azxz(Y) (4.29

bicimindeki denklem takimini yazmak olanaklidir. Bu desrkltakimi diizenlenip

matris biciminde yazilacak olursa @gdaki yap! elde edilir

([0 o 0] [2 & 27)
Xo(y) 3 3 3 Xo(Y)
d 1| & _1 0 & &
dy x(y) | = y| 3 3 +1 0 3 3 x1(y)
X2(Y) a _g 0O 0 * X2(y)
(. L 3 3 3 | 3 1)

(4.26



Bu anlatim bu kez

ve

olmak tizere

0
1
ai
a
6&2) = % 0
0

a1
a

2/(y) = [—eéf) n e&ﬂ 2(y)

0
0 (4.27)
-2
ao
a (4.28
a
(4.29

bicimindeki matris bicimli bgintiya donusturilebilir. Yani denklem takimi yine

Okubo Bicimi'ne donusturulmugstir. Bu esitlikte vernlg2) ustsimgelemesi 2.

mertebe uzay genisletmeye karsilik gelmektedir.

Bu iki drnek gozonunde bulundurularakt) katsayi islevinin ve bilinmeyemx(t)

islevinin herhangi dereceden bir ¢ok terimli olmalari wilmunda,m gokterimlinin

mertebesi olmak tizere, Okubo Bigimi icin en genel bicyns t™ 1 tanimlamasi

yapilarak,
[ Xo(y) |
q x1(y)
dy
i Xm(Y) i

biciminde elde edilir. Bu yapinin bu ke@™

([ O 0 0 T
ao 1 0
1 m+1 m+1
y
dm-1 8@  m
\ L m+1 m+1 m+1 J
_ % 1y T -
_Gm_ _%0 X0
m+1 m+1 )
xa(y)
(4.30
am
0 -
m-+1
L 1)L Xm(Y) 4
i ve 8{" sirasiyla
0 0 0
1 ap -1 :
— : (4.3)
+1] .0
am-1 aQ —Mm



ve

3n am-1 -+
(m): 1 0 am e 4
! T m41| P (439

olmak Uizere, Okubo Bicimi'nde yazilabilgligorilmektedir

z'(y) = [3—1/68”‘) + Ggm)] z(y). (4.33

Bu egitlikte (m) ile verilen Ustsimgelemem. mertebe uzay genigletmeye karsilik

gelmektedir.

4.2.2 Matris Katsayil Turevli Denklemlerde Uzay Genigléme

Bu bolumin ikinci asamasindal.l) bagintisi ile verilen matris katsayil turevli
denkleme uzay genigletme yaklasimi uygulanmakta ve hilde Okubo Bigcimi'ne
indirgenmektedir. 1.1) sirasayill denklemda&(t)'nin, n x ntirinde bir matris katsay!
isleve,X(t)’'nin ise yinen x nturinde bilinmeyen matris isleve karsilik g&diher iki
matris d@erli islevin det’ye bagh oldugu, bilesenlerinin gercel derli oldugu daha

once de belirtilmisti.

Ornek - 1: (1.2) ile verilen turevli denklemdd (t) katsayi matrisinin
A(t) = Ag+tAg (4.3
biciminde secildyini varsayalim. BilinmeyeiX (t) matrisi icinse
X(t) = Xo (t%) +tX1 (t?) (4.35

ongodrimiinde bulunalim.y = t2 tanimlamasi yapilir ve bu tanimlamé.35

sirasayili egitlikte yerine konulursa

X(t,y) = Xo(y) +tX1(y) (4.39

bagintisi elde edilir. 4.34) ve (4.36) sirasayil bgintilar (1.1) denkleminde yerine
konuldwunda

X (t) = AoXo(y) +t(AcX1(y) +A1Xo(y)) +t?ArX1(y) (4.37)
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esitligine ulagilir. X(t) matrisinin tlrevi acik bir sekilde bu Bantida yerine

konulursa
dX dX
2t doéy) + 2y dl)sy> —|—X1(y) = AOXO(y) —|—yA1X1(y) +t(AOX1(y) —|—A1X0(y))

(4.38
denklemi elde edilir. t iceren ve icermeyen terimlerin, denklemin her iki
yanindaki katsayilari birbirlerine esitlefjihde asgidaki denklem takimini

yazmak olanaklidir

dXo(y) 1

dy 5 (AoX1(y) +A1Xo(y))
dXTléy) = ziy(ono(y)—Xl(y))-l—%Ale(y). (4.39

Bu denklem takimi yeniden dizenlenip

A1 Ao

d Xo(y) 1 0 0 > Xoy
dy vy + (4.40
dy{xlm VAo L o M [xm}

bicimindeki matris yapisina donugturulir. Budoati, Ustsimgelemél) uzay

genigletme mertebesini gostermek tzere, acik yapilari

m_1[ 0 0]
6'=3| Ay - | (4.47)
ve ] ]
(1):1- A]_ Ao
6:'=31"0 A | (4.42

biciminde verilenegl) ve 9(11) matrisleri kullanilarak

1
Z'(y) = L—,Bé” + 6&”} Z(y) (4.43
Okubo Bigimi'ne dangUrUlngtUrBél) ve 9(11) matrislerinin sayil denklemde
elde edilen Okubo Bicimi’ndeki ayni isimli matrislerdenrdygi bu baintidaki
matrislerin @elerinin 6bek (ing: block) yapida olmasidir. Ayrica bircéki yapida
bilinmeyenlerz yoneyi ile verilirken bu kez bilinmeyenler 6bek yapidakmatrisi

ile verilmektedir.
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Ornek - 2 : ikinci bir calisma érnginde bu kezA(t) katsayi matrisinin
A(t) = Ag+tAg +12A; (4.44

biciminde ikinci dereceden bir cokterimli olarak veriji varsayalim. Bilinmeyen

X(t) matrisi iginse
X(t) = Xo (t3) +tXq (t3) + 12X (t3) (4.45

ongorimini yapalim.y = t3 tanimlamasi yapilir ve bu tanimlama yukaridaki

denklemde yerine konulurs&(t) matrisi

X(t,y) = Xo(y) +tX1(y) +t*X2(y) (4.49

biciminde yeniden yazilabilir.4.44) ve (4.46) esitlikleri (1.1) denkleminde yerine

konulursa

X'(t) = AoXo(y)+t(AoX1(Y) +A1Xo(y) +YA2X2(Y))
+ t2(AoXa(y) +A1X1(y) +A2Xo(Y)) + Y(A1X2(Y) +AX1(y))
(4.47)

bagintisi olusur.X(t) matrisinin tirevi alinip acik bir sekilde bu $atida yerine

konuldwunda

3t2dX d";y) +t (2X2<y) + 3ydxd2§y)) + Bdedléy) +X1(y) = AoXo(Y)

+ t(AoX1(y) +A1Xo(y) +YA2X2(Y))
+ t2(AoXa(y) +ArX1(y) +AXo(Y))

+ Y(ALX2(y) +A2X1(Y)) (4.48

denklemi elde edilir. t iceren ve icermeyen terimlerin, denklemin her iki
yanindaki katsayilari birbirlerine esitleinde asgidaki denklem takimini

yazmak olanaklidir

dXd;.jy) — % (AoX2(y) +A1X1(y) +A2Xo(y))
dXdl)EY) _ Biy(ono(y)_xl(y))+%(A1X2(y)+A2X1(Y))
PV L (o) + ArXoly) - 2Xely) + 3AKeY). (449
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Bu denklem takimi yeniden diizenlenip matris yapisindalgifir. Bu durumda

denklem takimi

) ) (T 0 0 0 1 [ A;Z A;l @ 1) ) )
Xo(y) 3 3 3 Xo(y)
d 1| Ao ! 0 Ay A
2] x _ )| = —3 n2 A1 X
dy 1(Y) y 3 +1 0 3 3 1(y)
| Xa(y) | Ar Ao 2 A, || L Xay)
. L3 3 31 [0 0 3 1)

(4.50
bicimine donugir. Bu anlatim, Ustsimgelerf® uzay genisletme mertebesini

gostermek Uzere, acgik yapilari sirasiyla

o o o0
egz>z§ Ao —I O (4.51)
A1 Ag —2l
ve
Ay A1 Ag
1
9(12>z§ 0 A, A (4.52)
0 0 A

biciminde verileneéz) ve 9(12) matrisleri kullanilarak

Z'(y) = B 8% + egﬂ Z(y) (4.53

matris bicimli baintiya yani Okubo Bicimi'ne dénusturilmustar.

Bu iki 6rnek gb6zoninde bulundurulara(t) katsayr matrisinin veX(t) bilinmeyen

matrisinin herhangi dereceden iki cokterimli olmalari wimu incelenebilir. m

cokterimlinin mertebesi olmak Uzer&(t) katsay! matrisi agadaki gibi verilebilir

At)=Ao+tAr+--- +tMAp. (4.54

X(t) bilinmeyen matris iglevi igin

X (1) = Xot™1) 4 tX 1 (t™ ) 4 4 tM™X (1M (4.59

varsayimi yapilir ve yeni dgskeny = t™ biciminde tanimlanirsX (t) matris islevi

X(t) = Xo(t,y) +tXq(t,y) + - +t"Xm(t,y) (4.56)
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yapisina donisird(54) ve (4.56 sirasayil bgintilar (L.1) denkleminde yerine konur

ve gerekli dizenlemeler yapilirsa yeniden Okubo Bicimeeddilir

Z'(y) = Begmuem Z(y). (4.57)
(4.57) esitligindeZ(y),
Z(y)" = Xo(y) -+ Xm(y) ] (4.59

bicimindedir. 8" ve 8\™ matrisleri ise sirasiyla

60 - m+1 0 ( .59)
Am_1 Ag —ml
ve
Am Amfl AO
(m) _ 1 0 An -+ Az 4
6," = m+1| : P (460
0 0 - Ap

biciminde verilir. Bu esitliklerde(m) ile verilen Ustsimgelemem. mertebe uzay

genisletmeye karsilik gelmektedir.

4.3 Okubo Bigimi’'nin Seri Cozumu ve Tekillikleri

Bu bolimde amag, Okubo Bigimi'ngnin sonlu bir d@erini acihm noktasi olarak
alan serisel bir ¢c6zUm Uretmektir. Bu durumda acilim naktaskonumu serisel
¢6zUmin davranigini belirleyecek temelggirge gorevini Ustlenir. &er, acgilim

noktasi olma 6zel§ji a altsimgelemesi ile yansitilayy dejistirgesinde bir agilimdan

stzetmek istersel; terimleriy'den bayimsiz acilim katsayilari olmak tzere,

00

Z(y) = _;(y—ya)”“zi, Zo#0 (4.61)

tanim esitlgi yazilabilir.  Acilim noktasinda ¢6zimde varolmasi olagan bir
dallanma tekillgini yansitmak iciny = y;'da Ustel bir davranis verea dejistirgesi
kullaniimaktadir. (Burad@y matrisi icin O olmama kosullamasi yapilmaktadir. Boyle
yapmakla genellikten herhangi bir yitime neden olunma&.}?) sirasayil egitliktey

yeriney — y, konuldw@unda Okubo Bigim’i

(Y=Ya)Z'(Y) +YaZ '(y) = (B0+ (Y —Ya) 01+ Ya01)Z(y) (4.62
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yapisinda yeniden yazilabilir. 461 ile verilen serisel yap! bu esgitlikte yerine

konuldwWunda
Z> -yt + Z) +a)yaly—ya) o1z,

(y y)l+aeoz + %y y I+G+1elz

IoMe

+ .Z)Ya(y—YawaelZi (4.63

elde edilir. Burada yerine birinci, gtincl ve besinci toplamlardia- 1), dérduncu
toplamda iséi — 2) yerlestirilirse yukaridaki denklem yeniden ggdaki gibi yazilir

[o0]

;U Fa-Dy-¥a)" Tz + i(i +a)yaly—ya) " 'Zi

(y va) 19100z 1 + ;y ya) 1971017 5

Me

+ Zya(y—ya)”‘"lelzil. (4.69

Bu yapidan, uygun terim ayirmalariyla olusturulan aynstrilerin ve dger terimlerin

bir yanda toplanmasiyla,

;(V—Ya)iw_l[(i-l-a—l)zi1+(i+a) YaZi — 00Zi _1-01Zi 2 —Ya01Zi 1]
1=
+ (@ =1)Ya(y—Ya)? 'Zo— (Y~ Ya)? [B0Z0+Ya81Z0 + Zo — aYaZ1] = 0
(4.6H
esitligine ulasilir. BuradaZ; katsayilariy'den baimsiz olmalari gereldinden
y'nin degisik Uslulerinin katsayilari O olmalidir. Bdylece, turgitliklerin, gercekte
varolmayan eksi altsirasayili bilinmeyenlerin 0 varsaps$iyla tek bir yapida

toplanmasi
[(i+a—-1)Zi_1+ (i+a)yaZi— 60Zi_1—01Zi_2—Yya01Zi_1] =0

Z,=0, i<0 (4.66

denklemini verir. Bu denklemlerin ilki aggdaki yapidadir

ayaZo=0. (4.67)
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Zo # 0 kosullamasindan dolayi bu denkleny, = 0 sayil denklemine esderdir. Bu

nedenley, acilim noktasi 0 olmadik¢a degerinin O olmasi gerekir. Bu durumda,

(4.66) denklemi
[(1—1)Zi_1+1yaZi — 00Zi_1— 01Zi_2 —Ya01Z;_1] =0, (4.68
Zi=0, i<0 (4.69
yapisina burindr. Bu da,
Zo=C, Z1= {yieﬁel] C (4.70

a

baslangic kosullu asagidaki ikinci mertebeden 6zyitigkiyi verecektir

1 1 i—1
Zi= T {914—3790—

a Ya

1
I} Zi_1+ 791Zi,2. 4.7)

Ya

Buradal, birim matrisi,C ise belirsiz bir matrisi simgelemekted@. matrisinin dgeri
verildiginde ¢ozum tektir.4.71) ile verilen yapi baslangig kosullu ve Ug¢ ardigik tefiml
bir 6zyinelemedir. Ug terimli 6zyineleme kuramsal incetderde cok kullanigli
degildir. Yukaridaki incelemelew, sifir olmadikga Okubo Bigimi'nin ¢bziminin
Ya Noktasinda Taylor serisine acilabiihi gostermektedir. Bu d&, merkezli bos
olmayan bir bolgede bu denklemin ¢dzimiunin analitik damagdstermektediry;,
degerlerine ya da noktalarina da denklemin diizgiin noktakmird Elde edilen seri
salty = y, noktasinda yakinsak olup onun disinda iraksayabilir. Bwmhda, geriye

diizglin olmama kuskusu tasiyanykiegeri kalir. Bunlar O ve sonsuz gerleridir.

ya'nin sifir dgerinden Okubo Bicimi'nin ¢ozimlerinin davranislarigigayabilmek
icin (4.66 denklemindey, = 0 alinirsaZ; iceren terim yok olur yalnizc&; 1

ve Z;_» iceren terimler kalir. BoOylece 6zyinelemenin mertebesilek bire duser.
Bir 6zyinelemede bir dgistirgenin bazi dgerlerinin mertebe distirmesi durumunda,
blaylk yapisal dgisiklik yaratildgindan, o dgerler 6zyinelemenin dgstirgesel
tekillikleri olarak nitelendirilirler. Burada sonly, dejerlerinden yalnizca O deri

bu olguya neden olmaktadir. Dolayisigla= 0, (4.66 denkleminin bir dgistirgesel
tekilligidir. ya = O icin (4.66) denkleminde yerinei + 1 yerlestirilirse

[(i+0a)l —80)Zi=01Z;—1, Zi=0, i<O0 @4.72
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elde edilir.i = 0 oldugunda bu denklemin algh yapi
[G| —90]20: 0 (4-73)

bicimindedir. Bu 8y matrisinin izgesel (ing: spectral) sorunu olep ancak ve
ancak@q'in 6zdgjerlerinden birine esit olabilir. Esit oldgunda daZy'in o 6zddéjere
karsilik gelen 6zybneyle bir dgesmez yoneyin dis ¢arpimi olmasi gerekir. Bunun
disinda apacik ¢6zim olafy = O elde edilir ve a belirsiz kalir ki o daZg'in
bastaki sifirdan farkh olma 6ngoérimu ile celigsir. Bosgea'nin artik sifir olmayan
degerler alabildgi ve bu d@erlerin arti tamsayi da olmayabil€gegorilmektedir.
Boyle bir durumda, Okubo Bigimi'nin ¢ozimind@'nin dejerine b@ml olarak
dallanma tekillgi gozlenebilir. Cunkil, tamsayl olmayan tim 6gdder ¢ozimde
dallanma tekillgi yaratirlar. Bu yizdem degerlerinden bazilar dallanma yaratmasa
da,ys = O dgjerine ya da noktasina Okubo Bicimi’nin tekijlidenir. Siradan tirevli
denklemlerde dallanma tekifi yaratan carpanlar disinda igerilen ¢arpan iglevler
yakinsak serilerden olusan yapidaysalar bu tir tekdigidtzgun tekillik (ing: regular
singularity) deniry,; = 0 noktasi Okubo Bigimi’nin bir diizguin tekillik noktasidBu
denklemin dger bir dallanma noktasi dg = o« noktasidir. Bunu acik¢a gorebilmek
icin ya = 1/y,, dondstimuinin yapilmasi yg = 0 noktasinin durumunun incelenmesi

gerekir.

(4.72 sirasayill esitlik, 1.1) sirasayil egitlikle verilen siradan tirevli denklem
Okubo Bicimi’ne donusturuldikten sonya = 0 dolaylarinda seriye acilarak da elde
edilebilir. y; = 0 noktasi denklemin bir tekil noktas! olgundan seri acilimda
terimi kullanilarak olasi dallanmali yapi ¢cozime yansialidir [43]. Z(y) igleviy=0

dolaylarinda seriye acildinda islev ve isleve ait birinci tirev agaaki gibi elde edilir

(o]

Z(y) = Sy*z (4.74
2
2y = 30+ a)y 1z, (4.79
i=

Bu esitlikler olusturulan4.57) sirasayili Okubo Bicimi'nde yerine yaziffinda

(i+o)yt 1z = {—90+ 91] Yz, (4.76
i; oy i; |
bagintisi ve buradan da

%(i +a)y i1z, = %W“—leozi + Z}y‘“’elzi (4.77
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bagintisi elde edilir. (Bu esitliklerde Okubo Bigimi'nin decesi gésterimde kolaylik

salanmasi acisindan kullaniilmamistir). Gerekli dizeelemyapildginda
(al — BoZo)yafl—i— Zl[(l +0a)Zi—00Zi —01Z;_1 yi+a—1 =0 @4.78
i=

esitligine varilir. y"—1 ve y*9-1 terimlerine ait katsayilar sifirlanginda d@al say!

usler serisini olugturad; yoneylerine ait 6zyineli iligki
[(i+a)| —eo]zi =0:Zi_.1, Z.1=0, i>0 4.79

yapisinda elde edilir. 459 sirasayili esitlikte gorilege gibi 6y matrisi tekil

1

bir matristir, tersi alinamaz. Bu matrisin 0Zpeleri sirasiyla 0—=, - ,—m%l

bicimindedir. Dolayisiyla,4.79 sirasayili anlatimda= 0 oldujunda elde edilecek
esitlikten gorilebilecg lUzere a 6zddjerlerden birine esit olmak durumundadir.

Cunki bu denklemdie= 0 olarak segcildjinde denklem,
00Zo = aZo (4.80
biciminde bir 6zdger bulma problemine dénismektedir.
Qo) = [(i+a)-60], @ =6 (4.8
tanimlamalar yapilacak olunursd, 9 sirasayilh esitlik
®o()Zi = @1Zi1 (4.82

biciminde yeniden yazilabilir. Burada ilk 6zdegere esit alindyinda,i > 1 iken

il 0 0
N 1 —AO (I + 1)| - 0
—Am-1 —Ap (I + m)I
ve
Am Am—1 AO
1 0 Anm A
- 4.
(] —l : (4.84
0 0 Am
olmak tzere
002" = 7} (4.89



esitligi elde edilir. Bu denklemin ¢c6ztmunin olabilmesi icin stkdkatsayi matrisinin
timi degerleriicin tersinin alinabiliyor olmasi yeterlidir. Buaksayi matrisinin tersinin
alinabilirliginin dnemli olan yeterlilik kosulug’nin alabilec@i dejerlerin birbirini
artl tamsay! dgisimlerle izlememesidir. &er, sdzgelimik bir arti tamsay! olmak
Uzere,a; ve a1 +k, B¢ matrisinin iki 6zd@eri ise yukaridaki 6zyinelemedeyerine
a1 alindgindai = k icin katsay! matrisi tersi alinamaz duruma gelir. Ancakaolar
6y matrisinin dzd@erleri birbirini arti tamsay! dgsimle izlemezler. Bu durumda,
@, (i) matrisi tersi tum ilgilii degerleri icin alinabilen bir matris oldjundan aggdaki
Ozyineli iligki elde edilir

2\ = o)) 9,2\ (4.80
Bu egitliklerdeZi(al) matrisinde Ustsimgeleme olarak kullaniléen ), denklemlerin
birinci 6zdeer kullanilarak olusturuldjunu gostermektedir. Bu dzyineli iligki @ér
O0zdaerler icin de elde edilmelidir. Her bir Ustelgistirgeye karsilik gelen serisel yapi

digerinden dgrusal bgimsizdir ve ayri ayri birer c6zum olustururlar

Z = oo 0z, j=1-mel (4.87
Elde edilen ¢6zim

Zi = [(a+i)l—80] 101 x-- x[(a+1)l,— 00 *0:1Z¢

= [Ii‘L[(a+i+1—j)|—eo]—1el

]:

Zo, i=1,23-.-  (4.89

biciminde de yazilabilir. Boylece Okubo Bigimi’nin ¢ozim

Z(y) =y* (gy h[(a+i+1—1>l —eorlell)zo (4.89
i= I=

esitligi ile verilebilir. Genel ¢c6zim bunlarin, belirsiz katskayla olusturulan, herhangi
bir dogrusal birlesimidir. D@rusal birlestirimin katsayilarinin belirlenmesi iginek
kosullar gerekir. Bagslangi¢ ya da sinigee kosullari gibi. Burada, ¢carpim simgesinin

ust sinirt alt sinirindan kucgik ise carpinged | olarak alinmaktadir.

Bir sonraki asama Okubo Bigimi'ni olusturan matrislerve Okubo Bigimi'nin
¢b6zimunin yakinsaklik dl¢atlerinin incelenmesi olaagaktiYakinsaklik oélcutleri

yontemin etkinlginin belirlenmesi agisindan oldukca dnemlidir.
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4.3.1 Yéntemin Yakinsaklik Olcitlerinin Incelenmesi

4.3.1.1 Okubo Matrislerinin Yakinsaklik Olciitlerinin Incelenmesi

Okubo Bigimi'nde elde edilen ve acgik yapigt.59 ve @.60 ile verilen 8y ve 0,
matrislerinin boy 6zelliklerini inceleyegiz. (Bu bolimde elde edilen esitlik ve

esitsizliklerin ¢ikarihmlarinin ayrintilari (EK-C)&verilmektedir.)

Bundan sonra yapilacak olan ¢ozuimlemelerde aksi beletikce matris boyu igin
Frobenius boy tanimi kullaniimaktadirp x r tirinde herhangi biA matrisi igin

Frobenius boyug;; matrisin @elerini ve t simgesi de egl@inin devrgini belirtmek

P r
Al = | 5 3 lail?= y/izAtA) (4.90
I=1]=

biciminde verilmektedir [52].

uzere,

Bu bajlamda,f, ve 8; matrislerin boyunu veren Gantilar asgidaki gibidir

|0llF = ﬁ (2 17 D@D ||g> . (49
1611 = g 3.0+ DIAIE. (492

Bu egitliklerdeF altsimgelemesi Frobenius matris boyuna kargilik geleaiki52].
A(t) matrisi analitik bir matris oldgundan aggidaki bainti yazilabilir
, B? .

||Ai|||:<ﬁ, i=0,1,2-. (4.93
Bu bayintidap, bagimsiz dgiskenin yakinsakhk yaricapidir. §er yandarB, A(t)
matris boyunun merkezi sifir noktasinin ¢evresi ofaryaricapli cember igindeki
sinirini vermektedir [53]. 4.93 sirasayili denklem 492 bajintisinda yerine
konulursa aggidaki esitsizlik elde edilir

B? p* (m+1) — (m+42)p?

2
||61||F < (m+ 1)2 (p2_1>2+ pZm(pZ_]_)Z

(4.99

Bu, 81 matrisininp > 1 olduwju sirece tinm dejerleri icin sonlu kalaga anlamina

gelmektedir.
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Simdi 4.91) sirasayili esitlii yeniden gozénine alalim. Bu datidaki toplam iceren
terim ve dger terimOgy matrisinin sirasiyla kdsegen ve kdsegen diglérine karsilik
gelmektedir. Daha iyi bir analiz yapabilmek icin bunlarierhbiri ayri ayri ele
alinabilir. 890 ve 8pp matrislerinin@p matrisinin sirasiyla kogsegen disi ve kdsegen

yapilarina karsilk geldiini distinelim. Bu durumda

L
[800]7 = m_;' 1Am-ill2 (4.95
ve
nm(2m+-1
8007 = % (4.99

esitliklerini yazmak olanaklidir. Burada x n boyutlu birim matrisin Frobenius
boyunun karesinim oldugu gézonine alinmistir. 4(93 sirasayili esitsizlik 4.95

sirasaylli esitlik icinde kullanilirsa

B? 1 0/
(Mt 1)2(p2—1)2 | prm2 TP (mp®—m-—1) (4.97)

esitsizlgine ulagilir. 4.96 ve (4.97) sirasayili bgintilar, uzay genisletme mertebesi

| 800lls <

sonsuza dgru arttikca, kdsegen yapi sinirsiz bir sekilde blyuKdsegen disi yapinin
sifira d@ru yaklastyini gosterir. Uzay genigletme mertebesi arttil@gamatrisi de
kdsegen baskin bir yapiya donismektedir. Bu da seri ¢é@idmederken kullanilan

bagintilarda kolayliklar sglamaktadir.

4.3.1.2 Seri Cozuimiin Yakinsaklik Olcitlerininincelenmesi

Bolim (4.3)'de Okubo Bicimi'ne ait seri ¢b6zimin nasil elddildigine kisaca
deginilmisti. Seri toplamini olusturan bilinmeyen matrislerine ait 6zyineli iligki
O0zdaer sifira esit oldgunda
@o(i)=[il —60], @ =6;, =0 (4.99
olmak Uzere
Qo()Zi = @1Zi_1 (4.99
biciminde elde edilmigg(i) matrisii’in tum arti d&erleri icin tersi alinabilen bir

matris old@yundan

Zi = [@o()] *@1Zi_1, i=1,2--- (4.100



esitligi yazilmisti.  Bu durumdaZy diginda timZ; matrisleri tek bir sekilde

belirlenebilir.

Simdi amacimizZ(y) bilinmeyen matrisinin boyu igin bir blyukluk tanimlamak

olacaktir. Bu bglamdag,(i) matrisini kullanacgiz. Bu matris igin

Jioot) <7 3. w6l = gy > (4.109
esitsizlgi yazilabilir. Bu esitsizliktekil dejeri 8p matrisinin boyunun en kiguk
tamsayi Ust siniridir. Bu esitsizlikte izgesel boy (ingeatral norm) kullaniimistir.
Birim matrisin izgesel boyu 1'e esgittir [52].Izgesel boy, bir matrisin kendisi ile
eslenginin devrginin carpiminin en buyik 6zderinin karekdki alinarak hesaplanir

[54]. (4.100 ve (4.10]) sirasayili bgintilar kullanilarak agadaki esitsizii

1 r(1+1—60l) il
Zill < —— Zi 4l = — Zil,
” I” =j_ HGOH ”¢1H H i 1” r(l—l—l— HGOH) ”¢1H H |H
i— 1141, (4.102
ve buradan da
o ok o k(T (+1—]60) k—I)
Zill < Z 4.10

esitsizlgini yazmak olanaklidir. Bu son esitsizlik Okubo Bicimin y bagimsiz
degiskeninin tim sonlu dgerleri icin, matris cebirsel l@antilara ait bilesenler sonlu
kaldigi slrece, yakinsagiini gosterir. Bu da bize seri ¢ozimde kesme yapabilme

olanaji verir.

4.3.2 Kesme Yaklagtirimlari ve Hata Analizi

Z(y) matris iglevi i¢in as@idaki yaklastirim yazilabilir
P
Zki(y) = ZOyJZj, i=0,12,---. (4.109
]:
Bu bagintiya b@l olarak daX(t),
th=[1tt? .. t"] (4.109
olmak Uzere,

Xii(t) =tTZki(y), i=0,1,2,--- (4.109
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biciminde yazilir. Gozardi edilen terimlerin toplami gézde alinirsa hata teriminin

boyu

IEi(Y)]| = ) i=0,1,2,--- (4.107

> ¥z,
j=1+1
bicimindedir. @.102 sirasayili esitsizlikten esinlenerek hata terimi i¢in

EWI < (gr {32 ‘g‘ﬂ))||cp1||"|y|i>|y|‘+1||zi+1||

J i+1
< (Z)F 2 |+ o]’ M)M 1Zivall
- i i— i y|]
_ (DU Ziall (emw_ZM) (4.109
J

lguff' ! =l

esitsizlgini yazmak olanakhdir. Bu esitsizlikie> | — 1 olduju unutulmamalidir.

4.4 Analitik Cozimii Bilinen Denklem Uretme

icin ¢6zUmU bildgimizi ve bu ¢6zumi UreteceK(t) matrisini bulmak istedjimizi
disunelim. Bu durumda(t) bilindiginden onurt’nin dogal sayi uslileri agiliminin

katsayilari da biliniyor demektir. Yani,
=5 t'X; (4.109
2,0

acilimindakiX; degismezleri (katsayilar) biliniyor demektir. Bu durum¢&.109

denkleminint’ye gore turevi alindjinda

X'(t) = Z)(i + DX 41 (4.110
i=
yazilabilir. X(t)'nin (4.109 denklemindeki acgiliminin yazilabilgini varsaymanin
A(t) icin de ayni tir acihmin yazilabilegai varsaymayi akla getiregai biliyoruz.

DolayisiylaA(t) katsayr matrisi igin agadaki seri acilim yazilabilir
=V tA;. (4.111
2

Bilindigi varsayilanX (t) ¢cozimunu hangh(t) matrisinin Uretecgini aradgimizdan
buradaki A(t) ve dolayisiylaA; degismezleri ya da katsayilari da bilinmeyen
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bayudkltklerdir. Cozum igin ve katsayl matrisi icin 6ngéedlacilimlar denklemde
yerine yazildginda ve gerekli dizenlemeler yapdchda asgidaki 6zyineli iliskinin

elde edildgini (4.1.2) alt bélimiinde gdstermistik
[
(i+1)Xjr1= %ijifj, 1=0,1,2,---. (4.112
=

Buradai = 0 alindginda
AoXo= X1 (4.113

olur veXp = X(0) = | oldugundan
Ao = X1 (4.119

sonucuna ulagihr. Ozyineli iliskide = 1 alindginda, ara islemleri vermeksizin,
asdidaki sonug yazilabilir
A1 =2Xy— X2, (4.119

Bundan sonra yerine 23,4,--- alarak, sirasiylaAz, Az, A4, --- matrislerini
belirlemek olanaklidir. DolayisiylaX(t) i¢in bir yapi varsayip, sonra onu seriye
acmak, sonra da agilim katsayilarindArt)’'nin acilim katsayilarini belirlemek
olanakhdir. Bundan sonra, sanki ¢6zim bilinmiyormus af@) verilmis gibi
varsayip isgormek yeterlidir. Cunkl bizg(t)'nin kendisinden ¢ok serisel acilim
katsayilari gereklidir. Bu katsayilarla evrensel bigingiizmini olusturup aslinda

bilinen X(t) ile karsilastirma yapmak sorunumuzun ¢6zimu olacaktir.

Q tersi alinabilen herhangi birx n tiriinde dgismez matris va (t) ise

2
eVlH‘V?t . 0

At) = : : (4.116
0 . eVanlH‘VZnt2

biciminde verilenn x n turiinde bir matris islev olmak Uzed¢(t)’'nin bu matrisler

tirinden aggdaki bicimde yazilabildjini varsayalim

Xt =Q 1A(1)Q. (4.119)

Bu matrisin tdrevi, yapisinin kolagi nedeniyle, hemen belirlenebilir. Bdylece,

X'(t)X(t)"t carpimimin seri acihmi ileA(t) katsayr matrisinin bilesenleri
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belirlenebilir. Deajisik y dejerleri ve Q matrisleri secilerek dgsik analitik yapilar

uretmek olanaklidir.

Bir sonraki alt bolumde bu sekilde elde edilen yapilar &aoilarak yaklastirim
yontemi ile ilgili sinamalar yapilacaktir. Burada kullem ornekler bir sonraki
bolimde yeniden ele alinacak ve tezde s6zu edilen yaklasingin sayisal

sonugclar karsilastirilacaktir. Bu calismadaki sdymsaplamalar MuPAD betiksel

programlama araci kullanilarak yapilmigtir [55].

4.5 Okubo Bigimi'nin Seri Céziimi ile Elde Edilen Sayisal Sonuclar

Ik sayisal 6rnekte % 2'lik bir tiirevli denklem takimini ele alalimA (t) matrisini

[ 19 35 7
12 B
2 2
3 3 6 6

biciminde secelim. Bu durumda. @) denkleminirt = 0 noktasinda birim matrisi veren
analitik cozumu
2t 2t 2t 2.t
15e 273 —14e7 "2 2le 273 —2ledt2
X(t) = (4.119
2.t 2t 2t 2t
10est2 —10e 1273 15e7 %2 —14e 273
biciminde elde edilmektedir. Analitik ¢c6zim elde edilirk¥(t) matrisinin @.117) ile
verilen yapida olmasi 6ngorulmustir. Baglangi¢ kogilim matrise esitQ ve A (t)
matrisleri ise sirasiyla

4 6 eztta® 0
Q: |: 5 7:| 9 A(t>: 0 eiétilith (4120

biciminde secilmistir.A (t) matrisinin 2 derece ¢okterimlileri dgistirge olarak alan
ustel islev olarak secilmesiyke(t) katsay! iglevinin analitikfji givence altina alinmig
olur. X(t) matrisi @.117 esitligi kullanilarak olusturulur ve daha sonxd(t)X(t)*
carpiminin seri agihmi ilé\(t) katsayr matrisinin bilesenleri belirlenir. Boyleggt)

matrisinin yukarida verilen yapisi belirlenmis olur. Burdmda, bu 6rnekte

A(t) = Ag+tAy (4.129)
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biciminde secilerA(t) katsayi islevindé\g ve A; bilegenleri
~12 —35/2 ~19/2 —14
Ao = . A= (4.122
25/3 73/6 20/3 59/6
biciminde belirlenmis olur. Denkleme uzay genisletmeguiandginda 8y ve 01

matrisleri elde edilir:

0 0 0 0O
0 0 0 0
60 = , (4.123
~12 -35/2 -1 0
| 25/3 73/6 0 —1 |
[ -19/2 -14 —12 -35/2 ]
20/3 59/6 25/3 73/6
01= (4.124

0 0 -19/2 -14

i 0 0 203 596
Uzay genisletme yaklasimina ait seri ¢6zum icin baglakgsulu olanzg matrisi de

{1 0 -12 25/3]T

0 1 —35/2 73/6

Zo= (4.125

biciminde olusturulur. Sekil (4.1)'de uzay genisletiygklastirimi kullanilarak elde
edilen Okubo Bic¢imi’nin seri ¢6zimui ve denklemin analiti@&z€imi verilmektedir.
Yaklastirrm seri agilimdan beg terim alinarak elde ewiim Kargilastirmalarda
[0,3] aralginda hem gercek ¢6zimin hem de sayisal ¢dzimin Frobenjus bo
hesaplanmigtir. Bu c¢izimde en ustteki kesiksiz ¢izgi @ikat6zumin Frobenius
boyunu vermektedir. Kesikli ¢izgiler ise seriden siragiyiden 5’e dek terim alinarak
yapilan kesme yaklastirimlarina karsilik gelmektediu cizimden de anlasilaga
Uzere seriden alinan terim sayisi arttik¢a elde edilenménide etkinlgi artmaktadir.
Ancak cizimde g6zoniinde bulundurulacak bigeli nokta da sifirdan uzaklastikca
etkinligin azaldgidir. Yine de terimden alinan ilk bes terim analitik coZuinidukca
iyi yansitmaktadir. Bu o6rnekte kullanilan Ustel isleviayyuzunl@gu c¢ok buyulk
degildir, bu nedenle yaklastirim bes terimle bile iyi solargvermistir. Ancak yay
uzunlu dajistikge sonuclarin dgsecgini kestirmek ¢ok zor dgldir.
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Analitik Cozum

. Mertebe Kesme Yakl.
. Mertebe Kesme Yakl.
. Mertebe Kesme Yakl.
. Mertebe Kesme Yakl.
. Mertebe Kesme Yakl.

AWNRO

600

200

Cozumiin Frobenius
N
o
o

()
0.0 02 04 06 08 1.0 12 14 16 18 20 22 24 26 28 3.0
Zaman (t)

Sekil 4.1 [0,3] aralginda denklemin analitik ¢c6zimi ve Okubo Bigimi’'nin seri
¢Ozimunun kargilastiriimasi.

Bu drnek igin bir dger karsilastirmal( 1) denkleminin seri ¢6zimu ile ayni denklemin

uzay genisletme uygulanarak Okubo Bigimi'ne donustiaig yapisinin seri ¢ozumu

arasinda yapilabilir.

Bu kargilastirmanin sonuglari Sekil (4.2) ve SekiBjdle verilmektedir.

Analitik C6zum

3. Okubo Kesme Yakl.

3. Seri Cozim Kesme Yakl.
7. Seri Cozum Kesme Yakl.

1200

1000

800

600

400

200

Coziimiin Frobenius Boyu

=
—
=
_—

0
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 3.0

Zaman (t)
Sekil 4.2 [0,3] aralginda denklemin seri ¢6zUmu ve Okubo Bicimi'nin seri
¢OzUumunun karsilastiriimasi (4 ve 8 terimle yaklagt)ri

Sekil (4.2)de, kirmizi kesiksiz ¢izgi analitik ¢ézimergdik gelmektedir. Okubo
Bigcimi’nin seri ¢bziiminden 4 terim alinarak elde edilen lggkirim siyah kesiksiz
cizgi ile, denklemin seri ¢6zimunden 4 terim alinarak eldgea yaklastirrm mavi
kesikli ¢izgi ile verilmektedir. Acik¢a gorildiil gibi Okubo Bigimi’'nin seri ¢6zimi
denklemin seri ¢ozimuine gore ¢ok daha iyi sonu¢ vermekigdit cozimden 8 terim
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@ Analitik Cozum
@ 4. Okubo Kesme Yakl.

4. Seri Cozim Kesme Yakl.
@ 9. Seri C6zum Kesme Yakl.

1200

1000

800

600

400

200

Cozumin Frobenius Boyu

0 = mm T T ﬁ

T

T T T T T T T T T—
00 02 04 06 08 10 1.2 14 16 1.8 20 22 24 26 28 30
Zaman (t)

Sekil 4.3 [0,3] aralginda denklemin seri ¢6zimu ve Okubo Bigimi'nin seri
¢6zimunun kargilagtiriimasi (5 ve 10 terimle yaklagt)r
alindginda (pembe kesikli gizgilerle verilmektedir) ancak, ®&WBicimi’'nin 4 terimli

¢6zUmu ile ayni sonug elde edilmektedir.

Sekil (4.3)'de, kirmizi kesiksiz ¢izgi analitik ¢ozimergdik gelmektedir. Okubo
Bicimi’'nin seri ¢ozimuinden 5 terim alinarak elde edilen lggkrim siyah kesiksiz
cizgi ile, denklemin seri ¢ozimuinden 5 terim alinarak eldéea yaklastirim sari
kesikli cizgi ile verilmektedir. Burada da agik¢a gorigaigibi Okubo Bigimi'nin seri
¢6zUmuU denklemin seri ¢6zimune gore ¢cok daha iyi sonuc Jaadie. Seri cozimden
10 terim alindginda (pembe kesikli cizgilerle verilmektedir) ancak, ®&WBicimi’'nin

5 terimli ¢6zumu ile ayni sonug elde edilmektedir.

Yukarida verilen 6rnekte uzay genisletme mertelmesi 1 olarak secilmistir. Uzay
genisletme mertebesi 1 oldunda seri ¢coziimden alinan terim sayisi Okubo Bigimi’nin
seri ¢oziUmunden alinan terim sayisinin iki kati @dnda ancak, ayni sayisal
sonuglar elde edilmektedir. Benzer sekilde, uzay getngt mertebesn = 2 olarak
secildginde seri ¢bzumden alinan terim sayisi Okubo Bigimi'nin gézumuinden
alinan terim sayisinin 3 kati kadar offitnda sayisal sonuglar birbiriyle cakismaktadir.
Buradan, seri ¢6zimden alinan terim sayisinin, Okubo Bigimseri ¢c6ziminden
alinan terim sayisindam+ 1 kat daha cok oldjunda her iki yéntemin de ayni
sonuglari verdji genel yargisina varilabilir. Bu $ekil (4.4)'te de ganmdktedir.
Sekil (4.4)'te verilen sonuclara bakifiinda denklemin seri ¢6ziminden ve Okubo

Bicimi'nin seri ¢6zimuinden yukarida s6zl edfdgibi uygun sayida terim alinarak
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@ 0. Okubo - 1. Seri Coziim Kesme Yakl. Farki
1. Okubo - 3. Seri Cozum Kesme Yakl. Farki
@ 2. Okubo - 5. Seri Coziim Kesme Yakl. Farki
3. Okubo - 7. Seri Cozim Kesme Yakl. Farki
@ 4. Okubo - 9. Seri C6zim Kesme Yakl. Farki

@ 15e-14 /

p}

£ /

N

8 1.0e-14 /

8 /7° 7

2 5.0e-15 /S

©] s

(0] //

>

Z — =

@ 0.0e+00 ) e — e — 7 ; -

n 0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0
Zaman (t)

Sekil 4.4 [0,3] aralginda denklemin seri ¢dziminiun Okubo Bigimi'nin seri
¢bzimuinden sapmasinin Frobenius boyu.

iki cozUm arasindaki sapma incelenmis ve sifira ¢ok yalageder elde edilmistir.

Ancak kuramsal incelemeler bu sapmalarin tam olarak soinusunu Uretmesini

gerektirmektedir. Buna bir sonraki, uzay genigletme gakkfimindan evrensel bigimin

elde edildgi bolimde yeniden dgnilecektir.
Ikinci 6rnekte (istel terimin yay uzunfu arttirilmis ve bilyiik yay uzunfu icin bir
onceki orn@e benzer denemeler yapiimistir. Bu Kez) katsayl matrisi

—202 — 117 —294 — 168
At) = (4.126
140 +80 204 +115

biciminde secilmektedir. Bu durumdd.(l) denkleminin,t = O noktasinda birim

matrisi veren analitik cozumu
15e—3tz—5t i 14é1t2+3t 21e—3tz—5t . Zle4t+3t
X(t) = (4.127
10°+3 _ 1038 15743 _ 1438

biciminde elde edilmektedir. Baglangic¢ kosulu birim riss egit,Q ve A (t) matrisleri

+4t2
Q:[;‘ S} )«(t):[e3t 5?3@] (4.129

ise sirasiyla

0 e
biciminde secilmigtir. X(t) matrisi yine @.117 esitligi kullanilarak olusturulur ve

daha sonra&’(t)X (t)~* carpiminin seri agihmi ilé\(t) katsay! matrisinin bilesenleri
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belirlenir

_ [ —117 -168 [ =202 —294
A)=AottAL,  Ao= { 80 115} o A= [ 140 204}'
(4.129
Uzay genisletme sonucu elde edil@gve 81 matrisleri ise
| 0 0 [ AL Ag

biciminde olusturulmaktadir. Bu Bantilarda0O ve | matrisleri sirasiyla % 2 boyutlu
sifir matrisine ve ayni boyutlu birim matrise karsilik gektedir.Zg baslangi¢c matrisi

ise acik olarak
Zo=[1 Ao ] (4.13)

bicimindedir. Denklemin analitik cozimd ile Okubo Bigimih seri ¢dzumunden elde
edilen sonuglar Sekil (4.5)'de verilmektedir. Seri ¢ozien yine 1 ile 5 arasinda
terim alinmistir. Yine Frobenius boy hesaplanmig anaakér aralk|0,0.7] olarak

secilmistir. Bu ¢izim igin de Sekil (4.1) ile ayni seylebylenebilir giinkii kesme

@ Analitik Cozum

@ 0. Mertebe Kesme Yakl.
1. Mertebe Kesme Yakl.
2. Mertebe Kesme Yakl.
3. Mertebe Kesme Yakl.

-
@& 4. Mertebe Kesme Yakl.

=
a
o
o

=
o
[}
o

500

COzumun Frobenius Boyu

o
o
of

} } }
T T T T T T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.
Zaman (t)

Sekil 4.5 [0,0.7] aralginda denklemin analitik ¢6zimi ve Okubo Bigimi'nin seri
¢6zumunun karsilastiriimasi.

yaklastirimlarinin davranisi bu ¢gizimle benzerliklégistermektedir. Ancak, bu kdz
icin secilen aralik 6ncekinden daha dar bir araliktir. Yayni kesme yaklastiranlari
ile elde edilen sonuglarin etkigfinin azaldgi gézlemlenmektedir]0, 3] aralgi igin

elde edilen sonugcldb,0.7] aralgi icin elde edilen sonuclarla hemen hemen aynidir.
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4.6 Uzay Genigletme Kavrami ile Evrensel Bigimin Elde Edinesi

(4.57) ile verilen Okubo Bigimi, Bolim (4.3)'de incelenmis ve bankleminy = 0’daki
serisel agihminda bir tekilijin s6z konusu oldyu belirtiimistir. Bu tekilligin tarind
daha 6nce de belirtildi gibi 8y matrisinin 6zdgerleri betimler. Ker bu 6zdgerler
sifir ya da arti tamsay! ise ¢d6zimde dallanma teiliéz konusu olmaz. Buna
karsin, tamsay! olmayan tim oZpeler ¢c6zimde bir dallanma tekdii yaratirlar.
Okubo Bigimi'nde olusar@p matrisinin 6zdgerleri tamsayi olmadiklarindan Okubo
Bicimi’nin seri ¢cbziiminde dallanma tekillikleri ile kaftgsilmaktadir. Biraz daha
ayrintih agiklamak igin 4.57) ile verilen Okubo Bigimi'nin seri ¢6zimuand yeniden
ele alalim. Seri ¢6zim ve bu ¢6zUmin agik yapisgatski gibi verilebilir

Z(y) = ;yimzi

= VIZo+ Y TZ 4y 2754 (4.132

Okubo Bigimi'ni olusturan matrislerin yapisindan dolaym uzay genisletme

mertebesini belirtmek Gzere degeri Q—m%l,--- ,—m%l olarak secilmektedir. Bu

durumda dgisik m dejerleri icin asgida sirasayilandirilan esitlikler elde edilebilir:

1. m= 1isey = t? olarak segilir ve her bior dejeri icin

a=0 = Z(y)=Zo+YyZ1+YZo+ -

1 1
a=-3 = Z<y>=7yzo+fyzl+ﬁzz+m
(4.133
esitlikleri elde edilir.
2. m= 2 isey = t3 olarak secilir ve yine her bigr dejeri igin
a=0 = Z(y)=Zo+YZ1+Y Zo+
— } _i 3/\,2 3
a=-3 = Z(y)—wzo+ﬂzl+ﬁzz+
2 1 3
(4.139

esitlikleri elde edilir.
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Bu esitliklerden de gorildiil gibi Okubo Bigimi'nin seri ¢6zimi karsimiza sonlu
sayida Riemann yapga iceren dallanma tekilliklerini ¢cikarmaktadir. 4.033 ile
verilen esitliklerin ikincisinde ¢ = —%’ye ait olan), t = y% islevine ait Riemann
ylzeyinin 2 yaprakh olaga gorulir. @.1349 ile verilen esitliklerin ikincisinde § =
—%’e ait olan),t = y% islevine ait Riemann ylzeyinin 3 yaprakli ol@eadrular. Bu

sOylenen Ozelliklerden dolayi= 0 noktasi bir dallanma noktasidir.

Matris katsayili birinci mertebeden siradan tirevli denklerde uzay genigletme
yontemiyle evrensellestirmeye geciithde elde edilen Okubo Bigimi’nin
c6zumlerinde sonlu sayida Riemann ya&piigeren dallanma tekifiyle karsilasilir ve
bu nedenle Okubo Bigimi’'nin seri ¢ozumu karmagik duzlerRasmann yapraklarini
kullanmayi gerektirir.  Bundan kacinmak icin bu bdliumde kdem sisteminin
bagimsiz d@giskeni yerine yeni bir bimsiz dgiskenin Riemann yaprak sayisina

esd@er Uslusi kullanilarak yeni bir bigim olusturma yolunditgicektir.

(1.2 ile verilen turevli denklemin ¢6zimunin
X(t) = %tixi (4.139
i=

biciminde seriye acilabilegesdylenmisti. Bu seri agilim kullanilarak uzay genigie
yaklasimina yeni bir anlatim getirilebilir.n x n’lik bir Y(y) matrisini g6zénine
alalim. Bu matrisit™'in tsluleri tiiriinden seriye acilabiliini varsayalim. 4.139

esitligini yeni tanimlanary; matrislerini kullanarak
m .
X(®) = 3 tVily) (4.139
i=

biciminde yazalim. Bu durumd#(t) matrisinin tirevi yeni tanimlana¥(y) matrisi
kullanilarak
m

X'(t) = iit‘—lYi(y) +it‘¥i "(y) = _%ti_l [iYi(y) +tYi'(y)] (4.137

| 1=
biciminde yazilabilir.  Simdi deA(t)X(t) carpimi gdzonune alinir ve gerekli
duzenlemeler yapilirsa

m

i
ZOA]Yi—j(yHtm+1 > AjYiimej(y)
1= j=1+1
(4139
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esitligi elde edilir. ¢.137 denkleminin sg yanit’nin, —1 vemarasindaki, bu dgerler
de icerilmek Uzere, Usluleri ile ¢carpilmmg+ 2 dajisik terimden olusmaktadir. (Bu
carpanlarin étesinde tum teriml&fYin tslileri turiinden yazilabilirler.) 4.139
denklemi iset’nin O ile 2m+ 1 arasindaki ayri uslulerini icerenn2+ 2 adet
terimden olusmaktadir. Bu denklemlerin olustujdubilinmeyen matris sayisi ise
m+ 1'dir. Bu dajisiklik t™ vet~! iceren terimlerin tamamen gansiz olmamasindan
kaynaklanmaktadit™, t™1 ve t—Yin carpimi olarak yazilabilmektedir. Bu durumda
ya t™ ya dat~! dejerinin tek basina kullaniimasi daha uygun olacaktir. aBar
t~1 dejerini tek basina kullanmayi secerek ilerleygize Bunu gergeklestirmek
icin, (4.138 esitliginin sa yanindaki i¢ toplamin = m oldugunda yok oldgu da
g6zonunde bulundurularak, degiskeninin m'e egit old@u terim denklemde ayri

tutularak yazilir. Bu durumdat(138 sirasayil bginti

(iitiAi> <i§atiYi(y)> - tljitmlAiij(y)

m-1 | i m
+ ST AYL W™ S A Yiimea—j(y)
2" 2, 2,

(4.139

biciminde yeniden yazilabilir4.137 ve (4.139 sirasayili bgintilarin birlesimi

5.6 L V) +1Y 0)] < S A Y )
= ]=
m-1 i m
- i;t' j;)AjYi—j(y)+tm+1j:|Z+lAjYi+m+1j(Y)] =0

(4.140

bagintisini Uretir. Bu bauintida sg yandaki son toplam teriminin simgeleméesgerine

i — 1 olacak sekilde @@nti yeniden dizenlenirse

m
t | tYo'(y) - Zot”‘“Aijj(y)]
]:
m i—1 m
+th'1 Yi(y)+tYi'(y) — Z)AjYi—j—l(Y)—tmlejYwmj(y) =0
1= = =1
(4.14))
sonucuna ulagilir. Bdylece, s6z konusu b@iba, t=1, t0 ..., t™1 carpanlarini

iceren vem+ 1 terimden olusan yapiya donusturalir. Burada belirgimrbeyenleri
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saptamak icin agadaki denklemler olusturulabilir. Bu durumda
m
tYo'(y) - Zot”“Aijj(y) =0
]:

m
iYi(y)+tYi/( ZOA iYiejoa(y tm+1ZAjYi+m_j(y):O (4.142)
J=1

bicimindeki denklem takimi elde edilir. ~Bu denklem takimeetinde bazi

duzenlemeler yapilacak olunursa bu kez denklem takimi

1' ! .
Yi ,(y>:__Y ZOA YI i— 1 +t ZA Y|+m_ |:O,l,...,m

(4.143

bicimine donlgsur. Bu denklem takimini daha tikiz bir yapydzmak olanaklidiZ (t)

bilinmeyenY; matrislerinden olusan ve acik yapisi
Z(t)=[Yo) - Ym¥)]' (4.149

biciminde verilen, geleri yine matrisler olan bir matris olmak tzedeX43 sirasayili

denklem takimi
Z'(t)= Heoﬂmel] Z(t) (4.149

yapisinda yeniden yazilmig olur. Bughatidaki@g ve 81 matrislerinin acik yapisi ise

[0 0 0 0 1
Ao —I 0 . 0
6= A Ay -2 0 , (4.149
[ Am1 - Az Ap —ml |
T Am Ami - - Ag ]
0 Am Ama1 -+ A
6,=| 0 0 . .o (4.147)
| 0 0 Anm

bicimindedir.
Burada 8 ve 01, t'den baimsiz olan(m+ 1)n x (m+ 1)n turinde katsay!
matrislerini, Z(t) ise (m+ 1)n x n tiriinde bilinmeyen matrisi gostermektedim
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ise, genel bir arti tamsay! olarak distintlmesine kagshnda, yukarida sézi edilen
uzay genisletme eyleminden geligdide giindeme gelen Riemann yaprak sayisinin

bir eklenmigini gostermektedir.

(4.145 evrensel denklemindek®y ve 01 matrisleri birlikte kdsegenlestirilebilen
yapidaysalar (bu yapinin varolabilmesi i@ ve 8; matrislerinin dgistirimli (ing:
commutative) olmasi gerek ve yeter bir kosulddi(t) matrisinin Gzerinde uygun
bir matrisle gerceklestirilecek bir donlistiimle taninalaryeni matris geleri Gizerinde
ayrisik siradan turevli denklemler olusturulabilir velarin birinci kerteden olmalari
¢bzumlerin bazi timlevler tiriinden yazilmasina olanak.vM8u durum, bir anlamda,
apacik gibi nitelendirilebilecek yapidadir ve burada imd durulmasina gerek
gorilmemektedir. Bu nedenle, buradk, ve 81 matrislerinin dgistirimli olmadiklari

varsaylimaktadir.

(4.145 denklemindeki tum buydkltklerin yalnizca gercel geeer icerdikleri
varsayllmaktadir. Gergel yapi i¢in elde edilecek yapilarnkasik sayili yapilara

kolayca genisletilebilir.

4.7 Evrensel Bigimin Seri CozUmi

Asagida verilen seri acilim4(149 sirasayisi ile verilen evrensel yapinin ¢ézimdi

olarak ongorulebilir
Z(t)= Z}t(mﬂﬁwzi. (4.148
i=

(4.145 denkleminint = 0 noktasinda tekil§i oldugundana dejeri de denkleme
eklenmistir. Bu denklemdeld; katsayilart’den bayimsiz(m+ 1)n x n’lik bilinmeyen

matrislerdir. 4.148 seri aciliminin turevi

(o]

Z'(t)= Z)((m+ 1)i 4 a)tmDi+a—1z, (4.149

i=
biciminde verilebilir. Bu seri acihm ve seri acilimin tirnre(4.145 denkleminde

kullanildiginda

) . 1 00 .
m+1)i + a)t(MVita-1z. _ ~|g 5 t(ml)itaz.
iZE (( )i+a) i : |§ i

[ee]

+ tMe, %t(m+l)‘+“2i] (4.150
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elde edilir.t degiskenine bgl olarak gerekli dizenlemeler yapiganda denklem

(al —6g) Zot* 1 4 Zl[((m+ 1)i+0a)Zi — 00Zi — 0,Z;_1]t(MDi+a-1_ g
i=

(4.151)

yapisina donusir. Bu Bantida,t®—1 ve t(MDi+a—1 terimlerinin katsayilari ayri ayri

sifira esitlendyinde
[((m+l>l+a)l _GO]Zi = 9121_1, [ 2071727"' (4152

bicimindeki iki terimli 6zyineli iliski elde edilir. Bu deklemdeZ _; 6zdes olarak sifira

esittir. Bu 6zyineli iliskinin ilk terimi 8y matrisine ait 6zdger denklemini verir
[G| —90]20:0. (4.153

Bu daa dejerlerinin 8¢ matrisinin 6zdgerlerine karsilik geldjini gdsterir [1]. 8¢
matrisi 6bek yapida bir matris oldundan ve késegen 6bekldribirim matrisi ile
orantili oldugundan, bu matrisin 6z@erleri sirasiyla 0-1,--- , —m biciminde olusan
oransallik katsayilarina egittir ve her bimi kathidir. Bu 6zd@erlerin cebirsel ve
geometrik katliliklari birbirlerine esit oldjundan her bir 6zdgere karsilik gelen
birbirinden d@rusal b&msiz 6zydney bulunabilir [47]. Birbirinden gousal
bagimsiz 6zydneylerin bulunabiliyor olmasi seri ¢éziminkabir sekilde elde
edilmesinde kolaylik glamaktadir. Bu durum goézéniinde bulundurgdnda 4.152
denkleminin sol yanindaki matris, tim arti tanimh (ing:spive definite)i dejerleri

icin tersi alinabilen bir matristir. Bu da bize 6zyineligkinin
Zi=[((m+2)i+a)l —60] *0:1Zi-1, i=12.. (4.154

bicimindeki yeni yapisini verir. Bu denklemdf_1 matrisinin dgerleri 6zyineli
iliskiye uygun bir sekilde yerine konuldunda
i—1
Zi= [I'L[((m+1)(i — ) +a)l—8p] 710120, i=12.. (4159
]:
esitligi elde edilir. Bu sonug biz&( herhangi bir sekilde belirlendinde ¢ézimiin tek

olacaini gosterir. Bu amacla dncelikle

Zo=1[Z00 .- Zom]" (4.156
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tanimlamasini yapabiliriz. 4152 sirasayili denklemde, —m ile O arasinda, sinir
degerleri de icerilmek Gizere, herhangi birge esit olarak secilginde, sézgelimi bu
dejerinmy oldugu distinildginde,m'den kiigukj degerleri igin,Zo m, istede bali

kalmak kosuluyla tiinZ o ; matrisleri sifira esit olacaktir. Bu igie bali olarak segilen
matrisin deC ile simgelendjini ve tum sifirdan farkl bilesenlerin en@adaki ¢carpan

oldugunu varsayalim. Sozgelimi, = 0 oldujunda

1

Zoo=C, Zo1=AoC, Zoo= > (A%-I—Al) C, (4.159

esitlikleri yazilabilir. Bu b@intilar daha genel bir sekilde yazilacak olunursa

i—1
1 Zoj = Z)Ai_,-_lz()J, i=0,1,..m, (4.158
=

Ozyineli iligkisi elde edilir. Bu 6zyineli iliski {.1) denkleminin seri ¢bzimunde elde
edilen katsayilar arasindaki 6zyineli iligkinin itk+ 1 terimi ile eglesir. Bu durumda
Zo 0 matrisinin (L.1) denkleminin baglangi¢ kogulu olamatrisine esit oldgu goralur.
Boylece,Zo matrisininn x n’lik 6bek 6geleri (L.1) denkleminin Maclaurin seri agilimi
ile elde edilen ¢oziim katsayilarina karsilik gelmekteddu da T (t)TZ(t) matris
islevinin

T =[1tl -t T (4.159
olmak Uzerea = 0 iken (L.1) denkleminin ¢6zUmu oldyunu géstermektedir. TUm
bunlar gdézoninde bulunduruldunda a’nin yalnizca sifira esit oldyu durumun
incelenmesi 4.145 ile verilen evrensel matris turevli denklemin ¢6zUmu igin
yeterlidir. Ancak bu, baglangic matrigip'in bilegenlerininZgg = | ile birlikte
(4.158 sirasayili denklemi $gadg1 zaman gegcerlidir. X(t) matrisi n x n boyutlu
bir matris iken, Z(t) matrisi (m+ 1)n x n boyutlu bir matristir. Bunun anlami
(4.149 sirasayil denklemin uzayi1(l) denkleminin uzayindam-+ 1 kez daha gok
6geden olusmaktadir. Bu genellestirme ve evrenseliegtsiireci “Uzay Genisletme”
olarak adlandiriimaktadir [10, 11]. Uzay genisletme wgkininin en 6nemli artisi
seri ¢cozimden gelen Ozyineli iliskideki terim sayisinieftebesi yerel olmayanlar
da icerilmek Uzere) iki terime indirgiyor olmasidir [56,]57 (4.149 ile verilen
turevli denklem “Evrensel Bigim (ing: Universalized Forho)arak adlandiriimaktadir

[56, 57]. Elde edilen evrensel yapi da Okubo Bicimi'nde @duwibi tekillikleri
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acisindan incelenebilir. Bu Gemda, evrensel yapinid.(48 sirasayil esitlyi ile

verilen seri ¢c6zUmu ve bu ¢ozimin acik yapisi yeniden abalilir
Z(t) = t(m+1)i+orzi
2
— taZO+t(m+1)+azl+t2(m+1)+azz+_‘_ ) (4160

Evrensel bicimi olusturan matrislerin yapisindan dolaykez,myine uzay genisletme
mertebesini belirtmek Uzereq dejeri 0,—1,---,—m olarak secilmektedir. Bu

durumda dgisik m dejerleri icin asgidaki esitlikler elde edilebilir:

m=lise:
a=0 = Z(t)=Zo+t?Z1+t*Zo+--
1
a=-1 = Z(t)Zon+t21+t322+-~-
1
a=-2 = Z(t)zt—220+21+t222+-~-
(4.16))
m=2ise
a=0 = Z(t)=Zo+t321+t%Z5+--
1
a=-1 = Z(t):fzo+tzzl+t5zz+---
1
a=-2 = Z(t)zt—zzo+t21+t4zz+~-~
(4.162

(4.160) ve (4.162 ile verilen esitliklerde kutup tekillikleri olusmaktiar ve bu
tur tekillikler cozimde dallanma tekilliklerince yaratiilen tirden olumsuzluklar
olusturmazlar. Okubo Bicimi'nde elde edilen tekilliklelallanma tekillikleriydi.
Dallanma tekillikleri, her zaman, olanak varsa, kacinikmsienen olgulardir. Nedeni
de karmasgik dizlemde ve Riemann yapraklariyla calismekgemeleridir. Burada

tekillik degil de tekillik tir bizi bu yonde bir ayirim yapmaya itmiist

Bir sonraki asama, Okubo Bicimi'ndekine benzer bicimdeyrehsel Bigim'in

¢6zUmunin yakinsaklik élgutlerinin incelenmesi olaaakti

54



4.7.1 Yéntemin Yakinsaklik Olcitlerinin Incelenmesi

(4.149 ile verilen siradan turevli matris katsayil turevli déskin tek sonlu tekil
noktasit = 0 noktasidir. Bu durumda = O noktasindaki seri ¢ozim, karmasik
sayl duzleminde merkezi sifir noktasi olan bir cember igirydkinsak olacaktir.
Yontemin etkin bir yéntem olabilmesi i¢cin en 6nemli koswdkynsaklik kosuludur.
Bu nedenle yontemin yakinsaklik durumunun incelenmesiagakimin nitelgini
belirlemek acisindan oldukga 6nemlidir. Bu amagla, Oké=l(4.148 sirasayili
denklem ile incelemelerimize baglayabiliriz. Bu denkierher iki yaninin boyunu

alacak olursak
nza>ns,§;nﬁm+””“nzn| (4.163
1=

esitsizlgini elde ederiz [54]. Bir carpimin boyu, onu olusturanpgariarin ayri ayri

boylarinin carpimina esit ya da bu ¢arpimdan kicuktirsaidwllanilarak [52]
1Zil < [[((m+ 2)i+a) —80] 0| [1Ziall,  i=12... (4164

esitsizlgini yazmak olanaklidir. Amacimiz, bu esitsgih s& yanindaki ilk boy
carpaninin daha kolay bir anlatimini bulmaktir. Bu amaglave —L o sirasiyla 6bek

kosegen ve kdsegen digi bolumlere karsilik gelmekdizer
L=[((m+1)i+a)l—8g]=Lp—Lo, (4.169

denkligi tanimlanabilir. Bu bgintida eksi isaretini kullangimiz icin, Lo, B9
matrisinin sifir kdsegen Obekler de icerilmek Uzere, gljensel bolimine karsilik
gelmektedir. Boylece.p, j. bileseni, j =1, 2,---,m olmak Ulzere, kdsegeni

((m+1)i+ o+ j—1)I bicimindeki 6beklerden olusan matris yapisindadir. Bu da

[((m+1)i+a)l —80) 161 = [Lp—Lo] '61
= [I-Lgo] 'Lty

[ee]

- Z)[LDlLo]kLDlel (4.166
k=

yazilmasini olanakli kilar. BuradaglLo carpiminin kdsegeninde sifir 8bek matrisleri
olan alt i¢ggensel 6bek matris olmasi 6Zglkullanildiginda bu toplamim'den byutk
olan tum Usleri 6zdes olarak sifira egit olmaktadir
[((M+1)i+a)l —8p] 101 = kg [LglLo}"Lglel. (4.167)
=0
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Yukaridaki b&intinin sg yanindaki son anlatim

m

_ Kk, _ AL Ky, —
> [Lo'Lo] Lp'01 < Y [lLp'Lol| [|Lo"64]]
k=0 k=0
1— Lill_o mH-1 B
- 1ﬂ HDLalL’LH HLDlelH (4.169

biciminde yeniden yazilabilir. Buradan da

1-|Lp'o|™”
1-|Lp'Lol

|1+ 2)i+ @)~ 60] H64 < IL5%:] @169

esitsizlgini yazmak olanakhdir. L51 matris isleci isleneninin (ing: operand)

satir blgunu, j = 1,2,--- . m+ 1 olmak uzere(m+ 1)i+ a + j — 1 deerinin
tersi ile carpmaktadir. Bu yapi gézéninde bulundurulupaywaki b@intida turla

diizenlemeler yapilacak olunursa

1
1
ILo™boll < e

_ 1
ILoll, HLDlelugmHelu (4.170

egitsizlikleri elde edilebilir. Bu esitsizliklerde = 0 olarak alinabilir, ¢inkli 6nceki
bélimde yalnizca bu durumun incelenmesinin yeterli dawssOylemistik. 4.170 ile
elde edilen egitsizlikler hata sinirlarini tanimlamaik igullanilacaktir. Bu durumda,
yukaridaki esitsizfiin ilk teriminde kullanilani degeri icin, @.170Q'de verilen ilk
esitsizlgin 1'den kicuk olmasini ggayacak,iys ile isimlendirec@imiz bir alt sinir

tanimlamak olanakhdir. Bu alt sinir,
las > —— (4.179)
biciminde verilebilir. @.170 ve @4.171) sirasayili egitsizlikler,4.169 ile birlikte
kullanildiginda
|[((m+Di+ )1~ 66] *8]| < [(m+2)i - Loll] 6], > ias
(4.172

esitsizlgi elde edilir. Bu esitsizlik4.164 denklemine

0 1
1zif < 18l

m+1m"zl—l”a I :|as+1,|as+2,... (4173

biciminde yansitilabilir. Bu iliski 4.145 denkleminin seri ¢ézimunun yakinsaklik

yarigapinin sonsuz oldunu gosterir.
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4.7.2 Kesme Yaklastirimlari ve Hata Analizi

Bu bolimde seride yapilacak olan kesme dizeyinglhbalarak hata analizi

yapilacaktir. Bu amacla
X)) =Tt) Zki(t), 1=0,1,2,.. (4.174
tanimlamasi yapilabilirr = 0 olduju da gbzonunde bulundurulurda ; matrisi igin
Zy it Z)t (m+1)iz;, i=0,1,2,... (4.179

yazmak olanakhidir. Xy i(t) ve Zg(t) matrisleri sirasiyla {.1) ve (4.149
denklemlerine ait X Kesme Yaklastirimlari” olarak adlandirilabilir. Bu bahdleki
amacimiz bu bilegenler igin hata kestirimleri yapmakw amacla dncelikle4.145

denkleminin ¢oziimiine odaklanilacaktir. Bu durumidadata Kestirimi”

Eit)=Z(t)-Zkit) = Y tmiz, i=0,1,2,... (4.176
j=1+1

biciminde tanimlanabilir. Bu kantida dnceki bolimde tanimlanag dejerinden
daha biuyuk olamdegerleri icin inceleme yapilabilir. Clnk bu gerler icin boy sinir
¢6zumlemesi yapmak ¢ok karmasikgddir. iz degerinden kicik olam degerleri
icinse hata terimi sonlu ve sonlu olmayan bélimlere ayilitalBu durumda sonsuz
toplami’nin yalnizcaizsden blyuk olan dgerlerine karsilik gelmektedir. Bu durumda
hata analizi yapmak icin yalnizéa> izs durumunu incelemek yeterlidir. Ayrica hata
analizindet’'nin yalnizca gercel sayi oldu durumlar gézéninde bulundurulacak ve
aralik uzunlgu istgge bal olmak uzere|0, ey aralginda bulundgu varsayilacaktir.
Bu durumda4.179 denkligi kullanilarak

(o]

I|Ei(t Z t(m+1)] i =iagiast1,... (4.177)
esitsizlgi yazilabilir. @.173 esitsizlgi de
1164 1 o o
H ]H— m+1j H ] 1” J:|+1,|+2,, |:|as,|as+1,... (4178

biciminde yeniden yazilabilir ve bu Gantidaj Gzerinde diizenleme yapllirsa

j6u) " 1
H ]H — (m_|_ 1)j_i_1(j —|>| ||Zi+1||7
J:|+1,|+2,, |:|as,|as+1, (4179

57



biciminde yeniden yazilir. Bu sonu@.( 77 denkleminde yerine konulurvig j +i+1

ile degistirilirse
01 1
E: (t < tm—i—l ]+|+1 ‘ i 7
] < zo SIS VL
[[64] L
(m+1) Hu;ﬁ”t ] (emil e 1) . i=laglast1...

(4.180

esitsizlgi elde edilir. Bu bginti,t ve/veyaf, matrisinin boyu arttikca, kesme hatasinin
artac@ini gostermektedir. [dier yandanj’'nin blyuk deerleri ||Zi11|| boy deeri

i! degerinin tersi gibi davrandindan hatalar kigultir. Elde edilen bu anlatimin
daha kullanigh bir yapisini elde edebilmek icthX73 sirasayili egitsizlikte yerine

j konulur vei,s dejeri de bu denklemde kullanilirsa

164] 1

12 JH—erlj H j—1f, i=i+1i+2,.., i=iasias+1... (4.18)

elde edilir ve bir adim ilerlenecek olunursa

102 (i +1—iag)!
H JH m+1)] i—1 (j_ias) ” I+1”
j=14+1i42,.., i=iaslast+1,... (4.182

bagintisina ulagilir. Bu sonucud.(L77'de yerine konulmasiyla vé yerine j +i+1

yerlestiriimesiile

- 6 H (i+1—ia9)!
: < (M+1)(j+i+1) 161 .

—

8

_ (MH+1)(j+i+1) ||91|| (i+1—ias)! _

AN Z ), i =l last 1. (4.183

[l
=

esitsizlgi elde edilir.  Beta iglevinin timlev gdsterilimi (EK-A) ub anlatimda

kullanilirsa

(i+1—ias)! / L(1— )+t
- droi- a 4.18
(i+1—ias+]) (j—1 o ( )

58



bagintisi yazilabilir [58]. Bu da

gt(erl) j+i+1) ”elH (i+1—ig)!

2, (m+ 1)1 (j+i+ 1 nas> Zrsal
Z m+1 Y(j+i+1) (JL—:UL J_ / d.[.[] 1 |+1 Ias||Zi+l||
181]] (mi1yi+2) / 1 16y tmYig]
— . 1_ as .
H I+1” (m+ 1)t 0 dT( T) J; (m+ 1)] J|
(7 161/ (min)i42) [*qriq  yitloiasalelimets
0

yazilmasina olanak gtr. (4.185 bagintisinda, en salaki timlevdet yerine
™1 /m+ 1 yazilirsa

1 . . 0
/ d.[(l_ T)|+1—|ase—|l‘,.n_&]‘_|tm+l'[
0

tm-‘rl

= (m_|— 1)t_(m+1)(i+2—ias) / d.”.m (tm+1 N Tm+1)i+1*iase%rm+l
0
(4.189
elde edilir. Bunun4.185 bagintisinda kullaniimasiyla

gt(wl j+i+1) ||91|| (I+1_Ias>l ” . 1”
4 (M+D)I (j+i+1—igg)! "'

00 0 1 - Coa
=y e e a0z

Ml : _

[ 1—igs 101l

= ||Zi+l|| ||91||t(m+1)las/ drt™ (tm+1_ Tm+1)|+ Iasem+11 Tl
0

(4.187)

esitligi ve buradan da

tm+l

[ i+1—ias 1101l ;m
B < [Zieal 15t [0 ram (gmd - gmi) e

MDY 70 =g iast L. (4.189

esitsizlgi elde edilir. Bu hata kestiriminin timlev gdésterilimidir Bu anlatimi

batunuyle cebirsel olarak yazmak olanaklidir.

59



Bu anlatim cebirsel olarak

it(mﬂ j+i+1) 16" (i+1—ias)!

2, (07 i+ 1= gt
(Mot 1) es oy 6]t
= (i+1—ia) | Zisall ==t a - —
A i_ig_ias(m‘*‘l)‘ j!
. . m+ 1)i+1-las -
= (i 1 ag) 23 D e
[[Bf[ 75
lOaflymia Hitas | @q ) t(MHL)]
X (em+1 — 2 Ml ] (4.189

biciminde verilebilir. Eer x ile simgelenecek ve

_ (i+1)! |t .
Xi(t) = = <et—j;ﬂ>, i=0,12,.. (4.190

biciminde tanimlanacak islev kullanilacak olunurda@9 bajintisi

gt(m—ﬁ—l j+i+1) ”91” <|+1_Ias)' || ) 1”
4 M+ 1) (j+itdl—ig """

164 tmH+2 (HGlH (m+1
+

= ||Zi . .

) (4.19)

yapisina dénustr. Bu son anlatithi83 bajintisi ile birlikte kullanildginda
64| timu+2) 181[} ;2
IBOI < 12l g g e (e pt
MDD 1z, i =lasias+1... (4.192

esitsizlgini verir. x iglevlerinin yapisina bakildinda, dgiskenleri sifira gittikge
bu islevlerin 1'e yaklastiklari gordlur. Bu da, donimcul bir dgerden kiguk
kaldigi stirece 6ngorilen bir doulugun elde edilebiled@ni gostermektedir.t’nin
donumcul denilecek dgeri ise 81 matrisinin boyunun tersi ile,(m+ 1)’in ise
kendisiyle orantilidir. Bu iki bilesen evrensellestenin basinda sabitlenir, boylece
her 6ngorilmis dgruluk ancak bu dgruluga bal olan bir aralikta ¢aligilarak elde

edilebilir.

Simdiye kadar olan anlatimlarda uzay genigletme mesiehg) cokterimli islevinin
derecesine esit, yaniolarak secildi. Bu dgismez seciminy islevinin dajistirgeninin

blyukligunin esnekdjini kisitladgi gérulmektedir.
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4.8 Yuksek Mertebeli Uzay Genisletme

Uzay genigletme mertebesi(t) katsayr matris islevinin derecesinden daha buyuk
secilebilir ve x islevi Uzerindeki yukarida sozu edilen kisitlama bu kgkki

kaldinlabilir. Bu amaglaA(t) cokterimlisininmgen > molmak tizere

Mgen
A(t) = %t‘Ai (4.193

biciminde old@u varsayilabilir. Bu bgintii = m+1,--- ,mgeniken
Ai=0 (4.199

denkligini sejlamaktadir. {.1) denkleminint'nin (mgen+1). Ussi kullanilarak uzay

genigletme yaklagimi ile evrensellestiriimesi durunta

z'(t) = %eg”‘ge”) +tMoeng "o | 7 (¢) (4.195

denklemi elde edilir. Bu e@tliktel@éﬁbe”) ve 9(1%6”) matrislerinin agik yapisi sirasiyla

0 0 o0 0 0 0
Ao -1 0 0 0 0
A1 Ag -2 . 0 0 0
(mgen) _ : S - : : - .
%=1 Any o AL A m 0 .0 (4.199
Am - AL Ag  —(m+1l 0
L Amgen-1 = Am  Am1 A1 Ao —Mged |
[ Amgen  Amgen-1 Amt1 Am Am-1 Ao
Amgen Amgen*l Ami1 Am Am-1 A1
0 0 Amgen
e(lmgen) - Amgen  Amgen-1 Ami1 Am (4.199)
Amgen E Amy1
' Amgenfl
0 : 0 An‘gen d

bicimindedir. Bé”be”) ve 6(1%9”) matrisleri (Mgen + 1)n x (Mgen+ 1)n tlriinde
matrislerken,Z(t) matrisi (mgen+ 1)n x n tdriinde bir matristir. Bagka bir deyigle

stylenecek olursa matrislerin boyutlari artmlgteé"be”) ve 0(1%9”) matrisleri yine
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siraslyla alt ve Ust U¢ggensel matrislerdir. Ancak bu ﬁ?e”) matrisinin kdsegenine
paralel olan alt kdsegenler sifir matrisleri icerir. Kggn butinuyle sifir olmagi
halde mgen— m adet alt komsusu sifirdir. Benzer bir dururﬁ%mge”) matrisinde de
rastlanir. Bu matrise ait tek sifirdan@gik olan 6bek,01 6bek matrisine esit olan en
st s@ Obektir. Bu sifirlanma durumu bir¢ok seyi kolaylastaktadir. 6(1%8”) ve 01
matrislerinin Frobenius boylari da birbirlerine egittiBu durumda 6nceki bolimde
yapilan hata ¢oziimlemesi yeniden ele algmada bu kezmgen biiyldikce hatanin
azaldgi gézlemlenmektedireénbe”) matrisinin seyreklik (ing: sparseness) derecesinin
de artiyor olmasi sayisal yaklastirim niggfii artirmaktadir. Boylecangen blyudiikce

sayisal yakinsamanin agtigézlemlenmektedir.

Uzay genisletme yaklastinmi (¢ sekilde uygulanmaktad Ik durumda uzay
genisletme mertebesi katsay! cokterimlisinin dereaesigit secilmektedir. Bu uzay
genigletme igin segilebilecek en kiiclik mertebedir. O nkxleu yapi “En Kisith Uzay

Genigletme” olarak adlandiriimaktadir.

En disuk mertebeyi asan herhangi bir uzay genisletméagaki “Dizgin Uzay
Genisletme” olarak adlandiriimaktadir. Bu sekilde uggan uzay genisletme
yaklasiminda en kisith uzay genisletme dbek matris yidqullaniimaktadir. Ancak,
en kisith uzay genigletme yaklastirimindan farki, bulgstirirmda verilen gokterimli
matris katsay! islevinin en yuksek Uslisu 6bek késegargtorurken, dizgin uzay
genisletme yaklasiminda 6bek kosegen sifirdir. Yatgda cokterimlisinin en yiksek

dereceli katsayisi sistemde gbzikmez.

Bunlarin disinda kalan tim yiksek mertebeden uzay gemgl yaklastirimlari
“Askin Uzay Genisletme” olarak adlandiriimaktadir. ki yapida dizgin uzay
genisletme yapisindan gisik olarak, olmasi gereken dizeyin Otesine giderek
duyarhlik artirma kaygisi ve amaci s6zkonusudur. Buraddlen dgisik uzay

genisletme yaklasimlarinin etkiglisayisal drneklerde de gosterilmektedir.

Daha 6nce Okubo Bicimi'nin sayisal ¢ozumleri elde edilirkeullanilan 6rnekler
burada da kullanilmis, bu Bamda yiksek mertebeli uzay genisletme yénteminin

sonuglari karsilastirmali bir sekilde verilmistir.
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4.9 Sayisal Sonuglar

Okubo Bigimi'nin seri ¢ozumunun ilk sayisal 6igiede kullanilarmA (t) katsayr matrisi

burada yeniden ele alinabilir

19 35
—t-12 —14 - =
2 2
Alt) = 20 25 59 73 (4.199
373 56
Bu drnekte yine
A(t) =Ag+tA; (4.199
biciminde secilerA(t) katsay! islevindé\o ve A1 bilegenleri
-12 -35/2 —-19/2 -14
Ag = . Ap= (4.200
25/3 73/6 20/3 59/6

biciminde belirlenmig olur.

matrisleri elde edilir;

Denkleme uzay genisletmeauiandginda 8y ve 0,

0 0O 0 O
0 0O 0 O
-12 -35/2 -1 O
| 25/3 73/6 0 -1
[ -19/2 -14 12 -35/2
20/3 59/6 25/3 73/6
0.= (4.202
0 0 -19/2 -14
i 0 0 203 596 |
Uzay genisletme yaklasimina ait seri ¢6zim icin baglakgsulu olanZy matrisi
olusturulur:
10 -12 25377
Zo= ) (4.203
0 1 -35/2 73/6

Sekil (4.6)da “En kisith Uzay Genigletme Yaklastiinkullanilarak elde edilen

yapinin seri ¢6zimuanu ve analitik ¢ozimi iceren ¢izim weektedir. Yaklastirim
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@ Analitik Cozum
@ 0. Mertebe Kesme Yakl.
1. Mertebe Kesme Yakl.
2. Mertebe Kesme Yakl.

@ 3. Mertebe Kesme Yakl.
@& 4. Mertebe Kesme Yakl.
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[e)
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8 (O - ——

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Zaman (t)
Sekil 4.6 [0,3] aralginda denklemin analitik cozimu ve En Kisitl Uzay Geriigle
Yaklagsimi(m= 1) ile elde edilen seri cozimun karsilagtiriimasi.

seri agihmdan bes terim alinarak elde edilmigtir. Kagirmalardg0,3] araliginda

hem gercek ¢ozimin hem de sayisal ¢c6zimin Frobenius bogplaesistir. Bu
cizimde en ustteki kesiksiz ¢izgi analitik ¢6zimun Frolsnboyunu vermektedir.
Kesikli cizgiler ise seriden sirasiyla 1'den 5e dek teritmarak yapilan kesme
yaklastirimlarina karsilik gelmektedir. Bu cizimden delasilacg lzere seriden
alinan terim sayisi arttikga elde edilen ¢6zumin de effirditmaktadir. Ancak
¢izimde gdzonunde bulundurulacak bigdr nokta da sifirdan uzaklastikca etkirgin

azaldgidir. Yine de terimden alinan ilk bes terim analitik ¢coZilmldukca iyi

yansitmaktadir.

Bu denklem takimi bir de uzay genisletme mertebesi datak ¢cozilecek ve bu
yaklasimin ¢ozim Uzerindeki etkisi incelenecektir. Buagha, dncelikle, Diizgun
Uzay Genigletme Yaklastinmi kullanilacak vegen = 2 olarak segilecektir. Bu

durumdaBg ve 8; matrisleri veZg bagslangi¢ kosulu agadaki gibi olusmaktadir:

0 0 O 0 A1 Ao
6o=| A -I 0|, 6:=|0 0 A |, (4.204
A1 Ay —2I 0 0 O
Zo=[1 Ag 3A3+3A; ]. (4.205

Uygulanan bu yaklastirimin sonuglari Sekil (4.7) ileileektedir. Sekil (4.7) uzay
genisletme mertebesinin artmasiyla sayisal yaklagtgonuglarinin da iyilegjini

gOstermektedir.
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@ Analitik Cozum

@ 0. Mertebe Kesme Yakl.
1. Mertebe Kesme Yakl.
2. Mertebe Kesme Yakl.

@ 3. Mertebe Kesme Yakl.

Boyu
=T e
o N
S o
S o

=

‘= 800

32

o 600

L

c 400

p

:g 200

N

He) -
O ()

0.0 02 04 06 08 1.0 12 14 16 18 20 22 24 26 28 3.0

Zaman (t)
Sekil 4.7 [0,3] aralginda denklemin analitik ¢6zimu ve Dizglin Uzay Genisletme
Yaklagimi(mgen= 2) ile elde edilen seri ¢ozimun kargilagtiriimasi.

Bir asama daha gidilecek olunur ve Askin Uzay Genigletoitanilacak olunursa bu

kezmgen = 3 olarak segilir. Bu durumdély ve 8, matrisleri veZo baglangi¢ kosulu

ise, bu kez,
0O 0 0 O 0 0 A; Ag
| Ay -1 0 O |00 0 A
8o = Ay Ag -2 0 |’ 91=1 00 0 ol (4.209
0 At Ag -3 00 0 O
Zo=[1 Ao 3A3+3A1 2A1A0+ EA0AL+2A3 | (4.207)

yapisinda olusmaktadir. Bu O ait sonuclar Sekil (4.8)'de verilmektedir. Bu

@ Analitik Cozum

@ 0. Mertebe Kesme Yakl.
1. Mertebe Kesme Yakl.
2. Mertebe Kesme Yakl.

1200

=
o
o
o

800

N
o
o

N
o
o

Cozimiin Frobenius Boyu
(2]
o
o

Q -
00 02 04 06 08 1.0 1.2 14 16 1.8 20 22 24 26 28 30
Zaman (t)

Sekil 4.8 [0,3] aralginda denklemin analitik ¢6zumu ve Agkin Uzay Genigletme
Yaklagimi(mgen= 3) ile elde edilen seri ¢ozimun kargilagtiriimasi.

cizimden de goruldgl gibi uzay genisletme mertebesi arttirgohda evrensel bigimin
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seri acilimindan yalnizca 3 terim alinarak bu araliktagglercéziime oldukga yakin

bir sonug elde edilmigtir.

Bu ornek icin bir dger karsilastirma daha 6énce Okubo Bicimi'nin seri ¢oziiddl
yapildgi gibi (1.1) denkleminin seri ¢6zimdi ile ayni denklemin uzay genigket
uygulanarak Evrensel Bicim’e donusturilmus yapisingri S$6zUmiu  arasinda

yapilabilir. Bu kargilagstirmanin sonuclari Sekil (4v@ Sekil (4.10) ile verilmektedir.

@ Analitik Cozum
@ 3. Evrensel Bigcem Kesme Yakl.
@ 3. Seri Cozum Kesme Yakl.
@ 7. Seri C6zum Kesme Yakl.
1200
=}
>
2 1000
3
= 800
2
o 600
L
S 400
£
2] 200 p o
:8 ——— G —
© 0
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Zaman (t)
Sekil 4.9 [0,3] aralginda denklemin seri ¢6zUmu ve Evrensel Bicim'in seri
¢6zUmunin kargilastiriimasi (4 ve 8 terimle yaklagt)ri

@ Analitik Cozum

@ 4. Evrensel Bicem Kesme Yakl.
4. Seri Gozim Kesme Yakl.

@ 9. Seri Cozum Kesme Yakl.

1200
1000
800
600
400

200

0 -t e ERET AT L
0.0 02 04 06 08 10 12 1.4 1.6 1.8 20 22 24 26 28 3.0

Zaman (t)
Sekil 4.10 [0,3] aralginda denklemin seri ¢ozumu ve Evrensel Bigim'in seri
¢6zumunun karsilastiriimasi (5 ve 10 terimle yaklagt)r

COzUmun Frobenius Boyu

Sekil (4.9)'da, kirmizi kesiksiz ¢izgi analitik cozimerkdik gelmektedir. Evrensel
Bicim'in seri ¢bziminden 4 terim alinarak elde edilen yalam siyah kesiksiz

¢izgi ile, denklemin seri ¢ozimunden 4 terim alinarak elddea yaklastirrm mavi
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kesikli ¢izgi ile verilmektedir. Acik¢a gorildiil gibi Evrensel Bigim'in seri ¢ozimi
denklemin seri gozimuine gore ¢ok daha iyi sonu¢ vermekiddit cozimden 8 terim
alindginda (pembe kesikli cizgilerle verilmektedir) ancak Ehsel Bicim'in 4 terimli

¢6zimdu ile ayni sonug elde edilmektedir.

Sekil (4.10)'da, kirmizi kesiksiz ¢izgi analitik ¢cozimarkilik gelmektedir. Evrensel
Bicim’in seri ¢oziUminden 5 terim alinarak elde edilen yagklam siyah kesiksiz
cizgi ile, denklemin seri ¢ozimuinden 5 terim alinarak eldéeea yaklastirnm sari

kesikli cizgi ile verilmektedir. Burada da agik¢a goridnigibi Evrensel Bigim'in seri

¢6zimu denklemin seri ¢ozimune gore ¢ok daha iyi sonu¢ Jaadie. Seri cozimden
10 terim alindginda (pembe kesikli ¢cizgilerle verilmektedir) ancak O&WBicimi’nin

5 terimli ¢6zUmu ile ayni sonug elde edilmektedir.

Yukarida verilen 6rnekte uzay genigletme mertelmest 1 olarak secilmistir. Uzay
genigletme mertebesi 1 olgunda seri ¢ozimden alinan terim sayisi Evrensel
Bicim’in seri ¢oziUminden alinan terim sayisinin iki katlwjunda ancak ayni sayisal
sonuglar elde edilmektedir. Benzer sekilde, uzay getnigt mertebesn = 2 olarak
secildginde seri ¢ozimden alinan terim sayisi Evrensel Biciméri g6zimiinden
alinan terim sayisinin 3 kati kadar offitnda sayisal sonuglar birbiriyle cakismaktadir.
Buradan, seri ¢c6zimden alinan terim sayisinin, EvrensginBn seri ¢6zimuanden
alinan terim sayisindam+ 1 kat daha cok oldyunda her iki yontemin de ayni
sonuglari verdji genel yargisina varilabilir. Buraya kadar s6zi edilem tbu
yargilar Okubo Bigimi icin elde edilen yargilarla birebirtéismektedir. Ancak,
burada Okubo Bicimi'ndekinden desik olarak, denklemin seri ¢6ziminin Evrensel
Bicim’in seri c6zUmunden sapmasinin Frobenius boyunurotanak sifira esit oldgu
gOzlemlenmigtir. Bu Sekil (4.11)'de de gorulmektedirer&er bir inceleme Okubo
Bicimi icin de yapilmis ve ¢6zimin sifirdan sapmalar g@Bgg goralmisti (Sekil
(4.4)). Bu nedenle, buradaki evrensel yapi ile ilgili antdarr Okubo Bigimi’ndekilerle
birebir aynidir. Bu durum, aslinda, bilingli olarak gundemetiriimis ve aynifjin

diizeyinin ¢ok yiksek oldju iyice vurgulanmak istenmigtir.

Okubo Bigimi'nin ¢ozumlerinde sifira ¢ok yakin ancak tanarak sifir olmayan
sonuglarin elde edilmesi aradaki yapiggekliginin sayisal yansimalari olarak

yorumlanabilir. Serisel ¢6zUm yapisi neredeyse ayni obamatrislerde sayisal
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@ 0. Evrensel Bicem — 1. Seri C6zum Kesme Yakl.
1. Evrensel Bicem - 3. Seri C6ziim Kesme Yakl.
@ 2 Evrensel Bicem - 5. Seri Coziim Kesme Yakl.
3. Evrensel Bicem - 7. Seri C6zim Kesme Yakl.
@ 4. Evrensel Bicem — 9. Seri C6zum Kesme Yakl.

1.0
=
N
p} 0.5
[a]
©
IS
%0.0 o) — e—— | — | o— e———————— o— o—— a—
n 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 3.0
< Zaman (t)
°
£-05
p}
N
O
O

-1.0
Sekil 4.11 [0,3] aralginda denklemin seri ¢dziminin Evrensel Bicim'in seri

¢6zimunden sapmasinin Frobenius boyu.
degisiklikler olusur ve bunlar matrislerin durum sayifarietkiler. Bu da Okubo
Bicimi'nde sifirlanmalarin bir kesimini ortadan kaldirDiger bir deyisle, bu durumda
saliksiz yapilanma diyebileggmiz bazi olgularin kendifinden yumusatildy

soylenebilir.

Ikinci 6rnekte yine yay uzunfjunun arttiriimasi durumu incelenmektedir. Bu asamada
da yine Okubo Bicimi’'nin seri ¢ozimine ait sayisal denengelei ikinci 6rnek
Uzerinde durulmaktadir. Blyuk yay uzuglwicin bir dnceki 6rnge benzer denemeler

yapimistir.A(t) katsay matrisi

—-202 - 117 —294 - 168

A(t) = (4.209

140 + 80 204 4115

biciminde secilmektedir. Baglangi¢ kosulu birim matrissit secilmis veélg ve 01

matrisleri olusturulmustur:
_ 0O O | A1 Ao

Denklemin analitik ¢dzimu ile uzay genisletme yaklagimiseri ¢ozimuinden elde
edilen sonugclar Sekil (4.12)'de verilmektedir. Seri cgwlen yine 1 ile 5 arasinda
terim alinmistir. Yine Frobenius boy hesaplanmig anaakér aralk|0,0.7] olarak

secilmistir. Bu ¢izim igin de Sekil (4.6) ile ayni seylebylenebilir giinkii kesme

yaklastirnmlarinin davranisi bu gizimle benzerliklégsgermektedir. Ancak, bu kez
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Analitik Cozum

0. Mertebe Kesme Yakl.
1. Mertebe Kesme Yakl.
2. Mertebe Kesme Yakl.
3. Mertebe Kesme Yakl.
4. Mertebe Kesme Yakl.
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Zaman (t)

Sekil 4.12 [0,0.7] aralginda denklemin analitik ¢6zimi ve En Kisith Uzay
Genigletme Yaklasim(m = 1) kullanilarak elde edilen seri ¢6zumin
karsilagtiriimasi.

icin secilen aralik 6ncekinden daha dar bir araliktir. Ay@sme yaklastiranlari ile elde

edilen sonuclarin etkirginin azaldg! g6zlemlenmektedif0, 3] aralgi icin elde edilen

sonuglar0,0.7] aralg! icin elde edilen sonuglarla hemen hemen aynidir.

Uclincli 6rnektd\ (t) katsayi matrisi ikinci 6rnekteki gibi secilmistir ancak kez uzay
genisletme mertebesi yukseltilmigtir. Bir 6nceki ortesin = 1 olarak secilmigti. Bu
En Kisith Uzay Genigletme ile caligimizi gostermektedir. Bu drnekte isgen= 2

olarak secilmistir. Bu durumdéy ve 8; matrisleri veZg baglangig kosulu

0 0 0 0 Ar Ao
6= | Ay —I o |, 6.=| 0 0 A |, (4.210

A1 Ap -2l 0 0 0
Zo=[1 Ag 3A5+3A1 | (4.21)

biciminde olusmaktadir. Sonuclar Sekil (4.13)'te vexdktedir. Sekil (4.13) uzay
genigletme mertebesinin artmasiyla sayisal yaklagtgonuclarinin da iyilegini
gostermektedir. Uzay genisletme mertebesi bir 6ncekekien yalnizca 1 fazladir,
ancak bu bile’ye ait aralgin genislemesine, yani daha genis bir aralikta da duyarl
sonuglar elde edilmesine yetmistir[0,0.7] aralgi i¢cin elde edilen ¢6zim ayni

duyarhlikla daha genis bir aralik old, 1] aralgi i¢in elde edilmistir.

Ayni uzay genisletme mertebesinde bu kez Evrensel Biginseri ¢6ziminden

alinacak terim sayisi da arttirilacak olunursa bu kez {iB4verilen gizim elde
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Analitik Cozum
0. Mertebe Kesme Yakl.
1. Mertebe Kesme Yakl.

2. Mertebe Kesme Yakl.
3. Mertebe Kesme Yakl.
4. Mertebe Kesme Yakl.

30000

ius Boyu

20000

10000

—  — - — — e —
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Zaman (t)
Sekil 4.13 [0,1] aralginda denklemin analitik ¢6zimi ve Diizgin Uzay Genigletme
Yaklasimi(mgen= 2) ile elde edilen seri ¢ozimdiin kargilastiriimasi.

COzuimun Froben
o

@ Analitik Cozum

@ 2. Mertebe Kesme Yakl.
3. Mertebe Kesme Yakl.
4. Mertebe Kesme Yakl.
5. Mertebe Kesme Yakl.
6. Mertebe Kesme Yakl.

Co6zumin Frobenius Boyu

02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12
Zaman (t)

Sekil 4.14 [0,1.2] aralginda denklemin analitik ¢c6zUmu ve Duzglin Uzay Genigletme
Yaklagimi(mgen= 2) ile elde edilen seri ¢ozimdiin kargilastiriimasi.

edilmektedir. Seri ¢oziimden iki terim daha ¢ok alfhdda bir 6nceki érnekte verilen

aralgin boyu geniglemistir.

Bu bolime ait son 6rnek yine bir dnceki 6rnekte verilen smstebu kez Agkin
Uzay Genigletme Yaklagimi ile ¢ozimune bir 6rnektir. Boaktemgen = 3 olarak
secilmistir. Bu kez denemelé®, 1.25] aralginda elde edilmistir. Bu durumd@y ve

01 matrisleri veZg baslangic kosulu

0 0 0 O 0 0 A Ag

| A -1 0 o0 _ |00 0A
Bo= A1 Ag -2l 0 |’ 91=1 650 0 ol (4213

0 A1 Ap -3l 00 0 O
Zo=[1 Ao 3A%3+3A1 3A1A0+ 2A0AL+EA3 | (4.213

70



biciminde olusmaktadir. Bu drge ait sonuclar Sekil (4.15)'te verilmektedir. Ayni

Analitik Cozum

. Mertebe Kesme Yakl.
. Mertebe Kesme Yakl.
. Mertebe Kesme Yakl.
. Mertebe Kesme Yakl.
. Mertebe Kesme Yakl.

AWNPRO

() ——— ——— - ; T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12
Zaman (t)

Sekil 4.15 [0,1.25 aralginda denklemin analitik ¢cozimi ve Agkin Uzay Genigletme
Yaklagimi(mgen= 3) ile elde edilen seri ¢bzimun karsilastiriimasi.

ornekte uzay genigletme mertebesi bir kez daha buyutélgexiden alinan terim sayisi

da arttinlirsa, bu kez $Sekil (4.16) elde edilmektedir. @uekte, sayisal sonuglarin

Analitik C6zum

. Mertebe Kesme Yakl.
. Mertebe Kesme Yakl.
. Mertebe Kesme Yakl.
. Mertebe Kesme Yakl.
. Mertebe Kesme Yakl.

o~NoO U

iGe+10 ,
(=]

M 5e+10 ’
=

‘E 4e+10 )
[5]

S3e+10

LL

= 2e+10

3

:g le+10

N

e O ~— - e — | — z - — - — - m
o 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4 16 18 2.0

Zaman (t)
Sekil 4.168 [0,2] aralginda denklemin analitik ¢c6zimi ve Agkin Uzay Genigletme
Yaklagimi(mgen= 4) ile elde edilen seri ¢ozimun kargilagtiriimasi.

gercek ¢ozimle eslegtiaraligin genigledji gdzlemlenmektedir.

Buraya kadar elde edilen sonuglar sdyle yorumlanabilid.145 denkleminin
t = 0 noktasinda serisel aciliminin nasil gerceklestfildie elde edilen seriden
sonlu sayida ilk terimle olusturulan kesme yaklastianmint = O'dan belli bir
uzakhktakit degerleriicin kullanilabilir old@u gosterilmistir. Denklemin seri ¢ézimd

uretilirken aslindat i¢in sonlu bir araliktan dger alma varsayiminin gecerli olgu
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dusunllmektedir. Yanit icin t € [0,tey] kisitlamasi yapilmaktadir. Bu varsayim
altindat = 0'daki serisel ¢dzim bu argn iki ucundan yalnizca birinde Uretilmekte,
¢6zUm araf@in 6blr ucunda da yakinsagini korumaktadir. Ancaki = 0'dan
uzaklasildik¢a, ayni sayisal duyadilielde edebilmek i¢cin kesme yaklastirrminda
alikonulmasi gereken terim sayisi gortnir bicimde artadikt Bu nedenle, ar@in
sd) ucundat = tepde gecerli olan bir acihm gelistirmek yerinde olacakBu noktada
denklemin serisel acilimi duasunulebilir, ancak bu tur dgrlim bu nokta tzerinde
tekillik icermese de iki ardisik terimli bir 6zyinelemedlk U¢ terimli bir 6zyineleme
verir. (4.3) boliminde Ug¢ terimli 6zyinelemenin nasil silgu gosterilmistir. Bu
¢6zim yontemine karsilik ikinci bir yol, uygun bir saptwriacilimi ile iki ardigik
terimli 6zyineleme olusturmaktir. Bundan sonraki boltrayle bir yaklastirim

olusturmaya yoneliktir.
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5. SONSUZDA BASKIN SAPTIRIM ACILIMLARI

Sonuglarin iyilestirilmesi icin 6nerilen yiksek mertéhezay genisletme yontemine
dejisik bir secenek olarak distnulebilecek bigeti yaklasim da = 0 noktasindan
dejisik bir noktada, soOzgelimt = t; ile gdsterilebilecek bir noktada4(145
denkleminin seriye agilmasidir. Ancak bu durumda eldeeedh Ozyineli iligki iki
terimli degil, Ug terimli olacaktir. Amag iki terimli 6zyineleme ileoguca ulagsmaktir

ve bu da seri acilim yerine bagka bir yaklasimin kullaagmi gerektirmektedir.

5.1 Matris Katsayill Turevli Denklemlerde Saptirim Acgilimlari

Bu dajrultuda tezin bu bdlimiinde denklem takiminin ¢ozimuingersa acilimi

kullanilacaktir. 4.145 ile verilen denkleme bir saptirim gistirgesi eklemek ve daha
sonra elde edilen yapiy1 Maclaurin serisine agmak oladalfh9]. Bu durumda elde
edilen 6zyineli iliski iki terimli olacaktir. Burada amag¢; noktasinda verilen bir

baslangi¢ kosulu altinda denkleme saptirim agihmi laygarak ¢6zim elde etmektir.

(m+ 1)n x n boyutlu Z(t;) matrisi ist&e bal olarak secilen ve; noktasindaki
baslangi¢ kosulunu veren matris olsun@g matrisine esit olsun.4(145 denklemi
daha genel bir bicimde bir baskin terim ve bir saptirim teigerecek sekilde agadaki
gibi yazilabilir

Z6'(te) — Eeﬁt{“el} Za(t,€)

+ € [(% — %) 6o+ (M-t 91] Zg(t,e), Zg(ty,e)=Ci.
(5.1

Bu denklemdeki baskin terim, matris isleviningigken birt’ye dejil de dgismez bir
t, noktasina bgli olarak yazilmasiyla tanimlanmisti& alt simgesi genisletilmis ya
da genellestiriimis anlaminda kullaniimaktadir. Bu genin kullaniimasinin nedeni
ise, aslinda, yeni bir dgstirgeyi isin icine sokarak genellestirme ya da géatine
yapmak olarak aciklanabilir. Saptirim terimi ise matgkevinint,; noktasinint’den
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sapmasina lif olarak tanimlanmistir. Elde edilen seri, saptiringidérgesi 1'e esit
oldugunda ¢.145 denkleminin seri ¢oziimuyle eslesmektedir. Bu islegézimi

(4.149 denkleminin ¢6zimui ile ilintilidir ve bu iligki
Z(t)=2Zc(t,1) (52

esitligi ile verilebilir. (5.1) ile verilen denkleme ¢6zim bulmak amaciylg islevinin
e—karmasgik sayi duzleminde merkeze konumlanmig, yarsd@ipdan farkli olan ve

€ = 1 noktasini da iceren bir cember icinde analitik @dwarsayilir. Bu durumda

(o]

Zg(t,ty,6) = Z)siZG,i (t,t1) (5.3

i=
ile verilen acilimi yazmak olanaklidir [59]. Buradge olan ba&imhlik, baslangi¢
kosulu bu noktada verildinden ve bunun da yakinsaklik bdlgesi icinde ¢6zimin
davranigini etkiliyor olmasindan dolayi 6zellikle belmistir. (5.3) ile verilen seri

acilim (6.1) denkleminde yerine konuldunda
1
Zgi(tt) = {Eeo*—t{nel} Zgi(t,ta)

+ {(;—L — %) 6o+ (t"—t") 91} Zg,-1(t,t1),
Zg,i(t1,t1) = C180 (5.9

bicimindeki Ozyineli matris katsayili turevli denklem eldedilmektedir.  Bu
denklemdekid simgesi Kronecker delta simgesidir & 1(t) dejerinin sifira egit

oldugu varsayilmaktadii.= 0 oldujunda denklemC matrisi
c= %eoﬂ?el (5.5
bigciminde tanimlanmak tzere
Zgo(th) —CZgo(t,t1) =0,  Zgo(ti,t1) =Ca (5.9
bicimine déntusmektedir5(6) denkleminin ¢bzimi
Zgo(t,ty) = et~1CC,y (5.7)

bicimindedir [1]. Diger yandarC matrisi (6.4) sirasayili denklemde kullanilirsa bu
denklem

, 1t tm
Zgjtt) —CZgj(t,th) = ! 6o+ m-1)C
1 1

Zgi(t,t) =0, i=1,23,.. (5.9)

Zgi-1(t,t1),
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yapisina donusir. Bu denklemin ¢ozimu ise
t1
Z6i(tt) = / dTK (1) Zaia (Tt), =123, (5.9
t

bicimindeki timlev iceren 6zyineli iligki ile verilebili Bu denklemde goruleiK
islevinin yapisi
™ (R Al
K =(1—— t-op)¢c _ [ = (t—1)C 1
(t,1) ( tin) Ce T g e 6o (5.10
bicimindedir.
Eger,
t
J(tl)z/ldTK (t,7) (5.10)
t
biciminde bir .7 (t1) timlev igleci tanimlanacak olunurs@g; (t,t1) iglevi igin,
Zgji—1(t,t1) iglevinin (K (t, 7)) cekirdgine sahip.# (t1) timlevi altindaki goruntusi
oldugu soylenebilir. Bu tlimlev igled’'ye bagimli olmadgindanZg; (t,t1) islevi,
Zo (t,t1) islevinin ayni timlev isleciniin Ussu altindaki géruntusu olarak diagtndlebilir.

Bu durumda
Zgi(t,t) = .7 (1) Zgo(t,t) = 7 (ty) et WCCy, i=1,23.. (512

bajintisini yazmak olanaklhdir.

Bu elde edilen son anlatim saptirim serisinin yakinggkie ilgili bilgi edinmek
amacltyla yapilacak olan sinir ¢bziimlemesini kolaylagtaktir. Yine ¢cbzimlemeleri
kolaylastirmak amaciyl&'nin kapali bir aralikta oldgu varsayilabilir ve bu aralik
[to,t1] olarak secilebilir. to'in arti bir sayl old@gu varsayilmaktadir. Bu durumda
asdida verilen kesme yaklastirani olusturulabilir

i

28 ()= 3 €Z6i(01),  1=123, 513

J:

ve bu
7 () (t,ty) = Zg) (t,ty, 1), i=1,23,.. (5.14

biciminde gosterilebilir.
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5.2 Yontemin Yakinsaklik Olciitlerinin incelenmesi ve Hata Analizi

& (t1) timlevinin ¢cekirdginde yer alan matrisler aldiklari gistirgelere bgli olarak
degisirler ve bu nedenléty,t;] aralginda sinirlandinimiglardir. Bu da, bu aralik
boyunca s6zl edilen matrisler icin en biylk olduklargeierin bulunabileag
anlamina gelmektedir. Bu durumda

K1(to,t1) = t erﬂatx]
0,41

e(t’T)CGOH , Ko (to,t1) = max
te(to,t1]

Ce“*)CH (5.15

tanimlamalarini yapmak ve sirasiyla

1 ™ 1ty
——— | <| = t € |to,t 5.1
(T t;_n+1> (tO t:[n+l> ) € [ 0, 1]7 ( @
™ tg
<1— t_m) < ( — t_m) , t € [to,t1] (5.1
1 1
esitsizliklerini tanimlamak olanaklidir. Tim bunlar
1ty tg"
K(to,t1) = | —— et | KL (to,t1) + | 1— “m | K2 (to,t1) (5.18
o t] )

tanimlamasini yapmamizi@ar ve bdyleceq.9) denkleminin de kullaniimasiyla
|Zgi (t,t2)|| < & (to,ta) /ttlderGJ_l(r,tl)H, i=1,23,.. (5.19
esitsizlgi elde edilir. 6.7) sirasayih esitlikten
|1Zo(t, )| < eIl icy, (5.20
esitsizlgi yazilir ve bu 5.19) iginde kullanilirsa

K (to,tp) o .
|Zei ()| < (?. U y-pietolCljcy),  i-012.. (529

elde edilir. Simdi de§.3) sirasayili agilim igin
1Z6 (81, €)]| < Z}\E\‘ 1Zaii (t,ta)]] (5.22
i=
esitsizlgi yazilir ve bu 6.21) sirasayili denklemle birlestirilirse

1Za (t,t1,€)]| < gt (tota)[e] (ti—t) g(t1—to) [ C]| IC4| (5.23
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esitsizlgi elde edilir. Bu, Kk (tp,t1) sonlu kaldg! strece yukarida verilen saptirim
aciliminin, saptirnm dgstirgesinin sonlu tim dgerleri icin yakinsadyini gésterir. Bu
to'in arti dggerleri icin s@lanir. Ancak,tp sifira yaklastikga (to,t1) sinirsiz olarak
biyur. Burada kavramsal olarak yakinsama olsa bile, yakmasoranty azaldik¢a
azalir. Bu da saptinm agihmintp, sifirdan yeterince uzak iken kullanigli ¢gdzumler

urettigini gostermektedir.

Bu bolimin ikinci asamasi kesme yaklastiranlari icinah&estirimi yapmaya

yoneliktir. Bu amagla dncelikle

16 (t,ty)]| = Hze(t,tl,l)—zg (t,t, 1) ) i=1,2,3,... (5.24
tanimlamasi yapilabilir v&; terimi igin
IEi (t,t)] Z 1Za,j (t,t2) ]| (5.29
esitsizlgi yazilabilir. Bu esitsizlik
S t07t1 i gl
||Ei (t,t1)] Z —t)! eI ICq | (5.26

biciminde yeniden yazilabilir. Bu anlatimda acik yap&iQ0 ile verilen x; islevi

kullanilacak olunursa

(i+1)!

esitsizlgi elde edilir. Bu saptirim acilimininkesme yaklastiranina ait hata kestirimini

1B (t,ta)]] < (tL—1)""1xi (k (to,tr) (1 —1)) €170 cq || (5.27)

vermektedir. K (tp,t1) sonlu kaldik¢a, hee dejeri icin yakinsama vardir. Der bir
deyisle sonsuz yakinsaklik yaricapi s6z konusudur. Matdésel olarak bdyle bir
yakinsama olmasina karstpyvet; dejerleri ¢cok belirleyici nitelikler tagirlar. Belli bir
duyarhlik yakalamak icin saptirim agilimindan alinmasigiken terim sayisi, sonsuz
yaricapl yakinsamanin vagina karsink (tp,t1) degerinin blyimesine kogut olarak
artar. Ozelliklety'in 0’a yaklasmasi bu artisi katlaniimaz diizeylere tmoheabilir. Bu
nedenle buradg = t;/2 alma @iliminde olacd@iz ve saptirim a¢ihmindan kesmeleri
[4.t4] aral@i iginde kullanacgiz. [0,%] aralginda ise dnceki bolimde sozii edilen
uslu seri acilimindan kesmelerle caliggica
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5.3 Baslangi¢c Dgismezinin Belirlenmesine Dayali Analitik Stirdiriim

Yukaridaki ¢oziimlemelerd&c (t,t1) islevinin ist&je bah olarak segilecek biC;
degismezi icerdji gorllmektedir. Bu dgismezin belirlenmesini kolaylastirmak

amaciyla
Z(t,t) =Z(t,1)Cy (5.28

denkligi yazilabilir. Z (t,t;) matrisi essiz bir matristir. Farkli bir=t, noktasinda bagka

bir ¢6ziim icin bu kez
Z(t,t) =Z(t,t2) C2 (5.29

denkligi yazilabilir. Z (t,t) matrisit = t, noktasinda essiz bir matristir ve bu noktadaki
¢6zum icinC, yeni bir keyfi matrisi simgeletty’nin t;’den biyik old@u varsayilirsa,
(5.28 ve (5.29 esitliklerinde verilen matris iglevleri arada bulunéir dejerde,
sOzgelimilt, to] araliginin orta noktasinda, eslesmelidir. Cinkl matris kakbsi@irevli

denklemin ¢6zimi bu iglevlerin dousal bgimhligini gerektirmektedir. Bu durumda
_/1 =1
YA (é (t1+12) Jz) Co=2 (é (t1+12) ,tl) Cy (5.30

esitligi yazilabilir. Z (3 (t1+t2),t2) ve Z (3 (t1+1t2),t1) matrisleri olanakli kildgs
streceC; ve C, dgjismez matrislerinden biri deri tirinden ¢ozulebilir. &er
¢O6zUim bulunamiyorsa bu durumda eglesme noktasi ortadaik{t;,to] araliginda
degisik bir ic noktaya kaydirilabilir. En uygun i¢c noktanimlbnabilmesi eniyileme
(ing: optimization) problemidir ve ¢ok daha ayrintili bibziimleme yapmayi
gerektirmektedir. Bu konu tezin kapsami digindadir. Busgzada boyle bir eslesme

noktasinin bulunabileggvarsayilmaktadir.

Bu kavramlar akla “Saptinmli Matris Altkesimsklevleri (ing: Perturbative Matrix
Splines)” tanimlamasini getirebilirt’'nin artant;, t, ve tz dejerlerinde saptirim
actlimlarini elde et§imizi distnelim. Bu durumda elde edilen ¢ozimler sifasdy,
C, ve C3 degismez matrislerini icerecektir. Eslesme noktalaininisi ve ikinci, ikinci
ve ugunciu saptirnm ¢ozumleri icin_» ve to_3 ile gosterilsin. Bu durumda, ikinci
¢Ozim [T1_»,To_3] aralginda parcali matris islev gosterilimi olarak distnilleb

Sayisal analizdeki altkesimsel iglevlerle (ing: splinmdtions) benzerlik kurulacak
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olunursa [60, 61], bu tip matrislerin timu “Saptirimh MattAItkesimseIi§levleri”
olarak adlandirilabilir [57]ilk aralik O noktasini baslangi¢ noktasi olarak alacakke i
eslesme noktasi i¢in saptirimli altkesimsel matrisvissifir etrafindaki seri ¢éztimden
yapilan kesme ile elde edilecektir. Problemin baglangsuku ilk eslesme noktasinin
bulunmasinda kullaniimaktadir. Birbirini izleyen ardhk s6zkonusu oldjunda ilk
aralgin son noktasinda alinan @k bir sonraki aralikta baslangic @i olarak
kullanilmaktadir. Kesme noktalari ve altkesimsel isleali&lari saptirim serilerinin
kesme mertebesine ve seri ¢coziUmun kesme mertebesgie ddarak deisiklikler

gOsterehbilir.

5.4 Sayisal Sonuclar
A(t) katsay! iglevinin

~202-117 —294 — 168
At) = (5.3))
140+80  204+115

biciminde secildji durumu g6zonune alalim. A(t) katsay! iglevi bu gekilde

secildginde (L.1) denkleminin analitik ¢ézimuntn

15e 3775 _ 14"t g B _ o
X(t) = (5.32
106443 —10e % 15 HHA 143" S

biciminde veOy, 81, Zo matrislerinin agik yapilarinin ise sirasiyla

0 0O 0 O] [ —202 —294 —117 —168 ]
0 O O O 140 204 80 115
eo — , e]_ = 9
117 -168 -1 O 0 0 —202 —-294
| 80 115 0 -1 | 0 0 140 204]
(5.33

1 0 —-117 801"

Z0=| 0 1 _168 115 (5.39

biciminde elde edildjini dnceki bélimde gostermistik. Denklem sistemifirb, 1.0]
aralginda saptirrm acilimlari kullanilarak elde edilen ¢ozénni veren sonuclar

Sekil (5.1)de verilmektedir. Kirmizi ile verilengei analitik ¢c6zimi gdstermektedir.
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Yukaridan itibaren birinci, G¢linct ve dordindgriger t = 1.0 noktasindaki tek terimli
saptirnm acihmi ¢6zUmuni vermektedir. Bgriéer Evrensel Bigim'in sirasiyla =
0.70,t = 0.78 vet = 0.85 noktalarindaki dort terimli seri ¢ézimui ile eslesneektler.
En alttaki gri ise evrensel bicimin bes terimli seri ¢ziimiine kakgklmektedir. Bu
cizimden de kolayca goruldjii gibi yukaridan Gguncigei gercek ¢éziimle neredeyse
ayni sonucu vermektedir. Burada gergcek eglesme noksisida 078'den daha
kicuktir. Ancak, bu dgerin tam olarak bulunabilmesi daha 6nce de beligildibi bir
eniyileme problemidir. Tek terimli saptirimli matris adsimsel islevlerinin kullanimi,
seri ¢cdzumden bes terim alinarak elde edilmis olan yskiaydan ¢ok daha iyi bir

sonug uretmistir.  Sekil (5.2)f = 1.5 noktasinda elde edilen saptirirm acilimina ait

t=0.70'de Seri GCozumle Esl. C6zim
Gergek Cozim

t=0.78'de Seri Cozlimle Esl. Cozim
t=0.85'de Seri Cozumle Esl. C6ziim
4. Mertebe Evrensel Cozim

40000
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20000

‘210000

COzumun Frobenius Boyu

o
o
6]

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Zaman (t)

Sekil 5.1 [0.5,1] aralginda analitik cozum ile tek terimli saptirim agilimi kudl&rak
elde edilen ¢bzimun Frobenius boylarinin karsilagtasi.

¢6zUmi gostermektedir. Bu gizimde, ikingreyine analitik cozimu gostermektedir.
Birinci, Uglincu ve dorduncuggiler sirasiyla bir énceki aralikta elde edilen birinci
saptirimh matris altkesimsel iglevinin= 1.20,t = 1.28 vet = 1.36 noktalari ile
eslesen dgerlerini géstermektedir. Bu cizimdeki en iyi yaklagnriicinci @ri ile
elde edilmistir. Bu ¢izimden de acikca gorugdiigibi ¢cozim ara@ [1,1.5] aralgina
genisletilmis ve daha genis bir aralikta da gercek ¢céipok yakin bir sonug elde

edilmistir.

Bir adim daha ileri gidilebilir ve ikinci bir saptirrml mas altkesimsel iglevi

kullanilarak ¢6zim arai daha da genisletilebilir (Sekil (5.3)). Bu cizimlerdee
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@ t=1.2'de 1. SME ile Esl. C6zim
@ Gergek Cozum
& t=1.28de 1. SME ile Esl. Cozim
@ t=1.36'da 1. SME ile Esl. C6zim
@ Onceki Araligin Eniyi Tek Terimli Saptirim C6z

= 2.5e+07

>
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1.0 11 1.2 13 14 15

Zaman (t)
Sekil 5.2 [1.0,1.5] aralginda analitik ¢6zim ile tek terimli saptirnm acilimi
kullanilarak elde edilen ¢6zimun Frobenius boylarinirgiastiriimasi.

t=1.95'de 2. SME ile Esl. Cézim
Gergek Cozim

t=2.0'de 2. SME ile Esl. Cézim
t=2.3'de 2. SME ile Esl. C6zim
Onceki Araligin Eniyi Saptirim C6zimii

5e+15
4e+15
3e+15
2e+15

Ele+1s

GOzumun Frobenius Boyu

o

—

15 16 1.7 18 19 20 21 22 23 24 25
Zaman (t)

Sekil 5.3 [1.5,2.5] aralginda analitik ¢ozim ile tek terimli saptirm acilimi
kullanilarak elde edilen ¢oziimiin Frobenius boylarinigiastiriimasi.
goruldigu gibi kullanilan altkesimsel islev sayisi arttikca sayiyaklastirrmin da

niteligi belirgin bir bicimde artmaktadir.

Buraya kadar verilen gizimlerde sayisal sonuclal® sirasayili saptirrm acilimi
bagintisindan yalnizca tek bir terim alinarak elde edilmigstAlt aralik yeterince
kiicik secildginde saptirnm aciliminin yalnizca ilk terimini kullanmgpéterlidir. Bu
ornekte, ilk aralik0, 0.5] aralgidir ve 0 noktasini baslangi¢ noktasi olarak almaktadir.
IIk aralik [0,0.5] yerine sézgelimi0,1.0] olarak secildjinde yaklasimin nitejinin
distigu gozlemlenmektedir. Bu alt aralik kullanilarak elde edisonug Sekil (5.4) ile

verilmektedir.
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@ t=1.15'de Seri C6zumle Esl. C6zim

@ Gergek Cozim

& (=1.25de Seri Cozimle Esl. Cozim

@ t=1.4'de Seri Cozumle Esl. C6zim

@ 4. Mertebe Evrensel Coziim
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Sekil 5.4 [1.0,1.5] aralginda analitilfan;z]z(itj)m ile tek terimli saptirm acilimi
kullanilarak elde edilen ¢dzimin Frobenius boylarininskastiriimasi
(Genis alt aralik secimi).
Buraya kadar verilen sayisal sonuglar yalnizca En Kisithay Genigletme
Yaklastirimi kullanilarak elde edilmistir.  Saptinm iaqlarini yiksek mertebel
uzay genisletme yaklasiminin da kullanilabilgdar yapiya genigletmek olanaklidir.
Eger uzay genisletme mertebesi yukseltilir ve saptirinhragiyeni uzay genisletme
mertebesine kil olarak olusturulursa sayisal sonuclarin da bu meytebajli olarak
gelismesi beklenmektedir. Bu §amda, dnceki drnek uzay genisletme mertebesi bir

arttinlarak yani,mgen = 2 segilerek, yeniden hesaplanmistir. Elde edilen sonucla

Sekil (5.5) ile verilmektedir. Bu gizimde tek terimli sapm acilimi kullaniimisg,

@ Gercek Cozim

& t=1.9'da Seri Cozumle Esl. C6ziim
@ t=2.0'de Seri Cozumle Esl. C6ziim
@ 4. Mertebe Evrensel Cozlim
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5 |
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f=]
:8 \
oy e I R

06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Zaman (t)

Sekil 5.5 [0.5,3.0] aralginda analitik ¢6zum ile tek terimli saptirnm acilimi
kullanilarak elde edilen ¢ozimin Frobenius boylariningsiastiriimasi

(Mgen= 2).
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ve yalnizca tek bir saptirrml altkesimsel matris isleuil&nilarak sayisal sonuclar
elde edilmigtir. Tek bir saptirimli altkesimsel matriteli kullanildgi halde denklem
takiminin oldukca genis bir aralikta ¢6zimu bulunmughraligin basinda gozlenen
sapma ise daha once giedigimiz aralik boyu secimi ile ilgilidir. Aralgin alt
siniri, Ust sinirin yarisi olarak secijgtide duyarli ¢cozimler elde edilggiedaha 6nce
belirtiimisti. Bu 6rnekte bu sinirlar agiigh icin aralgin basinda ¢ézimde bir sapma

g6zlenmektedir.

Sayisal sonuglarin iyilegtiriimesi igin saptirrm aciindan birden cok terim de
alinabilir. Ancak boéyle bir durum birtakim timlevlerin fgganmasini gerektirir ve
bu da hesaplama karmasdini artirir. Bu nedenle tek terimli saptirirm acilimlar
ile yetinilecek ve sayisal sonuglarin nighin arttinimasinda birden ¢ok saptirimli
altkesimsel matris iglevi kullanma yoluna gidilecektiDeneyimlerimiz de bize ilk
aralgin yeterince kugik secilmesi durumunda sonuclarin oldugtkin ciktgini

gostermektedir.
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6. DOGRUSAL OLMAYAN SIRADAN TUREVL | DENKLEMLER

Bu bolimde uzay genisletme kavraminingdgsal olmayan turevli denklemlerin
¢6zUmiinde nasil kullanilagalizerinde durulmaktadir. Uzay genisletme yonteminin
dogrusal olmayan tirevli denklemlere glmdan uygulanmasi, dousal siradan
ttrevli denklemlerde oldju gibi bizi dajrudan evrensel bir yapiya gotirmez. Bu
nedenle, dgrusal olmayan tirevli denklemlerin ¢6zimundeideék bir yol izlemek

gerekmektedir.

Yaptigimiz incelemeler goretirevli denklemlere uzay gemigéet ydnteminin
uygulanmasiyla evrensel yapilarin elde edileildi gostermektedir. Bu nedenle,
calismanin bu asamasinda goretirevli denklemlerirahuthiyla dg@rusal olmayan

turevli denklem olusturma yoluna gidilecektir.

Bu noktada bize yardimci olacak birgdir olgu sendelenimsizlik yaklastirimidir.
Sendelenimsizlik yaklastirimi, goretirevli denklenmedogrusal olmayan tirevli
denklemlere donusturidlmesinde kullaniimaktadir. Qomtli denklemlerden,
dogrusal olmayabilen siradan tirevli denklem Uretmek icimdséenimsizlik
yaklastirnmi bir @e olarak kullaniimaktadir ancak bu yalniz basina is gdoe
6ge dg@ildir. Bu nedenle, sendelenimsizlik yaklastirimi belda d@erler Gzerine
uygulanarak bitinlik gganmaktadir. Bu noktada kuvantum mekgnde kullanilan
bazi kavramlardan yararlanilacaktir.  Boylelikle karmkagapida olmayan bir
goretiurevli denklemin uzay genisletme yontemi ile elddesdcdzimiinden dgrusal

olmayan turevli denklemlerin ¢6zimune ulagilabilir.

Bu balamda, bu boélimde o6ncelikle sendelenimsizlik yaklastirile dajrusal
olmayan turevli denklemlerin nasil elde edil§cegtsterilecek, daha sonra da
goreturevli denklemlere uzay genisletme kavraminin ekilge uygulanaas ve

evrensel bicimin nasil elde edilegieanlatilacaktir. Evrensel bigim olusturulduktan
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sonra daha 6nceki bolimlerde yapgdgibi bu bicimin seri ¢6zimd ile ikili 6zyineli

iliskinin nasil elde edildyi gosterilecektir.

6.1 Dajrusal Olmayan Turevli Denklemler ve Sendelenimsizlik

6.1.1 Kuvantum Mekanigi ve Dalgalslevi

Kuvantum mekarginde bir fiziksel sistemin belirli bit anindaki durumuy ile
gosterilen dalga islevi ile belirlenir. Bu durumun zamamdeki gelisimi isey
islevinin dagjrusal ve sgyansiz bir tirevli denklemi ile tanimlanmaktadir. Bu dien,
t zaman dgiskenine gore birinci dereceden bir tlrevli denklem dicha Dalga
islevlerinin olusturdgu uzayda bir islemy islevine bagska biny’ islevini karsilik
getiriyorsa bunun bir islecin etkisiyle olugu kabul edilir. A bdyle bir igleci
simgelemek tzere bu iligki

Ay=y’ (6.
biciminde gosterilebilir. Bu bglamda Schrodinger dalga denklerhi, hamilton adi

verilen isle¢ olmak Uzere,

oY
R
ot
olarak yazilabilir. Bir kuvantum sisteminin fiziksel durumu betimleyen dalga

—Hy (6.2

islevlerinin olusturdgu uzay Hilbert Uzayrdir ve dalga denkleminde kullanilan
hamilton isleci hermitsel bir iglectir. Hek isleci igin Al ile gOsterilen bir hermitsel

eslenik igleg, iccarpim yoluyla

(¢,Ap) = (Ao, p) (6.3

biciminde tanimlanir [45].

6.1.1.1 Dalgaslevinin Olasilik Yorumu

Dalga denkleminin sayisi icermesi nedeniylgg dalga islevi karmasik say! der
de alacaktir. Karmagsik say glerli bir islev tek basina olasgin bir dl¢liisi olamaz.

Olasilgin dl¢usu olarak islevin karmasik@er boyunun karesi distnalebilir

WP =pyr. (6.4
Islevin mutlak dé§er karesi olasilik ygunluju adini alir [45, 46,62, 63].
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6.1.1.2 Dalgdslevi icin Beklenen Dejer Yorumu

Bir parcacgint anindakix konumunu bulmak igin ¢ok sayida gozlem yapilir ve bir
anlamda bulunan derlerin airlikh ortalamasi olan beklenen @er (ing: expectation
value) hesaplanir. Bunun icin her bir konungee, bu konum etrafinddx aralginda
bulunma olasifi (|@(x,t)?]) ile carpilip tim uzayda toplanir. Bu §lamda beklenen

deger baintisi
<x>= [ Xyt Px= (g,x) 69

biciminde verilir [45, 46,62, 63]i(x,t) zamana bgh oldugu i¢cin konumun beklenen

degeri de zamanla dgsecektir.

Bu tanimlamalar yapildiktan sonra simdi benzer kavrarklaltanilarak d@rusal

olmayan denklem tanimlama yoluna gidilecektir.

Burada kuvantum mekaginde yer alan kavramlardan yararlanmadaki asil amacimiz,
bir takim isleclerin matris gosterilimini kullanarak skrienimsizlik yaklastirimini

gindeme getirmek ve bu yolla @asal olmayan tirevli denklem takimi olusturmaktir.

6.1.2 Denklemlerin Uretilmesi

Oncelikli olarak birtakim islecler tanimlanarak bu igler aracil§i ile birtakim
goreturevli denklemler olusturulmaktadir. Denklemlesleclerin - matris
gosteriliminden yararlanilarak yeniden tanimlanir. Blard&kuvantum mekaginde
kullanilan hamilton islecine benzer bir tanimlama yapiktadir. islecler en cok

konuma bgl tirevler icerecek sekilde secilmektedir.

Bu balamda as@daki birinci mertebeden iki liamsiz d@iskenli goéretirevli

denklem gdzénine alinabilir

oP(xt) dP(x1)
ot D=5

+o(x, ) P(xt). (6.6)

Buraday(x,t) bilinmeyen,f(x,t) ile g(x,t) ise bilinen islevleri gostermektedir. Zaman
gibi nitelendirilebilecek olart degiskeni [0,0) aralginda, x dejiskeni ise[a,b]

aralginda d@er almaktadirp(x,t) islevinin, ¢ (x) bilinen bir islev olmak tzere

‘I/(X, O) = ¢(X)7 L»U(a7t) = L»U(b7t) (67)
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kosullamalarinif (x,t) islevinin de
f(a,t) = f(b,t) (6.9
kosullamasini gladgi 6ngorilmektedir.

6.1.2.1 Isle¢ Tanimlama ve Denklemlerin Olusturulmasi

[a,b] aralgi Uzerinde karesi timlevlenebilir olan v6.7) sirasayili esitfjin ikinci
kosullamasini ggayan islevlerin icinde bulundw Hilbert uzay! icinden alinan

herhangi bir (x) islevi igin, t'yi degistirge olarak iceren ve
ZLF(X) = f(x,t)F ' (X) +g(x,t)F(X) (6.9

anlatimi ile verilen? isleci kullanilirsa 6.6) sirasayil esitlik

oY(xt)
ot

- XUJ(XJ): LnU(X7 O) - ¢(X>7 l[J(&,t) - l[J(b,t) (61Q

biciminde yazilabilirw(x) iglevi,

/bdx W) = 1 (6.1

kosullamasini sglayan bir @irlik islevidir. F(x) ile G(x), .#”den alinan herhangi iki

islev olmak tzere bu iki islevin igcarpiminin,

(F,G) = /a " XWX F () G(X) (6.12

esitligi ile tanimlandgini biliyoruz. Bu durumda#’nin esi olan ve# ile simgelenen
isleg

(ng, G) = (F..ZG) (6.13
tanimlamasiyla verilir. Burada’t islecinin acik yapisini bulabilmek icin agaaki

esitlikler yazilabilir

(F,.2G) = /bdXV\(x)F(x)iﬂG(x) = /bdxw(x)F(x) [f(%1)G'(X) +9(xt)G(X)] .

) ) (6.19
Son esitlgin sa yanindaG(x) uzerindeki tirev kaldirilmak istenirse kesimsel
timleviemeden (ing: integration by parts) ve aralik ugdaw(x), f(x,t), F(x)’in
ve G(x)'in ayri ayri dgjismez kalmalarindanb( 6zelliklerin neden 6ngoéruldugu
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boylelikle ortaya cikmaktadyryararlanarakx altsimgesix'e gore tlrevi gostermek

uzere,
/:dxv\(x)F(x)f(x,t)G '(x) = w(b)F (b) f (b,t)G(b) —w(a)F (a)f (a,t)G(a)

[ @G Wi F 01 ()
- —/:dxw(x) lf(x,t)F '(X) + afg(,t) F(x)+

(6.15

bagintisi yazilabilir. Bu anlatimg;14) esitliginin sa& yaninda yerine konulur vié(x)
Uzerine etki eden tim isle¢ gozénune alinirsa

~of(xt) w'(x)

LTE(X) = —f(x,t)F () TF( )_W

F(X) +g(x,t)F(x) (6.16

anlatimina ulasilir.  Artik, kuvantum mekgmde yapildgl gibi, t dejistikce
dejismeyen, bir anlamda olasilik gonluju gibi nitelendirilebilecek, bir blyuklik
olusturma cabasina girebiliriz [64].

6.1.2.2 Uretilen Denklemicin Olasilik Yorumu

Asagidaki denklemleri ve onlara eslik eden kosullari goz@amélalim

0 Ysas (X,

4’%0”) — Lhsgxt), W0 =00,  Usa(at) = Wsg(brt),
(6.17)

mp%lt(x’t) — —ZTlﬂsm(X,t), Wsol(X,0) = @ (X), Wsol(a,t) = Wsoi(b, ).
(6.18

(6.17) sirasayih esitlikteki ilk anlatimin her iki yaninsgi(x,t) ile, (6.18 sirasayih
esitlikteki ilk anlatimin her iki yaninin dgisgy(x,t) ile igcarpimi alinir ve elde edilen
denklemlerin sol ve gayanlarinin toplamlarini sol ve §ayan olarak alan denklem

olusturulursa

(L»Usol<t)7 %wsegja))‘f‘(wsag(t)a %WSOI(U) :('wUsoI(t)agwsag(t))_<u’se@$Twsol(t)>

(6.19
bagintisi yazilabilir. ~ Burada,x i¢carpimdaki timlevieme dgskeni olarak
gindeme geldjinden, iccarpimlardaki islevlierin bu diskene bgimlihgr agik

olarak gosterimemektedir. ~ Ote yandan iccarpimlara bir dgistirge olarak
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girdiginden iccarpimlarin Urei dejerlerin bu dgistirgeye bgimliligi agik olarak

gOsterilmektedir.

Buradaki Hilbert uzayinin gercgel iglevler tGizerinde talniaimasi, bunlar tGzerindeki

iccarpimlan @elerine gore bakisik (ing: symmetric) kilar. Yani

(sat) ) ) = 350kl Ysalt)) 620

esitligi yazilabilir. Bundan yararlanarak da

(s e g®)) + (s ) ) = 35 (o). thgl) (623

esitligine ulasilabilir. Ote yandan, 6ziine eslik (ing: selfeiatness) tanimi [65, 66] ve

iccarpimdaki bakisim

(4seg(®). 2 Tsai(t) ) = (LWseg(t), Wsoi(t)) = (Wsalt), LYseglt) (622

yazilmasina olanak gar. 6.21) ve (6.22 esitliklerinin (6.19 esitliginde kullanimi

% (qfsol(t)a UJSaQ(t)) =0 (6.23

sonucunu verir. Bunun yorum{se(t), Ysz(t)) iccarpiminint ne olursa olsun
degismez kalacgdir. Dolayisiyla, iccarpinh = 0 i¢in aldigi dejeri hert dejeri igin
koruyacaktir. Bu ise

(wsol<t)7wsegj<t)) = (¢7¢) (6.29

yazilabilec@ini gosterir. Bu ana dekp(x) Uzerinde herhangi bir dngdérimde
bulunulmamisti. Ancak,6;24)'de elde edilen dgismez dgerin bu islevin boy karesi
olmasi bu islevin birimboylu secilmesinin incelemeleoi&ylastiracg! aciktir. Boyle
bir secim ilgilenilen denklemlerin dpusallgindan dolay! genellik yitimine neden
olmaz. Bunun nedenp(x)’in boyuna béliinerek elde edilen iglevin baglangicvsle
olarak alinmasiyla elde edilen ¢ozigrnin boyu ile carpildginda sonug, baslangic
degeri olarake (x)'nin alinmasiyla elde edilecek sonucla ayni olacaktir. &ydiyla,

bu andan baglayaral,x)’in birimboylulastirildgi varsayilacak ve boylece

(¢7¢> =1, (Wsol(t)a l.Usaé(U) =1 (6.29

esitliklerinin gecerli old@u 6ngorilmus olacaktir.
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Yukarida ortaya ¢ikanpsg(t) islevinin bir dizgenin evrimini betimleme niteji
tasidg!, Wsol(t) Psg5(t) islevininset aninda bu dizgenin ile x4 dx arasindaki sonsuz
kicuk yersel boélge icinde bulunma olagihi, diger bir deyigle, dizgenin olasilik

yogunlugunu verdgi sylenebilir.

6.1.2.3 Uretilen Denklemicin Beklenen Dejer Yorumu

Herhangi bir {'den bayimsiz) ¢ islecinin beklenen dgerinin yani bir anlamda
yukaridaki olasilik ygunlugunu @irlik olarak alan ortalamasinin tanimi §géeki gibi

verilebilir
Eo(t) = (L»Usol(t)a ﬁWSaQ(t)) . (6.26

Bu beklenen dger, (varsa) dizge dgstirgelerinin yanisira, yalnizctlye bagimli sayil
bir islevdir. Bunun agik yapisini elde edebilmek igingg (t) ile Psg(t) islevieri agik
olarak belirlenip daha sonré.6) esitligindeki iccarpim acik olarak saptanacak ya da
(6.26) esitliginden bir siradan turevli denklem Uretilecektir. Amacetilr denklem

uretmek oldgundan ikinci yol secilecektir.

Once bazi genel bilgiler ¢ikariimaya calisilacak ondanraoozel islecler igin
uygulamaya gecilecektir. Artik,6(26) esitliginin her iki yaninint’ye gore tirevini

alabilir ve asgida verilecek esitlikleri yazabiliriz

50 = (240, oy ) + (walt). 074580 ).

(6.27)

(6.17) ve (6.18'de verilen ilk denklemlerinin burada kullanimi

E (1) = — (LM sa(t), Osa(t)) + (Ysol(1), O L)) (6.28

esitligi ile
Ep(t) == (Usat),[-£0 - 0.L] hseg (1)) (6.29

esitliginin yazilmasini olanakli kilar. BuradaKiZ & — ¢.¢’| buyukligi ya da isleci
“degisec” (ing: commutator) ya da zaman zaman “Lie Carpimaiak adlandinlir ve
genellikle[.#, €] biciminde gdsterilir [67]. 6.29 esitligi 6nemli bir kanitsav olarak
verilebilir: “Bir islecin beklenen degerinin zamansal turevi, sistemi betimleyen
evrim iglecinin o iglecle dgisecinin beklenen dgerine esd@erdir’ . Burada s6zl
gecen evrim isleci (ing: evolution operataj islecidir.
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Biraz daha adim atabilmek icin 6zel bir duruma odaklanatdi
0 =X (6.30

durumu ile ilgilenebiliriz. Burad& ile simgelenen isleci?’ icindeki herhangi bir
F(x) iglevine etkisi o islevi bgimsiz d@iskenle carpmak olarak tanimlanmaktadir,
yani

XF(X) = XF(X) (6.3

yazilabilmektedir. Bu islecin herhangi bir iglevi de awapiy! tasir, yani@(X)'in

tanimi
PXF (x) = @(x)F (x) (6.32
anlatimiyla verilebilir.
Bunlar gbzénine alinginda
ZLF(X) = f(Xt)F '(X) + g(X,t)F(x) (6.33

tanimlamasinin daha dau bir anlatim olacg ortaya ¢ikar. Bu ise
L RPeag(x) = (1) (sag(¥)' +9(Rt) xsai(X)
= X[ (X)W () +9(R 1) Yoeg(x) | + F (R 1) sy (X)

= XZ Psgi(X) + f (X1) Ysgy(X) (6.39

esitliginin ve buradan da

(Wsol(x), [LX— KL | thszg(X)) = (Wsol(X), T (K1) Wsag(x)) (6.39

esitliginin kullaniimasiyla

d ((»Usol (X) ) ?wsag (X) )

at = — (Wsal(X), T (X.1) Yszg(x)) (6.39

sonucuna ulasiimasini@ar. Yani, b&imsiz dgiskenle ¢carpma iglecinin beklenen
degerinin zamansal turevi (x,t) ile ¢carpma islecinin beklenen gerinin eksilisine

esd@er cikmaktadir.

Bir asama daha ilerleyebilmek icig” icin devingen taban takimi tanimlama yoluna

gidelehbilir.
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6.1.2.4 Devingen Taban Takimi Tanimlama

Devingen taban takimi tanimlamak igin 6nce bu takitn#n 0'daki yapilandirimini
salamallyiz. Bu amagla, 1x, ---, X", --- yapisinda, yankKin dogalsayi uslileri
olan iglevlerle yola cikabiliriz. Bunlar aralarinda gtasal b&imsiz olup kareleri
timlevlenebilirdir. Ancakx = a ve x = b'de ayni1 dgeri alma 6zelljini sajlamazlar.
Yine de bunlardan yola c¢ikip yapilandirima girisebilirizz”’de bulunan birF (x)

islevinin analitik olma varsayimi altinda
Fix) = § Fx (6.37
2
anlatimiyla yazilabiledgni varsayabiliriz. Bu varsayimF(a) = F(b) esitliginin

salanmasi igin,

[ee]

F(b)—F(a)= Zo(bj—aj)Fj:O (6.38
i=
esitliginin yazilabilecgini ve bu anlatimin gecerli olmasi igin de
> (ol -al)
Fr=— Fi (6.39
esitliginin yazilabilmesi gereldjini gdsterir. Bu anlatim@.37) esitliginde kullanilirsa
o . bJ _ al)
_ (-2
F(X) F()Jrj;FJ [x b a x] (6.40

denklemi yazilabilir. Bu esit§jin s& yani, asgidaki tanim esitlikleriyle verilen taban
takimi @elerinin d@rusal birlesimi olarak dustinulebilir
1 =1
vi(x) = o (6.49)
i p=a) 23
X==p—g X 17495 .
Bu islevler dik bir takim olusturmazlar ama ¢esgitli yéntlerle diklestirilebilirler [47,
48]. Sira korunarak bu eylemin gerceklestidongorilerek olusturulacak islevler

v(f) (%), ‘(2” (x), --- olarak simgelenirse agalaki 6zelliklerin gecerli olaga kesindir

(M) =8k 1<ik<w, (6.42

¢ (x) islevi 77 icinden secildgi igin

6 =Y $iv” (6.43

=1
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anlatimiyla verilebilir. Dolayisiylapsg;(x,t) islevi det = 0 igin bu anlatimla verilmek
durumundadir. Bu durum, bizi, agaaki denklemlerin ¢6zimu olarak tanimlanan

islevlerle ilgilenmeye ydneltir

Auts® (x t y y y
b B dt( ) _ 2u ;WP (et =u P (bt),
te[00); WP x0)=v"x; 1<j<w (649
au'® (x. t
J dt( ) _ —ZTUESOD(X,t); UESOI)(a,t) _ u%sol)(b,w7

. (sol) (D). .
te[0,0); Ui (%,0) = vy (X); 1<j< . (649

Ozenli bir inceleme

(u}s"'),u,(f@) =5, 1<jk<o (6.49
oldugunu gosterir. Yani 2 icinde iki dajisik tam ortonormal takim
olusturulabilmektedir. Bunlar,u%sc") ve ugsag) islevleri olup, ikisi birlikte tam

ortonormal bir takim olusturmaktadirlar.  Bunlard, bagimhliklari nedeniyle,

“Devingen Taban Takinikilisi” adini verecdjiz.

(6.17), (6.18), (6.43 ve de 6.49) ile (6.45 sirasayil estiliklerden

Yok ) = 3 U6, dsm(xt)= 3 duP(x1) (6.4
=1

CUer() = S 5 b db: (U (1) zysD)
(Wsol(t), X Ysg (1)) = 3 3 0 (W= .5 (1)) (6.49

A Uer() = S 5 b (U (0). (%) ulsD)
(deolt) 1 (9 Y1) = 3. 3 19 (W@, t R ) (649

kuvadratik islev sgyanli esitlikleri elde edilir. Bu egitliklerdeki bylikkler icin yeni

tanimlamalar yaparak farkli anlatimlara erismek olarhkl Gergekten de
| y
X0 = (4 0,2 1), (6.50

Xll(t) e Xln(t)
X(t) = A : (6.51)
Xn1(t) -+ Xon(t)
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ve

R0 = (W0 feou@ ), 1<ij<n, (6.52
Fll(t) Fln(t)
F(t) = S ,  1<n<w (6.53
Fra () Fan(t)
olmak Uzere,
¢" =1[d1 - ¢n] (6.59

ile verilen ¢ yoneyi, 6.48 ve (6.49 yerine
(Wsa(t), X seg(t)) = @TX(V),  (Wsar(t), f (X1 s (t)) = @TF()P  (6.55
anlatimlarinin yazilabiledgni gosterir. Son iki sonugs(36) ile birlestirilirse
X '(t) = —F(t) (6.56

bicimindeki siradan matris tirevli denklem elde edilir. Benkleme eglik ettirilecek
baslangi¢ kosuluf(50 ve daha dnceki bazi esitliklerden, ggaki gibi elde edilebilir
(V:(LL)XV(lL)) (v&”,ivﬁ”)
X(0) = : : : (6.57)
(HRET) ()

(6.51), (6.53, (6.50 ve (6.52 egitliklerinde tanimlananF(t) matrisi f (Xt)
gosteriliminden bagka birsey giédir. Sendelenimsizlik kanitsavina gore, bu matris,
sendelenim katkilari gozardi ediffihnde asgidaki yanasik (ing: asymptotic) §ent
ile acik olarak anlatilabilir

F(t) =~ f (X(t),t). (6.58
Bu ise d@rusal olmayabilen

X'(t) ~ f(X(t),t) (6.59

denkleminin 6.57) kosulu altinda ¢oézumunin bu denklemi ¢ozmeksiztnd4)
ve (6.49 ile verilen goreturevli denklemlerin ¢oézumlerinden, delenimsizlik
yaklastirrmi bglaminda Uretilebiledgni ortaya cikarir.  Bu c¢ok ©nemli bir

olgudur. Ddajrusal olmayan bir problem (siradan tirevli bir denklemdgrdisal

95



bir probleme (goreturevli denklemlere), yaklasik da pldéntstiurilebilmektedir.
Cozulmesi gereken goretirevli denklemler, uzay gemgetle, birinci mertebeden
Ozyinelemelerle ¢ozilebilir. Sendelenimli dizeltmertddrinin eklenmesiile yaklagik

¢c6zimdeki duyarhlik arttirilabilir.

X yerine ¢cok daha dgsik islecler kullanarak daha gisik yapida siradan turevli

denklemler Gretmek olanaklidir.

6.2 Goreturevli Denklemler ve Uzay Genigletme

Goreturevli denklemlerin kullaniimasiyla gausal olmayan tirevli denklemlerin elde
edilmesinden sonra simdi de bu denklemlere uzay gemglgtntemi uygulanacaktir.
Uzay genisletme uygulanacak goreturevli denklem

aP(y,t) aP(y,t)
—a —at) dy

(6.60

bicimindedir.

6.2.1 Evrensel Bigimin Elde Edilmesi

Sayil ve matris tirevli denklemlerde yapimiz gibi a(y,t) katsay! iglevininm.

dereceden bir ¢cokterimli olarak agdaki gibi secildgini varsayalim

a(y.t) = ao(t) +y as(t) +y°az(t) + - +y"am(t). (6.61)

Uzay genisletme kavrami kullanilarak denkleme ¢ozumiliiken a(y,t) islevinin
derecesine lgdI olarak uzay genisletme mertebesinin belirlgidi daha ©nce
belirtmistik. Bu durumda, tanimlayaganiz yeni d@isken & = y™?! yapisinda
olacaktir. Ayrica,yp,- -, Un islevleri simdilik bilinmeyen islevler olmak lUzerg
islevi bu bilinmeyen islevler tirinden agdaki gibi yazilaraky(y,t) islevi icin de

varsayim yapilmis olunur

(6.61) ve (6.62 sirasayili esitliklerirt’ye ve yeni dgiskené’ye gore turevleri alinir,
(6.60 sirasayili denklemde yerine konulur ve gerekli diizenlemgapilirsa bu tar

denklemler igin evrensel bir yapi elde edilir.
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Bu islemlerin daha kolay anlasiimasingtemak amaciyla sayil tirevli denklemlerde
izledigimiz yolu izleyerek basit 6érneklerle bu dénusimi anléitale daha sonra da

en genel yapiyi elde edebiliriz.

Uzay genigletme kavraminin goretirevli denklemlere ugigngini agik bir sekilde

gorebilmek igin
oY(y,t) oY(y,t)
ot oy

denklemi ilk drnek calisma olarak segilmistir. Boyleg®, ve {1, y vet’nin bu anda

= [ao(y,t) +y a(y,t)] (6.63

bilinmeyen cift islevleri olmak Gzerey(y,t) islevi igin

Lp<y7t) = wO(yzvt)+y w1(y27t) (664)

ongorimi yapiliré = y? tanimlamasi bu lantida yerine konuldjunda

denklemi elde edilir(y,t) iglevinin & vet degiskenlerine gore turevi alinir vé 63
sirasayili denklemde yerine konulur. Daha sonra digeren ve icermeyen terimler

karsilikl olarak birbirlerine esitlenirse

Yo oy dYo
Zalfﬁ + 2apé 9 ot —apyn
Y oyr  dyn
2ao¥ +2248 £ - ot ain (6.66

bicimindeki denklem takimi elde edilir. Elde edilen bu dkmk takimi matris bigimli

yazilabilir, yani 6.66 denkleminin matris gosterimi

9o o
28§a; 28ag 0& ot 0 —a Yo
= + (6.67)
289 2&ay o oyn 0 —&a Y
o0& ot
bicimindedir. Bu bigim,
| o o _ | 2a1 2ag _ |0 —a
AO_|:2aO O:|7 Al_|: O 2a1:|7 Bl_|:0 _a1:|7 (66&
ve
z=[go ] (6.69



olmak tizere
z 0z

0
Ao+Aié 9 ot +B1z (6.70

seklinde verilebilir.

Ikinci bir 6rnek

aP(y,t) aP(y,t)
ot ay

biciminde secilebilir. Burada bu kezj(y,t) islevi igin, Yo, Y1 ve Yo, y vet'nin bu

= [ao(yt) +y au(y:t) +Y?aa(y:t)] 6.7

anda bilinmeyen ¢ift islevleri olmak Uzere,

ongérumi yapiliré = y® tanimlamasi bu iantida yerine konuldgunda

W(E,y,t) = Po(&,t) +y Yn(&,t) +y? Yo(&,t) (6.73

denklemi elde ediliry(y,t) iglevinin & vet degiskenlerine gore tirevi alinir vé (71)
sirasayili denklemde yerine konulur. Daha sonra dgeren ve icermeyen terimler

karsilikl olarak birbirlerine esitlenirse

dp oyn 200 0o
3315¥ + 3apé ? +3apé 9E ot —agyn — 28 axyp
0 0 0 0
3a2€ai;+3a1€0—w; 1 3a0é 0"22 = % 2agyp - aun
71 oyn oY,  0yY»
3a0—aE +3a25—0€ +3a& 3E = ot —2a1yn —axyn (6.74

bicimindeki denklem takimi elde edilir. Elde edilen bu diemk takimi matris bigimli

yazilabilir, yani 6.74) denkleminin matris gosterimi

[ Oy | ¢ oo 7
31 3apé 3apé? o< ot 0 —a0 —2a¢ | [ to
oyn oyn
3a; 3a 3 — = == 0 —a -2
2 3aé  3agé 3¢ 3t + 1 ag 1]
3ag 3apé 3aé o, an 0 —a -2 Yo
298 | L oot
i i (6.79
bicimindedir. Bu bicim,
0O 0O 31 339 O 0 0 3
Ap= 0 0O , Ai=| 3a; 3a; 3ag , A>=10 0 O (6.7@
3 0 O 0 3a 3 00 O
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0 a9 O 0 0 2
Bi=|0 —-ags -2 |, Bo=|0O0 0 |, (6.77
0 —ap —2a 00 O
ve
-
z=[yo Y1 Y| (6.789
olmak Uzere,
Jdz 0z
Ao+ (EAL+E%Ar) =7 = — + (B1+E&Bp)z (6.79

0& ot
seklinde verilebilir.

Genel yapiyi daha net gorebilmek igin bir adim daha iletbdyez. Bu amacla tg¢uncu
bir 6rneji

aP(y,t)
ot

aP(y,t)

5 (6.80

= [ao(y,t) +y a(y,t) +Y?ax(y,t) +yag(y,t)]

biciminde secebiliriz. Burada bu kegi(y,t) islevi icin, Yo, Y1, Yo ve Y3, y vet’nin

bu anda bilinmeyen ¢ift islevleri olmak tzere,

Lp<y7t) = QUO(YAJ) +yll/1(y4,t) +y24/2(y4,t) +y3l1u3(y47t) (68])

ongodrumi yapihré = y* tanimlamasi bu iantida yerine konuldjunda

W(E,y,t) = Wo(&,t) +ygn(E,1) +Y2Wa(&,t) +yY3us(&,t) (6.82

denklemi elde edilir(y,t) iglevinin & vet degiskenlerine gore turevi alinir vé 80
sirasayili denklemde yerine konulur. Daha sonray dgeren ve icermeyen terimler

karsilikl olarak birbirlerine esitlenirse

i oy 20Uk 203 I

4315¥+4305¥+4a3f ¥+4azf W = 7—30W1—3532W3—2533WZ
9o o¢n ¢ 20y Oyr o
46125% +43-15¥ +4305¥ +4agé W = ot 280 — a1 — 3¢ aglss
4%6‘2—‘? +4asz3—“g1 +4a1€(;—L§2 +4aof‘2—‘é’3 = 2 saoys 224~ 2ot
I o oYy oYs  Jys
4300—6—1-43350—6 +4azf¥ +4315¥ = 7—33111—’3—2324’2—%11—’1

(6.83
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bicimindeki denklem takimi elde edilir. Elde edilen bu demk takimi matris bigimli

yazilabilir
— % —
- 2 2 - o¢
41 4dapgé 4dagé” 4daxé
oY
bapE AagE  AdagE  4agé? 9&
dazé daé A& 4apg oy,
0¢
| 4dap 4dagé daé  4daré |
9ys
| 0¢& |
_ % i
ot - o i}
0 —ag —2azé —3aé Yo
9y
ot 0 -y 23 —3ag Y
= + ) (6.89
o 0 —a -2 —3a W
ot
0 —a3 —2ap -3 Y3
9Ys | T
L ot
Bu bigim,
0 00O 43, 439 0 O
Ao 0O 00O A_4a24a14a00
| 0 o0 o0}’ 17| 4a3 4ap 4a; 4ag |
40 0 0 O 0 dag 4ap, 4a
0 0 43 4da
|00 0 4
A2 = 190 0 o] (6.89
00 O 0
0 —a O 0 0 0 —2a3 —3a
10 —a -2 O {00 0 —3a3
B1= 0 —ap —2a1 —3ap |’ Bz = 00 0 0 ’ (6.89
0 —a3 —2ap —33 00 0 0
ve
z=[ o 1 o Ys]' (6.8
olmak lUzere,
Jdz 0z
Ao+ (EAL+E3A) - at (B1+E&By)z (6.89

seklinde verilebilir.
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Bu ornekler bize en genel yapinin nasil olgc&onusunda bilgi vermektedir. Bu
durumda 6.61) ve (6.62 sirasayilari ile verilem(y,t) ve g(y, &,t) islevlerinin ©.60

ile verilen goreturevli denklemde yerlerine konulmasi verekli dizenlemelerin

yapilmasiyla
[0 0 0 ]
Ao - ; SR |
0 0O --- 0
| (n+1)a O 0 |

T (n+la; (n+1l)ag 0 0 0 i
(n+la, (n+la (n+1l)ap O 0
AL = ;
(N+1)ap-1 (n+1)an-2 0
(n+1)an (n+21l)an1 o (n+1la (n+1l)ag
i 0 (n+1)an - (n+lax (n+1)ay |
[0 0 (n+1)a, (n+Dag1 -~ (N+Day
0o0 0 (n+lan, --- (n+1)ag
A2 = )
00 0 (n+la,
00 0 0
(00 0 0 |
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[0 —ag 0 0 o --- 0 1
0 —a —2ap 0 0 0
0 -—-a -2 -3 O0 --- 0
B, = )
0 : : : .0
0 —an1 282 —3ap3 -+ -+ —Ng
0 —ay 281 —3ap2 -+ - —Nay |
(0 0 —2a, —3a,1 -~ —(n—1)a3 —nap |
00 0 -3 " - nas
0 O 0 0
B = | ¢+ : —Nan_1 (6.89
—naq
0 . 0
_O 0 i
olmak Uzere
Po+ (EA1+E7A0) 52 = T+ B+ £By)2 (6.99

evrensel bigimi elde edilir. Bu bigim igerisinde kullamlayoneyi

z=[ (&) - ym(Et) ] (6.9

biciminde tanimlanan, bilinmeyen iglevleri iceren yodigy

6.2.2 Evrensel Bigimin Seri Cozumu

Artik bu denkleme ait seri ¢ozum elde edilebilir. Ancag,90 ile verilen evrensel
denklem seriye acildinda ikili bir 6zyineli iliski elde edilmez. Bunun nedeni

denklemdekiAg matrisidir. Bu matrisin yapisina bakilacak olunursa erkaftesinde
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yalnizca ag terimini icerdgi gorilir. Bu durumdaag katsayisi icin bir kosul

tanimlamadiimiz stirece ikili bir 6zyineleme elde etmek olanakl gdn@mektedir.

Bu nedenle .60 sirasayili denklemde oncelikli olaraly iglevi igin birinci

mertebeden evrim isleci kullanilarak @gdaki donlisiim gerceklestirilebilir

b(t);

Y=e"'ng. (6.92

Eger 6.92 sirasayili denklemin ve y dejiskenlerine bgh olarak tirevleri alinirsa

asdidaki esitlikler elde edilir

oy, 0 b 590

at P (t)dy St "ot

oy 9 v

5 = 3y V. (6.93

(6.93 ile verilen esitlikler 6.60 sirasayili goretirevli denklemde yerine konulur ve

birinci mertebe evrim iglecinin (EK-A)'da verilen 6zetleri kullanilirsa

oy b2 0 bt
O R L (6.94

esitligi elde edilir ve buradan da agaaki esitlik yazilir

oY 19 o [b) g b3 9 b3
b (t)dyTIJ_ [e a(y,t)] { 0ye UJ} (6.99
Bu da,
oy _ / Y
a9t [a(y—b(t),t) —b'(t)] EN (6.99

bagintisinin yazilmasini olanakh kilar.ger x degiskenix =y — b(t) olarak segilirse

(6.96) sirasayili esitlik agadaki yapiya donusur

W Jaet) -b/t)] 7. (697
Egera(0,t) islevi T Gzerinde tumlevlenirse
= /Ot dra(0, 1) (6.98
a(x,t) =a(x,t) —a(0,t) (6.99
olmak Uizere bu kez agalaki denklem elde edilir
aa_nf :é(x,t)(;—zj. (6.100
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Boylece katsayi islevindeag teriminin sifira esit olmasini g§tayacak sekilde
duzenleme yapilmis ve6(90 ile verilen evrensel yapida, seri ¢ozimde ikili 6zyinel

iliski elde edilmesini engelleyeAg matrisi ortadan kaldiriimis ve denklem

[ (n+1)ay 0 o 0 - 0
(n+l)a, (n+laa O O 0
Ao =0, A= ;
(n+lap-1 (n+Ll)an-2 - " 0
(n+lan (n+l)a1 -+ -+ (n+1)a 0
i 0 (n+la, -+ --- (n+1)ay (n+1)ag |
[0 0 (n+1)an (n+l)a,1 - (n+1l)ag |
00 0 (n+l)an, -+ (n+1)ag
Ay = )
00 0 (n+1)a,
00 0 0
00 0 0o
[ 0 0 0 0 0 0 7
0 —a 0 0 o --- O
0 -—-a —2a1 0 o .- 0
B = : : : : PR :
0 0
0 —ap1 —2a,2 —3a,3 -~ - 0
L0 —an —2a,1 —3ap2 - - —Nay
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[0 0 —2a, —3a,_; --- —(n—1l)az —na |
00 0 -3 nag
0 O 0 0
B, = P : —Nag_1 (6.100
—na
0 y 0
L O O i
olmak Uzere
Alfﬁ 5232 - % 4 Byz+&Byz (6.102

yapisina dontusmus ve goreturevli denklemler igin “EgedrBicim” elde edilmigtir.
Evrensel Bicim’e uzay genisletme kavrami uygul@ndda elde edilen denklemin seri
¢Ozumu ikili bir 6zyineli iliski verecektir. z bilinmeyen iglevinin seri acilimi, bu

acihmint ve & degiskenlerine gore tlrevleri sirasiyla,

AE0 = 5 z0E,
(&0 = 3+ Dza0F
(&) = izfms‘ (6.103

biciminde verilir. Bu esitlikler 6.102 bagintisinda yerine konuldunda
A i( +1)zi (D) A, Z) (i+1)z1(t) &2
= 240 (t)¢' +B13 2 1013 +BZ_Z) z(t)E (6.109

bagintisi elde edilir. Bu b@nti & dejiskeninin Uslerine i olarak dizenlenecek
olunursa

[ee]

; (iAlzi (t) + (i — 1)A2zi-1(t) +Z(t) +Bazi(t) + B2 _izil(t)> 3
+ (A]_Z]_(t) —l—Za_(t) + Bz (t) + BzZo(t)) &+ Z6(t) +B1z0(t)=0 (6.109
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denkligi yazilabilir. ¢ degiskeninin katsayilari ayri ayri sifira esitlegatide

Z6(t) +B1zp(t) =0 (6.109
ve
z1(t) + (A1 +B1)za(t) = —Bozo(t) (6.107
olmak tzere
zi(t) + (iA1+B1)zi(t) = —((i — 1)A2+B2)zi_1(t) (6.109

bicimindeki iki terimli 6zyineli iliski elde edilir.  Ancl& bu 06zyinelemenin
kullanilabilmesi icin her big; degerinin belirlenmesi ve bunun igin de siradan turevli
denklem ¢oztlmesi gerekmektedir. Bu siradan turevli demlkérin ¢ozimi analitik

olarak kolayca belirlenebilir.§.106 sirasayili tirevli denklemin analitik ¢oztimu
Zo(t) = e Bilgy (6.109
bagintisiile ve 6.107) sirasayil tirevli denklemin analitik ¢cozimu
z:(t) = e (ArtBultg, /Ot dre "TB,zo(1) (6.110

bagintisi ile verilir. ¢y ve ¢ baslangi¢c kosullari ile belirlenmektedirzg ve z;
islevleri belirlendikten sonra 6zyineli iliski kullalarak benzer yolla djer z; islevleri
de belirlenir. Bu 6zyineli iliskiyi kullanmaktaki asil ameimiz zamanla dgsen bir
taban takimi olusturmaktir. Bu taban takimi kullanilagk30 ile verilen islecin
matris gosterilimi olusturulur ve bu matris gosterilimiagda bize dgrusal olmayan

siradan turevli denklemin ¢ozimdana verir.

6.3 Dajrusal Olmayan Turevli Denklemler icin Degisik Coziim Yontemleri

6.3.1 Yontem - 1: Ureticiislevler Turtinden Cozim

Dogrusal olmayan tirevli denklem olusturmak ick islecinin kullaniimasi ile
bagimsiz dgisken Gizerinden bir isle¢ tanimlanmistir. Aslindadula yapilan beklenen
dejerin evrimini izleyerek siradan tirevli denklem Uretibheyoluna gitmektir.
Buradaki esinlenme kuvantum mek@imide dalga iglevinin evriminin beklenen

degerler Uzerinden belirlenmesinden gelmektedir. Kuvanmekanginde bu tip
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yapilar igin dretici islevler (ing: generating functigngirinden ¢6zim yazilabilir
[68,69]. Bu calismada ise ayni mantik izleneregdsal olmayan tirevli denklemler

uretilirken kullanilan islevlerin matris gosterilimilanalitik ¢oziim elde edilecektir.
Bu durumda dgrusal olmayan tiirevli denklem genel olarak
Z'(t)=f(Z(1)) (6.11]
biciminde yazilabilir. Simdi baslangi¢ kosulunun
Z(0)=A (6.119

oldugunu veA™ = A oldugunu varsayalim. Bu durumd&(t) matrisinin ¢ozimiA

bajimsiz dgiskenin matris gosterilimi vB bir kare matris olmak lizere
Z(t) =e "BagtB (6.113
biciminde secilmektedir.§.113 egitliginin tlrevi alinirsa
Z'(t)=e"B(—iBA +iAB)e'B (6.114
elde edilir.
f(eBALB) = e B f(A)e!B (6.115

oldugu go6zoniine alinirsa
f(A)=i(AB —BA) (6.116

olur. Burada, ger, B matrisinin d@eri belirlenirse bu turevli denklem de ¢6zilmusg
olunur. Bilimsel yazindaB matrisinin dgerini belirleyen oldukca etkin yontemler

bulunmaktadir [70, 71].

6.3.2 Yontem - 2:izgesel Gosterilimile Elde Edilen Coziim

Dogrusal olmayan ve6(11]) sirasayili turevli denklemi yeniden ele alalim. Bu
denklemi bu kez islevinin izgesel gosterilimini kullan&ryazalim. Z(t) iglevinin
izgesel acilimi, {(t) islevin d6zd@erlerini ve z,, bu 6zd@erlere kargilik gelen

O0zyoneylerini betimlemek tzere

Zt) =Y &®zdt)z ) (6.117



biciminde yazilabilir. f(Z(t)) islevi i¢cin de benzer tanimlama kullanilabilir. Bu

durumda

(Z0)= 3 G20z (6.119

K=1
bagintisi yazilabilir. Burada

Z-jr (D) z(t) = Ok (6.119
oldugu, yani 6zyoneylerin birbirine dik oldju varsayiimaktadir. Onceliklés (117

sirasayil bgintinin tirevini alalim

z'(t) = (Zk() K1)z (1) + () (z(t)ze (1))

s M=

= ¥ LO)zdt)ze(t) + &) Z () Zg (t) + L(t)ze(t)Z (1). (6.120

=,
Il
=

~~

Z(t) iglevinin turevini vef (Z(t)) iglevini (6.1117) sirasayili bgintida yerine koyarsak
él GOzZMzZO" + &OZOZ ) + Lbz)Z (1)
- 3 HGEOaT 6129
esitligi elde edilir. Bu bgintiyi soldarzﬁl, sajdanz,, 6zyoneyleriile carpacak olursak

Z Z(t)Zny () " 2() 2k (1) Zny (1) + Qk(t)Zng (8) T Ze(£) Zi() T 2y () +

k=1

Gelt) 20, (1) 2(D)Z4(1) 2, zf (8(t)) 20y (1) 2e(0)21) 20, (1) (6.122

yapisi elde edilir. Buradan d&.19 sirasayil esitlik g6zoninde tutularak

n

> Zk(t)Bnykcn, + (1) Zny () 24 (1) Sy + Lic(t) Brgeic(t) ' 2z, (1)

=1

n

z S,k (6.123

esitligi yazilir. E§ern; = n, = nolarak secilirse@.123 sirasayil bginti

Gnl(t) +4n(t) [2a ()Z0(t) +20() Tza()] = F(n(t)) (6.129

yapisina dénusur. Bu Bantida ise ayiraclar icindeki yaps.(L19 sirasayili bgintinin

turevi olup sifira esittir ve denklemde yerine konulursa

{n(t) = f(dn(t)) (6.129
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bagintisi elde edilir. §ern; # n, olarak secilirse®.123 sirasayil bginti
Zrg (820 ()T 20, (8) + iy ()20, (1) T 20, (1) = O (6.126
bicimini alir. (6.119 sirasayil bgintinin tirevli anlatimi bu esitlikte kullanilirsa

Z (8) 20y (1) (Zny () — ng(t)) = O 6.127)

denklemi elde edilir,, ve ,, 6zyOneyleri birbirinden dgisik olduklarindarfy, (t) —

{n, (1) farki sifira egit olmayacaktir. Bu durumda
zp, (1) Tz, (t) =0 (6.129

olur. Bu bajinti bizezy (t) ile zn,(t) yéneylerinin birbirine dik olduklarini gosterir.
Ny # nz oldugundan ven boyutlu uzayda calig@imizdanz;, yoneyi, z,, disindaki
tim ydneylere diktir. Bu durumda,, yoneyi ve bu yoneyin tirevi arasinda ggiaki
baginti yazilabilir

z,, =0z, k=1,--n (6.129

Daha sonra da,
|20y |12 = €|z, ()], k=1,---,n (6.130

oldugu g6zoniinde tutulursa ve buraliia, || = 1 olduju dustnulirser = 0 olur ve
z,, (1) =0 (6.13)
denklemi olusur. Bu denklemin ¢6zimu
zny () =C (6.139

olarak elde edilir. Bu da bizi 6zydneylerin zamandamibasiz old@u sonucuna
goturdr. Bu, baslangi¢ kosuluna ait 6zybneylerin herakngozimiin de 6zyoneyleri
olacd) anlamina gelmektedir. Yani 6zydneylerin saptanmasibeislangi¢ dizeyinin
0zyodneylerini bulmak yeterlidir. Bu yapilirken bulunacalan 6zd@erler de, aslinda,
zamanla dgisen ¢ 6zde&erlerinin baslangi¢ kosullar olacaklar ve herbir dpete
(6.125 denklemini d@gisik bagslangi¢ kosullar altinda ¢ozecek islev okiza Bu

siradan turevli denklem sayil yapida olupgg&enlerin ayrilmasi yéntemiyle/T
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Uzerinde bir timlevin olusturagaislevin ters islevi olarak saptanacaktir. Bytzanda
(6.1259 denklemi

1
) ) = o1

yapisina donustiralir ve esiin her iki yaninin timlevi alinarak ¢ézim kapali bir
bicimde
1
G(Znt :/7(1 t :/dt:t—i-k 6.13
yapisinda elde edilir. Bu denklemin ¢ozimi
n(t) =H(t+k) (6.139
biciminde acik olarak elde edilebilir. Buradthislevi G islevinin tersi olan islevdir

H=G1 (6.136

Bdylece elde edilen 6zybney ve ozmeler 6.117 ile verilen denklemde yerine
konuldw@unda dgrusal olmayan siradan tirevli denklemin de ¢6zimu bulghmu

olunur.
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7. SONUGLAR

Bu tez calismasinda matris katsayill gaasal ve dgrusal olmayan tirevli
denklemlerin sayisal olarak ¢oztlmesi igin yeni bir yongghstiriimigtir. Gelistirilen
yontem uzay genisletme kavramina dayanmaktadir. Uzayslgéme kavramina
ek olarak, sendelenimsizlik yaklastirrmi ve saptirimliagari yontemleri de
yontemin olusturulmasi ve gelistiriimesinde yardimgeter olarak kullaniimaktadir.
Bu balamda, oncelikli olarak djrusal yapili tirevli denklemlerin ¢6zima ile
ilgilenilmis, daha sonra da dousal olmayan tirevli denklemler igin incelemeler

yapilmistir.

Matris katsayil dgrusal turevli denklemlerde birinci mertebedergysmnsiz olan yapi

ile ilgilenilmigtir. Genellikten herhangi bir sey yitimeden baslangi¢ aninda denklem
¢OzUmunun birim matrise esit oldu varsayilmigtir. Matris bilinmeyen iglevi soldan
carpan katsay! matrisi bir cokterimli olarak secilmistBu katsay! matrisi bamsiz
degiskenin icinde bulundju karmasik say dizleminin her sonlu bélgesinde analitik
bir islev oldugundan, matris katsayih tirevli denklemin ¢6zimu de apnis bolge

icinde analitiktir.

Bu calismada matris katsayil tirevli denklemin ¢ozumi tincelikle bir 6ngérim
yapilmistir.  Bilinmeyen iglev parcalara bolinmis ve e pargcanin denkleme
yeni eklenen bir dgiskenle carpiminin dgpusal birlesimi denklemin ¢ézimu olarak
ongorulmustir. Denkleme eklenen yengdsken, matris denklemin asil bilinmeyenine
bagl olarak tanimlanmistir. Yeni désken, bgimsiz dgiskenin, denklemin yapisina
bagli olarak belirlenen bir Uslisu olarak secilmistir ve id@eri “Uzay Genisletme
Mertebesi” olarak adlandiriimigtir. Boyle bir donusuemy, ancak evrensel bir matris
katsayil tirevli denklem elde etmemiziggamistir. Elde edilen bu evrensel yapinin

seri ¢ozumu iki terimli bir 6zyineleme olusturmaktadir.

Burada s6zl edilen donisim ikiglgik bicimde gerceklestirilmis, ilk donisum bizi

“Okubo Bigimi” adi verilen yapiya goturarken, ikinci dostm bizi “Evrensel Bigim”
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diye adlandirdimiz bagka bir yapiya goturmastir. Bu iki bicimin sekrigizim yapisi
birbirine benzerdir ancak matrislerin sayisagdderi dgismistir. Okubo Bigimi’nin
serisel ¢ozumlerinde dallanma tekillikleri ile karsibistir. Bu tur tekillikler
karmasik dizlemde ve Riemann yapraklariyla calismakgedélerinden bu yapi
ile calismaktan kacinilmis ve bu tir tekilliklerin olagdgi yeni bir yapilanmaya
gidilmigtir. Evrensel Bigim'’in serisel ¢6zumlerinde dekillikler olusmaktadir, ancak
bu tekillikler kutup tekillikleridir ve uygulamada dallama tekillikleri kadar sorun
yaratmazlar. Burada, tekillik dg de tekilligin tirt bizi bu yénde bir ayirnm yapmaya
itmigtir.

Her iki yapinin serisel ¢ozumi elde edilmig ve sayisal dexler yapiimistir. Sayisal
karsilastirmalar analitik ¢ozimu bilinen denklemleybgpilmistir. ' Yontemin sayisal
sonugclari, denklemlerin serisel ¢ozumtu ile de kargndigtis, hem Okubo Bigimi’'nin,
hem de Evrensel Bicim’in serisel ¢ozimlerinin, denklemagmaidan seri ¢ozimu ile
elde edilen sonuclarindan ¢cok daha iyi didug6zlemlenmis ve bunun nedeni kuramsal

olarak da gosterilmigtir.

Gelistirilen ¢bziim yonteminin her iki yapi icin yakinsdkblcutleri incelenmis ve
hangi kosullar altinda yakinsadiklari gosterilmigdtler bir yapi icin hata ¢6ziimlemesi
yapiimistir. Bu bglamda, Okubo Bicimi’nin, bgumsiz d@iskeninin tim sonlu
degerleriicin, matris cebirsel [@antilara ait bilesenler sonlu kafglisiirece yakinsagi
gosterilmis ve bu da seri ¢cozimde kesme yapabilme glavarmistir. Benzer bir
inceleme Evrensel Bigim igin de yapilmig ve denklemin gséaimuniin yakinsaklik

yaricapinin sonsuz oldu gosterilmistir.

Yontemin etkinlgini artirmak icin d@isik yiksek mertebeli uzay genisletme
yaklastirimlari olusturulmustur. Uzay genisletmertabesi secimine i olarak
olusturulan Gg¢ tir uzay genisletme yaklastirrmindan edilmistir. Bunlar sirasiyla,
“En Kisith Uzay Genisletme”, “Dizgin Uzay Genisletme’e VAAskin Uzay
Genigletme” olarak adlandiriimiglardir. Her bir uzayngéetme yaklastirimi igin
sayisal denemeler yapilmis ve yiksek uzay genisletmeebwerine cikildjinda

yaklastirim nitelginin arttgi gézlemlenmistir.
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Burada gelistirilen bu yeni yontem aslinda, seri katsayin bir sekilde yeniden
siralanmasi ve kimelenmesi m@mba dayanmaktadir. Bu anlamda yontem,
hesaplama karmagigh agisindan ¢ok etkin olmasa da, yakinsaklik, hata kegéri

ve saylsal sonuclar acgisindan oldukca 6nemli katkilartianbnaktadir.

Yontemin gelistiriimesi, denklem sisteminin evrenset papiya donustirtlmesi,
bu elde edilen yapinih = 0 noktasinda serisel aciliminin elde edilmesi ve daha
sonra da yuksek mertebeden uzay genigletme yaklagmiitg sayisal sonuclarin

iyilestiriimesi asamalarini icermektedir.

Elde edilen seriden sonlu sayida terimle kesme yaklagari olusturulmus ve =
O'dan belli bir uzakhktakit degerleri icin yontemin olduk¢a kullanigh bir yontem
oldugu gosterilmistir. Ancakt = 0'dan uzaklasildikca, ayni sayisal duyaghlelde
edebilmek icin kesme yaklastirrmindan ¢ok fazla terimimraasi gerekmektedir.
Bu nedenle, araiin sifirdan farkh bir noktasinda gecerli olan bir acilirligtirme
gereksinimi duyulmustur. BOoyle bir noktada denkleminisg&racihimi iki ardisik
terimli bir 6zyineleme dgil, Uc terimli bir 6zyineleme verdji icin bu asamada
degisik bir yaklasima gerek duyulmustur. Bu amagla yenklgam yoéntemi
olarak, uygun bir saptirm acitlimi ile iki ardisik terimiizyineleme olusturma
yoluna gidilmigtir. Bu yontemin de yakinsaklik dlgttlenicelenmis ve gerekli hata
¢cozimlemeleri yapiimigtir. Geligtirilen yontemin sah dejistirgesinin tim sonlu
degerleri icin yakinsadj gosterilmistir. “Saptirrmh Matris AItkesimseiLsIevIeri”
kavrami olusturulmus ve bu kavram aragilile birbirini izleyen araliklarda kullanilan
saptirim acihimlari yaklasimi ¢zim agahi genigletmis ve boylece sayisal duyarlilik
artmistir. Bunlara ek olarak, saptirrm acgilimlari yikse&rtebeli uzay genigletme
yaklasiminin da kullanilabilege bir yapiya genisletilmistir. Sayisal sonuclarin da
bu mertebeye kil olarak gelistji gézlemlenmistir. Sayisal 6rneklerle yaklasimin
etkinligi gOsterilmistir.

Buraya kadar s6zi edilen yontemler ve yaklastirnmlagrdsal matris katsayili
turevli denklemlerin ¢bzimune yodneliktir. Muhendisliktarsimiza gikabilecek bir
diger 6nemli sorun da dpusal olmayan tirevli denklemlerin sayisal ¢ézimlerinin
elde edilmesidir. Bu bglamda, bu tezin ikinci asamasi bu tlr problemlere yine

uzay genigletme kavrami yardimi ile ¢6zum Uretmeyi anmagdar. Bu bolimde
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uzay genisletme kavraminin giwsal olmayan tirevli denklemlerin ¢6ziiminde nasil
kullanildigi anlatilmistir.  Uzay genisletme yonteminingulosal olmayan tirevli
denklemlere dgrudan uygulanmasi, dousal siradan turevli denklemlerde ofnlu
gibi bizi dogrudan evrensel bir yapiya gotirméutiden, dgrusal olmayan tirevli
denklemlerin ¢6zimunde yeni bir yol izlenerek oncelikleregtirevli denklemler
aracilgi ile dogrusal olmayan turevli denklem Uretilmistir. Daha sonaagbretirevli
denklemlere uzay genisletme ydntemi uygulanmis ve yimeetrensel yapi elde

edilmigtir.

Goretirevli denklemlerin  djrusal olmayan denklemlere donusturilmesinde
sendelenimsizlik yaklastirimi kullaniimistir. Serel@insizlik yaklastirnmi beklenen
deger kavrami kullanilarak uygulanmistir. Boylelikle kaagnk yapida olmayan bir
goreturevli denklemin uzay genisletme yontemi ile eldéesdcdzimiinden dgrusal

olmayan tirevli denklemlerin ¢dzimune ulasmak amaclgiimi

Goreturevli denklemlere uzay genisletme uygulanarale edilen evrensel bicimin
dogrusal tirevli denklemlerde oldu gibi seri ¢c6zimu olusturulmus ve iki terimli
Ozyineli iliski elde edilmigtir. Bu elde edilen dzyineteenin kullanilabilmesi siradan
tirevli denklem ¢6zimu gerektirmektedir. Ancak bu siradérevli denklemler,

analitik c6zumu oldukca kolay bir bicimde elde edilebilketérdendir.

Ozyineli iligki ile elde edilen ¢coziim disinda @imsal olmayan tirevli denklemler
icin degisik iki ¢cozim yodnteminden daha s6z edilmektedir. Budder biri Uretici
islevler kullanarak denkleme ¢6zim getirirkergelii de izgesel gosterilim kullanarak
denklemlerin nasil ¢cozilegai gostermektedir. Bu oOnerilen iki yontem, gluisal
olmayan tirevli denklem Uretilirken kullanilan kuvanturmekangi kavramlarindan
esinlenerek olusturulmustur ve iki terimli 6zyinelemgidda denkleme ¢6zim Ureten

degisik secenekler olarak distunulmuslerdir.

Burada olusturulan yéntem icin sayisal denemeler yaprirgar ancak kuramsal
olarak oldukca 6nemli bulgular elde edilmistir. Ozeléikigoretiirevli denklemlerden
dogrusal olmayan turevli denklem Uretimi @asal olmayan tirevli denklemlerin

¢6zimine cok dgsik bir bakis acisi getirmistir.
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Bu calisma, dgrusal ve dgrusal olmayan tirevli denklemlerin sayisal ¢cozimu igin
bilimsel yazina ¢cok yeni ve oldukg¢a etkili olan kavramlarz&adirmistir [27, 28,
56,57, 72]. Denklemler cok yonlu olarak incelenmis, kusaimolarak elde edilen
bulgular sayisal denemelerle de sinanmistir. Bir yonmeetkinliginin en 6nemli
gostergelerinden biri olan yakinsaklik 6zellikleri ineeinis ve gelistirilen yontemin
yakinsak oldgu gosterilmistir. Ele alinan konu oldukca kapsamli @gidndan bu konu

ile ilgili bundan sonra da yapilabilecek daha bir ¢cok galass6z konusudur.

Bundan sonra yapilmasi ongorilen ve tezin kapsami diguidémus konular su

sekilde verilebilir:

e Denklem takiminin herhangi bir tekillik icermegidurum incelenmistir. Ancak

tekil olan yapilar da yeni bir inceleme konusu olabilir.
e Matris katsayil turevli denklem dgsik bir yapida secilebilir. S6zgelimi,
X (1) = A()X(t) + X(1)B(t) (7.1

yapisinda bir denklem de secilebilir ve benzer yaklagimledenklem takimina da
uygulanabilir. Bu tez calismasinin yapddsire igerisinde bu yapilanlara ek olarak,
bu denklem takimi da incelenmistir.7.Q) sirasayili denkleme uzay genisletme

yaklastirimi uygulanmig ve bu kez
=(y) = % (A12(y) +=(y)#-1) + (2=(y) + =(Y) Zo) (7.2)

biciminde verilen, hem Okubo Bigimi'ne hem de Evrensel Big yapisal olarak
benzeyen yeni bir bicim elde edilmistir. Ancak seriseligizve buna bgli olarak
da sayisal denemeler yapilmgdicin tezin kapsami disinda tutulmustur. Boyle bir
denklem uygulamada karsilasilan tirde bir denklemdyalan gelecekte tizerinde

durulmasi gereken bir ¢calisma olarak dustnulebilir.

e Saptinm acihimlari kullanilarak yéntemin etkigiiarttirilirken tek terimli saptirim
actlimi kullaniimistir. Sayisal sonuglarin iyileghinesi icin saptirim agilimindan
birden cok terim de alinabilir.  BOyle bir durumun birtakintimlevlerin
hesaplanmasini gerektigini daha 6énce de belirtmistik. Bu nedenle timlev

almaktan kaginmak igin birden ¢ok saptirnmli altkesimseknns iglevi kullanma
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yoluna gidilmistir. TUmlev iceren bu terimler de islemdekatilabilir. Ancak
etkin timlev hesaplama yontemleri kullanmak gemgkiien bu tezde boyle bir
calismaya girilmemigtir. Bu gelecek bir calismada Ieoebilecek, icedi olduk¢a

kapsamli olabilecek bir baslik olarak digtinulebilir.

Saptirim agilimlar kullanilirken ¢ézimun iyilegtirigginde saptiriml altkesimsel
matris iglevlerinden yararlanilmigtir. Eslesme rad&ti secilerek birbirine komsu
olan araliklarda sayisal sonuclar elde edilmistir.  En uwryg¢ noktalarin
bulunabilmesi bir eniyileme problemidir ve bu konu da cokiafgli bir inceleme

yapmayi gerektirmektedir.

Dogrusal olmayan ancak bu tezde elde edilen yapidan farklydgmda tirevli

denklem Uretebilmek icin dgsik isleclerden yola cikilabilir.

Dogrusal olmayan tirevli denklemler icin kuramsal tabanggielimis ancak sayisal
denemeler yapiimamistir. Bu da gelecekte bu ¢ercevedéagak bir calismanin

konusu olarak dugtntilebilir.
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EK A : Matematiksel Bazi Kavramlar ve Bagintilar
Aralik Indirgeme

Degisken donlstimi timlevlerin hem analitik hem de say@aliglerinde kullanilan
oldukca guclu bir yt‘)ntemdiri§levlerin hizli dgisim gdsterdyi timlev boélgelerinde
dogrulugu artirmak ve timlev alinamayacak durumlarda timlev tsitgeegistirmek
icin kullanthr.

Degisken donlsimi agada verilen bginti ile gosterilebilir
1 b=r(2)
/ Fr() I gy — / F(r)dr. (A1)
0 dx a=r(0)

Bu bajintidar(x), x € [0,1] birim aral@inir € [a,b] aralgina eslestiren herhangi bir
isleve karsilik gelir. Bu iglevin en basit bigimi, timidnerhangi bir araliktan alip birim
aralga indirgeyen, ve

r(x = a+(b—a)x,
= b-a (A.2)

dx
biciminde verilen dgrusal yapidir.

Cauchy Carpimi

(a1,a2,a3,---) ve (bg,bp,bs,---) iki dizi olsun. Bu dizilerin her birinin toplami

sirasiyla
an, bn, (A.3)
PR R

ile verilmis olsun. Bu durumda bu iki serinin Cauchy ¢carpim

Ch = <Z akbnk> (A.4)
k=0

(&) (32 (

Betalslevi ve Timlev Gosterilimi

olmak Uzere,
Cn (A.5)
2, )

biciminde verilir.

B islevinin timlev gosterilimi

1
Blxy) = [ v H1—t) it (A6)
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ile verilmektedir. Bu iglev[ iglevi tirinden anlatim da

Fx) =x=1% T(y)=(y-1) (A7)
olmak uzere, -
BOY) = Ty )

biciminde verilmektedir [73].

Evrim Islecinin Bazi Ozellikleri

Ozellik 1:
e b [F(F00) = [e PUER(X)] [e PSR (x) (A.9)

Ozellik 2:
e POFE(x) = F(x—b(t)) (A.10)
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EK B : Oziined6nenislecler

Bir P isleci gjer P> = P kosulunu sgliyorsa bu isle¢ éziineddnen (ing: idempotent)
bir islectir [63]. Bunun kaniti agadaki gibi verilebilir:

Jtn, ¢ Hilbert uzayininn boyutlu kapali bir altuzay1 véus (x), Uz(X), -+ ,Un(X) }, de
bu altuzay icinde tanimlanmig bir ortonormal sistem olsBrile goésterilebilecek bir

izdusum igleci
n

Ro(x) = _Zl(g, Ui) Ui (X) (B.1)
1=
biciminde tanimlanabiliriki islecin carpimi

PiRg(x) = uj(x)(uj,u)(ui,9)
= Uj(X)9;i (ui,9)
— iRy, g e, 1<ij<n (8.2

biciminde yazilir. Bu esgitlikler Gizerinde 6zenli bir ineene

'U)

RP =R, 1<ij<n (B.3)
esitliginin salandgini gosterir.  Bu da bu isleclerin 6ziineddnen nitelikidag
anlamina gelir. Bu isle¢7Z uzayindarui(x)’ce gerilen uzaya izdugurur. 1 giéden
boyutlu uzaya izdustirecek B™ isleci

= _iﬁ (B.4)

biciminde tanimlanir ve bu isle¢ de 6ziinedénendir. Bunanitk da aggudaki gibi
verilebilir:

Bu isleg, .77, altuzayina izdisuren bir isleg ise(" bu altuzayin ayni zamanda birim
islecidir ve bu
P = [ (B.5)

biciminde gosterilebilir. Heg(x) € 7 igin P(Mg(x) € % oldugundanyg(x) € 7
Icin

~ 2 A~ ~ Fay
B] g0 = B (Bg(x)) = Fgix) 6
olur. Bu durumda
N 2 ~
[p(”)} —p) (B.7)

oldugu kolayca gortlebilir [63].
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EK C : Okubo Matrislerinin Yakinsaklik Olgitlerinin Cikari  mi
1. 8¢ Matrisinin Boyu:
0 matrisinin acik yapisi agadaki gibidir:

1 Ao —I -
=_— . C.1
o=t L) (C.1)
Am_1 - Ag —ml

Bu matrisinin Frobenius boyunu verenchati

m(m+1)(2m+1
16012 = o g (zi JAmi [ + D )HIH§> c2)
bicimindedir.
Birinci mertebeden uzay genisletme uygulanmasi dururaélydnatrisi
w_1] 0 O
1[0 0] €

biciminde olacaktir. Bu matrisin Frobenius boyu icin @gkaki egitlik yazilabilir

1
165”11 = 5 (1Adl B +11118). (C4)

(C.2) sirasayil bgintidamyerine 1 yazilacak olunursa

1
16512 = —( i||A1-||%+|||H%)
0 APRLES

1
= Z(||Ao||§+|||||%) (C.5

=

esitligi elde edilir ve bu esitgin (C.4) ile ayni oldwgu goraldr.
Ikinci mertebeden uzay genisletme uygulanmasi duruméhqdaatrisi

[0 o o0
99:5 Ap —I O (C.6)
A1 Ay -2l

biciminde olacaktir. Bu matrisin Frobenius boyu icin ggkaki esitlik yazilabilir

2 1
187118 = 5 (21 Aol? + |1 +5/11I3) (€7)
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(C.2) sirasayil bgintidamyerine 2 yazilacak olunursa

2
16212 = —( '||Az-||%+5||l||%)
o 2,z

1
= §mAm5+ﬂMd@+ﬂMﬁ) (C.8)

Ol -

esitligi elde edilir ve bu esit§in (C.7) ile ayni oldw@gu goraldr.

. 81 Matrisinin Boyu:
01 matrisinin acik yapisi agedaki gibidir:

Am Am-1 - Ao
m_ 1 0 An - A
Rl B (€9
0 0 - Am
Bu matrisinin Frobenius boyunu verengoati
2 1 2 2
=— =S (i+1) A A
1841 = gz 3 1+ D IAE (€10
ile verilmigtir.
Birinci mertebeden uzay genisletme uygulanmasi dururaéhidnatrisi
@ _ 11 A1 Ao
6; —2[ 0 A (C.1)

biciminde olacaktir. Bu matrisin Frobenius boyu icin @gkaki esitlik yazilabilir
1
165711 = 3 (2lIAlE + (140l ) (€12

(C.11) sirasayil bgintidamyerine 1 yazilacak olunursa

1 1
16512 = —( (i—|—1)||A-||2>
1 F 4 i; illE
1
= 5 (Al +1A0ll?) (.13

esitligi elde edilir ve bu esit§in (C.12) ile ayni oldwgu goruldr.
Ikinci mertebeden uzay genisletme uygulanmasi duruméidaatrisi

1| A2 A1 Ao
0, = 3 0 A A (C.19
O 0 A

biciminde olacaktir. Bu matrisin Frobenius boyu icin @gkaki esitlik yazilabilir

2 1
1057117 = 5 (3lIAE +2/|Axl[E +|Acl ). (C.19)
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(C.3) sirasayili bgintidamyerine 2 yazilacak olunursa

1 2
167112 = Z( S (i+1)Ail2
1 5\ 2, |
1
= 5 (1Al +2[Aql[E +3)|A2l ) (C.16)

esitligi elde edilir ve bu esit§in (C.15) ile ayni oldwgu goruldr.

Bir adim daha ilerlemek icin
2

B
IAl[E < o7 (C.17)

esitsizlgini (C.10) bagintisida yerine koyalim. Bu durumda

=
3

61F = e 2 (+DIAE
1 o B2
< e Y
BZ m+1_ ]
= (m+1)2 2 |(p*2)|—1
BZ I\; 1

esitsizIGi elde edilir. Bu bgintilardap—2 =t ve M = m+ 1 olarak secilmistir. Bu
esitsizlikte son elde edilen toplam acik bir bicimde

M .
C= Zli tl=142t4+3%+ 4+ (M=2)tM 2 (M—)tM2 - MtM-T (C.19)
i=
biciminde yazilabilir. Bu toplami hesaplamak i¢in dnchdik
M .
A= th'lz T+t4t2 4 M2 (M1 (C.20
i=

toplamini ele alalim. Bu toplamin deri

1—tM
1-t

A=

(C.21)

bagintisiyla hesaplanir [53, 73]. C(19) ile verilen toplamdan son terim
cikanldginda kalan terimlerin toplamC(20) toplaminin tlirevine esittir

AN=14+2t4+3%+. -+ (M-2tM 3 (M- 1)tM2, (C.22)
(C.2)) ile verilen genel bgintinin turevi alinir

;o =Mt —t) — (—1)(1-tM)
A= a1y , (C.23
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ve bu turev C.19) toplaminda yerine konulursa
~MtM-1(1—t) — (-1 (1 -tM)
(1-1)?

esitligi elde edilir. Bu bginti (C.18) esitsizlginde yerine konulur ve ageda verilen
duzenlemeler yallirsa

C=

+MmtM-1 (C.24)

2 roAmM=1/1 M
|61 < (mil)Z_ Mt ((11_t))2+<1 t)+MtM_1]
2 I —2m o —2m=2
_ (mil) ~(m+1)p 8 Z ?) H(1-p >+(m+1)p_2m]
2 | [0 e + (2 st) 1
T (mt1)2 ; (P2 1)2 : +(m+l>ﬁ

B2 [ [-(m+1)(p*~1)+(p*™2—1)] p* + (97~ 1)?p*(m+ 1)
(m+1)2 (p?—1)2p?p2m

B [pAp?-1)(m+1) p4<p2m+2—1>}
p2(p2 —1)2p2m

= (m+1)2 | p2p2m(p2—1)2 (—P2+P2—1)+
BZ r _(m+1) p2<p2m+2_1)}

(Mm+1)% [p*™(p2—1)  (p*—1)%p"

B2 [(1-p*)(m+1) p2<p2m+2—1>]
(m+1)2 | pP™(p2-1)2 = pM(p?—1)2

B> [(m+1)—(m+1)p? (pm+2—p)(pm+2+p>}
(m+1)2 |  p2M(p2—1)2 (pm+2 — pm)2

B2 'm+l—mp2—p2+ P24 2 }
(m+1)2[ p2M(p2-1)2 ~ (pM(p2—1))2

B2  [m+1-mp?—p2+p2mp?—p?
(m+1)% [ pAM(p?—1)? }

B> [(m+1)—(m+2)p? 4
- 2 ( 2n2 .g 2)p .2p 2} (C.29
(m+1)2 [  p*(p>—1) (p?—1)
esitsizlgi olusur.
3. B Matrisinin Késegen Disi Ojelerinin Boyu:
0, matrisinin kdsegen disiglerinin boyu
1800l = S i Am_i2 (C.26)
Ol E (m+ 1)2 i; F
bagintisi ile verilmektedir. €.17) esitsizIgi bu bajintida yerine konuldjunda
600l < gD i
0.0]lF (m—+ 1)2;l p2m-2i
Sy 27
M1
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esitsizlgi elde edilir.p? =t olarak tanimlanirsa

2 m

Bool? < ——— Titit™
H 070HF (m+1)2i;
BZ m
= — it
B? —mp?™2(1-p?) +(1-p*™) 2m-2
- <m+1)2p2m2{ (1-p?)? i }
_ B2 P2 (—mp 24+ m—1+mp—2—-2m+mp?) +1
(m+1)2p2m-2 (1-p2)2
B2 1
- (m+1)(p?-1)2 [pZm—Zerz(mpz—m—l)} (€29

sonucuna ulagsilir.
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