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COKYONLU DIZILERIN YUKSEK BOYUTLU MODEL GOSTERILIM
VE/VEYA AGIRLIKLI INDIRGEYIMCIL AYRISTIRIM TABANLI
ANLATIMLARI VE UYGULAMALARI

OZET

Cokyonlii Dizilerin  Yiikksek Boyutlu Model Gosterilim ve/veya Agirlikhi
Indirgeyimcil Ayristirim Tabanli Anlatimlar1 ve Uygulamalari, baghgi altinda Ugy6nlii
Cokludogrusal Diziler ile ¢alisilmistir.

Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimsal Gosterilim (CYCG), Yiiksek Boyutlu
Model Gosterilimi (YBMG)'nin bir gelismis halidir, CYCG’nin YBMG’den tek
farki ise belirli bir destek islevi kullanmasidir. Verilen bir c¢okdegiskenli islev
icin CYCG’nin bilesenleri belirlenmek istenirse bu islem sadece destek islevleri
verildiginde basarilabilir. CYCG bilesenleri belirlenirken, CYCG bilesenlerinin
kesimsel toplami, (ing: truncated sum) verilen ¢okdegiskenli isleve, kesim diizeyi
arttirlldikca, adim adim yaklagsmaktadir. Fakat bazi durumlarda bu yontem de
yeterli gelmeyebilmektedir, yani CYCG bilesenlerinin az sayida terim iceren kesimsel
toplamlari, sonlu sayida olan tiim bilesenlerin toplami onu verecek olmakla birlikte,
cokdegiskenli isleve yeteri kadar yaklasamayabilmektedir. Diger bir deyisle, yavas
yakinsama sdzkonusu olabilmektedir. Bu durumda Demiralp’ler tarafindan gelistirilen
yontem olan Cokyonlii Dizilerin Indirgeyimcil Ayristirimi kullanilmaktadir. Bu
yontem birbirinden bagimsiz verilerin ayristirimini gerceklestirmek amachdir.

Cokyonlii Dizilerin Indirgeyimcil Ayristirmm (CDIA) 6zyineli bir diizeni adim
adim N’den (N — 1)’e kadar birer birer azalta azalta ilerler. Her bir yaklasgimda
bir 6nce iirettigi ¢okyonlii diziyi kullanir. Oklid uzakligma bakarak da cokyonlii
dizinin bagta verilen ¢okyonlii diziye olan benzerligini Olcer. Ancak, asil 6nemli
olan olgu, bu adim adim ilerlemeyle erisilecek sonuca cebirsel 6zdeger sorunu
cozerek bir atakta ulagabilmenin de olanakli olmasidir. Bu calismada Cokyonlii
Dizilerin Indirgeyimcil Ayristirrmina agirhik carpani kullamimi da eklenmektedir, bu
yeni yaptya Agirlikli Indirgeyimcil Cokludogrusal Dizi Ayrigtirrmi (AICDA) denir. Bu
genigletimle, istenilen noktaya istenildigi kadar 6nem verilerek islemler yapilacaktir,
her nokta es deger onem tasimayacaktir. Tezin sonunda verilen sonuglardan da
anlasilacag: iizere AICDA’nin carpimsal tiirdeki dizilerde olabildigince az toplamsal
terimle saglanabilecegi sonucuna varilmistir.

Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi’ne yeni bir yaklagim olarak, bilim bireylerince
genel bilinen dali “tansor” olan ama calismada “katliyoney” olarak kullanilacak olan
birden cok altsirasayiya sahip diziler ile birlikte calisilacaktir ve yeni adi Yiiksek
Boyutlu Model Gosterilimi’nin Katliyoney Ayristirnmi olacaktir. Ayrica bu yontemin
anlatimi sirasinda ¢okyonlii diziler tizerinde ayrintili bir anlatim saglanmigtir. Burada
YBMG’den farkli olarak iic boyutlu altsirasayili dizilerin katliyoneylere sirasi ile
sabit terim, bir altsirasayili, iki altsirasayili ve daha fazlasi olarak ayrigtirimi saglanir.
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AICDA’nin aksine YBMGKA en etkin durumunu degismez ya da ar1 toplamsal
nitelikli cokludogrusal dizilerde gostermektedir.
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WEIGHTED REDUCTIVE AND HDMR BASED
DECOMPOSITIONS OF MULTIWAY ARRAYS AND IT’S APPLICATION

SUMMARY

In this thesis Weighted Reductive and High Dimentional Model Representation Based
Decomposition of Multiway Arrays and It’s Application’s is worked with Threeway
Multilinear Array. Enhanced Multivariance Product Representation (EMPR) is
an adaptation of the commonly known methodology High Dimensional Model
Representation (HDMR) in a way that it tries to improve the representative capability
of the High Dimensional Model Representation (HDMR) against functions consisting
of multiplications over variables.

High Dimensional Model Representation (HDMR) as a general set of quantitative
model assessment and analysis tools for capturing high-dimensional input— output
system behavior has been introduced recently.

High Dimensional Model Representation (HDMR) is based on a divide—and—conquer
idea. HDMR which was first proposed fifteen years ago is still under development for
the construction of its new varieties. It is a finite term representation of a multivariate
function in terms of less variate functions.

In this model it was brought the weight function concept to the HDMR definition.
The weight functions to be used in HDMR ought to be a product of univariate weight
functions each of which depends on a different independent variable of HDMR.

There have been great developments in the theory of multivariate functions especially
in last two decades. High Dimensional Model Representation (HDMR) and its
extensions occupy an important place amongst these. Although there have been
abundant contributions from the Rabitz and Demiralp groups the initial concept stems
from Sobol. Nowadays, the number of the groups studying HDMR and its applications
is increasing and the number of published works is gaining momentum.

In the beginning of the new century there has been an increasing tendency to use three
and four index entities. These are encountered in signal processing related issues. For
example, pictures can be represented by a rectangular array of pixels and can be treated
by using the methods of ordinary linear algebra. Whereas an animation or a movie can
be considered as the sequence of frames, each of which is represented by matrices of
same type, and therefore, their representations can be realized by using three index
arrays where one index specifies the frame while the others define the pixel location in
the specified frame.

Matrices are rectangular entities, hence they are in an orthogonal geometry. In explicit
mathematical language, none of their indices are limited by the other. The domains are
limited by some values which do not depend on indices. We are going to assume the
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same thing for the multilinear arrays. A vector can be easily decomposed to some other
vectors with much simpler structures. The same thing is also suitable for matrices.

It is always possible to convert a vector to an array with more than one indices by
reindexing the vector elements. We can consider a vector of even number of elements.
If we take the upper half of this vector as the first column of a two column matrix then
the second column of the same matrix can be taken as lower half of the same vector.
So a vector, which is a one index array, has been converted to a matrix, which is a
two index array. If the original vector’s number of elements were multiple of four then
the uppermost and second uppermost quarters of the vector can be used to construct a
two column matrix while the second bottommost and bottommost quarters of the same
vector is used to construct another two column matrix. These two matrices can be
considered as the subarrays of a three index array. Thus, for this case, a vector, which
is a one index array, becomes a three index array. The actions to convert a vector to
a more than one index array can be called “folding”. In this sense, a multiindex array
can be considered as a folded vector. The reverse action to folding procedure can be
called “unfolding”. It is always possible to convert a multiindex array to a vector by
using an appropriate unfolding operation.

The HDMR framework is customized to be able to work with the multiway arrays.
Instead of the commonly used term “tensor”, we prefer to use a new term “folvec” to
indicate the multiway vectors. The resulting method is called High Dimensional Model
Representation Folvec Decomposition (HDMRFD). Similarly, a multiway matrix is
considered as a “folmat”. The text includes detailed explanations for these new terms
along with their applications.

In this new approach, three-way arrays with three indices are decomposed into
a constant term, one-way arrays, two-way arrays, and so on. Unlike Weighted
Reductive Decomposition of Multivariate Array (WRDMA), High Dimensional Model
Representation Folvec Decomposition (HDMRFD) achieves its best performance with
arrays in additive forms.

Enhanced Multivariance Product Representation (EMPR) is an improved version of the
commonly known methodology High Dimensional Model Representation (HDMR).
The main improvement over the HDMR framework is that EMPR utilizes support
functions to produce a multiplicative representation. For a multivariate function,
the components of EMPR can be determined given those support functions. The
components of the EMPR representation are summed in an iterative manner to provide
a convergence to the given function. Even such an improved approach can fail
depending on the structure of the function. In such case, a more sophisticated method
like Reductive Decomposition of Multivariate Arrays (RDMA) (Demiralps) can be
employed to get better approximations. RDMA performs the decomposition under the
assumption of independent variables.

As an another improvement, RDMA progresses as recursively decreasing the
dimension of the input array step by step starting from the initial size N. At every
step, the previously produced array is used as the input. The Euclid distance is utilized
at every step to measure the similarity to the initial array. The distance function or
metric can be constructed with respect to the needs, the general tendency is to use the
Euclidean distance (not itself but preferably its square for algebraic simplicity). Since
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the leading term is the support functions’ product multiplied by the first component of
EMPR, this minimization problem produces nonlinear algebraic set of equations if the
number of the support functions is greater than 2 when the EMPR is discredited over a
rectangular hyper prismatic grid. This problem is closely related to the multilinear
singular value decomposition and the solution is quite hard unless the multilinear
array unfolding and folding procedures are used. On the other hand, a decomposition
method developed and named “Reductive Multilinear Array Decomposition Method”
can be used for the same minimization and linear algebraic eigenpair search schemes
can be successfully applied towards this end. With RDMA, a weighting scheme
can be utilized to adjust the importance of the individual points in the input space.
In this weighted mode, the method is called Weighted Reductive Decomposition of
Multivariate Array (WRDMA).

Weighted Reductive Array Decomposition can be used in various areas. For example,
the animations or movies are three index arrays. Their decomposition in this way can
be used for compressing of the related data files. To this end, a few most dominant term
of the decomposition can be used to approximately represent the original array under
consideration. The eigenvalue distribution and the truncation location determine the
efficiency of the approximation. This is somehow one variety of principal component
analysis. It can be used not only to compress the files but also to investigate the certain
features of the model giving the considered array.

The achieved experimental results illustrate the importance of this weighting procedure
since the number of terms in the final summation decreases critically compared to the
previous methods, especially for the arrays that are in a multiplicative form.
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1. GIRIS

Uzayda, yeryiiziinde, gokyiiziinde, yasamin oldugu veya olmadig1 her alanda, sanal
veya yapay ortamda yani etrafimizdaki her yerde pek cok problemler, kosullar
veya yasalar veya rastsal durumlar bulunmaktadir.  Bunlart ise matematiksel
olarak tanimlayabilmek icin birbirine bagl veya birbirinden bagimsiz degiskenlere
gereksinim duyulmaktadir. En basit haliyle, bir resmin taniminin yapilabilmesi icin
matematiksel olarak iki boyuta x ve y ye gereksinim vardir. Yatay ve dikey iki
yonden olusmaktadir. Bu iki boyut disinda kimyacilar, fizik¢iler, biyologlar daha
dogru anlatmak gerekirse bilim adamlar1 veya miihendislerin ¢alisma alanlarina gore
etrafta bulunan riizgar, basing, sicaklik, nem, ... ve benzeri gibi pek cok kosulu iceren
degiskenlere bagli olarak boyut artimi yapmalar1 gerekebilir. Dolayisiyla ¢alisma
alanlaria gore ¢oklu degiskenler ile calisilmaktadir. Bu ise matematikgiler i¢in ¢ok

degiskenli islevler demektir.

Matematikgiler i¢in ¢ok degiskenli islevler ile hesap yapilabiliyor gibi goziikse de
burada bir takim sorunlar bulunmaktadir. Cok degiskenli islevler isminden de
anlasilacagi gibi ¢ok sayida birbirinden bagimsiz degisken bulunmaktadir. Burada say1
giin gelir 10, giin gelir 1000 veya giin gelir hesap yapmanin imkasiz olabilecgi diizeyde
sayidan olusan degiskenlere sahip olabilir. Bu gibi biiyiik yapilar ile ugrasabilmek i¢in
giiniimiiz teknolojisi ¢ok gelismis olsa bile bunun i¢in yeterli degildir. Burada biiyiik
yapilarin hesaplanabilmesi icin ¢ok fazla siiper bilgisayarlara ve bu bilgisayarlarda
bellek ve hiz faktorlerinin en iyi durumda olmasi gerekir. Tezin asil amaci ¢ok yiiksek
boyutlu yapilarin daha basit hallere ¢evirilmesini saglamaktir. Bunun i¢in iki ¢alisma

yapilmistir.

......

cok yonlii dizilerde yeterli cevabi1 verememesi durumunda Demiralp’ler tarafindan
gelistirilen bir yontem olan Cok Yonlii Dizilerin Indirgeyimcil Ayristirimi (CYDIA)

dir. Bu yoOntem ile ¢okyonlii dizilerin ardigik olarak, basta verilen ¢okyonlii dizi ile



ayristirrm arasindaki Oklid uzaklig1 sifir veya sifira yakin bir deger olana kadar devam
etmesi ile olusur. Altinda dogrusal cebir yapis1 bulunmaktadir. Bu ¢calismada CYDIA’
ya ek olarak agirlik islevi katilmistir. Katilan agirlik islevi sayesinde verideki noktalara

istenilen 6nem verilebilir.

Ikinci ¢alisma ise, Yiiksek Boyutlu Model Gosteriliminin Katliydney Ayristirimidir.
Bu yap1 sayesinde ii¢ boyutlu dizinler {izerinde calismak kolaylasmis ve
katliyoneylerle calisma saglanmigtir. Fakat ne kadar iyi olursa olsun gene sonunda
mutlaka bu islerde maliyet ¢cok artmaktadir. Bu gibi zorlu yollar ile ugragsmaktansa
matematikciler ¢cokdegiskenli iglevleri basit yapilara ayristirabilmeye ¢alismiglardir.
Cokdegiskenli islevleri ayrigtirma tekniklerinin tarihgesi ise su sekildedir. 1957 yilinda
ilk olarak A.N.Kolmogorov "On the Representation of Continous Functions of Many
Variables by Superposition of One Variable and Addition" [1] bu tiir yapilardan
bahsetmistir, bu yapmin ingilizce cevirisi ise 1963 yilinda yaymnlanmistir. Bu
makalede siirekli ¢cokdegiskenli islevi tekdegiskenli siirekli islevlerin toplami olarak
yazmigtir. .M.Sobol 1993 yilinda "Sensitivity Estimates for Nonlinear Mathematical
Models" [2] Kolmogorov'un yazisindan, bu yOntemin duyarlilik ¢oziimlemesine
uyarlamistir ve buradan da ilk defa bu sene Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim
(YBMG) modeli bilimsel yazima girmistir. Dolayisiyla bu kavram ilk defa Sobol
tarafindan kullanilmigtir. Bu yazida Sobol, [0, 1] araliginda tanimli ¢okdegiskenli bir
islevin diklik kosulu ve birim agirlig1 altinda daha az degiskenli islevlerin toplami
olarak yazilabilecegini yani ayristirrmin yapilabileceginden bahsetmistir. 1998 yilinda
Princeton Universitesi’nde H.Rabitz [3-19] ve grubu Sobol’un ¢alismalarindaki agirlik
olgusunu gelistirerek daha genel bir agirlik islevi kullanilmasini saglamigtir. Bununla
beraber H.Rabitz ve ekibi farkli mithendislik problemleri icin farkli YBMG ayristirrm

yontemleri gelistirmistir.

1.1 Tezin Amaci

Cokyonlii Dizilerin YBMG Tabanli ve/veya Agirlikli Indirgeyimcil Ayristirimi ve
Uygulamalar1 baglig1 altinda calisilmaya baglanan tez ¢calismasi igerisinde, basligindan

da anlasilacag: gibi iki konu iizerinde ¢aligilmaktadir. Bu konular sirasi ile Agirlikli



Indirgeyimcil Cokludogrusal Dizi Ayristirrmi ve YBMG Katliyoney Ayristirmmdir. Bu

calismalarda ti¢ yonlii dizeyler ile calisilmisgtir.

Birinci olarak Agirlikli Indirgeyimcil Cokludogrusal Dizi Ayristirrmindan calisma
yapilirken ¢okyonlii indirgeyimcil ayrigtirimlar temel alinarak calisilmistir. Buraya
ticyonlii dizilere bir de tigyonlii agirlik islevi konmustur. Bu sayede, ii¢ yonlii
dizeylerde istenilen yone veya yonlere 6nem verilmistir. Ayrica CDIA’da oldugu gibi

yar1 ve tam ¢arpimsal yapilardan ¢ok verimli sonuclar alinacagi ongoriilmektedir.

Ikinci olarak, bilim adamlari tarafindan "tansor" olarak bilinen fakat tez calismasinda
"katliyoney" olarak isimlendirilecek olan yapinin YBMG {izerinde ayristirrmina
bakilacaktir. Burada ise, YBMG ayristirimi toplamsal modellerde ¢ok daha verimli
oldugundan YBMG Katliyoney Ayristiriminin da carpimsal veri yerine toplamsal

verilerde cok daha verimli ayristirnm yapilabilecegi 6ngoriilmektedir.

1.2 Literatiir Arastirmasi

Sobol’dan sonra Rabitz’in tek basina veya kendi calisma grubu ile yapigi calismalardan
bahsetmek gerekirse, bunlarin bir kismi, ANOVA-HDMR [4, 5], CUT-HDMR [9-
11], RS-HDMR(Random Sampling HDMR) [12-18] dir. Bu aynistirim teknikleri,
atmosferik hareketlerde, finansal uygulamalarda, risk analizi arastirmalarinda,
ekonomik uygulamalarda, bir takim kimyasal uygulamalarda kullanilmistir. H.Rabitz,
M.Demiralp ile beraber 2003 yilinda "High Dimensional Model Representation and
Its Application Varieties" [20] yayininda hem YBMG’nin genel 6zelliklerinden hem
de diger YBMG tiirlerinden bahsetmislerdir.

Metin Demiralp, kendi bulundugu iiniversitede kendi 6grencilerinden ve farkl
tiniversitelerde bulunan fakat ayni calisma alaninda calismak isteyen Ogrenci ve
ogretim gorevlilerinden olusan bir calisma ekibi kurar. Bu toplullugun ismi ise
Bilgisayim Bilimi ve Yontemler Toplulugudur (BEBBYT). Topluluk 2000’11 yillarin
basindan beri calismalarini siirdiirmektedir. Metin Demiralp ve BEBBYT grubu
ile gelistirilen pek cok YBMG c¢esidi bulunmaktadir.  Bunlardan bahsedilmek
istenirse; ¢ok degiskenli islevin yapisinin carpimsal baskin oldugu durumlar icin

Carpimsallagtirllmis YBMG [21-23], Logaritmik YBMG [24, 25] ve Carpimsal



YBMG yontemlerinin birlesimi ile meydana gelen Melez YBMG [26,27]. Gelistirilen
bu yontemlerde agirlik islevi carpimsal yapida olup bu durum cok da gergekci
degildir.  Bu durum icin ise Genellestirilmis YBMG [28, 29] gelistirilmistir.
Birtakim cok yiiksek girdi-¢ikti dizelgelerinin mevcut oldugu yapilara karsilik
Kesme YBMG [9] ve yontemin genel hali Coklu Kesme YBMG [10] yontemleri
gelistirilmistir. Bunlarin yanminda diger yontemler ise, Seckisiz Orneklemeli YBMG
[13, 14], Doniisimsel YBMG [30, 31], Biitiinlestirilmis YBMG [32] dir. Biraz
once bahsedilen, gelistirilen yontemlerin kullanildig1 alanlardan bahsetmek gerekirse,
cokboyutlu veri boliintiilenmesinde ve modellenmesi, Schrodinger denkleminin cesitli
problemler i¢in ¢6ziilmesi, optimal kontrol problemleri, 6zdeger-6zvektor problem
modellenmesi, Laplace doniisiim uygulamalari, iistel matris hesaplamalari, sayisal
integrasyon hesaplamalari, parametrik duyarlilik analizi problemleri, evrim operatorii

uygulamalari, diferansiyel denklemlerdir.

Tezde bahsedilen bir diger yontem Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimsal
Gosterilim (CYCG) [33-35] dir. Bu yontem YBMG tabanli yeni bir yontemdir,
Demiralp tarafindan yaratilmistir. CYCG, birbirine dik ve bagimsiz, defisken sayisi
giderek artan daha basit yapil islevlerden olusmaktadir. CYCG, kesin tek degiskenli
destek islevi sayesinde YBMG’den daha ¢ok esnektir. Dolayisiyla, CYCG, YBMG nin

ozel bir formudur.

CYCG’de baskin terimin baskinligimi arttirmak icin birinci terimin kesimi etkilidir.
Bunun yapilabilmesi i¢in ise CYCG’nin uygulandigi islev ile CYCG’nin baskin terimi
arasindaki uzaklik azaltilmahdir. Bu uzakhik Oklid uzaklig: ile 6lgiiliir. Baskin
terimi CYCG’nin ilk bileseni ile ¢arpilir destek islev bilesenleri oldugundan CYCG
dikdortgen bir hiperprizmatik 1zgara tizerinde ayriklastirildigr zaman destek islevleri
sayist 2°den biiyiik olur, bu sorunun en aza indirilmesi dogrusal olmayan denklemi,
tiretir cebirsel seti tiretir. Bu problem tekil deger ayristirrmi [36] ile ilgilidir. Bunun
¢Oziimii, ¢oklu dogrusal dizileri katlama (ing: folding) ve acma (ing: unfolding)

stireclerin kullanimi disinda zordur.

Ayristinm metodlar: arasinda en ¢ok bilinenlerden biri Tekil Deger Ayristirimi [37]
dir. Tekil Deger ayristirimini genel olarak "tansor" [36,38] terimi olarak kabul edilen

fakat, bu caligmada "katliyoney" olarak kullanilacak olan yapit mevcuttur. Bunun
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bir farkli versiyonu olan "kathdizey" lerdeki uygulamasint BEBBYT toplullugunda
gerceklestirilmigtir, ismi "Weighted Singular Value Decomposition for Folded
Matrices" [39] dir. Metin Demiralp tarafindan ayristirnmlar icin hem iglevlerde
hemde dizilerde kullanilan bir bildiri, "Decomposing Functions, Arrays or Function
Arrays" [40], yaymlanmistir. Buna benzer cokyonlii yapilar ile ilgili bir bagka
calisma da, "Elementwise Multiway Array High Dimensional Model Representation
(EMAHDMR)" [41] dir. Gruptaki bir diger calisma ise CYCG yi cokyonlii bir yapi
izerinde ayristirilmis olan "Numerical Studies on the Use of Enhanced Multivariance
Product Representation as a Multiway Array Decomposer" [42] dir. Tez ¢alismasinda
buna ek olarak, Demiralp’ler tarafindan bulunan ve i¢inde yogun bir bigcimde ¢okyonlii
yapilar1 iceren "Indirgemeyimcil Coklu Dogrusal Dizi Ayristirimi metodu" [43-48]

kullanilacaktir.






2. TANIMLAMALAR

Giiniimiizde, uygulamalarda karsilasilan sorunlarin matematiksel modellemesinde,
cogu kez, cokdegiskenli islevler ile ugrasmak gerekmektedir. ~ Ancak, boyle
durumlarda, bilgisayar teknolojisindeki bellek ve hiz sinirlandirmalarindan dolayi
biiylik zorluklara katlanilmaktansa, matematiksel islemleri kolaylastiracak &nlemler
almaya onem vermek cok yeglenen bir yoldur. Bu boliimde, tez i¢inde bu dogrultuda

kullanilacak yontemlere odaklanacaktir.

Bu calismada Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimin (YBMG) farkli bir tiirii olan,
kathyoney ayristirrmindan sozedilecektir. Bu yOntemin temel amaci, sozii edilen
kathyoneyin degismez, bir altsirasayili, iki, ic ve daha cok altsirasayili 6gelerden

olusan katliyoneylere ayristirilmasidir.

Calismadaki bir diger yontem ise agirlikli indirgeyimcil c¢okludogrusal dizinin
ayristirmmdir.  Indirgemeli ¢okludogrusal dizi ayristirimi Demiralp’lerce gelistir-
ilmistir. Tezde yontem kosegen agirlik dizeyleri altinda siradan (ing: ordinary) in-

dirgemeli dizi ayristirnmi yapilarak ayristirim gerceklestirecek bicimde tasarlanmistir.

Bu boéliimde, yukarida s6z edilen yontemler i¢in gerekli olan YBMG, katliyoneylere
yonelik, Cokdegiskenliligi Yiikseltilmig Carpimsal Gosterilim (CYCG) giindeme

getirilecektir.

2.1 Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi

Yiiksek boyutlu model gosterilimi (YBMG), cokdegiskenli bir f(x;,x3, ...,X,) islevinin
daha az degiskenli ve birbirine dik islevlerin sonlu toplami olarak yazilmasini saglayan

modeldir. Bu yonteme bagka bir deyisle "Bol ve Yonet" demek ¢ok dogrudur.

Ik olarak Sobol tarafindan yalin hali ile 6nerilmistir. Buradaki yalin hal deyimi
birimsel hiperkiip (birim uzunlukta tiim ayritlart arti yar1 eksenlerle cakigsa ve bir

kosesi orijine yerlesik olsa) geometri iizerinde birim sabit agirlik iglevi altinda olmak



anlamindadir. YBMG’nin yalin hali geometrinin genel bir dikdortgensel hiperprizma
ve birim olmayabilen agirligin kullanildi§1 zamanlarda daha esnek hale gelmistir.
Bununla beraber, dikdortgen hiperprizma ve carpimsal tiirden agirliklar kullanilarak
YBMG’nin 6nerilmesinde Rabitz ve grup arkadaglar1 katkida bulunmgtur. Rabitz ve
arkadaslar1 ayn1 zamanda baska ¢esit YBMG’ler de iiretmistir. Demiralp ve kendi grup
arkadaslar1 da yeni YBMG tiirleri tiretmistir, bu liretimlerinin yaninda bu konu i¢in
onem gosteren “Toplamsallik Olgenini sunmuslardir. Destek islevlerini de YBMG’ye
ekleyerek daha nitelikli sonuglar elde edilmistir, iste bu cesit YBMG’ye de “Cok
Degiskenliligi Yiikseltilmis Carpimsal Gosterilim (CYCG)” denir.

2.1.1 Yalin YBMG yontemi
Sobol 1993 yilindaki yazisinda, verilen analitik f(xj,x2,...,xy) islevi i¢in ¢okde-
giskenliligi artarak giden ve

N N
fenxn) = fot+ Y fui)+ Y, fui (%) + o+ fio.n (X1 XN) 2.1)

i1=1 ipip=1
i1<ip

esitliligiyle verilen acilimi1 onermistir.

Esitligin sol tarafinda f(x1,x;,...,xny), N bagimsiz degiskenli karesi tiimlevlenebilen
bir iglev; sag tarafinda ise fy ile simgelenen sabit islev sonraki N bilesen,
fi(x1),..., fn(xn) ile simgelenen ve bir tek bagimsiz degiskene bagl olan islevler
daha sonraki N(N — 1)/2 bilesen, yanlizca iki bagimsiz degiskene baglh olan islevler,
digerleri ise sayilarin binom katsayilar1 olacak bi¢imde gittikce artan bagimsiz

degiskene bagli islevlerin varoldugu varsayilmaktadir.

Bu esitligin sag yanindaki bilegenler sifirlama kosulu altinda belirlenebilir. Sifirlama
kosulu ise, "YBMG bilesenlerinden de8ismez terim disindakilerden herhangi biri
bagimsiz degiskenlerden biri izerinde verilen aralikta ve agirlik altinda integre edilirse
sonug¢ sifir olmalidir" anlatimiyla sunulur ve matematik bagitilandirimi asagdaki

gibidir,
fabll; dXiSW/jX (xl's)fl'l...ik (xil y "'7xik) - 07 il S is S ik (2‘2)

Sobol’dan sonra Rabitz de bu ¢aligmalarda yer almistir. Sobol’dan farkli olarak

agirliklart birim agirlik ve araligi da [0, 1] almaktansa, integral simirlart herhangi
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iki gercel say1 olacag1 varsayilarak ve integral altina degisik bagimsiz degiskenlere
bagh tek degiskenli carpanlarin ¢arpimindan olusan bir agirlik islevi sokularak

genellestirimeye gidilmisgtir.

YBMG nin tiimeyaygin agirlik islevi, asagida verildigi gibi, carpimsaldir.
W(xi,...,.xn) =TIV, Wi(xi), x; € [ai, bi], 1<i<N 2.3

YBMG bilesenlerinin sifirlanma kosullari, verilen agirlik iglevi altinda ve YBMG
geometrisi iizerinde tanimlanan bir i¢carpimli Hilbert uzay1 icerisinde birbirlerine dik

olmasi ile ayn1 anlama gelmektedir. Diklik kosullar1 agsagida verilmistir.

by by
(fil...ikafil.‘.i]) = de]... fdeW (x17"'7xN)ﬁ1...ik(xi17"'7xik)
ai an

Xﬁ1-~~i1(xi17“‘7xil)? {i],...,ik} 7_é {i],...il}, 1 S k,l S N (2.4)

Hilbert uzayinda igcarpim, u(xy,...,xy) ve v(xy,...,xy) Hilbert uzayindan secilmis

herhangi iki islev olmak {iizere,

(u,v) = [20dxy Wy (x1)... [2 dew Wiy (xw )u(x .., Xy )v(x1, ... xy) (2.5)

olarak tanimlanabilir.  Burada W;(x;) (1 < i < N) her bir bagimsiz degiskene
bagh agirlik islevi ¢arpanlarin1 simgelemekte olup anlatimlarin sade olabilmesi i¢in,

integrali 1 olarak kabul edilir.
fdxiWi(xi) =1, 1<i<N (2.6)

Bu YBMG yonteminde agirlik iglevi iizerinde normalizasyon kosulu olarak
yorumlanur.

YBMG terimleri sonlu sayida olmakla birlikte yiiksek sayida islemden kaginmak
icin gosterilim verimli oldugu bir yerde kesilerek islemlere devam edilebilir. Iste bu
kesme isleminin etkinliginin de bir 6l¢iimii vardir. YBMG ac¢iliminda kesim islemi
degismez terimden hemen sonra olursa, bu yaklastirim “Degismez Yaklastirim™ olarak
adlandirlir ve s simgesi ile gosterilir. sy ile “Birinci Basamaktan YBMG Yaklastiran1”
gosterilir ve YBMG aciliminin birinci terimden hemen sonra kesimine karsilik gelir.
Yontem i¢in genel yaklastiim tamimu s ile verilir ve “k. Basamaktan YBMG

Yaklagtiran1” olarak adlandirilir.  Bu yaklagtiranlara ait matematiksel anlatimlar
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asagidadir.

S()(Xl,...,xN) = f()
N
S1 (X1, xy) = so(xl,...,xN)+Zfi1(xi1)
i1=1
N N
SZ(xla"'va) - SO(XI,.--,XN)+ Z.fi](xil)+ Z .fi]iz(xilaxiz)
i1=1 i1,ip=1

i1<i2

N
Sk (15 esdn) = skt (0 exN) + Y i (i X)), T<KSN (2.7)

iedp=1
i <<y

YBMG acilimu tizerinde kesme yapildiktan sonraki asil sorun, bu yaklastiranlarin ¢ok-

degiskenli islevi istenilen duyarlilikta ne kadar iyi temsil edecegidir.

Bu yakinsamay1 olcebilmek amaciyla bir takim olgenler giindeme getirilmistir. Bu
Olcenlerin tanimi icin norm tanimlanmalidir. YBMG bilesenlerinin herhangi biri

tizerindeki norm tanimi asagida verilmistir.

1 firiroic 2= Firinicr frvin.i) (2.8)

Bu norm tanimu ile (2.1) ile verilen denklemin her iki yaninda bulunan terimlerin
kareleri ilgili agirhik altinda ve ilgili geometri iizerinde tim xp,...,xy bagimsiz

degiskenlerine gore integre edilirse;

A7 = llfoll® +Z 1fill* + Z 1 finia 4=+ [l fiz. v 2.9)

ipip=1
ll<l2

sonucuna varilir. Esitli§in sag tarafinda bulunan tiim YBMG bilesenleri birbirine dik
oldugundan karigik iccarpim terimleri sifirlanacaktir. Sonrasinda ise her iki taraf || f]|>

boliindiigiinde,

1 2 ||f0|| + Z ||fl|| + i

e iz (2.10)

||f|| Tk P L

11<12
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elde edilir. Esitligin sag tarafina kesme yapilirsa asagida verilen Olcenler, yani

“Toplamsallik Olcenleri” tanimlanabilir.

o) = 2Hfo||

||f||
o1 = QZHsz + 00

HfH
01 = —5 Z HfmzH + 01

||fH iyin=!

11<12

On = HfH2Hf12 N7+ on- (2.11)

Yukarida verilen “Toplamsallik Olgenleri” teker teker yan yana yazildiginda

goriilecektir ki O ile 1 arasinda yer alan iyi sirali bir dizi olustururlar.

0<op<o;---<oy=1 (2.12)

2.1.2 Carpimsal YBMG yontemi

Verilen cokdegiskenli f(x...xy) islevinde carpimsal yapi baskin ise Carpimsal
YBMG (CYBMG) [21-23, 27] kullanilmas1 yapilan yaklastirimlarda daha iyi sonug

Verir.

Cokdegiskenli islevinin CYBMG agilimi

N N
f(x17" X :7'() [H 1+rl -xl H(1+rij(xi7xj))
i=1 ll]<:jl
X oo X (1 -I—rlsz(xl, - ,XN)) (2.13)

seklindedir. A¢ilimdaki bilesenlerin olugsma sekli. Cokdegiskenli f(xi,...,xy) islevi-
nin u(x;) tekdegiskenli islevlerin ¢arpimindan olugan tamamen c¢arpimsal yapida bir

islev oldugunu diisiinelim. Islev;

f(x1 goen ,XN) = uj(xj) (2.14)

T

seklinde yazilir. Bu islevin YBMG bilesenleri
b;
u; = / ui(xi)dx,-, 1<i<N (2.15)
a;
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olmak tizere

N
fo = JIm

fitw) = ;o]{“";’f)l]

seklinde ifade edilebilirler.  Bu terimler ile genelleme olusturulmak istenirse

f(x1,...,xy)’in k degiskenli YBMG bileseni

1
fil--ik(xil oo ’xik) = JFfll (xil ) e 'fik(xik) (2.17)

olur. Ortaya ¢ikanlar (2.13) esitliginde yazilirlarsa;

f(xl,'~-7xN) — f0+Zﬁ -xl + Z flllz x11;x12)+ +f]2 N(-xlv <5 X )

1112 1

_ f0+Zfz xl + Z le xllj){:lz(xlz)+H._|_f1(xl;(')]'v'_J:N(xN)

4+ 4
i=1 fO i],in=1 f02 fON

il <i2

~ 5 H(Hf'](c )) (2.18)

i=1

= f 1+Zﬁ )+ i fil(xil)fiz(xiz) fl(xl)"'fN(XN)

ifadesi elde edilir. Bu anlatimda;

rno = Jfo
ri(x) = %
) =
tamimlamalar1 yapilirsa yukaridaki esitlik,
Fxpy..xn) = mﬂ(l +ri(x;)) (2.20)

haline gelir. Boylece ¢cokdegiskenli f(xi,...,xy) islevinin YBMG agilimi garpimsal
hale getirilmis olur. Tipki YBMG’de oldugu gibi Carpimsal YBMG’de de istenilen
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mertebeden (kerteden) kesme yapip bir yaklastirim elde edilebilir. YBMG’dekine
benzer olarak en genel haliyle k. mertebeden CYBMG yaklagtirimi igin,

po = 1o

pi = n[[(+7r(x))=po] [(1+ri(x))

Pk = Dik—1 H (1+ri1...ik<xi17"'7xik)) (2'21)

yazilabilir. YBMG’de oldugu gibi CYBMG’de de ¢arpimsalik 6lcenleri tanimlanabil-

mektedir. Bu 6lgenler agagidaki gibidir.

1Pl I?
k — 5 kZl,..
17117

Fakat yaklastirnmin mertebesi arttikca yeni iglevler acilima carpanlar olarak

N (2.22)

katilacaklarindan toplamsallik Olcenleri gibi iyi sirali bir dizi olusturmazlar. Bu
da CYBMG’nin bir eksikligidir. Bu eksikligin giderilmesi icin Logaritmik YBMG

diisiincesi ortaya atilmigtir.

2.1.3 Logaritmik YBMG yontemi

Logaritmik (evrikiistel) Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim (LYBMG) [24-26]
yontemi, YBMG’de olan ve eksi olmayan ¢ok boyutlu bir iglevin kendisinin yerine
dogal logaritmasinin YBMG’ye ac¢ilmasidir.  Eksi olmama evrensel bir ozellik
olmadigindan, ama LYBMG ig¢in zorunlu bir durum oldugundan verilen islevden daha

basit yapil bir islev ¢ikartilir. Elde edilen sonug ile agilim yapilir.

f(x1,x2,...,x3) islecinin minorant iglevi yani, integrasyon araliginda daima
f(x1,x2,...,xx) ya esit veya ondan kiiciikk olan islevi ¢(x,x2,...,xy) ile gosterilir.
Asagida ise LYBMG yontemininin bagintis1 verilmektedir.

N N
In[f (x1,..;xN) = ¢ (X1, X)) = @0+ Y, @iy (xi)+ Y, @iy iy (i, 0) + -

=1 i1,ip=1
i1<i2

(2.23)
Burada da YBMG nin genel kurallarn gegerlidir, bagintinin sag tarafindaki bilesenler
birbirine diktir ve bu bilesenlere LYBMG nin bilesenleri denir.
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Burada ¢ (xy,...,xy) islevi, verilen asil iglev olan f (x1,...,xy) islevine alttan sinirlayici
islev (ing: minorant function) olarak gorev yapmaktadir ¢iinkii asil islev eksi sayilar

iirettiginde bu sayilarin art1 olmasi saglar.

Dolayisiyla bu islev referans islevi (ing: Reference Function) olarak adlandirilabilir.
(2.23)’de verilen denklem tekrar diizenlenirse Logaritmik YBMG esitligi asagidaki
gibi yazilabilir.

f(xl, ...,xN) =0 (xl, ...,XN) +e%

N N
He‘Pil(’“l)] [T e®nGi) | x...  (2.24)

i=1 i],ip=1
i1<i2

YBGM de oldugu gibi LYBMG de de kesme yaklastiranlar vardir.
%(xl, ...,)CN) = e

N
ll(xla"wa) = lo(xl,...,xN)He"’n(xil)
i=1

Me(x155xn) = A1 (X155 XN) f[e%w%@ﬁﬂﬁ 1 <k <N(2.25)

Burada altsirasayili A ifadeleri kesme yaklagtiranlarina kargilik gelmektedir. Verilen
carpimsal yapidaki islev, LYBMG yontemi kullanilarak logaritma islevi yardimi ile
toplamsal bir yapiya kavusturuldugu icin Yalin YBMG yontemindeki toplamsallik
olcenlerine benzer 6lgenler asagidaki gibi tanimlanabilir ve bunlar "Nitelik Olcenleri"

olarak adlandirilirlar.

2
w o= el
= 2
lin(7=9)l
N
2 2
looll”+ X ll@il
Vi — i1=1
in(f =)
N N
2 2 2
looll”+ X lleull™+ X ool
1= 11,12-:
ll<l2
\'%) = 5
ln (f = @)l
(2.26)
Nitelik olgenleri asagidaki gibi diizgiin sirali bir dizi yapis1 gosterirler.
0<vy<vi<---<wyw<l (2.27)
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2.1.4 Melez YBMG yontemi

Verilen ¢okdegiskenli islev bazan tamamen toplamsal bazan da tamamen carpimsal
olmayabilir, karigik olabilir. Boyle durumlarda bu melezlik icin YBMG’de yeni bir tiir
gelistirilmistir, Melez Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi (MYBMG) [26,27,49-51].
MYBMG, icinde her tiirlii yapiya hazir bir yap1 oldugundan YBMG, CYBMG veya

LYBMG’nin tek bagina iirettiklerinden daha iyi sonug verir.

MYBMG, iki yapidan meydana gelmektedir, birincisi yalin YBMG ile carpimsal
YBMG’nin meydana getirdigi gosterilim, ikincisi ise yalin YBMG ile Logaritmik
YBMG meydana getridigi gosterilimdir.

Fakat doniisiim kullanmanin getirdigi giicliikler sebebiyle bu yontemden ilki olan yalin

YBMG ile ¢arpimsal YBMG nin meydana getirdigi Melez YBMG yeglenmektedir.
Tezde MYBMG bu bicimde yer alacaktir.

N degiskenli bir f(xy,...,xy) islevinin bir o degistirgesi yardimiyla MYBMG agilimi;

f(xl, - ,XN) = Otf(xl,. ..,)CN) + (1 — Ot)f(xl, - ,)CN) (2.28)

yapisindadir. Buradaki esitligin sag tarafindaki f(xp,...,xy) islevi yerine toplamsal
YBMG agilimi ve ikinci tarafindaki f(xj,...,xy) yerine de ¢arpimsal YBMG agilimu

yazilir ise;

N N
f(xla"'axN) = f0+Zfi|(xi1)+ Z filiz(xiwxiz)—i_"'

il:I il’iz.:l
11<ip

—-

N
I
—_

N
+ (1-«a) ro[ (1+ri(xz'))] I;[l(lﬂij(xzsxj))

J
i<j

(2.29)

esitligi elde edilir. Bu acilim Melez YBMG ac¢ilimidir. Acilimda yer alan o "Melezlik
Degistirgesi" dir. Bu degistirge [0, 1] arasinda deger alir. o Melezlik degiskeni,
acilimda YBMG ve CYBMG’nin MYBMG’ye olan etkisini gostermektedir.

MYBMG’de de diger YBMG’lerde oldugu gibi kesme yapilmaktadir, dolayisiyla

yaklastirim kavrami burada da yer alacaktir.

15



sj(x1,...,xy) ile Yaln YBMG, pi(x1,...,xn) ile ise Carpimsal YBMG yaklastimi

ifade ettigi kabul edilir. Bu durumda,

f(x1 ...xN) ~~ hjk(xl,...,xN;a) = (XSj(Xl,...,xN)+ (1 — (X)pk(xl,...,xN) (2.30)

yaklastirimlar1 tanimlanabilir.

MYBMG yonteminde "Melezlik Olgeni" olarak adalandirilan nitelik 6lgeninden

sozedilir ise, (jk.) melezlik Glgeni agsagida verilmektedir.

2
L = e .
qgix=—"—"—"">5—, Jk=1,....n (2.31)
’ 1112
AijCXGj—f—(l—a)Vk (2.32)

Daha oncede belirtildigi gibi carpimsallik 6lgenleri diizgiin sirali bir dizi olugturur.

Burada o degerinin denklemde aldig1 degerin de ¢ok onemli oldugu unutulmamalidir.

2.1.5 Diger YBMG cesitleri

Hayatta karsilasilan sorunlarin her zaman belirli bir yap1 icersinde olma zorunlulugu
bulunmamaktadir. Bu gibi durumlarda bile cesitlilik artmaktayken YBMG’nin

kullanim alanlarina gore de onun ¢esitliligine olan gereksinim de artmaktadir.

Buraya kadar yapilan YBMG anlatimlarinda ortak bir o6zellik olarak agirlik
islevi siirekli carpimsal bir durumdaydi. Agirligin carpimsal olmadigr durumlar
icin "Genellestirilmis YBMG (GYBMG)" (ing:Generalized HDMR) [28] olarak
isimlendirilen yontem gelistirilmigtir.  Burada sorunu ¢dzme amaci ile agirlik
islevi yerine onun YBMG ag¢ilimi1 yazilir. Bu anlatimda, M.Demiralp ve M.A.
Tunga tarafindan yazilan "Data Partitioning via Generalized High Dimensional
Model Representation (GHDMR) and Multivariate Interpolative Applications"da

sozedilebilir.

Bir bagka gereksinim ise; ¢okyiiksek boyutlu girdi-¢ikti dizelgelerinin davraniglarinin
belirlenip yorumlanmasi olabilir. Bu durumda ise "Kesme YBMG" (ing: Cut HDMR)
[9] ad1 verilen YBMG olusturulmustur. Bu yontem ile YBMG bilesenleri, ilgili
uzayda kesim merkezi (ing: cut center) ile adlandirilirlan X = (X7,x3, ...,Xy) baslangi¢

konumuna bagh girdi-¢ikti tepkisi incelenerek belirlenir. Girdi uzay boyutu ¢ok

16



biiyiik olur ise bu durumda yontem genellestirilmistir, "Coklu Kesme YBMG" (ing:
Multicut HDMR) [10]. Coklu Kesme YBMG yontemi tanim kiimesinin birden fazla
baglangic konumunun belirlenmesi gereken durumlarda kullanmilmaktadir. Girdilerin
uzaya diizensiz olarak sacilmis oldugu durumlarda ise bir bagka yontem olan "Seckisiz
Orneklemeli YBMG" (ing: Random Sampling HDMR) [16, 17] YBMG c¢esidi
kullanilmaktadir. Buradaki diiglim noktalarindaki girdi sayis1 arttik¢a bilesenlerin

tiimlev hesabinda zorluklar ¢ikmaya baslar, dolayisiyla maliyet artar.

Bir bagka YBMG yontemi "Doniisiimsel YBMG (DYBMG)" (ing: Transformational
HDMR) [17, 31, 52-55] olarak adlandirilir. Bu yontem, asil islevin YBMG
yaklagtiriminin niteligini arttirmak amaciyla islevin kendisine degil, herhangi bir
doniisiim altindaki goriintiisine YBMG ile duyarli bir yaklastirrm elde edip,
daha sonra da bu yaklagtiran iglevinin evrik doniisiimiinii alinarak asil islev icin
duyarli bir yaklastirnm elde etmeye dayanmaktadir. Burada doniisiimiin secimi
onemlidir. Doniisiimiin eniyileme yapabilecek degistirgeleri bulunmasi gerekmektedir.
DYBMG’nin parametrelerinin YBMG aciliminda kazandirdigi esneklik, YBMG

yonteminden daha genel bir hal almasini olanakli kilmaktadir.

Bir bagka YBMG yontemi ise, "Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimsal Gosterilim
(CYCG)" (ing: Enhanced Multivariance Product Representation)’dir. Bu yontem ise

asagidaki altboliimde anlatilmaktadir.

2.2 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimsal Gosterilim

Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimsal Gosterilim (CYCG), Yiiksek Boyutlu
Model Gosteriliminde de YBMG’nin temel mantigi olan "B6l-Y6net" mantig1 devam

etmektedir. Bu gosterilim yonteminde N degiskenli bir f (xy,...,xy) islevi,

N N N N N
f(-xb ~-7xN) = fOHSj (xj) + Z,fi(xi)nsj (xj) + . Z fi1i2 (xi1>xi2) H Sj (xj)
= =R s i
+ ...+f1mN(x1,...,xN) (2.33)

biciminde bir takim destek islevleri yardimiyla daha az degiskenli islevlerin
toplamu tiiriinden belirtilebilmektedir. Her bir toplam destek islevlerinin carpimi

ile beraber degismez, tekdegiskenli, ikidegiskenli ve islevin degisken sayis1 kadar

17



cokdegiskenlilikte iglevlerin toplami olarak yazilir. A¢ilimdaki terimler ifade edilmek
istenirse, fp degismez terimi, fj(x;)’ler tekdegiskenli terimleri, f;, (xi,,x;,) ler
ikidegiskenli terimleri ve swrasiyla fi_ n (xq,...,xn)’ler ise N degiskenli terimleri
simgeler.  Yukarida sozii gegen her bir terim, bir takim s; (x;) destek islevleri
yardimiyla bagli oldugu bagimsiz degiskenlerin f (xi,...,xy) islevine yapmis olduklar
katkiy1 gostermektedir. Onemli ayr1 bir nokta ise bu destek islevlerinin s j (x j) =1

alindiginda CYCG aciliminin YBMG ag¢ilimina denk olmasidir.

Sirasiyla yukarida belirtilen terimler olan f; degismez terimini, tekdegiskenli f;(x;)
terimlerini, ikidegiskenli f;;, (i ,x;,) terimlerini ve bir diger CYCG terimlerini

hesaplayabilmek icin asagida verilen normalizasyon kosulu;

bi
/ dxiWi(x;) = 1, 1<i<N (2.34)
a;

b;
| dnwis? =1: 1<i<N (235)
aj
ve bu tamimlamalara ek olarak,
bi
/' dx,-W,- (x,') S; (x,')filmik (xil,...,xik) = O, X; € (xil,...,xik), 1<i<k<N (236)

bicimindeki tiimlev altinda sifirlanma kosullarindan faydalanilmaktadir. YBMG’ye
benzer olarak tanimlanan igleglerin (2.33) ac¢ilimina asagida formiil bi¢ciminde uygu-

lanmasi sonucunda tiim CYCG bilesenlerini tek tiirlii belirleyebilmek miimkiindiir.

bl bN N
fof(xl,. .. ,XN) = /dx1W1 (xl) tee /deWN(xN) Hsj(xj)f(xl, . ,XN) (2.37)
a ay j=1

Yukaridaki tanim esitliginde yer alan ., isleci ile yine yukarida tanimlanan
normalizasyon ve sifirlanma kosullar1 yardimiyla fy de8ismez terimi belirlenmek

istenirse

bl bN N
f() = d)C1W1 (xl) deWN(xN) HSj(Xj)f (xl, ...,XN) (238)
=1

ay an j
sonucu elde edilir. Sabit terim igin yapilanlarlar, .%; islecleri yardimiyla f;(x;) tekde-

giskenli terimlerinin elde edilmesinde yinelenebilirler. Bu islecler;

by bi— biy
Lﬁif(xl,...,xjv) = fd)qW] (xl)... f dx,-_1Wl~_1(x,-_1) f dx,~+1W,-+1(xi+1)...
ai ai—1 ait]
by N
X f deWN(xN) I]l Sj(Xj)f(X],...,XN) (239)
an J=
J#i
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esitlikleriyle verilebilir.

Bu uygulama sonucunda (2.40) bagintisi ile gosterilen fi(x;) tekdegiskenli terimleri

elde edilir.

by bi_ bit1
filxi) = dx1W1(x1)---/ dxi—1Wi—1(Xi—1)/ dxi g1 Wig1 (Xig1)...
ap a_q ajt+1
by N
X deWN(xN)Hsj(xj)f(xl, ...,XN) —Sl'f() (2.40)
ay =1

J#i
Asagida (2.41) bagintisi ile verilen denklemde ise, .%; ;, ile simgelenen ve 2.39’daki
gibi ama i; ve ip iizerinde timlev ve agirlik icermeyen yapida isle¢ kullanimi

fivir (xi,,Xi,) ikidegiskenli terimler i¢indir.

by biy -1 bi 41
fiin(Xip,xi,) = dlel(xl)---/ dxillvvill(xill)/ dxiy (1 Wi 1 (i 41)-.
ap aj -1 ajj+1
biy -1 biy+1 by
x / dixiy 1 Wiy—1 (xi-1) ></ dxiy 1 Wiy 1 (Xip11) . | dxyWi(xy)
Ain—1 Air+1 an
N
X H Sj(Xj)f(X1,...,.XN)
=1
j?ifl-,iz
Siy (xil )flz (xi2> — S (xiz)fil (xil) =S ('xil )Siz (xiz)fO (2.41)

1 <ii<ih <N

seklinde yazilmasinda olanak saglar.

Benzer bicimde tim CYCG terimlerini elde etmek olanaklidir. Tipki YBMG’de
oldugu gibi, amaglanan bigimde f (xy,...,xy) islevine istenilen diizeyde kesme yapmak
amaciyla bir takim CYCG yaklastiranlar1 tanimlanabilmektedir. Bunlar sirasiyla

degismez, birinci ve en genel haliyle n. kerteden CYCG yaklagtirant adin1 almaktadir.

N
So (x1, o xn) = fo [ T si(xj) (2.42)
=1
N N
St (x1y -y xn) = So (X1, .y xn) + Zfi(x,-)Hsj(xj) (2.43)
i=1 J=1
J#i
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N N
So (X1, ey xn) = 81 (X150 xn) + Z fivin (Xiy 5 Xiy) H S (xj) (2.44)
o

Yukaridaki (2.42) bagintis1 ile verilen CYCG yaklastirani, esitligin sag yaninda
yer alan fy de8ismez teriminden dolay1r "Degismez Yaklastiran" olarak adlandirilir.
Anlatimlara ek olarak (2.36) bagintis1 yardimiyla 1 <i; <... < <N,

1<ji<..<ji<Nvel <k<I<olmak iizere CYCG bilesenleri arasinda,

by by al 5
dxyWi(x)... [ deyWy(xn) [T six) [T siGi)fiicfin =0 (2.45)
aj N ! .
T iy JEisdi

biciminde bir diklik kosulu tamimlanmaktadir. Bu sayede, denklem tim CYCG
bilesenlerinin birbirine dik oldugunu belirtmektedir. CYCG bilesenlerinin dikligi
yalmizca CYCG hesaplamalarini kolaylastirmakla kalmaz, buna ek olarak da asagidaki
bicimde i¢ccarpim i ler izerinde, 1 <ij <ir <. < <N, 1 <1< jp<..<ji<N

ve 1 <k < < N kosullarinin saglanmasina olanak verir.

N N by by
fivie TT sis Fige T s = [dx;Wi(x1)... [ dxyWy(xy)
i1 =1 a an
] oo JET 1
N
x T si(xi) fiy.ag (i oo i)
i;éillz,}.,ik
N
XD s 00 freiy (s eeesx) - (2:46)
AT e

Bu i¢carpim bi¢iminden faydalanarak 1 <ij <ip < ... <@z <Nvel <k <N igin

(2.47) bagintisi ile verilen yeni bir tanim olan boy taniminin yapilmasi olanakli olur.

2
N N N
fiie TT si)|| = | fuie TT sis fiie T s (2.47)
i;ézllz,}.,ik iyéillz‘.l...ik i;élllz,.l..,ik

Bunlara ek olarak tekrardan f(xi,...,xy) islevinin karesi tiimlevlenebilen bir iglev
oldugu kabul edilince, (2.33) bagintisi ile verilen CYCG aciliminin her iki tarafinin

kendisi ve agirlik islevi ile carpilarak tiim bagimsiz degiskenlere gore ilgili aralikta
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timlevi alindiginda, sifirlanma kogullar1 yardimiyla,

2
2
) N | N .N | )
IAF =TTl X AT sl + + 1 fiznll (2.48)
j=1 =1 =1
JFi

olacak bi¢imde ||f]|* anlatim yazilabilir. Bir dnceki bélimde YBMG’de anlatildig:
gibi bu esitligin her iki tarafi || || *ye boliindiigiinde,

2
N

N
ZZ H +. +—Hf12 NP 249

fi
°H =1 1712

HfH

ifadesi elde edilmektedir. (2.49) ile verilen baginti yardimiyla uygun kesmeler

yardimiyla CYCG yéntemi icin “Nitelik Olcenleri” tanimlanabilir.

1 NP
oo =——= I/ s (2.50)
[l =1
2
1 N N
or=00+—= Y | ]s (2.51)
IAI7 =) =
JF#
2
0 =0|+—> D) Z fl1l2 H j (2°52)
”f” i],ip=1 j=1
i1<ip J#i1ip

Yukarida belirtilen CYCG nitelik dlgenlerinin adlandirilmasi; “Degismezlik Olceni”
veya “Sifirinc1 Basamaktan Nitelik Olceni” , “Birinci Basamaktan Nitelik Olgeni”
, “Ikinci Basamaktan Nitelik Olgeni” ve benzer bicimde yapilan yinelemelerle elde

edilen “n. Basamaktan Nitelik Olgeni” yapisindadir.

YBMG yaklagtirnrminda oldugu gibi CYCG’de de cokdegiskenli bir islev, daha az
kerteden bilesenler yardimiyla temsil edilmek istenebilir. Boyle bir durumda ise
kesmeler yapilmalidir. Fakat bu kesmenin ne kadar iyi oldugu CYCG nitelik
Olcenlerinin 1’e ne denli yakin degerler aldig: ile ilgili olacaktir. Nitelik Sl¢enlerinin
diizgiin siral bir dizi olusturdugu da goz ard1 edilmemelidir ve bu gercek kestirim (ing:

estimation) amagcli kullanilabilinir.

0<or<om<...<oy=1 (2.53)
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3. AYRIK YUKSEK BOYUTLU MODEL GOSTERILIMI

Son yirmi yildir cokdegiskenli iglevler tizerinde pek cok gelismeler yasanmaktadir.
YBMG ve onun diger ¢esitleri de bu durumdan faydalanmaktadirlar. Bu gelismelerin
temeli Sobol’a dayanmaktadir, ondan sonra ise bu gelismeleri agirlikli olarak Rabitz

ve grubu ile Demiralp ve grubu olan BEBBYT devralmustir.

Bir iist boliimde YBMG’den yeteri kadar s6zedildiginden artik bu boliimde o ayrintiya
girilemeyecektir. Bu boliimde ilgilenilecek olan konu YBMG dizileridir ki bu dizilerde

bagimsiz degiskenler degerlerini tamsayilarin alt kiimelerinden almaktadr.

N altsirasayili a;, . ;, dizisi diistiniilsiin. Bu dizi, daha az sayida altsirasay1 igeren a ve

altsirasay1 sayisi artan bicimde siralanan bir ayristirimla asagidaki gibi anlatilabilir.

RN (1) N (1) N (J1J2) (J1J2--JN)
Aiy,.oiy = @+ 1G5 +Zjl.j<2;1 N P P P
J1<J2

ij=12,..,n5,j=12,...N 3.1)
Burada sag yandaki iistsirasayili ilk tek terim, sabit terimdir. Bu terim digerlerinden
farklidir, bir sonraki N sayida bilesen siradan yoney niteliklidir. Daha sonraki terim
tekli degisken, ikili degisken ve benzeri olarak devam eder. Tiim bilesenlerin sayisinin

2V oldugunu kanitlamak hi¢ zor degildir.

(3.1)° de denklemin elemanlarini1 belirleyebilmek i¢in Sobol’un olusturdugu "Sifir-

lanma Kosullarin1 " ortaya koymaliyiz. Bu sifirlanma kosulunu ise toplama islemi

altinda kullanacagiz. Bunun genel anlatimi,

Z’?J‘z () nia-di)
tjlzl Ly iy ik

I=1,2,....k, k=1,2,...N 3.2)
yapisindadir.

Buradaki Wj ler bir sirasayili diziler yani siradan yoneylerdir. Burada agirlik kosulunun
saglanabilmesi icin agirlik dizisi art1 tanimli sayilardan olugsmalidir. Bu kosul iki
tarafli YBMG bilsenlerinin arasinda diklik ile baglantilidir. S6zii edilen katliyoneyler

kartezyen uzayinda yer aldiklar1 i¢in Frobenius boyu ve i¢ccarpimi kullanilabilir.
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Yukarida tanimlanan agirlik ile agirlikli igcarpim tanimu,

(@D, a®)y =y N Wi al

i1=1 i1...INTI]..IN?

dV . a® o (3.3)

1]...IN7 l1 AN
yapisinda verilebilir.

2y , N altsirasayili bir dizi olup Hilbert uzayin niteligi tagiyan ve aslinda Kartezyen

tirden de olsa uzayda yer alir. a) a® dizilerinin biitiinsel bir gosterilimi vardir.
(1) (2)

Ogeler icin genel terim ise, a; i iy dir. W;, _;, lerise,
Wiy =1L Wi Wi > 3.4

ile gosterilir ki burada carpimsal bir yap1 bulunmaktadir. Dizinin herbir ¢arpimi
stirekli islevler iizerindeki YBMG’de oldugu gibi degisik altsirasayila baghdir. Burada

sOziiedilen agirlik islevinin tiim arti tamimh altsirasayilarinin toplami 1 olmalidir.

Y WiY) —1, j=1,2,..N 3.5)

ljZl
Toplamdaki kosul (3.2) de kullanilirsa

(a(j1-~~jzl),a(kln-kzz)) =0,

{ (W#L)VI=L)}N{(h#k)V (2 # k) V...V (N #kn)},
I,=0.1,..N (3.6)

elde edilir.

Bu diklik kosulu anlamina gelir. Dizi Diizlestirim Tabanli Bir Degiskenlide Kesmeli

YBMG’nin kisayol gosterilimi asagida verilmektedir.

_|_Zj17 ali) "‘21}]1,12:1 aliii) _|_a(1'1j2...j1v), 3.7)

J1<J2

Her iki yanin boy karesi alinir ise;

, 2
alin2) . (3.8)

+Zj112 1

J1<i2

2 . . .
Jalf2 = [a®| + £l a0 bt a0
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ve buradan da;

; _ =)
0 = Jal?
- ot % [[at) )2
- TR P
<m‘z>”2
o =o+xy, B2
2 1 21}12];1 HaHZ
Uria-—in) ||
ON =O0ON-11+ % (3.9)

sonuglarina varilir.

Bir 6nceki YBMG anlatimlarinda oldugu gibi, en iyi yaklastirnmi verebilecek olan
kesmeyi 6l¢cmenin yontemi, yukarida verilen dl¢enlerin kullanimidir. Bu 6lcenler de

iyi siralanmalidirlar.
0<op<o<...<oy=1 3.10)

Kesenin saglikli olabilmesi icin, 1 degerine istenilen duyarlilik ¢ercevesinde en yakin
olan yerden kesme gercklestirilir. 1’e yakinlik sonucun basta verilen diziye olan

yakinlik diizeyini gostermektedir.
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4. COKLUDOGRUSAL DiZiLERDE KATSIZLASTIRIM
(DUZLESTIRIM) VE KATLILASTIRIM, KATLI YONEYLER, KATLI
DIZEYLER VE KATLI DiZILER

4.1 Giris

Dogrusal cebirde iki temel biiyiikliikten sozedilir. Bunlardan birincisi yoney (ing:
vector) olarak adlandirilir ve aslinda, sonlu ya da sayilabilir sonsuzlukta sayida
ogeden olusur. Ogeler, cok biiyiik bir cogunlukla 1’den baslayip birer biren artan
art1 tamsayilarla sirasayilandirilir. Diger bir deyisle, yoney, 0geleri tek bir sirasayi ile
kimliklendirilen (ing: identification) bir cebirsel biiyiikliiktiir. Yoneydeki toplam 6ge
sayisina yoneyin boyutu (ing: dimension) adi da verilir. Yoneyler ya 68eleri alta dogru
siralanan bir dizilim (ing: sequency, ordering) ve onu cevreleyen koseli ayiraglarla
ya da birbirlerini saga dogru sirasayr artacak bicimde ve virgiillerle ayrilip siradan
ayiracglar arasinda verilen dizilimlerle gosterilir. Birincisine cebirsel yoney gosterilimi
gibi ad verilebilirken ikincisine ¢oklu (ing: tuple) gibi bir ad verilir. Coklular
Kartezyen uzay diye adlandirilan bir uzayda konumlandirimi essiz bigimde yansitirlar.
Diger bir deyisle, yoneyler uzamsal (ing: geometrik) olarak konuma karsilik gelen ve

tek bir sirasayiyla kimliklendirilen olgulardir.

Yoneyleri simgelemek icin genellikle koyu ve kiiciik abecesel simgelerin kullanimi
yeglenir. Ogelerde ise koyuluk olmamasina karsin kimlik sirasayis1 altsirasay1 olarak
yazilir. Bu baglamda a bir yoneyi simgelerken a; ile a yoneyinin 1’den baglayip
artan art1 tamsayil kimliklendirimde j. 6ge anlatilmak istenir. Bu arada j nin alacagi
degerlerin ya kiime gosterilimiyle ya da j i¢in j = 1,2,...,n gibi tanim bolgesi
belirtimiyle belirtilmesinin gerekliligi vurgulanmalidir.

Dogrusal cebirdeki diger nemli biiyiikliik dizey (ing: matrix) adin alir ve her bir 6gesi
iki sirasayiyla kimliklendirilen diizlemsel bir dizilime karsilik gelir. Ancak, bu dizilim

tizerinde bi¢imsel kisitlama sézkonusudur. Bicim dikdortgensel olmalidir. Bu ise

kimliklendirimde kullanilan ve cok biiyiik bir cogunlukla herbiri 1’den baslayip birer
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birer artacak bicimde deger alabilen sirasayilarin tanim kiimelerinin biiyiikliiklerinin

diger sirasayiya bagli olmamasinin gerekliligini giindeme getirir.

Dizeyler de, yoneyler gibi dogrusal bir yoney uzay1 olustururlar ve bir dizey i¢inde
bulundugu bdyle bir uzayda bir konumu egssiz olarak kimliklendirir. Yani onlar
da yoney gibi betimleme ozelligi tasirlar. Tek degisiklik icinde bulunulan uzaydir.
Dizeylerin bu o0zelliklerine “konumsal 6zellik “denilebilir.  Bir dizeyin 068eleri
iki sirasayi ile kimliklendirildiginden her bir sirasayinin degisik bir yonde dizilim
kimliklendirdigi ongoriilebilir. Sirasayilar, altsirasayilar olarak yazilirlar. Bir dizeyin
biitiinsel simgelendirimi i¢in, koyu ama biiyiik abecesel simgeler, 6geler icinse siradan
ama kiiguk abecesel simgeler yeglenir. Bu baglamda, A bir dizeyi simgelerken a;
bu dizeyin diizlemsel bir siralandirimda (j,k) konumunda yerlesik 68esini gosterir.
Burada aslinda zorunlu olmamasina karsin virgiil kullanimin1 yegleyecegiz ve bu
virgiiliin belirgin ayirim disinda 6zel bir anlam tasimadigin1 vurgulayacagiz. Birinci
altsirasay1 dikdortgende diisey konumlandirmaya karsilik gelirken ikinci altsirasayi
yatay konumlandirimi kimliklendirecektir.  Birinci altsirasayisi ayni olan ogeler

yataysira olustururlar. Dugeysiralarsa ikinci altsirasayisi ayni olan 6gelerden olusur.

Dizeylerin, yoneylerde olmayan bir bagka 6zelligi daha bulunmaktadir. Bunu dile
getirmek icin Once dizeylerarasi carpimdan sozetmek gerekir. Aslinda, yoneyleri de
tek bir diiseysirali dizey olarak yorumlamak olanakli oldugundan, boyle bir ¢arpimin
onem kazanacag1 aciktir. Iki dizeyin carpimi degistirimli degildir ve ilk carpanin
diiseysirasayisiyla ikinci carpanin yataysirasayisi esit olmalidir. Yataysirasayisi ile
diiseysirasay1 ikilisine araya bir de ¢arpr simgesi koyarak “Dizeyin Tiirii” ad1 verilir.
my X n tiirlinde bir dizeyle my X ny tiirlinde bir dizeyin carpiminda n; = mjy esitligi
gecerli olmalhidir.  Yoksa carpim tanimsizdir. Dolayisiyla, m x n tiirlinde bir dizey
ancak n 68eli bir yoneyi carpabilir ve yoney ne olursa olsun sonu¢ m 68eli olmak
zorundadir. Bu yiizden, m x n tiirlinde bir dizey n 68eli yoneylerin orttiigii bir uzaydaki
bir konumdan m 6geli yoneylerin orttiigii bagka bir uzaydaki bir konuma doniisiim
gerceklestirir. Dizeylerin bu olgusuna “Déniisiimsel Ozellik” ad1 verilir. Eger ille de
yoneylerde bir doniisiimsel Ozellik arayisina girisilecek olursa yoneyin sayilla (ing:
scalar) carpimina gidilebilir. Ama bu c¢ok kisitl ve biraz da yamacik sayilabilecek bir

olgudur. Bu nedenle burada yoksaymay1 yegleyecegiz.
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Dizeylerin doniisiimsel 6zelligine taban olan carpma isleminde diiseykonum alt-
sirasayisi toplama igsleminin sessiz degiskenidir. Buna karsin, yataykonum altsirasayisi
doniisiim iirliniinde kimliklendirme gorevi iistlenir. Bu bakis acisindan, birinci
altsirasay1 kimliklendirim sirasayisi ikinci altsirasayr ise doniisiim sirasayisi olarak

nitelendirilebilir. Bu doga ayrilig1 nedeniyle burada virgiil kullanimina gidilmektedir.

4.2 Cokyonlii ya da Cokludogrusal Diziler

Dogrusal (ya da artik Siradan Dogrusal olarak adlandiracagimiz cebir), salt dizey
ve yoneyleri odaga almistir ve almaktadir.  Ancak, son yiizyill ve ozellikle
son yirmi yil i¢inde dizey ve yoneylerin digindaki dizilerle ilgilenilmesi de
giindeme gelmis ve gelmektedir. Sozgelimi, canlandirim verileri ardarda siralanmis
dikdortgensel goriintiilerden olusur. Herbir goriintii ise dizey bi¢imli konumlandirilmis
gorlintiibirimlerinden (ing: pixel) olusur.  Tim canlandirimdaki herhangi bir
goriintiibiriminin konumunun kimliklendirimi icin {i¢ sirasayiya gereksinim duyulur.
Bunlardan birisi goriintiiyti kimliklendirirken diger ikisi o goriintii i¢indeki konumu

kimliklendirir. Yani bir canlandirim verisi 3 sirasayili bir dizidir.

Yukaridaki yorumlamalarimizda, acik olarak vurgulanmamis olsa da, goriintiibirim-
lerinin ak ile kara arasinda degerler aldigi varsayilmistir yani tek bir tiir boya
diistiniilmiistiir. Oysa, boya denilince {i¢ ana boyanin, sozgelimi al ile yesil ve mavinin,
degisik oranlarda karistmindan olusan bir olgu diigliniilir. Bu durumda odaktaki
verinin hangi veriye karsilik geldigini kimliklemek i¢in 3 ayr1 deger alabilen bir
sirasaytya gereksinim duyulur. Bu baglamda bir canlandirimi, aslinda, dort sirasayili

bir dizi olarak diisiinmek daha uygun olur.

Isin igine parlaklik ve doygunluk ya da saydamlik gibi 6geler de katmak ve yine 3’iin

istiinde sirasayiya ¢cikmak olanaklidir.

Konumlandirma da igige goriintii dikdortgenleri kullanarak sirasayilandirimi daha

yiiksek degerlere ¢cikarmak da olanaklidir.

Genelde ¢ok sayida degistirgeye bagli dizgelerde sirasayilandirim da yiiksek sayilara
cikar.  Ozetle, ikiden cok sirasayili dizilere uygulamalarda karsilasmak hi¢ de

azimsanacak ya da gozardi edilecek bir olgu degildir. Bu nedenle onlar iizerinde de
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bir cebir tanimlamak ve kullanip gelistirmek 6zellikle son yillarda daha biiyiik 6nem
kazanmistir. Bu cebire “Cokludogrusal Cebir”(ing: Multilinear Algebra) ad1 verilir.

Burada da bu konunun yeni ve bazi 6zgiin olgularina deginecegiz.

Ikiden ¢ok sirasayili dizilere Cokludogrusal (ing: multilinear) ya da Cokyonlii (ing:
multiway) Dizi adin1 verecegiz. Bilimsel yazinda bunlara siklikla “Gerey” (ing:
tensor) de denilmektedir. Ancak, bu yaklasim BEBBYT iiyelerince desteklenmemekte
ve kullanimindan kacimilmaktadir. Bunun nedeni, gerey kavraminin govdelerin
dayaniklilig1 (mukavemet) gibi altkonular1 da iceren siirekli ortamlar igleybiliminin
(ing: continuum mechanics) sik kullanilan bir 68esi olmas1 ve fiziksel nitelikler
tasimasidir.  Her gereyin belli bir kona¢ dizgesinde (koordinat sisteminde) bir
cokludogrusal dizeyle betimlenmesi olanaklidir. Ancak bu iligki salt o konaclar i¢in
gecerlidir. Konac dizgesi degisince ¢okludogrusal dizi de degisebilir. Ustelik gerey
cok daha soyut nitelikler tasir. Oysa ki, cokludogrusal dizi somut bir kavramdir. Bunun
yanmisira ¢cokludogrusal dizilerle gereylerden ¢ok degisik bigcimde iligkilendirilen spinor
ingilizce adiyla anilan baska soyut kavramlar da vardir ve gerey yerine adlarinin

kullanilmiyor olmasi ¢ok da anlamli degildir.

Cokludogrusal dizilerin biitiinsel simgelemesi icin yoneylerde oldugu gibi yine
koyu ve kiiciik abecesel simgeler kullanacagiz. Boyle bir dizinin 68elerini ise
altsirasayili ama koyu olmayan ayni abecesel simgelerle gosterecegiz. Bu baglamda

bir ¢cokludogrusal dizi i¢in asagidaki anlatim yazilabilir.
az[ail7,..7in], 1 Sijfkj, j:1,2,...,n (41)

Burada, goriildiigii gibi altsirasayilar 1°den baglayarak ardisik artan tamsayilar-
dan olugan tamim kiimelerinden deger almaktadirlar.  k; ile simgelenen arti
tamsayilarin sirasayilardan bagimsiz olduklar1 Ongoriilmektedir.  Kogseli ayirag
kullanimi dizeylerdeki kullanimin buraya yansitilmasidir. Sirasayilarin ayirdedilimini

vurgulamak i¢in yine virgiil kullanilmaktadir.

Cokludogrusal dizilerin bir sayilla ¢carpimi tanimli olup carpim dizinin herbir 6gesi
carpilan dizinin karsilik gelen 6gesinin ¢arpan sayil ile carpimi olarak tanimlanir.
Ogelerde karsiik gelen siray1 ikililerinin tamim kiimeleri esit olmak iizere iki

cokludogrusal dizinin toplami tanimlidir ve toplamin her bir 6gesi toplananlarin
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karsilik gelen 68elerinin toplamidir. Bu iki tanim ayni tiirden yani altsirasay1 sayilari
ve onlarin tanim kiimleri ayni1 olan ¢okludogrusal dizilerin dogrusal bir yoney uzayi
olusturacagin giivence altina alir. Bu agidan herbir ¢okludogrusal dizi icerildigi
uzayda bir konumu essiz olarak kimliklendirir. Dolayisiyla, bu acidan, yoneylerle son

derece kosut bir niteliktedirler.

4.3 Cokludogrusal Dizilerin Carpimm

Iki cokludogrusal dizi arasinda carpim tanimlanabilir. Ama bunun icin altsirasayilar-
dan en azindan ikisinin tanim kiimelerinin esit olmas1 gerekir. Bu baglamda, s6zgelimi

(4.1)’teki anlatim cercevesinde verilen bir a cokludogrusal dizisi ile
b= [bﬁl,...,fm]v lggjgpp j:1727"'7m (4‘2)

ile verilen bir b ¢okludogrusal dizisinin ¢arpimi
k‘l

c=a Xq7rb = Z ail7'“7iq71757iq+17"'7inb£17'~'7€r717s7€r+17“'7£m (4.3)
s=1

olarak verilir ve burada tiim altsirasayilar yukaridaki tanim kiimelerinden deger alirlar.
Bu tanimin gegerli olmasi i¢in k; = p, olmasi gerektigini yeniden vurgulamakta
yarar bulunmaktadir. Bu tanimda X, , simgesi, a ile b’nin (g,r) yonlerindeki
“Birli Carpim1” olarak adlandirilabilir. “Birli” denilme nedeni birer sirasayinin
eslestirilip tizerinde toplam tanimlanmig olmasidir. Benzer big¢imde, ikili, iiclii ve
de coklu tamimlamalar yapmak olanaklidir. Burada g ve r degisik degerli olarak
diisiiniilebilmekteyse de uygulamada coklukla ¢ = r durumu giindeme getirilir ve o

zaman, bir yon ikilisi yerine, salt bir yonde ¢carpimdan sozedilebilir.

Yukaridaki tanimlamalar, ¢okludogrusal dizilerin doniisiimsel 6zellikleriyle ilgilidir
ve kullanilan carpim tiirline bagh olarak degisik doniisiimler giindeme getirilebilir.
Ancak, doniisiim secenek sayisi ¢coklulugun artimiyla cok tez bir bigcimde ytikselir ve
bir yerden sonra neredeyse kullanilabilirligi tartigilabilir duruma gelebilir. Bu nedenle
burada bu diizeyde bilgiyle yetinecek daha ¢ok ayrintiya girmeye ya da uygulamalara
girismeye yeltenmeyecegiz. Ancak, yine de bu carpimlarin bir kesim arastirmaci
kesimince olduk¢a yogun ve de biraz da caprasik olarak kullanildigini ve bunlara dayali

tekil deger ayristirnmlariyla ilgilenildiginin bilinmesinde yarar bulunmaktadir.
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4.4 Kathlastirim, Diizlestirim, Kathyoney

Daha onceden belirtigimiz gibi, yoney bir diiseysirali dizey olarak da diisiiniilebilir.
Ama yoney—dizey iligkisi bunun cok daha oOtesindedir. Bir yoneyi altyoneylere
ayristirip bu altyOneyleri yanyana dizerek dizey olusturmak da olanaklidir. Bunu
gosterebilmek icin n 6geli bir yoneyi gézoniine alalim. n sayisinin asal carpanlarini
kullanarak olusturulan ve np ile ny simgeleriyle gosterilen iki sayinin ¢arpiminin n
oldugunu diistinelim. Bu durumda a ile simgelenen yoneyden A ile simgeleyecegimiz

ve acgik yapisi asagida verilen bir dizey olusturulabilir.

apy Apm+1 0 Apy—1)n+1
az Apy+2 " Q(py—1)n+2

A=| o™ (r2=1)m (4.4)
ap, A2py " Anyng

Burada o©nce diiseyde sonra saga dogru yatayda yeniden siralandirim yoluna
gidilmigtir.  Yatay ve diisey Oncelik siralamasini degistirerek yukaridaki dizeyin
devrigine esit olan bir dizey de iiretilebilirdi. Bu bicimde olusturulan dizeylerin

ogelerini iki sirasay1 kullanarak da tanimlamak olanaklidir. Eger
A=la;], 1<i<m, 1<j<m 4.5)

yazilacak olursa buradaki (i,j) sirasayr ikilisinin, (4.5)’deki i yerine k simgesi
kullanildiginda k& = (j — 1)n; + i esitligiyle iliskilendirimin s6zkonusu olacagini
gormek hi¢ de zor degildir. Burada (i,j)’den k’ya gecis essiz ve birebirdir.
Yani evirtilebilir ve evridi, / simgesi tamsayr bolme olmak iizere, (i,j) =
(mod(k,ny),k/n; + 1) olarak verilir. Devrik durumda yap1 yine bu tiirde olmakla

birlikte n; ve ny yer degistirir.

Yukarida, ille de n = nyny olmayabilir. Daha dogrusu boyle istenilen tamsayilar
bulunmayabilir. Oyle bir durumda n = n1n, + r kalanli yapisina gidilebilir ve kalandan
kaynaklanan eksiklik, dikdortgen yapisina O’lar eklenerek giderilebilir. 0 yerine
degisik sayilar da eklenebilir ama buna bir neden bulmak gerekir. Neden ¢ogunlukla

eniyileme tabanli olabilir ama burada daha derine inemyecegiz.

Yukarida olusturulan A dizeyinin bu kez her bir yatay ya da diisey sirasindan dizeyler
treterek 3 sirasayili dizilere veya bunu her iki sirada gerceklestirerek 4 sirasayili

diziler yaratmak olanaklidir. Bu bicimde yon arttirimina “Katlilagtirnm”(ing: folding)
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demek olanaklidir. Bu baglamda diisiiniildiigunde herhangi bir ¢cokludogrusal diziyi
bir kathilagtirilmis yoney olarak gérmek olanaklidir. Boyle bir yoneye “Katliyoney”

(ing: folded vector, folvec) adinm1 verecegiz.

Katlilagtirim eyleminin evrigine yani katliyoneyden yoneye geridoniime “Diizlestirim”
(ing: unfolding) adim verecegiz ve ayrintilandirimi hi¢ de zor olmadigindan burada

tizerinde ¢cok durmayacagiz.

4.5 Yataysira — Diiseysira Ayirim

Siradan bir dizeydeki ilk sirasay1 ya da yataysirasayi ile ikinci sirasay1 ya da diisey
sirasay1 degisik gorevler iistlenirler. Cokludogrusal dizilerde de sirasayilarin bir kesimi
toplamlarda sessiz degisken olarak kullanilirken diger kesimi ¢okludogrusal dizi etkisi
altinda olusan goriintii dizinin 6ge konumlandirilmasinda ya da kimliklendirilmesinde
kullanilir.  Bu bicimde ayri nitelikli olan altsirasayilar1 bir noktali virgiil ile
ayirmay1 yegleyecegiz. Noktali virgiiliin solunda virgiillerle ayrilmis olarak yerlesik
sirasayilar yataysirasayilar; noktali virgiilin saginda virgiillerle ayrilmis olarak
yerlesik sirasayilar da diiseysirasayilar olarak adlandiracagiz. Bu durumda olan bir
cokludogrusal diziyi hem yataysiralarda hem de diiseysiralarda kathilastirilmig bir
dizey olarak diisiinmek olanakli oldugundan, bu tiir dizilere “Kathdizey” (ing: folded
arrays, folmats) adin1 verecegiz. Kathidizeylerle katliyoneylerden olusan biiyiikliikler

topluluguna da “Kathdizi” adin1 verecegiz.

4.6 Ustsirasayil Gosterilim

Son altbdliimde anlatilanla daha Onceki boliimlerde verilen olgular bir arada etkin bir

bicimde toplamak amacli olarak asagidaki gosterilimi kullanim yoluna gidebiliriz.
A(k’z) = |:ai17'~'7ik;jl>"~7j[] ? 1 S lm S pm’ 1 S m S k’ 1 S ]n S ql’l, 1 S n S g (4.6)

Burada k ve ¢ sirasiyla, “Yataylik Diizeyi” ve “Diiseylik Diizeyi” olarak adlandirila-

bilir. Bu tantmlama devrik tanimina da olanak verir. Eger

BH =a;, 1< <pmy 1<m<k, 1< j,<qn, 1<n<l @47

..,jg;il,...7ik} 5

yazilirsa devrik tanimi

AKD = BlHo) (4.8)
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0zdesligiyle verilebilir. B’nin taniminda 6geler, aslinda, A’nin diizlestirimiyle elde
edilen dizeyin devriginin eskiye doniik kathlastirimiyla elde edilir. Bu bigimde
yorum yapilmadan olay1 anlatmak istenirse; noktali virgiiliin solundaki ve sagindaki
altsirasayilarin, sira koruyarak topluca, noktali virgiiliin sirasiyla sagina ve soluna
aktarildigr yorumu yapilabilir. Yani devirme islemi yataysirasayilar topluluguyla
diiseysira sayilar toplulugunun sira koruyarak yer degistirmesidir. Kuskusuz, bu
yerdegisimi sirasinda noktali virgiilin konumu da degisebilmektedir. ~ Bunlar,

yukaridaki devrik taniminin tutarliliginin kanitidir.

Ustsirasayil  gosterilim, kisith bilgi verdiginden oldukg¢a kapali bir yapidir.
Birinci ve ikinci {iistsirasayilar, sirasiyla, yataysirasayilarin ve diigeysirasayilarin
sayilarimt kimliklendirir. Bu sirasayilarin eksiksiz tanimlari i¢in herbirisinin tanim
kiimesinin ayrica verilmesi gerekir ve cokludogrusal dizilerin kargilastirilmalari ya da

tiirlendirimleri i¢in kesin olarak bildirilmeleri gerekir.

Ustsirasayilardan ilki ya da sonuncusu 0O degerini alabilir. Boyle bir durumda, ikinci
iistsirasayinin O olmasi, odaktaki ¢cokludogrusal dizinin bir kathdizey (folvec) oldugu
anlamina gelir. Bu durumda, genel 6genin altsirasayilandiriminda noktali virgiiliin

saginda bir altsirasay1 bulunmaz.

Siradan Dogrusal Cebir’de, bir yoneyin, genel olarak, ogeleri tek bir altsirasayiyla
kimliklendirilen diiseysiralamimli dizi oldugu Ongoriilir. Bu goriise gore yatay
siralanimli ve 68eleri tek bir altsirasayiyla kimliklendirilen bir dizi ayri bir uzbilimsel
nesne olarak diisiiniilmez. Ogeleri aym olan bir yoéneyin devrigi olarak algilanr.
Ancak, bunlar1 ayr1 nesneler olarak algilayip yatay yoney ve diisey yoney adlari
altinda ayirnmi benimseyen bilim bireyleri de bulunmaktadir. Biz burada ayirim
olgusunu benimsemeyen ve ayirim yerine devrik olgusunu onaylayan kesimden
bireyler olarak tanimlarimiziyapacagiz. Bu durum, “Yatay Kathiyoney” ve “Diisey
Katliyoney” adlandirimlart altinda yapilabilecek ayirimin da bizce benimsenmedigi
anlamina gelecektir. Boylece, bir katliyoneyin ikinci {iistsirasayisinin O olarak
alinmasi gerektigi ve 68esel altsirasayillandirimda noktali virgiiliin saginda altsirasay1
bulunmayacag1 goriisii burada benimsenmis olmaktadir. Buna uygun olarak, ilk
ustsirasayisist O olan ve dolayisiyla 0gesel altsirasayilandiriminda noktali virgiiliin

solunda altsirasay1 icermeyen cokludogrusal diziler ayr yatay katliyoneyler olarak
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degil diiseysirasayilar1 buradaki yataysirasayilariyla 6zdeslesen bir katliyoneyin

devrigi olarak diisiiniilecektir.

Kathiyoneylerin kathdizeylerin 6zel durumlar olarak icerilmeleri disinda bagka 6zel
yapilardan da s6zetmek olanaklidir. Bunlar arasinda kugskusuz en onemlileri devrigi ile
ozii (kendisi) ayni tiirden olan katlidizeylerdir. Bunlara “Dordiil (kare) Dizey” adim
verecediz. Bir kathdizeyin dordiil olabilmesi i¢in gerek kosul iistsirasayilarin ayni
olabilmesidir. Ancak, bu kosul dordiilliik i¢in yeterli degildir. Bu kosulun yanisira
karsilik gelen herbir yataysiray: ile diiseysirasayinin tanim kiimeleri de egit olmalidir.
O zaman dordiilliik giivence altina alinmig olur. Bir dordiil dizey ayni zamanda
devrig1 6ziine esit olan bir yapidaysa ona “Bakigik Dizey” (ing: Symmetric Matrix)
adim1 verecegiz. Bunlar, etki edebildikleri kathdizilerin orttiigli uzaydan aym uzaya
doniisiim tanimlarlar. Dolayisiyla bunlarin 6zdeger ve katliozyoneylerinden sozetmek
olanakhidir. Bakisik olmayan kathdizeyler ise degisik tiirden yoneyleri olan uzaylar
arasinda ozleri ve devrikleriyle doniisiim yani gidis ve doniis saglarlar. Dolayisiyla,
bunlar icin de ozikililer yerine tekil degerler ve tekil katliyoneyler tanimlamak ve
dolayisiyla “Izgesel Ayristinm” yerine “Tekil Deger Ayristirnmi” gergeklestirmek

olanaklidir.

4.7 Yuvalanmis Altdiziler Gosterilimi

Cokludogrusal dizilerin ikiden ¢ok sayida sirasay1 aracilifiyla kimliklendirilebilmesi,
bir anlamda cokyonliiliigii gerek bagintilandirnmda gerekse diisiinsel canlandirimda
onemli sorunlar yaratir. Cokboyutlulugun getirdigi sorunlarin giderilmesi i¢in yaygin
olarak izlenen yollardan birisi goriiniimiin diizleme izdiisiimiidiir ve burada da

uygulanabilir. Bu amagla, genel 6gesi a;, .. ;..j,,....j, 1le verilen bir Ak

katlidizeyini
gozoniine alalim. Bu kathdizeyden, birer yataysirasayr ve diiseysirasayiya, tanim
kiimlerinden alinan, birer degismez deger atayarak, bir altkathidizey (ing: subfolmat)
olusturmak olanakhidir. Sozgelimi sozii edilen kathidizey i¢in i1 =i ve j; = j gibi
degerler secerek belli 68eleri, yataysirasay1 sayist (k — 1), diiseysirasay1 sayisi ise

(j— 1) olan bir katlidizey olusturmak olanaklidir. Secilen i ve j degerleri degistikce

bu altkathdizeyde bagka bir altkathidizey durumuna girecektir. Dolayisiyla olusan

(k—1,6—1)

altkathdizeyin tikiz gosterilimi igin A; i simgelemesini kullanmak yerinde
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olacaktir. i degeri i;’in tamim kiimesi olan {1,2,...,m }’den, j degeri ise j;’in tanim
kiimesi olan {1,2,...,n;}’den se¢ilmesi gerekeceginden A0 katlidizeyinin mn
sayida altkathdizeyi olacagi ortaya cikar. Dolayisiyla, altkesim (ing: block) ogeleri

tiiriinden asagidaki anlatim yazilabilir

(k—1,0-1) (k—1,0-1)
( A171 Al7n1
ARY = S : 4.9
k—1,0—1 k—1,0—1
r(nl,l . Al(nl,nl )

Goriildiigii tizere bu bir 6zyineleme (ing: recursion) yapisidir ve her bir 6gede igice
kullanarak A*9) katlidizeyinin tiim ogelerini bir dikdortgen i¢inde siralama olanagi
verir. Bu dikdortgen, aslin Siradan Dogrusal Cebir’deki dizeylerden bagka bir olgu
degildir. Bu, altkesimleyimden (ing: block structring) arindirilmis dizinin tiiri,
kolayca cikarilabilecegi tizere, mymy...my; X nyny...n, dir. (4.9)’de verilen gosterilime
“Yuvalanmig Altkesimler Gosterilimi” (ing: Nested Blocks Representation) ya da
“Yuvalanmigs Cerceveler Gosterilimi” (ing: Nested Frames Representation) adini
verecegiz. Ozellikle, bilgisayar betiklemesi (ing: scripting) ya da buyrukdizilemesinde

(ing: programming) 6nemli kolayliklar getirebilecek nitelikler tagitmaktadir.

Bu gosterilimin Kronecker Carpimi ya da “Gerey Carpimi” olarak adlandirilan olguyla
da yakin ilgisi bulunmaktadir ve BEBBYT calismalarinda, o6zellikle “Olasiliksal

Evrim” ile ilgili alanlarda, etkin olarak kullanilmaktadir.

4.8 Kathlastirimin Uzamsal Aciklamasi

Yukarida so6zedilen kathilagtirim eylemini uzamsal (geometrik) olarak, yani ¢izimlerle
destekleyerek, aciklama yoluna da gidilebilir. Bu amacla, once bir siradan yoney
diisiinelim. Ogeleri alt alta siralanarak koseli ayiraglar arasinda gosterilebilen bu
yoneyi diisey bir dikdortgen cizimiyle de uzamsal olarak gosterebiliriz. Burada Sekil
(4.1)’deki(1) numaradaki ¢izim bunu icermektedir. Bu dikdortgeni iistten baslayarak,
asagiya dogru, esit uzunluklu alt dikdortgenlere ayirabiliriz. (2)’deki ¢izim bu durumu
yansitmaktadir. Daha sonra olusan alt dikdortgenleri soldan saga siralayarak bir dizey
olusturabiliriz. Bu son asama ise ¢izim (3)’te verilmektedir. Altkesimlere ayirimda
secilen uzunluk (yani alt dikdortgendeki 6ge sayisi) asil yoneydeki 68e sayisini tam

bolerse tam bir dizey olusturmak olanaklilagir. Tam bodlme s6z konusu olmazsa
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yetersiz sayida Oge iceren bir artik yoney kesimi kalir. Bu da olusacak dizeyin
son diiseysirasinda bosluklara neden olur. Bunlarin giderilmesi i¢in bogluklara bir
takim Ogeler yerlestirmek gerekir. Akla ilk gelen O’larin yerlestirimidir. Bunun
nedeni bosluk doldurumunun yap1 iizerinde etkisiz kalmasinin saglanmasidir. Oysa,
yoney yapisinin betimleme yetenekleriyle ilgili bilgi varsa, dizeyden bazi beklentiler
olusacaktir ve bu beklentileri olabildigince saglayacak dgelerin 0’lar yerine secimi ¢cok
daha 6nemli duruma gelir. Dolayisiyla, doldurumun hangi 6gelerle yapilmasi gerektigi
bir eniyileme konusuna doniisiir. Ancak, burada daha cok ayrintiya girilmeyecektir.

Burada tek bir sirasayili durumdan iki sirasayili duruma gegilmistir. Yani boyut artimi

b2
]
Z

N

(1 (2) (3)
Sekil 4.1: Bir yoneyin boyut artima.

saglanmistir. Ancak yapilabilecek boyut artigt salt bu degildir. Olusan dizeyi de saga
ya da asagiya dogru alt dizeylere ayirip olusan altdizeyleri derinlemesine dizerek ii¢
boyutlu yapilara gecilebilir. Artik bu yapilarda, 6geler 3 sirasay1 ile kimliklendirilmek
durumundadir. Burada anlatilanlar agagidaki yani Sekil 4.2°deki cizimlerle uzamsal
olarak verilmektedir. Yine bir siradan yoneyden yola ¢ikilmaktadir. Bu yoney c¢izim
(1)’deki diisey dikdortgen ile gosterilmektedir. Sonlu sayida 6ge icerdigi ongoriilmekle
birlikte burada gerceklestirilecek eylemler acisindan sonluluk ille de gerekli degildir.
Ayni iglemler sayilabilir sonsuzlukta 6geleri olan yoneyler i¢in de gecerli kalir. Bunun
da otesinde, bu tezle ilgili olmasa da siireklilik durumuna da belli gozetimler altinda

taginabilirler.

(2)’deki ¢izim (1)’deki yOneyin N sayida aym tiirden altkesime ayristirilmasini
betimlemektedir. (3) ¢izimi ayrigtirimdan dogan altyoneylerin soldan saga diiseysiralar
olarak yerlestirimini anlatmaktadir. Boylece yataysirasayi sayisi belirtilmeyen ama N
diiseysira iceren bir dizey elde edilmektedir. (4) ¢ciziminde gosterildigi lizere bu dizey

ikiser yataysirali altdizeylere ayrigtirllmakta ve ayristinmlar derinlemesine, dnden
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[
b2
Z

(1 (2) (3)

(4
Sekil 4.2: Bir yoneyin katlilagtirima.
arkaya dogru yerlestirilmektedir. (4) ¢izimi bu durumu gostermektedir. Bu cizimde
N’in 2’nin kat1 oldugu varsayimi altinda ¢izim gerceklestirilmistir. Eger bu gecerli
degilse yani N tek ise en arkadaki dizeyde sag diiseysiranin ya 0 ya da baska belirsiz
bir yoney ile doldurulmasi gerekecektir. Belirsizlik durumunda, yukarida sozedildigi

gibi, baz1 gereksinimler dogrultusunda eniyileme yoluna gidilebilir.

Burada ¢izimlerle anlatim1 gergeklestirilen katlilagtirim eyleminin egsiz olmadig1 daha
onceden belirtilmigti. Siradan Dogrusal Cebir, yoney ve dizey ac¢ik tanimlarinda,
diizlem iizerini kullanmay1 yeglediginden ve burada kathilastirnmla yOney ve
dizeylerin 6tesine gegildiginden katlilastirnmin da diizleme dik dogrultu da ve arkaya
dogru gerceklestirildigi gibi bir diisiinsellik i¢inde bulunulmasinda Onemli yarar

bulunmaktadir.

Yukarida belirtildigi gibi katlilastinm sonunda ka¢ boyuta, ya da diger bir deyisle
kata, ¢ikildiysa, o diizeyde sirasayilandirim yapmak gerekir. Bu olgu 68eleri a;, ;.. iy
olarak verilen bir ¢okludogrusal dizinin aslinda N kath oldugunu sdyler, yani bu dizi

bir yoneyin N katli duruma getirilmis bigimidir. Kisaca 6zetlenirse

® a;, i, iki boyutta kathilagtirilmig
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® a;, i, i; U¢ boyutta kathlastirilmig

i27i3

® a; ..., mboyutta kathlagtirilmig

cokludogrusal dizilere karsilik gelir.
Bu boliimdeki anlatimlarimizi, dizeyler ya da katlidizeyler baglaminda animsarsak bir
a kath yoneyinin 68elerinin a;, ;, . ;. bi¢imli simgelenece8ini vurgulamak gerekir.

Bu durumda devrik alim islemi

Yatay Diisey
—_ T ——
ai17i27'“7iN;_> a;i17i27'“7iN (4.10)

yazilarak anlatilabilir. Sonug olarak ; bulundugu konumu ile (altsirasayilardan sonra

ya da once) bir katliyoneyin devrik olup olmadigini gdstermektedir.

4.9 I¢ Carpim ve Boy Tammlar1

Cokludogrusal diziler ya da kathidizeyler arasinda i¢carpim tanimlanabilir. Ancak
bunun icin katlidizeyler aym uzay icinden alinmalidirlar. Tanim icin Iz tanimina da
gereksinim duyulur. Bir kathdizeyin izi onun yataysirasayilar ile diiseysirasayilari
esit olan 68elerinin toplami olarak tanimlanir. Burada tanimi salt dordiil kathdizeyler
icin vermeyi yegelemkteyiz. ilke olarak dikdortgen durumlara genisletim s6z konusu

olabilse de burada ona gereksinim duymamaktayiz. Boylece,

Iz (A(k’k)> = Zail,...,ik;i17...7ik (4.11)
{i}
yazabiliriz. Burada toplam altsirasayilarin alabildigi tiim degerler iizerinde

alinmaktadir. Bu tamim aracigiyla A®D ve BED jle verilen ayn1 uzaydan iki

katlidizeyin icarpimi asagida verilen 6zdeslikle tanimlanir
(A%9,BE0) =i (ALOTBAO) = iz (BROTALD) 4.12)

Bu tanim gercel biiyiikliikler i¢in gecerlidir. Eger karmagik degerlilik s6zkonusu olursa

bunun yerine

(A%, B*O) = iz (AKOTBED ) =iz (BROTAKD) (4.13)



Burada { yani kama simgesi Hermite eglenigini (devrigin karmagik eslenigi)

gostermektedir. Yukaridaki iccarpim tanimi boy tanimina da olanak verir. Boylece,
1
|a%0] = (ak0,A%0)* (4.14)

tanim esitligi yazilabilir.
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5. AGIRLIKLI INDIRGEYIMCIiL COKLUDOGRUSAL DiZi
AYRISTIRIMI

5.1 Giris

Dizeylerin ayristirnminda degisik yontemler kullanilir. Bunlar ¢cogunlukla carpimsal
tabanlidir.  Yani, dizeyin bagka dizeylerin carpimi olarak anlatimina gidilir ve
carpimin kullaniminda kolaylastirim saglayacak carpanlarin secimine 6zen gosterilir.
Bu baglamda, iicgensel ayristirrm, QR ayristirimi, izgesel ayristinm, tekil deger

ayristirimi gibi yontemlerde sozedilebilir.

Ucgensel ayrigtinm dordiil dizeyler icin tasarimlanmstir.  Sozgelimi n yataysirali
bir dordiil dizey icin uygulanabilir ve dizey altiiggensel bir dizeyle iistiiggensel
bir dizeyin ¢arpimi olarak anlatilir. Toplamda n(n+ 1) sayida sayil (ing: skaler)
bilinmeyen icerir ve bunlar n> denklem iizerinden belirlenmeye calisihr. Yani, n
sayida bilinmeyen belirsiz kalacak durumdadir. Ancak, uygulamada, bu belirsizligin
giderilmesi i¢in n sayida ek kosullama getirilir. S6zgelimi ¢arpan dizeylerden birisinin
asal kosegen ogeleri 1 segilir. Ucgensel ayristirnmda iki iicgen carpan dizey arasina
kosegen bir dizey yerlestirilerek yontemde genisletim (ing: extention) gerceklestirmek
de olanaklidir. Ancak, bunlardan hangisi giindemde olursa olsun denklemlerin
coziilebilirligi i¢cin ayristirilacak dizeyde bazi 6zelliklerin aranmasi gerekir. S6zgelimi

evirtilebilirlik (ing: invertable) gibi.

QR yoOnteminde, Q sol carpanin bir Dondiiriim Dizeyi (ing: Orthogonal Matrix)
oldugunu anlatirken, R sag carpanin bir sag ya da iist iiggen oldugunu cagristirir.
Essiz bir belirlenim i¢in ayristirilacak dizeyin biitiin (ya da tam veya dolu) 6zdiizeyli
(ing: full rank) olmasina gereksinim duyulur. Bu da evirtilebilen dordiil dizeylerin

ayrigtirimi icin kullanilan bir yontemdir.

Izgesel ayristirim da dordiil dizeyler icin tasarimlanmustir ve 6zdegerlerle 6zyoneylere
dayandirilir. Ozdegerlerinin cebirsel ve uzamsal katliliklari esit olan tiim dzdegerler

icin bu ayrstinnm 3 carpan dizey igerir. En sagdaki ve en soldaki carpan dizeyler
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bir dondiirim dizeyinin 0zii ve devrigi olarak tanimlanir. Ortadaki dizey ise
ozdegerleri kosegen Ogeleri olarak alan kosegen bir dizeydir. Ozdeger—6zyodney
ikililerinin siralanimindaki secenek coklugundan dolayir ayristirim essiz degildir.
Ozdegerlerin cebirsel ve uzamsal yani geometrik katliliklarinda esitsizlikler olusursa
bu 6zdegerlerin herbirine karsilik olan yerde orta carpan dizeyin kosegenine Jordan

altdizeyi yerlestirilmelidir.

Dordiil olmayan dizeylere de uygulanabilen yontemlerden en yaygin giindeme
getirileni “Tekil Deger Ayristirimi”dir. Bu ayristinm izgesel gosterilime ¢ok benzer.
Yine 3 carpan dizeyin ¢arpimi olan bir yap1 kullanilir. Eger ayristirilacak dizey dordiil
yapida degilse en soldaki ve en sagdaki dizeyler artik ayni tiirden olamazlar. Yine
de dordiil olan bu carpan dizeylerin yataysira ya da diiseysira sayilar esit olamaz.
Ancak bunlarin her biri, ayristirilacak dizeyden ¢arpimsal bakisiklagtirimla elde edilen
dizeylerden birinin 6zyoneylerini diiseysira olarak alir. Bu durumda ayristirirmdaki orta
carpan dikdortgen bir dizey olur ve asal kosegeni disindaki 6geleri O olup asal kosegen

ogeleri de tekil degerlerden olusur.

Yukaridaki c¢arpimsal ayristirmlarin bir kesimi toplamsal anlatim olarak da
yazilabilirler ve kullanimda kolaylik getirebilirler. Bu durumda, genellikle dis ¢carpim
tiiriinde olan dizeylerin bir dogrusal birlesimi giindeme gelir. Dogrusal birlesimdeki
dizeylerin dig carpim olmalari onlarin 6zdiizeylerinin (ranklarimin) de 1 olmasi

anlamina gelir ve bu durum bir¢ok kullanim kolaylig1 saglar.

Di1s carpimlarin dogrusal birlesimi tiiriinde ayrigtirima 6rnek olarak asagidaki esitlik

verilebilir

||
Il M5

Z aije"e) =" wel (5.1)

(m)

Burada a; ; ile dizeyin genel 08esi simgelenmekte, e,

(n)

ve e; ile sirasiyla m ve n
boyutlu kartezyen uzaydaki evrensel birim yoneylerden i.(yalniz i. 6gesi 1, digerleri
0) ve j. (yalmz j. 68esi 1, digerleri 0) olanlar1 simgelenmektedir. Burada ayrica
Kronecker ¢arpimi simgesi olan & da giindeme getirilmistir.

Yukaridaki esitligin gecerliligini kanitlamak hi¢de zor degildir. Bu amacla esitligin

her iki yam soldan e,(cm)’nm devrigiyle sagdan ise egn) yoneyiyle carpilir ve e,(cm)’larla
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e,(cm) ’

larin kendi aralarinda diklikleri ve birimboyluklar1 gozoniine alinirsa
T
a=e™ Ael”,  1<k<m, 1<(<n (5.2)

elde edilir ki bu da ag,'nin A’nin k. yataysirasiyla /. diigeysirasinin kesistigi

konumdaki 6gesi oldugu ve dolayisiyla (5.1)’in gercegi yansittig1 anlamina gelir.

(5.1)’de evrensel birim yoneyler kullanilmistir. Bu nedenle de, dogrusal birlesim
katsayilar1 dizeyin salt Ogeleri olarak ortaya cikmistir.  Bu kuskusuz oldukca
yalinlik getirir ama gosterilimdeki toplamsal terim sayisini da, dizey 6zel bir yapi
gostermedikce, azaltmaz. Bunun nedeni de birlesim katsayilarina etki yaratabilecek
bir esnekligin elde bulunmamasidir. Esneklik saglayabilmek icin e’ler yerine m
ve n boyutlu Kartezyen uzaylar (K, ve K) icin taban olusturan yoney kullanmak
diisiiniilebilir. ~ Bu yoneyler w’larla simgelenecek olursa (5.1) yerine asagidaki

gosterilim 6ngoriilebilir

||M§

Z ,]u “ ZZ 71“ ) (8.3

(5.1) esitliklerinin kolayca elde edilebilmesinin temel nedeni e”)’lerin ve e(™)’lerin
sirastyla K, ve K}, i¢in dik ve birimboylu bir taban takimi olugturmasidir. Dolayisiyla,
bu olgunun u’ler ve u’ler icin de gecerli oldugunu ongodrerek biraz kisith

kalmakta yarar bulunmaktadir. Boylece,
T
or=u" A", 1<k<m, 1<f<n (5.4)

esitlikleri elde edilir. Yani, dogrusal birlesim katsayilar1 kolayca belirlenmis olur. Eger
u™ler ve u™’ler A dizeyinin sirasiyla sol ve sag tekil yoneyleri olarak secilirse,
o’lardan altsirasayilart aym1 degerde olanlar disindakileri sifirlanir ve boylece en az
sayida terim iceren bir dogrusal birlestirim elde edilebilir. Bu durumda ayristirim Tekil
Deger Ayristirimi olur. Bu, Tekil Deger Ayristirimi’nin biiyiik onem kazanmasinin en

basta gelen nedenidir.

5.2 Cokludogrusal Dizilerin Discarpimlara Ayristirimi

(5.4)’iin sag yanindaki anlatim i¢in asagidaki esitlikler de yazilabilir
7 g™ i, [ [y ]
u, ' Au,’ =1z [uk u, } A, 1<k<m, 1</<n (5.5
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Bu esitlikte sagyanda aymi tiirden birisinin devrigi ile ikincisinin ¢arpiminin izi
bulunmaktadir. Bu izi i¢indeki carpima giren o ayni tiirden dizey arasinda bir i¢carpim

olarak diisiinmek olanaklidir. Boylece
T T
ul™’ Al = (ug%g") ,A) . 1<k<m, 1<{<n (5.6)

yazilabilir. Burada, B, A’nin icinde bulundufu m x n dizeyler uzayimnda (M,;x,)

bulunan bir dizey olmak iizere bu iki dizey arasindaki i¢ggarpim
. m n —_—
(A.B)=1z(A"B) =} Y 4B (5.7)

Burada karmagik degerlilik olasiligt da gozetilerek devrik islemi yerine T ile
simgelenen Hermit eslenigi kullamlmustir.  Ustcizgi ile de karmagik esleniklik
simgelenmektedir. (5.3) esitligi, aslinda, M,,, uzay1 i¢in tam bir taban takimi
olusturan bir dizey kiimesi iizerinde bir dogrusal birlesimdir. Bu taban takimi agsagidaki

0zdeslik araciligiyla tanimlanir
Uj=ueu”  1<i<m 1<j<n (5.8)

Onlar1 olusturan carpan yoneyler gibi bunlar da dik ve birimboylu bir taban kiimesi

olusturur. Diger bir deyisle, 8 Kronecker simgesi olmak iizere,
(Uij, Ukys) = 8146 0, 1<i,k<m, 1<j/l<n. (5.9

esitlikleri gecerlidir. Yani, ancak ve ancak, iki dizeyin de ilk ve son altsirasayilari, ayni
anda egsitlenirse 1 degeri yoksa O elde edilir. U’larin, herbirinin bir digcarpim olmasi
nedeniyle, 6zdiizeyleri 1’dir. Bu nedenle, (5.3)’e “Discarpimlara A¢ilim” ya da “1

Ozdiizeyli Dizeylere Ayristirim” adi verilebilir.

Artik, ¢okludogrusal dizilere gegebiliriz. Bu amacla, tanimi asagida verilen diziye

odaklanalim
az[a,-],m?,-n], 1 §ij§mj, 1 S]ﬁl’l (5.10)

Bu tiirden dizilerin (altsirasayilarinin sayisi ve tanim kiimeleri ayn1 olan) bir dogrusal
yoney uzay1 olusturabildigini gostermek hi¢ de zor degildir. Ustelik bu uzayda bir

iccarpim bile tanimlanabilir. Eger

b = [bl.]7...7in:|7 1 S ij S mj7 1 S j S n. (5‘11)
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ile tanimlanan b ¢okludogrusal dizisi de giindeme getirilirse

@b)= Y @, b (5.12)
{il}v“'>{i1}

tanim 6zdesligi yazilabilir.

Acilim i¢in agagidaki 1 6zdiizeyli taban takimini giindeme getirelim
Ui, iy =0, ®---Qu,, 1<ij<mj, 1<j<n. (5.13)

u yoneylerinin aym altsirasayiya karsilik gelenleri aralarinda dik ve birim boyludur. a

i¢cin bunlar tiirlinden a¢ilim asagidaki bi¢imde tanimlanir.

a— Z o,
{il}a"'v{in}

in Ui (58.14)

setn

Buradaki o katsayilar1 U dizilerinin aralarinda dikliklerinden yararlanarak kolayca

bulunabilir. Boylece,
o i, = (Ui iy,a) (5.15)

elde edilir. Bu sonug, agilimin katsayilarinin, u yoneylerinin verilmesi durumunda
essiz olarak belirlenebilecegini gosterir. Ancak, w’larin verilen herhangi bir deger
takimmin bu katsayilarda en yiiksek diizeyde sifirlanma saglayacagimi diisiinmek
olanakli degildir. En yiiksek diizeyde sifirlanmay1 saglayacak u yoneylerinin
belirlenmesi, diklik ve birimboyluluk kisitlamasi altinda bir eniyileme sorununun
tasarimlanmasini ve ¢oziimiinii gerektirir. Ancak, bu sorunun ¢oziimii n’in 2’den
biiyiik olmast durumunda dogrusal olmayan ve oldukc¢a da zor bir sorundur. Coziim
icin ¢okludogrusal dizinin 6nce diizlestirilerek siradan bir dizeye doniistiiriilmesi,
dizeyin aynistirtlmast ve daha sonra da, ortaya c¢ikan yoneylerin kathilastirilmasiyla
baglangictaki tiire doniilmesi yaygin olarak izlenmis bir yoldur. Ancak, bunda da
oldukca onemli sorunlar bulunmaktadir. Bu ayristirim “Cokludogrusal Dizilerin
Tekil Deger Ayrnistirimi” olarak da bilinir ve azimsanmayacak sikintilart vardir.
Bunun nedeni de sonuglarda beklenenin disinda kisitlarla kargilagilma olasiliginin var

olmasidir. Bu nedenle, burada ayrintilandirima girmeyecegiz.

Ote yandan, n > 2 icin yukarida sozii edilen zorluklarm ¢ok onemli bir nedeni,

aslinda, 1 Ozdiizeyli carpanlar iizerinden olusan dis c¢arpimlarin kullanilmak
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istenmesidir.  Oysa, taban takiminda ikicarpanli discarpimlardan olusan diziler
kullanim1 olabildigince kolaylastirir. Bu dogrultuda, birisi bir altsirasayili, digeriyse
(n — 1) altsirasayili dizi olan garpanlar kullanilacak olursa, agilim Ggelerini yani
katsayilart ve taban dizilerini, belirlemek Siradan Dogrusal Cebir kullanarak olanakl
duruma gelir. Bu yoldan, aslinda, ¢arpanlardan birinde yon sayist (n — 1)’e diiger.
Boylece indirgemeli bir ayristirrm gergeklestirilmis olur. Bu konuda Metin ve Emre

Demiralp’in yayinlanmig caligmalar bilimsel yazinda bulunmaktadir.

5.3 Cokludogrusal Dizilerin Indirgeyimcil (ing: Reductive) Ayristirmm

(5.14) acilimindaki taban dizilerinin ille de (5.13) ile verilen diggarpim yapilarini
tasimalar1 gerekmez. (5.13)’te n sayida siradan yoneyin discarpimi s6z konusudur.
Opysa ki, (n— 1) altsirasayili bir dizi ile siradan bir yoneyin digscarpimi yapisinda bir

taban takimi da olusturulabilir. Bu baglamda,

in = Vipin_ W, 1<ij<mj, 1<j<n. (5.16)

tanimlamalar1 giindeme getirilebilir. Burada, V’ler (n — 1) altsirasayiyla kimlik-
lendirilen ¢okludogrusal diziler olarak, uw’lar ise bir tek altsayiyla kimliklendirilen
diziler yani siradan yoneyler olarak Ongoriilmektedirler. Ancak, bu tamimlarda,
(5.14) ile (5.15) esitliklerinin gecerli kalabilmesi i¢in V’lerin ve w’larin, ayr ayri,
iki, dik ve birimboylu dizi kiimesi olusturmas1 gerekmektedir. Boyle bir durumda
bunlarin verilmesi agilim katsayilarinin essiz olarak belirlenmesine olanak saglar.
Bunlarin verilim durumu degil de encok katsayiy1 sifirlayacak bi¢cimde se¢imi bir
eniyileme sorununun ¢oziimiiyle saglanabilir. Bu amacla, biitiinsel olarak altsirasayisiz
simgelenen yani salt tek bir V, (n— 1) altsirasayili dizisi, ile yine tek bir u siradan
yoneyinin carpiminin bir o Olgekleme sayili ile ¢arpiminin olusturdugu dizi ile a
arasindaki uzakligr en kiiciik kilacak ¢, V, ve de, u bilinmeyenlerinin saptanmasiyla
acilimin en baskin terimi belirlenebilir. Bundan sonra ise, asamali olarak daha ¢ok
diklik kosulu vererek asil dizi ile bu eniyilenmis ¢carpim arasindaki sapma asil dizi

yerine kullanilir ve eniyileme islemi tiim terimler bulunana dek siirdiiriilir. Bu
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anlatilanlarin bagitilandirimu istenirse, asagidaki tanim esitligi yazilabilir

uzkr(o,Vyu) = [a—aVeu|?=(a—aVoua—aVeu)

= Z (aiy...in — OﬂVil,...,in,luin)z : (8.17)
{il}v"'v{in}

Burada dordiil kullanim nedeni islemlerin daha kolaylastirilmas: icindir. Ayrica yine
kolaylik acisindan gergellik kisitlamasi da getirilmistir. Yukaridaki tanima asagidaki
birimboyluluk kosullarinin eslik etmesi gerekir
My
IVIP= Y Vi, =L (ulP= Y e =1 (5.18)
{inkoo{in—1} in=1
Boylece eniyileme i¢in kullanilacak amag islevimsisi (ing: functional) asagidaki

esitlikle tanimlanabilir
J (o Vo) = (Vo) + 4 ([VIP=1) + 22 (JulP= 1) (5.19)

Burada A; ve 4, ile simgelenen sayillar Lagrange carpanlarini gostermektedir.

Eniyileme i¢in J (@, V,u) amag islevimsisinin o, V, ve de, u’ye gore yonelegimlerinin
(ing: gradient) belirlenip 68esel diizeyde ayr1 ayr1 0’a esitlenmesi gerekir. Boylece
eniyileme i¢in aranan denklemler bulunmus olur. Bu denklemlerin ¢oziimii, karisik
gibi goriinse de kolaydir ve iki dizeyin ayri ayr1 6zde8er sorunlarinin ¢oziimiiyle
gerceklestirilebilir. Bu iki 6zdeger sorunu ayri ayri1 olsa da birbirleriyle ¢ok siki
bir bicimde ilintilidir ve birisinin ¢dziimii, aslinda, digerinin ¢6ziimiiniin neredeyse
dogrudan olarak yazilabilmesine olanak saglar. Ancak, bu altkesimde bu diizeyde

ayrint1 ile yetinip daha ileri gitmemek egilimi tasginmaktadir.

5.4 Agirhk Kathdizeyi ve Kathyoneylerin Agirhikh Iccarpimn

Yukarida giindeme getirilen i¢gcarpimlarda iki temel kavram gozetilmemisti. Bunlardan
biri, altsirasayilandirimda (ing: subindexing) noktali virgiil kullanilmamis ve bdylece
altsirasayilarda yataysirasayi ile diiseysira say1 ayirimina gidilmemisti. Aslinda, bir
anlamda, salt katliyoneylerle ilgilenildigi varsayilmisti. Diger olgu ise iccarpim
taniminda dizinin tiim 6gelerinin salt dordiillerinin toplamiyla ilgilenilmis olunmasidir.
Boyle yapilmakla tiim dordiillerin esit onemde olduklar1 varsayilmaktadir. Diger bir

deyisle, tiim dordiiller degismez bir agirliklandirim altinda devreye sokulmaktadirlar.
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Oysa ki, hem ileride katlidizey ayristirrmina olanak saglayabilmek hem de 6gelere ayri
onemler verebilmek icin hem katliyoneylerle hem de agirliklarla ¢alismak yerinde bir

eylem olacaktir.

Boylece, ogeleri a;, .. .. ve b;, . .. ile simgelenen a ve b katliyoneylerinin agirlikl

n n

iccarpimi olarak agagidaki anlatimlari yazabiliriz

(a,b), =a’ Wb =
{irboor{in} it o Lin)

Bt Wit st nl s (5:20)
Burada, iccarpimin agirlikli oldugu W altsimgesiyle belirtilmekte olup ogeleri
Wi, insjtsnjn Sayillariyla verilen w(nn) kathdizeyi agirlik gorevi iistlenmektedir.
Burada salt gercel degerli biiyiikliiklerle calisildigi ongoriilmekle birlikte karmasik
degerlilige gecmekte goriiniir bir zorluk bulunmamaktadir.  I¢ccarpimda bulun-
mas1 gereken bakisim oOzelliginin varolabilmesi icin, dordiil yapili olan, wnn)
kathidizeyinin bakisik olmasi1 gerekir. Ancak, bu yeterli degildir. a ya da b’den
herhangi biri sifir katliyoneyi olmadik¢a i¢ccarpimin da sifirdan degisik olabilmesi
icin wnn) kathdizeyinin sifir uzaylarinin bos olmasi da gerekir. Ancak, bu 6zellik
de yeterli degildir. a = b olmasi durumunda bunlarin esit yapilar1 ne olursa olsun
igcarpimuin art1 de8er liretebilmesi gerekir. Bu gerekliligin yerine getirilebilmesi i¢in
wnn) kathdizeyinin “Arti Tanimli” olmasi da gerekir. Dolayisiyla, sonug olarak,

W) katlidizeyinin ancak ve ancak bakisik ve arti tanimli olmasi durumunda bir

agirlik kathidizeyi olabilecegini dile getirebiliriz.

wnn) kathidizeyinin bakisik ve art1 taniml olarak yapilandirilmasi ¢ok da zor bir olgu
degildir. Bir dik taban takiminin iizerinde art1 katsayilarla olusturulacak bir dogrusal
birlesim bu 6zelligi tagir. Ancak, burada bu olgunun yaratilmasi eyleminin ayrintilarina

girmeyecegiz.

wnn) agirliginin olusturumunda ¢ok daha kolay algilanabilecek ve yapilandirimi da
olabildigince kolay olan secenekler de bulunmaktadir. Bu baglamda asagidaki kdosegen

dizeyleri olusturarak yola cikilabilir

W = [W,(f)&k,jk}, 1 <ig,jxk <my, 1<k<n. (3.21)

)

Burada, wl(f ile simgelenen biiyiikliikler art1 deger tasiyan sayillar1 gostermektedirler.

Bu dizeylerden, Kronecker carpimi ya da diggarpim araciligiyla, agirlik katlidizeyine
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asagidaki esitlik tizerinden gecilebilir.
W =W @ oW, (5.22)
Bu esitlik 6gesel diizeyde yazilmak istenirse

, ) s
v‘/ila"'vln;jb'“y]n - Wi] '“Wl.n 6117]’1'“

0

tnsJn?

1 <ig,jk <mg, 1<k<n. (5.23)

sonucuna varilir. Bu sonucun (5.24)’de kullanimi asagidaki indirgenmis tanimin

yazilmasina olanak saglar

(ab)y=a" W=} ay,. wil wp,

Sin i iy Yitsinse
{il }7"'1{in}

(5.24)

Bu iccarpimdan iiretilecek boy tanimida “Agirlikli Boy” olarak adlandirilabilir ve

genel tanim1 agagidaki 6zdeslik ile verilebilir
Il 1
lally = (a,a)3, = (aTW(”’”)a> =y wwa (5.25)
{ll}v{l”}

Bu alt boliimde anlatilan uzatimlar bir Onceki altbolimde anlatilan olgu ve
eylemlere, herhangi bir goriiniir sikint1 yasamaksizin uyarlanabilir. Burada daha ¢ok
ayrintilandirima gegmeyecegiz. Ancak, bu tezin 6zgiin uygulamalarindan biri olan ii¢
yonlil katlhiyoneylerin ayrigtirrminin anlatimina gececegiz. Asagidaki altboliimler bu

odak tizerindeki anlatimlardan olusturulmustur.

5.5 Uc Yonlii Kathyoneylerin Agirhkl Indirgeyimcil Ayristirim

Bu altboliimde n = 3 alarak yukarida anlatilanlarin somut uygulamalarina gecgecegiz.
Bu amagla, 68eleri sirastyla a;, ;, iy: Ve bi, i, iy: ile simgelenen, dolayisiyla “Ug Yonli”
ya da “Uc Katl” olarak nitelendirebilecegimiz iki, degisik de olabilen, katliyéney
diisiinelim. Yukarida tanimlanan “Agirlikli Igcarpim” baglaminda, asagidaki esitlikle
verilen tanim1 gézoniine alabiliriz

uzkr(a,b) = i f i wgll)wg)ng) (ai, ip.is — bi, ,,'27,3)2. (5.26)

i1=li=1i3=1

Bu biiyiikliik a ile b arasinda bir uzaklik dordiilii tanimlar. Tanimda goriinen ve
2 G

bir onceki alt boliimdeki aciklamalar baglaminda giindeme getirilen Wil Wit Wi
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sayillarinin her biri, agirligin arti tanimli olmasini saglamak i¢in, artt degerler almak

zorundadir. Bu uzaklik tanimini birazdan eniyileme i¢in kullanacagiz.

a kathyoneyi icin “Agirhkli Indirgeyimcil Ayristirnm” asagida verilen esitlikle

tanimlanabilir

m . .

iy in iz; = Z Gjbglj,)iz;cgg)7 1<ip<m, k=1,2,3. (8.27)
j=1

Burada, ilk iki altsirasay1 (iki yon) iizerinde ve de {iciincii altsirasay1 (bir yon) iizerinde

tanimlanan iki katliyoneyin discarpimi (Kronecker ¢arpimi) yapisinda katliydneylerin

bir dogrusal gosterilimi giindeme getirilmektedir. Yani bu esitlik kapali bi¢imde

verilmek istenirse

a=Y oV e (5.28)
j=1
yazilabilir. Burada bg.z’o)’lerin ve cg.l"o)’lerin, ayr1 ayri, dik ve birimboylu kathidizey

kiimeleri olusturdugu ongoriilmektedir. Bu dngoriim

ny nz . 2 n3 N
,Zl ZIW,(})WE? (b17,) =1, 'le,(f () =1 (5.29)
n=1lin= i3=

yazilabilmesine ve, ayrica, (5.28) ile (5.27) esitliklerinde goriinen o sayillarinin
“Qlgekleyici” (ing: scalar) ya da “Boy’a Katki Diizeyini Veren™ niteliklerini tasimasina
olanak saglar.

2O e (10

Yukaridaki yapilandirnmda b ; ; katliyoneylerinin verilmesi durumunda

0; degistirgeleri, daha Onceden de gosterildigi lizere, kolayca saptanir. Ancak
ayrigtirnmdaki terim sayisi olan m, (n; 4+ ny + n3) toplamina dek tirmanabilir. Oysa,

genellikle goniilde yatan m sayisinin olabildigince kiigiik tutulabilmesidir. Bu

ise, ancak, b§2’0) ile cgl’o) katliyoneylerinin 6zel bir bicimde secilmesiyle olanakli

kilmabilir. Eger, (5.28) ile (5.27) esitliklerinde goriinen o; sayillariin kiigiilerek

siralandi1g1 6ngoriiliirse en baskin terim j = 1°e karsilik gelen terim olur. Bu terimin a

ile uzaklik dordiilii op sayili ile béz,o) ve cél’o) katliyoneylerinin 6zel bir secimiyle en

kiiciik kilinabilir. Yani bunlar eniyileme ile saptanmalidirlar. Bu amacla,

ni np nj3

2
7= B E 5 O (0 - 0O )

i1=1lih=1i3=1
+h <i i WEII)WEZZ) (bl(107)iZ>2 - 1) +A (i WS) (cg)))z - 1) (5.30)
i1=lip=1 i3=1
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ile verilen amag islevimsisi eniyilemede kullamilabilir. Bu yapida, daha once de
belirtildigi tizere, A; ve A, ile Lagrange carpanlar1 simgelenmektedir. Yukaridaki
_# ’'nin c@a, b0 lar ve ¢(©lara gore tiirevleri alinip sifira esitlenirse aranan
eniyileme denklemleri elde edilir. Bu eylemin ayrintilari verilmeden asagidaki
denklemlere ulagsmanin olanakli oldugunu belirtmek olanaklidur.

1

0 3) (0 .
ngz = W.ZICIL[(’[:;WE:;)C&’)? J= 1,2,...,”], k= 1727“.’”2 (5.31)
i3=
0 1 _ 0
(O = 5 Z Y g o on"w@B0 1=1,2,.n; (5.32)
l] lir=1
0 nyp nj3
G( ) - Z Z Z W W W allal27l3bll7lzcl'§ (5'33)

i1=li=1i3=1
Bu denklemler Lagrange carpanlarinin saptanmasi ve elde edilen degerlerin diger
denklemlerde kullanilarak denklem sayisinin indirgenmesinden sonra ulasilan sonug
denklemlerdir. Bunlardan (5.31) ile (5.31) arasinda »0) bilinmeyenlerinin giderilmesi
asagidaki denklemin elde edilmesine olanak saglar

n3 np  n

Z Z Z alh,-ijEll)wg)a,-],,~27kw,(€3)c,((0), j=12,...n3 (5.34)

k=1lij=1ir=1
Eger burada

n ny
Cix=Y, Zall,,z,,w” \/ \/wk w a,%k, jk=12,....n3 (535)

i1=1li=1

veE

cj = \/w§-3)c§.0), j=12,...,n3 (5.36)

tanimlamalar1 yapilacak olursa (5.34) denklemi asagidaki yapiya biiriiniir:
n3 )
ZCLkEkZG(O) Cjs J=12,...,n3. (5.37)
k=1

Bu denklem C dizeyinin 6zdeger sorunu olup ¢ 6zyoneye 0(0)2 ise 0zdegere karsilik
gelir. Ozenli bir bakis, gercel biiyiikliiklerle ¢alisildig1 6ngoriimii altinda C dizeyinin
bakisik oldugunu gosterir. Karmagsik degerlerin igerildigi durumlarda da, uygun
iccarpim tanimi kullanarak bakisim saglanabilir. Ayrica, dordiil islev (ing: quadratic
form) kullanimiyla, C dizeyinin art1 yar1 taniml1 (ing: positive semi definite) oldugu da

gosterilebilir. Bu durum, o gercel olmasini giivence altina alir. Ancak, belirleme
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de arti-eksi ikilemiyle kargilagilabilir. Belirgin bir kisitlama s6z konusu olmadikga art1

isaret se¢imi yeglenir.

Burada 6ncelikle ¢(©) degerlerinin belirlenmesi yeglenmigtir. Oysa b©)lardan da
yola ¢ikilabilirdi. Bu amagla, ¢©Jarm giderilmesiyle salt b)lar iceren bir cebirsel
0zdeger sorununa ge¢mek yeterlidir. Ancak, genelde, bu 6zdeger sorunu ¢cok daha
yiiksek boyutlu olur ve ¢oziimiiniin daha zor olacagi diisiiniilebilir. Ama, aslinda bu
sorundaki dizeyin 0 olmayan 6zdegerlerinin C’nin 0 olmayan 6zdegerleriyle ortiistiigi,
0 ozdegerlerin sayisinin C’dekinden degisik olabilecegi bilinen bir gercektir. Yani,
degisiklik sifir uzaylarinda ortaya ¢ikar. Bu sorunun 6zyoneylerinin de ¢ yoneylerinden
degisik olabilecegin1 gormek olanaklidir. Sonug olarak kiiciik olan 6zdeger sorununu
¢ozmek ve orada bulunan 6zyoneylerden (ya da 6zkatliyoneylerden) ozkatliyoneylere

(ya da 6zyoneylere) gecmek yeglenen bir yaklagimdir.

Yukaridaki 6zdeger sorununda birden c¢ok sayida ©Ozyoney daha dogrusu tiim
Ozyoneyler, tek bir atilimda, saptanabilirler ve bdylece ayristirm da biitiiniiyle

gerceklestirilmis olur.
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6. YUKSEK BOYUTLU MODEL GOSTERILIMINE DAYALI
KATLIYONEY AYRISTIRIMI

6.1 Giris

Onceki boliimlerde, BEBBYT’'nda &nerilen ve kullanilmaya baslanilmis olan,
katliyoney (ing: folvec), kathidizey (ing: folmat), kathdizi (ing: folarr) kavramlari
ve onlarla ilgili belli diizeyde ayrint1 verilmisti. Bu arada, Yiiksek Boyutlu Model
Gosterilim (YBMG) (ing: High Dimensional Model Representation (HDMR)) ile ilgili
de bir takim temel 6gelerden sozedilmisti. Bu altboliimde bu bilgileri yinelemeyecek
ancak kathiyoneylerin ayristirrminda YBGM’nin nasil devreye sokulabilecegi lizerinde

belli bir diizeyde duracagiz.

6.2 YBMG Tabanh Ucyénlii Dizi Ayristirmm

Bu altbslimde “Ugyonlii Dizi Ayristirimi’na” (ing: Decomposition of Three-way
Arrays), Ozellikle de, bu tiir dizilerin YBMG tabanhi ayristirimina odaklanacagiz.
Bunun nedeni tigyonliiliigiin, cokyonliiliigiin siradan olmayan en alt diizeyi olmas1 ve

bdylece anlatimin olabildigince yalin olmasinin istenmesidir.

Ucyonlii bir diziyi ya da daha dogrusu kathyoneyi gostermek icin, YBMG
ile daha yogun bir cagristinm saglamak amaciyla, f simgesini kullanabiliriz.
Ama bir katliyoneyin biitiinsel gosteriliminde daha Once Onerdi8imiz gosterilim
kurallarina uymak amaciyla daha iyi bir gosterilim olarak £3:0°1 da kullanabiliriz.
Ancak, gerektiginde bagka amacla iistsirasayr kullanimina olanak saglayabilmek
amaciyla, burada yine de, f kullamimin1 yegleyecegiz. Bu katliyoneyin yani f'nin
Ogelerinin genel yapis1 ise, li¢ altsirasayr kullanarak, f;, ;, . ile simgelenebilir.
Burada, daha o©nceden de belirtildigi gibi, katliyoney taniminda yataysira ile
diiseysira kimliklendiren altsirasayilari birbirinden ayirdedebilmek i¢in noktalr virgiil
kullanilmaktadir. Noktali virgiiliin solundaki ve sagindaki altsirasayilar, sirasiyla,
yataysirasay1 ve diiseysirasayi niteliklidirler. Katliyoneylerde degisken diiseysirasayi

bulunmamaktadir. Degisken yataysirasayr bulundurmayan diziler ise katliyoney

53



devrikleri olarak diistiniilmektedirler. Burada altsirasayilari simgeleyen iy, iy, i3 art1
tamsayilar1 gostermekte olup (1°den baslayip birer birer artan tamsayilardan olusan)
sonlu alt kiimelerden deger almaktadirlar. Yani, n’ler ayn1 olmak zorunda bulunmayan
arti tamsayilar olmak iizere, 1 < i) < ny, 1 <ip < np, 1 < i3 < n3 yazilabildigi
varsayilmaktadir. ij, i, i3 biiyiikliikleri ayrik degisken gorevi iistlenmekte olup,
tanim bolgelerinin uclarinin degismez olmasi nedeniyle de, dikgen (ing: orthogonal)
bir uzamsal (geometrik) yap1 tagimaktadirlar. f, yukarida anlatilanlar baglaminda,
ticdegiskenli bir yap1 tagimaktadir. Onun YBMG anlatimi1 yazilmak istenirse, tek
bir degismez terimden iireyen bir dizi, salt bir altsirasayiya gore deger degisimi
gosteren ii¢ dizi, yalmzca iki altsirasayiya gore degisim gosteren ii¢ dizi, ve de,
tlim altsirasayilara gore degisebilen tek bir dizinin toplami giindeme getirilmeli yani
YBMG ile tutarl olarak sekiz terim iceren bir anlatim olusturulmalidir. Boylece, u’lar
1 degerini alan biiyiikliikler (ul(jj) "de uistsirasay1 6ge sayisini belirtmek tizere tanimlanan

bir yonlii katliyoneyler, diger bir deyisle siradan yoneyler) olmak iizere

0.0 @ 3 v DT E L o 00Ty 0, 123)
fivinize = f Uiy Uiy Uy T Zflj Huik; + Z f;'ja;.k§ H iy +fi17122:i3;’
R )
1<ij<nj, j=12,3 6.1)

yazabiliriz. Burada, aslinda herbiri 1 degerinde oldugu icin yazilmasa da
esitlifin gecerli kalabilecek olmasina kargin, ug), ug) ve ug) simgelerinin agik
olarak belirtilmesinin nedeni altsirasayilara bagimliligin nasil oldugunu kuskuya yer
birakmayacak bi¢imde vurgulama amacidir. Boylece, YBMG anlatimindaki ilk terim
tiim 6geleri aymi bir degere, £(°)"a esit olan bir iigynlii katliydney olma durumundadir.
Diger bir deyisle, degismez bir katliyoneydir. Anlatimda ii¢ ayr1 terimin toplami olarak
verilen ikinci kesim terimler, sirasiyla ikinci ile {i¢iincii, birinci ile ii¢iincii, birinci
ile ikinci yonlerde, 6ge degerleri degismez kalan katliydneyler olma durumundadir.
Ogelerin degerlerinin degisebildigi kalan yonlerde bu dizilerin aldig1 6ge degerleriyse,
sirastyla, fl(ll) fl.(z), fs) olmaktadir. (6.1) esitliginin sag yanindaki ikinci toplamda
durum biraz daha degisiktir ve 6gelerin de8ismez kaldigi yonlerin sayisi herbir
toplamsal terim i¢in artik iki degil birdir. Degisimin varoldugu yonlerdeki 6ge
degerleriyse, sirasiyla fl(]llzz) f.(l’s) f.(2,3)

i1,i3 ° Jip,i3

olarak ortaya konulmaktadir. Tek bir bilesen
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olarak ortaya cikan son terim ise, her iic yonde de de8isim gosterebildiginden, 6geleri

(123)
Salt f‘il 7i27i3

ile simgelenmektedir.

Alt ve iist sirasayilarla kimliklendirilen f’ler katliyoneylerdir ve tiirleri alt topluluklar
olusturacak bi¢cimde ayni kalabilen ama genelde degisik olabilen biiyiikliiklerdir.
Bunlar aslinda, “YBMG Bilesenleri” olarak da adlandirilabilirler. Nedeni onlarin
degerlerinin bilinmesiyle YBMG’nin anlam kazanacak olmasidir. Bunlar, gosterilimde
artan cokdegiskenlilik siralamasina gore yer aliyor olmalidirlar. Ote yandan, (6.1)’in
her iki yam tiirleri biitiinliyle ayn1 olan anlatimlardan olugsmaktadir. Yani, aslinda,
sag yandaki herbir carpimsal terimde, carpim eylemi, ayn tiir diziler yaratmaktadir.

Bu nedenle, (6.1)’in sag yanindaki herbir toplananin “Estiir YBMG Bileseni” olarak

adlandirilmasi akla uygun gelmektedir.

6.3 YBMG Estiir Bilesenlerinin Biitiinsel Anlatimi

Kolayca ayirdina varilabilecegi gibi (6.1) esitliginde “YBMG Ogesel Anlatimi”
verilmektedir. Ogelerin ya da altsirasayilarin acik olarak verilmedigi, bir
anlamda kisayol anlatimi olan, bir bagintinin yazilmasi da diisiiniilebilir. Bunun
gerceklestirilebilmesi i¢cin bazi On bilgilerin elde edilmesi ya da olusturulmasi

gerekmektedir. Bu amagla, ilk estiir bilesenle ilgilenerek yola cikabiliriz. Eger,

£ = FOuVa2u) 1 <iz<ng, j=1,23 (6.2)
. . ~1T
Mﬂz[ﬁPmug], =123 (6.3)
(0.0)

tamimlamalart yapilacak olursa ve ogeleri f; i is
) )

ile verilen iigyonlii katliyoney
(burada (0) ustsirasayisi salt YBMG’nin degismezini, bir anlamda sifir yonliiliigu
yansitmak iizere kullanilmakta olup, katliyoney tiirii, bu altboliimde ayni kaldig:
yerlerde, iistsirasay1r olarak ayrica belirtilmek istenmediginden, kathilik tiiriiyle
iliskilendirilmemektedir) (¢ ile simgelenecek olursa (6.2) tanimi agsagidaki kisayol

anlatimiyla verilebilir
109 = fOu gu? @ud). (6.4)

Burada tam yapiyr c¢ikarabilmek icin yetecek olan ul) @ u® anlattimiyla verilen

“Discarpim” ya da “Kronecker Carpimi” denilen islemin acik yapisi asagida
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verilmektedir
u® ou® = [ @ @] (6.5)

(2

Bu ¢arpim sonucunda iiretilen terim aslinda u; ‘u;’ olmakta yani bir yonlii iki
katliyoneyin 0gelerinin ¢arpimi olmaktadir. Ancak bu carpimda i;; ile ip; altsirasayi
kimlikleri, digcarpimin tanimi geregi, carpimda iy, i>; olarak giindeme gelmelidir. Bu
durum, (6.4)’te neden diggarpimin giindeme getirildiginin agiklamasidir. Ancak, orada
bir de sayil ile (£ ile) carpma islemi de s6z konusudur. u(!) @ u® @ u® iigyonlii bir
katliyoney olusturdugundan sayilla carpim demek bu katliyoneyin her bir 68esinin ayni
sayilla ¢carpimi demektir. Yani YBMG estiir degismez bileseninin biitiinsel anlatimi

(6.4) esitligiyle dogru olarak verilmektedir.

Yukarida da belirtildigi iizere, YBMG 68esel anlatiminin salt bir yonde 6gesel deger
degistirebilen terimleri (bunlara kisaca “Birli Terimler” adin1 verebiliriz) anlattmdaki
ilk toplam altinda bulunan ii¢ estiir bilesendir. Bunlardan ilki icin, tigcyonlii bir

katliyoney anlatimi olarak,

flo = ,(,1)“522)“533) 1<ij<nj, j=1,2,3 (6.6)

i1,02,i35 —

1) = f1) o u@ @ u) 6.7)

tanim esitlikleri verilebilir. Bunlarda D) ve fl(ll) ile, sirasiyla, estiir bilesenin bir
yondeki (1 ile kimliklendirilen yon) degisiminin nedeni olan bir yonlii katliyoney
(ya da siradan yoney) ve ona karsilik gelen bilegenleri simgelenmektedir. fle) 1
yoniindeki estiir YBMG bilesenini simgelemek iizere (6.6) ile (6.7) ilk birli bilesenin,
sirastyla 6gesel ve biitiinsel anlatimlarin1 gostermektedir. Bu anlatimlarin ikinci ve
ticiincii birli bilegenler i¢in olusturulmasi hi¢ de zor degildir. Sonuglar, ara agamalar

verilmeksizin, asagida sunulmaktadir.

fobi = 1) 1< <ng, =123 (638)
£2¢) = (1) 2 2 2 uG) 6.9)
R0 =ddD Y, 1<ij<ng, j=1,2,3 (6.10)
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39 = uM) g u® @3 (6.11)

YBMG’nin 68esel anlatimindaki ikinci toplam iki yonde degisim gosterebilen
katliyoneylerden olusmaktadir. Bunlara “Ikili Bilesenler” denilebilir. Bunlardan

birincisi ve ii¢iinciisil icin asagidaki 6gesel ve biitiinsel tanim esitlikleri yazilabilir.

GO susn sy en
f(1.2)) — §12) g y3) (6.13)
N O S EE I
((23)) — (1) o 23) (6.15)

Bu esitliklerde iistsirasayisinda e olan biiyiikliikkler YBMG estiir bileseni gostermekte
olup, bir iistsirasay: ikilisiyle kimliklendiren f’ler ilgili katliyoneyin o biiyiikliigiin
istsirasayisinda belirtilen yonlerde degisimini yansitan birer ikiyonli katliyoneyi
simgelemektedir. Buraya dek goriildiigii gibi digscarpimda sira 6nem kazanmaktadir.
Ancak, dogru kullanilsa da siralamanin yetersiz kalabildigi durumlar da s6z konusu
olabilmektedir. Ikili YBMG bilesenlerinden ikincisi bu tiirden bir yap1 gdstermektedir.

Bu durumda asagidaki esitlik yazilabilir.

f-(173) _ u(z)f~((l’3)y) 1<ij<nj, j=1,2,3 (6.16)

i1,i,03; — Ty iz 0

Ancak, buradan salt digcarpim kullanimiyla biitiinsel bir anlatima ge¢mek olanakli
degildir. Bunun nedeni de, iy, ip, i3 altsirasayilarinin bu sirayr korudugu big¢imde,
yalmiz discarpim igeren, bir anlatim yazmanin olanaksiz olmasidir. Burada ul(zz) ‘nin
yerlesimi olarak iki secenek séz konusudur ve bu seceneklerde i’lerin siralanimi ya
ip,i1,i3 yadaiy,is,ip olmaldir. Oysa discarpim sonucunda aranan yapi iy, ip, i3 tiir. Bu
yapiya erismek i¢in yukarida belirtilen seceneklerden herbirinde altsirasayr degisimi
yaratan islecler kullanim yoluna gidilmelidir. Eger 6gelerinin genel anlatimi a;, j, ;..
ile verilen bir a iigyonlii kathyoneyi gozoniine alinirsa ve isle¢ altinda a i¢yonlii

katli yoneyinin goriintiisii olan iigyonlii kathyoney b ile simgelenirse, asagidaki
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altsirasayida yerdegistirim saglayan islec (ing: operator) tanimlar1 yapilabilir.

b = Yia = biy iy iy = Giyin,is
b = Yiza - biyip,iy = iy ip,is
b = Y3a = biy ix iy = Qi in,i3-

(6.17)

Bu altsirasayida yerdegistirim igleglerinin 6nemli bir 6zelligi 2 ile tam boliinebilen
tiim Usliilerinin (¢ift {sliiler) etkisiz ya da birim isle¢ olmasina karsin, 2 ile kalanh
boliinebilen iisliilerinin (tek {isliiler) 6ziine yani kendine esde8er olmasidir. Bu

ozellikler onlarin kullanimini olabildigince kolaylastirir.

Bu durumda, (6.16) esitliginin biitiinsel karsil181 i¢in agsagidaki esitligi yazmak olanakli

olacaktir.

(13 = 9, (u@)f((l.,z)y)) — 7, <f<<173>y>u<2>> 6.18)

Yukarida anlatilanlar, YBMG bilesenlerinin biitiinsel anlatimlarinin {iretiminde
“Altsirasayisal Yerdegistirim Isleci” (ing: Indicial Permutation Operator) ya
da “Yonde Yerdegistirim Isleci” (ing: Directional Permutation Operator) diye
adlandirabilecegimiz, tiir de degistirebilen, isleclerden yararlanmak gerekebilecegini
gostermektedir. Bu gereksinimin her bilesende ortaya cikmayabilece8i yukarida
gosterilmisti.  Burada {i¢yonlii kathiyoneylere odaklanilmis olunmakla birlikte
olayin kavramsal olarak daha c¢ok yonlii kathiyoneyler icin de gecerli kalmakta
oldugunu vurgulamakta yarar bulunmaktadir. Cokyonliiliik arttikca tek bir altsirasayi
degisiminin yeterli kalamayabilecegi de, burada acik kaniti verilmemekle birlikte,
gozlemlerimizden bilinmektedir. O durumlarda, anlatim icin tek bir yerdegistirim kul-
lanim1 yeterli olmayabildi8i, ancak birden ¢ok ardisik altsirasayr yerdegistirimlerinin
kullanimiyla anlatimin elde edilebilecegi, yapidan ¢ok zorlanmadan ¢ikarilabilecek bir

olgudur.

YBMG 68esel anlatiminin son terimi tek bir katliyoneyden olugsmakta oldugundan
0gesel ve biitiinsel anlatimlar kolaylikla yazilabilir ve asagidaki ozdeslikler elde

edilebilirler:

fi((1,273),e) _ f(17273) (6.19)

17i27i3; i17i27i3;
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f((11213)7e) = f(17273). (6.20)

Buraya dek elde edilen biitiinsel anlatimlar birlestirilecek olursa “YBMG Biitiinsel

Anlatim1” olarak agsagidaki tanim esitligine varilabilir.

f= f(ove) + f(lve) + f(zve) + f(3ve) +f((172)v6) +f((173)»e) + f((273)7e) + f((152’3)7e) (6.21)

6.4 Bilesen Belirlemede Temel Ogeler

(6.21)’de verilen f iicyonlii katliyoneyinin belirlenimi i¢in ayni tiirden sekiz bilesenin
saptanimuni gerekli kilar. (6.21)’in sagyanindaki tiim bilesenler ayni tiirden olmakla
birlikte iclerinde, iistsirasayilarla kimliklendirilmis ve f’lerle simgelendirilmis degisik
yonliiliik ya da “cokdegiskenlilik” gosteren carpanlar barindirmaktadirlar. Bunun da
otesinde, bu carpanlar, cokdegiskenlilikleri artan topluluklar olarak siralanmiglardir.
Aynmi cokdegiskenlilik diizeyinde olanlar da aralarinda yon siralanimina gore
siralanmiglardir.  BOylece, verilen tek bir biiyiikliik icin sekiz bilinmeyen bilesen
onerilmektedir. Bunlarin egsiz olarak belirlenimi icin, ister istemez, bilesenlerce
saglanimi gereken bir takim kosullar getirilmelidir. ~ Siirekli islevler iizerinde
olusturulan YBMG sifirlanma ya da egsdeger olarak dikgenlik kosullar1 olarak
adlandirilan kogullarin kullanimiyla bilesenlerin belirlenmesini amacglar ve bu amagla
da egsiz ¢Oziimii kolayca bulunabilen denklemler olusturur. Bu yapilirken gerek
sifirlanma gerekse dikgenlik kosullarinda tiimlev kullanilir. Aymi tiimlev dikgenlik
ve onun i¢inde a¢i tammmina olanak saglayacak i¢carpimda ve ondan iiretilecek
boy taniminda da kullanilir. Bu yoldan ilerleyebilmek icin tiimlevin degiskenler
tizerinde nasil tanmimlanacaginin belirtilmesi de gerekir. Tiimlev i¢in herseyden
once birbirlerinden araliklar1 baglaminda da bagimsiz olarak degisebilen bagimsiz
degisken kullanimi s6z konusu edilmelidir. Bu tiir bagimsiz degiskenler, genel
olarak, birbirlerine heryerde dik olan dogru ya da egriler iizerinde deg8ismelidirler.
Bu bagimsiz degiskenlerin betimledigi yer kimliklendirimine “Dikgen Uzam” (ing:
Orthogonal Geometry) denilir. Ornek olarak Kartezyen ya da Yuvarsal Uzam (ing:
Spherical Geometry) verilebilir. Tiimlev taniminda kullanilan uzam’a “YBMG
Uzani” (ing: HDMR Geometry) adim verecegiz. Ozel olarak belirtilmedikge,

kartezyen konaglarin (koordinatlarin) kullanilmakta oldugunu 6ngérecegiz.
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YBMG tiimlev tanimlarinda agirlik da kullanilabildigini daha 6nceden belirtmistik.
Agirlik kullanimimi H. Rabitz giindeme getirmistir.  Bilesen belirlemede ortaya
cikabilen tutarsizlik sorunlarindan kacinmak i¢in, tiim bagimsiz degiskenlere bagiml
olan “Biitiinsel Agirlik Islevi’nin” herbiri salt degisik bir bagimsiz degiskene bagiml
olan ve tiim bagimsiz degiskenleri ille de taramak zorunda olmayan (bazilar1 birim
degismez islev olarak kalabilirler) bir degiskenli agirlik iglevlerinin ¢arpimi olarak
yazilabildigi ongoriiliir. Ayrica YBMG bilegenleri icin olabildigince yalin anlatimlar
elde edebilmek amaciyla bu herbir islevin bagimsiz degiskenine gére YBMG’nde

tanimli aralig1 iizerinde tiimlevi de 1 alinir (birim tiimlevlilestirim).

Siradan Dogrusal Cebir’deki yoOneyler arasinda agirlikli igcarpim amimsatilmak
istenirse, a ve b ayni kartezyen uzayda bulunmak iizere, bu uzay i¢in agirlikli iccarpim

asagidaki 6zdeslikle verilir
(a,b),, =a’ Wb (6.22)

Eger, kolaylik acisindan, tanimlama gercel 68eler iizerinde kisitlanirsa, iccarpimda
bakisimin saglanmasi i¢cin W dizeyinin (Siradan Dogrusal Cebir’deki dizey anlaminda)
bakisik olmasi gerekir. Ote yandan i¢carpim islevimsisinin (ing: functional) 6nemli bir
ozelligi herhangi bir yoneyin kendisiyle i¢carpiminin o yoneyin boy dordiiliinii verme
zorunlulugudur. Bunun (6.22)’deki tanimca saglanmasi icin
nn
ally, =a” Wa = Zi Z} aW; ja; (6.23)
i=1 j=
esitlifinin sag yanindaki anlattimin a yoneyi 0 olmadikca hep arti deger iiretmesi
gerekir. Sag yanda goriinen dordiil islev’in (ing: quadratic form) a # 0 igin art1
kalabilmesinin tek yolu W dizeyinin arti tanimli olmasidir. W’nin hem bakigikligini
hem de art1 tanimliligini giivence altina alabilmek icin, Q evirtilebilen (ing: invertable)

bir dizey olmak iizere,
w=0'Q (6.24)

tanim1 yapilabilir. Burada evirtilebilir olmak kosuluyla, Q dizeyi istenildigi gibi
secilebilir.  Ancak, agirlik yapilandiriminda temel diisiince dizilerle tanimlanan

verilerin degerlerine degisik onemler vermek oldugundan, bu secim sanildig1 diizeyde
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de belirsiz degildir. Verilerin ya da islenmekte olan dizilerin yapisi oldukc¢a belirleyici
ogedir.
Burada, YBMG’deki tiimlevlilestirim bir bagimsiz degiskenli bir agirlik carpani

(sozgelimi w(x)) i¢in, u(x) (x € [a,b]) hep 1 degerini alan iglevi simgelemek iizere,

b b
/a dxw(x) == /a dxu(x)w(x)u(x) =1 (6.25)

esitlikleriyle verilir. Bunun ayrik durum karsiligi, u, n sayida 1 6geden olusan yoney
olmak iizere
n
Y Wij=u"Wu=1 (6.26)
ij=1
cebirsel esitligidir. Sagyanda goriinen dordiil islev art1 olmak zorunda olacagindan W

yapilandiriminda 6geler {izerine bu gerceklestirilebilir kosulu da getirmek gerekir.

W’nin genellikle olabildigince kolay yapida secilmesi yeglenir. Onun bakisik ve
arti tamimli olmasi1 ®’lar bir takim arti 6zdegerleri, w’ler onlara karsilik gelen

birimboylulastirilmis 6zyoneyleri simgelemek iizere
n
WEZ(O,‘WWT, w; >0, 1<i<n, uiTuj:5,-7j, 1<i,j<n (6.27)
i=1

yazmak olanakhidir. Yukaridaki kisitlamalar1 saglayacak yapilandirim i¢in n sayida
dogrusal bagimsiz yoney secip onlar1 dikgenlestirmek ve birimboylulagtirmak (burada
kullanilan i¢garpim birim agirlik dizeylidir) yeterlidir. Ancak, arti degerli olarak
secilmesi gereken @; degistirgeleri (parametreleri) aralarinda bagimsiz kalamazlar.
(6.26) esitligini saglayacak bicimde secilmelidirler. Bu ise
n
' Wu=Y o (")’ =1 (6.28)
i=1
anlamina gelir. Buradan ®’lardan birisinin digerleri tiirtinden secilebilmesi yanisira
(6.27)’deki toplama giren herbir terimin (6.28)’teki toplamdan iiretilen degere
boliinmesiyle elde edilecek agirlik dizeyini kullanmak da olanaklidir. Bu ikinci

durumda, w degerlerinde artilik disinda bagka bir kisit kalmamaisg olur.

Yukarida i¢carpim taniminda kullandi§imiz ve icinden a ile b yoneylerini aldigimiz
uzay konag eksenlerini (koordinat eksenlerini) W dizeyinin asal eksenleri (6zyoneyle-

rince Ortiilen bir boyutlu eksenler) olarak secilecek olursa W’nin izgesel gosterilimdeki
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birimboylu w 0zyoOneyleri yerine e ile simgelenen, birimboylu, yalniz bir 6gesi 1
digerleri O olan ve birbirine dik olan, yoneyler kullanilabilir. Bu ise W dizeyinin uygun
bir dondiiriim sonrasinda kosegen dizey olarak sec¢ilmesinin yerinde olacagi anlamina
gelir. Bu olgu daha 6nce belki biraz daha degisik diizeyde dile getirmis oldugumuz bir

gercektir.

Yukarida, siradan yoney ve dizey kullanimiyla dile getirilen olgular aslinda salt
bir sirasayili yoneylerce ortiilen uzaylarla ilgiliydi. Tek bir sirasay1 iceren ya da
siradan diye nitelendirebilecegimiz bir yoneyin aslinda bir yonlii bir katliyoney olarak
betimlenebilecegi daha 6nceki anlatimlarimizdan da ¢ikarilabilecek bir bagka olgudur.
Bununla ilgili bilgiler ¢ok zorluk cekmeden iicyonlii katliyoneylere de aktarilabilir.
Bu amagla, a ile simgeleyecegimiz iigyonlii bir kathiyoneyin agirlikli boy dordiilii

asagidaki tanim esitligiyle verilebilir.

niy ny ns ny ny ns

2 _
Ja]* = a™Wa=Y Y Y Y ¥V Y a0
ii=lip=1i3=1j1=1 j>=1j3=1
xWi, 02,0331, J2, 3 1,235 (6.29)

Burada W ile gosterilen ve dordiil bir katlidizey olan biiyiikliik “Agirlik Katlidizeyini”
gostermektedir. Bu katlidizeyin yataysira katlilig ile diiseysira kathiligi esit ve 3

degerindedir. W’nin bakisik ve art1 tamimli olmasi da gerekmektedir. Bunun yanisira
[u(l) ®u? ®u(3)}TW [u(l) ouP @u® | =1 (6.30)

biitiinsel esitligini de saglamalidir.

W kathdizeyinin YBMG yapisina uygun bi¢cimde carpimsal olarak diisiiniilmesi daha

uygun gozikkmektedir. Boylece, burada, 6gesel diizeyde

1 2 3
m17i27i3§j1>j27j3 = W‘( ) W’( ) W‘( ) (6.31)

i1 2,027 13,3

dolayisiyla biitiinsel diizeyde de
w=wlew?owt (6.32)
ongoriimlerinin gecerli oldugunu varsayacagiz. Bu dngoriimiin (6.30)’da kullanimi1

[uu) 2u? ®u<3>r [Wm W2 ®W<3>} [uu) 2u? ®u<3>}
— (uu)Tw(l)u(l)) (u<2>TW<2>u(z>> (u<3>TW<3>u<3>> 1 (6.33)
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esitligine gotiiriir. Bunu tek bir esitlik gibi kullanmak olanakli olmakla birlikte son
esitligin sol yaninda bulunan her bir sayil ¢arpanin ayri ayr1 1’e esit alinacak bicimde
carpan agirliklara bireysel kosul getirmek de olanaklidir. Burada bu ikinci yolu

yegleyecegiz. Boylece, son esitlikten
wu® =1 =123 (6.34)

esitlikleri iiretilebilir. Bunlar biitiinsel degil, her bir carpan iizerinde, ya da her
bir yonde, verilen birimlestirim denklemleridir. Carpanlari, daha 6nce yukarida
ayrintilandirilan bicimde, yapilandirmak olanaklidir. Bu baglamda, dolu bir dizey
yerine kosegen dizey se¢imine gitmek ve 68eleri de yukarida belirtilen bigcimde se¢mek

uygulamada onemli kolayliklar saglar.

6.5 Izdiisiim Islecleri ve YBMG Kosullar

YBMG’nin biitiinsel anlatimi, f'nin tiiriinde iicyonlii bir kathyoneysel esitliktir ve
ninyn3 bagimsiz esitlige karsilik gelebilecek niteliktedir. Ancak, islevler iizerindeki
YBMG’nde bu 68esel esitlikler yerine daha ¢ok izdiisiim eylemine dayandirilmis
denklemler kullamilmaktadir. Dolayisiyla, burada da ayni yaklagimi sergilemek

yerinde olacaktir.

Ik olarak, f tiiriinde iigyonlii katliyoneylerden yonsiiz katliyoneylere (sayillar)
izdiisim saglayacak bir izdiisiim igleci tanimlayalim. Bu baglamda, f tiiriinde
herhangibir a yoOneyine etkisi asagida verilen esitlikle verilen bir Py isleci

tanimlayabiliriz:

Ra = [u(1)®u(2)®u(3)r [W(1)®W(z)®w(3)}a
- [ (um)Tw(l)) 2 (u<2>TW<2>) 2 <u<3>TW<3>> ] a. (6.35)

Bu esitlikte a yerine f' ) alimirsa

A0 = [ue 3)]T[W<1>®W<z>®w<3>]f<o>
- [(u ) <u<z>TW<z>>®<u<3>TW<3>>]f<o>
x [u 3)} _ f(0) <u<1>TW<1>u(1>>
X(u ><u<3>TW<3>u<3>) — O (6.36)



sonucuna ulasilir. Burada, x ile sayilla carpma islemi simgelenmis olup agirlik

carpanlarinin birimlestirilmiglikleri kullanilmistir.

Benzer bi¢imde, birli katliyoneyler i¢in de P isleci altinda goriintii saptanabilir. Ara

asamalart acik olarak belirtmeksizin asagidaki sonuglar verilebilir:

.)T

Pyt =@ W =123 6.37)

Yine benzer bicimde, ikililer i¢in de;
Byfl(id)e) — [(u(i)Tw(i)> Q <u(j)Tw(j)> ] £i-J) 1<i<j<3 (6.38)
esitliklerine ulagilabilir. Uclii terim icinse

Byf((1:23).0) — [(umTW(l)) 2 <u<2>TW<2>> 2 <u<3>TW<3>> } (123 (6.39)

yazilabilir. (6.37), (6.38), (6.39) esitliklerinde sag yanlarin sifirlanmasi1 durumunda 130f
sayili f (0) sayiliyla cakigir. Yani sayila izdiisiim say1ll YBMG bileseninin essiz olarak
belirlenmesine olanak saglar. Ancak, bu durum o belirtilen sag yanlar sifirlanirsa

gerceklesebilir.

(6.36), (6.37), (6.38) ve de, (6.39) esitliklerindeki sonu¢ anlatimlar asagidaki isleclerin

taniminin ise yarayabilecegi izlenimini verir:

~)T

Ma=u" WV x;a,  j=1,2,3. (6.40)

Burada bir yonlii ¢arpim kullanilmakta olup x; simgesi ile j. altsirasaymin
orttiigii dogrultu ya da yon iizerinde carpim yapildigi, diger bir deyisle dizi
carpimlarindaki toplamanin o altsirasay1 lizerinden gercgeklestirildigi, anlatilmaktadir.
Cok yonlii carpim tanimlamak da olanakhidir. Ancak, o durumda, ¢okyonlii carpimu,
cokyonliiliigii olusturan herbir yon iizerinde ¢arpimlarin ardisik uygulamasi: gérmek
olanaklidir. Ustelik, bu ardisiklikta sira gozetim gereksinimi de yoktur. Dolayisyla,

altsirasayida yerdegistirim isleci kullanimina da gereksinim duyurmaz.

Yukarida tanimlanan bu iglecler baglaminda, gercekten de, (6.37), (6.38), (6.39)
esitliklerinin sag yanlarinin sifirlanmasi demek bu isleclerin ya da bu isleclerin ikili
veya iiclii diggarpimlarinin altinda ilgili YBMG bilesen katliyoneylerinin goriintiilerin

(sayil goriintiiler) sifirlanmas1 demektir.
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Ancak, bu sifirlanmalar diger bilesenlerin belirlenmesinde tam olarak ise yaramaya-
bilir. Bunu anlayabilmek icin u) (i = 1,2,3) tiiriinden yoneylerce Ortiilen uzaya
izdiisiim saglayan ve P (i= 1,2,3) ile simgeleyecegimiz iglegler tanimlamakta yarar
bulunmaktadir. Bu dogrultuda a, f tiiriinde olan iigyonlii katliyoneylerden olmak iizere,

asagidaki tanimlar1 verebiliriz:

Pa= 1, (u?' W)@ (@' W) Ja =i, (6.41)
1323 = [ (u(l)TW(1)> I, ® (u(3)TW(3)> } a—= ﬁ1ﬁ3a (6.42)
Pa=[(u)'Wh) g (u@' W) 21, [a=Tha (6.43)

Buradan, oncelikle degismezli bilesenden, ﬁiu(i) = 1 gercegini kullanarak,
Pf0e) — f(O)u(i)7 i=1,23 (6.44)

esitliklerine; birli bilesenlerden, iiretimin ara asamalar1 verilmeksizin ve & Kronecker

simgesini gostermek iizere,

T

PO = WD (1 -8, ) +£98,;,  i,j=1,2,3 (6.45)

esitliklerine ulagilabilir.

Ikili bilesenlerden elde edilecek sonuglar yazim acisindan hem daha kapsamli hem
de daha ¢ok kosullamalidir. Bu yiizden burada agik olara vermeye yeltenmeyecegiz.
Ancak, anlatimlarda ikili YBMG bilegenlerinin bir ya da iki tutarli (yonleri tutan) I
isleci altinda goriintiilerinin goziikecegini sdylemek olanaklidir. Ugliilerde de benzer

goriintiilenim durumu s6z konusudur.

Buradaki incelemeler, bilesen belirlenmesinde aranan yalinlik ve kolayligin asagidaki

kosullarin saglanmasi durumunda elde edilebilecegini ortaya c¢ikarir:
I fkkn) =0 m=1,2,3, je{ki,...kn} (6.46)

Burada 0 ile I1 j altinda izdiigiim eyleminin gotiirdiigli uzayin igindeki sifir katliyoneyi

anlatilmaktadir.
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6.6 YBMG Bilesenlerinin Saptanimi

Onceki altboliimdeki incelemelerden asagidaki 6zdesligi iiretmek olanaklidir:
]30 = ﬁ]ﬁzﬁg. (6.47)

Bu ise, yukaridaki YBMG kosullar1 ve (kolaylik olsun diye, genellikten biiyiik yitim
olmaksizin) kdsegen agirlik varsayimi altinda,
O — = LT~ 3 3 Y U@,
f :P()f: H1H2H3f: Z Z Z Wi] w Wi3 ﬁl,iz,zg; (6-48)

ir
ii=1ir=1i3=1

esitligine gotiiriir.  Burada sag yan, aslinda, verilen katliyoneyin bir agirlikh

ortalamasidir.

Birliler i¢cin YBMG’nin her iki yanmmin (i, j, k degisik arti tamsayilar olmak
iizere) I jﬁk altinda izdiisiimii alinir ve YBMG kosullar kullanilacak olursa, olusan
denklemden asagidaki sonuclara ulasilabilir:

f(i’e) = ﬁjﬁkf—f(o7e) (i 75 j 75 k) —

ny N3

1 2 3
I s
ir=1iz=1
) & e (1) (3
fi() — Z ZWEI)W§3)fiI.,i2,i3;_f(O)
i1=1liz=1
ni ny
fi(33) _ Z Zngl)wg)ﬁl-izvi%_f(())' (6.49)

i1=1li—1

Ikililer icin elde edilebilecek sonuglar da asagida sunulmaktadir:

12 S (3 1 2
fi(l,iz) - Z Wzg)fil,iz,lé; _f(o) _fi( )_f,-( )

is=1
13 o { 3
fi(his) - Z Wgz)ﬁ17i27i3; _f(o) _f,'( )—fi( )
ir=1
ni
5 = Y fiii— £ = P . (6.50)

i1=1
Uclii YBMG bileseni ise, her zaman YBMG’nde yapildig1 gibi, salt bulunanlari asil

diziden cikararak belirlenebilir. Boylece tiim YBMG bilesenleri ve dolayisiyla estiir

bilesenleri belirlenmis olur.
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6.7 Diklik Tabanh Baskinlik Olcenleri

YBMG kosullarinin kullanimiyla, degisik YBMG estiir bilesenleri arasinda, agirliklh
dikgenlik (ing: orthogonality) bulundugunu gostermek olanaklidir. Son asamada
verilen agik anlatimlarla da bu kanitlama oldukca kolay bicimde gerceklestirilebilir. Bu
durumda, bu dikgenlikten dolayi estiir YBMG bilesenlerinin agirlikli boy dordiillerinin

asil dizinin boy dordiiliine esit olacagini1 kanitlamak oldukca kolaydir. Yani,

Itz = [eo ? +Jee ? +Jee ? s ? R ? R ?
w w w w w w
+Hf((273)7€) ? _|_Hf((17273)7€) ? (6.51)

w w

yazilabilir.  Buradan “Dérdiilde Baskinlik Olgenleri” ya da kisaca “Baskinlik

Olgenleri” olarak adlandirabilecegimiz asagidaki biiyiikliikleri tanimlayabiliriz:

feeal, el el e,
Bo = , Bi = , b= , B3= v
£l I£]13 [ €115
2 2
((1,2),e) ((1,3), ((2,3).e)
ﬁlZ = f W ﬁ _ Hf W ﬁ _ Hf w
’ I£3 [Filk I3
(1230
Bioy = —5—F. (6.52)
|1l

Bunlar ilgili olduklar bilegenin asil katliyoneyin boy dordiiliine ne oranda katkida
bulundugunu betimler ve toplamlarimin 1 olmasi gerekir. ~ YBMG’nin sekiz
bileseninden ilk birkaci alinarak olusturulan kesme yaklastirrminin niteliginin ne
oldugu alikonan estiir bilesenlerin baskinlik Olcenleri toplaminin 1 degerine ne

diizeyde yakin olduguna bakilarak anlasilabilir.
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7. UYGULAMA VE UYARILAR

7.1 Agirhkh Indirgeyimcil Cokludogrusal Dizi Ayristrimr’mmm Uygulama

Olanaklar

Indirgeyimcil Ayristirrm, agirliklandirilmis olsun ya da olmasin, carpimsal nitelikli
dizilerde daha iyi sonug verir. Bu altboliimde bu gercegi yansitacak kuramsal uygu-
lamalara yer verece8iz. Bu amacla, once “Tam Carpimsallik” ve “Yaricarpimsallik”
kavramlarimi giindeme getirmemiz gerekir. Eger genel terimi a;, ;, ;, ile simgelenen bir
cokludogrusal dizi i¢in, o¢’larla simgelenen biiyiikliikler siradan yoneyler (yani tek bir

altsirasayist olan diziler) olmak iizere,

OPACIPAC) 1<ij<nj, j=1,2,3 (7.1)

Qiy iy i3 = ail i iz )

yazilabiliyorsa a;, ;, ;; dizisine “Tam Carpimsal” adim verecegiz. Benzer bi¢imde, ama

bu kez sozgelimi,

Ay i iy = a(l’Z)a‘B)a 1< l] < nj, ]: 17273 (7'2)

i1, i3

yazilabiliyorsa a;, ;, j; dizisine “Yaricarpimsal” adim verecegiz. Burada altsirasayilar
ilk ikisinden olusan ile salt sonuncusunu iceren iki ayrisik kiimeye ayrilmaktadir.
Ayrisimin, (7.2)’teki bicimde olmasi gerekli degildir. #; ile i3’iin ¢arpanlardan birinde
ip’nin digerinde oldugu bir ayristirim, ya da, i, ile i3’lin ¢arpanlardan birinde i;’in
digerinde oldugu diger bir ayristirim Yaricarpimsal Ayristirim tiiriidiir ve dolayisiyla,
ticyonlil bir ¢cokludogrusal dizi toplamda ii¢ ayr1 bicimde Yarigarpimsal Ayristirim’a
olanak verir. Diger bir deyisle, bu ayristirimda, essizlik sozkonusu degildir. Burada
odaklanilmamakla birlikte, ¢cokyonliiliik arttikca, Yarigarpimsal Ayristirrm olanagi da
artar. Dortyonlii durumda bu tiir ayristirnm sayisi 4 olur. Ancak, (7.2) ile verilen
tanimda yapisal secenek sayisi da artar ve, onun yerine, genel anlatimi biri 3 digeri
1 altsirasayili olan iki carpanin carpimi olarak verilen bir tamim esitligiyle her iki
carpanin da 2 altsirasayili oldugu carpim iceren tanim esitligi giindeme getirilebilir.

Yani, Yarigarpimsal Ayristirnm’da ¢arpanlardan birisinin ille de 1 altsirasayili olmasi
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gerekmemektedir. Ancak, Indirgeyimcil Ayristirrm’in dogasiyla (¢okyonliiliigiin 1
azaltilmas1 ongoriimii) uyumlu kalmak amaciyla burada Yaricarpimsal Ayristirim’in
birisi ille de 1 altsirasayili (yani siradan yoney) olan ¢okludogrusal iki dizinin ¢arpimi
olan ¢okludogrusal dizilerde sdz konusu olacagini yani tanimda siradan yoney carpan

icerim kosulunun varoldugu bir ayristirrm oldugu tanimin1 yapacagiz.

Verilen bir iicyonlii cokludogrusal dizinin ille de yukarida bu iki tiirden olmasi
gerekmez. Yukaridaki tanimlarin sag yanlardaki tiirden anlatimlarin dogrusal birlesimi
yapisinda yani “Carpimsallik ve Toplamsallik Karigimli” nitelikte diziler en genel
nitelikte olanlardir. Toplamsalliin artis1 “Indirgeyimcil Ayristirrmi, kavramsal olarak
o diizeyde olmasa da, bilgisayim karmasiklig1 agisindan kétiilestirir. Bunun nedeni de
coziilmesi gereken cebirsel 6zdeger sorununun boyutunun artmasidir. Tam carpimsal
dizilerle toplamsallig1 2 ile kisitlanan (yani iki c¢arpimsal terimin toplami olarak
anlatilabilen) dizilerde 6zdeger sorununu ¢oziimciil (ing: analytic) nitelikte yani kesin
anlatimli olarak ¢6zmek olanaklidir. Bu béliimde, “Indirgeyimcil Ayristirim” icin bu
olgulara daha ¢ok odaklanilacak ama sonunda bir uzis (ing: algorithm) anlatimina da

yer verilecektir.

7.2 Tam Carpmmsal Ucyonlii Cokludogrusal Dizilerin Agirhkh Indirgeyimcil
Ayristirimi

(7.1) ile verilen yapinin kullanimiyla Besinci Boliim’de tanimlanan C dizeyinin 68eleri
icin asagidaki esitlikler elde edilebilir:

o< (1) (12 G (2) (2)2 3) (3 3) (3
Cix = <ngl>ai<l>><ZW§2>%<2>> W0 )

i1=1 =1
1< j,k<n3 (7.3)
Buradan kolayca ayirdina varilabilecegi iizere, C dizeyi, gergel 6gelerden olustugu
stirece, bakigiktir ve 6zdiizeyi (ing: rank) de 1’dir. Diger bir deyisle, bir siradan
yoneyle onun devriginin carpimiyla orantilidir. Bu nedenle, C dizeyinin sifir olmayan
yalnmizca bir 6zdegeri vardir ve o da bakisimdan dolay1 gercel degerlidir. Bu 6zdegere
karsilik gelen ve ¢ ile simgelenen birimboylulastirilmis 6zyoneyinin 6geleri asagidaki

esitlikle verilir:

1
Ej:(06(3»)TW(3>(X(3)> P wPa® =123, (7.4)



Burada W), ogeleri w§.3) ile simgelenen kosegen dizeyi simgelemektedir. C dizeyinin
bu 0zyoneye karsilik gelen 6zde8eri, Besinci Boliim’de belirtildigi iizere, 6(0)2
olmalidir. Cc biiyiikliigiiniin ¢ ile orantili oldugunu kanitlamak hi¢ de zor degildir.
O yapilir ve orant1 katsayisina bakilirsa 6(0)2 bulunabilir. Bunun arti dordiil kokii

(karekokii) o(©) degerini verir. Boylece,

(S

o0 — (au)TW(l)a(l)) 2 <a<2>TW<z>a<z>)5 (a<3>TW<3>a<3>) (1.5)

sonucuna varilir.

Yukaridaki sonuglar, yine Besinci Boliim’de giindeme getirilmis bulunan ve

ayristirrmin en baskin teriminde goriinen, ¢ yoneyi icin 6gesel anlatimin

1

050) _ (0,(3)TW(3)0,(3>)_7 a](?)’ j=1,2.3,...,n3 (7.6)

bagintistyla verilmesine olarak saglar. Bunun kullanimiyla, yine Besinci Bolim’de

verilmis bulunan B dizeyinin 68elerinin genel anlatimi agsagidaki bicimde yazilabilir:

1

_1 _1
b = (a<1>TW<1>a<1)) 2<a<2)TW<2>a<z>) “aVal?,

1<j<n, 1<k<n;. (1.7)

Bu ve (7.6)’daki sonuc¢ asagidaki, agirlik altinda birimboylulastirilmis, yoney

tanimlarina itekler:
a,  j=1,2,3. (7.8)
Bunlarin kullanimiyla, (7.6) asagidaki anlatimlarla yeniden yazilabilirler:

BO —agg? =g ga?, ¢ —g®. (7.9)

Bu durumda tiim ayristirim asagidaki bicimde yazilabilir:
a=c"BV g =caVpa®ca. (7.10)

Burada, goriildiigii gibi tek bir ayristirim bileseni bulunmaktadir. Uclii carpim,
agirlikli boyu 1 olan, yapidadir. c©), ayristirim bileseninin 6l¢egi durumunda olup,
bir anlamda, tekil degere karsiik gelmektedir. Aslinda, “Agirhikli Indirgeyimcil

Ayristirtm” bu esitliklerden en solda olanidir. Yine tek terimlidir. Ama iki ¢arpandan
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olusan bir discarpimdir. Carpanlardan biri olan B, agirlikli boyu 1 olan, siradan bir
dizeydir. Ama bu dizey de tek bir discarpimdan olusan ve n; # ny gecerli oldukca
dikdortgen nitelikli kalan yapidadir. Dolayisiyla, 6zdiizeyi 1 olup sifir olmayan
yalnizca bir tekil degeri vardir ve o da 1’dir. Dolayisiyla yukaridaki esitliklerden
sonuncusu bu dizeyin tekil deger ayristiriminin kullanimiyla elde edilen, daha dogrusu,

daha da indirgenmis olan bir anlatimdur.

Yukaridaki ayristirimda, (ny,n;) 6geli bir siradan dizeyle n3 dgeli bir siradan yoney
varsayimi yapilmisti. Ama (n1,n3) 6geli bir siradan dizeyle n, 6geli bir siradan yoney
varsayimi ya da (np,n3) 6geli bir siradan dizeyle n; 6geli bir siradan yoney varsayimi
da kullanilabilirdi. Ama bu durumlarda da aymi sonuglara varilacagini gérmek hic de

zor degildir.

Yukaridaki incelemelerimizde “Ugyonlii Agirlik Coklu Dogrusal Dizisi” ii¢ siradan
dizeyin discarpimi olarak varsayilmais, iistelik de, bu siradan dizeylerin herbiri kdsegen
olarak alinmisti. Ama kosegenlik kisitlamalar1 sonuglarda goriinmemektedir. Bunun
nedeni, dordiil koklii kosegen agirlik 6gelerinin dordiillerinin alinmasidir. Dolayisiyla,
kosegenlik kisitlamasi kaldirilsa da bu sonuglar, aslinda, gecerliligini korur. Ama

bunun i¢in herbir agirlik siradan dizeyinin bakisik ve arti tanimli olmasi gerekir.

Yukaridaki incelemelerimizde (0) iistsirasayili biiyiikliikler, Besinci Bolim’de sozii
edilen en baskin terimdeki carpanlar olarak giindeme getirilmisti. Ama bunlarin
belirlenmesinden sonra aymi diisiinsel yolu izleyerek ve her yeni asamada yeni
bir dikgenlik kosulu ekleyerek, baskinlikta ikincil, li¢iinciil ve daha art¢il olan
toplamsal bilesenlerin carpanlarinin da belirlenebilecegi ve boylece tiim ayristirima
erisilebilecegi de vurgulanmisti. Sonunda ise bu tiir ardisik islemler yerine salt C
dizeyinin 6zikililerinin belirlenmesiyle tiim ayristirrmin bir ¢irpida bulunabileceginden
de dem vurulmustu. Burada da, C dizeyinin 6zikililerine bakilmistir. Ama sifir
olmayan salt bir 6zdeger bulundugundan ona karsilik gelen ozikiliyle yetinilmistir.
Bunun nedeni diger o6zikililerden ayristirnma herhangi bir katli gelmiyor olmasidir.
Bunu tam olarak gosterebilmek icin C dizeyinin sifir olmayan 6zde8erine karsilik
gelen tek bir 6zyoneyi olan @%)e dik olan ve agirlikli boyu da 1 olan herhangi bir
yoneyi (bdyle olan ve aralarinda dogrusal bagimsiz bulunan n3 — 1 sayida siradan

yoney vardir, bunlardan herhangi biri olabilir) diisiinecek olursak, boyle bir yoneye
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karsilik gelen C ozdegerin sifir olacagi ve dolayisiyla bunlara karsilik gelen o
degerlerinin de sifir olacag1 gormek hi¢ de zor degildir. Yani, ayristirimda bdyle carpan
iceren terimler goriinmez. Ama, ayristirnmda goriinmeyen baska terimler de bulunur.
Onlarda, V) @ a cokludogrusal dizisine dik olan bir ikiyonlii cokludogrusal dizi
carpant bulunur. Sonug olarak, “bu tiirde ya ikiyonlii ya da bir yonlii ¢arpani bulunan

tiim discarpimlar ayristirimda goriinmezler” diyebiliriz.

Sifir olmayan o degistirge degerleri C dizeyinin sifir olmayan 6zdegerleriyle ayni
sayida olmak zorundadir. Ama onlarin sifir deger alanlar ilgili toplamsal terimlerin
goriinmemesine neden olur. Yani toplamsal terimlerin asil diziye katki oranlar1 bu
Olcekleme degiskenlerince saptanmaktadir. Dolayisiyla, Tam Carpimsal durumda salt
bir tek toplamsal terim olmasi, tek biri disinda tim ¢ Olgekleme degistirgelerinin

stfirlanmasindan kaynaklanir.

7.3 Yaricarpmmsal Ucyonlii Cokludogrusal Dizilerin Agirhkh Indirgeyimcil
Ayristirmmi

Bu altboliimde (7.2) ile verilen yapidaki coklu dogrusal dizilere odaklanacagiz. Bu

durum i¢in (7.2) esitligi asagidaki tikiz bicimde yeniden yazilabilir
a=aoa®? (7.11)
Bu durum i¢in C dizeyi asagidaki tikiz (ing: compact) yapiya biiriiniir:
c - iz(aV WOWa) [Wc«s)]%a(na@ﬂ [W(s>]5

2
= o]
whew?)

(7.12)

Burada goriinen boy, altsimgesinden de anlagilacag: gibi, W) @ W2 ile tammlanan
ikiyonlii cokludogrusal agirlik dizisi iizerinde tanimlanmaktadir. I¢carpim tanimi ilk
esitlikte acik olarak gosterilmekte olup dordiillerin agirlikli toplaminin dordiilkoki
olarak verilmektedir. Bu esitlikteki yap1 da bakisik bir discarpimla orantili bir siradan
dizey demektir. Dolayisiyla, Tam Carpim durumunda oldugu gibi burada da sifir
olmayan tek bir o degeri ortaya ¢ikmaktadir. Burada verilmeyecek olmasina karsin

B dizeyi artik bir digcarpim olmak zorunda degildir. Ama bakigik ve agirlik altinda
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boyu 1 olan bir yapidadir. Dolayisiyla onu da ayristirarak indirgemeyi daha ileri
gotiirmek istenirse onun sifir olmayan tekil deger sayis1 diizeyinde toplamsal terim
iiretecek bir ayristirima ulasilabilir. Ama burada asil amag, salt bir asama indirgeme

ile yetinmektir. Dolayisiyla, burada bu diizeyde bilgi ile yetinilecektir.

7.4 Carpmmsalhk ve Toplamsalik Karisimh Ucyonlii Cokludogrusal Dizilerin
Agirhkh Indirgeyimcil Ayristirm

Bu konuyla kuramsal diizeyde daha c¢ok ilerlemek istemememize karsin toplamsalligin
yapitya eklenmesiyle ayristirimdaki toplamsal terimin sayisinin artacagimi vurgula-
makta yarar bulunmaktadir. Ancak, artis n3 degerine dek tirmanmak zorunda degildir.
Sayiy1 belirleyen birbirinden dogrusal bagimsiz olarak ortaya cikan dig¢arpimlarin

sayisidir. Bu dogrultuda biraz bilgi vermek istenirse dizinin 6Zelerinin

— ) 52
ai17i27i3 = ai],izai3

+ol¥ g (7.13)

i1,ip i3 0

esitligiyle verildigi durum giindeme getirilebilir. Bunun iizerinde daha 6nce izlenen
yollardan ilerlenirse C dizeyinin 6zdiizeyinin 2 degerinde olacag1 goriiliir. Bu ise o
degerlerinden yalnizca ikisinin sifir olmayan deger tasiyacagi anlamina gelir. Dikkat
edilirse yapida carpimlarda sirasayr ayristirtmi aymi tutulmakta yani iy ile ip ikilisi
ayr1 i3 ayr carpanlarda goziikmekte ve bu durum her iki toplamsal terim ic¢in de
korunmaktadir. Altsirasayr ayristirrminda ille de bu 6ngoriim yapilmasi s6z konusu
olmayabilir. Ancak, 0yle durumlarda 6zdiizeyin ne olacagi konusu boylesine kolayca
incelenemeyebilir. Biz salt buradaki tiirde ama daha ¢ok sayida toplamsal terim iceren
yapilarin yeglenmesinin yerinde olacagimi belirtmekle yetinip daha ¢ok ayrintiya

girmeyecegiz.

7.5 Agirhkh indirgeyimcil Ayristirim Icin Uzis Olusturumu

Buraya dek altboliimlerde verilen 6zel durumlarin Gtesinde, en genel durumu
betikleyerek ayristirrmi sayisal olarak gerceklestirmek icin, Oncelikle bir uzis (ing:
algorithm) olusturmakta yarar bulunmaktadir. Daha sonra bu uzis bilgisayarda

kullanim i¢in buyrukdizilenerek (programlanarak) ya da betiklenerek (ing: scripting)
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uygulayimcil eylemlere girisilebilinecek bir duruma gelinilebilir. Uzis i¢in agsamalar

asagida sirasayilandirilmaktadir.

1. IIk olarak ayristirilacak olan iicyonlii ¢okludogrusal dizinin verilmesi gerekir.
Bunun icin herbir yonii tarayan herbir altsirasayinin alacagi en biiyiik degerin, yani

ni, np, n3 artt tamsayilarinin tanimlanmasi (verilmesi) saglanmalidir.

2. Daha sonra dizinin (a: a;, j, i), i1, i2, i3 altsirasayilarinin alabilecegi herbir deger

ticliisii i¢in, alabilecegi degerlerin tanimlanmasi (verilmesi) gergeklestirilmelidir.

3. Izleyen asama icin, agirlig1 bir discarpim iizerinden tanimladig1 varsayilan (bundan
daha genel yapili agirliklar da 6ngoriilebilmekle birlikte bu uzis icinde giindeme
getirilmeyecektir) siradan kosegen dizeylerin kosegen ogelerinin (w;, wi,, wi;)

tanimlanmasi (verilmesi) saglanmalidir.

4. Buraya dek olan asamalarda atamalarin dogru yapildigini sinama amacgli ara

denetleme asamalar1 eklenmesinde yarar bulunmaktadir.

5. Bundan sonraki agama, acik yapisi asagida verilen C dizeyinin tanimlanmasidir:

G E 3) (2 .
Cix= Z Z a,-l,,-”wl(l) wg.) w,(c )wl(z)a,-hi%k, i,j=1,2,...,n3. (7.14)

i1=1li=1

6. Tanimindan sonra C dizeyinin 6zdegerlerinin belirlenmesi gerekir. Bakisikliktan
ve art1 yaritanimliliktan dolay1 6zdegerlerin eksi olmayan gercel degerler almasi
gerekir. Bu belirleme eylemi ya kullanilacak buyrukdizileme ya da betikleme
dilinde hazir olarak varolabilen ya da kullanici tarafindan yazilacak altyordamlarla

gercgeklestirilebilir.

7. C dizeyinin sifir olmayan 6zdegerlerinden dordiilkok alarak ¢ degerlerine gecmek
gereklidir. Siralamanin, baskinlik incelemesindeki 6nemi agisindan, azalan bigimde

gerceklenmesi gerekmektedir.

8. Sifir olmayan herbir 6zdegere karsilik gelen 6zyoneyler w0 agirligi altinda
birimboylu olacak bicimde saptanmalidir. Ozdeger belirleniminde yazilanlar

burada da gecerlidir.
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9. Belirlenen birimboylu 6zyoneyler c® k=1,2,...,m (m sifir olmayan Ozdeger

sayisin1 gostermektedir) ile simgelenirse

k 3)~
Bél,)fz = m Z agl,ZZsB ng)c(k)? gl - 1,2,...,”1; €2 = 1,27...,1’12,

esitlikleriyle tanimlanan siradan dizeylerin belirlenmesi gereklidir. Ancak, bu
dizeyin agirlikli boyunun 1 olmasi gerektigi unutulmamalidir. Dolayisiyla, bu

birimboyluluk da denetlenmelidir.

10. Yukaridaki islemler altsirasayilarin (ny,n,) ile n3 bi¢imli ayrigtirimi i¢in gegerlidir.
n3 yerine nj ile ny’nin ayr1 ayri yalniz birakildigi durumlar i¢in de yukaridaki uzigin
uyarlanmasi ve ya ayr1 ayri1 ya da bir tek biiyilik yapida devreye sokulmasinda yarar
bulunmaktadir. Boylece, hangi ayristinmda daha az sayida toplamsal terimle daha

1yi gosterilim saglanabilecegini sinamak da olanakli duruma gelmis olur.

7.6 Ucyonlii Cokludogrusal Dizilerde Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi Tabanh

Aynistirnm Uygulamalari

Yukarida Agirlikli Indirgeyimcil Ayristirim icin verilen tiirden bir uzisin bu durum
icin de olusturulmasi olanaklidir. Bu amagla, altinci boliimde verilmis bulunan
bagintilandirim taban alinarak uzisin adimlar1 ayrintilandirilabilir. Ancak, bu eylem
yukaridaki yapiya gore, sozgelimi 6zdeger sorunu ¢ozme gereksinimi dogurmayacak
diizeyde, daha kolayca kestitilebilecek asamalardan olugsmaktadir. Bu nedenle, burada
bu dogrultuda ayrint1 verilmesine gerek goriillmemektedir. Ancak, ilgili MuPAD betigi

edinilebilecek durumdadir. Urettigi sonuclar asagidaki altboliimde verilmektedir.

7.7 Sayisal Uygulamalar

Bu kesimde Oncelikli olarak 6geleri, asagida verilen iglevsel yapi iizerinden tanimlanan
coklu dizilerle ilgilenilmekte ve bu dizilerin hem Agirlikli Indirgeyimcil Ayristirim
hem de Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim Tabanl Ayristirim kullanilarak elde edilen

anlatimlarindaki toplamsal terimlerin 6lgekleme degistirgeleri saptanmaktadr.

ai1,n,i3 = (X1 +x2+x3)7 (7.16)
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Cizelge 7.1: Uygulama AICDA - Agirliksiz.

ri (o} (o) 03

0 1.0 0 0

1 0.99906 93x1077 0

2 0.99859 0.00140 7x1077
5 0.99899 0.00100 1x10~°
10 0.99952 0.00047 4x1077
20 0.99992 7x1072 1x1078
30 0.99998 1x1073 1x10710
40 0.99999 1x1076 0

50 0.99999 1x10~7 0

7.1 deki cizelgede bu islevsel yapr icin Agirlikli Indirgeyimcil Ayristirrmi giindeme
getirmektedir. Bu cizelgede sunulan degerler tiim agirliklarin birim degismez islev
olarak alindig1 durum i¢in diizenlenmistir. p’nin 0, 1, 2, 5, 10, 20, 30, 40, 50 degerleri
icin elde edilen 3 toplamsal bilesenin oransal katsayilari, azalan siralamali olarak,
verilmektedirler. p = 0 i¢in yalnizca tek bir terimin varoldugu goriilmektedir. p =1
durumunda toplamsal terim sayis1 2’ye ¢ikmakta ve daha biiyiik p degerlerinde 3’e
erisip orada kalmaktadir. Yukaridaki islev YBMG uygulamalarinda da sik sik sinama
amaclh giindeme getirilen oldukca evrensel bir yapidir. p = 0 i¢in degismez olan
niteligi p = 1 degerinde ar1 toplamsalliga doniismekte; p arttikga ¢carpimsallik niteligi
once goriiniir duruma gelip gittikce baskinlagmaktadir. Bu durum cizelgedeki yapidan
da sezilmektedir. Ancak burada p’nin 50 gibi cok biiyiik degerler almast durumdaki
ezici carpimsallik niteliginin belirmesi ayristirnmi da tek terime dogru itmektedir.
Ikinci ve iigiincii toplamsal bilesenlerin oransal katsayilarinin en belirgin oldugu p
degerleri 3 dolaylarinda gozlenmektedir. Buralarda tek terim alikoyarak yapilacak

yaklagtirimin yaklastirnm niteligi neredeyse en az diizeyde gibi goriintii vermektedir.

Cizelge 7.2: Uygulama AICDA - Agirlikl.

q4 (o} 0 o3
1 0.99695 0.00303 5x107°
2 0.99555 0.00443 8x10~°
3 0.99506 0.00492 7x10~°
4 0.99529 0.00470 5x10~°

7




Yukaridaki gozlemler olan 7.2 de birim degismez agirliklar icin elde edilen sonuclara
dayalidir. Agirliklarin degisik alinmasi durumunda gozlem sonuglarinda degisimler

beklemekte yarar bulunmaktadir. Bu amacla,

wi=i,  j=1.23 (7.17)

tamimlart kullanilarak uygulamalar gerceklestirilmis ve sonuglar ikinci cizelgede
sunulmug bulunmaktadir.  Bu uygulamalarda daha once degisken alinan p =
3 degerinde tutulmus ¢ arti tamsayisiysa 1, 2, 3, 4 degerlerinde gezdirilmistir.
Kestirilmesinin ¢ok zor olmadigi gibi artan g degerleri ilk terimin baskinligini
arttirmaktadir. Bu ise, agirlik kullammiyla, Agirlikli Indirgeyimcil Ayrigtirim’in terim
sayisinin azaltilmasinin, yani, etkinliginin arttirtlmasin olanakli olmasi demektir ve

agirlik kullanimi i¢in dnemli bir gerekgedir.

Yukaridaki gozlemler, burada verilmemekle birlikte yonliiligii 3’ten biiyiikk olan
dizilerde de gerceklestirilmis ve benzer yorumlara yolacacak olgular getirmistir. Tiim
bunlar, Agirlikli Indirgeyimcil Ayristirim’in carpimsal niteligi yiiksek olan dizilerde
daha iyi sonu¢ verecegi ve etkinliginin uygun agirlik secimiyle eniyilenebilecegi

yargisina, bu an i¢in kesin bir kanit verilememekle birlikte, gétiirmektedir.

(7.16)’daki smama iglevi iizerine YBMG Tabanli Ayristirnm da uygulanmis ve ilk
cizelgedeki p degerlerine (birinci diiseysira) karsilik gelen sekiz YBMG bileseninin
oransal katkilar1 ikinci ve onu izleyen diisey siralarda, yiikselen cokdegiskenlilik
siralamali olarak {ligiincii cizelgede verilmistir. Bilindigi gibi, YBMG, etkinligi
toplamsalligin baskin olan yapilarda, yiiksek olan bir ayrigtirimdir. Boyle dizilerde ilk
YBMG terimlerinin olabildigince baskin olmasi beklenilen bir olgudur. Carpimsalligin
artmas1 durumundaysa, etkinliin azalmasiyla yiizlesmek beklenilen bir durumdur. Bu
durum 7.3 numarali ¢izelgede gozlenmektedir. Ote yandan, ikinci ¢izelge yapisinin
YBMG i¢in uyarlanarak yinelendigi 7.4 numarah ¢izelgede agirlhi§in ayristirima olan
etkilerinin goézlemlenmesi saglanmaktadir. Kolayca ayirdina varilacagi gibi, agirhik
degismezlikten uzaklasip oldukca biikiimlii duruma geldikce ilk YBMG bilesenlerinin

baskinligida artmaktadir.
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Cizelge 7.3: Uygulama YBMGKA - Agirliksiz.

ri Bo Bi B2 Bs B2 P13 B23 Bi23
0 1.0 0 0 0 0 0 0 0
1 0.95026 0.00785 0.02094 0.02094 0 0 0 0
0.83852 0.02503 0.06693 0.06693 0.00055 0.00055 0.00147 0
5 0.48544 0.06847 0.17902 0.17902 0.01828 0.01828 0.04836 0.00310
10 0.20386 0.07781 0.18794 0.18794 0.06568 0.06568 0.16066 0.05038
20 0.08203 0.06297 0.13424 0.13424 0.10208 0.10208 0.21812 0.16419
30 0.06183 0.05755 0.11719 0.11719 0.10899 0.10899 0.22197 0.20652
40 0.05716 0.05608 0.11270 0.11270 0.11057 0.11057 0.22220 0.21797
50 0.05597 0.05569 0.11153 0.11153 0.11097 0.11097 0.22222 0.22110
Cizelge 7.4: Uygulama YBMGKA - Agirlikl.
q4 Bo Bi B2 Bs Bi2 Bi3 B3 Bi23
1 0.80701 0.03194 0.07687 0.07687 0.00162 0.00162  0.00399  0.00002
2 0.88017 0.02052 0.04828 0.04828  0.00062  0.00062 0.00148 6x10°
3 0.92621 0.01182 0.03048 0.03048 0.00021 0.00021  0.00056 1x107°
4 0.95361 0.00636 0.01982 0.01982 0.00007 0.00007  0.00022 2x10~7

Tiim bunlar carpimsallik icin Agirlikli Indirgeyimcil Ayristirim’1n, toplamsallik icinse
YBMG Tabanli Ayristir’min etkin oldugu ve bu etkinliklerin agirlik kullanimiyla
degistirilebilece8i ve ozellikle yiiseltilebileceginin olanakli oldugu izlenimini verir.
Bunlarin kanitsavlar olarak ilerisiiriiliip kanitlanmasi uzbilimsel olarak dnemli bir olgu
olmakla birlikte, bu tezin kapsam ve amacinin oldukc¢a disinda olmasi nedeniyle,

burada ayrintida kapsam dig1 tutulmaktadir.

Yukaridaki ornek carpimsallik ve toplamsallik tabanli ve bir anlamda ak — kara nitelikli
bir ayirim olgusuna dayandirilmig goriinmektedir. Ama olay ak ile kara arasinda
degildir. Diger bir deyisle, bozluk diizeyi de devreye sokularak nitelendirimin tam
kilinmasi olanakl degildir. Eger Oyle olsaydi olaya yukaridaki iki ayrigtirrmi melezlik
katarak birlestiren bir yaklagtirim yapisi tiim olaylar1 aciklayacak diizeye gelebilirdi.
Ama igin i¢in de bozun diizeyleri olarak nitelendirilemeyen bagka bilesenler de vardir,
al gibi. Ancak, burada daha ¢ok ayrintiya girilmeyecektir. Yine de asagidaki
cizelgelerde bagka altsirasay1 anlatimli yapilardan bazilar1 i¢in uygulama sonuglar1 ek

yorum katmaksizin verilmektedir.

Burada yapilan uygulama MatLab denilen yazilim ile yapilmistir. Ayrica bu yazilima
benzer olan acik kaynakli yazilim ise Octave dir. Farkli islevlerin yer aldig1 7.5 ve

7.6 numaral ¢izelgeler disinda bir de esit boylu ligyonlii diziler lizerinde ¢alisilmistir
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Cizelge 7.5: Uygulama ACDIA - Farkli Islevli.

Islev (o] (6] O3
2%ij+3xip—iz | 0916 0.083 0
2xitx3%iy+i3 | 0.998 0.001 0
2xi1*3xip+i3 | 0.998 0.001 0

Cizelge 7.6: Uygulama YBMGKA - Farkli Islevli.

Islev Bo B B> Bs Bip  Biz Bz Bias
2xi1+3%i) — i3 0.864 0.017 0.105 0.011 0 0 0 0
2 % i% *3%iy+1i3 0.659 0.208 0.096 0.000 0.034 0 0 0
2xi1*%3%iy+1i3 0.805 0.072 0.108 0.001 0.012 0 0 0
log(1+ l%) *3xih+1i3 | 0.867 0.049 0.052 0.023 0.008 0 0 0
log(i%) *3%iy+1i3 0.742 0.167 0.027 0.034 0.027 0 0 0

bunlar ise 7.7, 7.8, 7.9 ve 7.10 numarali cizelgelerdir. Ve burada goriilmiistiir ki,

YBMDKA ayristiriminda birli, ikili terimlerde hep ayn1 degerleri almaktadir.

Cizelge 7.7: Uygulama AICDA - Agirliksiz - Esit Boylu.

pi (o]} o) O3

0 1.0 0 0

1 0.99913  0.00086

2 0.99811  0.00188  6x1077
5 0.99933  0.00066  6x10~7
10 | 0.99937  0.00062  8x1077
20 | 0.99995  0.00004  4x107°
30 0.99999  2x107° 1x10~ 1
40 | 0.99999 1x10~7 1x10~ 14
50 0.99999  6x107° 1x10~Y7

Cizelge 7.8: Uygulama AICDA - Agirlikli-Esit Boylu.

O] 02 03
0.99501 0.00497 6x107°
0.99278 0.00720 0.00001
0.99195 0.00803 0.00001
0.99215 0.00783 7x10~°

<
AUJ[\);—(_
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Cizelge 7.9: Uygulama YBMGKA - Agirliklsiz -Esit Boylu.

pi Bo Bi B2 Bs Bi2 Bis B2 Bi2s
0 1.0 0 0 0 0 0 0 0
1 0.9375 0.02083 0.02083 0.02083 0 0 0 0
0.80618 0.06320 0.06320 0.06320 0.00139 0.00139 0.00139 0
5 0.42548 0.15065 0.15065 0.15065 0.03873 0.03873 0.03873 0.00632
10 0.15005 0.13854 0.13854 0.13854 0.11600 0.11600 0.11600 0.08631
20 0.04208 0.07987 0.07987 0.07987 0.14883 0.14883 0.14883 0.27177
30 0.02393 0.05929 0.05929 0.05929 0.14628 0.14628 0.14628 0.35932
40 0.01873 0.05184 0.05184 0.05184 0.14331 0.14331 0.14331 0.39580
50 0.01687 0.04891 0.04891 0.04891 0.14180 0.14180 0.14180 0.41097
Cizelge 7.10: Uygulama YBMGKA - Agirlikli-Esit Boylu.
q4 Bo B B2 Bs Bi2 Bis B2 Bi2s
1 0.78865 0.06734 0.06734 0.06734 0.00308 0.00308 0.00308 0.00004
2 0.86983 0.04227 0.04227 0.04227 0.00110 0.00110 0.00110 9x10~°
3 0.91612 0.02751 0.02751 0.02751 0.00044 0.00044 0.00044 2x106
4 0.94313 0.01875 0.01875 0.01875 0.00019 0.00019 0.00019 6x1077
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8. SONUCLAR VE UYARILAR

Bu tez ¢alismasinda Ucyonlii Cokludogrusal Dizilerin ayristirimia odaklanilmusgtir.
Ayristinnm  icin  Agirhikli Indirgeyimcil Ayristirim (ing:  Weighted Reductive
Decomposition) ve Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim (YBMG) Tabanli Ayristirim
(ing: High Dimensional Model Gosterilim (HDMR) Based Decomposition) adlarin
tastyan yontemler giindeme getirilmistir.  Bu yOntemler Metin Demiralp ve
onun yonetimindeki Bilisim Enstitiisii Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri Toplulugu

(BEBBYT) iiyelerince gelistirimlerine ¢cok énemli katkilar getirilmis olan olgulardir.

8.1 Ozgiin Bulgular, Katkilar

Bu iki yontemle bu tez caligmasi baglaminda getirilen 0zgiin katkilar asagida

siralanmaktadir.

1. Cokludogrusal dizilerde Indirgeyimcil Ayristirim yeni bir olgu degildir. Ancak,
burada agirlik kullanimiyla etkinlik arttirimi saglanabilecegi gosterilmis bulunmak-

tadir. Bu 6zgiin bir katkidir.

2. Agirlikli Indirgeyimcil Ayristirrm’in Tam Carpimsal ya da Yarigarpimsal tiirden
dizilerde olabildigince az sayida toplamsal terimle gerceklestirilebilecegi kanitlan-

mistir. Bu 6nemli bir bulgu ve katkidir.

3. Agirhikli Indirgeyimcil Ayristirrm’in carpimsalligi yiiksek olan dizilerde ve

ozellikle ¢ok yiiksek olan dizilerde ¢ok etkin oldugu sayisal olarak da gosterilmistir.

4. Agirhkli Indirgeyimcil Ayristirim’in toplamsallig1 daha baskin olan ama ¢arpimsal-
lik da iceren durumlarda toplamsal bilesenlere baskinlik dagiliminin en az diizeyde
kalabilecegi ama bu durumun agirlik kullanimiyla baskinlik yogunlagmasina

doniistiiriilebilecegi sayisal olarak gosterilmistir.
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5. YBMG cok daha 6nceden yalniz BEBBYT degil baskalarinca da gelistirilmis ve
gelistirilmekte olan bir olgudur. Ancak, bunun c¢okludizi ayristirminda 6nemi ilk
kez buradaki diizeyde vurgulanmakta ve ayristirrm yontemi olarak onerilmektedir.

Bu 6zgiin bir katki olmak durumundadir.

6. YBMG Tabanl cokludogrusal dizi ayrigtirrmi en etkin durumunu degismez ya
da an toplamsal nitelikli ¢cokludogrusal dizilerde gostermektedir. Toplamsallik
azalimi1 genelde carpimsallik artimi getirmekte olup bu durumlar i¢in kesme
yaklastirimlariyla elde edilecek niteligin carpimsallik arttik¢a keskin bir bigcimde
azalacag1 sayisal olarak da gosterilmistir. Bu olgu ¢ok yeni bir gozlem olmasa da

cokludogrusal diziler i¢in yeni ve 0zgiin bir katkidir.

7. YBMG Tabanli cokludogrusal dizi ayristirminin etkinliinin agirhik secimi
izerinden olumlu bir bicimde degistirilebilecegi sayisal olarak gosterilmistir. Ama
bunun kuramsal bir ger¢ek oldugu olgusunun tiim belirtileri de elde bulunmaktadir.

Bu ac¢idan da tez 6zgiin bulgu ve katkilar icermektedir.

8. Yukarida belirtilenler yanisira uzis (ing: algorithm) olusturumu gerceklestirilmis ve

calistirrmiyla etkinligi stnanmig iki MuPAD betigi iiretilmisgtir.

8.2 Uyarnilar

Tezde yukarida belirtilen 6zgiin bulgu ve katkilar iiretilmis olsa da her soruna umar
(care) getirecek bir, deyim yerindeyse, Lokman Hekim recetesi olusturulmus degildir.
Ancak, azzimsanmayacak bir yol agilmistir. Yine de bazi uyar1 belirtimlerinde yarar

bulunmaktadir.

1. Burada ii¢yonliilik kisitlamasi soz konusudur. Ancak, bu uygulayimsal bir
kisitlama olup ne kuramsal genel yapiya ne de betiklere biiyiik sorunlar

getirmektedir. Yeterince 6zen gosterilerek uyarlamalar gerceklestirilebilir.

2. Agirlikli Indirgeyimcil Ayristirrm’da indirgemenin tek asamali olarak gerceklestir-
ilmesiyle yetinilmistir. Yinelemeli bir yapida asama sayis1 cogaltilabilir. Ancak

bu toplamsal terim sayisinin da artisina neden olur. Dolayisiyla, ne diizeyde
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yineleme yapilacagi bir yegleme konusudur ve bu dogrultuda gereksinimler oldukca

belirleyici gorev iistlenirler.

. Burada agirlik bir digcarpim alinmistir. Alinmasa da olabilir, ancak art1 tamimlilik
ve bakisimin elde bulunmasi gerekir ve bu diizeyde genellik agirlik se¢imini ya da

tanimini zor bir duruma tagiyabilir.

. Agirhigin discarpimsal olmasinin yamisira digcarpanlardan her birinin kdsegen
alinmas1 da oldukca kisitlayicidir. Ancak, tizerinde ¢alisilan sonlu kartezyen uzayda
uygun eksen dondiiriimleriyle kosegenlik saglanabilir. Bu ac¢idan bakildiginda ilk

bakista sanilan diizeyde bir genellik yitimi s6z konusu degildir.

. Uygulamalarda MuPAD yazilim1 yeglenmistir. Ama ille de onun kullanim1 gerekli
degildir. Simgesel yorumlama ve yiiksek duyarlilik diizeyli sayisal yorumlama
nitelikleri olan herhangi bir yazilim bu amacla, yani bilgisayim (hesaplama) icin

kullanilabilir.

. Sayisal bilgisayimda duyarhilik diizeyinin yeterince biiyiik tutulmasi olasi sayisal
yanilgi yigilmalarindan (ing: error accumulation) kacinmak icin bir gereksinim
olarak diisiiniilmelidir. Yoksa, beklenmedik sonuclara, yanlis olduklar1 sezilmeden

varilabilir.
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