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YUKSEK BOYUTLU MODEL GOSTERILIMI ILE VERI BOLUNTULEME
YONTEMININ KOSUTLASTIRILMASI

OZET

Yalnizca uzaydaki belli noktalardaki degerleri verilmis ¢ok degiskenli bir
f(x1,x2,--+,xn) islevine alisilagelmis yontemlerle igdegerbigim islemi yapilmasi
boyut sayisi arttiginda birer bagbelast durumuna gelir. Bu tiir islevler i¢cin dogrudan
bilgisayar programcilig1 ile ¢6ziim aramak yerine ilk olarak bu islevleri bilgisayar
programlamasi agisindan daha kolay ele alinacak, matematiksel olarak, etkili bir yapiya
getirmek gerekir. Bu amagla bu isleve yaklastirim yapan bir bél-ve—yonet algoritmasi
gelistirilmistir. Bu yaklastinnm sayesinde ¢ok degiskenli f islevi ¢ok daha diisiik
boyutlu terimlerle ifade edilebilmektedir. Bu yaklastirima Yiiksek Boyutlu Model
Gosterilimi (YBMG) adi verilmektedir. Bu yontem cesitli calismalarla basarili bir
sekilde uygulanmistir. Fakat bu yontem bu haliyle biiytik veri hacmine sahip problemler
tizerinde uygulanamaz. Problemdeki boyut sayisi ve boyutlardaki diiglim noktalar1
sayilar1 arttifinda veri hacmi oyle biiyiir ki alisilagelmis PC’ler verinin gereksinim
duydugu yiiksek RAM sigasini karsilayamaz. Diger bir énemli problem de YBMG
terimlerini hesaplamakta kullanilan esitliklerin yapilaridir.  Esitlikler icin yazilmis
algoritmadaki dongii sayilar1 problemdeki boyut sayisina bagimlidir. Bu calismada
ilk olarak YBMG terimlerini hesaplamakta kullanilan esitlikler iyilestirilmistir. Bu
iyilestirme sonucunda esitliklerin problemdeki boyut sayisina bagimliligi ortadan
kaldirilmustir. Tyilestirilmis esitlikler sayesinde yéntem kosutlastirmaya uygun bir hale
getirilmistir. Son olarak da yontemin kosutlastirmasinin basarimi ¢éziimlenmistir.
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DATA PARTITIONING VIA HIGH DIMENSIONAL MODEL
REPRESENTATION BY USING PARALEL COMPUTING

SUMMARY

If the values of a multivariate function f(x,x>,--- ,xy) are given at only a finite number
of points in the space of its arguments and an interpolation which employs continuous
functions is considered standard multivariate routines may become cumbersome as
the dimensionality grows. This urges us to develop a divide—and—conquer algorithm
which approximates the function. The given multivariate data is partitioned into
low-variate data. This approach is called High Dimensional Model Representation
(HDMR). However the method in its current form is not applicable to problems having
huge volumes of data. With the increasing dimension number and the number of the
corresponding nodes, the volume of data in question reaches such a high level that it is
beyond the capacity of any individual PC because huge volume of data requires much
higher RAM capacity. Another aspect is that the structure of equalities used in the
calculation of HDMR terms varies according to the dimension number of the problem.
The number of loops in the algorithm increases with the increasing dimension number.
In this work, as a first step, the equations used are modified in such a way that their
structure does not depend on the dimension number. With the newly obtained equalities,
the method becomes appropriate for parallelization. Due to the parallelization, the
RAM problem arising from problems with high volume of data is solved. Finally, the
performance of the parallelized method is analyzed.
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1. GIRiS

YBMG yontemi ilk olarak 1993 yilinda 1.M.Sobol tarafindan Monte Carlo ve
quasi-Monte Carlo algoritmalarin1 ele alarak farkli degiskenler ya da degisken
gruplarina goére bir f(xy,xo,---,xy) islevinin duyarhiligini kestirmek igin gelistir-
ilmistir[11]. Bu duyarlilik belirlenmesi, dogrudan f islevi tizerinden gergeklestir-
ilmemistir. ' YBMG yo6ntemi temel olarak Sobol Teoremi’nde deginilen ve integrali
alinabilir bir islevin, kendisini olusturan degiskenlerin kendileri ve birbirleri ile olan
etkilesimlerinin birlesimine esit oldugu diisiincesine dayanir. Bu sekilde N degiskenli
bir islev i¢in Taylor agilimina benzer yapida, ilk olarak degismez (sabit) bilesen, bir
degiskenli bilesenler, iki degiskenli bilesenler ve en sonunda bir adet N degiskenli
bilesenin birlesimi olarak yazilir. Burada deginilen HDMR bilesenleri, igcerdikleri

degiskenlerin birbirleri ile etkilesimlerini gostermektedir.

Sobol’un ¢aligmasinin ardindan YBMG yo6ntemi, Hershel Rabitz ve grubu tarafindan
daha kapsamli bir hale getirilmistir[1-4]. YBMG ve YBMG bazli diger algorit-
malar atmosferik modelleme, atmosfer dinamikleri ve source-sinks of trace gase,
quantitative risk assessment, atmosferik ol¢timlerinin inversiyonu, mali ve ekonomik
uygulamalar ve stratosferik kimyasal devinim bilimi gibi farkli miihendislik alanlari

icin gelistirilmistir[1-6].

Bu ¢alismada kosutlastirilan YBMG yontemi ¢ok degiskenli icdegerbi¢im problemle-
rine ¢oziim i¢in gelistirilmistir[7-10]. Fakat burada i¢degerbi¢im uygulanacak islevin
analitik yapis1 belli degildir, bunun yerine belli noktalardaki degerleri elde bulunmak-
tadir. Bu c¢okdegiskenli veri yontem yardimiyla daha az degiskenle anlatilabilecek
bir yapiya dontistiiriilir ve bu yapi iizerinden i¢cdegerbi¢cim islemi yapilir. Burada
anafikir verinin en fazla birli degiskenlerden olusan bir yap1 ile yaklastirim yapilmasini

saglamaktir.

Bu noktada yontemin gercek diinya problemlerinde uygulanmasi icin neden kosut-
lastirmaya gereksinim duyuldugu aciklanmalidir. Kosutlastirma gereksinimi temel bir

soruna ¢6ziim bulacaktir. Bu sorun yiiksek veri hacmine sahip problemler {izerinde



yontemin uygulanmasidir. Gergek diinya problemlerinde bir olay1 etkileyen ¢ok sayida
degisken vardir. Bu degiskenlerin ve degiskenlerdeki bilesen sayisi arttikca olayin
gergeklestigi uzay da genisler. YBMG, N degiskenli bir f islevini daha distik
boyutlardaki terimlerde ifade eder. Fakat bunun i¢in eldeki tiim veriyi kullanmasi
gerekir. Veri kiimesi degiskenlerdeki bilesen sayilarmin garpimudir. Ister diisiik ister
yiiksek sayida boyut kullanilsin, veri kiimesini olusturan her bir degiskene ait bilesen
sayilar1 belli bir saymin tizerine ¢iktik¢a, milyonlara hatta milyarlara varan noktalardan
olusmus veri setleri kolaylikla ortaya cikar. Ornek olarak 3 degiskenli bir uzayda her
bir degiskende 10.000 adet bilesen oldugu diisiiniiliirse ve bu bilesenlerin olusturdugu
nokta sayist 10.000° = 1-10'? adet olacaktir. Tiim noktalar floar tiiriinde tutulsa
veri kiimesinin hacmi 4 - 10'? byte olacaktir. Bu da terabyte hacmine sahip bir veri
seti ile ¢alisildigr anlamina gelmektedir. Bu kadar biiyiik hacimlerle alisilagelmis
bir PC iizerinde uygulama ¢alistiritlamaz. Yontemin kosutlastirilmasi i¢in yontemde
kullanilacak esitliklerin kosutlastirilmasi gerekmektedir. Burada da diger onemli
problem ortaya ¢ikar. Yontemde kullanilan esitliklerin yapilar1 problemdeki boyut
sayisina gore degiskenlik gostermektedir. Bu problemi agsmak i¢in ilk olarak bu esitlikler
iizerinde iyilestirme calismasi yapilmustir. lyilestirme ¢alismasi sonucunda esitlikler
boyut sayilarindan bagimsiz bir yapiya kavusturulmustur. Bu asamadan sonra yontem
kosutlagtirillmigtir.  Kosutlastirma yontemi olarak MPI (Message Passing Interface)
ve CUDA (Compute Unified Device Architecture) kitapliklar1 kullanilmisti.  MPI,
supercomputer altyapisi olan kullanicilar i¢in tasarlanmis bir kitapliktir. CUDA kitaplig1
ise son yillarda ¢ok taninmis olan ve ekran karti {izerinde bulunan "Performance per
watt" olarak ¢ok daha etkili GPU (Graphical Processing Unit) kullanan bir kitapliktir.
Boylece hem supercomputing altyapisi tastyan, hem de GPU kullanabilen bir bilgisayar
altyapisina sahip kullanicilar i¢in kosutlastirma se¢enekleri sunulmustur ve basarimlari

incelenmistir.
Tezin 2. kisminda YBMG yontemi hakkinda bilgi verilmistir.
Tezin 3. kisminda veri boliintiileme ve icdegerbi¢im tizerinde durulmustur.

Tezin 4. kisminda yontemde kullanilan esitliklerin iyilestirilme asamalar1 iizerinde

durulmustur.
Tezin 5. kisminda yontemin MPI ile kosutlastirilma asamalar anlatilmistir.
Tezin 6. kisminda yontemin CUDA ile kosutlastirilma asamalar1 anlatilmistir.
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Tezin sonug kisminda kosutlastirma stireglerinden ¢ikan sonuglar tartisilmistir.






2. TEZDE KOSUTLASTIRILACAK YONTEMLER

Bu boliimde tez caligmasi igerisinde kosutlastirilacak olan Yiiksek Boyutlu Model
Gosterilimi (YBMG) yontemiyle ilgili kisaca bilgi verilmesi amag¢lanmistir. Bu amacla
ilk olarak bu yontemin cesitleri tizerinde durulacak ve tarihsel gelisim siireciyle ilgili

bilgi verilecektir.

2.1 Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi (YBMG) Yontemleri

YBMG konusunda yapilan ilk ¢aligma olan Sobol Kanitsavina (teoremine) gore tiim-

levlenebilir (integrali alinabilir) her f(x,...,xx) islevi asagidaki anlatimla yazilabilir.

N N
f(xla"'axN) - f0+ Zﬁl(xil)_'_ z filiz(xila-xiz)+"'+f12...N(x17~'7xN)
11:1 il.i2:1
i1<ip

2.1)

Acilim, goriildiigii gibi, sonlu bir toplamdir ve degismez terim, tek degiskenli terimler,
iki degiskenli terimler sirasinda ilerlemektedir. Burada, 6nemli olan, sag yandaki f’leri

tanimlamaktir. Kanitsavdaki 6ngoriime gore

1
/0 dxsﬁh@_”ik(x,-l,...,x,-k) =0 S = il,...,ik (22)

(2.1) esitliginin sag yanindaki terimler i¢in diklik kosulu gegerlidir.

(ﬁliz..‘iwﬁliz...i/) = 07 {i17i27 .- '7ik} §—£ {i17i27 .- '7il}7 1< kyl <N (2’3)

by by
(ﬁ],...ikxfjl,...j]) = dxl"' deW(xlr"?xN)_fi],...ik (xila---yxik)
al ag
X firi (Kjs-nxj), 1< <...<ixg <N,

1<ji<..<ji<N, 1<kI<N (24

Yukarida tanimlanan esitlige ve diklik kosuluna uygun olarak (2.1)’de degismez terim

olarak gosterilen fj’1 bulmak i¢in (2.1) esitliginin her iki yaninin N kez tiimlevini aliriz.

1 1
// dxy ...dxy f(x1,....x8) = fo (25)
0 0

5



Benzer bi¢imde, (2.1) esitliginin her iki yaninin x; degiskeni diglanarak N-1 kez tiimlevi

alinirsa asagidaki esitlik elde edilir ve bu esitlikten f;(x;) degerleri tiretilebilir.

1 1
/0 /0 dx1 ---dxifldxzﬂrl ...def(xl,...,xN) :fo-l-f,-(x,-) Vi= 1,...,N (2.6)
—_——
N—1 kat
(2.1) esitligindeki tim f’ler bu bigimde elde edilir.  Sobol’ca bulunan yontem
Rabitz Grubu’nun caligmalari ile genisletilmis bir yapiya kavusturulmus ve kapsamli
uygulama alanlar1 bulunmustur[1-4]. Sobol’un yazisinda 1 alinan agirlik islevi ve [0,1]

araligindaki tiimlev yerine genisletilmis yapi i¢in asagidaki kosul verilmistir.
by by
dxy - dxyW (x1,...,xn) fi(xi) =0, 1<i<N (2.7)

ai an

Burada verilen W (xy,...,xy) agirlik islevi asagidaki bicimde tanimlanmaktadir.
N
W()Cl,...,XN)EHVVj(Xj), XjE[Clj,bj:l, ISJSN (2'8)
=il

Ayrica agirlik islevi asagidaki boylandirim (ing: normalization) kosulunu da saglamali-
dir.
bj
[Jagmey =1, 1<j<N 2.9)
aj
Sobol Kanitsavi’na benzer bicimde degismez, tek degiskenli ve iki degiskenli YBMG

terimleri W (xy,...,xy) agirh@i altinda asagidaki bigimde bulunur.

by by
fOZ dxy--- dXNW(xl,...,XN)f(xl,...,XN) (2'10)

ai al

by br—y
Jilxk) = dx1 Wy (x1)- / dxg_ 1 Wi—1(Xg—1)

ai Ak—1

by 1 by
X / Axpy 1 Wi (Y1) -+ | dxnWv(xw)
Af+1 aN

N
f()—|- z f,'l (xi1>+"'—|—f12.,,N()C1,...,)CN)] —fo, 1<k<N (211)

=1

by by —1
Sk, (X1, .00XN) = dlel(xl)"'/ dxp, 1 Wi, —1(xk,—1)
a Ay -1
biey +1 biey—1
X/ dxk1+ka1+l(xk1+l)"'/ dxkz—kaz—l(xkz—l)
ak1+l akz—l
bry11 by
x / Ay 1 Wi 1 (Xky 1) -+ [ dxnWn(xw)
ak2+1 an

X

N
fot+ X, fuxi) + -+ fiz.n(x, ---7XN>]

i1=l1
_fkl(xkl)_sz(xk2)_f07 1 Skl <k2 SN (2.12)
6



Amacimiz ¢ok degigkenli islevin kesin degerini tiretmek olmadigindan, aksine, belli bir
kesme yaklastirimi ile yetinilmek istendiginden, geri kalan YBMG terimleri gbzoniine
alinmamaktadir. YBMG terimlerini belirlemekte kullanilan tiimlev isleminde bulunan

diklik kosulu iizerinde 6zenle durulmasi gereklidir. Diklik kosulu altinda asagidaki

esitlik yazilabilir.
by by
s a’xlm/a1 AxNW (X1, s XN) fiy iy (K - -0 %0) Fin (le,...,le) =0
ileyik 2 1yeenji, 1<ii<...<ix<N,
1<j1<...<ji<N, 1 <kJI<N (2.13)

Bu da bizi agagidaki i¢carpim tanimini kullanmaya zorlar.

by b
(ﬁ],...ikaf}'l,...j]) = dXI"' deW(x17"'7xN)ﬁ1,...ik (xilu-'~7xik)
aj aj
xﬁl’mjl(le,...,xj,), 1§i1<...<ik§N,

1<j1<...<ji <N, 1<kI<N (2.14)
Bu bizim asagidaki boy tanimini1 kullanmamiza olanak verir.
Hﬁ],...ikH = (fi],...ik7ﬁ],...ik); 1 S il <...< ik S N7 1 S k S N (2'15)

YBMG terimlerinin boy tanimim1 ve diklik kosulunu kullanarak (2.1) esitligi i¢in

asagidaki anlatim yazilabilir.

N N
AP =1/61P+ X 141+ S o+ -+ Az.n]? (2.16)

=1 il in=1
il <i2

Bu esitlik bize kesme uygulanmis YBMG yaklastiriminin niteligini 6lgmemizi saglar.
Eger YBMG degismez terimden sonra kesilirse yaklastirnma “Degismez Yaklastirim”,
degismez ve birli terimlerinden sonra kesilirse “Birli Yaklastirim”, degismez, birli ve

ikili YBMG terimlerinden sonra kesilirse “Ikili Yaklastirim”adlar1 verilir. Bu yaklasti-



rim adlandirmalar1 asagidaki toplamsallik 6l¢enlerinin tanimlanmasina olanak saglar.

1 2
o = —|fl
/]
1 X )
o = —— S AP +o
&
o = —fianlPto
N = ——=l|l/i2.N N-1
/1

(2.17)

Burada op “Degismezlik Olceni’olarak adlandirilmaktadir. Diger o terimleri de,
k degisken igeren terimlerle ilgili olan “k. Toplamsallik Olgeni”olacak bigimde
adlandirilirlar. Bu o6lgenler 0 ile 1 degerleri arasinda sirali olarak asagidaki anlatimi
saglarlar.

1<op<o<---<oy=1 (2.18)

YBMG yaklastirnmindaki kesme yaklastiranlar (ing: approximant) daha ayrmtili bir
bi¢imde asagida verilmektedir.
so(x1,%2,+,xn) = fo

N

SI(XI,XZ,"',XN) = S()(x17x2,"',XN)+Zﬁ(xi)
i=1

N
Se(X1,x2, 0 xN) = s (X2, XN) Y, S (K x)

iyeip=1
i1<-<ip

1<k<N (2.19)

Bu tanimlar1 gézoniine alarak (2.1)’de verilmis bulunan f(xi,---,xy) islevine k.

basamaktan YBMG yaklastirimi olan si(xp, - - - ,xy) asagidaki anlatimla verilebilir.

S, xn) = se(xg, - ,xw) (2.20)
Bu yaklastirimin boyu da asagidaki iliskiyi saglar.

Isell = oillfll,  O0<k<N (2.21)
Islev (2.1)’de verilen anlatimla acilir ve f(x1,x3,...,xy) benimsenebilir bir k degeri

icin “Toplamsal”’(YBMG’inde salt degismez ve birli terim barindiran, diger bilesenle-

11 6zdes olarak 0 olan) bir islev ise 1. basamaktan YBMG yaklastirimi, islevi, kesin
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olarak anlatmaya yeterli olacaktir. Bu nedenle, 1. basamaktan YBMG yaklastirimina
aritoplamsal (ing: pure additive) yaklastirim adi da verilmektedir. Verilen herhangi bir
cok degiskenli islevin bu 6zelligi tagimasi1 beklenemeyeceginden ve dolayisiyla YBMG
ile yeterince duyarlilik elde edilemeyeceginden ya yiiksek basamaktan yaklastirnmlara
cikmak gerekmekte (ki bu durumda bilgisayim karmasikliginin ¢cok ¢ok biiylimesi s6z

konusu olabilmektedir) ya da baska bir yontem gelistirme gereksinimi dogmaktadir.

2.1.1 Carpimsallastirilmis YBMG (CYBMG)

Eger bir an i¢in f(xy,...,xy) islevinin arigarpimsal bir yapida oldugu yani
N
S, exn) = [Juilx) (2.22)
i=1
yazilabildigi varsayilacak olursa, YBMG fy degismez terimini bulmak icin (2.10)

esitligi kullanilirsa

by by
fo= dx )Wy (x1)uy(xq) - - dxyW (xy)un (xy) (2.23)
aj an
yazilabilir. Burada #,,
bm
U :/ AXy Wi (X ) th (X1 ) 5 1< m<N (2.24)

ile tanimlanirsa degismez terim icin yazilan (2.23) esitligi asagidaki bicimde yeniden

yazilabilir.

Jo=uuz---un (2.25)

(2.1) esitliginden yola ¢ikarak
fo+ £5(x)) = (@ ay) ”’9" ) _ 1 ”’f)fj ), (2.26)

Uj Uj
65 = o (#’”) - 1) | (2.27)
Uj
uj(xj):ﬁj (J%xj)—l-l), I<j<N (2.28)
0

sonugclari elde edilir.



CYBMG ikili terimleri de, benzer bigimde, asagidaki esitliklerle verilen yapilarda elde

edilebilirler.

fo+ fi(x) + felbw) + fix (o) = (@ ay) (uj_(xj)> (uk_(xk))

uj

o) = (2 (1) (0.

—/o (%jk) - 1) —Jo

TGEN ﬁ(@—l) (”"_(x")—1>, 1<j<k<N (229

Uk

Elde edilen terimlere ait esitlikler agsagidaki bicimde yeniden diizenlenebilir.

N b
fo=11=, ﬁiE/ dxiWi (x;) u;i (xi) 1<i<N

i=1 a;
ﬁ(xi):fO(uiéXi)—l), 1<i<N

i
fihiz (xi17xi2):f0 (@—1) <@—1)7 I1<ii<ih <N
uil uiz

...... (2.30)

Bunun anlami f(xp,...,xy) islevinin arigarpimsal olmasi durumunda, 2.1°deki aritop-
lamsal a¢ilimin da arigarpimsal bir yapmin agilimi durumuna doniistigi dogrultu-
sundadir. f(xi,...,xy) islevinin ¢arpimsal olmamasi ve (2.30) bize, asagidaki esitligi
yazmamiza, olanak verir.
it ) = s i) (5,

1§0i1<~--<z'k§N, 1<k<N (2.31)
Buradaki yap1 f(xy,...,xy) islevinin fygyc (x1,...,xn) ile simgeleyecegimiz YBMG
aciliminda yerine konulur ve ortaya ¢ikan sonlu toplam 6zenle incelenirse

JyBmc (x1,....x8) = fo H(l-l-flfxl ) (2.32)
i=1 0

yazilabilecegi anlasilir. Bunun dogrulugunu sinamak i¢in birli terimlerin z’lar tiirtinden

anlatimlar1 bu esitlikte kullanilirsa

Srema (x1,...,x foH (1+ { Xi) _ ID = fo (ﬂ%) = f(x1,.,%N)

- (2.33)
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elde edilir. Yani, ilgilenilen ¢cok degiskenli islevin arigarpimsal olmast durumunda, onun
YBMG agilimi (2.32) anlatimiyla yazilabilen arigarpimsal bir yapiya doniistiiriilebil-

mektedir.

Eger ilgilenilen islev arigarpimsal degilse (2.32) gegerliligini, daha dogrusu yeterliligini
koruyamaz. Bunun nedeni, bu anlatimda salt bir degiskenli ¢arpanlar kullanilmis
olmasidir. Dolayisiyla, ilgilenilen islev ne olursa olsun, gecerliligini koruyacak ve
YBMG gibi yeterli olacak bir anlatimda degismez bir ¢arpanla onu izleyen N sayida
birli ¢arpanla yetinilmemeli bunlar1 sirasiyla, ikili, ticlii ve sayilar tekdiize artan ve
sonunda N olan ¢ok degiskenli ¢arpanlar izlemelidir. Yani, tipki YBMG’de oldugu gibi
2V sayida carpan igerilmelidir. Dolayistyla, CYBMG igin onerilecek yapi, altsirasayili
r’lerle simgelenen biiyiikliikler bu an i¢in bilinmeyen ama belirlenmesi istenen ogeler

olmak tizere

N N
fx1,..,xy) = 10 [ (1+ri(xi))] H (1—1—1”,'1,'2 (X3, X3,)) | X
i—1 i1,ip=1
! 1’121’2
xrlz,_N(x,-l,...,xiN) (2.34)

anlatimryla verilmelidir. Bu anlatimdaki 7’lerin belirlenmesi i¢in anlatimin ¢arpma
islemlerini gergeklestirerek toplamsal bir yapiya agilmasi ve ortaya ¢ikan terimlerin
olusturdugu YBMG’sel yapinin YBMG’in degismez, birli, ve diger terimleriyle, terim
terim karsilastirma yapilmasi gerekir. Bu islemin ara ayrintilarina burada girmeyecegiz.
Ancak, degismez, birli, ve de ikili ¢arpanlarin bu islem sonucunda elde edilecek olan,

YBMG terimleri tiirlinden anlatimlarini vermekle yetinecegiz.

ro = Jfo, (2.35)
ri(xi) = S ), 1<i<N (2.36)
Jo
oy s _ fil i (xiwxiz) - fi1 (xil)fiz (xiz)
Fiyip (Xll 7x12) fO fO fO )
1<ii<i (2.37)

Burada son terim ikili terimlerin (2.32)’i saglamasi durumunda, yani ilgilenilen asil
islevin aricarpimsal olmasi durumunda, degeri sifirlanir. Bu terim, bir anlamda,
tipkt fi, 4, (xi,,x;,) gibi, ikili baglilasimlara (ing: correlation) karsilik gelmektedir.
Dolayistyla, bu terim ikili baglilasimlarin arigarpimsalligini 6l¢mektedir. Daha ¢ok
bagimsiz degisken iceren carpanlar i¢cin de benzer yorumlar yapilabilir. Ancak, burada

bu seviyeye kadar bilgilendirim ile yetinilecektir.
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Tipki YBMG’de oldugu gibi CYBMG’de de bazi 6l¢enler tanimlanabilir. Bu amagla,

eger,
<Pi(X)El+ﬁ(xi), 1<i<N (2.38)
Jo
tanimi yapilirsa
2
T = Hfon (2.39)
il
N 2
fo IT @i (xi)
T = = (2.40)
1761

anlatiminda iki “Carpimsallik Olgeni”tanimlanabilir.  Bunlardan ilkini “CYBMG
Degismezlik Olgeni”olarak adlandirmak olanaklidir.  Bu élgen (7m) YBMG’nin
Degismezlik Olceni’ne (0p) esdegerdir. Buradaki diger olgen, m; ise YBMG’nin
Aritoplamsallik Olgeni’ni ¢agristirir ve “CYBMG Arnigarpimsallik Olgeni”olarak ad-
landirilabilir. 7y = 1 durumu Degismezlige, m; = 1 durumu ise Aricarpimsalliga
karsilik gelir. Ancak, YBMG Olgenleri durumundaki tekdiize artma ve iistten sinirl
olma durumu buradaki CYBMG Olgenleri i¢in yoktur. Salt bu ézelligi CYBMG’nin
etkinligini ¢ok 6nemli 6l¢iide azaltmakta ve ilgilenilen islevin yapisal olarak degil de
verisel olarak verilmesi durumunda giivenilirligini saglayamamaktadir. Ancak, yine
de, ilgilenilen islevin aricarpimsalliginin ¢cok baskin oldugunun bilindigi durumlarda,

CYBMG’den yararlanmak, onu YBMG’ye gore 6ngoriime ¢ikarmak olanaklidir.

2.1.2 Melez YBMG (MYBMG)

Bu kesimde ¢ok degiskenli islevlerde kullanilan YBMG yo6ntemi i¢in siradan YBMG
ve CYBMG’den degisik bir tiirii anlatilacaktir. Bu tiir YBMG ig¢in verilen ¢ok boyutlu
veriler YBMG’ye uygun olarak ne ar1 ya da baskin toplamsal ne de CYBMG’ye uygun
olarak ar1 ya da baskin ¢arpimsal bir yapr1 igerirler. Bu tiir icin verilen bir veriye karsilik
YBMG ve CYBMG gosterim tiirlerini birlikte igeren bir gosterilim bigimi olan melez
bir yap1 ortaya konacaktir. Bu yap1 asagidaki anlatimla verilebilir.

N
f(xl,...,xN) = ’}’(f0+2ﬁl(xil)+...>

i1=1
N
+ (=) {ro | TT(LraGeag) ) | o< (241)
i1=1
Aslinda, burada, sag yanda, birbirine 6zdes ve biri toplamsal digeri ¢arpimsal nitelikli

olan iki anlatim agirhkl olarak devreye sokulmaktadir. Bu durum, y’nin [0,1]

12



araliginda bulunmasi gerektigi anlamina gelmektedir ve onun degeri ilgilenilen islevin
toplamsallik yiizdesini, 1’e olan uzaklig1 ise ¢arpimsallik yiizdesini gosterecektir. Bu

anlatim, YBMG ile CYBMG birlestirimi niteligindedir.

Burada, islevin sayisal veriler tizerinden verilmesi durumunda, veriler kartezyen
carpimla olusturulan bir 1zgaranin (ing: grid) tiim digtim noktalarinda islev degerlerini

belirli kiliyorsa ve islev buradaki gibi melez yapida ise MYBMG’den yararlanilabilir.

(2.41)’1 kullanarak MYBMG i¢in kesme yaklastirimlart tretilebilir.  Bunun ig¢in
(2.41)’de YBMG ve CYBMG anlatimlar1 yerine onlarin degisik kertelerden (mer-
tebe) olabilen kesme yaklagtiranlar1 kullanilabilir. Boylece asagidaki yaklagtiranlar

uretilebilir.

f(xlv"'axN) ~ hj,k(xla"-va;’}/) =7 (xla"-axN) v (1 _'Y)ﬂk(xl,...,XN),

1<j k<N (2.42)

Bu yaklastiran “(j,k). Kerte’den Melez YBMG Yaklastiran1”olarak adlandirilabilir.
Burada goziiken s; ve m; islevleri daha Onceki kesimlerde tamimlanmis j’ninci
YBMG yaklastirim biiytikliikleridir. Melez YBMG kesme yaklastirimlarinda kullanilan

yaklastiranlar asagidaki gibi bir ¢izelge yapisinda gosterilebilirler.

hoo hoi -+ hon
Mo e B (2.43)
hnvo hnva -+ hyy

Buradaki en 6nemli adim y melezlik degistirgesinin (ing: parameter) saptanmasidir. Bu

amag i¢in agagidaki bigimde bir islev tanimlayabiliriz.

F(x1,.coxn) = /117 = | fsrama (V)| (2.44)

Burada 1 ve fyypuc(7y) sirasiyla verilen islev ile MYBMG nin bu isleve yaklastiranini
gostermekte olup, olmasi gerektigi gibi, boylardaki islevlerde bagimsiz degiskene olan
bagimlilik acik olarak gosterilmemektedir. y degerini saptamak i¢in bu esitligin sol
yanindaki islevin boy degerinin en kii¢tik kilinmas1 gerekmektedir.

JdF
—=0 (2.45)
dy

Bu y’ya gore eniyilenen islevin olusturumunda olsun YBMG ile CYBMG yaklastiran-

larinin olusturumunda olsun ayr1 ayr1 degisik agirlik islevleri kullanmay1 engelleyen bir
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kisitlama s6z konusu degildir. Hangi agirlik iglevinin nerede kullanilacagina ilgilenilen
sorunun yapisina gore karar verilir. Sorun YBMG’si baskin ise YBMG agirlik islevi,
diger durumda ise, EYBMG agirlik islevi kullanilmalidir. Ama, en iyisi, hepsi i¢in ortak
bir agirlik kullanmaktir. Bu ortak agirlik, islevin yapisal olarak verilmesi durumunda,
ilgili tanimbolgesinin her noktasinda iglev degeri bilineceginden, agirlik islevini tim
tanimbolgesi i¢inde siirekli segmek olanaklidir. Ancak, buradaki amacin, daha ¢ok,
tanimbolgesi i¢inde sonlu sayida yinelemesiz noktada islev degerlerinin veri olarak
verilmesi ve bagska bir bilginin elde bulunmadigi durumlarla ilgilenmek olmasindan
dolay1 agirlik islevini de, tiimlevleme altinda, salt bu noktalarda islev degeri iiretecek
yapida yani ayrik yapili secmek gerekmektedir. Bir degiskenli agirlik ¢arpanlarinin
YBMG i¢in gerekli yapiy: iiretebilmesi i¢cin asagidaki anlatimla verilen Dirac delta

islevleri dogrusal birlestirimi olarak se¢ilmesi gerekir.

Wi (x;) Eiaj(.i)S <x,-—§,.<f>), 1<i<N (2.46)
J

Burada, éi(j ) x; dogrultusundaki, artan yonde siralanmis toplam »; sayida digiim
noktasindan j. konumda bulunani simgelenmekte olup Oc](.i) bu diigiim noktasinin hangi
agirlikla giindeme getirildigini simgeleyen degistirge durumundadir. Bu degistirgeler
bu agirlik ¢arpaninin tiimlev birimlendiriminin gergeklestirilmesi amaciyla asagidaki

1’e toplanirlik 6zelligini tasimalidir.
Yol'!=1, 1<i<n (2.47)

Son iki bagmtidan yararlanarak

N )
F (X1, XN3Y) = z Z H ajill
i1=1

J1=1  jy=1

" [f@l(jl)’m, ]<vjN>> _ys; (51(jl>7m,51(vm)> (=P <§1<j1)’_”7éﬁ(;N)>ry

0<j,k<N (2.48)

Bu esitlikle verilen islev daha dogrusu esitligin sag yani enkiicliklenirse aranan y degeri
elde edilir.
y(ek) _ Aa+ 43— A4 —4s
ok Al +A4r—245

1<j,k<N (2.49)
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Bu esitligin sag yaninda goriinen degistirgelerin a¢ik anlatimlar1 asagida verilmektedir.

n ny N ; . N2
TR L ME

j1=1 Jn=1 Li=1

n] ny N . . ) 2
b= 38 e (e, ep)

J1=1 Jn=1 Li=1

] ny N . ) ) ) '
4= 3 3 Tl |7 (& af) s (67 80)).

j1=1 szl _i1:1

n] nN N . . ) ]
A= Y 3 TLo” |7 (&7 &) e (67, 87).

si=1 jy=1[i=1

n] nN N . . ) ]
as = 3 3| Tleg [y (676 o (67 60)

Jsi=1 jy=1[i=1

0<j,k<N (2.50)

Boylece, her bir MYBMG yaklastiran1 i¢in degisik olan y degerleri elde edilebilir ve

bunlarin kullanimiyla (2.43) ¢izelgesi yerine

h()’() X,’}’éfg) h()71 X,}/éjg]k) hO,N XaY(gf/]\{/)
) (ek) (ek)

(ek ek
hio (X% hia (X7, MmN \XN N

(2.51)
k k k
hy o (X» Y]E/e,o)> hn <X7 Y;Eil)> hy.N (X, Yj(ve]\;>
olarak verilen “Eniyilenmis MYBMG Yaklastiranlar1 Cizelgesi”elde edilir. Kuskusuz,
bu cizelgenin en altta ve en sagda bulunan ogesi kesin sonucu verecektir. Diger
ogelerin trettigi yaklastirimlarin niteligi bu yaklastirana yaklasildik¢a azalir ama buna
karsin bilgisayim karmagiklig1 artar. Bu nedenle, yaklastiranlardan altsirasayilari en
cok 2 olanlarla yetinmek istenebilir ve bu istem akilcidir. Yani, ¢izelgenin sol tist

kosedeki (3 x 3) yapisindaki kesistirimin en kullanish yaklastiranlari igerdigi rahatlikla

sOylenebilir.
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3. YBMG YONTEMI ILE VERI BOLUNTULEME

Sonlu sayida degisik nokta iizerinde ¢ok boyutlu i¢degerbicim yiiriitiilmesi gerek-
tiginden YBMG terimlerinden olusan ¢ok boyutlu bolgeyi, herhangi bir ek kosul
ortaya koymadan, tim uzaya genisletebiliriz. Boylece, her bir bagimsiz degiskenin
araligini (—oo o0) olarak alabiliriz. Burada, igdegerbigim uygulanacak f(xi,...,xx)
islevinin yapisinin analitik olarak verilmedigi durumlara odaklanilmaktadir. Bu
durumda, bagimsiz degiskenler tizerinden tanimlanmis Euclid uzayindan sonlu sayida
nokta alinarak bu noktalardaki iglev degerlerinin verildigi varsayilmaktadir. Bu
noktalar her bir bagimsiz degiskenin oOrttiigli araliklarin kartezyen carpimi olarak
alinmaktadir. Islevin degerlerinin ise bir 1zgara tizerindeki diigiim noktalarinin tiimiinde
verildigi varsayilmakta, her bir boyuttaki noktasal deger kiimelerinin tanimlar1 agsagida
sunulmaktadir.

T (5 N LN S T P 0

Bunlardan kartezyen carpimla olusturulan noktalar kiimesi
@E@lx@2x~~x%\z (3.2)

esitligiyle tanimlamaktadir. Kartezyen carpim ile olusturulan & kiimesinin agik

anlatimi1 asagidaki gibidir:
@E{T|T:()Cl,xZ,...,XN),XJ'E@j,lSjSN} 3.3)

Icdegerbicim icin olusturulmasi gereken yapmin 2 kiimesinde yer alan noktalardaki
f(x1,...,xy) islevinin aldig1 degerleri igermesi gereklidir. Bu yapi, uygun bir agirlik
se¢imiyle elde edilebilir. Bu amagla gerekli olan eylem, MYBMG’de yaptigimiz gibi,
cesitli Dirac Delta islevlerinin dogrusal birlestirimlerinden olusan bir agirlik islevi
tanimlamaktir. Bunun i¢in asagidaki agirlik islevi secilebilir.

nj . .
W)=Y s (v-¢"),  xelanp],  1<j<N (G4
k=1
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Burada tanimlanan agirlik islevinin, tiimlev birimlendirim kosulunu (2.9) sagladigi
asagidaki gibi gosterilebilir.
b; no , noo
/ Tde Y a5 <xj—§}kf)> — Yo, 1<j<N (3.5)
aj =1 k=1
Bu da asagidaki iliskiyi, Dirac Delta islevlerinin dogrusal birlestirim katsayilarindaki

bir kosul olarak, bize verir.
3ol =1, 1<j<N (3.6)

(2.10) ile elde edilen YBMG degismez terimi tanimlayan esitlikte (3.4) kullanilirsa
asagidaki denklem elde edilir.

b nj
Jo = /ldxl T a,gll)S <x1—§1(k1)>"‘><

1 k=1

b ny
X / Nde Z OC,EIJVV)S <xN— §IE,kN)>f(x1, ...,)CN) (3.7)
a 1

N ky=
Dirac Delta islevinin 6zelligini de kullanarak tiimlevleme islemi devreye sokulursa
YBMG degismez terimi i¢in asagidaki cebirsel iliski elde edilir
ny ny nN N .
fo=2 2 ( a,ﬁj”)f(éfk‘),...,é}v’w)) (3.8)
k1=1k=1 ky=1 \i;=1 !

Bu iliski asagidaki yapida yeniden diizenlenebilir

fo= 2 E(0)f(7) 3.9)

€YD

Burada

S (él(kl)w"a ]S[kN)>, C(T):ocl(kl)-"aﬁf]v),
L<kj<n, 1<j<N (3.10)

tanimlar gegerlidir.

fin(xp) birli YBMG terimini belirlemek igin (2.11) tanimindan yararlanabiliriz.

fm(éék”“)) _ bldle(xl).../bMIdxmlW(xml)x

ai Am—1

bm+1 bN
X / X A W (Xmy1) - dxyW (xn) f(x1,....xN8) — fo

m+1 an

(3.11)
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Esitligin sag yan1 asagidaki bigimde N — 1 kat tiimlev yapili olarak yeniden yazilabilir.

() = [Man kl"zil a5 (31— &) - x

1

B Ty
X/ ldxm_l 21 OC]EZ:I)S (xm_1 —égi"f”) X

m—1 km71:]
bm-H Myt 1 (
m+1) (k 1)
x/ dxpi1 2 o 6(xm+1—§m$]+ N
Gm-+1 kmp1=1

by nN
x / doy 3 o3 (v = &) f )~ fo - (312)
an

ky=1
(3.9)°’da verilen kapali yapiya benzer olarak yukarida bulunan anlatimi asagidaki

bi¢imde yeniden yazabiliriz.

(&)= X Galm)f (@i~ X C@)1(3) (3.13)
)

TneP(m €9

Burada

g(m) { |t = (X1, o, X1, %mt 1, -0 XN) % € D, 1 < j <N, j#m},

o = (&, el el e,

Cnltm) = oq" g et o,
gk ¢ g, 1 <l < iy, 1 <m<N (3.14)

tanimlar1 gegerlidir.

Elde ettigimiz esitlikle birlikte N sirali terimlerden olusan tekli (ing:univariate) ¢izelge
tiretilmis bulunmaktadir. f,,(x,,) i¢in elde edilen m’inci ¢izelgede n, (1 < m < N)

sayida sirali terim i¢erilmektedir.

Jmymy (Xmy,Xm,) yapisindaki YBMG ikili terimleri de benzer bigimde elde edilir.

(2.12) esitliginden ve Dirac Delta islevinin 6zelliginden yararlanarak benzer anlatimlar

19



asagidaki gibi elde edilir.

(kmy) g (kmy) (kmy) ¢ (kimy)
fmlmz(éml : P-1005) g ) - Z lemz (Tmlmz)f<rm1m27§m1 ! ) omy : )
Tinymy €2™MM2)

B 2 le (Tml)f(rmlvéfgirnl))

Tml e@(”ﬁ)

- z sz (Tmz)f<fmzv ’g;mz)>

Tmz 6@(’”2)

+ 2 8(0)f(7) (3.15)

€YD

Burada

g(mmy)

{Tm’Tm =— (xl,...,xml_l,xm1+1,...,xmz_l,xm2+1,...,xN) R

Xj € D1 < j<N,j#mym},

g(m)

{Tml‘Tml = (X],...,Xml_l,xm1+1,...,XN),

XJGQj,ISjSN,j#ml},

g(ma)

{Tmz\fmz = (X1, e Xy — 1> Xy 15 -, XN ) 5
x;€2;,1<j<N,j#m},

o = (60 gt gl gl )
= (E00, gl gl g,

(kmy—1) ¢ (kmy11)
Tmz = <51(k1)7"‘7§m2—211 >§m2-ﬁlﬂ 7--.7§]E/kN)>7
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(kl) a(kmlfl) (km1+1) a(kmzfl) (km2+1)“ (kN)

Conymy (Tmymy) = O Oy o Oy 0, Ty Oy Oy
Crru (Tm1) = al(kl) T a;sflmfl;l)a;ﬁ@?) o OC]E[kN),
s () = ) Ve o,
(kmy ) (kmy )

| E gmp 1[») 6@}7127

1 <km <nm, 1<kny <ng, 1<m,m<N (3.16)

tanimlar1 gecerlidir. Boylece (3.9) ve (3.13)’1 verilmis veriler tizerinde kullanarak ¢ok
degiskenli islevin analitik yapisini elde edecek i¢degerbicim ic¢in gerekli birli ve ikili

cizelgeler elde edilmis olmaktadir.

3.0.3 i¢degerbicim (ing:Interpolation)

YBMG yardimiyla verilmis veriyi béliintiilere ayirmakla f,,(x,,) i¢in analitik bir yap1
yerine n,, sirali ikilisinden (ing: ordered pair) olusmus bir cizelge saptanmistir. Bu
¢izelge, islev igin varsayilan bir yapi altinda f,,(x,,) terimini saptamay1 olanakl kilar.
Bu da icdegerbicim yaklastirnmidir (ing: interpolation approximation). Bu yolla,
tek bir cok degiskenli igdegerbicim, N sayida tek degiskenli icdegerbi¢cim kiimesine
indirgenerek yaklastirim yapilir. Bu tiir bir yaklastirim i¢in islev degeri olarak YBMG
birli terimleri tizerinde, genel egilimi izleyip ¢okterimli yapis1 varsayarak, Lagrange
Icdegerbigimi kullanilabilir.
My
o) = 3 Li (el (E87), & €D 1<m<N 3D
km=1
Buradaki Ly, (x,)’ler Lagrange g¢okterimli katsayilaridir. Bu cokterimli asagidaki

bi¢gimde tanimlanr.

i (xm — 5,5?)

= - s (km)
Ly, (xm) = g (é(km) —é(j)> ' sn" € I,
ke \ " "
1<kyp,<n, 1<m<N (3.18)
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YMBG terimleri kullanilarak olusturulan (3.17) ve (3.18) esitlikleri kullanilarak ¢ok
degiskenli bir f(xp,...,xy) islevine asagidaki gibi bir yaklagtirim olusturulabilir.

N
SOt nxn) = fot+ D, pm(xm) (3.19)
m=1
o X kmy) g (kny)
PonymyXmy s Xmy) = z z L, (xml)Lkm2 (6my ) fonyms (Smy™ 5 Emy ),
Jom, =1y =1
ki kim
U e g, ESm cg 1<mum <N (320)
N N
F&1snxn) & fot+ D, pmm) + D, Pmyamy omy s Ximy) (3.21)
m=1 my,my=1
m1<m2

Boylece f(xi,...,xn) cokdegiskenli islevi i¢in i¢degerbi¢cim yaklastirimi elde edilmis

olur.
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4. KOSUTLASTIRMA SURECI iCIN YBMG YONTEMININ
IYILESTIRILMESI

Bir onceki boliimde deginilen YBMG tiirlerinden ister YBMG ister CYBMG isterse de
MYBMG veri boluintiileme yontemi kullanilsin asil islem yiikiine sahip olan esitlikler
toplamsal YBMG’ nin degismez ve birli terimlerini bulmada kullanilan (3.9) ve (3.13)
esitlikleridir. Diger tiim bilinmeyenler bu terimler yoluyla elde edildiginden ve islem
ederleri diisiik oldugundan kosutlagtirma siireci disinda tutulmustur. Uygulamalarda
esas olarak YBMG degismez ve birli terimler kullanildigindan bu ¢alismada esas olarak

(3.9) ve (3.13) esitlikleri kosutlastirilacaktir.

Kosutlastirma islemine baslamadan 6nce YBMG degismez ve birli terimleri hesaplayan
(3.9) ve (3.13) esitlikleri incelenecek olursa, esitliklerin yapilari ele alinan problemdeki
boyut sayisina gore degiskenlik gosterdigi goriilix. YBMG terimlerini bulmada
kullanilan algoritmadaki dongii sayisi ele alinan problemdeki boyut sayisina esittir.
Kosutlagtirma islemine gegmeden 6nce bu problemi asmak i¢in ele alinan esitliklerin
matematiksel olarak ne anlattiklar1 ortaya konulup bunlar iizerinde iyilestirme yapil-
malidir. Bu amagla ilk olarak bu esitliklerin matematiksel yapisini ortaya ¢ikarmada

kullanilan kavramlara deginilmelidir.

4.1 Kullanilan Matematiksel Kavramlar

(3.9) ve (3.13) esitliklerinin matematiksel yapilarin1 agiklamak i¢in 6rnek bir noktalar
kiimesi ele alinmistir. Ornek noktalar kiimesi 3 boyutlu olarak secilmistir ve (3.1), (3.2)

ve (3.3) tanimlarindan yararlanarak

7= x2x 7 ={&.6?. &V 6 eV g7, e ) < e 6P} @

seklinde gosterilir. Dolayisiyla birinci boyutu 4 diigiim noktasindan, ikinci boyutu 3
digiim noktasindan ve tiglincli boyutu 2 diigiim noktasindan olusan bir 6rnek noktalar
kiimesi alinmistir. 6rnek olarak alinan noktalar kiimesi {izerinden ¢izge kanitsavinin

(ing:graph theory) 3 kavramindan bahsedilecektir. Bu kavramlarin birincisi Ag
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Kartezyen Carpim (ing:Grid Cartesian Product) kavramidir[13]. Bu matematiksel
kavram yardimiyla 6rnek olarak aldigimiz noktalar kiimesi bir ag kartezyen ¢arpim

olarak agagidaki sekilde gosterilebilir.

D,

if(l) @ 3) @
1 1 1 1

3) (2)
B 5 3

@
2 Ds

o 1)
2 3 Ds Dy Dix Dyx Dy

D,

Sekil 4.1: G432, 71 X 2> X Y5 igin Ag Kartezyen Carpimi

Tkinci kavram Tam k-Ayristirilmis Cizgedir (ing:Complete k — Partite Graph)[14]. Bir
k-tam ayristirllmis cizge k adet ayri kiimeden olusmaktadir 6yle ki kiime igerisinde
bulunan diigiim noktalar1 birbiri ile herhangi bir eslesmeleri yoktur. Buna karsin sirali
halde bulunan bu kiimelerdeki diigiim noktalari komsu kiimelerdeki diigim noktalar1
ile gerceklesebilecek tiim eslesmeleri yapmislardir. Bu ¢alismada diigiim noktalari
arasinda yonlii eslesmeler (ing:directed edges) kullanilmistir. Bdoylece herhangi bir
ag kartezyen carpim bir tam ayristirilmis ¢izge olarak gosterilebilir. Sekil 4.2°de
ornek olarak alman kiimenin ag kartezyen ¢arpiminin 3-Tam Ayristirilmig Cizge olarak

goriilmektedir.

Dy D> D]XDZX Ds
D

Sekil 4.2: G4 3 7 ag kartezyen ¢arpiminin K4 3 » Yonlii 3-Tam Ayristirilmis Cizge olarak
anlatimi

Eger yukarida bahsedilen ve diiglim noktalar1 arasindaki eslesmelerin tiimii mevcut
degil ise bu kavram da k-Aynistirilmis Cizge (ing:k — Partite Graph) olarak tanimlan-

maktadir [15]. Kartezyen ¢arpim ile olugsan noktalardan yalnizca ikinci boyutun birinci
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digiim noktasini 52(1) icerenler Sekil 4.3’°1in sol yaninda isaretlenmistir. Bunun ¢izelge
gosterimi Sekil 4.3’un sag yanindaki gibidir. Gortldugi gibi %, boyutunda yalnizca

52(1) digiim noktasi ile yapilan yonlii eslesmeler gosterilmistir.

D5 D, DIXDZXD3
D

Sekil 4.3: K4 1 7, G4.12’nin Yonli 3-Aynistirnlmis Cizgesi

Ele alimacak son  matematiksel kavram  Yonli  Dongiisiz  Cizgedir
(ing:Directed Acyclic Graph). Adindan da anlasilacagi gibi ¢izge herhangi bir
kesintisiz dongii igermiyor ise DAG olarak smiflandirilir [16]. Sonlu bir DAG en
azindan bir kaynak (ing:source) ve bir bitim (ing:sink) noktasina sahip olmalidir.
Kaynak kendi {izerine herhangi bir yonlii eslesmenin olmadigi, bitim ise kendinden
herhangi bir noktaya herhangi bir yonlii eslesmenin olmadigi noktalardir.  Sekil
4.4°1n sol yaninda dikkat edilecek olursa bu ¢izgenin 4 adet kaynak ve 2 adet bitim
noktasina sahip oldugu goriiliir. Ayrica bu ¢izge kesintisiz bir dongii saglayacak yonlii
eslesmelere sahip degildir. Dolayisiyla bu bir DAG’dir. Ek olarak ¢izge esit uzunlukta
yonlii erisim yollarma (ing:path) sahiptir. Her bir erigim yolu (@1(1),52(1),53(1)) gibi
ornek noktalar kiimesi elemanlarini igeren sirali ti¢liillerden olusur. Her DAG, icerdigi
noktalar arasinda dogrusal bir topolojik siralamaya sahiptir 6yle ki i < j durumunda v;
noktas1 v; noktasindan 6nce gelir. Fakat 6rnek olarak alman noktalar kiimesinde her

bir nokta alt ve st olmak tizere iki sirasayiya sahiptir. Bu nedenle ek bir siralamaya
(k) ()

daha gereksinim duyulmaktadir; & < ¢ olmak lizere v;”” noktast v;’ noktasindan
once gelmektedir. Bu siralama yardimiyla Sekil 4.4°deki DAG sirali bir noktalar
dizisi olarak gosterilebilir. Sekil 4.4%lin sag yaninda G4 1,’1n sirali bir dizi olarak
goriilmektedir. Sekil 4.4’de goriildiigii gibi birinci erisim yolu hem alt hem de st
sirasayilar1 oncelige sahip oldugundan él(l) ile baslar. 51(1) in ikinci boyutta eslestigi
tek nokta 52(1) dir. gf” ’in de tigiincii boyutta eslestigi iki nokta bulunmaktadir, 53(1) ve

53(2). Bu iki noktanin alt sirasayilar1 ayn1 kiime icerisinde olduklari i¢in aynidir. Bu
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l(1) f(l) ](3) 5(1)

L le\,‘f - O0—0—0
O 1) £ G () £(2)
1 52 63 1 92 53

2. O—0—0 6. 00
(2) (1) A1) (4) 1) 1)
1 52 é 2 5(
O—G—0 : F o—0O—0
2) /(1) (2 @ H{1) £2)
1. 32 923 1. 9 &3
o—0—70 8 "o0—0O—0

Sekil 4.4: G4 1’1in Yonlii Ayristirilmis Cizgesi ve bu ¢izgeyi anlatan sirali tigliiler
kiimesi

nedenle siralama igin {ist sirasayilara bakilir. Boylece §1(1) ile baglayan (51(1) , 52(1) : 53,(1)),
(61(1),52(1),53(2)) sirali {i¢liilerinin olusturdugu diigiim noktalar: sirasiyla dizinin ilk iki
ogeleri olurlar. Ikinci boyutta esleme yapan tek nokta 52(1) oldugundan yine birinci
boyuttaki ist sirasay1 nedeniyle ikinci 6ncelige sahip §1(2) ile erisim yolu olusturulmaya

devam eder ve Sekil 4.4°de sag yanda goriilen bigimde siralanirlar.

4.2 YBMG Degismez ve Birli Terimlerin Veri Kullanim Semalari

Yukaridaki boliimde anlatilan matematiksel kavramlardan yola ¢ikarak herhangi sayida
boyuta ve boyut diigtim noktalarina sahip herhangi bir kartezyen ¢arpimin olusturdugu
cok boyutlu noktalar kiimesinin tamami ya da bir kesimi yonlii paylastirilmis ¢izge
olarak edilebilir. Buradan kartezyen c¢arpim kiimesi 6geleri essiz bir sirada dizi
gosterilebilir. Bu gosterimden yola ¢ikarak 3 boyutlu olarak aldigimiz 6rnek noktalar
kiimesinin kartezyen carpimi (4.1) sirali dizi olarak essiz bir sekilde asagidaki gibi

gosterilebilir.

9 = .@1 X .@2 X .@3
= {(EW,EW My (€M gV el (gD gl gy (W 2 )y

&.a"a @.e"6M 6788 67887,
67.67.6".67.87.67.67.67.6".67.87.67).
678" 6786767876 67.87.67),
67.67. 6.7 876760866087 67,
".87.6.6".87.67).67.87.6".67.87.67) @)
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Kartezyen ¢arpim sonucunda olusan bu dizide 24 6ge bulunmaktadir. Bu 6gelerden her
biri, kartezyen carpim sonucunda olusan ¢ok boyutlu noktalarin koordinatlarina karsilik
gelmektedir. Bu agsamadan sonra anlatim kolaylig1 agisindan ¢ok boyutlu f(xy,x2,x3)
islevinin bu noktalardaki degerleri sirasiyla 1’den 24’e¢ kadar giden sayilar seklinde
gosterilecektir. Bu gosterim bi¢imini kullanarak 6rnek uzaydaki noktalarda sayisal

degerleri bilinen f(x,x7,x3) ¢ok boyutlu islevinin YBMG terimleri hesaplansin.

YBMG degismez terimleri hesaplamakta kullanilan (3.9) esitligi incelendiginde bu gos-
terimin, f(x1,x2,x3) islevinin (4.2)’de gosterilmis 24 noktadaki degerlerinin agirliklar
altinda toplamina esit oldugu goriiliir. (3.6) esitliginden agirliklar her bir boyut i¢in
ayni oldugundan burada islev degerlerinin toplam1 6nem kazanmaktadir. Sekil 4.5°de
YBMG degismez terimleri fy hesaplanirken f(x1,x2,x3)’in tiim noktalardaki sayisal

degerlerinin kullandig1 goriilmektedir.

1 2 3 4 5 o]

7 9 10 11 12
13 14 15 16 37 18
13 20 21 22 23 24

Sekil 4.5: YBMG degismez terimi olan f)’1 hesaplamak icin kullanilan veri kullanim
cizemi

Esas problem (3.13) esitligi ile bulunan birli YBMG terimler hesaplanirken kul-
landiklar1 islev degerlerinin ¢izemini ¢ikarmaktir.  Fonksiyon degerleri kullanim
cizemleri, se¢ilen boyut ve boyutlardaki diiglim noktasi sayisina gore degismektedir.
YBMG terimlerinin matematiksel yapisini anlatmak i¢in 6rnek olarak ikinci boyutun
birinci diigiim noktasmnin YBMG terimi olan fz(éz(l)) hesaplansin. fz(éz(l)) terimi
hesaplanirken kullanilan noktalar, kartezyen carpim kiimesinde ikinci boyutta yalnizca
52(1) diglim noktasini igeren noktalardir. Bu noktalarin se¢imi Sekil 4.3’de sag
yanda bulunan ayristirilmis ¢izgede goriilmektedir. Ayristirilmis ¢izgede fz(éz(l))
hesaplanirken yalnizca 52(1) iceren noktalardaki iglev degerleri kullanilir. Bu degerler de
Sekil 4.6°daki sirali islev deger dizisinde 7. noktadan 12. noktalara kadar olan degerleri
iceren dizi parcasina denk gelir. Diger YBMG birli terimler bulunurken de strateji
aynidir; hangi boyutun diigiim noktasinin YBMG terim degeri bulunmak isteniyorsa
yalnizca o diiglim noktasini igeren noktalardaki islev degeri kullanilir. Sekil 4.6, Sekil
4.7 ve Sekil 4.8 de birinci, ikinci ve tigiincii boyutlardaki diigiim noktalarinin YBMG
terim degerleri hesaplanirken kullanilan islev deger kullanim ¢izemleri goriilmektedir.

Buradan ¢ikarilacak 6nemli bir sonug da ayn1 boyutta bulunan farkl diigiim noktalarinin
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YBMG terim degerleri hesaplanirken farkli islev degerleri kullanilir, birinin kullandigt
veriyi digeri kullanmaz. Sekil 4.6, Sekil 4.7 ve Sekil 4.8°de sirasiyla 1. boyuttaki, 2.
boyuttaki ve 3. boyuttaki diigiim noktalarinin YBMG terim degerleri hesaplanirken
kullanilan islev degerlerinin ¢izemi goriilmektedir. Sekillerde goriilen her bir renk

grubu, farkli diigiim noktalarinin hesabinda kullanilan islev degerlerini gostermektedir.

1 2 3 a 5 6
7 = Wag ] T g
13 14 15 16 17 18
13 20 21 22 23 24

Sekil 4.6: Birinci boyuttaki diigiim noktalarina ait YBMG birli terimleri olan
N (51(”1) )’leri hesaplamak i¢in kullanilan veri kullanim ¢izemi

1 2 -3 oot
7 9 10
13 14 15 16
19 20 21 22

Sekil 4.7: Ikinci boyuttaki diigiim noktalarma ait YBMG birli terimleri olan
1 (52("2) )’leri hesaplamak i¢in kullanilan veri kullanim ¢izemi

1 2 3 a 5 &
7 8 g 10 11 12
12 [ 15 | 18 17 [ g
19 20 21 22 23 24

Sekil 4.8: Uciincii boyuttaki diigiim noktalarma ait YBMG birli terimleri olan
¥E (535”3) )’leri hesaplamak i¢in kullanilan veri kullanim ¢izemi

Buraya kadar gelinen siire¢ Ozetlenirse, (3.9) ve (3.13) esitlikleri ile hesaplanan
degismez ve birli YBMG terimlerinin matematiksel yapilar1 ¢esitli matematiksel
kavramlar yardimiyla belirlenmistir. Bu yapiya gore terimler hesaplanirken aslinda
belirli noktalardaki islev degerlerinin toplami1 kullanilmaktadir. Her bir YBMG terimi,
veri dizisinin ¢esitli parcalarindaki degerleri toplayarak hesaplanir. Bu veri setinde
hangi degerleri kullandiklarini gosteren ¢izemler yukarida belirtilmistir. Fakat bu
cizemler bu haliyle yeterli degildir. Herhangi bir boyuttaki herhangi bir diigiim
noktasinin YBMG degeri hesaplanirken eldeki veri dizisinde hangi verilerin kullandig1
Ozyineli bir iligki ile verilmelidir. Yukaridaki sekillerde gosterilen ve belirli noktalardaki
islev degerlerini iceren 24 6geli veri dizisi goz onitine alinsin. Her bir YBMG terimi
hesaplanirken bu dizi igerisinde belirli 6gelerin degerlerinin kullanildig1 belirtilmistir.
Ozyineli iliskilerin ¢ikarimma 1. boyuta ait diigiim noktalarmin YBMG hesab ile

baslanabilir. Ilk boyutta 5 diigiim noktasi oldugundan her bir diigiim noktas1 igin bir
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YBMG terimi bulunacaktir. Sekil 4.6°da her bir rengin farkli bir YBMG teriminin
hesabinda kullanilan veriler oldugu belirtilmisti. Sekil 4.6’da ilk satirda yer alan
degerler fl(él(l)) hesabinda kullanilan verilerdir. Bu veriler hep beraber bir veri
dizi pargasi olarak distiniilebilir. Sekil 4.6’da goriildiigii gibi her bir YBMG degeri
hesaplanirken 1 tane dizi pargasi kullanilmaktadir. Bu bilgi daha sonra kullanilacaktir.
Her bir dizi pargas1 6 adet veri igermektedir. Bu deger aslinda bundan sonraki boyutlarda
bulunan digiim noktalarinin sayilariin ¢arpimidir. 2. ve 3. boyutlarda sirasiyla 3 ve
2 adet diigtim noktas1 vardi. Bunlarin ¢arpimi ile YBMG terimleri hesaplanan boyutta
kullanilan dizi parcalarinin uzunlugu elde edilmis olur. Dizi par¢asinin baslangicinin
hangi 68eden baslanacaginin belirlenmesi daha kolaydir. Boyutun hangi diigiim
noktasinin YBMG degeri hesaplaniyorsa boyutun dizi pargalarinin uzunlugu ile diigiim
noktasi sirasayisinin ¢arpimit YBMG teriminin kullanacagi dizi parcasinin baslangicini
belirler. Bu sekilde 1. boyuta ait diigiim noktalarinin YBMG degerleri hesaplanir. 2.
ve sonraki boyutlarda YBMG terimleri hesab1 baska 6zyineli iliskileri gerektirir. Bu
iliskilerin ¢ikarimi i¢in 2. boyuta ait YBMG terimleri hesaplanirken kullanilan veri
kullanim ¢izemi Sekil 4.7 gozoniine alinmalidir. Dikkat edilecek olursa bu boyuttaki
YBMG terimleri hesaplanirken tek bir dizi pargasi kullanilmamaktadir. Bu boyutta
bulunan 3 diigiim noktasi i¢in ayr1 ayr1 4 adet veri parcasi kullanilmistir. Ayrica bu veri
parcalar1 arasinda sabit bir uzaklik vardir. Dolayisiyla YBMG terimleri hesaplanirken
dizi parcalar1 sayisi ve bu parcalar arasindaki uzakligin 6zyineli olarak bulunmasi
gerekmektedir. Dizi parcalar1 sayist 1. boyut i¢in 1 olarak alinmisti. Herhangi bir
boyuttaki bir diigiim noktasinin YBMG degeri hesabinda kullanilacak dizi sayis1, ondan
onceki boyutlardaki diigiim noktalar1 sayilarinin ¢arpimidir. 2. boyut i¢in dizi pargalari
sayis1 1. boyuttaki diigiim noktasi sayisina esittir ve 4°diir. Bu sonug Sekil 4.7°den
de gortilmektedir. Ayni zamanda 3. boyutta hesaplanan YBMG degerleri i¢in de ayni
hesaplama yapilacak olursa, 1. ve 2. boyuttaki diigiim noktalar1 sayilar1 carpimindan
12 sayist elde edilir. Sekil 4.8°’den de goriildiigii gibi her bir diigiim noktalasinin
YBMG degeri hesabinda 12 adet veri parcasi kullanilmisti.  Son olarak herhangi
bir diigiim noktasinin YBMG degeri hesabinda kullanilan veri pargalar1 arasindaki
uzakligin 6zyineli iligkisi elde edilmelidir. Herhangi bir boyuttaki diigiim noktalasa ait
YBMG degeri hesabinda kullanilan dizi pargalar1 arasindaki uzaklik, dizinin toplam
uzunlugunun ondan 6nceki boyutlardaki diigiim noktalar1 sayilar1 carpimindan elde

edilen sayiya bolimiiyle bulunur. Boélen deger 1. boyut icin 6zel olarak 1 olarak
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tamimlanmistir. 2. boyuttaki herhangi bir diiglim noktas1 i¢in bu hesap kolayca
yapilabilir. Dizideki toplam 6ge sayisi 24 idi. 1. boyutta 4 diiglim noktas1 vardi. 24/4
den iki dizi parcasi baslangiglar1 aras1 uzaklik 6 olarak bulunur. Sekil 4.7 incelenecek
olursa fz(éz(l)) hesap edilirken kullanilan ilk dizi parcasi 1. 6geden baslamaktadir.
Ayni1 YBMG teriminin hesabinda kullanilan ikinci dizi par¢asinin baslangict 7. 6gedir.
Dolayisiyla aralarindaki uzaklik 6’dir.  Benzer hesap 3. boyut icin de yapilabilir.
Bu boyutta bir diigiim noktasinin YBMG degeri hesabinda kullanilan dizi pargalari
baslangi¢ uzakliklart 24 /(4 - 3) = 2 olarak bulunur. Gergekten de Sekil 4.8 incelenirse

kurulan 6zyineli iliskinin dogru oldugu goriilur.

Simdiye kadar elde edilen YBMG terimlerin veri kullanim ¢izemleri ve ¢ikarilan
ozyineli iliskiler gozoniine alindiginda (3.9) ve (3.13) esitlikleri kolayca hesaplanabilir.
Her iki esitlik de O(N?) hesaplama karmasikligina sahip olacak sekilde daha verimli
bir bicimde yeniden yazilabilir. Her iki esitlik de i¢c ice 2 dongii igerir. Distaki
dongii toplanmasi gereken veri pargalarinin baslangic noktalarini denetlerken i¢ dongii
veri pargalari icindeki 6gelerin toplanmasindan sorumludur. Bu sekilde tim YBMG

terimleri elde edilmis olur.
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5. YBMG Yonteminin MPI ile Kosutlastirilmasi

Onceki boliimde HDMR terimlerini hesaplamakta kullanilan (3.9) ve (3.13) esitlikleri
kosutlastirma amaciyla iyilestirilmisti. Bu asamadan sonra kosutlastirmada itizerinde
durulacak stire¢, hesaplamalarda kullanilan ve belli bir 6zyineli iliski iceren dizi
pargalart i¢cindeki sayisal degerlerin basarimli bir sekilde toplanmasini saglamaktir.
Bu siire¢ anlatilmadan 6nce verinin hesaplama diigimlerine (ing:node) paylastirma

stratejisi anlatilmalidir.

Sekil 4.6, Sekil 4.7 ve Sekil 4.8 incelenecek olursa veri dizisinin neden 6’sarli parcalar
halinde satir satir boliindiigii agiklanmisti. Dikkat edilecek olursa dizi parcalari bu
bigimde bdéliiniirse her bir parcanin YBMG terimleri hesabinda veri kullanim ¢izemi
tipatip aynmidir. Dolayisiyla her bir pargaya diisen is ylki esittir. Bu bolim sekli
rastlantisal degildir. Herhangi bir veri dizisi 1. boyuttaki diigiim noktas: sayis1 kadar
esit pargaya ayrildiginda her zaman bu sonug elde edilir. Elde edilen veri pargalarinin
YBMG terimleri hesabinda kullandig1 veri ¢izemi ve is yiikii ayni olacaktir. Veri dizisini
bu sekilde bolmek essiz degildir. Siranin korunmasi kosulu ile boyutlardaki diigiim
noktast sayilarinin ¢arpimindan elde edilen sayilar da veri dizisini ayni 6zelliklerde
boler. Ornek veri dizisinde 1. boyuttaki diigiim noktasi sayis1 4 idi. 2. boyuttaki
digiim noktas1 sayisi olan 3 ile ¢arpildiginda 12 sayisi elde edilir. Veri dizisi 12 esit
satira boltintirse ayn1 sekilde her bir par¢anin YBMG terimleri hesabinda veri kullanim

cizemi ve ig ylikii ayn1 olur.

Yukarida anlatildig1 sekilde veri dizisi esit pargalara ayrilir ve hesaplama diigiimlerine
olabildigince esit sayida paylastirilir.  Boylece her bir hesaplama diigiimlerine
diisen veri hacmi ve is yiki esit olur. Dolayisiyla load balancing elde edilmis
olur. Bu tiir paylastirimda dikkat edilecek olursa herhangi bir hesaplama digtimii
tek basina herhangi bir YBMG terimini hesaplayamaz. Tek bir YBMG teriminin
hesab1 tiim hesaplama digtimlerine bagli olarak gerceklesir. Bu durumda her bir
hesaplama diiglimiiniin hesapladigi degeri bir araya getirecek bir yapiya gereksinim
vardir. Bu gereksinime karsilik veren MPI Reduce() islevidir[17]. Bu islev her

bir hesaplama diigtimiindeki sonucu alir ve se¢ilen matematiksel islemi uygulayarak
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Sunucu Hesaplama Diigiimii: Istemci Hesaplama Diigiimleri:

1. Kendi tizerine diisen veri satir 1. Kendi iizerine diisen veri satir
sayisini hesapla sayisini hesapla

2. Her bir boyut i¢in dizi pargasi sayisi, | 2. Her bir boyut i¢in dizi pargasi sayisi,
genisligi ve dizi pargalariin genisligi ve dizi pargalarinin

birbirlerinden olan uzakliklar1 hesapla | birbirlerinden olan uzakliklar1 hesapla
3. MPI I/O ile kendine diisen veriyi ¢ek | 3. MPI I/O ile kendine diisen veriyi ¢ek
4. Cektigi verilerden HDMR degismez | 4. Cektigi verilerden HDMR degismez

ve birli terimleri hesapla ve birli terimleri hesapla

5. MPI_Reduce() kullanarak 5. MPI_Reduce() ile hesaplanan
istemci hesaplama diiglimlerinde HDMR terimleri degerlerini sunucu
hesaplanan HDMR terimleri hesaplama diigtimiine yolla.

degerlerini toplayarak birlestir.

Cizelge 5.1: Yontemi MPI kitaplig ile kosutlagtirma siireci

istenilen hesaplama diiglimiine sonucu aktarir. Burada se¢ilen matematiksel islem
toplama islemidir. Her hesaplama diigiimi, belirli bir YBMG teriminin kendisine
diisen toplamini hesaplar. MPI Reduce(MPI SUM) ile sonuglar toplanir ve sunucu
hesaplama diigiimiine aktarilir. Béylece YBMG terimlerinin degerini veren sonug elde

edilmis olur.

Cizelge 5.1’de adim adim agiklanan kosutlastirma silirecinde sunucu ve istemci
hesaplama diigiimlerindeki is adimlar1 gorilmektedir. Ilk olarak tiim hesaplama
diigiimleri kendi lizerlerine diisen dizi satir sayilarmi hesaplar. Daha sonra her bir
boyut i¢cin hesaplanmasi gereken dizi pargalar1 uzunluklari, sayilar1 ve birbirlerinden
olan uzakliklar hesaplanir. Sonrasinda MPI Parallel I/O kullanilarak veriler hesaplama
diigiimlerine ayni1 anda aktarilir. Sonrasinda her bir hesaplama diigiimii kendisine
diisen veri parcasindan YBMG terimlerini hesaplar. Bu islem tamamlandiktan sonra
MPI_Reduce(sum) sayesinde tiim sonuglar toplanarak nihai sonu¢ sunucu hesaplama
dugiimiine aktarilir.  Degismez ve birli YBMG terimlerin hesaplar1 bu sekilde

tamamlanmis olur.

5.1 Olusturulan MPI Algoritmasinin Basarim Analizi

Yapilan basarim analizi her biri Intel(R) Xeon(TM) 2.66 GHz CPU’ya sahip, dagitik
bellek mimarisine sahip ve her bir diigtimde 8 core ve 16GB bellege sahip InfiniBand 20
Gbps baglantili bir sistem tizerinde yapilmistir. Basarimi analiz etmede her bir test adimi
en az 5 kez yapilmistir. Bu testler sonucunda diigiimlerde harcanan siire En Diigiik,

En Yiiksek ve Ortalama olarak smiflandirilmistir.  En Diisiik, diigiim noktalarinda
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ilgili hesaplama icin harcanan en kisa siireyi, En Yiiksek en uzun siireyi, Ortalama da
tiim diigiim noktalarinda harcanan siirenin ortalamasini ifade etmektedir. Analiz i¢in
kullanilan tiim ¢izimlerde sar1 renk En Diisiik, mavi renk En Yiiksek ve yesil renk te
Ortalama siniflandirmalart i¢in kullanilmistir. Basarim analizi i¢in yaklasik 70GB’lik
hacme sahip 6 boyutlu bir veri kullanilmigtir. Analizin diigiim baslangi¢ sayisi, verinin

hacmi gézoniine alinarak bellek agimi hatasina karsin 40 olarak belirlenmistir.

Basarim analizi i¢in 6ncelikli olarak MPI I/O incelenecektir. Bu kisimda yasanabilecek
gecikmeler tiim algoritmanin bagarimini etkileyecek diizeyde olacaktir. Analiz yapilan

dosyanin MPI I/O ile diigtimler tarafindan okunma siireleri asagidaki Sekil 5.1°de

gosterilmektedir.
MPI I/O Siire
250
o -__\_,..-"-——-__ ——— e A\/v
@ 150 — = — —— — - .
= ) e el T D g En Diigiik
% 100 - — — - . —En Yiiksek
—— Ortalama
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o — — — —
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Diigiim Sayisi

Sekil 5.1: MPI algoritmasinin MPI 1/O siireleri

Sekilden goriilebilecegi gibi diiglimlerde harcanan En Diisiik ve En Yiiksek stireler
arasinda ¢ok biiytik farklar vardir. Ek olarak, diigiim noktasi artmasina ragmen dosyanin
tim diigiim noktalar1 tarafindan okunma siiresi azalmamakta ve sabit kalmaktadir.
Bunun nedeni kullanilan sistemde varsayilan dosya par¢alama sayisinin (ing:stripe) 1
olarak ayarlanmis olmasidir. Dosya tek bir par¢a tizerinde oldugundan dosya sunucusu
ancak bir adet istemciye cevap verebilmektedir. Dolayisiyla diigim noktas1 ne kadar
artarsa artsin MPI I/O siiresi sabit kalmaktadir ve okuma 200 saniye civarinda seri olarak
gerceklesmektedir. Dosya, test edilen sistem tarafindan izin verilen en yiiksek say1 olan
9 pargaya boliinmiistiir. Bu pargalama sonrasi diigtimlerde gecen MPI /O siiresi Sekil
5.2°deki gibidir.

Sekil 5.2°den gorildiigii gibi En Diisiik ile En Yiiksek siireler arasinda fark olmasina
karsin onceki siireler kadar yiiksek degildir. Asil 6nemli ilerleme, diigiim sayilari

arttikca MPI I/O i¢in gegen siire artik gerektigi gibi azalmaktadir. MPI /O siirecinde
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MPI 1/O Siire
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Diigiim Sayisi

Sekil 5.2: MPI algoritmasinin iyilestirme sonrast MPI /O siireleri

gecen zaman, dosya fiziksel olarak daha hizli okunamayacak seviyeye inene kadar
stirekli bir azalma gostermistir. Dolayistyla MPI I/O’dan kaynaklanabilecek basarim

dusiisleri bu sekilde engellenmistir.

MPI 1/O siiresi ile ilgili sorun agildiktan sonra degisen dugim sayisina gore Sekil
5.3°de hesaplama sirasinda gegen zamani, Sekil 5.4°de tiim diigiim noktalarinin her bir
testte MPI algoritmasi sirasinda harcadigi toplam zamani, Sekil 5.5°de algoritmanin

WallClock zamanlarini ve Sekil 5.6’de Parallel Efficiency ¢izimi gorilmektedir.

Hesaplama Siiresi
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Sekil 5.3: MPI algoritmasi sirasinda hesaplama i¢in harcanan zaman

Sekil 5.3’de goriildugli gibi diigim noktas1 arttik¢ca hesaplama zamani siirekli bir
azalma davranis1 gostermektedir. En Diisiik ile En Yiiksek siireler arasinda fark
olmasina karsin bu durum MPI I/O stiresindeki durumdan farklidir. MPI I/0O’da dagilim
tekdiize (ing:uni form) dagilim gostermektedir. Hesaplama siiresi 6l¢timiinde kullanilan
testlerde ise dagilim normal dagilimdir ve tepe noktasi ortalamayi isaret etmektedir.
Dolayisiyla hesaplama siireleri her bir test igerisinde tutarlidir. Diigiim noktalarinda

harcanan toplam zamani gosteren Sekil 5.4 incelenirse diigiim sayisinin atmasina
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Diigiim Noktalarinin Kullandigi Toplam Siire
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Sekil 5.4: Tiim digiimleri MPI algoritmasi sirasinda harcadigi toplam zaman
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Sekil 5.5: MPI algoritmasimin WallClock zamani1
MPI Algoritmasiicin Parallel Efficiency
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¢izimi incelendiginde de benzer sonuglar goriilmektedir.

stirdiirmiis, bu sinir asildiktan sonra basarim yitimi baslamistir.

Sekil 5.6: MPI algoritmasinin Parallel Efficiency ¢izimi

ragmen basarimini koruyarak yatay konumunu korudugu goriilmektedir. Sekil 5.5°deki

algoritmanin bastan sona isleyis zamani olan WallClock stiresi ve Sekil 5.6’deki basarim

fiziksel olarak daha hizl1 okunamayacak seviyeye inene kadar basarimini kaybetmeden

algoritmasi yiiksek basarima sahiptir.
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Sekil 5.7, MPI algoritmasimnin WallClock, MPI I/O ve Hesaplama siireleri ile birlikte
her bir diigiime diisen veri hacmini gostermektedir. Stirelerin indeksi sol tarafta saniye
cinsinden, veri hacminin indeksi de sag tarafta GB cinsinden gosterilmistir. Kullanilan

tiim siireler ortalamalar tizerinden verilmistir.

Algoritma Siire ve Veri Hacmi Kargilagtirmalan
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Sekil 5.7: MPI algoritmasinin siire ve her bir diiglim noktasina diisen veri hacmi
karsilastirmast

Sekilden goriildiigii gibi algoritma wallclock siiresi tizerinde MPI 1/O ve hesaplama
stireleri ayn1 agirlikta etki etmektedir. Bu etki diigiim basina diisen veri hacmi 0.9GB’a
kadar diisene de degismemektedir. Bu noktadan sonra diigiim satisinin artmasi fiziksel
olarak girdi dosyasimin daha hizli aktarimini saglamadigindan MPI I/O siiresi sabit
kalmis, buna karsin diiglim sayis1 arttikca hesaplama siiresi beklendigi gibi azalmaya
devam etmistir. Fakat MPI /O siiresinden dolay: algortimanin basarimi bu noktadan
sonra azalmaya baslamistir. Buradan ¢ikarilacak sonug¢ bu sistemde en uygun diigiim
sayisi, her bir digime 0.9GB’dan daha az veri hacmi diismeyecek sekilde bir se¢im

yapilmasidir.
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6. YBMG Yonteminin CUDA ile Kosutlastirilmasi

Son birkag yilda "watt basina basarim" giicii yiiksek olan GPU islemcileri kullanan
CUDA kitaplig1 oldukga popiiler bir hale gelmistir. Bilimsel yazinda diger kosutlastirma
kitapliklarina gore olduk¢a yeni olan CUDA’nin bu kadar basarimli c¢aligmasinin
arkasinda yatan etmenler donanimdan yazilima kadar bu boélimde agiklanacaktir.
Daha sonra CUDA kitapligin1 kullanarak YBMG yonteminin kosutlastirma adimlari

gosterilecektir.

6.0.1 GPU Donanmminin Temel Ozellikleri:

CUDA kitaplhigina deginmeden once bu kitapligin kullandigi GPU islemcisi ve baglh
oldugu donanim ozelliklerine deginilecektir. GPU islemciler ekran karti tizerinde
bulunur. Bu nedenden dolay1 ekran kart1 ile yonetici makinanin (ing:host machine)
ile iligkisi irdelenmelidir. Sekil 6.1°de sol yanda bir ekran kartin1 temsili, sag yanda
ise ekran kartinin bagli oldugu ve CPU islemci kullanan yo6netici makinanin temsili

goriilmektedir.

5GBisec

PCI Express

Sekil 6.1: CPU ve GPU sistemlerin veriyolu basarim yapilmalidirliklari

Ekran kart1 ile yonetici makina arasindaki veri transferi PCI express veri yolu ile
saglanir. Bu veriyolu saniyede 5GB aktarim hizina sahiptir. Sekil 6.1’de her iki
sistemi kabaca karsilagtiracak olursak giinimiiz CPU’larin 60 Gflops/sn. basarima
ulastig1 goriilmektedir. Buna karsin test i¢in kullanilan Nvidia Tesla C1060 kart1 ile
933 Gflops/sn. basarim elde edilebilmektedir. Hem GPU hem de CPU’nun verileri
isleyebilmesi i¢in makinanin belleg§inden verileri ¢ekmeleri gerekmektedir. Bu veri

akis1 CPU’da 13GB/sn. hiza sahipken GPU’da bu hiz 102GB/sn. olmaktadir. Temsili
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sekillerden basarim farkinin nasil olustugu temel olarak goriilmektedir. GPU’nun
CPU’ya gore hesaplama basariminin bu kadar yiiksek olmasmin farkini gérmek igin
yonga (ing:chipset) mimarisi arasindaki farklara bakmak gerekmektedir. Bu farklar

Sekil 6.2°de goriilmektedir.

Sekil 6.2: CPU ve GPU’nun yonga mimarileri farklari

CPU’nun en 6nemli gorevi, isletim sistemi ile donanim arasinda koprii olusturan
programlar1 ¢alistirmaktir. Dogal olarak bu is yiikiine cevap vermek i¢in sinirli ALU
(Arithmetic Logic Unit) sayisina karsin genis ve olduke¢a hizli bir yonga {izeri hafiza
(ing:onchip memory) kullanir. Gereksinim duydugunda bellek adi verilen ve biiyiik

olmasina karsin basarimi diisiik sistem bellegini kullanir.

GPU ise kullanim amacima uygun bir bigimde, CPU’nun goérevleri disinda kalan
goriintiileme islerinin gereksinim duydugu yiiksek hesaplama yiikiinii karsilamak i¢in
tiretilmistir. Dolayisiyla bu yiiksek hesaplama maliyetini karsilamak i¢in ¢ok sayida
ALU biriminden yararlanir. GPU’daki her bir ALU birimine SP (Streaming Processor)
denilmektedir. GPU ¢ok sayida ALU ve daha sinirl biiytikliikte GPU yonga tizeri hafiza
sahiptir. Gereksinim duydugunda ekran kartin iizerinde bulunan bellekleri de kullanir.
Bu bellekler ayn1 zamanda host bellegi ile veri aligverisi yapabildigi kismidir. GPU
bilesenlerinin ekran kart1 tizerinde bulunan hafiza tiirlerini kullanim bi¢imi Sekil 6.3’de

incelenebilir.

||

| T

Sekil 6.3: GPU’nun hafiza kullanim Semasi
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GPU {izerinde bulunan her bir SP genel hafizaya (ing: Global Memory) erisip yazma
yetkisine sahiptir. Bu hafiza tiirii, ekran kart1 izerindeki en kapasiteli hafizadir. Fakat
kaselenemedigi (ing:caching) igin erisim hizi diger hafizalara gore olduke¢a diigiiktiir.
Sabit hafiza (ing: constant Memory) kaselenebilir, fakat SP’ler sabit hafiza i¢indeki
veriyi sadece okuyabilir, yazamaz. Ayrica kapasitesi de ¢ok daha kiigtiktiir. SP’ler
belirli sayida gruplar halinde SM (Streaming Multiprocessor) i¢inde bulunurlar. Her
bir SM i¢indeki SP’ler kendi bulunduklari SM iizerinde bulunan ve paylasilan hafiza
(ing: Shared Memory) ad1 verilen ve GPU {izerinde bulunan hafiza tiirtinti kullanirlar.
Bu hafiza tiirti kaselenebilmektedir. Ayni1 SM i¢inde bulunan SP’ler bu hafiza tiirii
aracili@1 ile veri paylagimi yapabilirler. Ayrica SP’ler bu hafiza tizerinde veri okuma ve
yazma islemleri yapabilirler. Fakat bu hafizanin kapasitesi genel bellek yaninda KB’lar
seviyesindedir. En kiiciik kapasite ve en hizli isleme sahip hafiza tiirti ise her bir SP’ye
ozel olarak atanmis yazmactir (ing:register). Bu hafiza tiirline yazilabilecek degisken

sayist siirlidir ve her bir yazmag kendi SP’si tarafindan kullanilabilir.

6.1 CUDA Programlama Yapisi

GPU temel olarak SIMD (Single Instruction Multiple Data) yapisina sahip ve isytikiinii
is parcaciklarma (ing:thread) bolerek kosutlastirmaktadir. Isyiikiiniin basarimli bir

bicimde dagitilabilmesi i¢in kullanilan programlama yapisinin bilinmesi zorunludur.

NVIDIA C Derleyici (ing: NVIDIA C Compiler) kisaca NVCC ikiye ayrilabilir. Sistem
tizerinde calisan C/Fortran kodudur ve sistemin C/Fortran derleyicisi tarafindan derlenir.
Ekran kartinda GPU tizerinde ¢alisan kisim ise ¢ekirdek (ing:kernel) adi verilen kosut
fonksiyonlarindan olusur. Cekirdekler verinin kosutlastirilabilmesi i¢in is pargaciklari
ad1 verilen ve belli kurallarla olusturulabilinen yapilar {iretir. Bu asamada ¢ekirdekten

baslayarak is par¢aciklarina dogru giden yap1 incelenmelidir.

6.1.1 CUDA Programlamada s Parcaciklar1 Yapisi

Sekil 6.4°de CUDA 1is pargaciklar1 diizenleme yapisi gosterilmektedir.

Calistirllan bir CUDA programi i¢inde birden ¢ok c¢ekirdek olabilir, fakat sirayla
calisabilir, ayn1 anda birden ¢ok ¢ekirdek calistirllamaz. Cekirdekler de kendi i¢inde

igytikiintin is parcaciklarina boliinebilmesi i¢in 1zgara (ing:grid) adi verilen bir yapi
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Sekil 6.4: CUDA Is parcacig1 diizenleme yapisi

kullanirlar.  Benzer bir bicimde her bir c¢ekirdek yalnizca bir adet 1zgara yapist
icerebilirler. Izgara, 2 boyutlu bir yapiya sahiptir ve 1zgaranin her bir boyutu en fazla
65,535 adet blok (ing:block) ad1 verilen yapilar1 barindirabilirler. Sekil 6.4°de Izgaral
4 adet bloga sahiptir ve her bir boyutta 2 adet is parg¢acig1 vardir. Bloklar ise 3 boyutlu
bir yapiya sahiptir. G80 GPU islemci i¢in ibr blok toplam olarak en fazla 512 adet is
parcacigi igerebilir. Ayni islemci i¢in her bir blok iki boyutun her birinde maksimum
512 adet is pargacigi igerebilir, liglincii boyutta ise bu say1 64 ile sinirlidir. Bir 1zgaradaki
her blogun boyut uzunluklar1 ayn1 olmalidir. Sekil 6.4’de ele alinan Block(1,1) i¢inde

16 adet is pargacig1 vardir ve bloklar (4,2,2) bigiminde diizenlenmistir.

Ornek olarak 1000x1000 boyutunda iki matrisin ¢arpimi ele alinsin. Burada hesapla-
nacak matrisin eleman sayis1 1.000.000 olacaktir. Hesaplanacak her bir eleman i¢in 1
adet is pargacig1 yaratilacagindan bu problem i¢in toplam 1.000.000 adet is parcacigi
yaratilacaktir. Daha 6nceden deginildigi gibi bu sayida is par¢acigi olusturmak, yapisi
itibariyle GPU i¢in oldukca diisiik bir maliyettir. Bu problem i¢in blok yapis1 (16,16,1)
olacak sekilde olusturulabilir. (32,32,1) blok yapis1 gegersiz bir yapidir, ¢iinkii bloktaki
eleman sayisi toplami 512 sinirini asarak 1024 olmaktadir. Blogun ilk iki boyut
uzunlugu 16 oldugundan 1000/16 = 62,5 olur. Bu nedenle 1zgaradaki blok yapisinin
(63,63) seklinde diizenlenmesi gerekmektedir.
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6.1.2 is Parcacig1 Yapisinin Donamimsal Kisitlari

G80 islemcisine ait her bir SM’de 768 is parcacigi ayn1 anda c¢alisabilmektedir. Bu
da G80’nin 12.000’den ¢ok is pargacigini ayni anda calistirabildigini gosterir. Intel
tabanli CPU’larda bu rakam her bir cekirdek icin en yiiksek say1 8°dir. Ustelik is
parcacigl yaratma isleminin GPU acisindan maliyeti ihmal edilecek kadar azdir. Tiim bu
farkliliklar bir araya geldiginde GPU’larin bagarimi1 CPU’ya goére bazi uygulamalarda
200 kat ¢ok olabilmektedir.

Sekil 6.3’deki bellek yapisi gozoniine alinarak donanim ile is pargacigr arasindaki

ozellikler su sekilde gosterilebilir:

Her is pargacigi, calistigi SM i¢indeki yazmag bellege yazip erigebilir, diger SM’lerin-

kine erisemez.

Her blok, calistigi SM i¢indeki paylasilan bellege yazip erisebilir, diger SM’lerinkine

erisemez.

Her 1zgara, genel bellege yazip erisebilir, sabit bellege sadece erisebilir.

Kosullardan da anlasilacagi gibi her bir blok tek bir SM i¢inde ¢alistirilabilir. G80
icin ayn1 anda her bir SM’de sadece 8 blok calisir. Toplamda 128 blok ayni anda G80

islemcisinde ¢alisabilir.

6.1.3 is Parcacigi Cahstirim Sirasi

Bir SM, calistirmas1 gereken is parcaciklarin1 32°lik birimlere ayirir. Her bir birime
WARP ad1 verilir. Aslinda bu tip bir ayirma CUDA programlamasinda yoktur, bu GPU
islemcisinin kendi mimarisinden kaynaklanmaktadir. Fakat programlama ag¢isindan
onemlidir. Eger bir SM igerisindeki herhangi bir WARP bir sonraki WARP verisine
gereksinim duyarsa, o ana kadar calismis WARP bekler ve diger WARP gereksinim

duyulan veriye kadar ¢alisir. Bu da gecikmeye ve basarim yitimine neden olur.

Is parcacig1 diizenlemesinde diger 6nemli konu da isleme alinacak is par¢aciklarinin si-
rasidir. Ornek olarak 8x8’lik bir blok gézoniine alinsin. Toplamda bu blok 2 WARP’tan
olusacaktir. [lk WARP Tp,0’dan baslar 73 7° a kadar devam eder, son WARP ise 73 o’dan
baglar 77 7° ye kadar devam eder. 3 boyutlu 4x8x2 blokta ise ilk WARP Tj ¢ ’dan baslar

T3 70 a kadar devam eder, son WARP da 7 o ;’dan baslar 73 71’ a kadar devam eder.
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Is parcaciklarmin islem siras1 6zellikle verinin genel bellekten paylasilan ya da sabit

bellege alinmasi siirecinde etkilidir.

6.1.4 YBMG Terimleri Hesabinin CUDA ile Kosutlastirilmasi

Daha onceden deginildigi gibi YBMG, hesaplama maliyeti verinin boyut ve bilesen
sayist ile orantili olarak artan bir yontemdir. Gercek bir hesaplama maliyeti yiiksek
hacimli verilerde ortaya cikmaktadir. Buna karsin giiniimiizde GPU islemcilerin
kullanabildigi genel hafiza en fazla 6GB’dir. Bu nedenle yiiksek hacimli problemleri
GPU ile ¢ozmek, verinin ekran kartinin genel hafizaya parca parga gonderilmesi ile
miimkiindiir. Bu parcalama 6yle bir sekilde yapilmalidir ki CUDA programlamaya
uygun olan SIMD kosutlastirma tiiriinde olsun. Ozetlemek gerekirse, veriler par¢a parca
ekran kartinin genel hafizasina uygun parcalar halinde génderilmeli, 6yle ki her bir SP

ayni1 iglemi farkl verileri kullanarak hesaplama yapabilsin.

Bu durumu daha iyi agiklamak i¢in yeni bir 6rnek noktalar kiimesi alinacaktir. Bu
kiimede 1. boyuta ait bilesen sayis1 300, 2. ve 3. boyutlara ait bilesen sayis1 1024,
4. boyuta ait bilesen sayis1 300 alinmistir. Boyutlardaki bilesen sayilar rastlantisal
almmamustir. MPI algoritmasinda kullanilan veri boliintiileme stratejisi burada da
kullanilacaktir.  Boliintiileme sonrasinda ¢ikan her bir satir GPU genel hafizasina
aktarilabilecek sigadadir. 1024 adet bilesen, isytiklerini 32°lik pargalar halinde ¢alistiran
CUDA programlama yapist icin uygun bir sayidir. 300 adet bilesen ise CUDA
igytikii paylasimi agisindan ¢ok uygun bir say1 degildir. Eger tek bir veri satir1 igin
YBMG bilesenleri hesabi CUDA ile yapilabilirse, diger satirlar i¢in de ayni algoritma
calistirilip nihai sonuglar elde edilir. Bu nedenle tek bir veri satir1 i¢in yapilan YBMG
terimleri hesab1 {izerinden algoritma olusturulacaktir. Algoritma olusturulurken 6rnek
kiimenin 2. boyutuna ait bilesenlerin YBMG terimleri hesabindan baslanacaktir. Tkinci
boyuta ait YBMG terimlerinin hesabinda kullanilan tiim toplamlar aslinda hem YBMG
degismez hem de YBMG birli terimleri hesabinda kullanilan toplamlardir. Dolayisiyla
bu terimlerin hesabi pratik bir sekilde yapilabilir.

6.1.4.1 2. Boyuta Ait YBMG Terimleri Hesabimin CUDA ile Kosutlastirilmasi

Programlamanin nasil yapildigina ge¢cmeden once YBMG degismez, 1. ve 2.

boyutlardaki YBMG terimleri hesabinda kullanilan veri ¢izemleri gosterilmelidir.
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Sekil 6.7: 2. boyuta ait diiglim noktalarinin YBMG birli terimlerinin veri kullanim
cizemi

Onceden deginildigi gibi, Sekil 6.7°deki 2. boyuta ait bilesenlerin YBMG terimleri elde
etmede kullanilan toplamlar ile Sekil 6.5 ve Sekil 6.6’da gosterilen YBMG degismez
ve 1. boyuta ait YBMG birli terimleri hesaplanabilir. 2. boyuttaki bilesen sayisi
1024 tanedir. Dolayisiyla bu boyutta hesaplanacak 1024 adet YBMG terimi vardir.

Ilk satirdaki verilerin GPU genel hafizaya aktarildiginda ilk problem ortaya cikar. Ilk

satirda 300x1024x1024 = 314.572.800 eleman vardir. Onceki bilgilerimizden tek bir
boyutta GPU’nun en fazla 65.535 adet bloga izin verdigini bilmekteyiz. Her bir blokta
512 1s pargacigr kullanilsa bile 65.535x512 = 33.553.920 isparcacigi tek bir boyutta
kullanilabilmektedir. Bu sorunu ortadan kaldirmak i¢in veri iki boyutlu hale getirilebilir.
Fakat bu durumda da hesaplanmas1 gereken ikinci bir indeks ve hesaplama maliyeti
ortaya ¢cikmaktadir. Bu tiir problemlerde CUDAReduction [?] algoritmasinda kullanilan
metod 6nem tagimaktadir. Algoritmanin CUDA ¢ekirdek kodu asagidaki gibidir.

__genel  void reduceé6 (int *g_idata, int *g_odata, unsigned int n)
{
extern _ shared  int sdatal];
unsigned int tid = threadIdx.x;
unsigned int i = blockIdx.x* (blockSize*2) + tid;
unsigned int gridSize = blockSize*2*gridDim.x;
sdata[tid] = 0;
while (i < n) { sdataltid] += g idatal[i] + g idatal[i+blockSize]; i += gridSize; }
__syncthreads () ;

// do reduction in shared mem

43



if (blockSize >= 512) { if (tid < 256) { sdataltid] += sdataltid + 256]; } _ syncthreads(); }
if (blockSize >= 256) { if (tid < 128) { sdatal[tid] += sdatal[tid + 128]; } _ syncthreads(); }
if (blockSize >= 128) { if (tid < 64) { sdataltid] += sdataltid + 64]; } _ syncthreads(); }

#ifndef  DEVICE EMULATION
if (tid < 32)

#endif

{
if (blockSize >= 64) { sdataltid] += sdataltid + 32]; EMUSYNC; }
if (blockSize >= 32) { sdataltid] += sdataltid + 16]; EMUSYNC; }
if (blockSize >= 16) { sdataltid] += sdataltid + 8]; EMUSYNC; }
if (blockSize >= 8) { sdataltid] += sdataltid + 4]; EMUSYNC; }
if (blockSize >= 4) { sdatal[tid] += sdataltid + 2]; EMUSYNC; }
if (blockSize >= 2) { sdataltid] += sdataltid + 1]; EMUSYNC; }

}

// write result for this block to genel mem
if (tid == 0) odatalblockIdx.x] = sdatal0];

Algoritmada uygulanan ilk is, tek boyutlu bir ag olusturmak ve ag igerisindeki eleman-
lar1 toplamaktir. Bu toplam bittikten sonra ag kendi uzunlugu kadar saga kaydirilir
ve kaydirilan ag i¢inde kalan elemanlar toplama eklenir. Veri dizisi sonuna kadar
islem tekrarlanarak tiim elemanlar toplanir. Uygulanan algoritma etkin olmasina karsin
YBMG yontemi i¢in bu haliyle uygun degildir. Reduction algoritmasi tim veri dizisini
toplamaktadir. Oysa yontem i¢in veri pargalarinin ayr1 ayr1 toplanmasi gerekmektedir.
Burada Reduction algoritmasi su sekilde iyilestirilmistir: Ag i¢inde hesaplanacak
YBMG terimleri kadar blok sayist iceren bir ag olusturulur. Her bir blok tek bir
YBMG teriminin hesaplanmasindan sorumlu olacagindan 1024 adet blok yaratilmalidir.
Buradaki kritik nokta, bloklarin sadece sorumlu olduklar1 veri parcalar1 icerisindeki
elemanlarin toplamasini saglamasidir. Reduction algoritmasindan farkli olarak bu sefer
ag degil ag icinde bloklar kaydirilmaktadir. Bloklar kendilerine diisen veri dizisi
bitimine kadar kaydirilarak i¢inde bulunan elemanlar toplanir. Bu amagla taniml
gridDim, blockldx ve threadldx degiskenleri kullanarak hesaplamalar yapilmalidir. Ik
olarak veri satirindaki her bir YBMG terimi hesaplanmasinda kullanilacak veri parcasi
uzunlugunun saptanmasi gereklidir. Bu hesaplama VirtualBlockSize = n/gridDim.x
ile belirlenir. Burada », veri satirinin uzunlugunu temsil etmektedir. Ornegimizde
Virtual BlockSize = n/gridDim.x

= 300x1024x1024 /1024 = 300x1024 olarak hesaplanir. Bu da her bir YBMG terimini
hesaplamada kullanilacak toplamlardaki eleman sayisina esittir. tid = threadldx.x
atamasini paylasilan bellegin indeksini kontrol i¢in, i = blockldx.x x Virtual BlockSize +
tid atamasim ise verinin genel hafizadaki indeks kontroliinde kullanilacaktir. Indeks
otelemelerinin 300x1024 eleman iginde sinirl kalmast i¢in finish = (blockldx.x+ 1) x

Virtual BlockSize degiskeni tanimlanmistir. Block i¢inde kalan verilerin toplama iglemi
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icin CUDA Parallel Reduction algoritmasi kullanilmistir. Boylece her bir block ayni

anda calisarak toplama islemlerini tamamlar. Elde edilen sonuglar her bir veri satir1 i¢in

toplanip agirliklar ile carpildiginda 2. boyuta ait YBMG terimleri elde edilmis olur.

Elde edilen CUDA ¢ekirdegi kodu agagidaki gibidir:

__genel  void SumArray(float *data, float *odata, unsigned int n)

{

unsigned int VirtualBlockSize = n/gridDim.x;
unsigned int tid = threadIdx.x;

unsigned int i = blockIdx.x * VirtualBlockSize + tid;

unsigned int finish = (blockIdx.x + 1) * VirtualBlockSize;

unsigned int step = blockDim.x;
unsigned int blockSize = blockDim.x;

__shared  float sdatal[256];
sdata[tid] = 0;

while (i<finish)

{
sdata[tid] += datali];
i += step;

}

__syncthreads () ;

// do reduction in shared mem

if (blockSize >= 512) { if (tid < 256) { sdataltid]
if (blockSize >= 256) { if (tid < 128) { sdataltid]
if (blockSize >= 128) { if (tid < 64) { sdataltid]

#ifndef  DEVICE EMULATION
if (tid < 32)

#endif

{
if (blockSize >= 64) { sdataltid] += sdataltid
if (blockSize >= 32) { sdataltid] += sdataltid
if (blockSize >= 16) { sdataltid] += sdataltid
if (blockSize >= 8) { sdataltid] += sdataltid
if (blockSize >= 4) { sdataltid] += sdataltid
if (blockSize >= 2) { sdataltid] += sdataltid

}

// write result for this block to genel mem
if (tid == 0) odatal[blockIdx.x] = sdatal0];

+ o+ o+ o+ o+ o+

+= sdataltid +
+= sdataltid +
+= sdataltid +

321;
16];
81;
4] ;
2];
11;

EMUSYNC;
EMUSYNC;
EMUSYNC;
EMUSYNC;
EMUSYNC;
EMUSYNC;

256]; } _ syncthreads(); }
128]; } _ syncthreads(); }
64]; } _ syncthreads(); }

e e e e

6.1.4.2 3. Boyuta Ait YBMG Terimleri Hesabinin CUDA ile Kosutlastirilmasi

Ucgiincii boyuta ait diigiim noktalarmin YBMG terimleri hesab: icin kullanilan veri

kullanim1 Sekil 6.8’de goriilmektedir.

Sekil 6.8: 3. boyuta ait diigtim noktalarinin YBMG birli terimlerin veri kullanim ¢izemi
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Ucgiincii boyuta ait bilesenlerin CUDA programlamasi, son boyuta kadar tiim boyutlarin
bilesenlerinin GPU programlamasi ile aynidir. Aralarindaki farklar elemanlar1 toplanan
dizi pargalari, toplanmasi gereken dizi pargalar1 arasindaki uzaklik ve dizi pargalarinin
sayisidir. Dolayisiyla burada agiklanacak yontem, ikinci ve sonuncu boyutlar arasindaki

tiim boyutlarin YBMG terimleri hesabinda kullanilabilir.

3. boyutta da 1024 adet bilesen oldugundan 1024 adet YBMG terim degeri
hesaplanmalidir. Sekil 6.8°de goriilecegi gibi ilk 300x1024 veri i¢in kullanilan ¢izim,
veri dizisi sonuna kadar 1024 kez tekrarlanmaktadir. Dolayisiyla burada YBMG
terimlerini hesaplamak icin uygulanacak yontem, 2. boyuttaki YBMG terimlerini
bulurken kullanilan yontemin 1024 kez tekrarlanmasindan ibarettir. 2. boyutta YBMG
terimleri ag icindeki bloklarin kaydirilmasi ile bulunmaktaydi. Bu kez hem ag hem de
blok kaydirma iglemi uygulanacaktir. Simdiki sorun blok i¢indeki 300 adet toplamin
is pargaciklarina nasil paylastirilacagidir. 300 eleman tabi ki CUDA blok yapisinin
izin verdigi siirlar igerisindedir, fakat burada genel bir algoritma olusturulmaktadir.
Bu nedenle ardigik olarak toplanacak 300 elemanin blok sinirlar igerisine sigmadigi
varsayilir. Toplanmasi gereken eleman sayis1 yiiksek basarim icin tavsiye edilen 256 is
parcacigi sayisinin altinda ve 300’e tam boliinebilen bir say1 secilmelidir. Bu seg¢ime
her bir blokta 150 is pargacig1 sayis1 uygundur. Farkli rneklerde ortaya ¢ikacak ardisik
toplamlarin is parcaciklarina paylagimi bu yolla yapilir. Bu 6rnek i¢in 1024 blok ve
bloklarda 150 i¢ parcacig: segilir. 11k blok diisiiniildiigiinde 300 elemanin ardisik olarak
toplanmas1 gerekmektedir. Fakat blok uzunlugu 150 secilmisti. 150 adet eleman blok
icinde toplandiktan sonra blok konumu kendisi kadar &telenir ve kalan 150 elemanin
da toplami hesaplanir. Ag i¢in de benzer olarak ilk 1024x300 elemani1 kapsayacak
sekilde atanir. Ag i¢indeki bloklar anlatildig1 bigimde islemlerini tamamladiktan sonra
ag, bir sonraki 1024x300 eleman1 kapsayacak sekilde kendi uzunlugu kadar kaydirilir.

Bu sekilde tiim toplamlar elde edilir.

Bir diger problem, ele almman bloktaki is parcacigi sayist genel GPU Reduction
algoritmasi i¢in uygun olmamasidir. Uygun algoritma olusturulabilir, fakat amag, genel
kod oldugundan ayni Reduction algoritmasinin kullanilmasitercih sebebidir. Burada
ufak bir hile uygulanir. Bloklarin paylasilan hafizasindaki eleman sayis1 150 degil

algoritmaya uygun olarak 256 alinir ve fazladan alinan elemanlar sifir olarak atanir.
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Boylece algoritma igindeki toplama islemleri genel yapisini bozmadan Reduction

algoritmasi ile yapilir. Olusturulan CUDA ¢ekirdeginin kodu asagidaki gibidir:

__genel_ void SumArray2 (float *data, float *odata, unsigned int n)

{

int VirtualBlockSize
int tid = threadIdx.x;
int i
int blockSize

unsigned
unsigned
unsigned
unsigned

_ _shared  float sdatal[256];

sdata[tid] 0;

for (unsigned int s=150;
sdatal[s] = 0;

S<256;8++)

while (i<n)

300;//n/gridDim.x;

blockIdx.x * VirtualBlockSize + tid;
256;//blockDim.x;

7

{ sdataltid] += sdataltid + 256]; } _ syncthreads(); }
{ sdataltid] += sdataltid + 128]; } _ syncthreads(); }
{ sdataltid] += sdataltid + 64]; } _ syncthreads(); }

+= sdata([tid + 32]; EMUSYNC; }

+= sdatal[tid + 16]; EMUSYNC; }

+= sdata[tid + 8]; EMUSYNC; }

+= sdataltid + 4]; EMUSYNC; }

+= sdatal[tid + 2]; EMUSYNC; }

+= sdataltid + 1]; EMUSYNC; }

{
sdata[tid] += datali] + data[i+150]
i += 300 * 1024;

}

__syncthreads () ;

// do reduction in shared mem

if (blockSize >= 512) { if (tid < 256)

if (blockSize >= 256) { if (tid < 128)

if (blockSize >= 128) { if (tid < 64)

#ifndef _ DEVICE EMULATION

if (tid < 32)

#endif

{
if (blockSize >= 64) { sdataltid]
if (blockSize >= 32) { sdataltid]
if (blockSize >= 16) { sdataltid]
if (blockSize >= 8) { sdataltid]
if (blockSize >= 4) { sdataltid]
if (blockSize >= 2) { sdataltid]

}

// write result for this block to genel mem

if (tid == 0) odatal[blockIdx.x] =

sdatal[0];

6.1.4.3 Son Boyuta Ait YBMG Terimleri Hesabinin CUDA ile Kosutlastirilmasi

Son boyuta ait diigiim noktalarina ait YBMG terimleri hesab1 i¢in kullanilan veri ¢izemi

Sekil 6.9°de goriilmektedir.

L
1024x1024

Sekil 6.9: Son boyuta ait diigiim noktalarinin YBMG birli terimlerin veri kullanim

¢izemi
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Ozyineli iliskilerden bilinmektedir ki son boyutun birinci diigiim noktasinin YBMG
terimi hesabinda veri satirinin ilk elemani alinir, son boyuttaki diigiim noktasi kadar
otelenir ve otelendigi yerdeki veri ile toplanir. Bu siire¢ veri satir1 sonuna kadar devam

eder. Benzer siire¢ diger diigiim noktalarinin YBMG terimleri hesabinda da kullanilir.

Burada CUDA agisindan sorun ortadadir. Ardisik toplamlar yoktur, her bir 6telemede
tek bir toplama islemi gerceklesmektedir. Dolayisiyla Reduction algoritmasi kullanila-
maz. Burada uygulanacak yontem su sekildedir: blok sayisi ve her blokta yer alan
is parcaciklar1 sayisi su sekilde belirlenir; Son boyuttaki diigiim noktasi sayis1 blok
icindeki is parcaciklart sayisina tam boliinmelidir. Ek olarak bu béliimden diigiim
noktas1 sayis1 ka¢ parcaya boliinliyorsa bu say1 ile onceki boyuttaki diiglim noktalari
sayisinin ¢arpimi blok sayisina tam boliinmelidir. Her bir bloktaki is pargacigi sayisi
150 olsun. Blok sayis1 da farkli olarak 64 secilsin. Son bloktaki 300 bilesen 150 ile
tam boliinebilmektedir. Ayrica 2x1024 = 2048 sayisim1 blok sayisi olarak belirlenen
64 tam boler. Burada amag¢ ag otelenirken 6zyineli iliskiye uygun bir sekilde dogru
siradaki elemanlarin birbirleri tizerine toplanmasini saglamaktir. Verilen kisit sikinti
verici gibi goriinse de aslinda degildir, blok i¢gindeki eleman sayis1 belirlendikten sonra
uygun bir¢ok blok sayisi kolayca bulunabilir. Ornegin 300 bilesene uygun olarak
her bloktaki is pargaciklarinin sayist 100 olarak secilsin. 3x1024=3072 sayis1 ile tam
boliinen herhangi bir say1 blok sayisi olabilir, 64, 96, 192, 256 bunlara 6rnektir.

Acikea goriilebilecegi gibi son boyutta ardisik toplamlar yoktur, dolayisiyla her bir blok
icindeki YBMG terimlerinin timiimii hesaplamakta kullanilan toplamlar bulunacaktir.
Her bir blok kendi i¢inde digerinden deger alamamaktadir. Ek olarak hatirlanacagi gibi
ornek olarak aldigimiz ag 64 blok ve her blok 150 igparcacigindan olusmaktadir. Daha
onceki boyutlardaki YBMG terimleri bulunurken uygulandigi gibi blok kendisi kadar
kaydirilip toplama islemine devam edilmek istenirse yanlis veri elemanlarini birbirleri
ile toplayacaktir. Sorun "odata[(blockldx.x% (Boyut bilesenlerinin bloklara béliinme
sayist )* (Blok icindeki is parcacigi sayist ) + tid] += sdata[tid]" iliskisi ile ¢oziiliir.
Secimlerimize gore bu iliski "odata[(blockldx.x% 2)*150 + tid] += sdata[tid]" olur.
Son boyuttaki diiglim noktalarinin YBMG fonksiyon toplamlarini bulan kod asagidaki
gibidir:

__genel  void SumArray3 (float *data, float *odata, unsigned int n)

{

unsigned int blockSize = 150;
unsigned int tid = threadIdx.x;
unsigned int i = blockIdx.x * blockSize + tid;
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unsigned int gridSize = blockSize * gridDim.x;
_ _shared  float sdatal[150];
sdata([tid] = 0;

while (i<n)

{

sdata[tid] += datalil;

i += gridSize;
}

__syncthreads () ;

odatal[ (blockIdx.x%2)*150 + tid] += sdatal([tid];

Goruldigi gibi diger kodlardan farkli olarak GPU "Reduction" algoritmasi kullanil-
mamistir.
6.1.4.4 Algoritmanin Basarim Degerlendirmesi

Basarim degerlendirmesine gecmeden once CPU ve GPU sistem ozellikleri,

karsilastirma i¢in verilmelidir.
CPU System:

- 2 x Intel(R) Xeon QuadCore X5550 2.67GHz

- 32GB 1333Mhz DDR3 667Mhz

GPU System:

- Nvidia(R) Tesla C1060 GPU

- 240 x 1.296Ghz Stream Processors

- 4GB DDR2 667Mhz Genel Hafiza

Alman veri setinin ilk veri satir1 i¢in performans degerlendirmesi Sekil 6.10°de

goriilmektedir.

Buradaki sonuclar, genel olarak bakildiginda GPU’ nun CPU’ya gore ¢cok daha perfor-
mansli ¢alistigini gostermektedir. Boyut kiritliminda teker teker sonuglart inceleyelim.
Tkinci boyuttaki hesaplama zaman performans farki incelensin. Hatirlanirsa 1024 adet

blok ve her bir blokta 256 is parcacig1 vardi. Bu se¢im GPU i¢in en performansh
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Sekil 6.10: CPU ve GPU sistemlerinin YBMG yo6ntemi i¢in basarim karsilagtirmasi

se¢imlerden biriydi. CPU her bir YBMG terms islemini seri sekilde yaparken GPU
bloklart ayr1 ayr1 hesaplamalarina baslayabildiler. Ayrica secilen 256 is pargacigi
32’lik WARP kalibina da uygun oldugundan ¢alisan herhangi bir WARP diger WARP’1

beklememistir. Sonucunda da yiiksek performans yakalanmaistir.

Ucgtincii boyut bilesenlerinin YBMG terimleri hesaplama basarimia bakilacak olursa,
yine performansin yiiksek oldugu, fakat bir 6nceki performansa gore hatir1 sayilir bir
diistis oldugu gozlenebilir. Bu durum da bir 6nceki bagsarimin nedenleri ile agiklanabilir.
Bloklardaki is pargaciklari sayisi 150 se¢ilmistir ki 256 olan paylasilan bellek uzunlugu
ile uyusmaz. 32’lik WARP yapisina uyamamaktadir, dolayisiyla bazi WARP’lar
bir 6nceki WARP’1 beklemek durumunda kalir. Fakat bu durumda bile performans

literatiirdeki yiiksek performansli sonuglar igerisinde yer alir.

Son boyutta CPU performansinin oldukca kotii oldugu gozlemlenir. Bunun sebebi de
aciktir, hesaplamada yer alan i¢ ice for dongitilerinde toplama islemi ardisik degildir. Bu
nedenle her bir hesaplama oldukca fazla 6telemeli ve her 6telemede sadece 1 toplama
islemi yapilarak tamamlanir. GPU programlamada, kendine 6zgii yapisi sayesinde bu

durumda bile ¢ok biiyiik bir performans kaybi yasanmamaktadir.

Fakat burada GPU iizerinden c¢alistirilan algoritmaya ozgii zaman yitimleri s6z
konusudur. GPU’nun veriyi isleyebilmesi i¢in dncelikle bilgisayarin RAM’inden kendi
genel hafizasina aktarmasi gerekmektedir. Aktarim i¢in gegen siire 263 ms’dir. Bu
stire, GPU tizerinden yapilan toplam hesaplama stiresinden kat ve kat yliksektir. Ek

olarak verinin hem CPU hem de GPU iizerinde islenebilmesi i¢in 6ncelikle sabit diskten
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bilgisayarin RAM’ine aktarilmasi gerekmektedir. Bu stire de ortak olarak 2500 ms’dir.
Sabit diskten RAM’e aktarim siiresi gozoniine alindiginda GPU {izerinden ¢alistirilan
algoritmada bulunan hesaplama ve veri aktarim stireleri ihmal edilebilecek kadar azdir.

Sonugta GPU, CPU’ya gore toplamda 3 katin {izerinde basarim yakalamaktadir.
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7.

SONUCLAR

Bu tez calismasinda 6zgiin olarak gelistirilen ve yukarida da belirtilen c¢aligmalari

maddeler seklinde 6zetlersek:

Cok boyutlu veri béliintilleme amaci igin gelistirilmis ve uygulamalart bulunan
YBMG yonteminin temel esitlikleri kosutlagtirma amaciyla iyilestirilmistir. Yo6n-
temde ele alinan problemin boyut ve bilesen sayilarina gore yapilari ve hesaplama
karmasiklig1 degisim gosteren bu esitlikler iyilestirme siireci sonucunda boyut ve

bilesen sayisindan bagimsiz bir yapiya kavusmustur.

Graph teorisi kullanilarak yontemde kullanilan esitliklerin esitliklerin matematiksel

yapist ortaya ¢ikarilmistir.

Tyilestirilmis yeni yap1 sayesinde C/Fortran gibi makina diline daha yakin ve hizh

dillerle yontemin kodunun yazilmasi olanakli hale gelmistir.

Yontemin seri C kodu yazilmis ve basarimli bir sekilde ¢alisir hale getirilmistir. Bu
sayede yiiksek hacimli problemlere sahip olmayan kullanicilarin da sonuglar1 daha

hizl1 bir sekilde elde etmeleri saglanmistir.

Bunun yanisira tezin amacina uygun olarak MPI kitaplig1 kullanilarak yontem
basarimli bir sekilde kosutlastirilmistir. Benzer sekilde CUDA kitaplig1 kullanarak
da kosutlagtirma basarimi elde edilmistir. Bu kosutlastirmalar sayesinde hem
supercomputer altyapisina sahip hem de CUDA c¢alistirabilecek donanima sahip
kullanicilarin yiiksek hacimli problemler iizerinde ele alinan yontemi kullanma

olanag1 saglanmuistir.
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YUKSEK BQYUTLU MODEL GOSTER ILIMI ILE VER | BOLUNTULEME
YONTEM ININ KOSUTLASTIRILMASI

OZET

Yalnizca uzaydaki belli noktalardaki derleri verilmis cok dgiskenli bir
f(x1,%2,--+,xn) iglevine aligilagelmis yontemlerle icgerbicim islemi yapilmasi
boyut sayisi artfjinda birer basbelasi durumuna gelir. Bu tir islevler icigrddan
bilgisayar programcifj ile ¢6ziim aramak yerine ilk olarak bu islevleri bilgisayar
programlamasi ac¢isindan daha kolay ele alinacak, matematiksel olarak, etkili bir yapiya
getirmek gerekir. Bu amacla bu isleve yaklastirim yapan bir bél-ve—y6net algoritmasi
gelistirilmigtir. Bu yaklastinnm sayesinde ¢ok @gkenli f iglevi cok daha dusuk
boyutlu terimlerle ifade edilebilmektedir. Bu yaklastirima Yuksek Boyutlu Model
Gosterilimi (YBMG) adi verilmektedir. Bu yontem cesitli calismalarla basarili bir
sekilde uygulanmistir. Fakat bu yontem bu haliyle biytk veri hacmine sahip problemler
uzerinde uygulanamaz. Problemdeki boyut sayisi ve boyutlardakindinoktalar
sayllari arttjinda veri hacmi dyle buyur ki alisilagelmis PC’ler verinin gereksinim
duydwu yiksek RAM gjasini karsilayamaz. Ber bir 6nemli problem de YBMG
terimlerini hesaplamakta kullanilan egitliklerin yapilaridir.  Esitlikler icin yazilmig
algoritmadaki donglu sayilari problemdeki boyut sayisinqubadir. Bu calismada

ilk olarak YBMG terimlerini hesaplamakta kullanilan esgitlikler iyilestirilmistir. Bu
lyilestirme sonucunda esitliklerin problemdeki boyut sayisingiiéligl ortadan
kaldirlmigtir. lyilestirilmis egitlikler sayesinde yontem kosutlastirmaya uygun bir hale
getirilmistir. Son olarak da yéntemin kosutlastirmasinin basarimi ¢éztmlenmistir.

XV






DATA PARTITIONING VIA HIGH DIMENSIONAL MODEL
REPRESENTATION BY USING PARALEL COMPUTING

SUMMARY

If the values of a multivariate functiofxi, o, - -+ ,Xn) are given at only a finite number

of points in the space of its arguments and an interpolation which employs continuous
functions is considered standard multivariate routines may become cumbersome as
the dimensionality grows. This urges us to develop a divide—and—conquer algorithm
which approximates the function. The given multivariate data is partitioned into
low-variate data. This approach is called High Dimensional Model Representation
(HDMR). However the method in its current form is not applicable to problems having
huge volumes of data. With the increasing dimension number and the number of the
corresponding nodes, the volume of data in question reaches such a high level that it is
beyond the capacity of any individual PC because huge volume of data requires much
higher RAM capacity. Another aspect is that the structure of equalities used in the
calculation of HDMR terms varies according to the dimension number of the problem.
The number of loops in the algorithm increases with the increasing dimension number.
In this work, as a first step, the equations used are modified in such a way that their
structure does not depend on the dimension number. With the newly obtained equalities,
the method becomes appropriate for parallelization. Due to the parallelization, the
RAM problem arising from problems with high volume of data is solved. Finally, the
performance of the parallelized method is analyzed.
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1. GIRIS

YBMG yontemi ilk olarak 1993 yilinda 1.M.Sobol tarafindan Monte Carlo ve
guasi-Monte Carlo algoritmalarini ele alarak farkligdgenler ya da dgsken
gruplarina gore birf(x1,x,---,XN) islevinin duyarlilgini kestirmek icin gelistir-
ilmistir[11]. Bu duyarlilik belirlenmesi, dgrudan f islevi Uzerinden gerceklestir-
iimemistir. YBMG yontemi temel olarak Sobol Teoremi'ndegitdlen ve integrali
alinabilir bir islevin, kendisini olusturan deskenlerin kendileri ve birbirleri ile olan
etkilesimlerinin birlesimine egit oldju disiincesine dayanir. Bu sekilNedegiskenli

bir islev icin Taylor acilimina benzer yapida, ilk olarakjdamez (sabit) bilesen, bir
degiskenli bilesenler, iki dgiskenli bilesenler ve en sonunda bir adétdejiskenli
bilesenin birlesimi olarak yazilir. Burada @ailen HDMR bilesenleri, icerdikleri

degiskenlerin birbirleri ile etkilesimlerini gostermektedir.

Sobol'un calismasinin ardindan YBMG yodntemi, Hershel Rabitz ve grubu tarafindan
daha kapsamli bir hale getirilmistir[1-4]. YBMG ve YBMG bazligdir algorit-
malar atmosferik modelleme, atmosfer dinamikleri ve source-sinks of trace gase,
guantitative risk assessment, atmosferik dlguimlerinin inversiyonu, mali ve ekonomik
uygulamalar ve stratosferik kimyasal devinim bilimi gibi farkl mihendislik alanlari

icin gelistirilmistir[1-6].

Bu calismada kosutlastirilan YBMG yontemi ¢cokgikenli icdegjerbicim problemle-
rine ¢dzum igin gelistirilmistir[7-10]. Fakat burada iggerbicim uygulanacak islevin
analitik yapisi belli dgildir, bunun yerine belli noktalardaki derleri elde bulunmak-
tadir. Bu cokdgiskenli veri yontem yardimiyla daha azgigkenle anlatilabilecek
bir yapiya donusturilir ve bu yapi Uzerinden igeebicim islemi yapilir. Burada
anafikir verinin en fazla birli dgiskenlerden olusan bir yapi ile yaklastirim yapiimasini

salamaktir.

Bu noktada yontemin gergcek dinya problemlerinde uygulanmasi i¢in neden kosut-
lastirmaya gereksinim duyuldugu aciklanmalidir. Kosutlastirma gereksinimi temel bir

soruna ¢o6zum bulacaktir. Bu sorun yuksek veri hacmine sahip problemler Gzerinde



yontemin uygulanmasidir. Gergek diinya problemlerinde bir olayi etkileyen ¢ok sayida
degisken vardir. Bu dgiskenlerin ve dgiskenlerdeki bilesen sayisi arttikga olayin
gerceklestji uzay da genisler. YBMGN dejiskenli bir f islevini daha disik
boyutlardaki terimlerde ifade eder. Fakat bunun icin eldeki tim veriyi kullanmasi
gerekir. Veri kiimesi dgiskenlerdeki bilesen sayilarinin carpimidister diisiik ister
yuksek sayida boyut kullanilsin, veri kiimesini olusturan her bjfigkene ait bilesen
sayilari belli bir sayinin tizerine ¢iktikga, milyonlara hatta milyarlara varan noktalardan
olusmus veri setleri kolaylikla ortaya ¢ikar. Ornek olarak 8igleenli bir uzayda her

bir dejiskendel0.000 adet bilesen oldyu dustinulirse ve bu bilesenlerin olustujdu
nokta sayisi10.000° = 1-10'2 adet olacaktir. Tium noktalafloat tiiriinde tutulsa

veri kiimesinin hacmi - 1012 byte olacaktir. Bu daerabytehacmine sahip bir veri

seti ile cahgildgl anlamina gelmektedir. Bu kadar blyuk hacimlerle aligilagelmis
bir PC Uzerinde uygulama calistirilamaz. Yodntemin kosutlastiriimasi icin yontemde
kullanilacak esitliklerin kosutlastiriimasi gerekmektedir. Burada dgerdibnemli
problem ortaya c¢ikar. Yontemde kullanilan esitliklerin yapilari problemdeki boyut
sayisina gore dgskenlik gostermektedir. Bu problemi asmak icin ilk olarak bu esitlikler
tizerinde iyilestirme calismasi yapilmistityilestirme calismasi sonucunda esitlikler
boyut sayilarindan lBamsiz bir yapiya kavusturulmustur. Bu asamadan sonra yontem
kosutlastirlimistir.  Kosutlastirma yontemi olarak MPI (Message Passing Interface)
ve CUDA (Compute Unified Device Architecture) kitapliklari kullaniimistir. MPI,
supercomputer altyapisi olan kullanicilar igin tasarlanmis bir kitapliktir. CUDA kgapl

ise son yillarda ¢ok taninmig olan ve ekran karti tzerinde bulunan "Performance per
watt" olarak ¢ok daha etkili GPU (Graphical Processing Unit) kullanan bir kitapliktir.
Boylece hem supercomputing altyapisi tasiyan, hem de GPU kullanabilen bir bilgisayar
altyapisina sahip kullanicilar igin kosutlastirma segenekleri sunulmustur ve basarimlari

incelenmistir.
Tezin 2. kisminda YBMG yontemi hakkinda bilgi verilmistir.
Tezin 3. kisminda veri boliuntlleme ve iggbicim Uzerinde durulmustur.

Tezin 4. kisminda yontemde kullanilan esitliklerin iyilestiriime asamalari tzerinde

durulmustur.
Tezin 5. kisminda yontemin MPI ile kosutlastiriima asamalari anlatiimistir.
Tezin 6. kisminda yontemin CUDA ile kosutlastiriima asamalari anlatiimistir.
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Tezin sonug kisminda kosutlastirma sureclerinden ¢ikan sonuglar tartisiimigtir.






2. TEZDE KOSUTLASTIRILACAK YONTEMLER

Bu bolimde tez calismasi icerisinde kosutlastirilacak olan Yiksek Boyutlu Model
Gosterilimi (YBMG) yontemiyle ilgili kisaca bilgi verilmesi amaclanmistir. Bu amacla
ilk olarak bu yontemin cesitleri tGizerinde durulacak ve tarihsel gelisim sureciyle ilgili

bilgi verilecektir.

2.1 Yuksek Boyutlu Model Gosterilimi (YBMG) Yontemleri

YBMG konusunda yapilan ilk calisma olan Sobol Kanitsavina (teoremine) gore tim-

levlenebilir (integrali alinabilir) heif (x1, ..., xx) islevi as@idaki anlatimla yazilabilir.

N N
f(XL...,XN) = f0+ Z fil(Xi1)+ Z filiz(xi17xi2)+"'+ f12...N(X17---aXN)
il:]_ il’lz.:l
1<y

(2.2)

Acilim, goruldi@u gibi, sonlu bir toplamdir ve dgsmez terim, tek dgskenli terimler,
iki degiskenli terimler sirasinda ilerlemektedir. Burada, 6nemli olag,ysandakif'leri

tanimlamaktir. Kanitsavdaki 6ngoériime gore
1
/() d)%fil,iz,...ik<xi17'"7Xik) =0 S:il7--'7ik (22)
(2.2) esitliginin sa yanindaki terimler icin diklik kosulu gecerlidir.

(figip..iis> figipiy) =0, {iv,iz, ... ik} #Z {iv,iz,...,i1}, 1<KI<N 2.3

by b1
(fil,...iw f]1]|) = Xm"' dXNW(Xl7"'7XN) fil,...ik (Xi17"'7xik)

a1 a1
x i (le,...,le), 1<ip<...<ig<N,

1<ji<...<ji <N, 1<kI<N (2.4

Yukarida tanimlanan esile ve diklik kosuluna uygun olaral2 (1)’de dggismez terim

olarak gosterilerfy’t bulmak icin (2.2) esitliginin her iki yanininN kez timlevini aliriz.

1 1
/0/0 dxg...dxyf(Xg,...,Xn) = fo (2.9

5



Benzer bicimde,4.1) esitliginin her iki yaninink; dejiskeni dislanarakl-1 kez timlevi

alinirsa aggudaki esitlik elde edilir ve bu egitliktefy (x;) degerleri tretilebilir.

/01--~/01dx1...d>q1d>q+1...def(x1,...,xN):fo+fi(xi) Vi=1...N (2.6
N—1 kat
(2.1) esitligindeki tum f’ler bu bicimde elde edilir. Sobol'ca bulunan yontem
Rabitz Grubu’nun calismalari ile genisletilmis bir yapiya kavusturulmus ve kapsamli
uygulama alanlari bulunmustur[1-4]. Sobol'un yazisidaddinan @irlik islevi ve [0,1]
aralgindaki timlev yerine genigletilmis yapi i¢in &daki kosul verilmistir.
by b

dxg-- [ dxgW(Xe, ..., xn) fi(x) =0, 1<i<N (2.7)
aj aN

Burada verileW(x, ..., xn) agirlik islevi as@idaki bicimde tanimlanmaktadir.
N
Wixe,...oxn) = [TWi(x), %€ [ay,bj],  1<j<N (2.9
=1

Ayrica airlik islevi asg@idaki boylandirim (ing: normalization) kosulunu d@kamali-

dir.
b.
W) =1, 1<j<N (2.9

a
Sobol Kanitsavi'na benzer bicimde@ismez, tek dgiskenli ve iki dgiskenli YBMG

terimleriW(xy, ...,xn) agirhgi altinda aggudaki bigcimde bulunur.

by by
fo= dxq--- dXnW (X1, ..., XN) F (X1, .., XN) (2.10
ap ar
by -1
) = [ W) /ak A W 1(% 1)
1 -1

i1 b
X / AXie i Wher 1 (Xke1) - - / dxnyVWN (XN)
an

A1

N
fO"‘z f|l(X|1>+ -+ f12...N<Xla"'vXN)] - f07 1 S kg N (21])

i1=1
by P, -1
fk1k2 <X17 sy XN) = dX].Wl(Xl) T / dxk]_—l\M(l—l(Xkl—l>
a 81
By 41 B, -1
X / A+ 1M 1 (Xeg 1) -+ / X, — 1 Wk, —1 (X, 1)
A +1 -1
Biy+1 bn
X / d)q(2+1W(2+1(Xk2+1) Tt dXNVVN (XN)
ak2+l aN

N
X f0—|— Z fil(Xi1)+"'+le.AN(Xlw“?XN)]
i1=1

—fiy (%) = flo () —fo,  1<ki<ke <N (2.12
6




Amacimiz ¢ok dgiskenliislevin kesin dgerini Uretmek olmadyndan, aksine, belli bir
kesme yaklastirimi ile yetinilmek istergiinden, geri kalan YBMG terimleri g6zonine
alinmamaktadir. YBMG terimlerini belirlemekte kullanilan timlev isleminde bulunan
diklik kosulu Uzerinde 6zenle durulmasi gereklidir. Diklik kosulu altindagedgaki
esitlik yazilabilir.

by by
N dxg - - X AW (X1, o XN) Fi, i i - - %) Fjgiy (Xjas - -5 %j,) =0

i]_,...,ik;lféj-;|_,...,j|7 1<ip<...<ig<N,

1<ji<..<ji<N, 1<kI<N 2.13

Bu da bizi asgidaki iccarpim tanimini kullanmaya zorlar.
by by
(fi17...ik7 f]17]|) = dX]_"' dXNW(Xlw--aXN) fi17...ik (Xi]_7"'7xik)

a1 a
x i (le,...,le), 1<ip<...<ig<N,

1<j1<...<ji<N, 1<klI<N (2.19
Bu bizim asgidaki boy tanimini kullanmamiza olanak verir.
[ fig,iel = (fig,io fig,ig)s 1<ip<...<ix<N, 1<k<N (2.19

YBMG terimlerinin boy tanimini ve diklik kosulunu kullanarak.Q) esitligi icin

asd@daki anlatim yazilabilir.

N N
2= 1flP+ 5 Ifil?+ S il 4+ [ faz.nlf? (2.19
i]_:l il7|2_:1
11<ly
Bu esitlik bize kesme uygulanmis YBMG yaklastiriminin ngeli 6lgmemizi sglar.
Eger YBMG dd@jismez terimden sonra kesilirse yaklastirima gidenez Yaklastirim”,
degismez ve birli terimlerinden sonra kesilirse “Birli Yaklastirim”,gigmez, birli ve

ikili YBMG terimlerinden sonra kesilirseikili Yaklastirim”adlari verilir. Bu yaklasti-



rm adlandirmalari agadaki toplamsallik 6lcenlerinin tanimlanmasina olanakaa

1 2

g = —| o
| ]
1 N

91 = zzininﬂLUO
(R =

_ 2
OoN = —lfi2 N+ 0on1

I

(2.19
Burada gp “Degismezlik Olgeni’olarak adlandiriimaktadir. @&r oy terimleri de,
k dejisken iceren terimlerle ilgili olan K. Toplamsallik Olceni’olacak bicimde
adlandirilirlar. Bu 6lcenlef ile 1 dejerleri arasinda sirall olarak @gdaki anlatimi
salarlar.

1<ogp<ogg<---<on=1 (2.18

YBMG yaklastirrmindaki kesme yaklastiranlari (ing: approximant) daha ayrintili bir

bicimde asgida verilmektedir.
So(X1, %2, -+, Xn) = fo

N
S1(X1, X2, -+ ,XN) = So(X1,X2,--- ,XN) + Z\fi (%)
i=

N
S(xa, %2, xn) = Sa(aXe o)+ Y i i (g %)
i1, =1
i]i<~~-|2i2
1<k<N (2.19

Bu tanimlari gézénine alarak.@)’de verilmis bulunanf(xi,---,xy) islevine k.
basamaktan YBMG yaklastirimi olagp(xy, - - - ,xn) as@idaki anlatimla verilebilir.
(X0, X)) A se(Xa, e+, XN) (2.20
Bu yaklastirimin boyu da agedaki iliskiyi sajlar.
Isdll = akl[fl,  O0<k<N (2.21)

Islev (2.1)'de verilen anlatimla agilir vef (x;, %o, ...,xy) benimsenebilir bitk dejeri
icin “Toplamsal’(YBMG’inde salt dgismez ve birli terim barindiran, @er bilesenle-

ri 6zdes olaral0 olan) bir islev isel. basamaktan YBMG yaklastirimi, islevi, kesin
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olarak anlatmaya yeterli olacaktir. Bu nederile,basamaktan YBMG yaklastirimina
aritoplamsal (ing: pure additive) yaklastirim adi da verilmektedir. Verilen herhangi bir
cok dajiskenli islevin bu 6zellji tasimasi beklenemeyedjiaden ve dolayisiyla YBMG

ile yeterince duyarlilik elde edilemeyedgiaden ya yiksek basamaktan yaklastirimlara
citkmak gerekmekte (ki bu durumda bilgisayim karmagiklin cok ¢ok buyumesi s6z

konusu olabilmektedir) ya da baska bir yontem gelistirme gereksinigninddtadir.

2.1.1 Carpimsallastiriimis YBMG (CYBMG)

Eger bir an icinf (xg, ..., xn) islevinin aricarpimsal bir yapida oldu yani
N
f(X1,.... XN) = iI:lUi<Xi) (2.22
yazilabildgi varsayilacak olursa, YBMGy degismez terimini bulmak icin 2.10

esitligi kullanilirsa

bl bn
fo= | dxaWi(xp)ui(xa) - [ dxaW(Xn)un(xn) (2.23
a an
yazilabilir. Buradaiy,
bm
Un = d X Win(Xm) Um(Xm) s 1< m<N (2.249
am

ile tanimlanirsa dgismez terim i¢in yazilan2(23 esitligi asa@idaki bicimde yeniden
yazilabilir.

fo=U102---Uy (2.2

(2.2) esitliginden yola ¢ikarak

fo+ fj (Xj) = (U1U2 UN u; = fp u; | , (2.26
f04) = fo (”" b5) 1) , (229
Uj
UJ(XJ)ZUJ'(fJin)H), 1<j<N (2.28
0

sonuglari elde edilir.



CYBMG ikili terimleri de, benzer bicimde, agadaki egitliklerle verilen yapilarda elde

edilebilirler.

fo+ fj () + () + ik (X, %) = (UaT2- - TUn) (Ui (XJ)) (Uk(Xk)>

U Uy
- (o

RYCCRA

fi (X %) = fo(m—l> (”k(xk)—l), 1<j<k<N (2.29

fo= [0, U= [ dxW(x)ui(x), 1<i<N
i= &
fi(xi):fo<uié_xi)—1, 1<i<N
|
Ui, (X Ui, (X o
fil,iz(xilaxiz):f0< Iléll)_l (%—]), 1<ii<ia<N
1 2

...... (2.30

Bunun anlamif (xy,...,XN) islevinin aricarpimsal olmasi durumundaldeki aritop-
lamsal acilimin da arigcarpimsal bir yapinin acihmi durumuna doégastiagrultu-
sundadr. f(xy,...,xn) islevinin ¢carpimsal olmamasi v&.80 bize, asgidaki esitlDi

yazmamiza, olanak verir.

1
fil...ik (Xi17 ---»XiN> = Ffil (Xll) ---fik <X|k) )
0

1<ip<---<ig<N, 1<k<N (2.3)

Buradaki yapif (x1,...,xn) islevinin fygmc(X1,...,Xn) ile simgeleyecgimiz YBMG

aciliminda yerine konulur ve ortaya ¢ikan sonlu toplam 6zenle incelenirse

N (-
fYBMG(Xla"'7XN) = fo.l_! (1+ %?) (2.32

yazilabilec@i anlasilir. Bunun dgrulugunu sinamak icin birli terimleri’lar tirtinden

anlatimlari bu esgitlikte kullanilirsa

fYBMG(Xl7"'7XN) = fo.ﬁ (1+ {UIL(;(') —1}) = fo <ﬁ U ]E())('>> = f(Xl,...,XN)

(2.33
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elde edilir. Yani, ilgilenilen ¢cok dgiskenliiglevin aricarpimsal olmasi durumunda, onun
YBMG acihmi (2.32 anlatimiyla yazilabilen aricarpimsal bir yapiya donusturdlebil-

mektedir.

Eger ilgilenilen islev aricarpimsal dédse .32 gecerliligini, daha dgrusu yeterlilgini
koruyamaz. Bunun nedeni, bu anlatimda salt bigiglkeenli carpanlar kullaniimis
olmasidir. Dolayisiyla, ilgilenilen islev ne olursa olsun, gecéilili koruyacak ve
YBMG gibi yeterli olacak bir anlatimda dgsmez bir carpanla onu izleyew sayida

birli carpanla yetinilmemeli bunlar sirasiyla, ikili, G¢li ve sayilari tekdize artan ve
sonundaN olan ¢ok dgiskenli carpanlar izlemelidir. Yani, tipki YBMG'de oldu gibi

2N sayida carpan icerilmelidir. Dolayisiyla, CYBMG icin dnerilecek yapi, altsirasayili
r'lerle simgelenen buydklikler bu an icin bilinmeyen ama belirlenmesi istenen 6geler

olmak lizere

N N
f(xl7"'7XN) = TIo [l_!(l"'rl(xl))] n (1+ri1i2(xilaxi2)) X

o X F12 N (Xigs oo Xiy) (2.39
anlatimiyla verilmelidir. Bu anlatimdaki’lerin belirlenmesi igin anlatimin ¢arpma
islemlerini gerceklestirerek toplamsal bir yapiya acilmasi ve ortaya cikan terimlerin
olusturd@u YBMG’sel yapinin YBMG'in dgismez, birli, ve dijer terimleriyle, terim
terim karsilastirma yapilmasi gerekir. Bu islemin ara ayrintilarina burada girnggyece
Ancak, dgismez, birli, ve de ikili carpanlarin bu islem sonucunda elde edilecek olan,

YBMG terimleri tiriinden anlatimlarini vermekle yetingce

ro = fo, (2.395
() = fig‘), 1<i<N (2.39
fiii, (X, X fi, (Xi,) fi, (X
riliz(xil,xiz) = IlIZ(f(I)l IZ)_ |1]E0|1) '2]E0|2)’
1<ip<iy (2.37

Burada son terim ikili terimlerin2.32’'i saglamasi durumunda, yani ilgilenilen asil
islevin aricarpimsal olmasi durumunda,gdea sifirlanir. Bu terim, bir anlamda,
tipki fi,i, (X, %i,) gibi, ikili baglilagsimlara (ing: correlation) karsilik gelmektedir.
Dolayisiyla, bu terim ikili bglilasimlarin aricarpimsagjini 6lgmektedir. Daha ¢ok
bagimsiz dgisken iceren carpanlar icin de benzer yorumlar yapilabilir. Ancak, burada

bu seviyeye kadar bilgilendirim ile yetinilecektir.
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Tipki YBMG'de olduju gibi CYBMG'de de bazi 6lgenler tanimlanabilir. Bu amacla,
eger,

i) =1+-—7,  1<i<N (2.39
0
tanimi yapilirsa
f 2
— \IML (2.39
il
N 2
fo [ ¢i (%)
m o= = (2.40
ol

anlatiminda iki “Carpimsallik Olgeni’tanimlanabilir.  Bunlardan ilkini “CYBMG
Degismezlik Olgeni”olarak adlandirmak olanakhdir.  Bu 6lcerp)( YBMG'nin
Degismezlik Olgeni'ne ¢p) esd@erdir. Buradaki dier olgen, m ise YBMG'nin
Aritoplamsallik Olgeni’ni ¢gristirir ve “CYBMG Aricarpimsallik Olgeni’olarak ad-
landirilabilir. 1 = 1 durumu D@gismezlge, T = 1 durumu ise Aricarpimsafia
karsilik gelir. Ancak, YBMG Olcenleri durumundaki tekdiize artma ve ustten sinirli
olma durumu buradaki CYBMG Olgenleri igin yoktur. Salt bu 6Z8ICYBMG'nin
etkinligini cok dnemli élclide azaltmakta ve ilgilenilen islevin yapisal olaragildde
verisel olarak verilmesi durumunda guvenifiili sajlayamamaktadir. Ancak, yine
de, ilgilenilen islevin aricarpimsafjinin cok baskin oldjunun bilindgi durumlarda,

CYBMG’den yararlanmak, onu YBMG’ye gbére 6ngoériime cikarmak olanaklidir.

2.1.2 Melez YBMG (MYBMG)

Bu kesimde ¢ok dgiskenli islevlerde kullanilan YBMG ydntemi icin siradan YBMG
ve CYBMG'den d@isik bir tirl anlatilacaktir. Bu tir YBMG icin verilen ¢cok boyutlu
veriler YBMG'ye uygun olarak ne ari ya da baskin toplamsal ne de CYBMG’ye uygun
olarak ar1 ya da baskin ¢carpimsal bir yapi icerirler. Bu tr igin verilen bir veriye karsilik
YBMG ve CYBMG gosterim tirlerini birlikte iceren bir gosterilim bigimi olan melez
bir yapi ortaya konacaktir. Bu yapi @gdaki anlatimla verilebilir.

N
f(Xg,...,XN) = V(f0+_z fil(xil)“‘"‘)

i1=1
N
+ (1-vy) (roln (1+ri1(Xi1))] ><> (2.4)
i1=1
Aslinda, burada, $pyanda, birbirine 6zdes ve biri toplamsafdri ¢carpimsal nitelikli

olan iki anlatim &irhkli olarak devreye sokulmaktadir. Bu durungnin [0,1]
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aralginda bulunmasi gerefiianlamina gelmektedir ve onun@gi ilgilenilen islevin
toplamsallik ylizdesinil'e olan uzaklgi ise carpimsallik ylzdesini gosterecektir. Bu
anlatim, YBMG ile CYBMG birlestirimi nitelgindedir.

Burada, islevin sayisal veriler Gzerinden verilmesi durumunda, veriler kartezyen
carpimla olusturulan bir 1izgaranin (ing: grid) timgdiin noktalarinda iglev derlerini

belirli kilyorsa ve islev buradaki gibi melez yapida ise MYBMG’den yararlanilabilir.

(2.42'i kullanarak MYBMG icin kesme yaklastirimlari dretilebili.  Bunun icgin
(2.40de YBMG ve CYBMG anlatimlari yerine onlarin desik kertelerden (mer-
tebe) olabilen kesme yaklastiranlari kullanilabilir. Boylecegagaki yaklastiranlar

Uretilebilir.

f(Xt-XN) & (X XNGY) = YS) (X0 XN) + (L= Y) TR (X, XN)
1<j,k<N (2.42

Bu yaklastiran “(j,k). Kerte'den Melez YBMG Yaklastirani”olarak adlandirilabilir.
Burada gozikens; ve 15 islevleri daha oOnceki kesimlerde tanimlanmiminci
YBMG yaklastirim buyudklikleridir. Melez YBMG kesme yaklastirimlarinda kullanilan
yaklastiranlar agadaki gibi bir gizelge yapisinda gosterilebilirler.

hoo ho1 -+ hon
hio hyg -+ hin (2.43
hno P oo b

Buradaki en 6nemli adip melezlik dejistirgesinin (ing: parameter) saptanmasidir. Bu

amac icin acgudaki bicimde bir islev tanimlayabiliriz.
F (X0, 0) = |17 = [ fuyeme(V) 12 (2.49

Buradaf ve fyyesmc(y) sirasiyla verilen iglev ile MYBMG'nin bu igleve yaklastiranini
gostermekte olup, olmasi gerdiitgibi, boylardaki islevlerde lamsiz dgiskene olan
bagimhlik acik olarak gosteriimemektediry dejerini saptamak icin bu esiin sol
yanindaki islevin boy dgerinin en kicuk kilinmasi gerekmektedir.

oF
— = 2.4
T (2.49
Bu y'ya gore eniyilenen islevin olusturumunda olsun YBMG ile CYBMG yaklastiran-

larinin olusturumunda olsun ayri ayngigik agirlik islevleri kullanmayi engelleyen bir
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kisitlama s6z konusu gédir. Hangi airlik islevinin nerede kullanilagana ilgilenilen
sorunun yapisina gore karar verilir. Sorun YBMG'si baskin ise YBMf®IkK islevi,
diger durumda ise, EYBMGHgarlik islevi kullaniimahdir. Ama, en iyisi, hepsiicin ortak
bir agirlik kullanmaktir. Bu ortak @rlik, islevin yapisal olarak verilmesi durumunda,
ilgili tanimbdlgesinin her noktasinda islev @i bilinec&inden, @irlik islevini tim
tanimbolgesi icinde sirekli secmek olanaklidir. Ancak, buradaki amacin, daha cok,
tanimbolgesi icinde sonlu sayida yinelemesiz noktada isléererinin veri olarak
verilmesi ve bagka bir bilginin elde bulunmgdidurumlarla ilgilenmek olmasindan
dolay! airlik islevini de, timlevileme altinda, salt bu noktalarda isleyeate iretecek
yapida yani ayrik yapili secmek gerekmektedir. Bigidkenli airlik carpanlarinin
YBMG icin gerekli yapiy! Uretebilmesi icin agedaki anlatimla verilen Dirac delta

islevleri dajrusal birlestirimi olarak secilmesi gerekir.

w)=Yya's(x-&V), 1<i<n (2.49

Burada, Ei(j) X dogrultusundaki, artan yénde siralanmis toplamsayida dgim
noktasindarj. konumda bulunani simgelenmekte omﬁ) bu digim noktasinin hangi
agirlikla giindeme getirildjini simgeleyen dgistirge durumundadir. Bu deéstirgeler
bu &irlik ¢arpaninin timlev birimlendiriminin gerceklestiriimesi amaciylagagaki

1'e toplanirhk 6zellgini tasimalidir.
N
Zaj('):L 1<i<N (2.47)

Son iki bagintidan yararlanarak

tomon- 5% [t

1=l jn=1li=1
" [f (51“ o £l > s (El“”,---,féﬂm) —(1— ) (51(1'1)7_”75“(le>)]2,
0<jk<N (2.49

Bu esitlikle verilen islev daha dpusu esitl§in sa) yani enkiciklenirse arangmlejeri

elde edilir.

k<N (2.49
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Bu esitligin saj yaninda gorunen destirgelerin agik anlatimlari a§ada verilmektedir.

- 33 [t

As = j;il...j:il:iﬂlaﬁlﬂ: f(El(jl),...,E,Ele)>sj (gl(iﬂ,...,z@JM),

A — ji...j:z”l_iﬁla(_u)_ (20,80 (20, 80
2, A

=SS _lﬂlagn 5 (60, &) g (€0 60

ji=1  jN=1|i1=1

0<jk<N (2.50

Bdylece, her bir MYBMG yaklastirani icin dgsik olany degerleri elde edilebilir ve

bunlarin kullanimiyla2.43 cizelgesi yerine

ho,o ( X, V((fok) hoa (X, Vé?lk) o hon (X chi?
h1o (X, yieok) hi1 (X, Vflk) SR R X)V:I(_’ellj() (2.5
hno (x, y,&f?) hn 1 (X, V,Slelf> o han (X, Vrgler?)

olarak verilen “Eniyilenmis MYBMG Yaklastiranlari Cizelgesi’elde edilir. Kuskusuz,
bu cizelgenin en altta ve en @da bulunan 6gesi kesin sonucu verecektir. gedi
Ogelerin Uretyi yaklastirimlarin nitefyi bu yaklastirana yaklasildikca azalir ama buna
karsin bilgisayim karmasikji artar. Bu nedenle, yaklastiranlardan altsirasayilari en
cok 2 olanlarla yetinmek istenebilir ve bu istem akilcidir. Yani, gizelgenin sol Ust
kdsedeki(3 x 3) yapisindaki kesistirimin en kullanigli yaklastiranlar icgrdahatlikla

soylenebilir.
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3. YBMG YONTEM i ILE VER | BOLUNTULEME

Sonlu sayida dgsik nokta Uzerinde ¢ok boyutlu icderbicim yuritilmesi gerek-
tiginden YBMG terimlerinden olusan cok boyutlu bolgeyi, herhangi bir ek kosul
ortaya koymadan, tim uzaya genisletebiliriz. Bdylece, her binrbaiz dgiskenin
aralgini (—oe,0) olarak alabiliriz. Burada, i¢dgerbicim uygulanacakf (xi,...,Xn)
islevinin yapisinin analitik olarak verilmagli durumlara odaklaniimaktadir. Bu
durumda, bgmsiz d@iskenler Gzerinden tanimlanmis Euclid uzayindan sonlu sayida
nokta alinarak bu noktalardaki iglev @krlerinin verildgi varsayllmaktadir. Bu
noktalar her bir bgimsiz d@iskenin orttgi araliklarin kartezyen carpimi olarak
alinmaktadirislevin dejerlerinin ise bir 1zgara tizerindeki giim noktalarinin timiinde
verildigi varsayilmakta, her bir boyuttaki noktasalgge kiimelerinin tanimlar agada
sunulmaktadir.

;= {Efk”}::j —{gP..6M). 1<j<n (3.1

Bunlardan kartezyen carpimla olusturulan noktalar kiimesi
.@E@lx.@zx---x.@[\] (3.2)

esitligiyle tanimlamaktadir. Kartezyen carpim ile olusturulgn kiimesinin agik

anlatimi asgudaki gibidir:
2 = {11 = (X2, %2, ....Xn) ., Xj € 9j,1 < j <N} (3.3

Icdegerbicim icin olusturulmasi gereken yapingh kiimesinde yer alan noktalardaki
f(x1,...,Xxn) islevinin aldgi dejerleri icermesi gereklidir. Bu yapi, uygun bigiaik
secimiyle elde edilebilir. Bu amacla gerekli olan eylem, MYBMG'de ygmtuz gibi,
cesitli Dirac Delta iglevlerinin dgrusal birlestirimlerinden olusan birgalik islevi

tanimlamaktir. Bunun icin agedaki ayirlik islevi segilebilir.

n;j . .
vvj(x,-)zkzaéﬁa(xj—sj“‘”), xjc[a,b], 1<j<N (3.4
=1
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Burada tanimlanangarlik islevinin, timlev birimlendirim kosulunu2(9) sajladgi

asd@idaki gibi gosterilebilir.

bj n;j . K. nj . .
/a dx; kzla|§;>5(xj —&) :kzlagx 1<j<N 3.5
] = j=

Bu da asgidaki iliskiyi, Dirac Delta islevlerinin dgrusal birlestirim katsayilarindaki

bir kosul olarak, bize verir.
nj
5> alij” =1, 1<j<N (3.6)

(2.10 ile elde edilen YBMG dgismez terimi tanimlayan esitlikte3{) kullanilirsa
asd@idaki denklem elde edilir.

b]_ ny
fo = /a dxq lz O{k1 (xl_fl(k1)>...><

1

/bNdXN nZN O!kN <XN—E,E,kN))f(x1,...,xN) 3.7

Dirac Delta islevinin 6zellyini de kullanarak tiimlevleme islemi devreye sokulursa

YBMG degismez terimi icin aggidaki cebirsel iligki elde edilir
fo = Z Z Z <|‘| an)f(f{"“,...,f,&““) (3.9
ki=1ko=1 kn=1 \i1=1
Bu iliski asajidaki yapida yeniden diizenlenebilir

fo= Y 2(Df(1) (3.9

€9

Burada

r= (698 ) =g,
1<kj<nj, 1<j<N (3.10

tanimlari gecerlidir.

fm(Xm) birli YBMG terimini belirlemek icin .11 tanimindan yararlanabiliriz.
(km) bl bm,]_
n(&87) = [ aaWoa) [ dxn aWik1)
a am-1
Pmi1 bn
></ AXmaW (Xmy1) -+ N dXaW(xn) f(Xg, ..., xn) — fo

a1
(3.10)
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Esitligin sa yani asgidaki bicimdeN — 1 kat timlev yapili olarak yeniden yazilabilir.

() = [ “1dx1k§ a5 (xa— &) - x
1 =1

bm 1 nm 1 1
X A% 1 orm 15 (X1 — EFm1))

bm+1 Nmt1
(m+1) (km+1)
X dXmi1 O (Xmy1—¢ X
L zl MU (xme1 — £

/bNde nzN akN <N_E,E|kN)>f(X17""XN)_f0 (3.12

kn=1
(3.9'da verilen kapali yapiya benzer olarak yukarida bulunan anlatimyidesa

bicimde yeniden yazabiliriz.

(&)= 3 dnm)f(m &™) = ¥ 2(D1() (313
Tme2(™m €D
Burada
-@(m) = {Tm|Tm == (le"'7xm—17xm+17"'7XN) axj € 9]71 < J < Na] 7£ m}?

o= (&Y, ehm L),

Cn(tm) = i apmPagnit) - ag®,
X e Jm 1<kp<nm  1<m<N (3.14

tanimlari gecerlidir.

Elde ettgimiz esitlikle birlikte N sirali terimlerden olusan tekli (ing:univariate) cgizelge
uretilmis bulunmaktadir. fm(Xm) icin elde edilenm’inci cizelgedeny, (1 < m < N)

sayida sirall terim icerilmektedir.

frym, (Xm,, Xm,)  Yapisindaki YBMG ikili terimleri de benzer bigimde elde edilir.

(2.12 esitliginden ve Dirac Delta islevinin 6zdffinden yararlanarak benzer anlatimlar
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asd@idaki gibi elde edilir.

kim ki
o (G Em?) = > Loy (Tiym,) (Tmlmbfrgn I)frslzk'nz))
rmlmzeg(mlmZ)
- Z Zml (Tml) f (Tm]_? EI’E’]lj_ml))
Tmlgg(ml)

=Y () (T &)

Tmy€ 2™
+ 5 ) f(n) (3.19
€9
Burada
@(mlmZ) = {Tm|Tm: (Xla-'~7Xm1—17Xm1+17"'7Xm2—1axm2+17"‘7XN)7
Xj € 9]713 J < N7J #mlamZ}a
@(ml) = {Tm1|Tm1:(X1;-~~,Xm1—17xm1+1;--~aXN)a
Xj E-@J:lé J < N?J #ml}a
P2 = LT, | Ty = (X1, ooy Xerp— 1 X1y o XN ) 5
Xj € Z;,1<j<N,j#m},
k (kmy-1) ¢ (kmy+1) (kmp-1) ¢ (kmy+1) K
Tmlmg = (E:E 1)7"'7£m1_111 7€ml_:]jfl 7"'7fmzknl211 7€m2k"_EIl 7"'76]5] N)>7

k (kmy—1) £ (Kmy+1) k
O G M e S e

k (kmp-1) £( ) K
Im, = (E:E 1)7"'7fmzkf1211 7€m2kn_EIl 7"'76[5] N)>7
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(kmy-1) _ (Kmq+1)
Zmlmz(rmlmz) = 0 "'aml—l m+1 amz 1 amz+1 AN

K, — K
G () = @)l gl gl
k Kk
{mp(Tmy) = ai S aml<2m21 O’mimﬂl "'G&N)a
(kmy) kmy)

g e g, ENm) g

1<km <nNm, 1<km,<nm,, 1<m,m<N (3.1

tanimlari gecerlidir. Boylece3(9) ve (3.13'i verilmig veriler Uzerinde kullanarak ¢cok
dagiskenli islevin analitik yapisini elde edecek igeebicim icin gerekli birli ve ikili

cizelgeler elde edilmis olmaktadir.

3.0.3 igde@erbigim (ing:Interpolation)

YBMG yardimiyla verilmig veriyi bélunttlere ayirmaklfn(Xm) icin analitik bir yapi
yerine ny, sirah ikilisinden (ing: ordered pair) olusmus bir cizelge saptanmistir. Bu
cizelge, iglev i¢in varsayilan bir yapi altindga(xy) terimini saptamayi olanakli kilar.
Bu da icdgerbicim yaklastirimidir (ing: interpolation approximation). Bu yolla,
tek bir cok dgiskenli icdgerbicim, N sayida tek d@iskenli icdgerbicim kiimesine
indirgenerek yaklastirim yapilir. Bu tir bir yaklastirim icin isle\de olarak YBMG

birli terimleri Gzerinde, genel@limi izleyip ¢okterimli yapisi varsayarak, Lagrange

Icdegerbicimi kullanilabilir.
Nm
pm(%m) = 3 Liy%m) fm (a&"m)) ., Eeg, 1<m<N  (3.17
km=1

Buradaki Ly (xm)'ler Lagrange cokterimli katsayilaridir. Bu cokterimli @gdaki

bicimde tanimlanir.

_ (km)
Lkm(Xm) - I < (km)_E(J)> 3 Em E-@n'b
j#km M m
1<kn<hm, 1<m<N (3.19
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YMBG terimleri kullanilarak olusturulan3(17) ve (3.18 esitlikleri kullanilarak cok
degigkenli bir f (x1, ...,Xn) islevine asgidaki gibi bir yaklastirim olusturulabilir.

N
f(X1,....xn) =~ fo+ Z Pm(Xm) (3.19
=1
< (k) g (i)
Prum, (X, Ximp) = > D Ly (X ) Ly, (X)) frrymy (&my ™5 Emy ),
Koy =1 kmy—1
N N
Fxe, ) = fot ) Pm(Xm)+ > Prymy (Ximy, Ximp) (3.21
m=1 ml.,mzmzzl
m<

Boylece f(x1,...,xn) cokddyiskenli iglevi igin icd@erbicim yaklastirnmi elde edilmis

olur.
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4. KOSUTLASTIRMA SUREC | ICIN YBMG YONTEM ININ
IYILESTIRILMES |

Bir onceki bolimde dginilen YBMG turlerinden ister YBMG ister CYBMG isterse de
MYBMG veri boluntileme yontemi kullanilsin asil islem yikine sahip olan esitlikler
toplamsal YBMG'nin dgismez ve birli terimlerini bulmada kullanilai3.Q) ve (3.13
esitlikleridir. Diger tum bilinmeyenler bu terimler yoluyla elde edddiden ve islem
ederleri disuk oldgundan kosutlastirma sureci disinda tutulmustur. Uygulamalarda
esas olarak YBMG dgsmez ve birli terimler kullanildjindan bu calismada esas olarak

(3.9 ve (3.13 esitlikleri kosutlastirilacaktir.

Kogsutlastirma islemine baglamadan dnce YBM@igmez ve birli terimleri hesaplayan
(3.9 ve (3.13 esitlikleri incelenecek olursa, esitliklerin yapilari ele alinan problemdeki
boyut sayisina gére deskenlik gosterdigi gorilir. YBMG terimlerini bulmada
kullanilan algoritmadaki dongt sayisi ele alinan problemdeki boyut sayisina esittir.
Kosutlastirma islemine gegmeden 6nce bu problemi asmak icin ele alinan esgitliklerin
matematiksel olarak ne anlattiklari ortaya konulup bunlar tGzerinde iyilestirme yapil-
malidir. Bu amagcla ilk olarak bu esitliklerin matematiksel yapisini ortaya ¢ikarmada

kullanilan kavramlara dgnilmelidir.

4.1 Kullanilan Matematiksel Kavramlar

(3.9 ve (3.13 esitliklerinin matematiksel yapilarini agiklamak i¢in 6rnek bir noktalar
kuimesi ele alinmistir. Ornek noktalar kiimesi 3 boyutlu olarak secilmisti8 xg (3.2

ve (3.3 tanimlarindan yararlanarak

9= nx Ty 7= {762,826 | {e &2 &} x {7 &P} @4

seklinde gdsterilir. Dolayislyla birinci boyutu 4 gim noktasindan, ikinci boyutu 3
digum noktasindan ve Ugtincl boyutu Zydin noktasindan olusan bir érnek noktalar
kimesi alinmigtir. 6rnek olarak alinan noktalar kiimesi Uzerinden gizge kanitsavinin

(ing:graph theory 3 kavramindan bahsedilecektir. Bu kavramlarin birincigy A
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Kartezyen Carpim (in@rid Cartesian Produdt kavramidir[13]. Bu matematiksel
kavram yardimiyla 6rnek olarak afimiz noktalar kiimesi bir gakartezyen carpim

olarak asgidaki sekilde gosterilebilir.

D,

1) (@3] (3) )
51 §1 1 1

65(3) (3]
A 2 *

@
2 D;

o w
2 3 Ds D, Dix DyX Dy

Dy

Sekil 4.1: Ga 32, 71 x P2 x Z3 igin AQ Kartezyen Carpimi

Ikinci kavram Tam k-Ayristiriimis Cizgedir (inGomplete k- Partite Graph[14]. Bir
k-tam ayristirilmis gizge&k adet ayri kimeden olugsmaktadir dyle ki kime icerisinde
bulunan d@im noktalari birbiri ile herhangi bir eslesmeleri yoktur. Buna karsin sirali
halde bulunan bu kimelerdeki @iiim noktalari komsu kimelerdeki giiim noktalari

ile gerceklesebilecek tim eslesmeleri yapmislardir. Bu calismagandinoktalar
arasinda yonlu eslesmeler (idgrected edgeskullaniimistir. Boylece herhangi bir
ag kartezyen carpim bir tam ayristiriimis cizge olarak gdosterilebilir.  Sekil 4.2'de
ornek olarak alinan kiimenig&artezyen ¢arpiminin 3-Tam Ayristiriimig Cizge olarak

gorilmektedir.

Dy D, Dix D;yxX Dy
D

Sekil 4.2: G4 32 ag kartezyen carpiminika 3 2 YOnlu 3-Tam Ayristiriimig Cizge olarak
anlatimi

Eger yukarida bahsedilen ve @iim noktalari arasindaki eslesmelerin timi mevcut
deagil ise bu kavram d&-Ayristiriimis Cizge (ingk — Partite Graph olarak tanimlan-

maktadir [15]. Kartezyen carpim ile olusan noktalardan yalnizca ikinci boyutun birinci
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digim noktasmfz(l) icerenler Sekil 4.3'Uin sol yaninda isaretlenmistir. Bunun ¢gizelge
gosterimi Sekil 4.3'un gayanindaki gibidir. Goruldgu gibi 2, boyutunda yalnizca

52(1) digum noktasi ile yapilan yonli eslesmeler gosterilmistir.

Ds D, Dix D;xX Dy
D

Sekil 4.3: Ky 1.2, G4.1.2'nin YOnlu 3-Ayristirilmig Cizgesi

Ele alinacak son matematiksel kavram Yonli Dongusiz  Cizgedir
(ing:Directed Acyclic Graph Adindan da anlasilaga gibi cizge herhangi bir
kesintisiz dongu icermiyor ise DAG olarak siniflandirilir [16]. Sonlu bir DAG en
azindan bir kaynak (ingourcg ve bir bitim (ingsinK) noktasina sahip olmalidir.
Kaynak kendi Uzerine herhangi bir yonli eslesmenin ol@gaditim ise kendinden
herhangi bir noktaya herhangi bir yonli eslesmenin ol@uadioktalardir.  Sekil
4.4’0n sol yaninda dikkat edilecek olursa bu c¢izgenin 4 adet kaynak ve 2 adet bitim
noktasina sahip oldu gorultr. Ayrica bu ¢izge kesintisiz bir dongitayacak yonll
eslesmelere sahip gidir. Dolayisiyla bu bir DAG'dir. Ek olarak ¢izge esit uzunlukta
yonll erigim yollarina (ingpath) sahiptir. Her bir erisim onL(El(l),Ez(l),Eél)) gibi

ornek noktalar kiimesi elemanlarini iceren sirali Gclulerden olusur. Her DAG, d¢erdi
noktalar arasinda dpusal bir topolojik siralamaya sahiptir dyleikk j durumunday;
noktasivj noktasindan once gelir. Fakat ornek olarak alinan noktalar kiimesinde her
bir nokta alt ve Ust olmak Uzere iki sirasaylya sahiptir. Bu nedenle ek bir siralamaya
daha gereksinim duyulmaktadik < t olmak Uzerevi(k) noktaswi(t) noktasindan
once gelmektedir. Bu siralama yardimiyla Sekil 4.4'deki DAG sirali bir noktalar
dizisi olarak gosterilebilir. Sekil 4.4’tn gayanindaGg 12'in sirali bir dizi olarak
gorulmektedir. Sekil 4.4'de gorildji gibi birinci erisim yolu hem alt hem de Ust
sirasayilari dncelie sahip oldﬁundanél(l) ile baglar. 51(1) in ikinci boyutta eslesgji

tek noktaéz(l) dir. El(l)’in de Ucglincu boyutta egslegtiiki nokta bqunmaktadlrfél) ve

Eéz). Bu iki noktanin alt sirasayilari ayni kiime icerisinde olduklari icin aynidir. Bu
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D) D) (D B) D) ()
g 2 25( o1 < 2§§

M) (1 (2) B (1) £(2
5 '§1 ; 53 1 2)‘53
(2) 1) A1
2 f” ](4) 2l) é;(l)
B 3 - O )
(2)
1(?) “21) 53 (4) 21) ‘;':3(2)

8.

Sekil 4.4: G4 12'in Yonlh Ayristiriimis Cizgesi ve bu cizgeyi anlatan sirali Ggluler
kiimesi

nedenle siralama icin Ust sirasayilara bakilr. BéyEq%}aile baglayar(fl(l), 52(1)7 Eél)),

(El(l),fz(l),féz)) siral tglilerinin olusturdgu digim noktalan sirasiyla dizinin ilk iki
ogeleri olurlar. Ikinci boyutta esleme yapan tek nokfél) oldugundan yine birinci
boyuttaki Ust sirasay1 nedeniyle ikinci 6ncelige S&fl(la ile erisim yolu olusturulmaya

devam eder ve Sekil 4.4'de@ganda gorilen bicimde siralanirlar.

4.2 YBMG Degismez ve Birli Terimlerin Veri Kullanim Semalari

Yukaridaki bolimde anlatilan matematiksel kavramlardan yola ¢ikarak herhangi sayida
boyuta ve boyut dgiim noktalarina sahip herhangi bir kartezyen ¢arpimin olugfurdu
¢ok boyutlu noktalar kiimesinin tamami ya da bir kesimi yonli paylastirilmis gizge
olarak edilebilir. Buradan kartezyen carpim kimesiel@ri essiz bir sirada dizi
gOsterilebilir. Bu gosterimden yola ¢ikarak 3 boyutlu olarak @itz 6rnek noktalar
kiimesinin kartezyen carpim#.(l) sirali dizi olarak essiz bir sekilde agdaki gibi

gOsterilebilir.

9D = D1XDrx D3
= (&M &M M) eV &P &2y eV gl? gty (gD g2 g2y,

(61 ,62 ,53 ),(51 ,52 ,53 ),(El ,EZ ,63 ),(51 ,52 ,53 ),
(61 762 ,63 ),(El ,Ez ,53 ),(El ,Ez 763 ),(El ,Ez ,Eg ),
(62,60, &M).&2 &Y. 6.2, &7 &), (.62 ).
(&%.6% &).(82.62.&2).&0. 8 &), &Y. &Y £,
(&Y,&2.8M),67,62,69),(8, 6 e, (87, 2. 87y 4.2
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Kartezyen ¢arpim sonucunda olugan bu dizide @4 ldulunmaktadir. Bu@elerden her

biri, kartezyen ¢carpim sonucunda olusan ¢ok boyutlu noktalarin koordinatlarina karsilik
gelmektedir. Bu asamadan sonra anlatim kofpydcisindan ¢ok boyutldi(xg, Xo, X3)
islevinin bu noktalardaki dgerleri sirasiyla 1’den 24’e kadar giden sayilar seklinde
gOsterilecektir. Bu gdsterim bicimini kullanarak ¢rnek uzaydaki noktalarda sayisal

degerleri bilinenf (x1,x2,x%3) ¢ok boyutlu islevinin YBMG terimleri hesaplansin.

YBMG degismez terimleri hesaplamakta kullanilahg) esitligi incelendginde bu gos-
terimin, f(X1,X2,X3) islevinin (4.2)'de gosterilmis 24 noktadaki derlerinin airliklar
altinda toplamina egit oldw gorilir. 8.6) esitliginden @irliklar her bir boyut igin
ayni oldwgundan burada islev gerlerinin toplami 6nem kazanmaktadir. Sekil 4.5'de
YBMG degismez terimlerify hesaplanirkerf (x1,x2,x3)’in tum noktalardaki sayisal

degerlerinin kullandgi gorulmektedir.

1 2 3 4 3 6

7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 183
19 20 21 22 23 24

Sekil 4.5: YBMG degismez terimi olanfy't hesaplamak icin kullanilan veri kullanim
cizemi

Esas problem 3.13 esitligi ile bulunan birli YBMG terimler hesaplanirken kul-
landiklari islev d@erlerinin cizemini ¢ikarmaktir.  Fonksiyon @gerleri kullanim
cizemleri, secilen boyut ve boyutlardaki @lim noktasi sayisina gore gigmektedir.
YBMG terimlerinin matematiksel yapisini anlatmak icin 6érnek olarak ikinci boyutun
hesaplanirken kullanilan noktalar, kartezyen ¢arpim kiimesinde ikinci boyutta yalnizca
52(1) digum noktasini iceren noktalardir. Bu noktalarin secimi Sekil 4.3'dg¢ sa
yanda bulunan ayristirilmis gizgede gorulmektedir.  Ayristiriimis gizg&t@éél))
hesaplanirken yalnlzc&‘él) iceren noktalardaki islev derleri kullanihir. Bu dgerler de
Sekil 4.6'daki sirali islev dger dizisinde 7. noktadan 12. noktalara kadar olajederi
iceren dizi parcasina denk gelir. dzr YBMG birli terimler bulunurken de strateji
aynidir; hangi boyutun djtim noktasinin YBMG terim dgeri bulunmak isteniyorsa
yalnizca o dgim noktasini iceren noktalardaki islevgaei kullanilir. Sekil 4.6, Sekil
4.7 ve Sekil 4.8 de birinci, ikinci ve Gclnct boyutlardakigdin noktalarinin YBMG
terim deyerleri hesaplanirken kullanilan islevgir kullanim cgizemleri gérilmektedir.

Buradan ¢ikarilacak énemli bir sonug da ayni boyutta bulunan farglinhiinoktalarinin
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YBMG terim dejerleri hesaplanirken farkl islev gerleri kullanihr, birinin kullandgi
veriyi digeri kullanmaz. Sekil 4.6, Sekil 4.7 ve Sekil 4.8'de sirasiyla 1. boyuttaki, 2.
boyuttaki ve 3. boyuttaki djiim noktalarinin YBMG terim dierleri hesaplanirken
kullanilan islev dgerlerinin ¢izemi gortlmektedir. Sekillerde gorulen her bir renk

grubu, farkh di@im noktalarinin hesabinda kullanilan islegederini gostermektedir.

1 2 3 4 5 6

9 10 11 12

13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24

Sekil 4.6: Birinci  boyuttaki digiim noktalarina ait YBMG birli terimleri olan
fl(fl(nl))’leri hesaplamak i¢in kullanilan veri kullanim ¢gizemi

i 2z = 4

7 8 2! ) 10
13 14 15 16
19 20 21 22

Sekil 4.7: Ikinci boyuttaki dium noktalarina ait YBMG birli terimleri olan
fg(EZ(“Z))’Ieri hesaplamak i¢in kullanilan veri kullanim ¢izemi

i i 3 4 5 £}

7 8 | 10 11 12
13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24

Sekil 4.8: Uglincti boyuttaki dgim noktalarina ait YBMG birli terimleri olan
fg(fén“"))’leri hesaplamak i¢in kullanilan veri kullanim ¢izemi

Buraya kadar gelinen sureg 6zetlenirs8.9( ve (3.13 esitlikleri ile hesaplanan
degismez ve birli YBMG terimlerinin matematiksel yapilari cesitli matematiksel
kavramlar yardimiyla belirlenmistir. Bu yapiya gore terimler hesaplanirken aslinda
belirli noktalardaki islev dgerlerinin toplami kullaniimaktadir. Her bir YBMG terimi,
veri dizisinin gesgitli parcalarindaki derleri toplayarak hesaplanir. Bu veri setinde
hangi d@erleri kullandiklarini gbsteren cizemler yukarida belirtiimistir. Fakat bu
cizemler bu haliyle yeterli dgldir. Herhangi bir boyuttaki herhangi bir giam
noktasinin YBMG dgeri hesaplanirken eldeki veri dizisinde hangi verilerin kullgndi
Ozyineli bir iligki ile verilmelidir. Yukaridaki sekillerde gosterilen ve belirli noktalardaki
islev degerlerini iceren 24 @eli veri dizisi gz 6nine alinsin. Her bir YBMG terimi
hesaplanirken bu dizi icerisinde belirlgélerin dgerlerinin kullanildgi belirtiimistir.
Ozyineli iligkilerin ¢ikarimina 1. boyuta ait diim noktalarinin YBMG hesabi ile

baslanabilir. Ik boyutta 5 difiiim noktasi oldgundan her bir diim noktasi icin bir
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YBMG terimi bulunacaktir. $Sekil 4.6’da her bir rengin farkli bir YBMG teriminin
hesabinda kullanilan veriler oldu belirtiimisti. Sekil 4.6'da ilk satirda yer alan
degerler fl(fl(l)) hesabinda kullanilan verilerdir. Bu veriler hep beraber bir veri
dizi parcasi olarak dusunulebilir. Sekil 4.6'da gorigdugibi her bir YBMG dgeri
hesaplanirken 1 tane dizi parcasi kullaniimaktadir. Bu bilgi daha sonra kullanilacaktir.
Her bir dizi parcasi 6 adet veri icermektedir. Bugéeaslinda bundan sonraki boyutlarda
bulunan d@im noktalarinin sayilarinin carpimidir. 2. ve 3. boyutlarda sirasiyla 3 ve
2 adet d@um noktasi vardi. Bunlarin carpimi ile YBMG terimleri hesaplanan boyutta
kullanilan dizi parcalarinin uzunju elde edilmis olur. Dizi par¢asinin baslangicinin
hangi @eden baslanagain belirlenmesi daha kolaydir. Boyutun hangigdin
noktasinin YBMG dgeri hesaplaniyorsa boyutun dizi par¢alarinin uzgalile digim
noktasi sirasayisinin ¢carpimi YBMG teriminin kullangcdizi pargcasinin baslangicini
belirler. Bu sekilde 1. boyuta ait diim noktalarinin YBMG dgerleri hesaplanir. 2.

ve sonraki boyutlarda YBMG terimleri hesabi baska 6zyineli iliskileri gerektirir. Bu
iliskilerin ¢ikarimi igin 2. boyuta ait YBMG terimleri hesaplanirken kullanilan veri
kullanim gizemi Sekil 4.7 gozonine alinmahdir. Dikkat edilecek olursa bu boyuttaki
YBMG terimleri hesaplanirken tek bir dizi parcasi kullaniimamaktadir. Bu boyutta
bulunan 3 dgim noktasi igin ayri ayri 4 adet veri parcasi kullaniimistir. Ayrica bu veri
pargalari arasinda sabit bir uzakhk vardir. Dolayisiyla YBMG terimleri hesaplanirken
dizi parcalari sayisi ve bu parcalar arasindaki ugaklbzyineli olarak bulunmasi
gerekmektedir. Dizi parcalari sayisi 1. boyut icin 1 olarak alinmisti. Herhangi bir
boyuttaki bir digiim noktasinin YBMG dgeri hesabinda kullanilacak dizi sayisi, ondan
onceki boyutlardaki dgiiim noktalari sayilarinin carpimidir. 2. boyut icin dizi pargalar
sayisi 1. boyuttaki dijiim noktasi sayisina esittir ve 4'diir. Bu sonu¢ Sekil 4.7'den
de gorilmektedir. Ayni zamanda 3. boyutta hesaplanan YBMg&deri icin de ayni
hesaplama yapilacak olursa, 1. ve 2. boyuttakjidii noktalari sayilari ¢carpimindan
12 sayisi elde edilir. Sekil 4.8'den de goriddiigibi her bir d@im noktalasinin
YBMG degeri hesabinda 12 adet veri parcasi kullaniimistir. Son olarak herhangi
uzaklgin 6zyineli iliskisi elde edilmelidir. Herhangi bir boyuttaki @iim noktalasa ait
YBMG degeri hesabinda kullanilan dizi parcalari arasindaki uzaklik, dizinin toplam
uzunlunun ondan 6nceki boyutlardaki @iim noktalari sayilari ¢carpimindan elde

edilen sayiya bolumiyle bulunur. Bolengds 1. boyut icin 6zel olarak 1 olarak
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tanimlanmistir. 2. boyuttaki herhangi bir @lim noktasi i¢cin bu hesap kolayca
yapilabilir. Dizideki toplam ge sayisi 24 idi. 1. boyutta 4 Jim noktasi vardi. 24/4

den iki dizi parcasi baslangiclari arasi uzaklik 6 olarak bulunur. Sekil 4.7 incelenecek
olursa fz(fz(l)) hesap edilirken kullanilan ilk dizi parcasi 1.géden bagslamaktadir.
Ayni YBMG teriminin hesabinda kullanilan ikinci dizi par¢asinin baslangicigédr.
Dolayisiyla aralarindaki uzaklk 6'dir. Benzer hesap 3. boyut icin de yapilabilir.
Bu boyutta bir dgum noktasinin YBMG dgeri hesabinda kullanilan dizi parcalari
baglangi¢ uzakliklar24/(4 - 3) = 2 olarak bulunur. Gergekten de Sekil 4.8 incelenirse

kurulan 6zyineli iliskinin dg@ru oldwu gordlur.

Simdiye kadar elde edilen YBMG terimlerin veri kullanim cizemleri ve cikarilan
Ozyineli iliskiler g6zonune alindinda 8.9 ve (3.13 esitlikleri kolayca hesaplanabilir.

Her iki esitlik de O(N?) hesaplama karmasigina sahip olacak sekilde daha verimli

bir bicimde yeniden yazilabilir. Her iki egitlik de i¢ ice 2 dongu igerir. Digtaki
doéngi toplanmasi gereken veri parcalarinin baslangi¢ noktalarini denetlerken i¢c dongu
veri parcalari icindeki gelerin toplanmasindan sorumludur. Bu sekilde tim YBMG

terimleri elde edilmis olur.
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5. YBMG Yonteminin MPI ile Kosutlastiriimasi

Onceki bolimde HDMR terimlerini hesaplamakta kullanil&9)( ve (3.13 esitlikleri
kosutlastirma amaciyla iyilestirilmisti. Bu asamadan sonra kosutlastirmada tzerinde
durulacak sureg, hesaplamalarda kullanilan ve belli bir 6zyineli iligki iceren dizi
parcalari icindeki sayisal derlerin basarimli bir sekilde toplanmasingkanaktir.

Bu siire¢ anlatilmadan 6nce verinin hesaplamgudilerine (ing:node) paylastirma

stratejisi anlatiimaldir.

Sekil 4.6, Sekil 4.7 ve Sekil 4.8 incelenecek olursa veri dizisinin neden 6’sarl parcalar
halinde satir satir bolundii aciklanmigti. Dikkat edilecek olursa dizi pargalari bu
bicimde bdolindrse her bir parcanin YBMG terimleri hesabinda veri kullanim cizemi
tipatip aynidir. Dolayisiyla her bir parcaya disen is yuku esitti. Bu bolum sekili
rastlantisal dgildir. Herhangi bir veri dizisi 1. boyuttaki djum noktasi sayisi kadar
esit parcaya ayrildinda her zaman bu sonuc elde edilir. Elde edilen veri parcalarinin
YBMG terimleri hesabinda kullan@i veri cizemi ve is yuki ayni olacaktir. Veri dizisini

bu sekilde bolmek essiz dédir. Siranin korunmasi kosulu ile boyutlardakigiim
noktasi sayilarinin ¢arpimindan elde edilen sayilar da veri dizisini ayni 6zelliklerde
boler. Ornek veri dizisinde 1. boyuttaki giim noktasi sayisi 4 idi. 2. boyuttaki
digum noktasi sayisi olan 3 ile ¢carpijtnda 12 sayisi elde edilir. Veri dizisi 12 esit
satira boltunurse ayni sekilde her bir parcanin YBMG terimleri hesabinda veri kullanim

cizemi ve is yuku ayni olur.

Yukarida anlatildyi sekilde veri dizisi esit parcalara ayrilir ve hesaplamgilerine
olabildigince esit sayida paylastiriir.  Bdylece her bir hesaplamgudilerine
digsen veri hacmi ve is yuki esit olur. Dolayisiyla load balancing elde edilmis
olur. Bu tir paylastinmda dikkat edilecek olursa herhangi bir hesaplargéndiii

tek basina herhangi bir YBMG terimini hesaplayamaz. Tek bir YBMG teriminin
hesabl tim hesaplama @imlerine bgh olarak gerceklesir. Bu durumda her bir
hesaplama diiiminiin hesaplagh dejeri bir araya getirecek bir yapiya gereksinim
vardir. Bu gereksinime karsilik vereMPl_Reducé) iglevidir[17]. Bu islev her

bir hesaplama diiimindeki sonucu alir ve secilen matematiksel islemi uygulayarak

31



Sunucu Hesaplama Dg@um:

1. Kendi Uzerine disen veri satir
sayisini hesapla

2. Her bir boyut i¢in dizi parcasi sayis
genislgi ve dizi parcalarinin
birbirlerinden olan uzakliklari hesapla
3. MPI I/O ile kendine disen veriyi ce
4. Cektigi verilerden HDMR dgismez

Istemci Hesaplama Di@umleri:
1. Kendi Uzerine disen veri satir
sayisini hesapla

1,2. Her bir boyut i¢in dizi pargasi sayis
genislgi ve dizi parcalarinin
birbirlerinden olan uzakliklari hesapla

k3. MPI I/O ile kendine dlsen veriyi ¢ce

4. Cektigi verilerden HDMR dgismez

ve birli terimleri hesapla

5. MPI_Reduce() ile hesaplanan
HDMR terimleri déjerlerini sunucu
hesaplama djiimiine yolla.

ve birli terimleri hesapla

5. MPI_Reduce() kullanarak
istemci hesaplama @iimlerinde
hesaplanan HDMR terimleri
dejerlerini toplayarak birlestir.

Cizelge 5.1:Yontemi MPI kitaplgi ile kosutlastirma sureci

istenilen hesaplama giimine sonucu aktarir.

Her hesaplama @limi, belirli bir YBMG teriminin kendisine

Burada secilen matematiksel islem
toplama islemidir.
dusen toplamini hesaplaMPI_ReducéMPI_SUM) ile sonuglar toplanir ve sunucu
hesaplama djiimine aktarilir. Boylece YBMG terimlerinin derini veren sonug elde

edilmis olur.

Cizelge 5.1'de adim adim aciklanan kosutlastirma sirecinde sunucu ve istemci
hesaplama djiimlerindeki is adimlar gorilmektedir.ilk olarak tiim hesaplama

""" Daha sonra her bir
boyut icin hesaplanmasi gereken dizi parcalari uzunluklari, sayilari ve birbirlerinden
olan uzaklklar hesaplanir. Sonrasinda MPI Parallel 1/0 kullanilarak veriler hesaplama
""" Sonrasinda her bir hesaplargéndii kendisine

dusen veri parcasindan YBMG terimlerini hesaplar. Bu islem tamamlandiktan sonra
MPI_Reducésum sayesinde tim sonuclar toplanarak nihai sonu¢ sunucu hesaplama

I e

digimune aktanlir. Dgismez ve birli YBMG terimlerin hesaplari bu sekilde

tamamlanmisg olur.

5.1 Olusturulan MPI Algoritmasinin Basarim Analizi

Yapilan basarim analizi her biri Intel(R) Xeon(TM) 2.66 GHz CPU’ya sahigitda
bellek mimarisine sahip ve her bir dimde 8 core ve 16GB befle sahip InfiniBand 20
Gbps bglantili bir sistem Gizerinde yapiimistir. Basarimi analiz etmede her bir test adimi
en az 5 kez yapiimistir. Bu testler sonucund@idilerde harcanan sufen Duslk

En Yilksekve Ortalama olarak siniflandiriimistir. En Dlsik digim noktalarinda
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ilgili hesaplama i¢in harcanan en kisa surdym, Yukselen uzun sureyiQrtalamada

tim digum noktalarinda harcanan surenin ortalamasini ifade etmektedir. Analiz igin
kullanilan tim cizimlerde sari renEn Dusuk mavi renkEn Yiksekre yesil renk te
Ortalamasiniflandirmalari igin kullaniimistir. Basarim analizi i¢in yaklasik 70GB’lik
hacme sahip 6 boyutlu bir veri kullaniimigtir. Analizin@lim baglangi¢ sayisi, verinin

hacmi g6zonine alinarak bellek asimi hatasina karsin 40 olarak belirlenmistir.

Basarim analizi icin dncelikli olarak MPI I/O incelenecektir. Bu kisimda yasanabilecek
gecikmeler tim algoritmanin basarimini etkileyecek diizeyde olacaktir. Analiz yapilan
dosyanin MPI 1/O ile dgumler tarafindan okunma sireleri ggdaki Sekil 5.1'de

gOsterilmektedir.

MPI 1/0 Siire

En Digiik

saniye

100 = En Yiiksek

Ortalama

o L
40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 B4 66 68 Y0 Vi 74 76 T3 BO

Diigiim Sayisi

Sekil 5.1: MPI algoritmasinin MPI 1/O sureleri

.....

arasinda ¢ok buyuk farklar vardir. Ek olarakgdin noktasi artmasinagaen dosyanin

tim dium noktalar tarafindan okunma siresi azalmamakta ve sabit kalmaktadir.
Bunun nedeni kullanilan sistemde varsayilan dosya parcalama sayisinstr{jpey:1

olarak ayarlanmis olmasidir. Dosya tek bir parca lzerindejoiddan dosya sunucusu
ancak bir adet istemciye cevap verebilmektedir. Dolayisiy@idii noktasi ne kadar
artarsa artsin MP1 1/O suresi sabit kalmaktadir ve okuma 200 saniye civarinda seri olarak
gerceklesmektedir. Dosya, test edilen sistem tarafindan izin verilen en yiksek sayi olan
9 parcaya bolunmustur. Bu parcalama sonragudilerde gecen MPI I/O suresi Sekil
5.2'deki gibidir.

Sekil 5.2'den goruldgu gibi En Dugukile En Yikselsureler arasinda fark olmasina
karsin onceki sureler kadar yuksekgddir. Asil 6nemli ilerleme, dGum sayilari

artttkca MPI I/O icin gecen sure artik gerejitgibi azalmaktadir. MPI I/O stirecinde
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MPI 1/O Siire
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Sekil 5.2: MPI algoritmasinin iyilestirme sonrasi MPI I/O sureleri

gecen zaman, dosya fiziksel olarak daha hizli okunamayacak seviyeye inene kadar
surekli bir azalma gostermigstir. Dolayisiyla MPI 1/0O’dan kaynaklanabilecek basarim

dususleri bu sekilde engellenmistir.

MPI I/O siresi ile ilgili sorun asildiktan sonra @isen di@im sayisina gore Sekil
5.3'de hesaplama sirasinda gecen zamani, Sekil 5.4'de tgtmdioktalarinin her bir
testte MPI algoritmasi sirasinda har@éadioplam zamani, Sekil 5.5'de algoritmanin

WallClock zamanlarini ve Sekil 5.6’de Parallel Efficiency gizimi gorilmektedir.

Hesaplama Siiresi

a0
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Sekil 5.3: MPI algoritmasi sirasinda hesaplama i¢in harcanan zaman

Sekil 5.3'de goruldgu gibi digim noktasi arttikca hesaplama zamani sirekli bir
azalma davranigi gostermektediren Dustkile En Yukseksureler arasinda fark
olmasina karsin bu durum MPI I/O siresindeki durumdan farklidir. MP1 1/O’dl ida
tekduze (inganiform) dagilim goéstermektedir. Hesaplama siresi 6lgimunde kullanilan
testlerde ise dalhm normal d@ilimdir ve tepe noktasi ortalamay!i isaret etmektedir.
Dolayisiyla hesaplama streleri her bir test icerisinde tutarlidirgiii noktalarinda

harcanan toplam zamani gdsteren Sekil 5.4 incelenirggirdisayisinin atmasina
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Diiglim Noktalarinin Kullandigi Toplam Siire
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Sekil 5.4: Tum digumleri MPI algoritmasi sirasinda harcgutoplam zaman
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Sekil 5.5: MPI algoritmasinin WallClock zamani
MPI Algoritmasiicin Parallel Efficiency
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ragmen basarimini koruyarak yatay konumunu kogudgorilmektedir. Sekil 5.5'deki

algoritmanin bastan sona isleyis zamani olan WallClock siresi ve Sekil 5.6'deki basarim
cizimi incelendginde de benzer sonuclar gortlmektedir.
fiziksel olarak daha hizli okunamayacak seviyeye inene kadar basarimini kaybetmeden

surdirmus, bu sinir agildiktan sonra bagsarim yitimi baslamigtir.

Sekil 5.6: MPI algoritmasinin Parallel Efficiency c¢izimi

algoritmasi yuksek basarima sahiptir.

35

Algoritma, girdi dosyasi

Dolayisiyla MPI



Sekil 5.7, MPI algoritmasinin WallClock, MPI 1/0 ve Hesaplama sureleri ile birlikte
her bir digiime dusen veri hacmini gostermektedir. Surelerin indeksi sol tarafta saniye
cinsinden, veri hacminin indeksi degstarafta GB cinsinden gosterilmistir. Kullanilan

tum sureler ortalamalar Gzerinden verilmistir.
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Sekil 5.7: MPI algoritmasinin sire ve her bir gum noktasina disen veri hacmi
karsilastirmasi

Sekilden goruldgu gibi algoritma wallclock siresi Uzerinde MPI I/O ve hesaplama
sureleri ayni girhkta etki etmektedir. Bu etki djiim basina diisen veri hacmi 0.9GB’a
kadar disene de gsmemektedir. Bu noktadan sonragdiin satisinin artmasi fiziksel
olarak girdi dosyasinin daha hizli aktariminglsanadgindan MPI 1/O suresi sabit
kalmig, buna karsin djiim sayisi arttikca hesaplama siresi bekigngibi azalmaya
devam etmistir. Fakat MPI I/O siresinden dolayi algortimanin basarimi bu noktadan
sonra azalmaya baslamistir. Buradan cikarilacak sonu¢ bu sistemde en uggom di
sayisl, her bir dgime 0.9GB’dan daha az veri hacmi dismeyecek sekilde bir segim

yapilmasidir.
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6. YBMG Yonteminin CUDA ile Kosutlastiriimasi

Son birkag yilda "watt basina basarim” gucl yiksek olan GPU islemcileri kullanan
CUDA kitapligi oldukca popiiler bir hale gelmistir. Bilimsel yazindgeli kosutlastirma
kitapliklarina goére oldukga yeni olan CUDANIn bu kadar basarimli ¢alismasinin
arkasinda yatan etmenler donanimdan yazilima kadar bu bélimde aciklanacaktir.
Daha sonra CUDA kitapiuni kullanarak YBMG yonteminin kosutlastirma adimlari

goOsterilecektir.

6.0.1 GPU Donaniminin Temel Ozellikleri:

CUDA kitapligina dginmeden 6nce bu kitaghn kullandgi GPU islemcisi ve bl
oldugu donanim 06zelliklerine dgnilecektir. GPU islemciler ekran karti Gzerinde
bulunur. Bu nedenden dolay! ekran karti ile ydnetici makinanin liiog: maching
ile iliskisi irdelenmelidir. Sekil 6.1'de sol yanda bir ekran kartini temsilig g@anda
ise ekran kartinin kg oldugu ve CPU islemci kullanan yonetici makinanin temsili

gorilmektedir.

PCl Express

GPU ; CPU
933 GFlopsisec 60 Gflops/sec

Sekil 6.1: CPU ve GPU sistemlerin veriyolu basarim yapilmalidirliklar

Ekran karti ile yonetici makina arasindaki veri transferi PCI express veri yolu ile
salanir. Bu veriyolu saniyede 5GB aktarim hizina sahiptir. Sekil 6.1'de her iki
sistemi kabaca kargilastiracak olursak ginimuz CPU’larin 60 Gflops/sn. bagarima
ulastgi gorilmektedir. Buna karsin test icin kullanilan Nvidia Tesla C1060 karti ile
933 Gflops/sn. basarim elde edilebilmektedir. Hem GPU hem de CPU’nun verileri
isleyebilmesi icin makinanin belfgnden verileri cekmeleri gerekmektedir. Bu veri

akisi CPU'da 13GB/sn. hiza sahipken GPU’da bu hiz 102GB/sn. olmaktadir. Temsili
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sekillerden bagsarim farkinin nasil olugtutemel olarak gorulmektedir. GPU’nun
CPU'ya gore hesaplama basariminin bu kadar yiiksek olmasinin farkini gérmek icin
yonga (ingchipse) mimarisi arasindaki farklara bakmak gerekmektedir. Bu farklar

Sekil 6.2'de gorulmektedir.

Sekil 6.2: CPU ve GPU’nun yonga mimarileri farklari

CPU’nun en 6nemli gorevi, igletim sistemi ile donanim arasinda kopri olusturan
programlari calistirmaktir. Oal olarak bu is yikine cevap vermek icin sinirli ALU
(Arithmetic Logic Unit) sayisina karsin genis ve oldukc¢a hizli bir yonga uzeri hafiza
(ing:onchip memorykullanir. Gereksinim duydjunda bellek adi verilen ve blylk

olmasina karsin basarimi diisiik sistem Iggtligkullanir.

GPU ise kullanim amacina uygun bir bicimde, CPU’'nun gorevleri disinda kalan
goruntuleme islerinin gereksinim duygu yuksek hesaplama yukint karsilamak icin
uretilmigtir. Dolayisiyla bu yiksek hesaplama maliyetini kargilamak igin ¢cok sayida
ALU biriminden yararlanir. GPU’daki her bir ALU birimine SP (Streaming Processor)
denilmektedir. GPU ¢ok sayida ALU ve daha sinirli biyuklikte GPU yonga Uzeri hafiza
sahiptir. Gereksinim duydjunda ekran kartin tizerinde bulunan bellekleri de kullanir.
Bu bellekler ayni zamanda host béigle veri alisverisi yapabildji kismidir. GPU
bilesenlerinin ekran karti Gizerinde bulunan hafiza tarlerini kullanim bicimi Sekil 6.3'de

incelenehilir.

M | sm

| | | |

5P SP SP 5P

Host

Sekil 6.3: GPU’nun hafiza kullanim Semasi
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GPU Uzerinde bulunan her bir SP genel hafizaya (@tpbal Memory erisip yazma
yetkisine sahiptir. Bu hafiza turi, ekran karti Gzerindeki en kapasiteli hafizadir. Fakat
kaselenemedi (ing:caching icin erisim hizi dger hafizalara gore olduk¢a dusuktur.
Sabit hafiza (ing:constant Memorykaselenebilir, fakat SP’ler sabit hafiza icindeki
veriyi sadece okuyabilir, yazamaz. Ayrica kapasitesi de ¢cok daha kucuktir. SP’ler
belirli sayida gruplar halinde SM (Streaming Multiprocessor) i¢inde bulunurlar. Her
bir SM igindeki SP’ler kendi bulunduklari SM Uzerinde bulunan ve paylasilan hafiza
(ing: Shared Memoryadi verilen ve GPU Uzerinde bulunan hafiza tarint kullanirlar.
Bu hafiza tiri kaselenebilmektedir. Ayni SM icinde bulunan SP’ler bu hafiza tirt
aracilgi ile veri paylagimi yapabilirler. Ayrica SP’ler bu hafiza tGzerinde veri okuma ve
yazma islemleri yapabilirler. Fakat bu hafizanin kapasitesi genel bellek yaninda KB’lar
seviyesindedir. En kicuk kapasite ve en hizli isleme sahip hafiza tirt ise her bir SP’ye
Ozel olarak atanmis yazmactir (inggisten. Bu hafiza tirtne yazilabilecek gisken

sayisi sinirhidir ve her bir yazmag kendi SP’si tarafindan kullanilabilir.

6.1 CUDA Programlama Yapisi

GPU temel olarak SIMD (Single Instruction Multiple Data) yapisina sahip ve igyukinu
is parcaciklarina (inghread bolerek kosutlastirmaktadirisyikiniin basariml bir

bicimde d&itilabilmesi icin kullanilan programlama yapisinin bilinmesi zorunludur.,

NVIDIA C Derleyici (ing: NVIDIA C Compiler) kisaca NVCC ikiye ayrilabilir. Sistem
Uzerinde calisan C/Fortran kodudur ve sistemin C/Fortran derleyicisi tarafindan derlenir.
Ekran kartinda GPU Uizerinde ¢alisan kisim ise ¢ekirdekKerge) adi verilen kosut
fonksiyonlarindan olusur. Cekirdekler verinin kosutlastirilabilmesi icin is parcaciklari
adi verilen ve belli kurallarla olusturulabilinen yapilar Uretir. Bu asamada cekirdekten

baslayarak is parcaciklarina@ta giden yapi incelenmelidir.

6.1.1 CUDA Programlamadaig Parcaciklari Yapisi

Sekil 6.4'de CUDA is parcaciklari dizenleme yapisi gosterilmektedir.

Calistirllan bir CUDA programi icinde birden c¢ok cekirdek olabilir, fakat sirayla
calisabilir, ayni anda birden ¢ok cekirdek calistirilamaz. Cekirdekler de kendi icinde

isyukunin is parcaciklarina bolunebilmesi icin 1zgara @nigt) adi verilen bir yapi
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Sekil 6.4: CUDA Is parcadji diizenleme yapisi

kullanirlar.  Benzer bir bicimde her bir ¢ekirdek yalnizca bir adet 1zgara yapisi
icerebilirler. 1zgara, 2 boyutlu bir yapiya sahiptir ve 1zgaranin her bir boyutu en fazla
65,535 adet blok (ingplocK) adi verilen yapilari barindirabilirler. Sekil 6.4'de Izgaral

4 adet bl@a sahiptir ve her bir boyutta 2 adet is par¢aeardir. Bloklar ise 3 boyutlu

bir yapiya sahiptir. G80 GPU islemci icin ibr blok toplam olarak en fazla 512 adet is
parcacy! icerebilir. Ayni islemci icin her bir blok iki boyutun her birinde maksimum
512 adet is parca@i icerebilir, G¢clincl boyutta ise bu sayi 64 ile sinirhdir. Bir izgaradaki
her blayun boyut uzunluklari ayni olmaldir. Sekil 6.4'de ele alinan Block(1,1) icinde

16 adet is parcagi vardir ve bloklar (4,2,2) biciminde diizenlenmisgtir.

Ornek olarak 1000x1000 boyutunda iki matrisin carpimi ele alinsin. Burada hesapla-
nacak matrisin eleman sayisi 1.000.000 olacaktir. Hesaplanacak her bir eleman icin 1
adet is parcagn yaratilacgindan bu problem icin toplam 1.000.000 adet is paggaci
yaratilacaktir. Dahénceden dginildigi gibi bu sayida is parca@i olusturmak, yapisi
itibariyle GPU icin oldukca dusuk bir maliyettir. Bu problem icin blok yapisi (16,16,1)
olacak sekilde olusturulabilir. (32,32,1) blok yapisi gecersiz bir yapidir, ¢ciinki bloktaki
eleman sayisi toplami 512 sinirini agsarak 1024 olmaktadir.guBldlk iki boyut
uzunlu 16 old@undan 1000/16 = 62,5 olur. Bu nedenle 1zgaradaki blok yapisinin

(63,63) seklinde dizenlenmesi gerekmektedir.
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6.1.2 Is Parcacg Yapisinin Donanimsal Kisitlari

G80 iglemcisine ait her bir SM’de 768 is parggcayni anda calisabilmektedir. Bu
da G80'nin 12.000'den cok is parcgoni ayni anda calistirabilgiini gosterir. Intel
tabanli CPU’larda bu rakam her bir cekirdek icin en yiiksek sayi 8'dir. Ustelik is
parcacg! yaratma isleminin GPU agisindan maliyeti ihmal edilecek kadar azdir. Tim bu
farkliliklar bir araya geldjinde GPU’larin basarimi CPU’ya gore bazi uygulamalarda
200 kat cok olabilmektedir.

Sekil 6.3'deki bellek yapisi gézoniine alinarak donanim ile is pajcarasindaki

Ozellikler su sekilde gdsterilebilir:

Her is parcad|, ¢alistgr SM icindeki yazmag bellge yazip erisebilir, djer SM’lerin-

kine erisemez.

Her blok, calistyi SM icindeki paylasilan belige yazip erisebilir, dier SM’lerinkine

erisemez.

Her 1zgara, genel belie yazip erisebilir, sabit belie sadece erisebilir.

Kosullardan da anlasilagagibi her bir blok tek bir SM icinde calistirilabilir. G80
icin ayni anda her bir SM'de sadece 8 blok calisir. Toplamda 128 blok ayni anda G80

islemcisinde calisabilir.

6.1.3 i§ Parcacgi Calistirnm Sirasi

Bir SM, calistirmasi gereken is parcaciklarini 32’lik birimlere ayirir. Her bir birime
WARP adi verilir. Aslinda bu tip bir ayirma CUDA programlamasinda yoktur, bu GPU
islemcisinin kendi mimarisinden kaynaklanmaktadir. Fakat programlama agisindan
onemlidir. Eger bir SM icerisindeki herhangi bir WARP bir sonraki WARP verisine
gereksinim duyarsa, o ana kadar calismis WARP bekler gerdVARP gereksinim

duyulan veriye kadar calisir. Bu da gecikmeye ve bagsarim yitimine neden olur.

Is parcadji diizenlemesinde gér 6nemli konu da isleme alinacak is parcaciklarinin si-
rasidir. Ornek olarak 8x8'lik bir blok gézoniine alinsin. Toplamda bu blok 2 WARP’tan
olugacaktirilk WARP Tp'dan baslafTz 7’ a kadar devam eder, son WARP i&gy'dan
baslarT7 7' ye kadar devam eder. 3 boyutlu 4x8x2 blokta ise ilk WARR o’dan baglar

T37,0" a kadar devam eder, son WARP digo 1’'dan baglarTz 71" a kadar devam eder.
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Is parcaciklarinin islem sirasi dzellikle verinin genel bellekten paylasilan ya da sabit

bellege alinmasi surecinde etkilidir.

6.1.4 YBMG Terimleri Hesabinin CUDA ile Kosutlastiriimasi

Daha 6nceden dgnildigi gibi YBMG, hesaplama maliyeti verinin boyut ve bilesen
sayisi ile orantili olarak artan bir yontemdir. Gercek bir hesaplama maliyeti yiksek
hacimli verilerde ortaya cikmaktadir. Buna karsin gunimuizde GPU islemcilerin
kullanabildgi genel hafiza en fazla 6GB’dir. Bu nedenle yiksek hacimli problemleri
GPU ile ¢gozmek, verinin ekran kartinin genel hafizaya parca parca gonderilmesi ile
midmkdnddr. Bu parcalama 6yle bir sekilde yapilmalidir ki CUDA programlamaya
uygun olan SIMD kosutlastirma tiiriinde olsun. Ozetlemek gerekirse, veriler parca parca
ekran kartinin genel hafizasina uygun parcalar halinde gonderilmeli, 6yle ki her bir SP

ayni islemi farkli verileri kullanarak hesaplama yapabilsin.

Bu durumu daha iyi aciklamak i¢in yeni bir 6érnek noktalar kiimesi alinacaktir. Bu
kimede 1. boyuta ait bilesen sayisi 300, 2. ve 3. boyutlara ait bilesen sayisi 1024,
4. boyuta ait bilesen sayisi 300 alinmistir. Boyutlardaki bilesen sayilari rastlantisal
alinmamistir.  MPI algoritmasinda kullanilan veri bélintileme stratejisi burada da
kullanilacaktir. Boluntileme sonrasinda ¢ikan her bir satir GPU genel hafizasina
aktarilabilecek gjadadir. 1024 adet bilesen, isyuklerini 32'lik pargalar halinde calistiran
CUDA programlama yapisi icin uygun bir sayidir. 300 adet bilesen ise CUDA
isyukl paylasimi acisindan ¢cok uygun bir saygitter. Eger tek bir veri satiri icin
YBMG bilesenleri hesabi CUDA ile yapilabilirse, diger satirlar i¢cin de ayni algoritma
calistirilip nihai sonugclar elde edilir. Bu nedenle tek bir veri satiri igin yapilan YBMG
terimleri hesabi Uzerinden algoritma olusturulacaktir. Algoritma olusturulurken érnek
kiimenin 2. boyutuna ait bilesenlerin YBMG terimleri hesabindan baslanadékioi
boyuta ait YBMG terimlerinin hesabinda kullanilan tim toplamlar aslinda hem YBMG
degismez hem de YBMG birli terimleri hesabinda kullanilan toplamlardir. Dolayisiyla

bu terimlerin hesabi pratik bir sekilde yapilabilir.

6.1.4.1 2. Boyuta Ait YBMG Terimleri Hesabinin CUDA ile Kosutlastiriimasi

Programlamanin nasil yapiiina gecmeden 6énce YBMG giemez, 1. ve 2.

boyutlardaki YBMG terimleri hesabinda kullanilan veri gizemleri gosterilmelidir.
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300x1024x1024
300x1024x1024

300x1024x1024

Sekil 6.5: YBMG degismez terimify’in veri kullanim ¢izemi

300x1024x1024

300x1024x1024

Sekil 6.6: 1. boyuta ait dgim noktalarinin YBMG birli terimlerinin veri kullanim
cizemi

| 30011024 Mis 300x1024
| 3001024 e 300x1024

|200x1024 | .. [3o0x1004
| | | ]

1024

Sekil 6.7:2. boyuta ait dgim noktalarinin YBMG birli terimlerinin veri kullanim
cizemi

Onceden dginildigi gibi, Sekil 6.7°'deki 2. boyuta ait bilesenlerin YBMG terimlerini

hesaplayan toplamlar kullanilarak Sekil 6.5'de gosterilen YBM&iBmez Terimi

ve Sekil 6.6'da gosterilen 1. boyuta ait YBMG birli terimleri hesaplanabilir. 2.

boyuttaki bilesen sayisi 1024 tanedir. Dolayisiyla bu boyutta hesaplanacak 1024

adet YBMG terimi vardir. Ilk satirdaki verilerin GPU genel hafizaya aktarjohda

ilk problem ortaya cikar. Ik satirda 300x1024x1024 = 314.572.800 eleman vardir.

Onceki bilgilerimizden tek bir boyutta GPU'nun en fazla 65.535 adefj&lain

verdigini bilmekteyiz. Her bir blokta 512 is parcapi kullanilsa bile 65.535x512

= 33.553.920 isparcag tek bir boyutta kullanilabilmektedir. Bu sorunu ortadan

kaldirmak icin veri iki boyutlu hale getirilebilir. Fakat bu durumda da hesaplanmasi

gereken ikinci bir indeks ve hesaplama karmagasi ortaya c¢ikmaktadir. Bu tur bir
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problemi ¢c6zmek icirCU DA Reductiorf18] algoritmasinda kullanilan yontem énem

tasimaktadir. Algoritmanin CUDA c¢ekirdek kodu gg#aki gibidir.

1 _ global__ void reduce6(int *g_idata, int *g_odata, unsigned int n)
2 {

3 extern __shared__ int sdata[];

4 unsigned int tid = threadldx.x;

5 unsigned int i = blockldx.x*(blockSize*2) + tid;

6 unsigned int gridSize = blockSize*2*gridDim.x;

7 sdataftid] = O;

8 while (i < n)

9 {

10 sdataftid] += g_idata[i] + g_idata[i+blockSize];
11 i += gridSize;

12 }

13 __syncthreads();

14

15 /I do reduction in shared mem

16 if (blockSize >= 512) { if (tid < 256) { sdata[tid] += sdatatid + 256]; } _ syncthreads(); }
17 if (blockSize >= 256) { if (tid < 128) { sdatatid] += sdataftid + 128]; } __ syncthreads(); }
18 if (blockSize >= 128) { if (tid < 64) { sdataftid] += sdataftid + 64]; } _ syncthreads(); }

20  #ifndef _ DEVICE_EMULATION__
21 if (tid < 32)

22 #endif

23 {

24 if (blockSize >= 64) { sdataftid] += sdataftid + 32]; EMUSYNC; }
25 if (blockSize >= 32) { sdataftid] += sdataftid + 16]; EMUSYNC; }
26 if (blockSize >= 16) { sdata[tid] += sdataftid + 8]; EMUSYNC; }
27 if (blockSize >= 8) { sdata[tid] += sdataftid + 4]; EMUSYNC; }
28 if (blockSize >=  4) { sdata[tid] += sdataftid + 2]; EMUSYNC; }
29 if (blockSize >= 2) { sdata[tid] += sdataftid + 1]; EMUSYNC; }
30 }

31

32 /I write result for this block to global mem
33 if (tid == 0) g_odata[blockldx.x] = sdata[0];

Reductionalgoritmasi bir veri dizisi icindeki elemanlarin toplamini etkin bir sekilde
hesaplar. Algoritmadaki ilk satirda kullanilacak parametreler yer almaktalikr.
parametre ekran kartinin genel bgilede bulunan ve veri dizisini ifade edelkinci
parametre ise sonuclari iceren cikti dizisini ifade eder. Son parametre ise veri dizisinin
uzunlunu ifade eder. 3. satirda her bir §lon kullanacgi paylasilan bellek alani
acilir. Bir sonraki satirda is pargaciklarinin indeksini tutagigken yerine kullanilan

ve karmasay! 6nlemek icin olusturulgia (ing: thread id) dgiskeni yer almaktadir.

4. satirda genel bellekteki dizinin indeksini kontrol etmek icin olusturiuldejiskeni
vardir. Bu dgisken her bir blgun indeksine ve bloklarinin uzuuna bghdir. Dikkat
edilirse her blgun baslangi¢ noktasi blok indeksi ile blok uzuguaun carpiminin 2
kati olan dgerden baslar. Boylece her bir blok baslamasi gereken noktanin iki kati
Otesinden baslartid dejiskeni de bloklar icindeki is parcaciklarinin sorumlu ajdu
indeksi belirlemede kullanilir.gridSizedegiskeni ise 1zgara uzunfwnun iki katini
ifade eden dgere esittir. 7. satirda bloklar icindeki paylasilan bellekte ayrilan dizi

elemanlari sifir atanir. while dizisi global bellekteki kontrolijlseyan indeks veri
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dizisi uzunliguna kadar devam eder. Dongunun ilk satirinda bloklardaki paylasilan
belleklere acgilan diziler icine genel bellekteki veriler toplanarak aktarildegiskeni
olustururken bloklarin baslangi¢ noktalarinin olmasi gerekenden 2 kat 6telenmis sekilde
acildgi belirtiimisti. 10. satirda da paylasilan bellek icindeki diziye hem bloktaki
indeks dger hem de blok uzunfiu kadar 6telenmis der ayni anda toplanir. Bdylece

tek seferde bir is parcagaiki degeri toplayarak paylasilan befle yazar. Bloklar
icindeki hesaplamalar bitince algoritma 11. satira kadar gelir. Bu satirda indg&s de
Izgara uzunlgunun iki kati kadar 6telenir. Bdylece Otelegdierden itibaren tekrar
bloklar icinde igslemler yapilir ve veri dizisi sonuna kadar bu déngu tekrarlanir. Bu
doéngiu sayesinde 1zgarada acilan blok sayisi kisiti olmaksizin genel bellekte bulunan
her uzunluktaki veri dizisi elemanlar bloklar icindeki paylasilan belleklerde toplanir.
Bu asamada toplamlar bloklar icindedir, paylasilan bellekteki dizi elemanlari heniliz
toplanmamistir.  Algoritmada bu toplamlari hesaplamalari 16. satir ile 29. satir
arasinda yapilir. Burada CUDAnIn kisitlari ve ozellikleri en iyi sekilde kullanilarak
eniyileme yapilmistir. Onceden @iaildigi gibi CUDAda blok uzunl@u 512 ile
sinirlandiriimistir. Bu nedenle kodda ard arda kontrol donguleri yazmak yerine miimkiin
olan tim olasiliklar gozonine alinarak if kosullari koyulmustur. Satir 16’da baslayan bu
if kogullar1 6yle calismaktadir ki segilen blok uzugluuygun olan if kosuluna girdikten
sonra devam eden @&r kosullar bir dnceki kosulun hesaplgdisi devralir. Ornek
olarak boyut uzunlgu 512 olan bir blok Satir 16'y1 ggar ve paylasilan bellekteki ilk

yari olan 256 eleman ile bir sonraki 256 eleman toplanir. Dolayisiyla sonuclar paylasilan
bellekteki ilk 256’k kisimda toplanir. Bunun islem sonrasinda blok uzijumiSatir
17'deki kosulu da sglar. Bu kosul ile paylasilan bellekteki ilk 128 eleman bir sonraki
128 eleman ile toplanir ve bu kosullar Satir 21’e kadar devam eder. Burada da
CUDAdaki WARP yapisi dugsunulerek 32 ve sonraki donguler tek bir if kosulu igine
alinmigtir. D@inildigi gibi CUDA islemleri 32'lik siralar ile yapar. Dolayisiyla 32 ve
daha as@ islemlerin tek WARP icinde yapilagakesin oldgundan ayrica ayri ayri

if kosullari agcmaya gerek yoktur. Bu sayede if kosullarinin yar@pagareksiz zaman

kaybi da onlenir.

Algoritma etkin olmasina karsin YBMG yontemi icin bu haliyle uygungiidir.
Reduction algoritmasi tum veri dizisini toplamaktadir.  Oysa yo6ntem icin veri
parcalarinin ayri ayri toplanmasi gerekmektedir. BurBRe&auctionalgoritmasi su

sekilde iyilestirilmigtir: Hesaplanacak YBMG terimleri kadar blok sayisi iceren bir
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1zgara olugturulur. Her bir blok tek bir YBMG teriminin hesaplanmasindan sorumiu
olacayindan 1024 adet blok yaratilmalidir. Buradaki kritik nokta, bloklarin sadece
sorumlu olduklari veri parcalari icerisindeki elemanlarin toplamasiglaszasidir.
Reductionalgoritmasindan farkl olarak bu sefer izgarajitlezgara icindeki bloklar
Otelenmektedir. Yani 1zgara tim veriyi kapsar, bloklar kendilerine digen veri dizisi
bitimine kadar 6telenir ve bu sirada elemanlargalait paylasilan bellekte toplanir.
Bu amacla tanimligridDim, blockldx ve threadldx degiskenleri kullanarak ilgili

hesaplamalari yapan k@&@umArraycekirdayi olarak asgida tanimlanmistir.

__global__ void SumArray(float *data, float *odata, unsigned long n)

{
unsigned long VirtualBlockSize = n/gridDim.x;
unsigned int tid = threadldx.x;
unsigned long i = blockldx.x * VirtualBlockSize + tid;
unsigned long finish = (blockldx.x + 1) * VirtualBlockSize;
unsigned int step = blockDim.x;
unsigned int blockSize = blockDim.x;

extern __shared__ float sdataf];
sdata[tid] = 0;
while(i<finish)

sdata[tid] += datali];

i += step;

}

__syncthreads();
21
22 /I do reduction in shared mem
23 if (blockSize >= 512) { if (tid < 256) { sdata[tid] += sdatatid + 256]; } __ syncthreads(); }
24 if (blockSize >= 256) { if (tid < 128) { sdatatid] += sdataftid + 128]; } _ syncthreads(); }
25 if (blockSize >= 128) { if (tid < 64) { sdataftid] += sdataftid + 64]; } _ syncthreads(); }
26
27 #ifndef _ DEVICE_EMULATION__
28 if (tid < 32)
29 #endif
30 {
31 if (blockSize >= 64) { sdataftid] += sdataftid + 32]; EMUSYNC; }
32 if (blockSize >= 32) { sdataftid] += sdataftid + 16]; EMUSYNC; }
33 if (blockSize >= 16) { sdataftid] += sdataftid + 8]; EMUSYNC; }
34 if (blockSize >=  8) { sdata[tid] += sdataftid + 4]; EMUSYNC; }
35 if (blockSize >=  4) { sdata[tid] += sdataftid + 2]; EMUSYNC; }
36 if (blockSize >= 2) { sdataftid] += sdata[tid + 1]; EMUSYNC; }
37 }
38
39 /I write result for this block to global mem
40 if (tid == 0) odata[blockldx.x] = sdata[0];
41
42 }

Ilk olarak veri satirindaki her bir YBMG terimi hesaplanmasinda kullanilacak
veri parcasi uzunfjunun saptanmasi gereklidir.  Bu hesaplama 3. satirdaki
VirtualBlockSize= n/gridDim.x ile belirlenir. Buradan, veri satirinin uzunigunu
temsil etmektedir. Orri@mizde VirtualBlockSize= n/gridDim.x = 300x1024x1024
/1024 = 300x1024 olarak hesaplanir. Bu da her bir YBMG terimini hesaplamada

kullanilacak eleman sayisina esittitid = threadldxx atamasini kodda karmasayi
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onlemek icin tanimlanmistir. Genel bellekteki verinin paylasilan gellektarimini
kontrol icin 5. satirdaki degiskeni kullaniimaktadir. Dikkat edilecek olursa her bir
blok i dejiskeni yardimiyla hesaplamaya baslayacaklari elemani tam olarak bulurlar
ve her bir blok igindeki is parcaciklar iged yardimiyla sorumlu olduklari elemani
paylasilan bellekteki ilgili eleman ile toplanmasingkalar. Indeks 6telemelerinin
300x1024 eleman icinde sinirli kalmast icin 6. satirdakish degiskeni tanimlanmistir.

Bu d&jisken bir sonraki blgun baslangic elemaninin indeksini hesaplar. Boylece
her bir blok bu indekse gelginde hesaplamay1 tamamlar. Bloklarin igindeki is par-
caciklari sorumlu olduklari isleri tamamladiklarindadpo kendi uzunlgu kadar sga
otelenmesi gereklidir ki bigun sorumlu oldgu dizi parcasindaki tim hesaplamalari
tamamlayabilsin. Bunun icin 7. satirdadtie pdegiskeni tanimlanmistir. Bu dgsken
sayesinde bloklar icindeki hesaplamafamish indeksine kadar devam eder. Kodun 10.
satirinda her bir blokta paylasilan bellek acilir ve baslangi¢ icin paylasilan bellekteki
tim elemanlar sifirlanir. 14. satirdaki while dongtisu ile hesaplamalarin siniri belirlenir.
16. satirda bloklar icindeki her bir is parcgcipaylasilan bellekte sorumiu olgu
eleman ile genel bellekteki ilgili elemani toplar. Boylece blok icindeki her bir ig
parcacyi ayni anda bu islemi tamamlamis olur. Bu islem tamamlandiktan sonra genel
bellekteki indeksi kontrol edendegiskeni 17. satirda goruldji gibi blok uzunlgu
kadar Otelenir. Bu 6teleme ve paylasilan bellek tzerindeki toplama igleémiieksi
finish'e ulasana kadar devam eder ve while déngusi sonlanir. Bundan sonraki kisim
daha 6nceReductionalgoritmasinda anlatildi gibi bloklardaki paylasilan bellekteki
elemanlarin tek bir eleman Uzerinde toplanmasiyla sonlanir. Burada kritik nokta blok
sayisinin boyuttaki bilesen sayisina esit olacak sekilde atanmasidir. Elde edilen sonuglar
her bir veri satiri icin toplanipgarliklari ile carpildginda 2. boyuta ait YBMG terimleri

elde edilmis olur.

6.1.4.2 3. Boyuta Ait YBMG Terimleri Hesabinin CUDA ile Kosutlastiriimasi

Uclincii boyuta ait diiiim noktalarinin YBMG terimleri hesabi icin kullanilan veri

kullanimi Sekil 6.8'de gorulmektedir.

Uctlincii boyuta ait bilesenlerin CUDA programlamasi, son boyuta kadar tiim boyutlarin
bilesenlerinin CUDA programlamasi ile aynidir. Aralarindaki farklar dizi parcalarinin

uzunluu, dizi pargalar arasindaki uzakhk ve dizi pargalarinin sayisidir. Dolayisiyla
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Sekil 6.8: 3. boyuta ait dgim noktalarinin YBMG birli terimlerin veri kullanim cizemi

burada agiklanacak ydntem, ikinci ve sonuncu boyutlar arasindaki tum boyutlarin

YBMG terimleri hesabinda kullanilabilir.

3. boyutta da 1024 adet bilesen ofgundan 1024 adet YBMG terim deri
hesaplanmaldir. Sekil 6.8'de gorulétibi ilk 300x1024 veri icin kullanilan gizim,
veri dizisi sonuna kadar 1024 kez tekrarlanmaktadir. Dolayisiyla burada YBMG
terimlerini hesaplamak icin uygulanacak yontem, 2. boyuttaki YBMG terimlerini
bulurken kullanilan yéntemin 1024 kez tekrarlanmasidir. 2. boyutta YBMG terimleri
1Izgara igindeki bloklarin 6telenmesi ile bulunmaktaydi. Bu kez hem i1zgara hem de
blok 6telenmesi islemi uygulanacaktir. Simdiki sorun blok icindeki 300 adet toplamin
is parcaciklarina nasil paylastiril@edir. 300 eleman tabi ki CUDA blok yapisinin
izin verdigi sinirlar igerisindedir, fakat burada genel bir algoritma olusturulmaktadir.
Bu nedenle ardisik olarak toplanacak 300 elemanin blok sinirlari icerigineadgi
varsayilir. Burada olusturulan kod, boyuttaki bilesen sayisi ne olursa ol§un slonuc

verecek sekilde ¢calismalidir.

Bir diger problem, ele alinan bloktaki is parggcisayisi genel GPWReduction
algoritmasi icin uygun olmamasidir. Uygun algoritma olusturulabilir, fakat amac, genel
kod oldwundan aynReductioralgoritmasinin kullaniimasi tercih sebebidir. Yukarida
anlatilan ihtiyaclari kargsilayacak sekilde olusturuln@wgmArray cekirdeyi asaidaki
gibidir.

1 _ global__ void SumArray2(float *data, float *odata, unsigned long n, unsigned long BBS,
unsigned int BS, unsigned int PS, unsigned int blockSize)
2 {
3 /I BBS: Boyut Bilsen Sayisi
4 /I BS: Blok Sayisi
5 /I PS: Parca Sayisl, her bir dizi parcasini hesaplamada ka¢ tane parca kullanildi gini ifade eder
6 /I SPU: Son parcanin uzunlu gu
7 /I blockSize: Her bir parcanin (blo gun) uzunlu Qu
8
9

unsigned int tid = threadldx.x;
10 unsigned long start = blockldx.x * BBS + tid;
11 unsigned long SPU;
12 unsigned int j;
13 unsigned long gridStart=0;
14 unsigned long gridSize = BBS * BS;
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16 extern __shared__ float sdataf];

17

18 sdata[tid] = 0;

19

20 while(gridStart<n)

21 {

22 for = 0; j < (PS-1); j++)

23 sdataftid] += data[gridStart + start + j * blockSize];
24 __syncthreads();

25

26 SPU = BBS - (PS-1) * blockSize;

27

28 if(tid < SPU)

29 sdataftid] += data[gridStart + start + (PS-1) * blockSize];
30 __syncthreads();

31

32 gridStart+=gridSize;

33 }

34 __syncthreads();

35 /I do reduction in shared mem

36 if (blockSize >= 512) { if (tid < 256) { sdata[tid] += sdataftid + 256]; } __ syncthreads(); }
37 if (blockSize >= 256) { if (tid < 128) { sdatatid] += sdataftid + 128]; } __ syncthreads(); }
38 if (blockSize >= 128) { if (tid < 64) { sdata[tid] += sdataftid + 64]; } _ syncthreads(); }

40  #ifndef _ DEVICE_EMULATION
41 if (tid < 32)

42 #endif

43 {

44 if (blockSize >= 64) { sdataftid] += sdataftid + 32]; EMUSYNC; }
45 if (blockSize >= 32) { sdata[tid] += sdataftid + 16]; EMUSYNC; }
46 if (blockSize >= 16) { sdataftid] += sdataftid + 8]; EMUSYNC; }
47 if (blockSize >=  8) { sdata[tid] += sdatatid + 4]; EMUSYNC; }
48 if (blockSize >=  4) { sdata[tid] += sdataftid + 2]; EMUSYNC; }
49 if (blockSize >= 2) { sdata[tid] += sdata[tid + 1]; EMUSYNC; }
50 }

51

52 /I write result for this block to global mem

53 if (tid == 0) odata[blockldx.x] = sdata[0];

54 }

Burada ek olarak cekirdekte kullanilan bazi parametreler eklenmistir. Bunlardan ilki
boyuttaki bilesen sayisi icin kullanilaBBS (Boyut Bilesen Sayisi)'dir.BS i1zgarada
kullanilan blok sayisini gosteriPSise hesaplanmasi gereken dizi parcalar uzjumuw

kac blok uzunl@u ile kapsanadani gosteren bir parametredir. Ornek olarak dizi
uzunlwu 300 blok uzunlgu 128 oldgunda 3 adet blok dizi parcasini kaps&PU
parametresiise son parcanin uzw@ulau ifade eder. OrnekBBS—(PS—1) xPU = 300

—2 x128= 44 son parca sayisini ifade edetart degiskeni bir dnceki kodda oldju

gibi bloklarin hesaplamaya baslaygcalemanin indeksini hesaplar. Burada hem
bloklar hem de 1zgara hesaplamalar tamamlandikc¢a Otelgnieseek olarak gridSize

degiskeni vardir. Bu dgisken 1zgaranin ne kadar 6telengdeesabinda kullanilir.

20. satirdaki while dongust ile baglanir. Bu dongi 1zgaranin hesaplamalar sirasinda
Otelenmesi icin kullanilir. daha sonra 2. boyuttaki YBMG terimleri hesaplamakta
kullanilana benzer bir kod kullanilir. Burada farklh olarak baska bir déngu icinde

oldugundan en optimize olacak sekilde yazilmistir. 22. satirdaki for déngiisii en son
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blok 6telemesi hari¢ tim islemleri tamamlar. Bu dongi sonrasinda 26. satirda son blok
otelemesinde ne kadar elemanin hesaplamaya dahil egiileesaplanir. 28. satirda da

bu hesaplama kullanilarak hesaba katilmamasi gereken fakat blok sinirlari icerisinde
kalan elemanlar diglanir. Bu igslemden sonra izgara igindeki tim bloklarin sorumlu
olduklari hesaplamalari tamamlanir. 32. satirda 1zgaranin 6telenmesi igin baglangi¢
noktasli 1zgara uzunfu kadar arttirihr. Bu sirec veri dizisi sonuna kadar devam eder.
Boylece boyuttaki YBMG bilesenleri hesabinda kullanilacak toplamlar elde edilmis

olur.

6.1.4.3 Son Boyuta Ait YBMG Terimleri Hesabinin CUDA ile Kogutlastiriimasi

Son boyuta ait dgiim noktalarina ait YBMG terimleri hesabi icin kullanilan veri gizemi

Sekil 6.9'de gorulmektedir.

Y
1024x1024

Sekil 6.9: Son boyuta ait dgum noktalarinin YBMG birli terimlerin veri kullanim
cizemi

Ozyineli iliskilerden bilinmektedir ki son boyutun birinci giim noktasinin YBMG
terimi hesabinda veri satirinin ilk elemani alinir, son boyuttaki bilesen sayisi kadar
otelenir ve 6telendji yerdeki veri ile toplanir. Bu sireg veri satiri sonuna kadar devam

eder. Benzer surec@kr digiim noktalarinin YBMG terimleri hesabinda da kullanilhr.

Diger algoritmalarda hatirlanacak olursa hesaplanmasi gereken YBMG bilesen kadar
1zgarada blok aciliyor ve bloklar sorumlu olduklar dizi pargalari tzerinde iglemlerini
tamamliyorlardi. Sekil 6.9'de goruldii gibi ardisik elemanlar arasinda herhangi bir
islem bulunmamaktadir. Dolayisiyla dnceki yontemlerden farkli olarak burada her
bir blok tek bir YBMG toplamindan sorumlu olmak yerine bircok YBMG teriminin
toplamindan sorumlu olacaktir. Fakat bu asamada farkli bir sorun ortaya cikar.
Bilindigi gibi CUDAda blok icinde is parcagi agma sayisi sinirlidir, hesaplanmasi
gereken YBMG terimlerinin sayisi bu limitleri asabilir kighr algoritmalarda da bu

durum dusunulerek kodlar olusturulmustu.gBr algoritmalara benzer sekilde bloklar
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Otelenebilir, fakat tek bir blok icindeki is parcaciklarinin toplami terim sayisindan az
ise yanhg elemanlari birbirleri ile toplayacaktir. Tum bu durumlar gbz oniine alinarak

asdjidakiSumArra cekirddji olusturulmustur.

1 _ global__ void SumArray3(float *data, float *odata, unsigned long n, unsigned int
BBS, unsigned int blockSize, unsigned int SPU, unsigned int BS, unsigned int PS)

2 {

3

4 /| BBS: Boyut Bilesen Sayisi

5 /I blockSize: Blok uzunlugu

6 /l SPU: Son parca uzunlugu, dizi parcasi uzunlugunun blockSize a bolumunden kalan parca
7 Il BS: Blok Sayisi

8 /I PS: Parca sayisi, dizi parcasini kac adet blogun hesapladigini gosterir

9

10 unsigned int tid = threadldx.x;

11 unsigned int start = ( (blockldx.x/PS) * BBS ) + ( (blockldx.x% PS) * blockSize );
12 unsigned int i = start + tid;

13 unsigned int gridSize = ( BS/PS ) * BBS;

14 unsigned int globallndex = (blockldx.x % PS) * blockSize + tid;

16 extern __shared__ float sdata[];

18  sdataftid] = O;

20  while(i<n)
21 {

23 if( blockldx.x%PS <(PS-1) )
25 sdataftid] += datali];

27 ]:else if (tid<SPU)

29 t sdata[tid] += datali];

31 __syncthreads();

33 i += gridSize;

35 }_syncthreads();

37 atomicFloatAdd(&odata[globallndex], sdata[tid]);
38 }

Koddastart, gridSizeve globallndexdejiskenleri hesabi en kritik hesaplamalardir. Bu
hesaplamalari daha iyi anlatmak igin drnek uzay tzerinden anlatim yapilacaktir. 6.9'de
goruldigu gibi her 300 elemanda bir yapi tekrarlanmaktadir. I1zgaradaki blok ugunlu
128 olarak secilsin. Dolayisiyla tekrarlanan yapiyl 3 adet blok kapsamaktadir. Parca
sayisi 3 olarak belirlendikten sonragigkenlerin hesabina baslanabilir. 11. satirdaki
start degiskeninin hesabinda iki adet toplam bileseni yer almaktadir. Hesaplamanin
ilk parcasi olan((blockldxx/PS * BBS ile hangi bl@un hangi 300'luk yapinin
hesabinda kullanilagani belirler. ((blockldxx%PS) x blockSiz¢ ise bu yapi i¢inde
blogun sorumlu oldgu parcanin baslangi¢c elemaninin yerini hesaplgridSize
1Izgaranin ne kadar 6telengiei belirler. globalIndexdegiskeni ise kodun ilgili kismina

gelindiginde aciklanacaktir.
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Bir dnceki koddaki gibi en distaki while déngusu 1zgara 6telemesini kontrol eder. Daha
sonra gelen if dongusu ile 3 adet blok genel bellekteki 300°lik yapilarin igindeki veriyi
paylasilan bellge toplayarak aktarir. Son parcadan sorumlu blok ise bir sonraki 300’k
yapinin baslangicina kadar olan elemanlarin iglemlerinden sorumlu olacak sekilde
ayarlanmistir. Bu sekilde ardisik her bir 3'lu bloktaki paylasilan bellekler 300’luk
yapidaki veri parcalari icindeki elemanlarin dizgin sirada toplanmagjtar.saBu
asamada 6nemli nokta dau siradaki bigun dayru siradaki djer blok icindeki veri ile
toplanmasidir. Burada CUDAnIn yapisindan kaynaklanan bir kisit vardir. Blok icindeki
is parcaciklarinin eslesmeleri (ing: sychronizatisyncthread) fonksiyonu ile kontrol

edilir. Fakat CUDAda bloklar arasinda egslestirme yoktur. Bloklar arasinda yapilacak
islemler icinatomicfonksiyonlar kullaniimalidir. Bu fonksiyonlar bloklar arasindaki

bu tdr igslemlerin yapilmasina olanak verir, fakat bun islemleri seri olarak yapar. Bloklar
paylasilan belleklerindeki veriyi paylasilan belleklerinden sirayla aktarirlar. Bu nedenle
basarimli fonksiyonlar dgldirler. Bu 6zelliklerinden dolayi yapilan testlerde blok
sayisl ne kadar fazla ise basarimin dusuk @ldgozlenmistir. Testler sonucunda en
optimum blok sayisinin 64 oldu tespit edilmistir. Bu asamada kod acisindan bir kisitin
belirtimesi gerekmektedir. Blok sayisinin parca sayisinin katlari olmasi gerekmektedir.
Bu kisit s@lanmaz ise 1zgara 6telenmesi sonucu yanlis noktadan bagslanir ve hesaplama
yanlis sonug verir. Fakat bu 6nemli bir kisitfildir, 64 sayisindan baslanarak basit bir

for dongusu ile hangi sayi parca sayisina tam bollntyor ise o say! blok sayisi olarak
atanir. 37 satirdalatomicAdd) fonksiyonu ile her bir blok paylasilan belleklerindeki
verileri genel bellektekodatadizisine sirayla aktarir. Burada kritik nokggoballndex
hesaplamasidir. Bu hesaplama ile her bir G¢li blok paylasilan bellekteki verileri genel

bellekteki dagyru adres lzerinde toplayarak hesaplamayi tamamlarlar.

6.1.4.4 Algoritmanin Basarim D&erlendirmesi

Basarim dgerlendirmesine ge¢cmeden o6nce CPU ve GPU sistem 06zellikleri,

karsilastirma icin verilmelidir.
CPU System:

- 2 x Intel(R) Xeon QuadCore X5550 2.67GHz
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- 32GB 1333Mhz DDR3 667Mhz

GPU System:

- Nvidia(R) Tesla C1060 GPU

- 240 x 1.296Ghz Stream Processors

- 4GB DDR2 667Mhz Genel Hafiza

CUDA bagarim analizi icitNV IDIA Visual Profilerkullaniimistir. Alinan veri setinin

ilk veri satiri icin basarim dgerlendirmesi Sekil 6.10'da gorilmektedir.
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Sekil 6.10: CPU ve GPU sistemlerinin YBMG ydntemi i¢in basarim karsilastirmasi

Sekil 6.10'da yatay eksende veri setinin ilk satiri igin tiim siire¢ siralanniiistolarak

veri sabit diskten RAM’e aktariimistir. Daha sonra GPU hesaplamalari igin veri ekran
kartinin genel bell@ne aktariimistir. Bu sirada CPU hesaplama sirrecine baslamistir.
Ikinci, tigtincii ve son boyutlardaki toplamlar hem CPU hem de GPU icin hesaplanmistir.
Ikinci boyuttaki hatirlanirsa 1024 adet blok ve her bir blokta 256 is pajcaardi.

Bu secim GPU icin en performansli secimlerden biridir. Secilen 256 adetlik is
parcacyl sayisi 32’'lik WARP yapisina uygundur. SM’lerin tam basarimli calisip
calismadjini sorgulayarOccupancyl (%100) olarak dl¢ctlmustir. Yazmac kapasitesi
sinirda kullanilmustir ( Yazmag kullanim orani: 1 ( 16384 / 16384s)parcadi

basina 15 yazmac] ), fakat sinir asilmiadcin herhangi bir basarim kaybi sézkonusu
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degildir. En 6nemli basarim olc¢utlerinden biri de cekigiie genel bellekle olan veri
aktarim bant geniglidir. Bu d&jer teorik sinira ne kadar yakin ise ¢ekirdek o denli
basarim sglamis kabul edilir. Genel olarak teorik en st limitin %70 ve lzeri sonuclari
basarili olarak kabul edilir. Kullanilan ekran kartinin genel bellek veri aktarim bant
genislgi 102,4GB/sn’dir. Bagsarimi analiz edil@umArraycekirdagjinin ulastg bant
genislgi 85,84GB/sn'dir. Bu bakimdan gler analizlerle de birlestirild@inde basarimli

bir CUDA cekirdei oldugu sdylenir. Hatta en iyi rakibi olalCUDA Reduction
cekirdggi bile ayni bant geniglinde bir basarima sahip olmasina karsin hesaplama
suresi olarak az bir farkla da olsa daha yavag8uniArrayhesaplama siresi 11,87 ms
iken CUDA Reductiofdla ayni siire 14.85ms'dir). Usteli€UDA Reductiorsadece
tim veri setindeki elemanlari toplamaktadir. OgganArraybir adim ileri giderek veri
dizisi igcinde istenilen veri pargalarin gruplari icindeki elemanlari da kendi aralarinda

toplayabilmektedir.

Uctincii boyut bilesenlerinin YBMG terimleri hesaplama basarimina bakilacak olursa,
yine 1024 adet blok ve her bir blokta 256 is pargadwllaniimistir. Benzer sekilde
bloklarda 256 is parcagi kullanilmasi 32’lik WARP yapisina uygundur. Dolayisiyla
genel basarim olcutleri bir 6ndeki ¢ekirdek ile aynidir. Fakat burada dikkat edilmesi
gereken 6nemli bir nokta vardiSumArraycekirdgginde her bir blgun hesaplamasi
gereken dizi parcasi gézonine alfpdda 32'lik WARP yapisina tamamen uymaktadir.
Her blok 300x1024 adet bilesenden sorumluydu ve bloklarda hicbir is pgrcaci
islevsiz kalmamistir. Bloklardaki tim is parcaciklari istisnasiz verideki bir elemandan
sorumlu olmusglardir. Uglincii boyutta ise durum farkhidir. Hatirlanirsa her bir veri
parcasinin uzunfju 300 idi ve bu sayi 32 ile tam olarak bélinmez. Dolayisiyla WARP
yapisina uygun dgldir. CUDA programlamada isler 32’lik WARP’lar olarak ayrilip
yapillmaktadir veSumArra cekirdggyinde veri parcasinin son kismi hesaplanirken
bazi is pargaciklari iglevsiz kalmaktadir. Her 1zgara otef@inde de bu durum
tekrarlanmaktadir. Dolayisiyla bu duruSBumArra cekirdgjinin genel bellek veri
aktarim bant genigiinin 69,94GB/sn olmasinda etkilidir. Fakat bu durumda bile
basarim literatirdeki yiksek basarimh sonugclar icinde kalir. Ayrica CPU’ya gore

hesaplamayi 50 kattan hizli bir sekilde yapmistir.

Son boyutta CPU performansinin oldukca kot gidgodzlemlenir. Bunun sebebi de
aciktir, hesaplamada yer alan i¢ ice for dongulerinde toplama islemi ardgldideBu

nedenle her bir hesaplama oldukca fazla 6telemeli ve her 6telemede sadece 1 toplama
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islemi yapilarak tamamlanir. GPU programlamada, kendine 6zgi yapisi sayesinde
bu durumda bile ¢ok buylk bir basarim kaybi yasanmamaktadir. Buradaki basarim
kayiplari bir 6nceki cekirdektekiler disinda en dnemli ne@omic fonksiyonlarin
kullaniimak zorunda kalinmasidir. Bu zorunluluk yizinden daha fazla basarim kaybi
yasamamak icin blok sayisi 64 ile kisitlanmistir. Bu durumda ¢ekirdekte cok daha fazla
Izgara Otelemeleri meydana gelmistir. Ayni zamaattamickullaniimasi genel bellek

veri aktarim bant genigini Gnemli oranda duisurmistir. Tim bu etmenler gézéniine
alindginda veri bant genigli 61,48GB/sn olarak gorilmektedi©ccupancyetkinligi

de bunlara bgli olarak 0.5 (%50) ile 0.5 (%75) arasinda olarak gézlenmistir.

Buraya kadar incelenen sureler hesaplama sureleridir ve en kot durumda bile CPU’ya
gbre kat ve kat Ustundur. Fakat CUDA programlamaya 6zgl zaman yitimleri s6z
konusudur. GPU’nun veriyi isleyebilmesi igin 6ncelikle veriyi bilgisayarin RAM’inden
kendi genel bellgine aktarmasi gerekmektedir. Aktarim icin gegen sire 214 ms'dir.
Bu sure, GPU uzerinden yapilan toplam hesaplama suresinden ¢cok daha buyuktur. Ek
olarak verinin hem CPU hem de GPU Uzerinde islenebilmesi igin dncelikle verinin
sabit diskten bilgisayarin RAM’ine aktariimasi gerekmektedir. Bu siire de ortak olarak
2500 ms'dir. Sabit diskten RAM’e aktarim stiresi gozéniine afymdia GPU Uzerinden
cahistirilan algoritmada bulunan hesaplamalar ve veri aktarim streleri ihmal edilebilecek
kadar dusuktir. Bunun nedeRieductiontlri algoritmalarin eleman basinaflop

islem maliyetinin olmasidir. Veri yaninda hesaplama maliyeti diusik kalmaktadir.
Dolayisiyla bu durum sonuclara da yansimaktadir. Parallel I/O gaedli sahip

MPI programlama algoritmanin bu yapisindan dolayr CUDA programlamaya ustin
gelecektir. Bu tur problemler igin en optimal ¢6zum MPI ve CUDA programlamanin
birlikte kullanilabildigi donanimlardir.  Verilerin diiim node’larina aktarimi ve
dagitimi MPI Parallel I/O ile gerceklesir, hesaplamalar ise GPU Uzerinde CUDA
programlama ile yapilir. Testeki durumda bile tim sureler g6z 6niine @intth GPU,

CPU'ya gore 3 katin Gzerinde basarim elde etmistir.
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7.

SONUCLAR

Bu tez calismasinda 6zgun olarak gelistirilen ve yukarida da belirtilen calismalari

maddeler seklinde 6zetlersek:

Cok boyutlu veri boluntileme amaci icin gelistiriimis ve uygulamalari bulunan
YBMG yonteminin temel egitlikleri kogutlastirma amaciyla iyilegtirilmistir. Yon-
temde ele alinan problemin boyut ve bilesen sayilarina gore yapilari ve hesaplama
karmasiklg deajisim gosteren bu esitlikler iyilestirme slireci sonucunda boyut ve

bilesen sayisindan gansiz bir yapiya kavusmustur.

Graph teorisi kullanilarak yontemde kullanilan esitliklerin esitliklerin matematiksel

yapisi ortaya ¢ikariimigtir.

iyile§tirilmi§ yeni yap! sayesinde C/Fortran gibi makina diline daha yakin ve hizli

dillerle yontemin kodunun yazilmasi olanakli hale gelmistir.

Yontemin seri C kodu yazilmis ve basarimli bir sekilde ¢aligir hale getirilmistir. Bu
sayede yuksek hacimli problemlere sahip olmayan kullanicilarin da sonuglari daha

hizli bir sekilde elde etmeleri g@anmistir.

Bunun yanisira tezin amacina uygun olarak MPI kigpkullanilarak yontem
basarimli bir sekilde kosutlastiriimistir. Benzer sekilde CUDA kitagtullanarak

da kosutlastirma basarimi elde edilmistir. Bu kosutlastirmalar sayesinde hem
supercomputer altyapisina sahip hem de CUDA calistirabilecek donanima sahip
kullanicilarin yiksek hacimli problemler tzerinde ele alinan yontemi kullanma

olanayl salanmistir.
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