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ONSOZ

Bu tezin birincil ilgi alani sag yan islevi 6zerk (ing: autonomous) ve sonlu bir aralikta
coziimciil (ing: analytic) bir islev olan acik siradan tiirevli denklem (ing: ordinary
differential equation) iceren baslangi¢ deger sorunudur. Bu sorunun ¢oziimii i¢in,
Metin Demiralp’in Onciiliik ettigi calismalar yapilmakta ve olasiliksal evrim (ing:
probabilistic evolution) adli sayisal yontem gelistirilmektedir. Bilimsel yazinda bu
ve benzeri uzbilimsel (ing: mathematical) sorunlar icin bir¢ok yontem vardir, ama bu
yontemlerin olumsuzluklar1 bilinmektedir ve olabildigince evrensel en genel anlamda
yaklagik olarak ¢oziim iiretebilecek bir yaklasim olasiliksal evrime kadar s6z konusu
olamamustir.

Olasiliksal evrim ile baglangi¢ deger sorununun ¢oziimii i¢in olasiliksal evrim denklemi-
nin olusturulmasi s6z konusudur. Siradan tiirevli denklem olasiliksal yap1 icermeyen
bir dizgeyi (ing: system) betimler. Bu olgu belirli noktalarda sonsuza giden, diger
noktalarda ise sifirlanan dagilim olarak da nitelendirilebilir. Bu baglamda, siradan
tiirevli denklemlerin olasiliksal evriminde olusan ve baglangi¢ kosulunu betimleyen son-
suz 6geli yoney delta islevi altinda agirliklara karsilik gelir. Daha somut olarak sdylemek
gerekirse, siradan tiirevli denklemin baslangi¢ degeri, olasiliksal evrim denkleminde
belirli bir yapinin eksi degerli olmayan {isliileri olarak ortaya ¢ikar. Eger dizgede
olasiliksal yap1 varsa bu yoneyin degerleri belirli beklenen degerler (ing: expectation
value) olarak ortaya ¢ikacaktir ve hi¢ de iislii yoney olarak belirmeyecektir. Aslinda
bu baglamda olasiliksal olmayan yapinin baslangi¢ degerini betimleyen yoney, delta
islevleri altindaki beklenen degerler olarak yorumlanabilir.

Dogada olasiliksalligin iki kaynagi vardir. Nicemsel igleybilimin tabaninda bulunan
bu olgu, uzbilimsel olarak degistirim (ing: commutation) ilkesine dayanir. Bunun
somut karsiligi ise bir Ol¢iimde Olciilen yapimin Olgiim aygitina gore ¢ok kiigiik
olmasidir. Bu durumda gozlem, dizgenin yapisini degistirecektir. Bunun uzbilimsel
karsili81 ise dizgenin Hamiltonian islecinin (ing: operator) dizgenin 6l¢iilen degerini
betimleyen bagimsiz degiskeni ile carpma isleci ile degistirimli olmamasidir. Cok kiigiik
diinya ile iletisim g6z ard1 edilemeyecek bir degise¢ (ing: commutator) yaratir. Bu
olgu, nicemsel igleybilim (ing: quantum mechanics) alaninin temel 6gesidir. Diger
olasiliksallik kaynagi ise sayitsal isleybilim (ing: statistical mechanics) olarak anilan
alanin konusudur. Eger bir dizgedeki bilinmeyen sayisi ¢cok fazla ise, belirli sayitsal
ortalamalar alarak yalinlagtirmaya gidilir. Bu sayitsal ortalamalardan dolay1 olasiliksal
yapi igerilir.

Dolayisiyla, bu ¢alisma dogrudan veya dolayl olarak ii¢ alanin sorunlart ile ilintilidir.
Bu alanlar, basal (ing: classical) isleybilim (ing: mechanics), sayitsal igleybilim ve
nicemsel isleybilim olarak siralanabilir. Bu ii¢ yaklasim da, dogrudan ya da beklenen
degerler lizerinden siradan tiirevli denklem takimi ve bu denklemlere karsilik gelen
baslangi¢ kosullar iiretir. Olasiliksal evrim, bu ii¢ yaklasimi da ayn1 potada eritebilecek
ozellikleri olan bir yontem olarak belirmektedir.

Bu caligmaya katki saglayan tez izleme komitesine ve benim de iiyesi bulundugum,
Bilisim Enstitiisii Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri Topluluguna (BEBBYT) tesekkiir
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SIRADAN TUREVLI DENKLEMLERIN OLASILIKSAL EVRIMININ
IZGESEL NITELIKLERINDE YONEY VE KATLIDIZi
TABANLI INCELEMELER

OZET

Olasiliksal evrim yaklasimi, birinci kerte acik ve sag yan iglevleri ¢oziimciil olan
siradan tiirevli denklemlerin baglangi¢ deger sorunlarinda etkin bir bicimde kullanilabilir.
Ilgilendigimiz siradan tiirevli denklem takimi

x=1(x) (1)

olarak gosterilebilir. Sag yan islevlerinin dolaysiziislii agilim1
f(x) =) Fx* 2)
j=0

bicimindedir. Olasiliksal evrim yaklasimi, denklem ¢oziimii i¢in, bu a¢ilim iizerinden
tiirevleyim ve dizeysel gosterilim elde edinimine dayanur.

Bu tezde 6zellikle sag yani ikinci derece ¢cok¢okterimli olan siradan tiirevli denklem
takimlarina egilinmis ve 6nemli bulgular elde edilmistir. Bu bulgular, gerek bicimsel
olarak kesin ¢oziim elde etmek, gerek kesme yaklastirimi ile yaklasik ¢6ziim elde etmek,
gerekse de yaklasik ¢coziim elde ediniminde bilgisayim ¢abasini azaltmaya yonelik elde
edilmistir. Birbirleri ile yakindan baglantili bu ii¢ koldan ilerleyen calismada, yontemin
sunulmasi ve kesin ¢oziimiin bicimsel olarak gosterilmesi baglaminda atilan adimlar ve
bu adimlar ile elde edilen 6zgiin bulgular sdyledir.

e Dolaysiziislii toplamdiziler ile Taylor toplamdizileri arasindaki iligki bazi isleg
tanimlarindan yararlanilarak ayrintili bir bicimde ortaya kondu.

e Dolaysiziislii toplamdizilerin katsayilarinin da Kronecker {isliiler oldugu, Taylor
acilimindan degisik olarak, dolaysiziislii toplamdizilerde esneklikler bulundugu
gosterildi.

e Bu esnekligin diizeyinin belirlenimi i¢in izlenmesi gereken yol, somut olarak verildi.

e Esboliiniim kanitsavi, uzbilimcil yapida, bir enkiiciikleme sorununun ¢oziimii olarak
ortaya kondu.

e Konik sag yan islevleri olan denklem takimlarina egilindi. Bu durum i¢in bicimcil
¢Oziim elde edildi. Tiimlev isleclerinin baglangi¢c yoneyinin Kronecker iisliilerine
etkisini barindiran sonsuz bir toplamdizinin soldan bir iistel dizey ile carpiminin s6z
konusu oldugu gozlemlendi.

Yaklagik ¢6ziim (kesme yaklastiranlar) elde edinimi ile ilgili ise bulgular asagida
verilmistir.
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Cokbilinmeyenlilik durumundaki iiggencil ikinci derecelilik ayrintili olarak islendi.
Bu durum, konik sag yan iglevi kullanim1 ve ilgili toplamdizi a¢ilimi noktasi
belirlenimi ile saglanmaktadir. Oldukga kisitlt olan bu yapida yakinsama ile ilgili
bazi kuramsal olgular sdylenebilmistir.

e Bir bilinmeyenli iicgencil ikinci derecelilik durumu i¢in yakinsama bdlgesinin
sag yan islevlerinin kokleri tarafindan belirlendigi gosterildi, bu bolge disinda da
yakinsama elde edebilmek i¢in ¢oziimciil siirdiiriim yontemi onerildi.

e Sonlu sayida kosegenliligin getirileri somutlastirildi. Bu durumda ¢oziim iiretimi
icin 6zyinelemeli bir ¢izem olusturuldu.

e Ucgencil ikinci dereceliligin olmadig:1 durumlarda, iicgencil ikinci dereceliligin
getirilerinden yararlanabilmek i¢in uzay genigletim ongoriildii.

Bilgisayimi yalinlagtirict olgular baglaminda yapilanlar asagida belirtildigi gibidir. Yine,
ticgencil ikinci derecelilik durumuna egilinmistir.

e Birbirinden degisik boyuttaki dizeyler i¢in degistirim tanimi yapildi. Bu 6zellige
dikdortgencil degistirimlilik ad1 verildi.

e Kronecker toplamdizisi katsayilarinin dikdortgencil degistirimli olmalari durumunda
bicimcil ¢oziimdeki toplamdizide bulunan yapinin ¢carpimeil olarak, zamana bagimli
dordiil (ing: square) carpan ve zamandan bagimsiz dikdortgencil ¢arpan olarak
ayristirilabilecegi gosterildi.

e Zamana bagimli dordiil ¢carpanda bulunan dizey c¢ekirdekli tiimlev yapisinin daha
kolay islenebilmesi i¢in dizge yoneyinin bir sayil ile genigletimi 6nerildi (DEUG
yontemi).

e Bu uzay genisletimli yapiy1 kullanarak dolaysiziislii toplamdizinin ilk katsayisinin
(0 sirasayili katsay1) sifirlanabilecegi gosterildi.

e Bu yapidaki esnekliklerin 1 sirasayili katsayiy1 birim dizey ile orantili yapmak icin
kullanilabilecegi gosterildi.

e Bu secimlerin sonucunda toplamdizinin terimlerinin tiimlevden arindirilabilecegi
gosterildi.

e Dikdortgencil bir dizeyin Kronecker iislii yoneye etki ettirilmesini iceren dikdort-
gencil 6zdeger sorunu tanimlandi.

e Bu adimlarla yalinlagtirilmig ¢6ziimdeki 2 sirasayili katsayimin dikdortgencil 6zdeger
sorununun baglangi¢ deger sorununun ¢6ziimii ile ilintili oldugu belirlendi. Baglangi¢
kosulunun belirli egriler tizerinde verilmesi durumunda, ¢oziimiin bu dizeyin dikdort-
gencil 6zyoneyleri olacag gosterildi.

e Baglangic¢ kosulu iizerinde bir kisit kosmadan yalinlagtirim i¢in Yiiksek Boyutlu
Model Gosterilimi tabanli yontem olusturuldu, bu yontemin etkin bicimde kullanimi
icin izlenmesi gereken adimlar belirtildi.

Ucgencil olmayan ikinci derecelilik durumu igin 6nerilen degismezlik eklenimli
uzay genisletimi baglaminda ayrintilandirilan olgular sdyledir.
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e Degismezlik eklenimli uzay genisletimi (DEUG) yontemi olasiliksal evrim yakla-
stmindan bagimsiz olarak yeniden ele alindi1 ve esnekliklerin goriinenin 6tesinde
oldugu belirlendi.

e DEUG baglaminda kullanilan indirgeyim, dordiilliige indirgeyim kanitsavi olarak
ortaya kondu. Bu kanitsav ile, biitiin cokcokterimli sag yan iglevli STD takimla-
rinin, yalnizca ikinci derece terimler iceren ¢okgokterimli STD takimlart olarak
gosterilebilecegi vurgulandi.

e Boy coziimlemesi ile OEY nin yakinsayim bolgesi yeniden vurgulandi.

e Boy dordiilii enkiigiikleyimi ile DEUG baglamindaki olasiliksal evrim yaklagiminda
ortaya ¢ikan esneklikler eniyilendi. Dolayisiyla yontem egsizlestirildi.

Olasiliksal evrim yaklasimi baglaminda, sag yanlar: ikinci derece ¢okcokterimli iglevler
olan birinci kerte agik 6zerk siradan tiirevli denklem takimlarinin ¢6ziimii icin etkin bir
yontem gelistirilmistir. Bu ¢aba ile, onemli kanitsavlar ileri siiriilmiis, 6zellikle dogrusal
olmama olgusunun dogrusalligin olgular1 kullanilarak daha iyi islenmesi saglanmaisgtir.
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VECTOR AND FOLDED ARRAY BASED INVESTIGATIONS ON
SPECTRAL PROPERTIES OF PROBABILISTIC EVOLUTION OF
ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

SUMMARY

Differential equations play an important role in modelling natural phenomena. Ordinary
differential equations first came about in problems of mechanics about three centuries
ago. Nowadays, differential equations are the primary tools in all engineering disciplines.
To name a few, quantum mechanics, neuroscience, all areas involving signal processing
provide the need to form more precise methods to solve differential equations.

In a purely mathematical sense, the unknowns are related to one another through
differential operators. From a dynamical system point of view, one needs to find out
about the state of a system at a certain time. So, there are certain unknowns of a system
or namely state variables and these state variables form a space. At a certain time, the
state of the system is described by a point in this space and as time goes by the point
describing the current state moves in this space. If the place of the point at all possible
times may be given by a rule, then it is possible to say that system may be solved
analytically. Usually, this is not the case. In most models, the number of unknowns are
less than the unknowns in the physical phenomena thus approximations are performed.
Approximations may be performed in the modelling thus in the formation of the equation
set and also in the solution of the equation set. It is more practical to consider these two
different and subsequent steps together because from a purely engineering standpoint
the model is not usable if the equation set may not be solved at a certain accuracy in
a reasonable amount of time. To exemplify this concept, consider the Schrodinger
equation. This equation is the mathematical formulation of a quantum system and is
given by a partial differential equation. The complexity comes from the number of
unknowns. As the number of the particles in the system increases, the amount of time to
solve the system even by numerical methods at a certain accuracy increases drastically.
This is the main motivation behind numerical methods, truncations and ignoring the
effects that are relatively small next to greater effects.

The autonomous first order ordinary differential equations are important. The reason
is that as long as certain analyticity conditions are satisfied, all differential equations
and differential equation sets may be converted to a set of autonomous first order
ordinary differential equations. Autonomous means that the dependence to the time is
not explicitly shown in the right hand side functions. The price of such conversions is
an increase in the number of unknowns and the number of equations. Although such a
conversion is possible, there may be infinite number of unknowns and infinite number
of equations as a result. Then, there is the need to tackle with the newly formed set so
that the system may be solved.

Another important concept is the linearity concept. There is a great accumulation
of literature on linear differential equations and they can be solved algorithmically.
Therefore nonlinearity creates the problem. From a linear algebraic point of view of the
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dynamical system, the simplification provided by the linearity is obvious. The evolution
of a system is given by the evolution operator. From the probabilistic evolution approach
used in this work, the evolution matrix appears as the power of the mathematical constant
e. If there is linearity, this matrix is a diagonal matrix and the fact that it is given as the
power of a constant provides not much of a challenge. If there is nonlinearity, there will
be elements above and below the diagonal. Then finding the matrix power of a constant
becomes a challenge and depending on the structure and the nonzero elements of the
matrix, it may take a great amount of time. Note that the evolution matrix is a matrix
with infinite number of rows and infinite number of columns. Unless the structure of
the matrix and the initial conditions is very specific, a truncation should be performed
forming the probabilistic evolution truncation approximant.

Currently initial value problems of ordinary differential equations and determination
of quantum mechanical system motions by using expectation values are the two main
areas of application of probabilistic evolution approach. There are similarities and
differences in these applications for the quantum world and the classical mechanical
world. Direct power series is a series expansion that is crucial in probabilistic evolution
approach, and therefore in all applications involving probabilistic evolution approach.
“Direct product and power” statement has a broader meaning, what we have use here
is peculiar to vectors and matrices of ordinary linear algebra and is widely known as
Kronecker products and powers. The necessities of probabilistic evolution gave way
to the introduction of direct power series. On the other hand, direct power series may
be considered as a series expansion at its own right and it is an important tool for the
formation of new approximation methods.

First order ODE sets with analytic descriptive functions (which do not contain
derivatives of unknowns at the right hand side while the left hand side includes only one
unknown’s derivative) can be converted to an infinite linear set of first order autonomous
and homogeneous ODEs with a constant infinite coefficient matrix. The accompanying
initial conditions are also populated to an infinite set of initial conditions. All these
can be accomplished by using a complete basis set of terms functionally depending
on unknown functions such that a new ODE is constructed for each element of this
set. The constant infinite coefficient matrix depends on only the functional structures
of the descriptive functions. The infinite linear ODE set can be formally solved in an
analytic form which expresses the solution as the image of infinite initial vector under
an exponential matrix whose argument is the abovementioned infinite coefficient matrix
multiplied by time. The exponential matrix describes the propagation of the system
while its argument is related to the rate of the propagation, in other words, the evolution.
We call the infinite coefficient matrix “Evolution Matrix”.

If the starting point for the PEA equations is a single ODE then there is just a single
unknown and the basis set is composed of natural number powers of the difference
between the unknown function and the Taylor series expansion point on the real axis. In
this case, the initial vector is composed of the natural number powers of the initial value
of the unknown while the evolution matrix becomes having an upper Hessenberg form
whose each diagonal is generated by just a single term which is in fact proportional to
the Taylor series of the descriptive function. The term, generating the lower neighbor
diagonal to the main diagonal, vanishes when the descriptive function has a zero at the
expansion point. Then upper Hessenberg form turns out to be upper triangular form
which facilitates the spectral analysis of the evolution matrix and generally a discrete
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spectrum can appear only. Otherwise a possibility for the existence of continuous
spectrum may arise. We mostly avoid continuous spectrum which corresponds to the
singularities. Hence all analyses for PEA until now have been intensified at the focus of
triangular block cases.

If the target initial ODE set is composed of not just a single but more than one equations
and accompanying initial conditions then the analysis conceptually remains the same
but the formulae become more comprehensively complicated. This may necessitate the
use of the many indices and multiple sums if the Taylor series expansion is used as the
mathematical tool. This may be avoided, by introducing the Kronecker power series
which enables us to use just a single index in the sums, with the aid of the vectors and
matrices of ordinary linear algebra. Thus, the resulting structures in the ultimate infinite
linear ODE set contain an evolution matrix which is again in an upper Hessenberg
form but this time not in scalar elements, instead, in block elements. The initial vector
of this case also takes a block form composed of the Kronecker power of the initial
vector appearing in the original ODE set’s accompanying initial impositions. These are
the important differences immediately coming to mind in the case of more than one
unknowns.

The main conceptual line of the probabilistic evolution approach (PEA) is as follows.
Consider the initial value problem of a set of explicit first order autonomous ordinary
differential equations with analytic right hand side functions given by

§(t)=1(&(r),  &§(0)=ai €)]
where all entities symbolized by boldface characters are assumed to be composed of
n elements, all of which are temporally varying except the ones in a;,. While &(¢)
stands for the unknown vector varying in time the vector valued function f is assumed
to be explicitly known. On the other hand, a;, which specifies the initial value of the
unknown vector is assumed to be given.

The direct (Kronecker) power expansion of the right hand side (descriptive function
vector) can be explicitly written as follows

£(§)=) Fjs™ @)
j=0

where each term of the expansion has the product of a coefficient matrix and a direct
power of the system vector. The proposed method relies on this series expansion.

What we have accomplished by our new method may be itemized as follows:

e We have obtained the analytic form of the solution for the initial value problem
of a finite number of explicit conical ODEs. We now know that the solution can
be written in a Kronecker power series form where the summand has analytical
expression.

e The summand or (additive) kernel of the solution series can be simplified if the
coefficient matrices of the originally given ODE set satisfy certain commutativity
(rectangular commutativity) relations. If this happens then the temporal behavior of
the kernel is condensed in the first factor of a binary product which has also square
matrix structure. The second factor does not contain the time and shows rectangular
matrix structure whose number of columns increases as we proceed amongst the
summands of the relevant Kronecker power series in ascending power direction.
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e We know that the addition of a constant temporal function to the unknowns as a new
member and therefore increase in the dimension of the unknowns’ space by one,
enable us to get rid of the constant matrix component (Fp). Beyond that, by using
the flexibilities appearing in the resulting matrix structures, we can change the first
degree terms coefficient matrix to an identity matrix premultiplied by an arbitrary
constant (f3). This structuring facilitates our analysis pretty much and separates the
matrix algebraic nature from the temporal behavior in the kernel, by transferring the
squareness to the rectangularity. This is the full separation of matrix algebra and
temporal change.

e We now know that the full kernel separability takes us to the constant solution of the
original ODE:s if we use the so-called “Rectangular Eigenvalue Problem”. This also
urges us to define rectangular eigencurves or shortly reigencurves.

e Even though we have not intended to go beyond the constant solution, what we
have obtained here implies that we can possibly obtain different specific structure
solutions by tracing the route we followed when we get the constant solution within
certain level of deviations in methodology. We started to work on these issues, to get
new horizons in the ODE theory.

e We do not need to get constant solution and we have the expressions to get
the solutions without assuming any rectangular eigen structure. The algorithm
seems to be simple conceptually while certain precautions should be taken for the
practical evaluations in the sense of computation time and the memory utilization in
computers.
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1. GIRIS

Tiirevli denklemler, devingen dizgelerin (ing: dynamical systems) yapilarinin incelenme-
sinde siklikla kullanilir. Siradan tiirevli dizey (ing: matrix) denklemlerin incelenmesi,
goretiirevli denklemlerin (ing: partial differential equations) ¢oziimii gibi konular
aslinda birgok fiziksel olgunun yorumlanabilmesi i¢in yapilan ¢aligmalarin itici giicii ile
kapsamli bir noktaya gelmislerdir. Tiirevli denklemler kullanilarak bir dizgenin incelene-
bilmesi olgusu 1700’1u yillara dayansa da, asil gelisme gecen yiizyilin ikinci yarisindan
itibaren olmustur. Bu gelismede nicemsel igleybilim (ing: quantum mechanics) ve
daha sonra da sinirbilim (beyinbilim, ing: neuroscience) alaninda yapilan ¢alismalarin
onciliigiinii 6zellikle belirtmek gerekir. Gecen ylizyil oldukca 6n plana ¢ikan ve halen
de siirmekte olan yeni teknolojiler kullanarak savagsma arzusu, bilim insanlarinin atomu
incelemeye yoneltilmesine yol agmistir. Atomun incelenmesi ise varolan uzbilimsel
(ing: mathematical) yapilarin hizla gelismesini saglamigtir. Sinirbilim iizerine yapilan
arastirmalar ve bu arastirmalarin da uzbilime (ing: mathematics) yaptig1 katkilar da

benzer bir yaklagimla yorumlanabilir.

Tiirevli denklem ile modellemedeki yargi, bir dizgenin (ing: system) belli bir andaki
durumunu belirtmek ic¢in bir tiirevli denklem ¢oziimiiniin yeterli olacagidir. Bu
denklemin nasil olusturulacagi, olusturulduktan sonra da nasil ¢oziilecegi giindeme
getirilmelidir. Bazi dizgeler i¢in dizgeyi betimleyen (ing: describing) denklem
olusturulmus durumdadir. Kullanilan fiziksel model denklemi bir yaklastirim (ing:
approximation) kullanmadan olusturabilmeyi ¢cok 6zel durumlarda saglayabilir. Bagka
bir yaklasim ise, dizgenin fiziksel Ozelliklerini géz Oniinde bulundurarak, belli
degistirgelere (ing: parameter) bagh bir yapi1 onermektir. Bu degistirgelerin, eger
Oyle bir olanak varsa, deneysel verilerin de yardimiyla belirlenmesi, ve de, ondan sonra
ortaya ¢ikan yapinin incelenmesi s6z konusu olur. Olusturulan modelin gercekten de
dizgeyi istenilen Olciide betimleyip betimlemedigiyse, eger dyle bir olanak varsa, yine

deneysel olarak degerlendirilir.

Tiirevli denklem kullanarak model olusturma tek yol degildir. Dizge ile ilgili tiirevli



denklemi olusturma aslinda dizgeyi ¢6zmek demektir ve yapiy1 ¢cozmek i¢in fiziksel
olgularin nedenlerini uzbilimsel olarak anlatma isteginin sonucudur. Incelemeye
nedenden degil, sonuctan baslamak da olanaklidir. Bu baglamda, dizgeden elde
edilen veriler incelenir. Deneyin her adimindan elde edilen sayisal degerler alt
alta dizilip bir yoney (ing: vector) olusturulabilir. Bu yoneyler ka¢ 6geli ise, o
kadar boyutlu bir dogrusal yoney uzayinda (ing: linear vector space) bulunuyor diye
diistiniilebilir ve dogrusal cebrin olgular ile dizgeyi betimleyen bazi degistirgelerin
degerleri incelenebilir. Bu tiir bir yaklasim, dizgeyi betimleyen tiirevli denklemi
olusturma istegini barindirmayabilir. Deneysel verileri kullanarak dizge ile ilgili
birseyler sOyleyebilmek i¢in olasilik kurami (ing: probability theory) ile ilgilenmek
gerekir. Baz1 durumlarda ise, olasilik dizgenin yapisinda halihazirda bulunur. Nicemsel
dizgeler boyle dizgelere ornektir. Bu durumda, dizgenin denklemi ile ilgili birgeyler
soyleyip daha sonra da bu denklemin ¢6ziimiinii kesin olarak ya da yaklasik olarak
bulabilmek i¢in olasilik kurami ile ilgili olgular1 da yogun bir bi¢cimde kullanmak

gerekir.

Bilimsel yazinda (ing: scientific literature) siradan tiirevli denklem (STD, ing: or-
dinary differential equation) olgusu ile ilgili bircok ¢alisma vardir. Ama ¢oziimii
olan herhangi bir siradan tiirevli denklemin ¢oziimiinii verebilecek, siradan tiirevli
denklemler konusunda her derde deva denebilecek, bir uzis (ing: algorithm) bu ana
dek iiretilememistir. Eger bazi temel yontemlerle sonug elde edilemiyorsa, denklemler
ayr ayr1 degerlendirilmekte, sayisal ya da kesin ¢6ziim elde edebilmek i¢in ¢alismalar
yapilmaktadir. Egilim goretiirevli denklem ¢oziimii i¢in siradan tiirevli denklemler
ile ilgili olgular1 kullanmaya gotiirecek indirgemeler yapmaktir. Siradan tiirevli denk-
lemlerin ¢oziimii i¢inse, hakkinda daha c¢ok bilgi bulunan dogrusal siradan tiirevli
denklemlerin olgularini kullanmaktir. ille de boyle bir yol izlenmesi gerekmez, ama az
bildigimiz bir yap1y1 daha 1yi bildigimiz bir yap1 bigiminden betimlemeye (ing: describe)
calismak dogal bir yoldur. Bu bi¢imde incelemenin amaci, denklemi dogrusal cebir
kullanarak ¢ozme istegidir. Dizey (ing: matrix) iglemleri bilgisayarda buyrukdizileme
(ing: programming) i¢in uygun bir yapi icerir. Simgesel incelemeler de giiniimiiz
bilgisayarlarinda yapilabilmesine karsin hem buyrukdizici (ing: programmer) hem de

bilgisayar acisindan daha kapsamli ve zordur.

Bu baglamda, siradan tiirevli denklemlerde dogrusalligin ne anlama geldigini ayrintili



olarak incelemek gerekir. Dogrusalligin tanimi kolaylikla yapilabilse de dogrusalligin
denklemden olusturulan dizey (ing: matrix) cebrine nasil yansidigi, baska bir deyisle
dogrusal olmamanin dizey cebrine nasil yansimadi81 yeterince incelenmemistir. Bunun
nedeni, dogrusal olmamak ile ¢okdegiskenlilik arasinda yakin bir iliski olmast ve bu
tiir durumlarin incelemeyi iki sirasayili (ing: index) yapilardan daha cok sirasayili
yapilara aktarmasidir. Cok yonlii dizi, tansor, katdizey ya da kathidizey gibi kavramlar
hemen hemen ayn1 anlami verir ve bu cok sirasayililig1 betimler. Bu yapilar ile ilgili
cebir olugturma girisimi kabaca son on yilin iiriiniidiir ve hizla gelisen bir alan olarak
dikkat cekmektedir. Bu olgularin uygun bir bicimde biraraya getirilmesi, siradan tiirevli
denklem ¢6ziimii i¢in hizli yakinsayan sayisal yontem gelistirilmesini saglayacaktir ve

bu yonde ¢alismalar baglamustir.

Dolayisiyla denklem ¢oziimiinde izlenebilecek yol su bicimde siralanabilir. Eger
bir goretiirevli denklem s6z konusu ise, yapiy1 birden ¢ok siradan tiirevli denklem
olarak anlatma yoluna gidilebilir. Eger bir siradan tiirevli denklem s6z konusu
ise ve denklemde tekillik (ing: singularity) varsa, denklem sayisini1 ve dolayisiyla
degiskenliligi arttirarak bu tekilligin etkilerini azaltic1 bir yol izlenebilir. Eger dogrusal
olmayan bir siradan tiirevli denklem varsa, benzer bir bicimde degiskenlilik arttirilarak
dogrusal cebirin 6gelerini kullanabilmek i¢in 6nlemler alinabilir. Ortaya ¢ikacak olan
dogrusal cebir islemlerini bilgisayim (ing: computation) acisindan kolaylastiracak bazi
ara iglemler yapmak da olanaklidir. Cokdegiskenliligin kathidiziler (ing: multilinear
arrays) olusturacagi ve bu alanin da heniiz tam olarak oturusmamis ama hizla ilerleyen

bir alan oldugu g6z 6niinde bulundurulmalidir.






2. AMAC

Bu tez, verilen bir siradan tiirevli denklem (STD) ya da denklem takimi ve ona
eslik eden baglangic kosulu ya da kosul takimi i¢in, herseyden dnce dogrusallik ve
dogrusal yoney uzaylarinin (ing: linear vector spaces) temel 68e ve aygitlarindan
yararlanarak dogrusal ama sonsuz sayida siradan tiirevli denklem iceren baglangic
kosullu bir denklem yapisi olusturmak, daha sonra da, bu yapidan sonlu kesmelerle
elde edilecek denklemlerin ¢oziimlerinin yaklastiran dizisi olarak giindeme getirildigi
bir yaklastirim yontemi olusturmayi amaclamaktadir. Bu yapilirken degismez
katsayili bir STD takimi olusturmak ve {iistelik bu yapidaki sonsuz 6geli katsayi
dizeyini iicgensel yapida giindeme getirmek ¢cok onemli bir olgudur. Nedeni de bu
yapilarda kesme yaklastiranlarinin cok daha kolay ve ¢oziimciil (ing: analytic) olarak
olusturulabilmesidir. Ucgensellik yakalamanin kosullari iyice incelenecek ve STD ya
da STD takimlarinda hangi 6zelliklerin varolmasinin genellik yitimine yol agcmayacagi
ya da en az diizeyde yitimle ¢alisma olanagini getirecegi ¢cok 6nemli bir incelik olarak

giindeme getirilecektir.

Bu arada genellik yitimlerinden ve tekilliklerden olabildigince kaginacak, onlar1 salt
baslangi¢ kosullarina tagsiyacak yontemlerden yararlanilacaktir. Bu dogrultuda, Prof.
Dr. Metin Demiralp’in yalmiz ve oglu Emre Demiralp ile birlikte gelistirdigi olgular
taban olarak alinacak, oralarda yaratilan ufuklara dogru ilerlenecektir. Bu baglamda,
uzay genisletim (ing: space extension) olgusuna kapsamli olarak basvurulacak, iic-
genselligin 6tesinde ikikdsegenlilik indirgemesine de bagvurulacak, diger bir deyisle,
sagyan islevlerinin dogrusal olmama 6zelliklerinin ikinci derece ¢cokcokterimli (ing:
multinomial) diizeyinde kisitlanmasi ve bu yapilirken de genellikten yitim olmamasina

ya da olsa bile diizeyinin en azda tutulmasina 6zen gosterilecektir.

2.1 Bilimsel yazin ile calismanin iligkisi

Siradan tiirevli denklem ¢oziimii, gerek kuramcil, gerekse de uygulayimcil 6zellikleri

bakimindan, oldukca genis bir alandir. Bu alanda baglica kaynaklar olarak [1-9]



gosterilebilir. Cogunlugu kitap olan bu kaynaklar, giiniimiizde siklikla kullanilan sayisal
yontemleri ayrintilandirmaktadir. Bu yontemlerin ¢ogunlugu ayriklastirim tabanl
yontemlerdir. Bu tez baglaminda olusturulan yontem ise, ayriklastirim tabanl degildir.
Ayriklastirimin getirebilecegi olumsuzluklardan kacinima yonelinmistir. Tezde verilen
kaynaklarin agirlikli olarak BEBBYT nin calismalarindan olusuyor olmasi, gelistirilen

yapinin bu ¢alismalara dayanigsindan dolayidir.

Bu ¢alismanin amacinin irdenebilmesi i¢in, bu calismadan 6nce olasiliksal evrimde ne
konumda olundugu ve gerek tez yazarinin gerekse de BEBBYT nin diger bilesenlerinin
katkilariyla nereye gelindigi vurgulanmalidir. Zamansal olarak bu tezin baslangic
evresinde bilimsel yazina giren baglica calismalar iki ana topluluga ayrilabilir.
Olasiliksal evrim yaklagimi iiclemesinde nicem beklenen deger devinimi, evrim
dizeyinin izgesel (ing: spectral) 6zellikleri, uzay genisletim (ing: space extension)
ve Liouville denklemi baglaminda olasiliksal evrim yaklasimi giindemdedir [10-12].
Daha ayrintili olarak giindeme getirmek gerekirse, iiclemenin birinci yazisinda, dalga
islevi dogrudan kullanilmadan, beklenen deger devinimi baglaminda, olasiliksal evrim
yaklagimu ile, bir islecin beklenen degerinin yaklastirim baglaminda nasil giindeme
getirilebilecegi olgusu vurgulanmustir [10]. Ikinci yazida, birinci yazida sunulan yontem
ayrintilandirilmistir. ' Yontem baglaminda giindeme getirilen ve dizgenin evrimini
betimleyen evrim dizeyinin izgesel ozellikleri, dizgedeki biiyiikliiklerin zamana baglh
beklenen degerlerini iceren dizge yoneyinin genisletilerek, tekillik iceren sorunlarin
da islenimi giindeme getirilmistir [11]. Uglemenin iigiincii yazis1 ise olasiliksal
evrim yaklagitminin Liouville denklemi baglaminda giindeme getirimini icermektedir.
Basal isleybilimin ilgi alanina giren, ve olasiliksalligin sayitim baglaminda giindeme
geldigi bu ¢calismada uyumlu salinici dizgesinin ¢6ziimii, ornek bir uygulama olarak

sunulmustur [12].

Diger ana topluluk ise Metin Demiralp’in Emre Demiralp ile birlikte yaptigi
caligmalardir [13-16]. Bir yazi ikilisi olarak giindeme gelen ¢alismalari, konu ile ilgili
yazi niteligindeki ilk kapsamli ¢alismalardir [13, 14]. Yazi ikilisinin ilki, beklenen
deger devinimi olgusunun giindeme getirildigi, siradan tiirevli denklem takiminin
olusturumunu da igceren bir yazidir [13]. Nicemsel isleybilim baglaminda olasiliksal
evrim yaklasimi i¢in temel kaynak olarak giindeme gelen bu yazi, kuramcil olgulari

giindeme getirmektedir. Yazi ikilisinin ikincisi, olasiliksal evrim yaklasimi ile devingen



dizgeler arasindaki bagin siradan tiirevli denklem takimlari araciligi ile kurulumunu
sunmakta, ayrica beyinbilimde giindeme gelen devingen nedencil bigeleyim konusunu
olas1 bir uygulama alani olarak giindeme getirmektedir [14]. Olasiliksal evrim yaklagimi
baglamindaki ilk diisiinler bu yazilarda sunulmustur. Metin Demiralp ve Emre
Demiralp’in diger yazi ikilisi ise, siradan tiirevli denklem ¢6ziimii baglaminda olasiliksal
evrim yaklagimi i¢in temel olusturan ve ilk diistinleri sunan yazilardir [15, 16]. Bu
yazilarin ilkinde bir bilinmeyenli bir denklem durumu icin Taylor acilimi kullanilarak,
olasiliksal evrim yaklagimi yonteminin olusturumu sunulmustur. Cokbilinmeyenlilik
durumu icin de giris niteliginde bazi olgular belirtilmistir. Bu yazidaki en onemli
olgu, olasiliksal evrim denkleminin olusturumu ve yaklasik ¢oziimiin bu baglamda
elde edinimidir [15]. ikinci yaz1 ise ¢okbilinmeyenlilik olgusunu ayrintilandirmistir.
Bir bilinmeyenlilikten cokbilinmeyenlilige geciste olasiliksal evrim denkleminde
ne gibi yansimalar oldugunu sunmustur. Kabaca sOylemek gerekirse, bu geciste,
dizey 6gelerinin dolaysiziisliilerle tamimlanan 6bek dizeyler, yoney Ogelerinin ise

dolaysiziisliilerle tanimlanan 6bek yoneyler olmasi sz konusudur [16].

Su anda inceliyor oldugunuz tez, bu calismalarin ardil1 olarak degerlendirilmelidir. Bu
tez ¢alismasinda birincil olarak, olasiliksal evrim yaklagimi yonteminin daha kolay
uygulanabilir bir yapiya getirimi giindeme getirilmistir. Bu daha kolay uygulanabilirlik
olgusu birka¢ baglik altinda toplanabilir. Bunlardan en Onde geleni, bilgisayim
karmasikligin1 azaltic1 olgulardir. Daha somut olarak giindeme getirmek gerekirse,
olasiliksal evrim denkleminin ¢oziimii baglaminda giindeme gelen 6zikili sorununun
yineleyisli yapisindan kaginmaktir. Bu baglamda, denklem takimai icin belirli kisitlarin
giindeme getirimi olgusu ile karsilagiimistir. Bu kisitlarin saglanmadigi durumlarda
neler yapilabilecegi ise baghh basina bir konu olarak giindeme gelmis ve bu tez
baglaminda incelenmistir. Bir diger 6nemli olgu olan yakinsayis olgusu ise, ayrintili
olarak, uzbilimcil nitelikte belirli iist kiyilandirimlar ile sunulmus, istenen diizeyde
yakinsayis elde edilemedigi durumlarda neler yapilabilecegi ise ayr1 bir ¢calisma baglig1
olarak giindeme gelmistir. Ozet olarak, olasiliksal evrim yaklagimi baglaminda siradan
tiirevli denklem takimi ¢oziimii i¢in bilgisayim karmasikligini azaltic1 adimlar atilmis,
yontemin daha genel yapilara uygulanimi icin neler yapilabilecegi ve yakinsayisin
istenen diizeyde olmadig1 durumlarda nasil istenen diizeye getirilebilecegi ayrintili

olarak iglenmistir. Bu adimlar atilirken, yontemin yapisi daha ayrintili bicimde yeniden



glindeme getirilmis, daha somut olarak belirtmek gerekirse, cokbilinmeyenliligin bir
yansimasi olarak giindeme gelen katsayilardaki esneklikler ve belirlenimi olgusu bu tez

baglaminda islenmisgtir.

Tez siiresince gerek tez yazarinca, gerekse de BEBBY T nin diger bilesenlerince yapilan
olasiliksal evrim yaklagimi baglamindaki caligmalar asagida kisaca drneklenmistir.
Olasiliksal evrim yaklagiminin uzbilimsel sendelenim kurami (ing: mathematical
fluctuation theory) ile ilgili bagintilarim1 da ortaya koyan ve islev evirtimini de
giindeme getiren ¢alismalar [17-19] drnek gosterilebilir. [17] ¢alismasinda, baglangi¢
kosulunun esnek oldugu Ongoriilmiis, bu esnekligin de bir eniyileyis sorununun
¢Oziimii ile bulunumu Onerilmistir. [18] ise [17] calismasinda iiretilen olgularin
islev evirtimi sorununa uygulanisini icermektedir. [19], baslangi¢ yoneyinin kesilmis
evrim dizeyinin 6zyoneylerinden biri olmas1 durumunda olugabilecek yalinlagtirimlari
giindeme getirmektedir. [20] ise bildiri diizeyinde, olasiliksal evrimin ayrintili olarak
sunuldugu, dogrusal olmamaktan dogrusalliga gecisin getiri ve gotiiriilerini ve yontemin
adinin neden olasiliksal evrim yaklagimi oldugunu aciklayan temel bir kaynaktir.
Incelenen dizgenin belirli 6zelliklerinden dolay1 yalinlagtirmalar olusturulumuna
yonelik calismalar [21-24] da ayrica giindemdedir. [21] ¢alismasinda, iki yapisik
olmayan kosegenli evrim dizeyi olusturan yapida dzyineleyis olusturumu ve ¢oziimii s6z
konusudur. [22] ise bu olusturulan yapinin Van der Pol denklemini betimleyen denklem
takiminda kullanimini, [23] daha genel bir denklem takiminda kullanimin1 icermektedir.
[24] calismasi, bir bilinmeyenli durum i¢in, elde edilen kesme yaklastirimlarinin,
kesin sonuglarla karsilagtirnmini icermektedir. Bir diger alan, dizgedeki tekilliklerin
doguracag: sorunlarin giderimine yonelik caligmalardir. [25] calismasi dizge yoneyinin
genigletimini taban alir. Basal (ing: classical) isleybilim (ing: mechanics) ve
Liouville igleybilimi baglamindaki ¢calismalar [26,27] da 6nemli ¢alismalar olarak
giindeme gelmis ve bu bildirilerde sunulan yapilar daha sonra yaziya doniismiistiir.
Liouville isleybilimi baglaminda yapilan bu caligmalarda basal uyumlu salinicinin
¢Oziimii 6rneklenmistir. Nicem isleybilimde ilgili denklemlerin olusturulumuna yonelik
calismalar i¢in ise [28] 6rneklenebilir. Beklenen deger devinimi baglaminda siradan
tiirevli denklem takimi olugturumunu iceren bu calisma, nicemsel igleybilim baglaminda
olasiliksal evrim yaklasimi c¢alisacaklar icin bir bagvuru kaynagidir. Gokcisim

isleybilimine uygulama icin adimlar1 6ngoren calisma olarak [29] gosterilebilir. Acgkicil



konusma olarak giindeme gelen bu yapida, bir uygulama alan1 olarak, n-cisim sorunu
giindeme gelmektedir. Cokbilinmeyenlilige uygulanim i¢in ilk diisiinleri iceren ve
0zel olarak iki bilinmeyenliligin ele alindig1 [30], siradan tiirevli denklem takimi
coziimii baglamindadir. Belirli basal ve nicem dizgelere uygulanima yonelik ¢alismalar
uygulayim acisindan onemlidir [31-35]. [31], birden ¢ok evrim dizeyi kullanarak
yiiksek kerteliligin islenimini de i¢ermektedir. [32-35] caligmalarinda ise degisik
gizilgiic ve Hamilton isleclerinin yapiy1 olduk¢a degistirdigi gézlemlenmis, burada
yapilan gozlemler daha sonra uzay genisletimi, genisletilmis uzayda beklenen deger
tanim1 gibi yeni kavramlara temel olusturmustur. [36] calismasi ise, yaklagtirm
olarak, sag yan islevinin degismez ya da bir bilinmeyenli yaklastiriminmi giindeme
getirip, olasiliksal evrim yaklasimi baglaminda kolaylastirim saglamay1 dngdrmektedir.
Baglangi¢c kosullar ile ilgili olgular1 giindeme getiren ¢aligmalar ise yakinsayis ile
ilgili olgulara da temel olacak niteliktedir. [37] belirli baslangi¢ kosullar1 i¢in evrim
dizeyinin kosegendis1 katkilarinin bastirilabilecegini konu almaktadir. [38] ise, bu tezde
ayrintilandirilan ¢oziimciil uzatim ile etkinlestirimi icermektedir. Ayrica, [39] 6zerklik
s0z konusu olmadig1 durumlarda 6zerklik elde edinimini, [40] ise yalmizca ikinci
kerteliliginin bulundugu durumlarda olasiliksal evrim yaklasimi baglaminda ¢6ziim
elde edinimini icermektedir. [41] ise bu tez baglaminda sunulan, evrim dizeyine karsilik
gelen iglecin 6zislevlerini kullanarak yakinsayis inceleyisini amaglamaktadir. [42] ise,
sag yan iglevlerinin yiiksek dereceli cok¢okterimli oldugu durumlarda, bilinmeyen

sayisini arttirarak ikinci dereceliligin nasil elde edilebilecegini gosteren bir ¢alismadir.

Zamancil siralayisa 6zen gosterilerek bir araya getirilen ve yukarida sunulan bu dizin,
zamancil olarak tezin Oncesi, baglangi¢1 ve gelisimi siireclerine karsilik gelmektedir.
2013 ve 2014 yillar1 ise, deyim yerindeyse, en olgun sonugclarin elde edildigi ve paketin
kapatildig: siirece karsilik gelmektedir. 2013 itibariyle olasiliksal evrim yaklasimi
baglaminda giindeme gelen yayinlar sdyledir. Nicem dizgeler i¢in beklenen deger
devinimi baglaminda olasiliksal evrim yaklasimi ile ¢oziim elde edinimi {izerine bir
bildiri iiclemesi olan ¢alismanin ilki, bir boyutlu dordiincii derece bakisik nicem
uyumsuz salmicinin ¢oziimii iizerinedir [43]. Ikincisi ise gizilgiic islevinde iistel bir
terim olan uyumsuz saliniciya odaklanmaktadir [44]. Ucgiincii calismada ise dizge
yoneyine isle¢ evrigi eklemlenerek iyilestirim 6ngoriilmektedir. Bu ii¢ ¢calismada da

nicem yapinin dogasindan kaynaklanan yakinsayis sorununun ¢oziimiine egilinmistir



[45]. Gizilgiic islevinin yapisina gore Oziinii daha degisik bir yapida gosteren yakinsayis
sorunu i¢in, bu calismalarda gosterilen ana yol sendelenim bastirimuidir. [46] ise, katsay1
dizeylerinin esnekliklerini kullanarak, bu dizeylerin tekil yoneylerinin birinin baglangi¢
yoneyi ile orantili olmasini saglayip bilgisayimcil kolaylik getirmeye yonelik bir
calismadir. [47] bildirisinde, bir toplamin Kronecker iisliisiiniin nasil belirlenebilecegi
anlatilmaktadir. Bu olgu, Kronecker cebri lizerinden olasiliksal evrim yaklasimi icin
bazi indirgeyimler olusturmaya yonelik ortaya ¢ikmistir. [48] ise, bu tezde de islenip
daha gelistirilen, ¢ekirdek ayristirilabilirligi olgusu ile ilgili temel diisiinleri icermektedir.
[49], dizge yoneyinin iisliilerini de dizge yoneyine katarak yakinsayis1 hizlandirmay1
amaclamaktadir. Ayrica, olasiliksal evrim yaklasimi i¢in uygulama alan1 sunmasindan
otiiri 6nemli bir calismadir. [50], degismezlik eklenimli uzay genisletimine giris
niteliginde bir caligmadir. Bu asamada, olasiliksal evrim yaklasimi ile bagdastirim
s0z konusu degildir. [51], olasiliksal evrim yaklasimi ve beklem sorununun olgularini
kullanarak, bir ¢cokdegiskenli islevin tiimlev gosterilimini olusturmaya yonelik bir
calismadir. [52] ise islev yaklastirimina yoneliktir. Dolaysiziis igleminin 6zelliklerini
kullanarak, Padé oranlarina benzer bir yaklastirim olusturmayi amaglamaktadir. [53]
calismasinda, 6zerk olmayan iiciincii derece bir denklem takiminin, 6zerk ikinci derece
bir denklem takimina getirimi inceleme altindadir. [54], nicem isleybilim baglaminda,
olasiliksal evrim denkleminin ¢6ziimiiniin beklem sorunu ile iligkilendirimi ve ¢oziimii
ile ilintilidir. 2013 ve 2014 yillarinda tez yazarinin da yazar1 oldugu iki yaz1 ve iki
bildiri bulunmaktadir [55-58]. Bu calismalarin icerigi bu tez baglaminda ayrintili olarak

giindeme getirilmistir.
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3. OLASILIKSAL EVRIM YAKLASIMI

3.1 Sorunun tanimi

Ilgilenilen uzbilimsel sorun

E)=rf(E(), &(0)=a 3.1)

bicimindeydi. Burada #’nin zaman1 simgeledigi diistiniillmektedir. Zamana yalnizca
& iglevi iizerinden bagimli olan sag yan islevinin ise zamana gore karmagik diizlemin
herhangi bir sonlu bolgesinde bir tekilligi olmadigi durum goz Oniine alinacaktir.
Olasiliksal evrim yontemi, toplamdizi a¢ilimi (ing: series expansion) olgusunu temel
alir. Bu baglamda sag yan islevinin, bagli oldugu islevin eksi degerli olmayan iisliileri

biciminden toplamdiziye ag¢ilmas1 s6z konusudur.

3.2 Taylor acilim belirlenimi ve sonsuz sayida denklem iceren dogrusal denklem

takiminin olusturumu

Sag yan iglevinin bir sonlu x(") noktasindaki Taylor a¢ilimi
- J
FE) = Y £ (&0 —x) (3.2)
j=0

bi¢imindedir. (5 (1) — X )> islevlerinin eksi degerli olmayan iisliilerin birbirinden
dogrusal bagimsiz oldugu olgusunu géz 6niinde bulundurarak, bu iglevlerin bir taban
takimi1 olusturdugu soylenebilir. Bu asamada, uygulamaya yogunlagsmak bakimindan,
bu taban takiminin nasil bir uzay1 orttiigii ve bu uzayin 6zelliklerinin ne oldugu olgusuna

girilmeyecektir. Dolayisiyla, taban iglevleri
0\
xj(;)z(g(t)—x ) . j=0,1,... (3.3)
olarak simgelenebilir. Baglangi¢c zamani olan # = 0 durumunda ise bu taban iglevleri

x(0) = <a—x(r))j, j=0,1,... 3.4)
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bicimindedir. Taban islevlerinin zamana gore tiirevlerini elde ederek, bu taban islevleri

tizerinde siradan tiirevli denklem elde edilmesi olgusunu giindeme getirerek

b0 =ixa@E0
=i X (0 —+) s (50—

= jk;fk (60 —n) "

k

=J Y fexerj—i1(t) (3.5)
k=0

bagintis1 elde edilebilir. Bu bir siradan tiirevli denklem takimidir. Dolayisiyla, bir
adet siradan tiirevli denklem yerine sonsuz adet siradan tiirevli denklemden olusan
bir siradan tiirevli denklem takimi s6z konusu olmus oldu. Sonsuzluk 6nemli bir
olumsuzluk olarak goziikse de ona karsilik gelen olumluluk olarak ise dogrusal cebirin
kavramlarini kullanma olanag1 gosterilebilir. Bilinmeyen ve denklem sayisin1 bir adetten
sonsuza cikarma dogrusallik sagladi ve bu dogrusalli1 yaklagik olarak degil, kesin
olarak sagladi. Bunun tam evrigi yaklasimin da ise yarar oldugu durumlar diisiintilebilir.
Sonsuz sayida denklem yerine, bir adet denklem kullanarak ama dogrusal olmamanin
diizeyini arttirarak ilerlenebilir. Boyle bir anlayisin da dizgeyi daha iyi anlamakta
yarar1 olacagi diisliniilebilir. Aslinda dogrusal olan yapilar istenmesinin 6nemli nedeni
bu konudaki birikimin dolgun olmasi, ama daha 6nemli bir neden ise dogrusal cebir
olgularinin bilgisayarda belirlenmek i¢in elverigli yapilar olmasi. En bastaki dogrusal
olmayan yapinin belirli ara iglemler ile kesin ¢oziimii bulunabilse bile, olasiliksal evrim
yaklagimi anlamli olabilir. Ciinkii buradaki amag belirli bir denklemi ya da denklem
takimin1 ¢6zmek degil, olusturulabilecek tiirlii denklem yapilarinda uygulanmasinda

istenilen duyarlikta sonuclar iiretebilecek bir yontem gelistirmektir.

(5) sirasayili baginti,
x]'(t):jkf‘bfk.x'k+jl(t), j=0,1,..., 3.6)
yapisini iiretir. Buna karsilik gelen baglangic kosulu ise
x;(0) = (a —x(r))j 3.7)

olarak karsimiza cikar. Bu, dizey gosterilimi i¢in uygun bir yapidir. Soyut cebir

Ogeleri iizerinden belirtmek gerekirse, taban 6gelerine bir iglecin etki ettirilmesi taban
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Ogelerinin tiirevlerini olusturmaktadir. Somut olarak ise

X()(l‘) 0 0 o - XQ(Z‘)
Xi(1) fo i fo o xi(1)
) | |0 26 2fi || %) 18
B50) [0 0 3f || w0 58
X4(l‘) X4(t)
s0z konusudur. Bu yapi, daha kapali olarak
x(1) = Ex(t), (3.9)

gosterilebilir.

3.3 Bicimsel ¢oziim

Burada E dizeyi, dizgenin evrimini betimler. Bu yoneysel yapida verilen siradan tiirevli

denklemin ¢6ziimii bi¢cimsel olarak
x(1) = 'Fx(0) (3.10)

gosterilebilir. Bu yapidan dogrudan ¢oziime ge¢gmeyi engelleyen olgu, kapali yapida

yazinca pek de hemen goriilmeyen sonsuzluk olgusudur.

3.4 Sonlu kesmeler ile yaklasik ¢6ziim elde edinimi

Bu baglamda, dizeyden yapilacak n x n kesme ve yoneylerden yapilacak n 6geli
kesmeler kesme yaklastiranin iiretecektir. Ustel dizey belirlenimi igin evrim dizeyinin
ozikilileri kullanilabilir. Bilimsel yazinda iistel dizey belirlenimi icin bir¢cok yol
bulunmaktadir [59, 60]. Bunlarin bir boliimii siradan tiirevli yapilara gecisi, bir boliimii
de toplamdizilerle ilerlemeyi 6ngoérmektedir. Burada, bilgisayim agisindan kolayliklar
saglayan dogrusal cebircil yapilara gecis istendigi i¢in, evrim dizeyinin ozikililerini
belirleyip ilerlemek daha uygun goriinmektedir. Bu yol, ne kadar buyrukdizileyim
bakimindan uygun olsa da, bilgisayim karmagiklig1 bakimindan yeglenebilecek bir yol
degildir. Kolaylik i¢in, evrim dizeyinin 6zel yapisini giindeme almak gerekir. Kesme
yaklagtiraninin, denklemin ¢oziimiinii ne kadar 1y1 yansittig1 ise ayri bir konudur. Bu

calismada bu konu uzbilimsel olarak onemli ayrintilara girerek islenecektir.
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3.5 Olasiliksal evrim dizeyi ile ilgili izgesel olgular

Evrim dizeyi, ist Hessenberg yapisindadir. Bu yapinin sifir 6gelerinin ¢oklugundan
ote, sifir olmayan 6geler de oldukca diizenli bir bicimde bulunmaktadir. Dolayisiyla,
ozikililerin de belirli bir yapida olmasi beklenebilir. Bu ¢caligmada 6zellikle ticgensel
yapidaki evrim dizeyi ile ilgilenilecektir ¢iinkii iiggensel yapidaki dizeylerin 6zikili-
leri ile ilgili bir ¢irpida yorumlarda bulunabilmek olanaklidir. Ozikilileri incelerken
bakacagimiz iki 6nemli olgu var. Bunlardan birisi, n kerte kesme yaklastiranindan
(n+1) kerte kesme yaklagtiranina gegerken nelerin giindeme geldigi. Ikinci olgu ise
sonsuz dizeyin 6zikililerinin ne oldugu. Eger n kerte kesme yaklastiranindan (n+ 1)
kerte kesme yaklagtiranina gecerken yakinsamayi bozabilecek bir olgu sz konusu
olmuyorsa ve kesme yaklagtiraninin kertesi arttirildiginda erey olarak nereye vardigimiz
konusunda bir yanilgiya varilmiyorsa, yakinsama oldugu rahatlikla soylenebilir. Bu

baglamda evrim dizeyi ile baglangi¢ yoneyinin ¢arpimi incelenmelidir.

0o o o ---17T 1 i
foo i oo || amx?
0 2fo 2fi - —x
ExO)=| o 0o 3f (“ x )3 (3.11)
(a_xm)
Bu yap1 daha agik olarak
_ 0 -
Y fi(a—x0)
jgof] <a ! )
oo . 0 J+1
Ex(0) = j202f1(a x ) (3.12)
oo . 0 Jjt2
E3 (a—x0)
biciminde gosterilebilir. Buradan da,
- 0 -
f <a—x(’)>
Ex(0) = | f(a—x)2(a—x0) (3.13)

elde edilebilir. Yoneydeki biitiin terimler f (a —xlr )> yapisini ¢arpan olarak icermekte-
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dir. Bu nedenle,

Ex(0) = f(a _x<r>) 2(“ ‘x(r)> (3.14)

- a —1x(r ) -
N TS
Ex(0) = f<a — >> = Ez _img 3 (3.15)
Kapal1 olarak - | -
Ex(0) = f (a - x(r)) %X(O) (3.16)

gosterilebilir. Dolayisiyla f <a — x(’)> % isleci s0z konusu ve bu iglecin 6ziglevlerinin
yakinsamada belirleyeci oldugu sdylenebilir. Bir islevin 6ziiniin {islii a¢ilimi olarak
yazilabilecegi sOylenebilir. Elbette bunun icin bazi ¢éziimciilliikk kosullarinin saglanmasi
gerekir. Bir g(a) islevi,

g(a) =go+g1a+ga’ +--- (3.17)
olarak yazilabilir. Dolayisiyla islev, bir katsay1 yoneyi ile iislii yoneyin i¢carpimudir.
Kapali yapida

gla)=g'a (3.18)

g=[g & ] (3.19)

ve lislii yoney

a=[1a -] (3.20)

ogelerinden olugsmaktadir. Evrim dizeyinin bir katsay1 yoneyinin devrigi ile soldan

carpildig1 ve bu yoneyin evrim dizeyinin sol 6zyoneyi oldugu durumu goz 6niine alalim.
T T J
gBa = g fla)5-a
d
= fla )8_g
dg(a)
= 3.21
fa)*% (321
15




Burada evrim dizeyine karsilik gelen islecin kullanimi bu sonucu iiretmektedir. Bu olgu,
acilim katsayilarinin iglevin bagli olmamasindan dolay: rahatlikla yapilabilmektedir.

Eger g yoneyinin evrim dizeyinin sol 6zyoneyi oldugu olgusu gz oniine alinirsa,
g’E=2g’ 3.22)

yazilabilir. Az 6nce elde edilen yapinin kullanimu ile de

7@ ~ hg(a) (3.23)

elde edilebilir. Bu iki bagint1 aslinda sunu sdylemektedir: Eger g, evrim dizeyinin sol
0zyOneyi ise, bu yoneyin 6gelerini iisliilerin katsayilar1 olarak alan iglev bir iislii yoneye
etki eden f (a)% islecinin 6ziglevidir. Bu 6zdeger denklemi, islecin yapisindan dolay1
birinci kerte siradan tiirevli denklemdir. Taylor agiliminin gercel eksen iizerindeki sifir
noktasinda yapildig1 ongoriilerek

8(a) = g(0)e* 7@ (3.24)
yazilabilir. En genel baglamda izge ile ilgili birseyler soylemek zordur. Bu nedenle
betimleyici islevin (ing: descriptive function) ag¢ilim noktasinda katli olmayan kokii
oldugu durum incelenecektir. Bu elbette bir kisitlamadir. Ama iicgensel evrim
dizeyi olusturacak bu durumun getirileri oldukca fazladir. Bu kisitlanmis duruma
indirgenemeyecek durumlar i¢in ise uzay genisletme yOntemi ile ilerlenmesi ve
olasiliksal evrimin blok yapilar kullanilarak ortaya ¢ikmasi séz konusudur. Ucgensellik

kisit1, agilimin karmasik diizlemin kokeninde (ing: origin) yapildigini diisiinerek
f(0)=0 3.25)
olarak verilebilir. Bu durumda
fla) =ap(a), ¢(0)#0 (3.26)

durumu s6z konusudur. Bu yapiy1 yazarken kokte katlilik olmadigi g6z Oniinde
bulundurulmalidir. Katl kok, biitiin 6zdegerlerin sifir degerinde olmasina kargilik

gelmektedir. Bu kisith durumda 1/ f (o) asagidaki bicimde ayristirilabilir.

o
fla) — ap(a)
1 _
= a—fl‘f—(P(OC) 3.27)
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Burada islevin tekil diizgiin yapisinin toplamsal olarak ayristirimi sz konusudur.
Buradaki @(a) yapisi kesirlere ayrigtirim ile belirlenebilir. Burada, f(a) yapisinin
acilim noktasinda o’ya gore tiirevi @(0) olarak ortaya ¢ikar. Bu ise a¢ilimda f} olarak

gosterilen katsayidir.

(3.27) ve (3.23) kullanilarak

ag(a)g'(a) = Ag(a) (3.28)

yazilabilir. Bu siradan tiirevli denklemin sifir noktasinda tekilligi vardir. Bunu ¢6ziimde

yansitacak olgu, bagimsiz degiskenin iisliisuidiir.

/
A _
‘Z (<Z)) = -+ A9() (3.29)
yapisinin ¢Oziimii
g(a) = cal M do9(@) (3.30)

olarak ortaya cikar. g(a) ¢oziimciil oldugundan dolayr Maclaurin toplamdizisine
acilabilir. Bunun icin gerek kosul %1 yapisinin, eksi degerli olmayan tam say1 olmasidir.
Bunun dogal sonucu ise, 6zdegerlerin f;’in eksi degerli olmayan tam say1 katlar1 olarak
belirmesidir. Dolayisiyla evrim dizeyinin iiggensellik kisit1 altindaki 6zdegerleri ile
ilgili baz1 olgulari bir tiirev iceren isleci inceleyerek ve siradan tiirevli denklem c¢ozerek
sOyleyebilmis olduk. Yakinsama ile ilgili de baz1 seyler soyleyebilmek icin incelemeyi

ayrintilandirmak gerekir.

3.6 Olasiliksal evrimin yakinsama c¢oziimlemesi

Evrim dizeyinin sol 0zyoneyleri bulunan ozislevlerin katsayilar1 olarak giindeme
gelmektedir. Ozdegerler ise f;’in katlar1 olarak ortaya cikmaktadir ve kf| olarak
gosterilebilir. Burada k eksi degerli olmayan bir tam sayidir. £’nin en kiiciik oldugu
durumu goz Oniine alalim. kf; olan 6zdeger bu durumda sifir degerinde olacaktir. Bu
olgu, gozlemsel olarak da elde edilebilecek olan, evrim dizeyinin ilk yatay sirasinin
sifirlardan olustugu olgusu ile uyum igindedir. Kargilik gelen 6zy6ney ise g(a) nin
A’nin sifir oldugu durumdaki katsayilaridir. Bu durumda 6zislev c ile gosterilebilecek
degismez islevdir. Bu islevin a¢ilimindan olusacak katsayilar ise ilk katsayr disinda
sifirlanacaktir. Bu nedenle, ilk 6zyoney en iist 68esi ¢, diger biitiin 68eleri sifir olan

yoney olarak karsimiza ¢ikar. Bir sonraki durum 4’nin 1 oldugu durumdur. Bu durumda
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ise kf; degerinde oldugu gosterilen 6zdeger, f1 olarak bulunacaktir. Karsilik gelen
oziglev ise

g(a) = caetlodao(@) (3.31)

bicimindedir.

3.6.1 Sag yan islevlerinin sifirlandig1 noktalarin 6nemi

Ozislevin bagh oldugu degisken sifirlandiginda, 6zislevin de sifirlandig1 goriilmektedir.
Bu nedenle, Taylor katsayilarini iceren 6zyOneyin en iist terimi sifir olacaktir. Bir sonraki
deger ise sifir olmayan bir sayil olan c¢ olarak karsimiza ¢ikacaktir. Bu baglamda k
arttikca 6zyoneylerde iistten baslayarak k adet sifirlanma oldugu sdylenebilir. (3.24)’te
belirtilen yapiy1 goz Oniine alalim. f(x) Taylor toplamdizisine agilir ve ilk terim
alikonursa,

L ! +e 3.32)

&) g (x_x(r)>

yapisi ortaya cikacaktir. Bu incelemede yine ti¢gensellik kisit1 s6z konusudur. Yukarida

belirtilmeyen ve kapali olarak ii¢ nokta yan yana imi ile belirtilen olgu, sol yandan, sag

yandaki 68eyi ¢ikararak,

| L (¥ =) = £i) 5

IO fle=a) A (x—20) 1)

olarak bulunabilir. Sag yanin payindaki terim, f(x) igermektedir. Bu iglevin yerine

Oziinlin Taylor acilimi yazilirsa, ilk terim fj (x—x(r )) olacaktir. Bu terim 0ziiniin
toplamaya gore evrigi ile toplandig1 i¢cin bu terimden gelen katki sifirlanacaktir.
Dolayistyla pay boliimiinde bulunan en baskin katki dordiillii terimden gelecektir.
Benzer bir inceleme payda i¢in de yapilabilir. Paydada ise carpimsal bir yap1 soz
konusudur. Benzer bir inceleme ile paydada da en baskin terimin dordiillii (ing: squared)
terim olacagi sdylenebilir. Bu olgu f(x)’in 6ziiniin Taylor a¢ilimi olarak yazilip,
sifir sirasayili katsayinin sifirlandig1 géz oniinde bulundurulup ve saf birinci derece
yapinin ¢arpan oldugu gozlenerek sdylenebilir. Yalmz, f(x)’in paydada bulunmasindan
dolay1, f(x) islevinin olabilecek diger sifirlar1 paydada sifirlanma yaratarak tanimsizlik
olgusunu giindeme getirecektir. Bu olgu, tanim bolgesinde kisitlamaya gidilerek
asilabilir. Bu baglamda denebilir ki iiggensel evrim dizeyi olusturan olasiliksal evrim,

0zegi Taylor acilim noktasi olan ve betimleyici islevin a¢ilim noktasinin kendisi olmayan
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en yakin sifirm1 diglayan en biiyiik teker iizerinde yakinsaktir. Bu olgu, olasiliksal
evrim yontemi ile ne zaman nasil duyarlilik elde edilebilecegi hakkinda ipuglar
vermektedir. Aslinda yakinsama bolgesinin bu bicimde olmasi, olasiliksal evrimin bir
ozelligi olarak degerlendirilmekten ¢ok, baslangi¢c deger sorununun bir 6zelligi olarak
degerlendirilmelidir. Betimleyici iglevin sifirlanmas tekillik yaratmaktadir ve tekillikler
bir cok yontem icin sorun yaratan olgulardir. Bu yakinsama bolgesi, asilamaz bir sorun
olarak, yontemin bir zayiflig1 olarak degerlendirilmemelidir. Asilabilir bir sorundur
ve bu baglamda ilk akla gelen olgular uzay genisletme ve doniisiimsel olgulardir. Bu

olgulara ileriki boliimlerde deginilecektir. (3.24) sirasayili bagint1 tizerinde ¢aligarak,

X A
g(x) = g(0>efod§m+d§7us(§)

= g(0)x*M il dEAF(E) (3.34)

elde edilebilir. Bu bagint1 az 6nce sozii edilen olgulari yansitmaktadir. f(x) % islecinin
bir iglevler ¢carpim iizerindeki etkisini goz oniine alalim. Buradaki amag bu islecin
ozikililerinin oldukc¢a 6zel bir yapida oldugunu gostermektir. Bu isle¢ Leibniz kurali ile
ayristirilabilir. Ozenli bir inceleme bu islecin Leibniz kuralini sagladigini gosterecektir.

Dolayisiyla,

1709 3 (¢9m)) = ( 709 5280 ) o
+e) (709 5000 339

soz konusudur. Burada, g(x) ve h(x) islevinin 6ziglevi oldugunu diisiinelim. O
zaman bu iglevlerin isle¢ altindaki goriintiileri, kendilerinin 6zdeger denklemindeki
sag yanlar1 olarak yazilabilir. Dolayisiyla (3.35)’deki ayiraclar arasindaki yapilar
0zdeger denklemlerinin sag yanlar1 olarak yazilabilir. Daha sonra ayiraglar agip,
sag yanda degistirimliligi g6z oniinde bulundurup, g(x)h(x) yapisini ¢arpan olarak
sag yanda yazma islemi gerceklestirilirse, yeni bir 6zdeger bagintisi elde edilir. Bu
baginti, eger g(x) ve h(x) bu islecin 6zislevi ise, bu islevlerin ¢carpiminin da islecin
oziglevi oldugunu sdyler. Leibniz kuralini iglevin 6ziglevi olan islevlerin ¢carpimina
uygulanmas1 gosterecektir ki, aslinda bir adet iiretici islevin eksi de8erli olmayan

tisliileri s6z konusudur. Bu baglamda,

\ k
2(x) = (xeﬁ I d&F(é)) k=0,1,... (3.36)
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biciminde sonsuz 6ziglev vardir. Biitiin sol 6zyoneyler, bu islevlerin Taylor ag¢ilimi
katsayilarini sirasiyla bu yoneylere yerlestirerek olusturulabilir. Dolayisiyla sonsuzluk
diizeyinde olasiliksal evrimin nereye vardig1 incelenmis olundu. Bu yeterince genis
kapsamli bir yakinsama incelemesi degildir, ¢iinkii onemli bir durum olan ii¢gensel
olmama durumunu dislamaktadir. Aslinda gerek yontemin kendisinde, gerekse de
yakinsama incelemesinde iiggensel olmama durumundan kaginilmaktadir. Daha
once de belirtildigi gibi ticgensel olmama durumu cok degiskenlilige agilan yol
olarak degerlendirilmektedir. Dolayisiyla, bu yakinsama bdlgesi ve iicgensellik
kisit1 baglaminda, siradan tiirevli denklem i¢in belirli bir n degeri i¢in evrim dizeyi
olusturulabilir. Bu evrim dizeyi kullanilarak, kertesi n olan kesme yaklastiran1 elde
edilebilir. Istenilen duyarlilik elde edilemez ise (n+ 1) degeri igin evrim dizeyi
olusturulup kertesi (n+ 1) olan kesme yaklastiran1 elde edilebilir. Bu bir yinelemeli
yontem olarak degerlendirilebilir ve sonlandirma kosulu olarak belirli bir uzaklik
bagintisina gore (n+ 1)’inci kerte kesme yaklagtirani ile n’inci kerte kesme yaklastirani

arasindaki uzakligin onceden belirlenmis bir deger altinda kalmasi konulabilir.

3.7 Coziimciil uzanmim ile etkinlestirim

3.7.1 Sorunun belirtimi ve doniisiim uygulanimi

Ucgensellik kisit1 altinda yakinsama ile ilgili 6nemli olgular elde edilmis olundu. Bu
asamada diisiiniilmesi gereken olgu, daha iyi yakinsamanin, daha genis yakinsama
bolgesinin nasil elde edilebilecegi olgusudur. A¢ilim noktas: bir degistirge gibi diisii-
niilebilir. Baz1 a¢ilim noktalar1 daha iyi yakinsama iiretecektir ve bu baglamda acilim
noktasinin eniyilenmesi olgusu giindeme getirilebilir. Ama aslinda elimizde daha giiclii
olgular bulunmaktadir. Bu baglamda, yine bir kisitlamaya giderek, belirli bir betimleyici

islev iizerinden anlatimu ilerletmek bazi kolayliklar saglayacaktir. Sag yan islevinin

f&)=oa(8—x1)(E—x2), X1 # X2 (3.37)

oldugu durum goz Oniine alinabilir. Bu islev aslinda dogrusal olmamanin en diisiik
yapilarindan biri olarak degerlendirilebilecek olan ikinci derece cokterimli yapisindadir.
x1 ve xp biiytikliikleri bilinen gercel biiyiikliikler olarak degerlendirilmelidir. Evrim
dizeyinin 6zikilileri ve yontemin yakinsamasi ile ilgili incelemelerde evrim dizeyinin
etki ettirilmesinin bir iglecin 6zikili sorunu ile ilintili oldugu belirtilmisti. Yinelemek
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gerekirse,

f&)—¢=2¢ (3.38)

yapist ilgi alanmmizdaydi. Sag yan islevi

f(&) = (& —x1)(&—x1+x—x2)
= a(—x)*+o(x—x)(E—x) (3.39)

bigciminde yeniden diizenlenebilir. Bu yapida, islevin &’ye gore birinci tiirevi alinip,

olusan yapida & yerine x| konulmasi ile
fx1) = a(x —x) (3.40)

elde edilir. Sag yan islevi x; noktasinda sifirlanan bir iglevdir. Dolayisiyla x; noktasinda
Taylor a¢ilimi s6z konusu oldugunda tiggensellik kisitint saglamaktadir. Bu baglamda,
x(") olarak gosterilen Taylor acilim noktasinin x; olarak secildigi durum incelenecektir.

Acilim noktasinin x, olarak se¢ilmesi de ayn1 olgulari iiretecektir.

Ucgensellik kisit1 saglandigina gore, evrim dizeyinin ve dolayisiyla buradaki islecin
Ozdegerleri f1’in eksi degerli olmayan katlar1 olarak giindeme gelecektir. f;’in islecin
0zdegerlerinden biri oldugu ve dolayisiyla islecin 6zikili denklemini sagladig1 goz

Oniine alinirsa,

o _ i
o f"

yazilabilir. Islecin birinci kerte tiirev icermesinden dolay1 bu ozikili denklemi de

(3.41)

birinci kerte siradan tiirevli denklem olarak ortaya ¢ikmaktadir ve ¢6ziimii i¢cin adimlar

atilabilir.
X
n 2% _ / prail (3.42)
(P(xl) x f (x)
biciminde yapilan diizenleme ile, sonug
X - f
o(x) = p(xy el i (3.43)

olarak elde edilebilir. Bu asamada, betimleyici islevde yapilmis olan 6zellestirme
kullanilarak ilerlenebilir. e degismezinin iissii olarak beliren yapiy1 6zellestirmeyi de

kullanarak daha ayrintili olarak ele almak gerekirse,

A fi
/xl dxa(x—xl)()_c—)@)
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yapist gozlemlenebilir. Yakinsama incelemesinde oldugu gibi, ucaysal (ing: polar)
tekillik iceren yapinin islevden toplamsal olarak ayristirimi s6z konusudur. Bu bag-

lamda, degismezin iissii olarak goriilen yap1 yalin oranlara ayristirim ile
1 1
dx 2 =% 4 1= (3.45)

ﬁ X

o Jx X—X1 X— X

olarak gozlemlenebilir. Tiimlev degiskenine bagli olmayan ortak yapiyi tiimlevin disina

alarak

h / S {_ ! ! } (3.46)

o (x] —x3) X—x X—x
yazilabilir. (3.40) bagmtisinin (3.46)’da kullanimu ile tiimlevin solundaki ¢arpanin 1

degerinde oldugu gbzlemlenebilir. Dolayisiyla e’nin iissii olan yap1

X X

In(x—x)| —In(x—x) (3.47)

X1 X1

bicimindedir. Buradaki ilk terim tekilligi igerir. x| degerinde olan agilim noktasini x()

olarak gostererek, iistelde bulunan yapinin

N G A R C) (3.48)
x(r) — X1 x(r) — X7

oldugu sdylenebilir. Bu yapiy1 (3.43)’te yerine koyarak

) _ _
- (r) X X2 X—X1
o(x) = (x) (x(’) _x1> (x_x2> (3.49)

elde edilebilir. Daha tikiz (ing: compact) olarak ise

o(x) =c (x - ) (3.50)

gosterilimi s6z konusudur. Burada c,

() _
_ () [ X —*
¢ <p(x ><x(’)—x1> (3.51)

yapisindadir. (3.50) sirasayili baginti, daha sonra yapilacak olan toplamdiziye agma

islemini gosterebilmek icin

<P(X)=c< almit ) (3.52)

X—X1+x1—Xx2

olarak yeniden yazilabilir. Bu yap1 (x — x;)’in isliileri biciminden toplamdiziye
acilabilir. x; noktasinda toplamdiziye agma s6z konusu oldugunda x; 6zekli (ing:
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centered) olan ve x;’yi diglayan en biiyiik teker iizerinde yakinsama sz konusudur. Bu
olgu, daha 6nce yapilan yakinsama incelemesi ile uyum igerisindedir. x, noktasinda
yapilacak acilim ise x, 6zekli olan x1’1 dislayan en biiyiik teker (ing: disk) iizerinde
yakinsama saglayacaktir. Dolayisiyla, bu betimleyici islev i¢in gerektiginde x;’de,
gerektiginde x;’de acilim yaparak, bu iki tekerin kapladig1 bolgede yakinsama elde
edilebilir. Bu birbirleriyle kesisen iki teker lizerinde yakinsamanin nasil elde edilecegi
gosterilmis olundu. Onemli bir olgu ise karmagik diizlemde bu iki tekerin birlesimini
tiimleyen sonsuz bolgedir. Bu bolgede yakinsama elde etmek icin carpmaya gore

evirtme doniislimiiniin karmagik diizlemde getirdigi olgulardan yararlanilabilir.

F(z) = (3.53)

b
-z
islevini ele alalim. Eger kokende bagimsiz degiskenin eksi degerli olmayan iisliilerini
kullanarak bir a¢ilim yapilmasi soz konusu ise, karmasik diizlemin kokeninde 6zeklenen
birim yaricaph bir teker iizerinde yakinsama s6z konusudur. Bu tekerin disinda
calisabilmeye yonelik adimlar atmak i¢in islev

1 1 1
F(z)= 1.~ 2 <—1) (3.54)

Z

Z

olarak yeniden yazilabilir. Bu yapi ise
Fzg)=——5—"- (3.55)

olarak toplamdiziye agilabilir. Dolayisiyla, gerektiginde z'nin art1 degerli iisliilerini,
gerektiginde ise (1/z) nin art1 degerli (ing: positive) iisliilerini kullanarak hem tekerde
hem tekerin disinda yakinsama elde edilebilir. Bu aslinda olasiliksal evrimi Laurent
toplamdizileri kullanarak yeniden ele almay: giindeme getirecektir. Bu olgu su
anda incelenmeyecektir. Incelenecek olgu, istenilen yakinsama bolgesine gore bazen
Z’nin art1 degerli isliilerinin, bazen de eksi degerli iisliilerinin kullanilacag1 yapiy1
yaratma olgusudur. Bunu yapmanin bir yolu, inceledigimiz uzbilimsel sorunun (3.1)’de

gosterilen sorun oldugunu animsayarak,
) =z~—— (3.56)
tanimlamasina gitmektir. Bu yeni tanimlanan yapinin #’ye gore tiirevi ise

(1) =-n(t)*E ) (3.57)
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bicimindedir. (3.1)’in ve (3.56)’nmin (3.57)’de kullanimu ile

0(t)=-n(t)*f (% +x1> (3.58)

elde edilebilir. Dolayisiyla tekerin disinda yakinsama elde edinimi i¢in olasiliksal evrim
dogrudan (3.1)’e degil, (3.58)’e uygulanmalidir. (3.58) bagintisi, olasiliksal evrimin
uygulanmasina olanak saglayan, birinci kerte agik ve dzerk sag yanli bir siradan tiirevli

denklemdir.

3.7.2 Coziimciil uzammm baglaminda olasiliksal evrim yaklasimi ile ¢6ziim

Ornekte verilen ikinci derece ¢okterimli betimleyici islev kullanilarak 6zellestirme

yapilirsa,

N(t) = — 2 L L X]—X
) =-n() an(t) {n(t)jt 1 2} (3.59)

bagintisi ortaya c¢ikar. Yalinlastirmalar ile
() =—a—a(x —x)n() (3.60)
yapis1 gilndeme getirilebilir. Bu yap1 daha tikiz bigcimde
n) =gM)) 3.61)

olarak da gosterilebilir. Olasiliksal evrim bu denklem iizerinde uygulanacaktir. Buradaki

g(n) ise, verilen asil sag yan iglevi i¢in

g(n)=—o—a(x —x)n (3.62)

yapisindadir. Olusturulan siradan tiirevli denklemin baglangi¢ kosulu ise (3.56)’da ¢

yerine 0 yerlestirerek

n(0) = (3.63)

biciminde elde edilebilir. Olusan yeni betimleyici islevin 11 = ﬁ noktasinda kokii

bulunmaktadir. Bu noktada yapilacak olan agilim, iicgensellik saglayacaktir.
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3.7.3 Coziimciil uzammm baglaminda yakinsakhik bolgesi

Bu bicimde bir evirtim kullanarak, asil yap1 goz oniinde bulunduruldugunda, baslangi¢
kosulunu betimleyen iislii yoneyin (a — x;)’in usliileri yerine (a — x;)’in ¢arpmaya
gore evriginin iisliilerini i¢erecek bi¢imde giindeme gelmesi saglandi. Eger (a —x;)
mutlak degerce O ila 1 arasinda degil ise, (3.1) denklemine olasiliksal evrim dogrudan
uygulandi@inda, iislii yoneyler yakinsak bir toplamdizinin katsayilar1 olmaz. Bu
durumda, burada Onerilen evirtim, yakinsak olmayan bir iislii yoneyden doniisiim
ile yakinsak olan bir iislii yoney iiretilmesini saglar. Uslii yoneyin eslik ettigi evrim
dizeyi ise, yeni olusan siradan tiirevli denklemin betimleyici islevinin Taylor agilimi

katsayilarindan olusacaktir.

Bu olgular, yalnizca ikinci derecede sag yanli siradan tiirevli denklem iceren
baslangi¢ degerler sorunlari i¢in gecerli degildir. Yiiksek dereceli ¢okterimliler i¢in
bazilar birbirleriyle kesisen tekerler soz konusu olacaktir ve eksi degerli iisliilerin
kullanimu, yine bu tekerlerin birlesimini tiimleyen sonsuz bolgede yakinsamay1 giindeme
getirecektir. Degisik tiirdeki sag yan iglevleri icin ise inceleme yinelenebilir ama
islevin yapisina gore oldukca caprasik anlatimlar sz konusu olabilir. Kisitlama
baglaminda giindeme getirilecek olgu, (3.1) sirasayili denklemdeki sag yan islevinin
biitiin sonlu bolgelerde ¢oziimciil olmasidir. Tekilliklerin nasil islenebilecegi olgusu
burada giindeme getirilmemistir. Ama temel anlayis olarak sunu belirtmek gerekir ki,
tekil betimleyici islevi olan yapilar, uzay genisletme ile, tekil olmayan betimleyici islevi

olan yapilara ¢cogu zaman doniistiiriilebilir.

3.8 Ornek uygulamalar

Bu boliim, olasiliksal evrim yaklagimi ile siradan tiirevli denklem c¢oziimii iizerine
baz1 uygulamalar icermektedir. MuPAD dizgesi olarak bilinen betikleme araci ile sim-
gesel diizeyde ve ayarlanabilir sayisal duyarlilik olgusunu icerecek bicimde betikleme

yapilmusgtir.
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3.8.1 Coziimii bilinen baslangi¢ deger sorunlari icin kesme yaklastiranlar1 elde
edinimi

Incelenebilecek en yalin yapilardan biri, ikinci derece ¢okterimli sag yan islevi olan

§(1)=(§(1)—0.5)(§(1)+0.5),  &(0)=a (3.64)

bicimindeki baglangi¢ deger sorunudur. Bu siradan tiirevli denklemin ¢oziimii olasiliksal
evrim yaklasimi ile elde edilebilir. Sag yan islevinin kokii olan bir noktada Taylor a¢ilimi
olusturmak iiggencil olasiliksal evrime karsilik gelmektedir. Uggencil olasiliksal evrimin
yakinsamasi ile ilgili inceleme bir 6nceki evre bildiriminde verilmisti ve ticgencil
olmayan yapinin zorluklarina da sdzel olarak deginilmisti. Eger a¢ilim, &(7) = —0.5

noktasinda yapilir ise, olusacak evrim dizeyinin sol iist boliimiinii iceren sonlu kesmesi

[0 0 0 0 0 0 0 0 0 0]
0o-1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0-2 2 0 0 0 0 0 0
0O 0 0-3 3 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 -4 4 0 0 0 0
E=10o 0 0 0o 05 5 0 0 o (3.65)
O 0 0 0 0 0 -6 6 0 0
0o 0 0 0 0 0 0 -7 7 0
o 0 0 0 0 0 0 0 —8 8
(0 0 0 0 0 0 0 0 0 —9 |

yapisindadir. Sag yan islevinin ikinci derece ¢okterimli oldugu yalnizca bu evrim
dizeyine bakilarak sdylenebilir. Bir sonraki adim, bu dizeyin ozikililerinin belirlen-
mesidir. Ozikililerinin belirlenmesinin amaci iistel dizey igeren yapinin belirlenmesi
gerekliligidir. Belirlenecek olan iistel dizeyin baglangic deger ile ilgili olan iislii yoneye
etki ettirilip, olusan yapiya 2 altsirasayili Kartezyen birim yoney devriginin soldan etki

ettirilmesi olasiliksal evrim kesme yaklagtiranini olusturacaktir.

(3.65) bagintisinda goriildiigii lizere, burada onuncu kerte olasiliksal evrim yaklas-
tiraninin belirlenmesi s6z konusudur. (3.64)’te verilen baglangi¢ deger sorunu icin

onuncu kerte olasiliksal evrim yaklagtirani

E(t) ~ 0.5—0.3326822917¢" 4 0.0485404362¢* —0.0093008767¢>
+ 0.0023886774e* —0.0007484225¢ +0.0002660597¢*
— 0.0001023455¢”" +0.0000413523¢% — 0.0000172163¢* (3.66)
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bicimindedir. Burada, islemler 100 basamak duyarlilik ile yapilmistir. Yalnizca
gosterilimi saglayabilmek i¢in noktadan sonra 10 basamak kullanilmistir. Bu ¢oziim,
bir yaklasik ¢oziimdiir. Yaklastirimin kertesi arttirildik¢a, karmasik diizlem tizerinde
acilim noktasi olan kokii 6zek alan ve 6biir kokii dislayan teker ile belirlenen bolgede,

kesin sonuca yaklasma beklenmelidir.

Ayni1 sorun i¢in ¢oziimciil siirdiirim uygulamasi sonucu etkileyecektir. Coziimciil
siirdiiriim, yeni bilinmeyen tanimlamalar ile olasiliksal evrimin yakinsama bolgesini
degistirmeyi amaglayan bir yontem olarak ortaya konmustu. Coziimciil siirdiiriimiin

(3.64)’te uygulanmast
1
t) = -
S0 =507

yaklastiranimi tiretmektedir. Bu sonug icin, yine —0.5 noktasinda acilim ve 10’uncu

0.5 (3.67)

kerte olasiliksal evrim yaklasimi kullanilmigtir. Burada 6nemli olgu, kesin sonucun
elde edilmesidir. Ikinci derece sag yan islevi iceren yapilar i¢in karmagsik diizlemin
biitiin sonlu bolgelerinde yakinsamay1 amaclayan bu yapi, bu 6rnek i¢in kesin sonucu

uretmektedir.
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4. OLASILIKSAL EVRIM YAKLASIMI: COK BILINMEYEN ve COK
DENKLEM ICEREN BASLANGIC DEGER SORUNU

4.1 Dolaysiziislii toplamdizi acilimi

Bu altkesimde Taylor toplamdizileri ve dolaysiziislii toplamdiziler arasindaki iligki-
nin, belirli isle¢ tanimlari iizerinden yalin ve tikiz bigimde verilmesi ve dolaysiziislii

toplamdizilerin ayrintili olarak incelenmesi s6z konusudur.

Olasiliksal evrim Taylor toplamdizisine dayanir [10-58,61,62]. Taylor acilimi denilince,
iki ayr1 olgu diisiiniilmelidir. Biri, eger 0zel bir yap1 s6z konusu degilse sonsuz terim
iceren Taylor aciliminin 6ziidiir. Bu agilimdan yapilacak sonlu kesmeler, eger yakinsama
s6z konusu ise anlamlidir. Diger olgu ise, Taylor toplamdizisinden bir kesmenin s6z
konusu oldugu; dolayisiyla sonlu sayida terim igceren ve bu yapiya bir kalan terimin
eklenmesi ile olusan kesin anlatimdir. Bu anlatimda toplamdizinin yakinsamasi énem
icermez, o olgu kalan terime yansimaktadir. Yapiya gore bir tiimlev olarak anlatilan
kalan terimin belirlenmesi hi¢ de kolay olmayabilir ve bu konu ile ilgili az sayida

calisma bulunmaktadir. Ornek olarak [63] verilebilir.

Olasiliksal evrim baglaminda ¢okdegiskenlilik s6z konusu oldugunda cokdegiskenli
Taylor acilimi s6z konusu olacaktir. Bu yapida yiginla gore tiirev (ing: partial derivative)
giindeme gelir. Bu gore tiirevlerin baginti i¢erisinde goriiniimii, islevin bagh oldugu
degisken sayis1 olan N ne kadar biiyiikse, o kadar artacaktir. Ornegin N bagimsiz
degiskeni olan bir Taylor toplamdizisi diisiiniilecek olursa, sifirinci kerteden gore tiirev
iceren terim sayis1 birdir. Birinci kerteden gore tiirev sayis1 N’dir. Ikinci kertede ise,
gore tiirev isleclerinin sirasinin degisimi degisiklik yaratacak olsayd: N2 terim olacak
iken, degisiklik yaratmadig: i¢in w terim giindeme gelir ve bu bicimde ilerler.
Terim sayisinin ¢cok biiyiik olmasi bagh bagsina bir sorundur. Bu nedenle, su an i¢in,
cokdegiskenlilik durumu baglaminda ¢cokdegiskenli Taylor toplamdizisini taban alan

giiclii bir ara¢ bulunmamaktadir. Olasiliksal evrim baglaminda kullanabilmek i¢in daha

yalin ve kolay islenebilir bir yap1 gereklidir. Bu yeni yap1 Kronecker ¢arpimlara dayanur.
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Yapi, tek bir biiyiikliigiin Kronecker iisliilerini icermektedir. Bunun ederi ise dizeylerle

ugrasmaktir.

4.1.1 Cokdegiskenli islevlerin Taylor gosterilimleri

Taylor agiliminda, kullanilan acilim noktasinin etkisinin yalin yazim amaci ile acilimi
olusturulacak islevin degiskenine toplamsal olarak eklenimi olanaklidir. Bagka bir
deyisle, x’e bagimli olan bir iglevi a noktas1 yoresinde toplamdiziye agmak, (x+a)’ya
bagimli olan iglevi uzayin kdken (ing: origin) noktasinin yoresinde toplamdiziye agmak
ile esdegerdir. Bu degisken doniisiimiiniin amaci, genellikten yitim olmaksizin yazim
yalinlig1 yaratmaktir. (x+ a)’ya bagimli olan iglevin x’in iisliileri bi¢iminden, a¢ilim
noktast 6zek olarak diisiiniilerek bir dogrusal birlestirim olarak anlatimi Maclaurin

acilimidir. Bu acilim

(o]

1 - el

flx+a)= Z ﬁf(J)(a)xJ = Z ﬁx]w (a) 4.1)
j=0 j=0

bigimindedir. Yazimda f(a) iizerine etki eden bir tiirev yapisi olusturumu, isle¢ (ing:

operator) gosterilimi saglama amachdir. Acilim noktasina gore tiirev ve bagimsiz

degisken ile carpma iceren

Z(xa)=x2 (42)
isleci tanimu ile (4.1) bagintisini
flx+a)= Z x = Z Z(x,a) f(a) 4.3)
] :

olarak yazmak olanaklidir. Dolayisiyla, Taylor a¢ilimi, (4.2) taniminda verilen iglecin
eksi degerli olmayan tam say: isliilerini igeren bir acilimdir. Burada, a noktasina x
uzaklikta bulunan konumdaki degerin elde edinimi s6z konusudur. Bu incelemenin
gecerli olabilmesi icin a noktasinin x de8iskenine bagimli olmadig1 6ngoriilmelidir.

Islecin iistelinin Taylor agilim1 olan

e =y lz(x,a)f (4.4)
=0J!
yapisinin kullanimu ile
flata)=e?" f(a) (4.5)

bagintisina gecilebilir. (4.5) Taylor acilimi icin oldukga tikiz bir anlatimdir. Dolayistyla,

bir islecin a¢ilim noktasina belirli bir uzakliktaki degerinin elde edinimi, iglecin agilim
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noktasindaki degerinin bir iistel igle¢ altindaki goriintiistiniin belirlenmesidir. f iglecinin
gercel eksen iizerinde a konumundan x uzakliktaki bir konumda aldig1 deger, f(a) iize-
rinde .Z(x, a) islecince biitiin dogalsay1 kertelerde tiirevler alarak yaratilan goriintiidiir.

Daha incelikli bir yorumlayim icin, f degerleri iizerinden bir yayilim iceren
fla+tx) =E(t,a)f(a) =¥ f(a),  1€[0,1] (4.6)

yapisina ge¢gmek olanaklidir. Bu genigletimde, t = 0 durumunda f(a) iiretilirken, 7’ nin
degeri 0’dan yiikselise gectiginde f(a)’dan f(a+x)’e dogru siirekli bir degisim s6z
konusudur. f = 1 durumunda f(a + x) degerine ulagilir. f iglevinin degerleri f(a) nin
E (t,a) isleci altindaki goriintiileridir. Bu isle¢ yayilim isleci (ing: propagator) olarak
adlandirilabilir. Yayilim isleci etki ettigi islevden bagimsizdir. ¢ degistirgesine ve
baglangic konumuna bagimlidir. ¢ degistirgesine, bir devinimi tanimlar niteliginden
dolay1 “zaman degiskeni” ad1 verilebilir. Yayilim islecinin konumcul davranisini ise
Z(x,a) betimler. Yayilim, bir dizgenin belli bir siirenin bagindaki ve sonundaki
durumlarint birbirine baglayan olgu ise de, siirenin sonsuz kii¢iik herhangi bir
altkesimdeki yayilim olayin1 .Z(x,a) gosterir. Bu nedenle, - (x,a) islecini ileri evrim

isleci (ing: forward evolution operator) olarak adlandirmak yerindedir.

Bu olgular 15181nda, toplamdizi aciliminin cokdegiskenli karsilig1 giindeme getirilebilir.

Iki bagimsiz degiskenli bir ¢6ziimciil islevin Taylor agiliminda

> 1 .
flar+x,a+x) =Y, —xi'—f(ar,a2 +x2) 4.7)
j=0J1° aal

yapis1 giindemdedir.
d
day

islecinin tanimlanarak, (4.7) bagintisinda kullanilmasi ile

.iﬂl (xl,al)_xl (4.8)

[eo)

f(a1 +x1,a2 +X2) = <Z igl (X1 al) >f(a1,a2 —}—XQ) 4.9)

il 0]1'
elde edilir. f(aj,a;+x;)’den f(aj+x1,a;+x2)’e doniisimii saglayan isleg, ileri

evrim islecine bagimli olan bir iistel islectir. Dolayisiyla buradaki yayilim igleci

=1
eZ1(xa1) — Z _'gl (x1, al) 4.10)
h=0J1°

olarak tanimlanabilir. (4.9)’un sag yaninda goriinen f (a1,a + x») yapist igin de benzer

adimlar atilabilir. Bu yapinin Taylor acilimi

> 1 . Q)
fla,ax+x) = Z o é T (a1,a2) (4.11)
= 2
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bicimindedir. Tanimlanmas1 gereken ileri evrim isleci ise x, ve a’ye bagimli olan

d
25 (x2,a2) = Xza—az 4.12)
islecidir. Bu islecin (4.11)’de kullanimu ile
[ee] 1 .
f(al,az —|—)C2) = Z —‘32 ()62,612)]2 f(al,az) 4.13)
=02
olusur. x,’ye gore yayilimi betimleyen islec ise
oo 1 .
ech()Qaaz) = Z —gz (x27a2)‘]2 (4.14)
=072

olarak tanimlanmalidir. Dolayisiyla x;’ye gore acilim tikiz bir bicimde
flar,a+x) = e"%(xz’@)f(al,az) (4.15)
olarak ortaya cikar. Bu yapinin (4.9)’da yerine yerlestirimi
flar+x1,a2+x) = 1@ L22@) £ (0 ay) (4.16)

esitligini yaratir. Bu, iki degiskenli bir ¢oziimciil islevin Taylor acilimi gosterilimidir.
Cozumcil iglevlere etki eden £ (x1,a;) ile £ (x2,a2) islegleri degistirimlidir (ing:

commutative). Bu olgu asagidaki esitligin yazimini olanakl kilar.

2 (x1,a1) g 22 (x2,02)

o — e (x1,a1)+ 2 (x2,a2) 4.17)

Cokdegiskenlilik, baz1 yoney tamimlamalar ile de gosterilebilir. Boylece, iki degisken-
liligin otesindeki ¢cokdegiskenlilik de kolaylikla betimlenebilir bir konuma gelir. Bu
erek (hedef) dogrultusunda

_ | ¥ _ ai
:[xz], a:{az] 4.18)

tanimlari ile ilerlenebilir. Hem x;’e hem de x,’ye bagl olan evrim isleci ise bu durumda

.,Sf(x,a) =9 (xl,al)—i—fg (xz,az) 4.19)
olarak ortaya cikacaktir. Eger
d
day
Va= (4.20)
9
dar



tanimiyla verilen yonelegim (ing: gradient) isleci giindeme getirilecek olursa (4.19)

yerine daha tikiz bir anlatim olan
Z(x,a) =x'V, 4.21)

esitligi yazilabilir. Bu isle¢, daha 6nce bir bagimsiz degiskenli islevler icin giindeme
getirilen .Z(x,a) islecinin iki bagimsiz degiskenli iglevler i¢in olan karsiligidir. Bu

durumda, (4.6) esitliginin karsilig1 asagidaki bicimde yazilabilir.
fla+rx)=E(r,a) f(a)=Z XA @),  1e]0,1] (4.22)

Bu esitlik, bagimsiz degisken sayisina bagimlilig1 acik olarak yansitmamaktadir. O

bagimliligin kokeni x ile a yoneylerinin, ortak bir deger olan, 6ge sayisidir. Dolayisiyla,

(4.22) esitliginin
F 0T
8a1
X1 ai
X = , a= , Va= 4.23)
XN an
9
L day |

tanimlar1 ve (4.21) esitligi altinda gegerliligini koruyacagini belirtmek olanaklidir. x
yoneyi dizge yoneyi, bu yoneyin 6ge sayisi ise dizge boyutudur. (4.22) esitligi bir evrim
tanimlamakla birlikte, aslinda, onun t = 1 deg8erine karsilik gelen yapisi gereksinim
duyulan esitliktir. Dolayisiyla, boyutu N olan bir dizge i¢in, N boyutlu Kartezyen (daha
genis anlamda, Oklid uzay1 da denebilir) uzaydaki konuma bagimli olan bir islevin
(x+a) ile betimlenen bir konumdaki degerinin, a ile betimlenen konumdaki 6ziiniin ve

tiirevlerinin degerleri tiirlinden anlatimi asagidaki esitlikle verilebilir.
f(x+a) =e? & f(a) (4.24)

Cokdegiskenli Taylor acilimi, bu baglamda, bir f islevinin a¢ilim noktasindaki degerinin

tiirevler iceren bir iistel isle¢ altindaki goriintiisii olarak yorumlanabilir.

4.1.2 Dolaysiziislii toplamdizi olusturumu

(4.24) bagntisinin sag yaninin Taylor agiliminda bulunan % (x,a) islecinin dogal say1
tisliilerinin belirlenmesi, agilimin terimlerinin belirlenmesi i¢in gereklidir. Bu amagla

kullandigimiz ve dolaysiziis olarak adlandirdigimiz eylem, dolaysiziissii elde edilecek
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olan 6genin iis olarak belirtilen dogal sayinin bir eksigi kez 6zii ile dolaysiz ¢carpimini
olusturur. Dolaysiziis,
sys2i—1
s¥ = : . s90= (4.25)
st®j -1
Ozyineli iligkisi ve baglangi¢ degeri ile belirlenebilir. Bu baglamda (4.24) bagintisini

coziimlemek i¢in, sag yandaki iistel iglevin Taylor acilimini inceleme altina alalim. Bu

acilimin terimleri . (x,a) usliilerini igerecektir. Bu yapinin iisikisi

Z(x,a)° = (x"Va) (x"Va) = (x'V,a) @ (x'V,) = (x @x") (Va® Va)
= ()" (V) (4.26)

biciminde giindeme getirilebilir. Burada, sayillarin dolaysiz ¢arpiminin, sayillarin
carpimi ile esdeger oldugu ve carpim ile dolaysiz ¢arpimin birbirleri tizerinde dagilma
ozelligi oldugu kullanilmistir. Yo6ney ve dizeyler i¢in dolaysiz carpim Kronecker
carpimidir. Dolaysiz ¢carpim daha soyut bir kavram olup, daha genis bir kiime {izerinde

tamimlidir. (4.26) bagintisinda iisiki i¢in verilen olgu, k. iis i¢in genellestirilebilir ve
k ok\! (gok
£ (x,a) :<x ) (Va ) k=0,1,2,... (4.27)

iretir. (4.27) ve (4.24) bagintilarin1 kullanarak ve iistel islevin Taylor agilimini goz

oniinde bulundurarak

flat+x) = ) f(a)

~
1D
|
K
X
»
<]

|
~

e
= |
—~
W

X

~.
SN—
"
/N
<

® R
~
N—
&H
—~
=

(v?f' 1 (a)> " x®i (4.28)

I
™

~
Il
o
~

!

elde edilebilir. Tikiz bir yazim i¢in, katsayilara
1

J'V;@ff(a), i=0,1,2,... (4.29)

FjE

tanimi yapilir ise, dolaysiziislii agilimi

%)

fla+x) =Y Fix® (4.30)
Jj=0

olarak giindeme gelir. (4.23) bagintisinda N’nin 1 oldugu durum alisilagelmis bir

degiskenli Taylor acilimina karsilik gelmektedir.
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4.1.3 Dolaysiziislii toplamdizilerde esneklikler

Dolaysiziislii toplamdiziler aslinda Taylor a¢iliminin bir yeniden yazimidir. Dolaysi-
ziislui toplamdizilerde olan ama Taylor toplamdizilerinde olmayan olgu, katsayilardaki
esnekliklerdir. Dolaysiziislii toplamdizilerin katsayilari (4.29)’da gosterildigi gibi elde
edilebilir. Ama bu yol, essiz degildir. Katsayilarin elde edinimi bagka bicimlerde de
giindeme getirilebilir. Bu essiz olmama durumu, acilimin degismez ve birinci derece
terimi digindaki biitiin terimlerinde kendini gosterir. Egsiz olmama durumunun nedeni

ise dolaysiziis alma igleminin yapisidir.

Dolaysiziislii toplamdizinin sonsuz toplaminin sessiz degiskeni olan j’nin 0 oldugu
terimi ele alalim. Bu terim bir yoneyin sayil ile carpimindan olugsmaktadir. Bir
sonraki terime karsilik gelen j = 1 durumunda ise katsay1 yoneyinin dizge yoneyi
ile igcarpimi s6z konusudur. Dolayisiyla N adet 6gesi olan yoneyler i¢ccarpilmaktadir.
j = 2 durumuna karsilik gelen terimde ise x®2 bulunmaktadir. Bu yoneyin N? 6gesi
vardir. Esnekligi yaratan 6nemli olgu, bu yoneyin 6geleri arasinda dogrusal bagimsizlik
bulunmayigidir.  Yoneyde bulunan ve ;’nin i’den degisik oldugu biitiin x;x; ikili

carpimlarina kargilik, bir xjx; ikili ¢arpimi bulunmaktadir.

Olguyu daha somutlagtirma amaci ile iki bagimsiz de8iskenli bir ¢oziimciil islevin

dolaysiziisli acilimini ele alalim.

(o)

flai+x,a2+x) =Y Fix¥ (4.31)
Jj=0

bi¢imindeki bu acilimda yoney katsayilarin belirlenmesi s6z konusudur. Islevin Taylor

gosterilimi ise

flar+x,a+x)=Y Y fipa/x”? (4.32)
J1=0j2=0
bicimindedir. Taylor katsayilar1 essiz olarak
1 01tz
Jii= 3o 55 { (4.33)
Jiij2i \odxi{'dxy* |
x=0

biciminde elde edilebilir. (4.31) ve (4.32) birer 6zdeslik olarak giindeme getirildiginden
dolay1, bu bagintilarin sag yanlar1 da kendi aralarinda esit olmalidir. Dolayisiyla
Z FJT { x ] - Z Z Fivpx1?' X272 (4.34)
J=0 2 /1=0 =0
s0z konusudur. Buradaki bilinmeyenler FJT ile gosterilen yoney devrikleridir. Ayni

uisliileri iceren terimlerin katsayilarinin birbirine esit olmasi gerektiginden, yoney
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devrikleri icin deger elde edilebilir. Ac¢ilimlarin degismez terimleri j = 0, j; =0,

J2 = 0 durumuna karsilik gelmektedir. Bu durumda (4.33)’ii de giindeme getirerek

F = foo=1(0,0) (4.35)

elde edilebilir. Dolayisiyla, Fg bir yoney devrigi degil, aslinda bir sayildir. Bir sonraki
katsay1 i¢in de benzer bir inceleme yapilabilir. j; ve jp nin toplaminin 1 oldugu bu

durumda, ilgili yoney devriginin
F] = [ fio for ] (4.36)

olarak belirecegi gozlemlenebilir. Dolaysiziislii toplamdizinin bir sonraki teriminin
tisliileri Taylor acilimindaki j; ve j;’nin toplamlarinin 2 oldugu terimlere karsilik
gelmektedir. x yoneyinin dolaysiz iisikisinin ikinci ve ii¢lincii 68elerinin degistirimli-
lik dolayisiyla esdeger olmalarindan dolayi, iki 68e de ayni Taylor terimine karsilik
gelmektedir. Dolayisiyla, ilgili terimler i¢in sag yanlarin esitlenmesi ile
®2
F] [ " } = foxt + fi1xixa + forx3 (4.37)

X2

biciminde bir baginti ortaya ¢ikmaktadir. Dolaysiziislii agilimin yoney devrigi

katsayisinin 6geleri icin
M= P P F] (4.38)

tanimi yapilir ise, yoney devriginin 6gelerinin elde edinimi i¢in ¢oziilmesi gereken

denklemlerin
FP =y (4.392)
Y = foa (4.39b)
(B +F) = fia (4.39¢)

oldugu gozlemlenebilir. Yoney devriginin ilk ve son dgeleri essiz olarak elde edilebi-
lirken, ikinci ve ligiincii 6gelerin toplami i¢in bir kisit gelmekte, 68e sayisindan bir

eksik sayida denklem olugmaktadir. Dolayisiyla, essizlik yoktur.

Aslinda bir sayil olan Fg ve N 0geli bir yoney devrigi olan F]T icin essizligi bozacak
herhangi bir durum s6z konusu degildi. Ama Fg "in elde ediniminde bir belirsizligin
oldugu (4.39)’da goriilmektedir. Sayisal sonug elde edinimi i¢in bu belirsizligin giderimi

gereklidir. Bu olgu, Taylor toplamdizisi olusturulabilen biitiin islevler icin gegerlidir.
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Yapiy1 daha iyi irdeleyebilmek i¢in dolaysiziislii toplamdizinin terimlerinde ilgili
dolaysiziissiin belirlenmis oldugu, iccarpim iceren yapilari diisiinelim. Dizge yoneyinin
dolaysiziisliilerinde, dizge degiskeninin iissiinii iceren ¢arpimcil terimlerin bulundugu
yerde dizge degiskeninin art arda carpimlari olarak yazildigimi diisiinelim. Bu yapida,
katsay1 belirleniminde belirsizlige neden olan 6geler, en az iki ayr1 x; carpani igeren
ogelerdir. Birbirleriyle dogrusal bagimli olan 6geler, ayni ¢arpanlar1 ayni sayida ama
degisik sirada igerenlerdir. N = 2 ve ayrica (j; + j») = 2 durumunda, bagka bir deyisle
J = 2 durumunda, bir adet iki 68eli bir dogrusal bagimlilik kiimesi vardir. Eger bir
0gede x;’nin kac kez bulundugu my ile gosterilirse, my + - -- +my = j bagitisinin
saglanmasi gereklidir. Dolayisiyla, herhangi bir j degeri icin, birbirleri ile dogrusal
bagimli olan 6geleri iceren kiimenin 6ge sayisi, bu 68elerde x; nin my kez goriindiigii
g6z Oniinde bulundurularak

n= ml']—’mN' (4.40)
olarak belirlenebilir. Birbirleri ile dogrusal bagimli 6geleri iceren biitiin kiimelerin
birlesiminin toplam 68e sayisi ise j’inci dolaysiziissiin 6ge sayisindan yalnizca tek bir
dizge degiskeninin Oziiyle carpimlarini iceren dgelerin sayisini eksilterek bulunabilir.
N &geli dizge yoneyinin j’inci dolaysiziisliisiiniin N/ 6geli oldugu diisiiniiliir ise, bu
Ogelerden yalmzca N adedi yoneyin diger biitiin 6gelerinden dogrusal bagimsizdir.

(N7 —N) adedi diger en az bir 6ge ile dogrusal bagimlidir. Belirli bir 6genin kag diger
0ge ile dogrusal bagimli oldugu (4.40) ile belirlenebilir.

Bir yerdegistirim (ing: permutation) igleci tanimui ile inceleme siirdiiriilebilir. Yerdegis-
tirim isleci etki ettigi carpimda carpanlarin aralarinda yerdegisimi eylemini gerceklestir-
mekte olup k degistirgesi 1’den n’e dek degistikce olasi biitiin siralanimlari tiretecek
bicimde tanimlanmaktadir. Eger, u; islevleri lizerinde, alar bir takim degismezler
olmak tizere,

u=ou;+---+ OGun 4.41)

yapisinda bir iglev tanimlanirsa; tiim u; islev de8erlerinin, aslinda, esdeger olusundan
dolay1;

u=(ay+-+ o) x|y (4.42)
yazilabilir. Dolayisiyla, toplamlar1 O olan herhangi 77 sayida degistirgeyi katsay1 olarak
kullanan ve ujlar lizerinde olusturulan bir dogrusal birlesimin sifirlanacagi ortaya
cikar. Diger bir deyisle, 77 sayidaki islevler takiminin dogrusal bagimsizlik diizeyi 1’dir.
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Boylece, eger,

o +--+03=0 4.43)
esitligini saglayan olar kullanilacak olursa,
n
Y o (x1,..xn) =0 (4.44)
k=1

yazilabilir. Burada goriinen i icin, Kartezyen birim yoneylerin dolaysiz ¢arpimdaki

konumlarinda yerdegistirim eylemine giriserek

e (X1, 0er ) = T (€5 @ - @ €)X (4.45)
ve buna dayanarak
7
Y o (6" - @ el™) x9T =0 (4.46)
k=1

esitligi yazilabilir. Bundan yararlanarak

i
Fix® = <F]T Y oum (e @ ®e;‘$'"N)T) x2J (4.47)
k=1
bagintisina ulagilabilir. Bu baginti,
i
Fi(@)=F;— ) o (e ®---@ey™) (4.48)
k=1

ile tanimlanan F ; () yoneyinin F; yoneyi yerine, acilimi1 bozmaksizin, kullanilabilece-

&1 anlamina gelir.

4.1.4 Esneklik giderimi icin esboliiniim

Esneklik iceren en kiigiik dereceli terim olan ikinci derece terimdeki esnekligin kaynagi
(4.26) sirasayili bagintida kendini gostermektedir. Bu bagintida bulunan (x'V,) ®
(x"Va) = (x" ®@xT) (Va® Va) yapisinda iki igcarpimun dolaysiz ¢arpiminin, dolaysiz
carpimlarin iccarpimi oldugu goriilmektedir. Bu olgu, yoneyleri acik olarak 6gecil
yazarak, ve i¢carpim ve dolaysiz ¢carpim iglemlerini gerceklestirerek goriilebilir. Ama,
dolaysiz carpimlarin i¢carpimi elde edilirken, daha genis bir uzayda calisilmasi ve en
son asamada sayil elde edinimi s6z konusudur. Ornegin N = 2 durumu igin, (V, ® V)
yoneyinin ikinci 6gesine bir sayil deger eklenip, ayni sayil degerin (V4 ® V,) yoneyinin
ticlincii 6gesinden cikarilmasinin esitligi bozmayacagi gozlemlenebilir. Dolayisiyla,
katsayilarin (4.29)’da belirtildigi gibi belirlenimi aslinda bir se¢imdir ve esboliiniim

durumuna karsilik gelmektedir.
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4.1.4.1 Esboliiniim kanitsavi

Akla dogal olarak gelen diisiinlerden biri F ; (o) yoneyinin boy enkiigiiklenimidir. Islem
kolaylig1 acisindan, boyun iisikilisini amag islevimsisi olarak almak diisiiniilebilir.
Ancak, o’larin toplaminin sifirlanimi kisiti da iglevimsi yapisina sokulmalidir. Boylece,
asagidaki islevimsi tanimina gecilebilir.
i
J(@,1)=|F; ()| +2 (};ak) . (4.49)

Bu yapinin, Lagrange carpani olan, A’ya gore sifirlanimi, beklenildigi gibi,
Y =0 (4.50)
k=1

denklemini verir. Ote yandan, J'nin o ya gore tiirevlenimi asagidaki esitligi verir.

— 2
J||F;(a
M+/1=0, k=1,2,...1 . (4.51)
Ol
Bunun daha agik yapisi
2 = ®my ®mNT ) o o —
oy — 27 ()" @ - ®ey™) Fj+A =0, k=1,2,..,7 4.52)

anlatimiyla verilebilir. Bu denklemden, her iki yanin £’ nin alabilecegi tiim degerler

tizerinde toplam alarak,

n
%—2Y B (e @ @ey™) Fj4+aA =0 (4.53)
k=1 k=1

2

n
ve, ilk toplamin sifirlanim1 nedeniyle,

Y H (M@ 0ey™) Fi+nL =0 (4.54)
k=1

arasonucuna varilabilir. Eger, siirekli bir cokdegiskenli islevde tiirevaliminin sirasinin
sonucu degistirmeyecegi animsanirsa, k’nin 1’den 7’ye dek deg8isebilen herhangi bir

degeri i¢in,

~ ® ® T 1 a]f (a)
(6™ @ ey™) Fj= J1od - adiv @59
yazilabilir. Bunun (4.54)’te kullanim
2 Jif(a)
A= —— v 4.56
J! 8a'1”1 - day” ( )
ve (4.52)’den de
o, =0, k=1,2,...,n 4.57)



sonuglarini iiretir. o degerlerinin tiimiiniin sifir olarak belirleniminin anlami F
yoneyinin F; (@) dizeyinin en kiigiik boylu durumu oldugudur. Bu olgu tiim j degerleri
ve my,....,my deger takimlari icin gegerlidir. Dolayisiyla, tiim bu inceleyimler asagidaki

kanitsavin gecerliliini gosterir.

Esboliiniim Kanitsav:

Karsilik geldigi dizge boyutu N olan cokdegiskenli bir f islevinin dolaysiziislii toplam-
dizi gosterilimi

fx) =Y F;x*

=

esitligiyle verilir ve bu egitlikte N7 égeli bir yoney olan F,;

1

Fj= .—!ngf (a)

esitligiyle tammlanir. F; yerine, x®/’de varolan oge esdegerliliklerine dayall bir
takim sifirlanimlar nedeniyle ortaya ¢ikan esitliklerden yararlanarak, degistirgeler
iceren daha kapsamli bir yoney de kullanilabilir. Ancak, ¥ j bu yoneyler arasinda en
kiiciik boylu olanmidir. Enkiiciikboyluluk dizge yoneyinin dolaysiziisliilerindeki esdeger
ogelerin katsayilarinda egsitlik anlamina gelir. Dolayisiyla, toplam katsayr degeri

esdeger terimlerde boliiniir.

4.2 Dolaysiziislii toplamdizilerin kullammm ile olasiliksal evrim yaklasimimin

olusturumu

Olasiliksal evrim yaklagiminin birinci kerte acik ve sag yan islevleri ¢oziimciil olan
siradan tiirevli denklemlerin baslangi¢ deger sorunlarinda kullaniminda esnekliklerin
nasil kullanilabilecegi iizerinde durulmasi gereken bir olgudur. Ilgilendigimiz siradan
tirevli denklem takimi

% =f(x) (4.58)

olarak gosterilebilir. Sag yan islevlerinin dolaysiziislii acilimi1

f(x) = i F;x®/ (4.59)
Jj=0

bigimindedir. Ucgencil ikinci derecelilik durumu igin,

— ®2
F() = e FF, [efﬂ (4.60)
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j-1 .
Ei()= Y *ofh@) el VY (4.61)

k=0
t —
Sju(t)E/O dTE; (T)u(t), j=1,2.3,... (4.62)

tanimlari ile ilerlenirse, taban iglevlerinin tikiz bir bigcimde
®J . . ;
x;(1) = {efFl} [a®1+sja®f“ +8;8;0a% 2 4] j=0,1.2,...  (4.63)

olarak giindeme gelecegi goriilebilir.

4.3 Siradan tiirevli denklem takimlarinin olasiliksal evrim yaklasimi baglaminda

¢ozimii

Buradan x, (¢)’yi kullanarak baglangi¢ deger sorununun ¢dziimiine gegmek olanaklidir.
Bu toplamdan yapilacak kesmeler, kesme yaklastiranlarini iiretir. (4.63) sirasayili
bagintida goriildiigii gibi, kesme yaklastiranlarini elde edebilmek i¢in, dizey nitelikli bir
takim tiimlev isleclerinin a’nin dolaysiziisliilerine etkisinin belirlenmesi s6z konusudur.
Kesme kertesi arttirildikca bu isleclerin art arda etkisinin belirlenmesi gerekir. Tiimlev
isleci iceren ilk yapt S ja®j+' yapisidir. Burada sorulmasi gereken soru, tiimlev
cekirdeginde bulunan dizey 6zel bir yapida olsaydi, bazi1 yalinlastirmalarin olup
olamayacagidir. Tiimlev ¢ekirdeginde bulunan E;(¢) dizeyinin etkisi sanki bir sayilin
etkisi gibi olsaydi yalinlagtirmalar olabilirdi. Sayil etki yaratmay1 engelleyen olgu
F;(t)’nin saginda ve solunda dolaysiz carpimlarla giindeme gelen birim dizeyler
degildir, ¢linkii birim dizeylerin yoneye etkisi yine ayni yoneyi yaratir. Bu nedenle, sayil
nitelikli bir tiimlev isleci giindeme getirmeyi engelleyen yap1 F;(¢)’dir. Dolayisiyla
Fz(t)a®2 giindemdedir ve bu yapr dogrusal cebirin olgular1 olan dizey ve yoOney
cebirini kullanmay1 gerektirmektedir. Daha biiyiik kerte kesmelerde, burada bulunan
dikdortgen dizey ve yoney carpimu, tiimlevler i¢ ice geldikge yapi icerisinde kendisini

gostermektedir. Eger Fy(¢)a®? terimi
Fy(1)a®> = ya (4.64)

biciminde yazilabilseydi, sayil nitelik giindeme gelebilecekti. Dolayisiyla esneklik
gideriminde erek olarak diisiiniilecek olgulardan en one ¢ikani (4.64) sirasayili bagintida

verilen yapidir. Bunun olabilirligine ileriki boliimlerde deginilecektir.
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4.4 Ucgencil ikinci derecelilik durumunun ayrimtilandirim

Bu boliimde iki 6bek terimli 6zyineleme ile gosterilebilen olasiliksal evrim denklemle-
rinin ¢oziimii olgusuna egilinecektir. Bu tiir 6zyineleme, sag yan islevi konik bir yapida
olan siradan tiirevli denklem takimlarinin baslangi¢ deger sorunlarinin ¢oziimiinde ken-
diliginden ortaya ¢ikmaktadir. Baska tiirden olan ve 6zellikle sag yan islevi ¢cokterimli

olan bir¢ok denklem takimi bu yapiya uzay genisletme yontemleri ile indirgenebilir.

4.4.1 Kesme yaklastiranlarinin elde edinimi

Olasiliksal evrimde ikinci derecelilik kisith ya da indirgenmis bir yap1 olarak diisiiniil-
melidir. Bu, sag yan islevlerinin ikinci derece ¢cok¢okterimli oldugu duruma karsilik
gelmektedir. Ayrica sag yanin belirli bir deger icin sifirlanma yaratmasi ve dolayisiyla
biitiin f degerlerinin orada sifir olmasi gereklidir. Dolayisiyla Fy sifir dizeyi olmalidir.
F, ve F, sifir dizeyi olmak zorunda degildir. Tkiden biiyiik altsirasayil1 biitiin katsay1

dizeyleri sifirlanmalidir.
Fit)=0, (>2)v(i=0), j=01.2,... (4.65)

Bu da yalnizca asal kosegendeki ve onun hemen tizerindeki 6beklerin var oldugu yapiya
karsilik gelmektedir. Erek, bu yapidan kesme yaklastiranlar1 elde etmek ve ¢oziimiin
yakinsamasini1 gostermek olarak ozetlenebilir. Asagidaki bagintinin sag yanindaki ilk
terim asal kdsegen iizerindeki 6beklere, ikinci terim ise asal kosegenin hemen {izerindeki
kosegen tlizerindeki obeklere karsilik gelmektedir. Olasiliksal evrim denklemi, bu

bicimde sonsuz denklemin bir arada diisiiniildiigii yap1 olarak ongoriilebilir.
Xj(l‘):Ej’ij(l‘)+Ej7j+1Xj+1(l‘), j=0,1,2,3,... (4.66)

Burada bilinmeyen olarak j’inci ve (j+ 1)’inci 6geler bulunmaktadir. Bu iki terimli
bir dzyinelemedir ve bu 6zyinelemenin kesin ¢oziimii bulunabilir. Yalnizca j’inci
ogeler gz oniine almirsa, X (¢) tizerine bir iglecin etki ettirilmesinin s6z konusu oldugu
diistiniilebilir. Dolayisiyla X;(¢)’yi yalin olarak birakmak icin siradan tiirevli islecin

evirtilmesi gereklidir. Bunu yapabilmek icin
Xj(t) EetEj’jij(t), ij(()) :Xj(0> —a%/ 4.67)
tamimlamasi yapilmalidir. Bu yapilirsa X ;(¢) uzerindeki denklem
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yapisinda olusur ve tiimlevleyerek
) t
ij(t):a®f+/ dTe_TE‘i’jEj’j+1Xj+1(T), j:0,1,2,3,... (4.69)
0

elde edilebilir. Dolayistyla x () nin tiirev bulunmadan anlatildig1 bir yap: elde edilmis

olundu. Burada, yapiy: iistel dizey ile soldan garparak x(z) i¢in
. t
x;(1) = e'Biia®s +/0 dte "V VR, x40 (T), j=0,1,2,3,... (4.70)

anlatimi elde edilebilir. Dolayistyla X (), X 41 (¢) ye tiirev isleci yerine tiimlev isleci
ile iligkilendirilmis olundu. Eger tiimlev ¢ekirdeginde tekillik yoksa, bir tiimlev isleci
sinirhidir. Dolayisiyla boyu sonlu kalan bir 6gedir. x;(f)’yi X;41(¢)’ye boyu sonlu
kalan bir 6ge ile iliskilendirmek, yakinsama ile ilgili baz1 belirtimlerde bulunmay1
saglayacak olan olgudur. Bir sonraki asama (4.70)’te bulunan iistel dizeyin acik
yapisinin belirlenmesidir. Bu iistel dizey
j—1
e'Eii = exp <t [Z I*QF, ®Ii‘?“"“”] > ., j=0,1,2,3,... 4.71)
k=0
biciminde gosterilebilir. Bu toplamda, birbirinden degisik k’ler i¢in olan Kronecker
carpimlar birbirleri ile degistirimlidir. Eger bir iistel islevde degistirimli dizeyler

toplamsal olarak bulunuyorsa, o iistel yap1 carpanlara ayrilabilir. Dolayisiyla
Lrer el e R eV <0 4.72)
olarak gosterilebilecek olan degistirim olgusu
i1 -
e®1s = [T exp (t [I;?" QF @I V- *”] ) i=0,1,23,... 4.73)
k=0

biciminde iistellerin ¢arpimi olarak gosterilimi saglamaktadir. Burada aynu tiir terimlerin
m’inci usliisii gelecektir. Kronecker ¢arpimui icin gegerli olan kurallar kullanilarak, iissiin
yalnizca F lizerine gelecegi giindeme getirilebilir. Bunun nedeni Kronecker carpimin

birim dizeyler ile oldugu olgusudur.
[If?k OF; ® 1,?”"“”] R %S QA Al 4.74)
Terimlerde bulunan yapinin iisliilerinin (4.74)’teki gibi yazilabilmesinden dolay1 iistelin
exp (x [I,?k ®F ® 1;?“"’“”] ) =% e IV (4.75)
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biciminde yazilabilecegi soylenebilir. Burada (k + 1)’inci konumda e’¥' olmasi ve k’nin
aralig1 taramasi giindemdedir. Her ¢arpimda bir birim dizey yerine iistel gelecektir
ve hepsi birden carpildifinda biitiin ustellerin Kronecker carpimlart olusacaktir.

Dolayisiyla bu yapu, iistellerin Kronecker iisliistidiir.

N
ezE.,»ﬁj:{erFl} L j=0,1,2.3,... (4.76)

1k }’in j’inci Kronecker iisliisii olmasidir.

Bunun anlami j’inci asal kdsegen 6begin {e
F; sag yan yoneyindeki islevler iizerinden olusturulan Jakobiyen dizeyi idi. F; elde
edildikten sonra, iistelinin Kronecker iisliilerine gegilebilir ve yargida bulunulabilir.
Dolayisiyla sorunun ¢oziimii (4.76)’daki iistel terimin sonsuzdaki davranisina baghdir.
Bu davranig1 da F;’in 6zdegerleri betimler. Eger bu 6zdegerlerin gercgel kesimlerinin
biitiiniinde eksidegerlilik soz konusu ise kararlilik vardir. Sifir 6zdegeri varsa, salinim
giindeme gelecektir. Eger 6zdegerlerde artidegerlilik de varsa, sonsuz biiyiimeler de
giindeme gelecektir ve bu kararli olmayan durumlara karsilik gelir. Tiimlevin igcerisinde

bulunan terimle ilgilenerek iistelin asal kdsegenin komsular: tizerine etkisi giindeme

getirilirse

iJ—1 .
e_tEj"jEj,j+l — {e—fFl }®J Z I}?k ®F2 ®I§(1_k_l)
k=0
- '
:JZ {e—fFl }@k ® {e—fFl } Fo {e—lFl }®(J—k—1)
k=0
J-l ®2 k1) ®(j+1)
= Y e {e—fFle B } 213V {erm} @.77)

k=0
yapisi olusur. Burada asal kosegene komsu olan kosegenin iiretecinin F, oldugu olgusu

kullanilmistir ve dagilma 6zelli8i ile yapr yalinlagtirilmigtir. Daha sonraki yalinlagtirma
ise Kronecker carpiminin yonliiliigiiniin sonucudur. Eger ii¢ terimin Kronecker carpimi
varsa ve bunlardan birinci ve ti¢linciisii birim dizey ise, birinci terim iizerindeki ¢arpan
ticlincii terime aktarilabilir. Bu yapilirsa F;, dikdortgen dizeyinin, boyut da gozeterek,

bir iistelin kendisi ve evriginin arasina girmesi s0z konusudur. Sonugta
— ®2
F(t)=e TF, [etFl} 4.78)

tanimi1 yapilabilir. Bu yeni tamimlanan dikdortgen dizeyin kdsegen olasiliksal evrimden
degisimi yarattig1 vurgulanmalidir. (4.77)’deki sag yanda ayiraclar icerisindeki yapiy1

(4.78)’1 kullanarak
— jil — .7 J—
Ei()= Y IFoF() eV Y (4.79)
k=0
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olarak yazmak olanaklidir. Bu, (4.70)’te yerine konulursa

®j , to ®(j+1)
Xj(l‘):{etFl} [3®J+/ dTEj(T) {efFl} X1 (’C)} , j=0,1,2,3,...
0
(4.80)
anlatimi ile x(¢) elde edilebilir. Boylece x;(), X;11(¢)’e tikizlastirilmis bir yapr ile
baglanmus oldu. Burada, j yerine (j+ 1) koyarak, X ;1 (t) yapis1 X (¢)’ye baglanabilir.

Bu yeni bagint1 (4.80)’de kullanilirsa X (7), X j12(¢)’ye baglanmus olur.
®j . t _ . t _ T _
Xj(t) = {etFl} {a@’ +/ d’L'Ej (T)a®(1+1) —I—/ f7kn) Ej (’L’l)/ deEj+1 (Tz)
’ 0 0 0
®(j+2)
x {eszl} xj+2(r2)} . j=0,1,2,3,... (4.81)

Burada, sag yanda a’nin j’inci Kronecker iisliisii bulunmaktadir. Ayrica (j+ 1)’inci
Kronecker iisliisiiniin tiimlev isleci altindaki goriintiisii de bulunmaktadir. Tiimlev isleci
altindaki bu goriinti, islecin dizeyselliginden dolayidir. a icerisinde zamana bagimlilik
bulunmamaktadir. Ayrica zamana bagimli olan ve a icermeyen iki tiimlev vardir. Daha

yalin yazim ig¢in, tiimlev iglecinin etkisi
Sju(t)E/OthEj(‘c)u(‘c), j=1,2,3,... (4.82)
olarak nitelenebilir. Bu yeni tanimlama ile olusacak yap1
x;(1) = {efFl}®j % 8@ 18;8;1a% 2| =012, (483)

bicimindedir ve her yeni gelen terimde yeni bir S ¢arpaninin olustugu goriilmektedir.

Genel terim olarak yazilirsa

k=0 | I=0

iooo | k—1
x;(1) = {efF1}®’ y [Hsj+,] a®Utk) i -01,2,3,... (4.84)

[1=1 Jj<k (4.85)
=k

biciminde, toplamdizi iceren bir anlatim olugur. Boylelikle genel ¢6ziim bulunmusg
olundu. Buradan sayisal bir sonug elde edilmesi icin toplamdiziden kesme yapilmasi
gereklidir. Bastan belirli sayida, a’nin belirli bir Kronecker iisliisiine kadar giden
terimler alikonabilir. Tek terimli yaklastirim yalnizca a;’yi igerecektir ve bu durum
bir tek asal kdsegenin varoldugu duruma kargilik gelmektedir. Buna sifirinci diizey
yaklastirim da denebilir. Birinci diizey yaklastirim, bu terimin yaninda S ja®(j+1)’i

de icerecektir. Kesme diizeyini artirarak yeni yaklastirnmlar yapilabilir. Bu bicimde

45



yapilacak yaklastirimlarin bir yakinsama goriintiisii vermemesi durumunda, bu yap1
say1sal olarak sonu¢ elde edinimi i¢in kullanilamaz. Dolayisiyla yontemin isleyip
islemeyecegi ile ilgili birseyler soyleyebilmek icin yakinsamanin incelenmesi gereklidir.

Bunun i¢in boy ¢oziimlemesi (ing: analysis) yapilmalidir.

4.4.2 Yakinsakhik coziimlemesi

E,(t) dizeyi F»(t) dizeyini igeren bir yapidadir. Yapist (4.79) taniminda goriilebilecegi
gibi bir dizeyin saginda ve solunda birim dizeylerin Kronecker iisliilerinin Kronecker
carpimlarinin bulundugu bir yapidadir. Burada vurgulanmasi gereken bir olgu da bir
birim dizeyin Kronecker {iisliisiiniin yine bir birim dizey olusudur. I, birim dizeyinin
k’inci Kronecker iisliistiniin I x olacag: yalin bir inceleme ile goriilebilir. Dolayisiyla
birim dizeylerin Kronecker iisliileri daha yalin bicimde yalnizca birim dizeylerin tanimlt
olduklar1 uzay1 giindeme getirerek irdelenebilir. Boylece E ;(¢) dizeyinin yapisinda nasil
dizeylerin Kronecker ¢carpiminin bulundugu daha ayrintili olarak goriilebilir. Bir dizey
carpimu iizerinde boy tanimi yapildiginda bazi 6nemli olgular s6z konusudur. Eger bir
altcarpimcil (ing: submultiplicative) boy kullaniliyorsa, carpimin boyu, carpanlarin
boylarmin ¢arpimindan kiigiiktiir. Ozel durumlarda bu boy carpimina esit de olabilir.
Sayil diizeyde gecerli olan bu olgu, Kronecker carpimlarinda da gecerlidir. Bir
Kronecker carpiminin boyu, carpanlarin boylarinin carpimindan esit veya kiiciiktiir.
Bunun giindeme getirilmesinin nedeni, E;(r)’yi, F2(¢) nin boyu ile iliskilendirme

cabasidir. Bu olgular, (4.79) bagintis1 baglaminda g6z Oniine alinirsa,

|E;(0)|] < j||[F2(t)

|, j=0,1,2,... (4.86)

giindeme getirilebilir. Burada birim dizeylerin boylarini birim sayr yapan bir boy
kullanildig1 6ngoriilmiistiir. Ciinkil o durumda birim dizeylerden bir katki gelmeyecek,
j terimde ||F(7)|| giindeme gelecektir. E;(r) ile ilgili bu esitsizligi kullanarak, E;(r)

iizerinde tanimli olan S; i¢in de benzer yargilara varilabilir.

t —_—
1S, §j/0 dt ||F2(7)||,  j=0,1,2,... (4.87)

esitsizligi S;’nin tiimlev {izerinden tanimli oldugunu giindeme getirerek olusturulabilir.

< (TN ([ an |Fao)] k (4.88)
() (faetmcon)
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biciminde olusur. (4.87)’de HS JH i¢cin j carpani giindemdedir. HS 1 H icinde (j+1)
carpani olusur. S;’den S« ’e kadar olan terimler i¢in j’den (j+ k — 1)’e kadar olan
carpanlar bulunacaktir. (4.88)’de j’den (j+ k — 1)’e kadar olan ¢arpanlar bir ikili terim
acilimi katsayisi ile gosterilmektedir. Boy ¢oziimlemesini saglayacak olgu, bu ikili
terim katsayilarindan olusacak ¢arpinim (ing: factorial) yapisidir. Baglangi¢ yoneyinin

Kronecker iisliilerindeki boy esitsizligi ise o baslangi¢c yoneyinin boyu bi¢ciminden
[a®/|| <lall/,  j=0,1,2,... (4.89)

olarak yazilabilir. Bu olgular bir araya getirilirse

 — i+k—1 t _ k . '
Y ([l e =0
k=0 0

(4.90)

etFl )

;0] < |

esitsizligi olusur. Buradaki toplamdizi, uzamcil (ing: geometric) toplamdizinin 6zii
(kendisi) ve tiirevleri biciminden bir dogrusal birlestirimdir. Uzamcil toplamdizinin
(ing: geometric series) yakinsamasi i¢in gecerli olan kosullar, uzamcil toplamdizinin

tiirevleri icin de gecerlidir. Bu kosul da,
t —
/0 dz |[Fa(0)|||Jal| < 1 4.91)

kosuludur. Burada F,(7)’nin yapis1 6nem kazanmaktadir. Bu yap1 bir dizeyin solunda
ve saginda iistellerin icerildigi bir yap1 idi. Bu beklenen deger ile ilintili olan yapidan
dolayi, eger kararlilik varsa, t’den bagimsiz olarak yakinsama giindeme gelecektir.
Ustel terim ne olursa olsun, 1’den kiiciik deger elde edinimi s6z konusu olacaktir.
Bu durumda, yalnizca baslangic kosulunun secimi belirleyici olur. Kararsizlik varsa,
(4.91)’deki tiimlevde #’ye bagimlilik olusur. # arttik¢a artan sinir, sag yanda paydanin
biiyimesine neden olacaktir ve yakinsama bolgesi kiigiilecektir. Bu durumda, baglangic

kosulu belli bir #’ye kadar yakinsamay1 saglayacaktir.

4.4.3 Kesme yaklastiranlarinin yeniden yazim

Eger

®2
il — —1F TF
Ej’j_,_l(f) = ¢ lELj_,_l{e 1 } ,

j=0,1,2,... 4.92)
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tanimi yapilir ise, 6zyineleme biraz daha tikiz bir bicimde

t —_—
Xj(l‘) = etEj’-"Xj(O)—F/dTetEj’jEj7j+1(‘L')Xj+1(0)
0

t o T _
+ /()dfetEj’jEj,j—i—l(T)/O dTiE i1 42 (T1)Xj52(T1),

J=0,1,2,... (4.93)

olarak giindeme getirilebilir. Buradan terim sayis1 arttirtldikca eklenen terimdeki ardisik

timlev sayisinin arttif1 goriilmektedir. Bundan dolay: tiimlev isleclerini
t —_—
7 A(t) E/ d1E; ;1 (Df(T), j=0,1,2,..., 4.94)
0
tanimi ile giindeme getirerek, ¢oziimii oldukca tikiz bir bicim olan

xj(t) = &M [x;(0)+ .7 xj11(0) + 7.7 1 1Xj42 (1) ],

J=0,1,2,... (4.95)

anlatimi ile gostermek olanaklidir. Ama, bu yap1 hala bir 6zyinelemedir. Bu
0zyinelemenin genel ¢6ziimiiniin giindeme getirilmesi gereklidir. Burada elde edilen
gozlemler ile, her sirasay1 kaydirip yerine koyma islemi sonrasinda yeni bir tiimlev
isleci ve baslangi¢c kosulu yoneyi Kronecker iisliisii giindeme geldigi sonucu ortaya
¢cikmaktadir. m ardigik yerine koyma sonrasinda, X;i,1 olusacak, m sonsuza
gotiiriildiigiinde ise sag yanda bilinmeyen kalmayacaktir. Bu gozlem ile sag yanda

tiimlev islecleri altinda baglangi¢ degerlerine bagh biiyiikliiklerin oldugu

o)

k
xj(t) = et [Z (p 4 j+f1> Xj+k(0)]
=1

k=0
J=0,1,2,.. (4.96)

yapisi ile, ¢oziim gosterilebilir. Bu big¢imcil bir ¢oziimdiir. Burada herhangi bir
yaklastirim olgusu kullanilmamustir. Eger x;(0) yoneyinin agik yapisi giindeme

getirilirse, ¢oziim,
xi(t) = €% Y I oy | %tk
k=0 \/=1
j=0,12,.. 4.97)

olarak yazilabilir. Olasiliksal evrim denkleminin ¢6ziimii olan bu ¢oziimden, agilim

noktasinin 0 noktast oldugu olgusunu giindeme getirerek, yalnizca x;(¢) terimini
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kullanarak asil baglangi¢c deger sorununun ¢oziimiine gecilebilir. (4.97) bagintisinda j

yerine 1 koyarak elde edilen bu ¢oziim,

E()=x(t) =™ [i (ill m) a®k+1] (4.98)

k=0
yapisinda ortaya ¢ikmaktadir. Bu yapi, birinci kerte konik siradan tiirevli denklem
takimlarinin baglangi¢ deger sorununun olasiliksal evrim yaklagimi baglamindaki ¢ozii-

mii olarak adlandirilmaktadir.

4.4.4 Dikdortgencil degistirimlilik ve cekirdek ayristirilabilirligi

(4.98) bagintisinin kullanimi, ve bu bagintida bulunan sonsuz toplamdiziden sonlu
kesmeler alimi ile kesme yaklastiranlar1 elde etmek olanaklidir. Bu boliimde bagka
yalinlagtirimlarin elde edilip edilemeyecegi olgusu incelenecektir. Once bazi 6ngoriim-
lerde bulunulacak, bu 6ngoriimlerin ne gibi kisitlamalar1 giindeme getirecegi boliimiin
sonunda vurgulanacaktir. F, dizeyinin dikdortgencil, F; dizeyinin ise dordiil bir dizey
oldugunu g6z oniinde bulundurarak, ¢oziimde goriinen bu iki dizey arasinda 6zel bir
degistirimlilik tanimina gidilmesi giindemdedir. Dikdortgencil degistirimlilik, tanim
olarak,

) (In X Fl) =FF, (4.99a)
) ) (F1 X In) =FF; (4.99b)

bagmtilarinin saglanmasidir. Bu bagintilarin saglandigi varsayilir ise, ¢oziimde
bir garpanlara ayirma olgusuna asagidaki adimlarla gidilebilir. Oncelikle, (4.99)

bagintilarindaki 6zelligin, iistel iglevlerin toplamdizi a¢ilimlarini giindeme getirerek

F, {In 2 e } — i, (4.1002)
F, {e’Fl ®In} _oFiF,, (4.100b)
B, {1 e} — elitaFi,, (4.100¢)

bagintilarinin da saglanmasini saglayacagi giindeme getirilmelidir. (4.100c) bagintisi,
(4.100c)’de esitligin sol yaninda F; dizeyinin saginda bulunan c¢arpanin, ¢arpim ve
Kronecker carpim arasindaki dagilma ozelligini kullanarak iki ayr1 carpan olarak
yazilabilmesine dayanir. Daha somut olarak belirtmek gerekirse, bu ¢arpan, iistellerden

birinin sagdan, obiiriiniin soldan birim dizey ile Kronecker carpildig: iki ayr1 ¢arpan
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olarak yazilir. Daha sonra, (4.100a) ve (4.100b)’nin kullanimi ile (4.100c¢) nin sag yan

olusturulabilir.

Bu olgularin kullanimi ile, nemli bir indirgeme olarak giindeme gelen
Ei2=F(r) = MF,, (4.101)

olgusu ortaya cikacaktir. Dordiil dizey olarak giindeme gelen iistel yapi, dikdortgencil

yapinin yalnizca bir yaninda goriilmektedir. Buradan, bir genellestirim ile
FZ (tl) elz(ln®F1 )+13(F1®1,) _ e(ZZ*HS*ll)Fl F2 (4.102)

olgusu elde edilebilir.

4.4.5 Cekirdegin zamana bagh dordiil carpan ve zamandan bagimsiz dikdortgen-

cil carpan olarak ayristirnmi

F; ve F, dizeylerinin dikdortgencil degistirimli oldugu varsayimu ile tiimlev isleci

altindaki goriintiiler

t
2% = ( /O drefFl) Fa®2 (4.103)

1/ 2
7% = o ( /0 dref“) F, (I, 0F, +F,®1,)a®? (4.104)

olarak indirgenebilir. Dikdortgencil degistirimliligin kullanimu ile, tiimlev isle¢lerinin

ardisik etkisinin
1/ k
I Faktl = i ( /0 dTeTF‘> Tra®kt! (4.105)

oldugu giindeme getirilebilir. Daha tikiz yazim amaclh olarak

k
T = [[My, k=0,1,2,... (4.106)
=1
j=1 ,
M;=Y IR erf/ - (4.107)
k=0

tanimlart ile ilerlemek olanaklidir. Bu tanimlarda, iist kiy1s1 alt kiyisindan kii¢iik olan
toplam igleclerinin 0 isleci, iist kiyisi alt kiyisindan kiigiik olan carpim igleclerinin birim

isleci liretecegi olgusu bir uylagim olarak giindemdedir. Burada T; dikdortgencil dizey
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cebircil yapidadir ve zamandan bagimsizdir. Dolayisiyla dikdortgencil dizey cebircil
yapinin, dordiil dizey cebircil yapidan ¢arpimcil olarak ayristirim giindemdedir. T
dizeyleri altsirasayilar arttik¢a yatay dikdortgencillik diizeyi de artan M; dizeylerinin
carpimi ile tammmlanmistir. M; dizeyinin etki ettirimi uzay boyutu diisiiriicli bir 6ge
olarak giindeme getirilebilir. n’ x n/*! bir dizey olan M; dizeyi n'*! boyutlu Kartezyen

uzaydan 6ge alip n! boyutlu Kartezyen uzayda 6ge iiretir.
iF, v L AF / ®j+1
s =Y | aze™) Tsa (4.108)
j=0/"

bagmtisi ile verilen ¢oziimde ise, T ja®(j+1) giindemdedir. Buradaki T; dizeyleri
M;’den Mj’e dek dizeylerin sirali etki ettirimlerini giindeme getirir. Bu etki
ettirim, sonug olarak, n/*! boyutlu uzaydan, n boyutlu Kartezyen uzaya gegisi
saglar. Dolayisiyla boyut diigiiren dizeylerin sirali ¢arpimi ile giindeme gelen T
dizeylerine, bu Ozelliginden dolayr Irakgoriir (ing: Telescope) Dizeyleri demek
olanaklidir. Ozetlemek gerekirse, elde edilen olgu, Kronecker toplamdizi ¢dziimiiniin,
dikdortgencil degistirimlilik durumunda, zamana baglh bir dordiil dizey ile zamandan

bagimsiz bir dikdortgencil dizeyin carpimi olarak yazilabilecegidir.

4.4.6 Dikdortgencil degistirimliligin getirilerinden yararlanmak icin uzay genis-
letim tabanh yontem olusturumu

F; ve F, dizeylerinin dikdortgencil degistirimli olmast zamana bagh ve zamandan
bagimsiz iki ayr1 ¢arpan olarak yazimi saglamaktadir. Ama bu yazim ¢arpanlardaki
dizey niteligi korumaktadir. Yalnizca zamana baglhilik zamandan bagimsizliktan, ve
dordiil nitelik dikdortgencil nitelikten carpimecil olarak ayristirilmistir. Buradan daha
ileriye gidebilmek icin uzay genisletim tabanli bazi olgular giindeme getirilebilir. Konik

siradan tiirevli denklem takiminin Kronecker toplamdizi gosterilimi
E()=Fo+Fi&(1)+F:6(1)%,  £(0)=a (4.109)

biciminde idi.
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4.4.6.1 Degismezlik eklenimli uzay genisletimi

n boyutlu Kartezyen uzayda bulunan dizge yoneyine bir 6ge daha ekleniminin
getirilerini incelemek icin
Gi(1)
1 &(t) }
Xaue(t) = : 4.110
ausl?) A0 { Ent1 (1) @10
Ent1(t)

bicimindeki genisletilmis dizge yoneyinin tanimlanmasi s6z konusudur. (4.110) baginti-

sinda en genel bicimiyle zamana bagh olarak gosterilse de, inceleyimde eklemlenen
0genin zamandan bagimsiz oldugu 6ngoriilmektedir. Zamana gore degismez olan bu

(in)

buytikligin = 0 amindaki degerinin a,

olarak gosterilmesi yeglendiginden dolayi,
bu sayilin yoneyin sonuna eklemlenen 68e oldugu sdylenebilir. Bu uzay genisletim

yontemi, Degismezlik Eklenimli Uzay Genisletim (DEUG) olarak adlandirilmistir.

Inceleyimde Kronecker dordiiliin 6gelerinin siralarinin degistirildigi bir yap: kullanila-

caktir. Eger

P, = : (4.111)

biciminde bir yerdegistirim dizeyi tamimlanirsa ve bu yerdegistirim dizeyinin yatay-

siralari
€24 i/(nr1) CEeri=kn+kk=1,..n
Wi=1< €_|imni1y eBerifkntkk=1,.. nvei<n®+n (4.112)
e egeri >n’+n
bicimindeki Kartezyen birim yoneylerden olusursa, bu dizeyin evriginin Kronecker

dordiil iizerine etki ettirimi, uzay genisletimde eklemlenen 68eyi iceren terimlerin

yoneyin sonuna itilmesini saglar. Incelemede bu yap1 yeglenecektir.

(4.110) bagintisinin her iki yaninin da tiirevlenimi ve (4.109) ile gosterilen olasiliksal
evrim denkleminin ag¢ik yapisinin kullanimu ile

au au ap
g (1) = F X0 () F Fx00 (0%, Xaugg(0) = 2gyg = [ o ] (4.113)
n—+

baslangic deger sorunu elde edilebilir. Burada

1
F(aug)E F EFO F(ﬂmg)E F> 0uxn Onxn 0nx1 P—l
1 len 0 ’ 2 01><n2 01><n 01><n 0 2
4.114)
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dizeyleri kendini katsayr olarak gostermektedir. Biitiin ogeleri sifir olan dizey
obeklerinin boyutlar altsimge ile gosterilmistir. Bu genigletilmis yapilar kullanilarak
ilerlenebilir. Ama bazi1 dogrusal bagimliliklar1 g6z oniinde bulundurarak esneklikler

iceren katsayr tamimlamalart yapilabilir. Bu baglamda asagidaki yoney tanimlari

yapilmistir.
0r12><1 0r12><1 0}12><1
o e ®1 _ On 1 _ On 1 A
W= 6nx1 Wt = 1®Xe il Bantt = Onil ’
0 0 1
j=12,...,n; 4.115)
V= { eg }, j=1,2,...,n, Vil = [ 0"1“ 1 . (4.116)

Burada e;, n 6geli j’inci Kartezyen birim yoneyi simgelemektedir.

(4.115) ve (4.116) sirasayili bagintilarda verilen yoneylerin kullanima ile, genisletilmis

bilinmeyen yoneyi ve Kronecker dordiilii iizerinde

“gn+1P2_1Xaug (t) 92 §n+1VZ+1Xaug(t) =0, (4.117a)
WP X (1) — &1 Vi Xaug (1) =0, j=1,2,....n (4.117b)
ur Py X (1) 2 = &1 Vi Xag (1) =0, j=1,2,...n (4.117¢)

esitlikleri yazilabilir. Bu (2n+ 1) sayil esitlik,
Vit 1Py Xaug (1) 2 = En 1 ViV 1 Xaug (1) = 011 (4.1182)
Vi P X (1) 22 = & 1 Viv ) Xaug (1) = 00011 (4.118b)
Viu5+jP51Xaug(t) ®2_ én—i—lViV?Xaug(t) = 0(n—i—l)>< 15
i=1,....,(n+1); j=1,...,n (4.118¢)

bicimindeki yoney esitlikler olarak da giindeme getirilebilir. (4.118) sirasayili esitlik-
lerin sol yanlarinin bir dogrusal birlestirimi, (4.113) denkleminin sag yanina, yapiy1
bozmadan eklenebilir. Dolayisiyla, bu eklenim ile iiretilen esneklikli genisletilmis

olasiliksal evrim denklemi

Kaug (1) = BT Xaug (1) + B5 " x0(1) 2, (4.1192)
ain

Xaug(0) = agug = [ (in) ] (4.119b)
n+1
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bicimindedir. Bu genisletim, acik olarak,

.. n+l n
) <b,~,2n+1viv£+1 + Y (bij+bint)) viv§> . (4.120a)
i=1 j=1

(faug) _ plaug) (o T
F2 = F2 — Z bi72n+1viu2n+1
i=1

+ Z (biJV,'lle + b,’7n+lelln_._J) )P_ (4.120b)
ile gosterilebilir.

4.4.6.2 F; dizeyinin birim dizey ile orantilandirim

(4.120a) bagintisindaki b simgeleri, degistirgeleri betimlemektedir. Bu degistirge-
ler Fgf aug) dizeyinin birim dizey ile orantili olmasini saglayacak bicimde se¢ilebilir.

Dolayisiyla istenen 6zellik

Fi/) = _py, ., @.121)

(faug) (faug)

ozelligidir. Bu ozellik, F; dizeyinin, F; dizeyinin dgelerinden bagimsiz olarak,

F(f aug) dizeyi ile dikdortgencil degistirimli olmasini saglayacaktir. (4.121) esitliginin

saglanmasi durumunda,

bn+172n+l = _([i) (4.122a)
pt1
Fo), .
bi,2n+1 = _%7 bn+1,n+i = _bn—l-],i; = 1727 eyl (4'122b)
an—i—l
[F1]; )
bi,l’H—j = 5}1) ij (in;] — Ui L] = 1,2,...,” (4.122C)
an—i—l an—H
B 0]
an+1 i=1 n+
- Z bn—i—l ]V}’l+l n+] Z Z IJVI T u£+j)
J=1 i=1j=1
Lo Py 1
+ Y Y o Vil Zv,un Wi | Py (4.123)
i=1j=1 a,. an+1 i=1
s6z konusudur. Bu esitliklerin incelenimi ile
(wf —ul )Py xu (1) =0,  j=12,..n (4.124)

54



(faug),

elde edilebilir. Dolayisiyla F; ‘nin anlatiminda kendini gosteren bu sifirlanimlardan

yararlanarak, esneklikli genisletilmis ikinci katsay1 dizeyi icin

an+1 i= 1an+1
o [Fl]i,j T B T —1
+ Y Y Vit X Vit | P (4.125)

elde edilir. Buradaki tek degistirge B degistirgesidir.

4.4.6.3 Coziim anlatiminin tiimlevden armdirimi

Esneklikli genisletim baglaminda katsay: dizeyleri (4.125) ve (4.121) bagintilarinda

gosterildigi bicimdedir. Bu dizeylerin kullanimi ile olugturulacak ¢oziim

Xaug(t) =Py [HJk] gt (4.126)
=0 [ k=1

olarak giindeme gelir. (4.126) bagintisinda acik olarak gosterilmeyen tiimlev isleglerinin

uygun boyutta bir yoney degerli isleve etkisi ise
T / dre PT < I @ FY ) ¢ I;?flk> e(7) (4.127)

yapisindadir. Burada hem ilgili O sirasayili katsayinin sifirlanmasi, hem de 1 sirasayili
katsay1 dizeyinin birim dizey ile orantili belirleniminin getirilerinden yararlanilmistir.
Bu tiimlev isle¢lerinin sirali carpiminin etkisi ise, ilgili tiimlevleri ¢éziimciil olarak

belirleyerek,

~

k
~ 1 (1—e P
Ji Jage! = o < 5 ) Tiasn (4.128)

biciminde tiimlevden arinmuis bir yap1 olarak elde edilebilir. Buradaki irakgoriir dizeyleri

olan dizeyler, bu durum icin, esneklikli genisletimli dizeylerden iiretilen dikdortgencil

dizeylerin carpimindan olugsmaktadir. Dolayisiyla,

k
T, = [[M, k=0,1,2,... (4.129)
(=1
ve
j-1 _
M, = Y I* R ) g1ei-1-k (4.130)
k=0
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tanimlari ile, baslangi¢c deger sorununun ¢éziimii

1—e pr\’ I
Xaug(t) =e P! Z Taji" (4.131)

J=0 J!
olarak elde edilebilir. Burada, bir zamana gore iistel davranmig gosteren bir sayil
ile baslangic deger yoneyinin Kronecker iisliilerinin 1irakgoriir dizeyleri altindaki
goriintiilerinin toplami olan n 68eli bir yoneyin ¢arpimi bulunmaktadir. Dolayisiyla,

zamancil ve dizey cebircil yap1 biitiiniiyle ayrigmigtir.

4.4.7 Ote yahnlastirnmlar icin dikdortgencil 6zdeger tanimi ve belirlenimi

4.4.7.1 Dikdortgencil 6zdeger sorunu

(4.131) bagintisindan daha da ileri gidebilmek icin, bir 6zdeger sorununu andiran, ama

bir dikdortgencil dizey ve yoney Kronecker iisliisii igceren
F/“9 %% — o (4.132)
sorun ele alinmalidir [64—-66]. Burada,

0= [ ] ] (4.133)

¢n+1
bi¢iminde bir boliintiilendirim kullanilmistir. Bu esitligi saglayan yoneylerin bulunumu

daha 6te yalinlastirimlara olanak saglayacaktir.

4.4.7.2 Coziim anlatimmin sonsuz toplamdan armdirim

Eger dikdortgencil 6zdeger sorunu olarak adlandiracagimiz bu sorunun, bir ya da daha

cok ¢Oziimii var ise, bu durumda,
Mk¢®k+l :k(p¢®k, Tk¢®k+1 :k|§0k¢ (4.134)

yalinlagtirrmina gidilebilecektir. Tiimlev isleclerinin ardisik etkisi

B

olarak yazilabilecek ve eger ¢ ile a,,, Ortiisiiyor ise siradan tiirevli denklemin ¢oziimii

k
~ o~ 1 —e Bt
T Tt = (L> o) (4.135)

sonsuz toplamdan arinmis bir bi¢imde
_Bt
e
Xaug(t) = l—efﬁt
1= (557 )0
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olarak giindeme gelecektir. Dolayisiyla rakgoriir dizeylerini olusturan dizeylerin
dikdortgencil 6zdeger sorununun ¢oziimii, baslangic deger sorununun ¢oziimiindeki
sonsuz toplamin bir uzamcil toplamdizi olarak yazilmasini, ve sonsuz toplam icermeyen
bir ¢6ziim gosterimini saglamaktadir. Dolayisiyla, dikdortgencil 6zdeger sorununun
¢cOziimiiniin varlig1 incelenmelidir. Bu da, daha somut olarak, (4.134) sirasayili olarak

verilen denklemlerdeki ¢ ve @ nin alabilecegi degerlerin bulunumudur. M dizeylerinin

izgesini belirleyecek olan dizeyin Féf aug) dizeyi oldugunu g6z oniinde bulundurarak,
acik yapisi
| ) 0n><n a(}") (Fl + ﬁ1n> a(+n)F0
Fgfaug) _ nt1 e [Py (4137)
01><n2 01><n 01><n (in)

an+l

olan, ikinci esneklikli genigletilmis katsay1 dizeyinin (4.132) sirasayili bagintida verilen

dikdortgencil 6zdeger denkleminde kullanimu,

_ -2
F29 "+ ‘ng)l (F1+BL,) ¢+ %:)1 Fo= ¢ (4.138a)
an+1 an+1
62
|

denklemlerini olusturacaktir. (4.134) sirasayili denklemlerdeki @ yoneylerinin
alabilecegi degerlere dikdortgencil 6zyoneyler, karsilik gelen ¢ sayillarinin alabilecegi
degerlere dikdortgencil 6zdegerler denmesi Ongoriilmektedir. (4.133) bagintisinda
gosterilen dikdortgencil 6zyoneyin (n+ 1)’inci 6gesinin degerinin uzay genisletimi

baglaminda dizge yoneyine eklemlenen sayil deger olmasi s6z konusudur. Dolayisiyla

¢, =a™m (4.139)

an—i—l

ve bundan dolay1
=27 (4.140)
esitligi gecerlidir. Bunun (4.138a) bagintisinda kullanimu ile
F20 " +F 19 +a" Fy =0, (4.141)

biciminde ikinci derece ¢okcokterimli elde edilebilir. Olasiliksal evrim yaklasimi
baglaminda ve belirtilen kisitlar altinda olugan dikdortgencil 6zdeger sorununun ¢oziimii,

n bilinmeyenli n adet dogrusal olmayan cebircil sayil nitelikli denklem ¢oziimiinii
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gerekli kilmaktadir. Bu tiir denklemlerin ¢6ziimii var ise, o ¢oziimii kesin olarak
bulabilecek uzisler (ing: algorithms) bulunmaktadir. Bu erekle, Grobner taban takimi
kullanan yontemlerden yararlanilabilir. Coziim, karmagik degerli de olabilir. Eger
karmagik degerli ¢oziimler de degerlendirilirse, ¢6ziim kiimesi bos olamaz. Dolayistyla,
dikdortgencil 6zdeger sorununun en az bir ¢oziimii bulunmaktadir. Fy yoneyinin biitiin

(in)

a1 sayilia baghdir. Eger sifirlanim s6z konusu ise,

ogeleri sifir olmadikg¢a, bu yoney a

bu degistirgenin biitiin degerleri icin ¢ yoneyinin ayni kalmasi s6z konusudur.

4.4.7.3 Baslangic degeri ile ilgili olgular

Bu olgular, eger F yoneyinin biitiin 6geleri O ise, dogrusal olmayan cebircil denklem
takimi ¢oziimii ile bulunacak olan dikdortgencil 6zyoneyin bir dogru iizerinde kalmasi
(in)

"] tarafindan betimlenen bir egri iizerinde

anlamina gelmektedir. Diger durumda ise a,,

bulunum s6z konusudur. Bu egrilere dikdortgencil egriler denilebilir. Eger baslangic
yoneyi dikdortgencil egri izerinde ise yalinlagtirim s6z konusu olacaktir. Ayrica, (4.140)

esitliginin (4.136) sirasayili bagintida kullanimu ile
x(t)=¢ (4.142)

sonucu elde edilebilecektir. Bu sonug, dogrudan baslangic deger sorunundan da elde

edilebilirdi. Bu yolla elde edilerek, cekirdek ayristirrmi olgusu vurgulanmis olundu.

4.5 Timlev sayillastirm icin ayrik cokdegiskenliligi yiikseltilmis carpimsal
gosterilim (CYCG)

4.5.1 Ayrik CYCG: Tamim ve bilesenlerin belirlenimi

Cokdegiskenliligi yiikseltilmis ¢carpimsal gosterilim, ya da ¢cokdegiskenliligi ytikseltil-
mis carpimlar gosterilimi (CYCG), yiiksek boyutlu bige gosterilimini (YBBG) taban
alir. YBBG, Sobol tarafindan 6nerilmis bir cokdegiskenli ¢6ziimciil islev ayristirrm
yontemidir. Bu yontemde ¢okdegiskenli islevin, YBBG bilesenleri olarak adlandirilan
degismez islev, bir degiskenli islevler,. . . ,as1l islevin de8isken sayis1 kadar de8isken
iceren islev olmak iizere 2V adet islevin toplami olarak yazimi s6z konusudur. N, asil
islevin degisken sayisidir. Bu kesin bir gosterilimdir ve bu gosterilimden yapilacak
kesmelerin kullanimu ile yaklagtirim yontemleri gelistirilmistir ve gelistirilmektedir.

Bilegenlerin elde edinimi tiimlevler aracilifiyladir ve Hilbert uzaylarinda diklik ko-
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sulunun konmasz ile ilintilidir. CYCG ise, bilesenlerin belirli bir degiskenli islevler
ile carpildig1 benzer bir agilimdir. Bu bir degiskenli islevlerin kullaniminin amaci,
yapilacak kesmelerin asil islevi daha 1yi yansitmasini saglamaktir. Bu anlamda YBBG,

CYCG’nin 6zel bir durumudur.

CYCG dizi ayngtirmi amaclh da kullanilabilir. Bu olgu, CYCG mantiginin dizi
ayrigtirimina aktarimi olarak degerlendirilebilecegi gibi, aslinda islev ayristirimi icin
olan yapida tiimlevlerde 9§ islevlerinin ¢arpimi olan genellestirilmis agirlik kullanimina
karsilik gelmektedir. Ayriklastirilmig yapi iizerinde uygulanan bu yonteme ayrik CYCG

denilmektedir. Dizey ayristirrmi baglaminda yaklastirim
F =~ forz) +£12} + 7,6 (4.143)

olarak kullanilabilir. Eger (4.143)’{in sag yan1 sol yanindan ¢ikarilip yeni bir bilesen
elde edilip, (4.143)’ilin sag yanina eklenirse, kesin bir gosterilim elde edilmis olunur.

Bilesenler ise, diklik kosullarinin kullanima ile

fo=(Wiz))" FW,z, (4.144)
f1 = FW2Z2 — f0Z1 (4.145)
f,=(Wiz)) F— fozd (4.146)

olarak bulunabilir. Altsirasayis1 da olan W dizeyleri agirhiklandirim igindir. Asal
kosegeninin iizerinde toplami 1 olan art1 degerli sayilar bulunan, diger biitiin 6geleri
0 olan dizeyler olarak kullanimi s6z konusudur. z yoneyleri ise birim boylu destek

yoneyleridir ve se¢cimlerinde esneklik s6z konusudur.

4.5.2 Coziim anlatiminin ayrik CYCG ile dizey tiimlev ¢ekirdeginden arimndirim

Olasiliksal evrim denkleminin ¢6ziimii

x(t) = e’F‘i

j=0 | k=1
— e[F‘ a+J1a®2+<Z [H]\k]
j=2 k=1
x a®<f+1>>] (4.147)



idi. Burada iki ana zorluk bulunmaktadir. Birincisi sonsuz terimin bulunusu, ikincisi
ise zamana bagl tiimlev isleclerinin dizey cekirdekli olusudur. Tiimlev ¢ekirdeklerinin

bagh oldugu F,(¢) dizeyleri ayrik CYCG aracilid1 ile, bir yaklagtirrm olarak

F(1) =~ wuz +10)z +217,(1),
Z1 :nxl1, zzznle,

y,(t) i nx1, Y(1) : 1 xn? (4.148)
yazilabilir. Sayilin bir dis ¢arpim ile ¢carpimini iceren birinci bilegenin

t —
x(1) = &M [a+/ dtF,(7)a%?
0

oo j - .
el

=2 k=

yapisinda kullanimu ile, kaba bir yaklagtirim olarak

t T
x(1) = &M {a-ﬁ-/ dt [}/él)(r)zgl)zgl)
0

x a®<-f+1>>} (4.150)

elde edilebilir. Burada R simgesi ile gosterilen zamana bagli dizey, artik terim olarak

nitelendirilmektedir. Bu yap1

' T
x(t) = &M la—i—/ dryél)(r)zgl)zgl) a®?
0

t oo Jo
+ /dTR(l)(T)a®2+ (Z [HJk]
0 j=2 k=1
« a®(j+1)>} (4.151)

olarak yeniden yazilabilir. (4.127) bagintisinda goriilen tiimlev igleci ise bu yaklastirim

baglaminda
< eSS ()
Be) = [ae( Lo (4@
0 k=0
. ~\T .
« 2igl) > +R<j>(f))
- Ig(j—l—m)g(r), i=012,... (4.152)
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bicimindedir. CYCG baglaminda yaklastirim olarak sayillagtirirm, DEUG sonrasinda
olusan yapiya uygulanabilecegi gibi, DEUG kullanilmadan da giindeme getirilebilir.

Destek yoneylerinde zamana bagimlilik bulunmadigi i¢in, 6zenli bir inceleme ile

N j—1 N
Jig(t) ~ <21§k®<z§”z<f>T)

k=0
. t .
® 1;‘?01”) | ar’ @),

j=0,1,2,... (4.153)

bagintisinin gegerli oldugu gozlemlenebilir. Irakgoriiriin parcalari olan dizeyler, destek

yoneylerinin ve birim dizeylerin biciminden
i1 AT .
M, = Y I¥g (Z<1J>Z<J> ) 1201
- n
k=0
j=0,1,2,... 4.154)

tanimlanirsa, zamana bagimli tiimlev islegleri, dizeycil ve sayil carpan olarak iki ayri

carpana ayristirillabilir. Tiimlev isleci
N t .
Jjg(t) ~M; /0 dry) (1)g(1) (4.155)

yapisindadir. Bu isleclerin degisik sirasayililarinin art arda uygulaniminda ortaya c¢ikan

rakgoriir dizeyleri ise
k
T = [ M, k=0,1,2,... (4.156)
=1
olarak tanimlanabilir. Bu art arda uygulanim tikiz olarak

Ji. Jglt) =~ Ty (/Otdf%gj)(f))kg(f)

(4.157)
gosterilirse, bir yaklastirim olarak sayillagtirnmin getirisi
g t () J
x(t) ~ MY (/ dtyy’ (r))
j=0 \0
x  T;a®Uth (4.158)

biciminde, zamana bagimli sayil yapinin, zamandan bagimsiz dizeycil yapidan

koparimini giindeme getirir. Diizeltme olarak giindeme getirilebilecek olan bir sirasayili
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bilesenlerin giindeme getirimi, bir yoneyin soldan ve sagdan degisik boyutlardaki
birim dizeylerle Kronecker carpilip toplanimini giindeme getirecektir. Bu yapilarin
kolayca eklenimi i¢in yOneylerin birim dizeylerle Kronecker carpimlarindan dogan
M dizeylerinin, dizeylerin birim dizeylerle Kronecker carpilimlarindan dogan M

dizeylerine gore ne gibi bilgisayim olumluluklart oldugu incelenmelidir.

Parcala ve yonet yaklasiminin OEY baglaminda kullanimini saglayan ve kosutlastirim

icin de bir pencere acan bu yontemin yakinsayim incelenimi gerceklestirilmemistir.

4.6 Sonlu sayida kosegenlilik durumunda ¢oziim iiretimi

4.6.1 Sag yan islevlerinin ikinci derecelilestirimi icin uzay genisletim

Ikinci dereceliligin getirdigi olgu, evrim dizeyinin iki yapisik kosegen bigciminde
anlatilabilmesidir.  Dolayisiyla, iki yapisitk kosegen dizeylerin iist Hessenberg
bicimindeki dizeylere gore bulundurdugu kolayliklarin yansimalari s6z konusu olacaktir.
Buradaki ana amag iki kosegenliligin getirilerini kullanarak baslangi¢c deger sorununun
¢Oziimiinii bir 6zyineleme aracilif ile elde etmektir. Her adimda bir 6zikili sorunu
cozerek de ilerlemek olanaklidir, ama bilimsel yazindaki diger yontemlerle yarisabilecek
bir olgu elde edilmek isteniyorsa, ikinci derecelilik gibi baz1 getirilerden yararlanmak

gerekir.

Aslinda ikinci derece sag yan islevleri kullanmak 6nemli bir kisitlama olsa da, bu
yapilar incelemek yine de anlamlidir. Bunun nedeni bazi sorunlarin uygun doniisiim ve
uzay genisletimler ile bu yapiya getirilmesidir. Dolayisiyla bu boliimde, uzay genisletim
ile ikinci derecelilestirim i¢in genel bir uzig (ing: algorithm) iretimine yonelik baslangic

adimlar1 diye adlandirilabilecek olgular giindeme getirilecektir.

Burada 6zellikle vurgulanmasi gereken olgu, uzay genisletimin essiz olmayisidir [42,67—
70]. Secime gore yapisal sonuclar degisebilir. Genisletim siirecinde atilan adimlar evrik
sirada olmak kosuluyla geriye dondiiriiliirse baglangictaki soruna ulagilabilir. Uzay
genigletim ile denklem takimi genigletilmektedir. Bu genisletme daha kapsamli bir
denklem soyocagini (aile) yansitir. Genisletim oncesindeki denklem ya da denklemler
bu soyocagi icinde salt dar kapsamli bir kesime karsilik gelir. Uzay genisletimde
izlenilen yol ise varolan bilinmeyenlere islevsel bagimli ama dogrusal bagimsiz yeni

bilinmeyenler tanimlamaktir.
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Asagida verilen m’inci dereceden esiislii (ing: homogeneous) siradan tiirevli denklemi

inceleyelim.

x=x" (4.159)

Sag yan iglevinin birinci zamancil tiirevi

% R (4.160)

bicimindedir. Olusan x”~! yapisinin tiirevi ise

d(dell) = (m—1)x" 2" (4.161)
olarak ortaya c¢ikar. Bu 6zyineli yapidan esinlenerek, yeni bilinmeyen tanimlamalari ile
ilerlenebilir. Burada,

K=x, X =x, . (4.162)

m—1s; m—2

yapis1 6ngoriilebilir. Bu yapi essiz degildir. x*”~2, hem x in iistikisi, hem de x

ve x™ terimlerinin ¢arpimi olarak gosterilebilir. Bu yapidan genellestirme yapilirsa,
in=(m—n+1)x"""x", n=1,....m (4.163)

elde edilebilir. Bu yeni yapi, yeni tanimlanan bilinmeyenlere gore ikinci derece sag yan
islevleri icerir. Benzer olgular, cokdegiskenlilik durumu i¢in de 6ngoriilebilir. Asagidaki

bicimde verilmis denklem takimini gbz Oniine alalim.

i Z al ) (x1(t),%2(1)) (4.164)

= Z Z 1),x2(t)) (4.165)

Iki adet birinci kerte agik esiislii siradan tiirevli denklem ve ilgili baslangic kosullarindan
olusan baglangi¢ deger sorununun incelenmesi i¢in, benzer bir bicimde uzay genisleti-

min olanaklari kullanilabilir. Buradaki m artidegerli tam sayisi, yapinin ¢okdegiskenlilik

diizeyini betimler. a,(cl J) ](6271' )
(J)

gelmektedir. u;”” (x1,x2) ise

ve a ise bilinen birlestirim katsayilar1 olarak giindeme

W () = k=0,1,2,.,) (4.166)

olarak tamimlanmaktadir. Bu terimler,

" 5,® 5,
. _ 7Y% . j . .
i) (1)) = SO0+ 5000, j=012.k (@167




bagintisini saglar. Sag yandaki terimlerin ilk carpanlarini, bilinmeyene gore tiirevleyerek
J _ j—1 k—j _ 5 (k=1)
S0 = im0 = S ) .0).
(k)
du;
x>

(1) = (k= Dxr(eyxa) " = (k— Nl (0 (0),02(1))
j=0,1,2,....k (4.168)

elde edilebilir. Bu yapi ise, (4.167), (4.164) ve (4.165) ile biitiinlestirilerek

k
i (0),x20) = Y e 0)x0) Y al Pl x0),x0))
/=0
k—1) Eon
(k= Y (a1 (1),x00) Y aul (0 (1),x ()
(=0
J=0,1,2,..k (4.169)

olarak yazilabilir. Burada bir kisitlama s6z konusudur. Sag yan ¢okterimlilerinin biitiin
terimlerinin ¢okdegiskenlilik diizeyinin esit oldugu durum incelenmistir. Genel yapidaki
sag yan cokterimlileri i¢cin de, benzer ama daha ¢ok terim igerecek yapilar ile ikinci

derecelilik elde edilebilir. Daha yalin bir anlatim i¢in

a(l’k) = [a(()l’k) a,(cl’k) T, a(z’k) = [a(()z’k) a,(cz’k)}T,
T
u® () = W (1 (6),x2(0)) e u® (xy (t),xz(t))] (4.170)

tanimlamalar1 yapilirsa,

il (1), 00) = w0 Lk Va4 g pelal L)

k=1,2,...m, j=0,12, ..k 4.171)

anlatimi s6z konusu olur. Burada, eg-kH) yoneyi, (k+ 1) boyutlu uzayin j’inci Kartezyen
birim yoneyini simgelemektedir. Eger taban cokterimlilerine yeni bilinmeyenler gozii ile
bakilirsa, yeni olusan siradan tiirevli denklem takimu ikinci derece sag yan islevleri igerir.
Agk) dizeyleri iki dig carpimin toplamidir. Ozdiizeyleri (ing: rank) iki degerindedir.
Dolayisiyla sag sifir uzaylari (k — 1) dogrusal bagimsiz yoney ile ortiiliir. Bu dizeylerin
sifir uzaylarinin dolu olmasi, bazi indirgemelere yol acgabilir ve erisilmek istenen bir

amag olarak uzay genisletimde eniyileme sorunu ile ilgili bazi bilgiler verebilir.

Ikiden daha cok bilinmeyen ve denklem oldugu durumda da, eger yap1 yine benzer

bicimde ise, benzer adimlarla ikinci derecelilik elde edilebilir. Aslinda buradaki
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olgu goriinenin daha o6tesindedir. Eger asil sorundaki sag yan islevleri tiirev altinda
kapal1 bir kiime olusturuyorsa, yeni tanimlamalar ile yeni bilinmeyenler iizerinden
cokterimlilige gecilebilir. Olusan cokterimli sag yan islevleri iceren yap1 da, burada
belirtilen adimlarla ikinci derecelilestirilebilir. Calismay1 ilerletici bu olgular ile ilgili
kisaca sunlar sdylenebilir. Siradan tiirevli denklemler icin olasiliksal evrim kullaniminda
erek, bir Isvicre ¢akisindan cikarir gibi uygun aygiti cikararak bizi baslangic deger
sorununun ¢oziimiine gotiirecek olgular1 yakalamaktir. Uzay genisletim ve ¢oziimciil
stirdiiriim (ing: analytic continuation) bagli bagina bir inceleme konusu olabilecegi gibi,

olasiliksal evrimin aygitlari olarak da degerlendirilebilir.

4.6.2 Sonlu sayida kosegenli iicgen evrim dizeylerinde 6zyinelemeli ¢oziim iireti-

mi
Eger iicgencil evrimde cokkodsegenlilik s6z konusu ise

Xj(1) = Ej % (0) + Bj X1 (6) + -+ Bj jmX (1), X;(0) =2/, j=0,1,2,...
(4.172)

biciminde bir 6zyineleme olusur. Bu 6zyineleme m’inci kerte siradan tiirevli bir
Ozyinelemedir. Bu yapiy1 tiirevden arindirmak icin yapilmasi gereken bagdasik (ing:

homogeneous) ¢oziimii giindeme getirerek
®j 4
x;(t) =e'Fii (a—x(’)> +/O dtel"RIE; ;1 xj1(T)

t t
+/0 dTC(I_T)Ej’jEj7j+2Xj+2(T) + - —|—/0 dTC(t_T)Ej‘jEJ"j_i_ij_,_m(T),

j=0,1,2,... 4.173)

esitligini olusturmaktir. Bu yeni Ozyinelemede sag yanda tiimlev islecleri ve
baslangi¢ kosullar ile ilintili bir terim gortilmektedir. Burada Xx;, X;; e baglaniyor
olsaydi, 6zyinelemenin iki terimli olmasinin getirecegi olumluluklar kullanilabilirdi.
Ama, burada X;,’ye dek terimler bulunmaktadir. Bu nedenle, yeni tanimlamalar
yapip denklem takiminmi genisletme ederini goze alarak, iki terimliligin getirecegi

olumluluklardan yararlanmaya caligilmalidir.

2 .
yWexy, yWexin o WeEximen o =012, (@174)

biciminde m adet biiyiikliik tamimlanabilir. Katsayilarda goriinen tiimlevler ise iki

altsirasayili timlev iglecleri olarak degerlendirilebilir.

~

t
k() E/0 dTe(tir)Ej’jEj7j+k(-), k=1,2,....m 4.175)
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(4.174)’de birinci bagintida j yerine (j+ 1) yerlestirildiginde olusan sag yan, ikinci
bagintidaki sag yana esittir. Bu olguyu ardisik her ikili i¢in géz 6ntine alarak (m — 1)
degisik 6zyineleme yazilabilir. Bu (m — 1) 6zyineleme, asil 6zyineleme ile biitiin-

lestirilirse

. ~ ~ (m - 2\ ®
V0 =T 0+ T2y 0+ T 0+ (a—x0)

2 1
v =y,
=y 2012, (4.176)

takimi olusur. Bu esitlikler, j’inci terim ile (j+ 1)’inci terimi iliskilendiren esitliklerdir.

Dolayisiyla iligkilendirilen terimlerin yoneysel olarak ele alinmasi yolu ile

" [ Ji I Tz o Iim |
Y1 (1) L, 0 0 0

yjt) = : , &= g Ij(—)rs 10 g 4.177)
¥y () DA

tanimlari yapilabilir. .5’; katsay1 dizeyi en list yataysirada tiimlev islecleri, onun altindaki

obeklerde ise birim dizeyleri igermektedir. Boylece y;(¢), yj+1(t)’ye Z araciligi ile

—_~ ® /

Vi(t) = Ziy 1 (t) + e (a . x(”>> e 01,2, (4.178)
o~ ®]J

yi(t) =Ly 1) + {e’Fl (a—x(r)>} T =012, (4.179)

biciminde baglanabilir. Bu iki terimli bir 6zyinelemedir. Burada yakinsama icin

belirleyici olan 68e 2 dizeyinin boyudur.
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5. DEGISMEZLIK EKLENIMLI UZAY GENISLETIMi YONTEMININ
AYRINTILANDIRIMI

5.1 Sorunun tanimi

Degismezlik Eklenimli Uzay Genigletimi (DEUG), OEY arastirimlar1 baglaminda ileri-
stiriilmiigse de, aslinda, OEY den bagimsiz olarak, dogrudan, STDlerin baglangi¢ deger
sorunlarina uygulanabilir. Tezin bu boliimiinde 6nceki boliimlerde sunulan esneklik
yonetiminin daha etkin bir bi¢iminde yapilandirimi ve tikiz sunumu bulunmaktadir. Bu
amacla, ikinci derece sagyanli acik STDlerin agagida verilen genel yapisini uygulayimeil

olarak giindeme getirebiliriz.
X(1) = Fo+ F1x(1) + Fox(1) ©? (5.1)

Burada, x(¢) ile, bilinmeyen islevleri 6ge alarak alan n 6geli yoney simgelenmektedir.
Fo, Fy, ve de, F; ile simgelenen ve ¢ bagimlilig1 bulunmayan biiyiikliikler, sirasiyla,
nx 1, nxn, ve de n x n? tiirinde dizeylerdir. Diger bir deyisle, Fo n 6geli bir degismez
yoneyi simgelerken; Fy, n? 63eli degismez dgeli bir dordiil dizeyi gostermektedir. F,
3

ile simgelenen biiyiikliik ise degismez 6gelerden olusan bir dikdortgen dizeyi, ya da, n

ogeli (kiibik) iicyonlii bir cokludizinin diizleme katlanmisin1 betimlemektedir.

(5.1)’e bir kosul eslik ettirmedikge, essiz ¢oziimden sozetmek olanakli degildir. Burada
baglangic kosullu sorunlara odaklanim istendiginden, a degismez 68elerden olusan bir
yoney olmak iizere,

x(0)=a=[a ... a,] (5.2)

ongoriimiinden sdzetmek gerekir.

5.2 Dordiilliige indirgeyim

5.2.1 Uzay genisletim

(5.1) ve (5.2) ile verilen denklemlerle betimlenen dizgenin dizge yoneyinin x(¢) o-

lacagim1 gormek hi¢ de zor degildir. Bu denklemlere DEUG uygulanimina gecilecek
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olursa, dizge yoneyini asagidaki bicimde genisletmek gerekir.

s(t):{ x(1) } (5.3)

an+1
Burada a,,11 zamanla degismez olan bir degistirgeyi gostermekte olup degeri bu an i¢in
belirsiz olarak diisiiniilmektedir. Zamana gore tiirev alarak (5.3)’ten asagidaki esitlikler

yazilabilir.

‘ ®2
S(l‘) _ X(t) _ Fy +F1X(Z)+F2X(I) (5.4)
0 0
Burada, basta verilen STD’in gegerliliginden yararlamlmistir. Ozenli bir inceleyis,
asagidaki iligkinin gecerliligini ortaya koyar.
x(1) €2
s =p | GrriX0) (5.5)
an1X(t)

2
an+1

Burada, P ile uygun bicimde tanimlanan (n+ 1)? x (n+ 1)? tiiriinde bir yerdegistirim
dizeyi simgelenmektedir. Bu yerdegistirim iliskisi ve yukaridaki (5.4) esitligi, s(t)
ile simgelenen ve DEUG ile olusturulan dizgenin “Dizge Yoneyi” olarak adlandirilan

biiytikliik icin, asagidaki STD’nin yazilabilecegi 6ngoriimiine gotiiriir.

$(t) = Gys(t) + GoP~ Is(r)*? (5.6)

5.2.2 Katsayilarin belirlenimi

Burada, G| ve G ile, sirasiyla, (n41) x (n+1) ve (n+41) x (n+1)? tiiriinde, degismez
ogeli, dizeyler gosterilmektedir. Bu dizeylerin 68elerinin, sonugta, (5.4) ile verilen
denklemle tutarli olarak belirlenimi gerekmektedir. Bu dogrultuda ilerleyebilmek i¢in

asagidaki obekgil ayristirim ongoriimlerinden yararlanmak gerekir.

1) )
G G
Gi=| i) o) (5.7
Gy Gy
2 2 2 2
ez | S S S O <
Gyi Goy Gz Gy
Burada 6bekgil ayristirim, (5.7)’de (n,1) x (n,1); (5.8)’de ise (n,1) x (n?,n,n,1)

tiiriinde ongoriilmektedir. Ote yandan, (5.5)’te de dizge yoneyinin Kronecker dordiilii
i¢in, tek yonlii, yani diiseyde, (nz, n,n, 1) tiriinde bir ayrigtirnm s6z konusudur. Dizge

yOneyinin 6ziinde ise (n, 1) tiiriinde bir ayrigtirim dogal olarak bulunmaktadir.
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5.2.3 Esneklik yonetimi

Bu ayristirimlar (5.7) ve (5.8)’le birlesik olarak (5.6)’da biitiinlestirilirse asagidaki

esitlik yazilabilir.

o Gﬁx(t)(@z—f— Gﬂx(t)%—anﬂ G%—FG% X(z‘)—I—anHGgg—|—613+1Gﬁ)t

=1 g0 ez, [ c? . g® a2 g?
2 1X(1) 55+ | Gy 1X(1) +ant1 (G + Gy ) [ X() +ant1Gy s + a1 Gy

5.9
Bunun sag yaninin (5.4)’iin sag yaniyla karsilagtirimi asagidaki esitliklerin yazimina

olanak verir.
Gﬁx(z) ®2 [Gglfx(t) +ayt1 (ngg + Gg) } x(t)+ an+1G(12 + a,zH_lG(li)t
= Fo+Fx(r) + Fpx(r) ? (5.10)

GEIX(0) 2+ | GYlIx(1) + a1 (632 +GE3) | x(1) + a1 GY) + a2 GE) =0
(5.11)

Bu esitlikler, x(7) yoneyinin Onci, Inci, ve de, 2nci Kronecker iisliileri iizerinde

olusturulmus dogrusal birlesimler arasinda esitlikler tanimlamaktadir. Bunlarin her

birinden ii¢ 6bekcil katsay1 denklemi elde edilebilir.

GO —Fo o (G G) R G+ G-
(5.12)
Gl =0, GV +au (62+61) =0, anGl)+al, 6 =0 (513)

Bu denklemlerde bilinmeyen olarak toplamda 12 6bek bulunmaktadir. Oysa varolan
denklem sayis1 6’dir. Dolayisiyla, 12 6bekten, yalnizca, altis1 diger dbekler tiiriinden
belirlenebilir. 6 6bek ise belirsiz kalir. Burada, G dizeyinin 6bekleri de belirsizler
arasinda segilebilir. Bu ise G dizeyinin biitiiniiyle belirsiz kalacagi anlamina gelir. Bu

belirsizlik istenildigi gibi kullanilabilir.

5.2.4 Birinci katsaymin birim dizey ile orantilandirim

Burada birim dizeyle orantililik yeglenecektir. Boylece, B bu an i¢in bilinmeyen bir
degistirge olmak iizere,

Gi = BlLust (5.14)
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Ongoriimii giilndeme getirilebilir. Bu 6ngoriim, (5.6) denklemini asagidaki yapiya
biirtindiirtir.

$(t) = BL,y1s(t) + GoP~ls(r) 2 (5.15)

Burada bilinmeyen tizerinde

s(t) = eP'5(1) (5.16)
doniistimii yapilirsa
$(t) = PGP 15(r) #2 (5.17)
elde edilir. Burada,
ePr—1

un) == (5.18)

ile tanimlanan islevle #’ye baglanan yeni bir bagimsiz degiskene gecilecek olursa

o= GoPI5(u)®? (5.19)

denklemine ulagilir. Burada s(u) ile s(¢) islevinde #’den u’ya geg¢isle elde edilen yap1

anlatilmak istenmektedir. A¢ik olarak bu durum

S(u)=s (W) (5.20)

tanim esitligi ile verilebilir. Yukarida izlenen yollara 6zenle bakarak (5.19)’a eslik

edecek baglangi¢ kosulunun
300)=[a1 a» ... ans1]” (5.21)

esitligiyle verilecegi yargisina giicliik cekmeden ulasilabilir.

(5.21)’in eslik ettigi (5.19) denkleminin sag yaninda bilinmeyene gore salt dordiil

terimlerin bulundugu bir yap1 var goriinmektedir.

5.2.5 Dordiilliige indirgeyim kanitsavi

Boylece, buradan 6nemli bir kanitsava erismis bulunmaktay1z:

Dordiilliige Indirgeyim Kamitsavi:

Herhangi verilen 6zerk ikinci derece siradan tiirevli denklem takimi, Degismezlik
Eklenimli Uzay Genisletimi’yle, bir dordiil siradan tiirevli denklem takimina indirgene-
bilir.
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Bu olgu, goriindiigiiniin 6tesinde getirileri olan bir olgudur. Dordiilliige indirgeyim
kanitsavinin [69, 70] sirasayili kaynaklardaki ¢ikarimlarla biitiinlestirimi, aslinda biitiin
cokcokterimli sag yan islevleri iceren denklem takimlarinin, uzay genisletim tabanl
yontem ile dordiil sag yan islevleri iceren denklem takimlarina doniistiiriilebilecegi

olgusunu iiretir.

(5.19) denklemini daha yalinlastirmak icin agagidaki tanim yapilabilir.
M; =GP ! (5.22)

Buradaki M dizeyi, daha 6nceki aragtirrmlarimizda giindeme getirdigimiz, bir asamali

rakgoriire karsilik gelmektedir. Bu tanimin yanisira,
a=[a ay ... ans1]” (5.23)

tanim1 da yapilirsa, artik, odak denklemimiz asagida verilen yapida olur.

- =M;s(u)®?, 5(0)=a (5.24)

5.3 Ozyineleyim ile ¢oziim

Bu denklem ve eslik eden baslangic kosulu asagidaki tiimlev denkleme doniistiiriilebilir.
u
Su)=a+ / daMS (7) 2 (5.25)
0

Burada ilerleyebilmek igin s () “2 bilinmezinin belirlenimi gerekmektedir. Bu amagla
(5.24)’ten asagidaki denkleme gecilebilir.

d3(u) 2
du

=Mys(u)®3,  §5(0)%* =a®? (5.26)

Burada

M =L, M +M; ®I, (5.27)

tanim1 gecerli olup asagidaki tiimlev denkleme gecmek de olanaklidir.
Su)®? —a® 4 /O " diMLs (1) (5.28)
Bunun (5.25)’te kullanimi, baz1 ara islemler sonrasinda,
S(u) =a+uM;a®? + /0 Cduy /0 " dusM Mys (1) ™ (5.29)
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ve buradan da, kesimcil tiimlevleyimle,
~ o~ ~®2 u ~ ®3
S(u) —a+uMa +/ dity (it —uy) M M3 (1)) (5.30)
0

denklemine ulasilir. Bu kez dizge yoneyinin Kronecker iiciisliisii icin denklem olusturup
denklemin sag yanim salt dizge yoneyinin Kronecker dortiisliisiine bagimli duruma

getirmek ve bu yolu yineleyisli olarak izleyerek asagidaki denkleme ulagmak olanaklidir.

Jj—1 l/tk 1 u . .
§u = —T 5®k+1—}——/ duy (u—u ]_lT',gu ®]+17 .:031727"'
( ) k:()k! k (]_1)' 0 1( 1) J ( 1) J
(5.31)
Burada .
J
T;=[]M, j=0,1,2,... (5.32)
k=1
j-1 ,
M; =Y I*eM oL =12, (5.33)
k=0

tanimlar1 gecerli olup “Bir ¢arpimda sirasayinin alacagi degerlerin enbiiyiigii enkiicii-
gilinden kiigiikse carpim 1 alimir” uylagimina uyulmaktadir. M; bir yatay dikdortgen
dizey olup n/*! boyutlu bir Kartezyen uzaydan n/ boyutlu uzaya doniisiim yapmakta,
diger bir deyisle, irakgérmektedir. Bu yiizden ona, “Bir asamal1 irakgoriir” adin1 vermek
olanaklidir. T; ise j sayida ardisik bir agamali rrakgdriiriin toplam etkisini yansitmakta,

diger bir deyisle ““j asamali irakgoriir” niteligi tasimaktadir.

5.3.1 Yakinsayis inceleyimi

(5.31)’de yakinsayis durumunu saptamak i¢in sag yanin basindaki sonlu toplamlar
tizerindeki “kesimcil toplamlar dizisinin yakinsadigini” kanitlamak yeterlidir. Bu
amacla, altcarpimcil bir boy tanimi kullanarak asagidaki boy esitsizliklerini yazmak
olanaklhdir.

IMy[| < jIMyll, =12, (5.34)
Ty <jtval/,  j=12,.. (5.35)

Bunlarsa asagidaki yakinsaklik kosuluna gotiiriir.

I [} jal| fu] <1 (5.36)

Artik, belirsiz biiyiikliiklerin belirlenimine gecebiliriz.
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5.4 Boy dordiilii enkiiciikleyimi ile esnekliklerin belirlenimi

Bu amagla, (5.36) esitsizliginin sol yanindaki anlatimin olabildigince kii¢iiltiimiinii erek
olarak secgebiliriz. Bu yolda, zamandan bagimsiz bir kii¢iiltiim kullanmak yeglenecek
olursa, salt M dizeyi ile a yoneyinin boylar ¢arpimini en kiiciik degerine bastirmak
giindeme getirilmelidir. Bunun i¢in de, dordiil islevlere gotiirdiigii icin, Frobenius boyu

ile calistigimizi ongorelim. Bu boy i¢in
M || = iz(MIM,) =iz (M;M]) (5.37)

yazilabilir. Bu tanima gore, 6bekgil ayristirimli verilen bir dizeyin boyunun dordiilii
obeklerin boy dordiillerinin toplamina esittir. Acik anlatim i¢in dnce M; dizeyinin
obeklerinin acik anlatimlarinin verilimi gerekir. Bu dogrultuda, ilk olarak G dize-
yinin 6beklerinin, (5.14) 6ngoriimii altinda, asagidaki gibi yazilabilecegini bagintiya

dokmekte yarar bulunmaktadir.

Gl'|=pL, G{)=0, Gii=0, G}i=p (5.38)

) ) ) ’

Bunlarin ve (5.12) ile (5.13) denklemlerinin ¢6ziimlerinin kullanimi G, dizeyi i¢in

asagidaki agik obekcil yapiya gotiiriir.

F, G{) g-F - /3 I,-G?) —F

G, — Gnt1™" Gnt1 el (5.39)
@) @)
0 Gy, —-G;) T
Buradan
2 1 2 1 2
IGa > = )+ 6 +\—F1— Pr, 62| + Ikl +2] 6
’ ap+1 ap+1 ' Ayt ’
2
+f_ (5.40)
Ap41

yapist elde edilir. P ile simgelenen yerdegistirim dizeyinin bir dondiiriim dizeyi olusu
onun evriginin devrigine esit olusunu gerektirir. Bu ise M; = GoP~! 6zdesliginden

dolay1 (5.40) yerine

1
F- P I, -G

g 1)+ 2|62
ap+1 Ap+1 a4 2.2

2
2 2 2
My = B+ ]| 63 +\
n+1

2
+§— (5.41)
Api1
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yazimina olanak verir. Bu ve (5.40)’ta belirsiz degistirgeler, B ve a,, 11 sayillar1 yanisira,

(2)

n X n tiiriindeki Gl’2 dizeyinin n? sayida dgesiyle 1 x n tiiriinde dizey ya da n 63eli bir
yoney devrigi olan Gg’nin n sayida 0gesinden olusur. Yukarida sozii edilen eniyileyis
bu degistirgelere gore yapilmalidir. Bu degistirgelerden, a’da da igerilen a,,, | disindaki-
lerin tiimii yalnizca (5.40) ve (5.41)’in sag yanlarinda goriiniir. Diger bir deyisle, onlar
salt M dizeyinin boyunu etkileyebilirler. Bu yiizden bu boyu enkiiciikleyecek bigcimde

secilebilirler.

2)

M; dizeyinin boy dordiiliiniin G, bilinmeyeninin 6gelerinden herhangi birine gore

tiirevi alinip sifira esitlenirse o 6genin degerinin sifir olusu yargisina varilir. Bu ise

GH=0 (5.42)

)

arasonucuna gotiiriir. Bu ise (5.41) yerine

2 2
2112 1 2 1
O N et i O 1} PR
; a a , 4 2
n+1 n+1 an+1 an+1
(5.43)

yazimmna olanak saglar. Ilerleyebilmek icin [ degistirgesine gore tiirevleyisten

yararlanabiliriz. Bu dogrultuda once asagidaki esitligi yazmakta yarar vardir.

2 2
1 2 n+1 . 1 2
F- P I, -G +—§ == ﬁz—Iz(—Fl—G(%) P
an+1 an+1 ’ a1 Ay an+1 ) Qn+1

T
+1z{ ( L - G@) (LFl - GQ) } (5.44)
an+1 ’ an+1 ’

Buradaki anlatimin sag yaninin f3’ya gore tiirevi alinip sifira esitlenirse

1
b= i) (F1—an163) (5.45)

(2)

bigiminde bir anlatim ortaya ¢ikar. G, dizeyine gore eniyileme igin 6nce asagidaki
esitlifi yazmakta yarar bulunmaktadir.
2
1 2 n . 1
P +HG§2§H - BZ—IZ( FI—G@) P

F| — 3
an+1 an+1 a, i1 an+1

LGl
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(2)

Buradaki sag yan anlatiminin ilk iki teriminde G, dizeyinin kosegen dis1 6geleri
bulunmamaktadir. Dolayisiyla, bu anlatimin bu kosegen dis1 6gelerden herhangi birine

gore tiirevinin sifira esitlenimi agsagidaki arasonuca gotiiriir.

1
G(2>] - F,]. ik=12...n j+k 5.47
[ 1,2 ik 2an+1 [ 1]]7](7 Js IRy (7 ]7& ( )

Kosegen 6geler icin elde edilen sonuglar biraz daha degisik olmakla birlikte aym

diisiinciil yoldan belirlenebilirler.

1 B
G(Z)] _ F - . j=12,..n (5.48)
[ 1,2 JsJ 2anJrl[ l]jd 4an+1 /

Boylelikle G@ dizeyinin tim 6geleri f tiirtinden belirlenmis olur. Ancak, 8 bu anda
yine de bilinmez gibi durdugundan acik olarak belirlenimine gegmek gerekir. Bu

amacla, (5.48)’in her iki yani j lizerinde 1°den n’ye dek toplanirsa asagidaki esitlik elde

edilir.
. 1 . n
iz (61} = 5—Iz(F)) - 5.49
‘ 1.2 2a,41 Z( 1) daniq ( )
Bu esitlik (5.45) ile biitiinlestirilirse
= Iz (F 5.50
P Tn+8 z(F1) ( )

elde edilir. Boylece, daha 6nceden f tiiriinden saptanmis olan hersey belirsizlik igermek-
sizin saptanmig olur ve verilen bir a, 1 degeri icin M; dizey boyunun enkiiciiklenimi

gerceklestirilmis olur. Geriye a,1’in belirlenimi kalr.
Bu ana dek izlenen yoldaki adimlardan sonra, (5.47), (5.48), ve de, (5.50) nin biitiinles-
tirimine gegilebilir ve asagidaki esitlik yazilabilir.

1 11
2ane1 - Tn+82ans

GV = iz(F))1, (5.51)
Artik, M dizeyinin boyuna doniilebilir ve belirlenmis bulunulan tiim biiyiikliiklerin
bulunmus olan degerleri kullanilarak, belirsiz degistirge olarak yalnizca a,1’e bagimh

olan bir anlatima varilabilir. Bu yolda, once asagidaki esitlikler yazilabilir.

2 1Bn+16) 1 .
HG%H = HF1||2—( n 2> —Iz(F))° (5.52)
7 4, (Tn+8)% 4a;, |
1 2 1 33n+48) 1
P L-GY)| = HFIHZ—( nt 2) —1z(F))?  (5.53)
A1 Ant1 : da, ., (Tn+8)* 4a;
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B> 4 1

a;%+1 (Tn+38)> rzz—H

Bunlarin (5.43)’te kullanim1 asagidaki esitlige gotiiriir.

iz (F))? (5.54)

P g 8y 2 1+ ol
(5.55)

|y

1
2 2
IV [ (an+1) = [[F2" + 5

an+1 n+1 an+1

Burada, a,1’e olan bagimlilik boy simgesini izleyen ayiraclar arasinda yazimla
vurgulanmig olup, sag yanin ortasindaki iki terim, (5.52), (5.53), ve de, (5.54)’lin
sag yanlarinin toplamindan gelen, dolayisiyla, aslinda, ii¢ art1 degerli anlatimin toplami

olan bir yap1 tasir. Bu ise

(23n+24).
(7n+8)?

yazilabilecegi anlamina gelir. Bu da, M; dizeyinin boy dérdiiliiniin 1/a? a, . biiyukliigiine

IFy %~ iz(F)* >0 (5.56)

gore ikinci dereceden, salt art1 katsayili, bir ¢cokterimli oldugunu anlatir.

an+1 degerinin belirlenimi icin asagidaki esitligin de gézoniine alinimi gerekir.
~112 2
12117 (an+1) = llall* +ajy (5.57)

Boylece, acik yapisi asagida verilen biiyiikliik bir degiskenli bir islevimsi olarak kulla-

nilabilir.
_ 2 1~112
J(an+1) = [My]|”[a] (an+1)
= (qun o IR = (P o]
%t (Tn+38)? | Apy1
< (llall*+a2) - (5.58)

Eniyilenmis degeri saptamak icin (5.58)’in sag yaninin a% 41 ye gore tiirevlenip sifira
esit kilinarak elde edilen denklemin ¢6ziimii gereklidir. Bu de8erin imsiz dordiilkok
degerinin art1 ve eksi imlisi a,41’in aranan eniyileyim degerleridir. Hangisi alinirsa
alinsin J’nin en kiigiik degeri esdeger kalir. Boylece, tiim belirsizlikler kaldirilip somut

anlatimlara erisilim olanag yaratilmis olur. arzl n

| nin eniyilenen degerinin ¢oziimciil
anlatimi ilke olarak elde edilebilir olsa da uygulayimcil olarak sayisal elde edilim
yeglenebilir. Tipki, iiglincii derece ¢okterimlilerinin koklerinin belirleniminde oldugu

gibi.
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6. SONUCLAR

Bu tezde baslangi¢c deger sorunlarinin ¢oziimii icin olasiliksal evrim yaklagiminin
etkinliginin artirrmina egilindi. En genel anlamda bir etkinlik artirrmin oldukc¢a
ayrintili bir sorun olmasindan dolay1, sag yani ikinci derece ¢ok¢okterimli olan denklem
takimlarina odaklanildi. Bu 6zel yapinin olasiliksal evrim yaklagimi ile ¢oziimiinde

yakinsayim ve bilgisayim karmagiklig1 bakimindan getiriler saglayacak adimlar atildi.

Olasiliksal evrim yaklagimi, ayriklagtirim tabanli bir yontem degildir. Ayriklagtirim,
dogas1 geregi, yerel bir yontemdir. OEY ise tiimeyaygin yapidadir. Bu nedenle, ayrik-
lagtirim tabanli yontemlerin ana sorunu olan yanilgi y1gilimi, OEY’de bulunmamaktadir.
OEY’yi ayricalikli bir yontem yapan en onemli olgu budur. Bu tez, OEY nin siklikla
kullanilan yontemlerle yarisabilir bir duruma gelmesi i¢in yakinsayim ve bilgisayim
karmasgiklig1 baglaminda ne gibi adimlar atilabileceginin bulunup, ayrintili olarak

incelenimidir.
Geligtirilen olgular ve elde edilen bulgular asagidaki gibi topluluklandirilabilir.

YoOntemin sunulmasi ve kesin ¢oziimiin bicimsel olarak gosterilmesi baglaminda atilan

adimlar ve bu adimlar ile elde edilen 6zgiin bulgular soyledir.

e Dolaysiziislii toplamdiziler ile Taylor toplamdizileri arasindaki iligki bazi igleg¢

tanimlarindan yararlanilarak ayrintili bir bicimde ortaya kondu.

e Dolaysiziislii toplamdizilerin katsayilarinin da Kronecker {isliiler oldugu, Taylor
acilimindan degisik olarak, dolaysiziislii toplamdizilerde esneklikler bulundugu

gosterildi.
e Bu esnekligin diizeyinin belirlenimi i¢in izlenmesi gereken yol, somut olarak verildi.

e Esboliiniim kanitsavi, uzbilimcil yapida, bir enkiiciikleme sorununun ¢oziimii olarak

ortaya kondu.

e Konik sag yan islevleri olan denklem takimlarina egilindi. Bu durum i¢in bi¢imcil

coziim elde edildi. Tiimlev isleclerinin baglangic yoneyinin Kronecker iisliilerine
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etkisini barindiran sonsuz bir toplamdizinin soldan bir iistel dizey ile carpiminin s6z

konusu oldugu gozlemlendi.

Yaklagik ¢o6ziim (kesme yaklagstiranlar1) elde edinimi ile ilgili ise bulgular asagida

verilmistir.

e Cokbilinmeyenlilik durumundaki iicgencil ikinci derecelilik ayrintili olarak islendi.
Bu durum, konik sag yan islevi kullanimi ve ilgili toplamdizi acilimi noktasi
belirlenimi ile saglanmaktadir. Oldukca kisith olan bu yapida yakinsama ile ilgili

bazi kuramsal olgular soylenebilmistir.

e Bir bilinmeyenli iicgencil ikinci derecelilik durumu i¢in yakinsama bolgesinin
sag yan islevlerinin kokleri tarafindan belirlendigi gosterildi, bu bolge disinda da

yakinsama elde edebilmek i¢in ¢oziimciil siirdiiriim yontemi onerildi.

e Sonlu sayida kosegenliligin getirileri somutlastirildi. Bu durumda ¢oziim iiretimi

icin dzyinelemeli bir ¢izem olusturuldu.

e Ucgencil ikinci dereceliligin olmadig1 durumlarda, iicgencil ikinci dereceliligin

getirilerinden yararlanabilmek icin uzay genisletim 6ngoriildii.

Bilgisayimi yalinlastirict olgular baglaminda yapilanlar asagida belirtildigi gibidir. Yine,

iicgencil ikinci derecelilik durumuna egilinmistir.

e Birbirinden degisik boyuttaki dizeyler icin degistirim tanimi yapildi. Bu 6zellige

dikdortgencil degistirimlilik ad1 verildi.

e Kronecker toplamdizisi katsayilarinin dikdortgencil degistirimli olmalar1 durumunda
bicimcil ¢oziimdeki toplamdizide bulunan yapinin ¢carpimeil olarak, zamana bagiml
dordiil (ing: square) carpan ve zamandan bagimsiz dikdortgencil carpan olarak

ayristirtlabilecegi gosterildi.

e Zamana bagimli dordiil carpanda bulunan dizey cekirdekli tiimlev yapisinin daha

kolay islenebilmesi i¢in dizge yoneyinin bir sayil ile genisletimi 6nerildi.

e Bu uzay genisletimli yapiy1 kullanarak dolaysiziislii toplamdizinin ilk katsayisinin

(0 sirasayili katsay1) sifirlanabilecegi gosterildi.
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e Bu yapidaki esnekliklerin 1 sirasayili katsayiy1 birim dizey ile orantili yapmak i¢in

kullanilabilecegi gosterildi.

e Bu secimlerin sonucunda toplamdizinin terimlerinin tiimlevden arindirilabilecegi

gosterildi.

e Dikdortgencil bir dizeyin Kronecker iislii yoneye etki ettirilmesini i¢ceren dikdort-

gencil 6zdeger sorunu tanimlandi.

e Bu adimlarla yalinlagtirilmig ¢6ziimdeki 2 sirasayili katsayinin dikdortgencil 6zdeger
sorununun baglangi¢ deger sorununun ¢6ziimii ile ilintili oldugu belirlendi. Baglangi¢
kosulunun belirli egriler {izerinde verilmesi durumunda, ¢dziimiin bu dizeyin dikdort-

gencil 6zyoneyleri olacagi gosterildi.

e Bagslangi¢ kosulu iizerinde bir kisit kogsmadan yalinlagtirnm i¢in Yiiksek Boyutlu
Model Gosterilimi tabanli yontem olusturuldu, bu yontemin etkin bicimde kullanimi1

icin izlenmesi gereken adimlar belirtildi.

Ucgencil olmayan ikinci derecelilik durumu igin dnerilen degismezlik eklenimli uzay

genigletimi baglaminda ayrintilandirilan olgular sdyledir.

e Degismezlik eklenimli uzay genisletimi (DEUG) yontemi olasiliksal evrim yak-
lasimindan bagimsiz olarak yeniden ele alind1 ve esnekliklerin goriinenin Gtesinde

oldugu belirlendi.

e DEUG baglaminda kullanilan indirgeyim, dordiilliige indirgeyim kanitsavi olarak
ortaya kondu. Bu kamitsav ile, biitiin cok¢okterimli sag yan islevli STD takim-
larinin, yalnizca ikinci derece terimler iceren ¢okcokterimli STD takimlari olarak

gosterilebilecegi vurgulandi.
e Boy coziimlemesi ile OEY nin yakinsayim bolgesi yeniden vurgulandi.

e Boy dordiilii enkiigiikleyimi ile DEUG baglamindaki olasiliksal evrim yaklagiminda

ortaya ¢ikan esneklikler eniyilendi. Dolayisiyla yontem egsizlestirildi.

Olasiliksal evrim yaklasimi baglaminda, sag yanlar: ikinci derece ¢okcokterimli iglevler

olan birinci kerte acgik 6zerk siradan tiirevli denklem takimlarinin ¢6ziimii icin etkin bir
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yontem gelistirilmistir. Bu ¢aba ile, nemli kanitsavlar ileri siiriilmiig, 6zellikle dogrusal

olmama olgusunun dogrusalligin olgular1 kullanilarak daha iyi islenmesi saglanmistir.
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EK A: Uzay genisletim

Uzay genisletimle 6zerklik elde edinimi

Buradaki incelemelerimizde 6zerk (ing: autonomous) STDlerle ilgilenecegiz. Bu tiir
bir bilinmeyenli acik (ing: explicit) denklem asagidaki esitlikle verilebilir.

E)=r(&@F), &(0)=a (A1)

Burada 6zerkligi saglayan, sagyan islevinin ¢ bagimsiz degiskenine agik olarak bagimli
olmamasidir.

Ozerklik varsayimi genellik yitimine neden olmaz. Bunu kanitlamak amaciyla

E()=f(E(t),), E(0)=a (A.2)

denklemi g6zoniine alinip
Si(t)=8(1), &) =1 (A3)

tantmlamalar1 yapilirsa

5:1 = filk,&)=r(&1,8),  &(0)=a
& = fH&,8) =1, &(0)=0 (A4)

denklemlerine ulasilir ve bu denklemlerin sagyan islevlerinde ¢ deg8iskenine acik
bagimlilik yoktur. Boylece bilinmeyen sayisinin 1 arttirllmasiyla 6zerklik saglanmis
olur. Bu yeni denklem takimi iki bilinmeyenli oldugundan durum uzay1 da (ing: state
space) iki boyutludur. Oysa, (A.2) denklemi bir bilinmeyenli oldugundan durum
uzayinin boyutu 1 degerindedir. Ama bu bir boyutlu uzayda denklem yapis1 duragan
degildir. Zamandan zamana degisir. Ozerklik sagyan islevlerinin ve dolayisiyla
STDin duragan yani zamanla degismez olmasini saglar. Durum uzay1 boyutundaki bu
artis “Uzay Genisgletim” olarak nitelendirilebilir. Dolayisiyla, uzay genisletim yapisal
kolayliklar getirici bir yaklasim olarak ortaya ¢ikar.

Uzay genisletimle sifirlanma olusturumu

Eger x, f(x) islevini sifirlayan bir konum degilse fj sifirlanmayacak ve Evrim Dizeyi
iist Hessenberg yapisinda olacaktir. Bu durumdan kacinmak icin uzay genisletimiyle
sagyan islevlerinde sifirlanma 6zelligi olan bir denklem takimina ulagsmak olanaklidir.

E(t)=f(E(t)) (A.5)

denkleminde
Si(t) =&(1) (A.6)
ve

&a2(1) = £(&(2)) (A7)

tanimlamalar1 yapilirsa

&) = F(E0)E() = FE@)f (E()) (A.8)

ve buradan

& (1) =&(1)f (&) (A.9)



ile .
E1(1) =& (1) (A.10)
denklemlerine ulagilir. Bu son iki denklemin sagyanlari, artik, yeni bilinmeyenlerde,

sifirlanan konumlar barindirmaktadir. Dolayisiyla bu genigletilmis denklemlerde
Hessenberg blok yapisindan kaginilmig bulunulmaktadir.
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EK B: Olasiliksal evrim yaklasimi MuPAD betigi

/* R b b b b b b b b b b b b b S b b b b b b d b b S 2 b (b d b b (i 4 */
/* Bu betik, sag yani ikinci derece «/
/* cokcokterimli olan bir 2 bilinme- =/
/+ yenli dizgenin olasiliksal evrim */
/+ yaklasimi ve degismezlik eklenim- */
/+ 1i uzay genisletimi ile cozumu i- */
/+ cin atilan adimlari icermektedir. =*/
/* bita ve ksi eniyileyimi eklenmis— =/
/* tir. Ksi, DEUG baglaminda eklem- «/
/* lenen sayildir. */
/+ Son guncelleyim: 3 Ocak 2014 x/
/* R b b b b b b b b b b b b b S b b b b b b d b b S b b (b dh b b (g 4 */
DIGITS:=40:

/* R b b b b b b b b b b b b b b b S b b b g b b S 2 b b g b b (g 4 */
/* Goreturev isleclerinin tanimi */
/* R R b b b b b a2 b b b b b a2 b S b b b S b b S 2 b b g b b g 4 */
D1 := (y) —-> diff(y,x1):

D2 := (y) —-> diff(y,x2):

/* R b b b b b b b b b b b b b e b b b b b b d b b I b b (b d b b (i 4 */
/+ Sag yan islevlerinin belirtimi x/
/* R b b b b b b b b b b b b b b b b S b b b a2 b S 2 b b db b b (g 4 */
rl:= (x1,x2)-—> x1+x2+x1*x2:

r2:= (x1,x2)-> x1-x2"2+1:

Mat := Dom::Matrix():

/* R b b b b b b S b b b b b b b b b b b b b a2 b b 2 b (b dh b b i 4 */
/* Yonelegim yoneyinin tanimi *x/
/* R b b b b b b b b b S b b b b b b b b b b S b b S b b b db b b (g 4 */
GradYoneyi := () —-> Mat([[args()]]):

/* R b b b b b b b b b S b b b b b S b b b g b b S 2 b b g b b (g 4 */
/+ Sag yan isleverini iceren yoney */
/* R R b b b b b S b b b b b b b b S b b S b b S 2 b b g b b (g 4 */
R := ()-> Mat([rl(args()),r2(args())]):
/* R R b b b b A b b I b b b S b b S b b S b b S 2 b b g b b g 4 */
/+ Islec yoneyinin iccarpim ile yo- */
/* neye etki ettirimi x/
/* R b b b b b b b b b e b b b e b b S b b b b b b S 2 b b db b b (g 4 */

uygula := proc(u_gy, u_f)
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begin
u_retvec:=Mat (nops (u_gy), 1) :

for u_i from 1 to nops(u_gy) do
u_retveclu_i]:=u_gylu_1i] (u_1£)
end_for:

return (u_retvec) :
end_proc:

/* R R b b b b b b g b b b 2 b b 2 b b b b b b g b b dh b b Sb g b b4
/* Islec yoneyinin Kronecker uslusu-
/* nun belirlenimi

/* R R b b b b b b I b b S b b b I b b S b b b I b b b b b ab 2 b (b 4
kroneckerPowerOp := proc (krpo_u, krpo_
begin

if krpo_j = 0 then

end_if:
krpo_ret_vec:=krpo_u:

i

f krpo_j = 1 then
return( krpo_ret_vec ):

end_if:

for krpo_itl from 2 to krpo_j do
krpo_ret_vec2:=Mat (nops (krpo_ret_vec)

*nops (krpo_u) , 1) :
krpo_ind:=1:

for krpo_it2 from 1 to nops (krpo_ret_vec)

*/
*/
*/
*/

J)

for krpo_it3 from 1 to nops (krpo_u)

krpo_ret_vec2 [krpo_ind] :=krpo_ret_vec[krpo_it2]
@ krpo_ulkrpo_it3]:

krpo_ind:=krpo_ind+1:
end_for:
end_for:
krpo_ret_vec:=krpo_ret_vec2:

end_for:
return (krpo_ret_vec2)
end_proc:

/ *
/ *
/ *
/ *

R b b b b b b I b b b b b b I b b b b b b b b b b b b Sh S b b 4
Yoney Kronecker uslusunun belir-
lenimi

R I e AR dh b b b b b S S dh dh Sb b b b b S i S dh dh b b b b i 3

kroneckerPower := proc(krp_u, krp_Jj)
begin

i

f krp_j < 0 then
return (Mat ([0])) :

elif krp_j = 0 then

return(Mat ([1])) :

end_1if:
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*/
*/
*/
*/

do

print ("kroneckerPowerOp not defined for 0"):

do
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119
120
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128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141

krp_retvec := krp_u:

for krp_i from 2 to krp_j do

krp_retvec:=1linalg: :kroneckerProduct (krp_retvec

, Krp_u)

end_for:

return (krp_retvec) :
end_proc:

/* R R b b b b b S b b S b b b S b b S b b S b b S 2 b b g b b (g 4 */
/* Kronecker uslu toplamdizi katsayi =/
/* belirlenimi (bir islev icin) */
/* R b b b b b b b b b b b b b e b b b b b b d b b I 2 b (b db b b (g 4 */
F_bul := proc(rx, F_bul_itl)
begin

if F _bul itl = 0 then

return (evalAt (rx, (x1=0,x2=0))):
end_if:
tmp_F_bul:=(1/(F_bul_itl!) \
* uygula (kroneckerPowerOp (GradYoneyi (D1,D2)
, F_bul itl), rx)):

return (evalAt (tmp_F_bul, (x1=0, x2=0))):
end_proc:

/* LR b b b b A b b A b b A b b b b S b b b b b S */
/* Butun dizey katsayilarin belirle— x/
/* nimi */
/* R R b b b b b S b b S b b b a2 b S b b b S b b S b b b g b b (g 4 */
F_asil(0) :=Mat (nops (R(x1,x2)),1):

for iter_Fa_all from 1 to nops(R(x1,x2)) do
F_asil(0) [iter_Fa_all]:=evalAt (R(x1,x2) [iter_Fa_all]
, (x1=0,x2=0) ):
end_for:
for iter F _ind from 1 to 2 do
F_asil(iter_F_ind) :=Mat (nops (R(x1l,x2))"iter_F_ind
, hops (R(x1,x2))):
for iter_F_all from 1 to nops(R(x1l,x2)) do
F_asil(iter_F_ind) :=linalg::setCol (F_asil (iter_F_ind)
, iter_F_all, F_bul (R(x1l,x2) [iter_F_all]
, iter_F_ind)):
end_for:
end_for:
F_asil(l):=linalg::transpose(F_asil(1l)):

F_asil(2):=linalg::transpose(F_asil(2)):

/‘k R b b b b b b b b b S b b b b b S b b b g b b S 2 b b g b b (g 4 ‘k/
/* DEUG ile genisletilmis dizey kat— x/
/* sayilara gecis */

/* Rt b b b b b b dh dh Sh Sh b b b b b J 2 Sh Sh Sh b Sb b b b 2 2 4 g4 */
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F_asil_aug(l) :=Mat::concatMatrix (F_asil (1), 1/ksi*F_asil(0)):
F_asil_aug(l) :=Mat::stackMatrix (F_asil_aug (1)
, Mat (1,Mat::matdim(F_asil (1)) [2]+1)):

/* R I S Ih Ib b b b b S 2h SR Sh Sb b b b b S 2 S g dh Ib Sb b b i 3 */

/* En bastaki denklem sayisi tanimi x/

/* PR A b b b b b b b b b b i b b b b b b b b b b b b b b b i b b4 */
n:=Mat::matdim(F_asil (1)) [1]:

/* R i b b b b b b b b b b b d b b b b b b b b b b b b b b b i b b g ‘k/
/* Esneklikli genisletilmis birinci =/
/* katsayi dizeyinin belirtimi x/

/* PR A b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b i b b4 */
F_asil_faug(l) :=bitaxMat::identity (n) :

/* R R b b b b b b g b b b 2 b b A b b A b b A b b dh b b Sh S b b4 */
/* Yerdegistirim dizeyi tanimi */

/* R I G AR dh b b b b b S b dh dh Sh b b b b S S dh dh Ih S b b i 3 */

permat :=proc (pm_n)
begin
pm_retmat:=Mat (1,pm_n"2+2xpm_n+1) :
pm_retmat[1l,1]:=1:
for pm_i from 2 to (pm_n+l)"2 do
pm_temp := Mat (pm_n"2+2xpm_n+1,1) :
if (pm_i mod pm_n+1)=0 and pm_i<(pm_n"2+pm_n) then
pm_temp [pm_n"2+pm_i/ (pm_n+1),1]:=1:
elif (pm_i<pm_n"2+pm_n) then
pm_temp [pm_i-floor (pm_i/ (pm_n+1)),1]:=1:
else
pm_temp[pm_1i,1]:=1:
end_1if:
pm_retmat:=Mat::stackMatrix (pm_retmat
, linalg::transpose (pm_temp)) :
end_for:
end_proc:

/* R I b b b b b b b b b b b d b b b b b b b b b b b b b b b b b b g */
/* Ikinci katsayi dizeyinin bulunumu =/

/* R I d SR dh db b b b b S S dh dh Sh b b b b i S dh G Ih b b b i 3 */

Gl2(2):=1/(2+ksi)*F_asil (1)-1/(7*n+8) 1/ (2xksi)\
*1linalg::tr(F_asil (1)) *Mat::identity (n):

G22(2) :=Mat (1,n) :

F_asil_faug(2) :=Mat::concatMatrix(F_asil(2),Gl2(2)):

F_asil_faug(2) :=Mat::concatMatrix(F_asil_faug(2)

,1/ksi*F_asil(l)-bita/ksixMat::identity(n)-G12(2)):
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206 F_asil_faug(2) :=Mat::concatMatrix(F_asil_faug(2)

207 ,1/(ksi”2)*F_asil(0)):

208 F_asil2 _alt:=Mat::concatMatrix (Mat (1,n"2+2*n), [-bita/ksi]):
209 F_asil_faug(2) :=Mat::stackMatrix(F_asil_faug(2),F_asil2_alt):
210 F_asil_faug(2) :=F_asil_faug(2)

211 * (permat (Mat::matdim(F_asil (1)) [1]))"(-1):
212

213 /* hkxkkkkrhkhkkxkhkkkrhkhkkkxkhkkkrxhkkkxx */

214 /* bita belirleyim x/

215 /* R b b b b b b b b b b b b b i b b b b b b S b b b 2 b (b a4 */

216

217 bita := 2/ (7+*nops (R(x1,x2))+8)*1linalg::tr(F_asil(1l)):

218

219 /* R b b b dh b b b b b b b b b e b b S b b b b b b S 2 b b d b b (g 4 */
220 /* bita’nin sifirlanimi celiski ure- =/
221 /x tebilecek bir olgudur. Dolayisiy— =*/
222 /* sifirlanima karsi onlem alimi ge- «/
223 /* reklidir. */

224 [k kkxkkkkk Ak hkkkxkkkkrhkhkkkxkkkkxhkkkxx */

225

226 1if bita = 0 then

227 bita := bita + 0.00001:

228 end_1if:

229

230 /* R e b b b b b b b b b b b b b b b b I b b d b b b b b b i 4 */
231 /* Irakgorurun bolumlerini betimle- «/
232 /% yen dizeylerin tanimi */
233 [k kkkkkkkAhkkkkxhkkkkrhkhkkkxhkhkkkrxhkkkxx */
234

235 M := proc (M_37)

236 begin
237 M rv:=0:

238 M I n := Mat::identity(n+l):

239 for M_k from 0 to M_j-1 do

240 M_rv:=M_rv

241 +linalg::kroneckerProduct (1linalg: :kroneckerProduct (

242 kroneckerPower (M_I_n,

243 M k),F_asil_faug(2)), kroneckerPower (M I n, M j-1-M k)):

244 end_for:

245 return(M_rv) :

246 end_proc:

247

248 /* ER b b b b b b I b b b b b b b b b b b b b b b b i b b b e 4 */
249 /* Irakgorur dizeylerinin tanimi x/
250 /* E i e b b b b b b S b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b e 4 */
251

252 T := proc(T_k)

253 begin

254 T ret:=1:

255 for T_1 from 1 to T_k do

256 T ret:=T_ret+M(T_1):

257 end_for:

97



ret

urn (T_ret) :

end_proc:

/ *
/ *
/ *
/ *

hhc
beg
hh

hhc_a_aug:=1linalg::stackMatrix (Mat ([al,a2]), [ksi]):

hh
hh
fo

h

* (((1l-exp (bitax*t))/ (-bita))“hhc_J) *T (hhc_3J)

*
h
en
re

R R b b b b b A b b S b b b b b A b b b b A b b dh b b4
Dizgenin cozumunu
ureten asil yapi

R I S Ih Ib b b b b S 2h SR Sh Sb b b b b S 2 S g dh Ib Sb b b i 3

:= proc (hhc_k)
in
c_rv:=0:

c_summand:=0:

c_ret:=0:

r hhc_j from 0 to hhc_k do
hc_summand:=1/ (hhc_7j!)\

*/
*/
*/
*/

kroneckerPower (hhc_a_aug, hhc_j+1):

hc_ret :=hhc_ret+hhc_summand:
d_for:
turn (exp (bita*t) *hhc_ret) :

end_proc:

/ *
/ *
/ *
/ *
/ *

coz

/ *
/ *
/ *
/ *
/ *

J:=((norm(F_asil (2),Frobenius)"2+1/2* (1/bk)\
*norm(F_asil (1),Frobenius) "2-(23xn+24)/ ((7*n+8) ~2)\
2% (1/bk)*linalg::tr(F_asil (1)) "2+ ((1/bk)"2)

*1/
*NO
* (n

Jdi

/ *
/ *
/ *
/ *
/ *

al:

R R b b 2 b b 2 b b b b b b A b b S b b A b b A b b Sh b b4
Asil yapiya yapilan cagri. Prose-—
durun degistirgeni, kesme kerte-
sidir.

LR R S b b b dh S S b db b dh b e Sb b dh b 2b b b Sb S Sh S 4

um:=hhc (4) :

R b b b b b b b b b S b b b I b b b b b b b b b b b (Sh S b (b 4
DEUG baglaminda eklemlenen sayi-
lin eniyileyimi icin amac isle-
vimsisinin belirtimi.

R d dh ah Ih Sb b b b b 2 dh dh 2h 2b Sb b b b b J 2 db dh Sh Sb b b b 3

rm(F_asil (0),Frobenius)~2))\

orm(Mat ([al,a2]),Frobenius) "2+bk) :

ff:=diff (J,bk):

R R b b b b b b 2 b b b 2 b b A b b S b b A b b A b b Sh b b4
Baslangic kosullari burada be-
lirtilebilir, ya da simgecil du-
zeyde birakilabilir.

LR IR S I db b dh Sb S b db b b b S b Sh b 2b b db Sb S Sh S 4
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310 aZ2:=.2:

311

312 /* R b b b b b b b b b S b b b e b b S b b b d b b S 2 b b d b b (g 4 */
313 /* Amac islevimsisinden gelen eniyi- =/
314 /* lenmis degerlerin dordul islev */
315 /% koku belirlenimi ile bulunmasi */
316 /* R R b b b b b S b b S b b b S b b S b b b S b b S b b b g b b g 4 */
317

318 tmpkok:=(numeric::realroots (Jdiff,bk=0..100) [2]):
319

320 /* R R b b b b A b b S b b b A b b S b b S b b S 2 b b g b b g 4 */
321 /* Eniyilenmis degerin atanimi. Sim— =/
322 /+ gecil duzeyde tutmak icin bu ata- x/
323 /+ mayi yapmamak yeterlidir. */
324 /x Kkkxkkhkxkkhkrkkhkkkhkkkkkhkkkkhkkxk */
325

326 //ksi:=sqgrt ((tmpkok[1]+tmpkok[2])/2):
327

328 [k kkxkkkkkAhkkkkxkkkkrhkhkkkxkkkkrxkkkxx K/
329 /* Belirli t degerleri icin cozumun =/
330 /* ekrana yazimi */
331 [k AkkkkAAhkkhkA Ak hk kA hkhhk kA hkhhkk Ak kkkxxx %/
332

333 plotdataF:=[ ]:

334 plotdatas:=[ ]:

335

336 for it_i from O to 1 step 0.1 do

337 print (NoNL, expr2text (it_i) ."\t".expr2text (evalAt (cozum[1, 1]

338 ,[t=1it_1]1)) ."\t".expr2text (

339 evalAt (cozum[2,1], [t=1t_1]))."\n"):

340 plotdataF := plotdataF . [[it_i, evalAt(cozum[l,1],[t=it_1i1)]1]:
341 plotdataS := plotdataS . [[it_i, evalAt(cozum[2,1], [t=it_i]1)]]:
342 end_for:

343

344 [k kkkkkkkkhkkkhkkkkkhkxhkkhkkxhkkkkkhkkxk */

345 /* Baslangic deger sorununun cizim */

346 /* amacli yeniden belirtimi x/

347 [k kk Ak kkkAA Ak kAR KK hAA KKk kA XKk h kAR Kk kxx K/

348

349 £ = (t, Y) —> [Y[L]+Y[2]1+Y[1]*Y[2],Y[1]-Y[2]"2+1]:

350 t0 := 0: YO := [al, aZ2]:

351

352 /* R b b b b b b b b b b b b b S b b b b b b S b b b b b (b I b b (i 4 */
353 /% Ayriklastirim tabanli yontem ile «/
354 /% cozum ve cizim x/

355 /* LR R A AR A b b b b S g db  dh b b b b i S S g dh S b b b S 4 */

356
357 pl := plot::0de2d(f, [1/10 $ i = 0..10], YO
358 ,PointSize = 1.5xunit::mm
359 , LineWidth = 0.2*unit::mm
360 , GridvVisible = TRUE

361 )t
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p2 := plot::Function2d(cozum[1l,1]
, t=0..1, LineWidth = 0.2*unit::mm
;, LegendText="x1 by PEA"):

p2::LineColor := RGB::VioletRedPale:

p2d := plot::PointList2d(plotdataF

,PointColor = RGB::VioletRedPale

, PointStyle = Diamonds,PointSize = 3xunit::mm) :
p3 := plot::Function2d(cozum[2,1], t=0..1

, LineWidth = 0.2*unit::mm

, LegendText="x2 by PEA"):

p3::LineColor := RGB::ManganeseBlue:

p3d := plot::PointList2d(plotdataS, PointStyle

Diamonds

;PointColor = RGB::ManganeseBlue,PointSize = 3xunit::mm) :

plot (pl, p2, p2d, p3, p3d

, OutputFile = "mypicture.jpg", LegendVisible=TRUE) :

quit:
/* R R b b b 2 b b 2 b b S 2 b b A b b A 2 b b g b b A b b Sh b b b4 */

/* Betik sonu */

/* R I G A dh dh b b b b S dh dh dh Sh b b b b S i dh db Sh S b b i 3 */
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