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KISALTMALAR

YBBG : Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilim

HDMR : High Dimensional Model Representation

CYBBG : Carpimsal Yiiksek Boyutlu Bigce Gosterilim

EMPR : Enhanced Multivariance Product Representation

CYCG : Cokdegiskenliligi Yiikseltilmig Carpimlar Gosterilimi

LYBBG : Evrik iistel Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilim

LHDMR : Logarithmic High Dimensional Model Representation

MYBBG : Melez Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilim

HHDMR : Hybrid High Dimensional Model Representation

GYBBG : Genellestirilmis Yiiksek Boyutlu Bige Gosterilim

GHDMR : Generalized High Dimensional Model Representation

DYBBG : Doniisiimsel Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilim

THDMR : Transformational High Dimensional Model Representation

MTEMPR : Mobius Transformational Enhanced Multivariance Product
Representation

ATEMPR : Affine Transformational Enhanced Multivariance Product
Representation

TMEMPR : Tridiagonal Matrix Enhanced Multivariance Product
Representation

CYCUDG : Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carprmlar Uckosegencil
Dizey Gosterilimi

TKEMPR : Tridiagonal Kernel Enhanced Multivariance Product
Representation

AEMPRK : Arrowheading Enhanced Multivariance Product Representation
for Kernel

AEMPRM : Arrowheading Enhanced Multivariance Product Representation
for Matrix

CYCODG : Cokdegigkenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Okuclulandiriml

Dizey Gosterilimi
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SAYILABILIR SONSUZ SIRALI DiZEYLERDE COKDEGISKENLILIGI
YUKSELTILMIS CARPIMLAR OKUCLULANDIRIMLI
DIZEY GOSTERILIMLERI (CYCODG)

OZET

Bu calismada, Sobol’ca 6nerilen ve bilimcil yazinda, artik, 6nemli bir konumda olan
ve ingilizcesi “High Dimensional Model Representation (HDMR)” olan “Yiiksek
Boyutlu Bige Gosterilim (YBBG)” yaklasiminin Demiralp ve toplulugunca onerilen
ve genisletilmis bicimi olan “Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi
(CYCG)” yontemi ara¢ olarak alinmisti. CYCG’nin Ozyineleyisli bicimi olarak
cok yakinlarda gelistirilmis olan lickOsegenlestirim amagh yeni bir olgu da, 6zel
olarak, sayilabilir sonsuz sayida yatay ve diisey siralar1 olan dizeylerin okuclu (ing:
arrowheaded) dizey ¢ekirdekli carpimcil ayristirrma gotiiriilebilisine olanak saglayacak
bicimde uyarlanmis ve bdylece yeni bir alanda yeni ve 0zgiin bir gosterilim elde
edilmistir. Ortaya ¢ikan yeni yonteme “Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Okuclulandirimli Dizey Gosterilimi” ad1 verilmistir.

CYCG bol-yonet diisiincesine dayanan bir toplamcil ayrigtirimdir. Cokdegiskenli
islevlerin destek islevi adi1 verilen, her biri degisik tek bir degiskene bagimli yapilar
yardimiyla daha az degiskenli islevlerin ¢okdegiskenliligi asil islevinkine esdeger
olan ¢arpimcil terimlerin toplamu tiiriinden anlatiminda kullanilir. Her bir toplananda
(ing: summand), sirasiyla, degismez, tek degiskenli, iki degiskenli ve bu bicimde
ilerleyerek sonunda odak islevinkine esdeger ¢ok degisekenlilikte islevlerden biri
bilinmeyen c¢arpan olarak goriiniir. Her bir ¢carpimcil toplanan, ¢cokdegiskenlilik diizeyi
odaktaki islevinkine esdeger olacak bi¢cimde destek islevi ¢arpani icermek durumundadir.
Cokdegiskenliligin yiikseltimi olgusu bu gercegi yansitmaktadir.

Gosterilimde toplamcil terimler arasinda, odaktaki islevin i¢inde uzandigi Hilbert
uzayini tanimlayan i¢ccarpim altinda, toplamcil terimlerin aralarinda dikgen olduklari
kanitlanmisg bir ilerisiiriimdiir (ing: conjecture). Bu dikgenlik kullanilarak olusturulan
nitelik dlgenleri ile acilimdaki her bir toplamcil terimin gosterilimdeki katkisi incelene-
bilmektedir.

CYCG yonteminin 6zel durumlar igin gelistirilmis bircok tiirii vardir. Ozdiizeyce baskin
dizeyler icin gelistirilen Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Dizey
Gosterilimi de bunlardan biridir. Herhangi bir dizey CYCUDG ile iickdsegencil duruma
getirilip, dizey yaklastirimi elde edilebilir.

Bir dizey, 6zel olarak yalnizca discarpimlardan olustugunda, CYCUDG yo6ntemine
benzer olarak gelistirilen ve savin asil konusu olan, Cokdegiskenliligi Yiikseltilmig
Carpimlar Okuclulandirimli Dizey Gosterilimi kullanilmaktadir. Savdaki 6zgiin goriisiin
c¢ikis konumu bu diisiinceye dayanmaktadir.

Savin ana boliimii olan dordiincii boliimde, CYCODG ayrintili olarak anlatilmus,
yontemin dzel durumlarina yer verilmistir. Okuglu bir dizeyin CYCUDG yardimiyla
tickdsegencil duruma getirilisi ve iki yontem arasindaki gecis gosterilmistir.
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Savin besinci boliimiinde, yontemlerin iizerinden uygulayislar gerceklestirilerek, alinan
sonuglarin gelistirilen yontemin betikler araciligiyla etkinligi incelenmis ve ¢ok
destekleyici goriintimler elde edilmistir.

Sonuglar boliimiinde, savdaki bulgu ve basarimlarin incelenimi sonucunda elde edilen
durumlara ve yorumlara yer verilmistir.
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ARROWHEADED ENHANCED MULTIVARIANCE
PRODUCTS REPRESENTATIONS for MATRICES
in DENUMERABLY INFINITE MATRICES

SUMMARY

In this work, Enhanced Multivariance Products Representation (EMPR) approach
which is a Demiralp—and-his—group extension to the Sobol’s High Dimensional Model
Representation (HDMR) has been used as the basic tool. Even though HDMR was first
proposed by Sobol its first version was constructed on the unit hypercube geometry
whose edges lie on the positive halves of the cooerdinate axes while its one corner was
located on the origin. It was also assuming the unit constant weight function(s). H.
A. Rabitz and has changed the orthogonal geometry from Sobol’s case to a general
hyperprism which can stand anywhere, as an extension. In addition, semi infinite or
completely infinite geometries have been allowed by Rabitz who has also added the
nonunit constant weight functions as an extension even though these functions should
have been the product of univariate weight functions each of which depends on a
different independent variable.

EMPR which is an extended form of HDMR involves univariate support functions each
of which depends on a different independent variable such that all possible univariances
in the support functions appear at the end. EMPR like HDMR is not developed for
only continuous entities like functions. Their discrete form have also been developed
and used in practice by Demiralp and his group in addition to some other authors for
the decomposition of the arrays like vectors, matrices, or multiway arrays. This work
specifically focuses on the decomposition of infinite matrices involving denumerable
infinitely many rows and columns. To this end the target matrix is first decomposed to
the sum of certain outer products and then each outer product is treated by Tridiagonal
Matrix Enhanced Multivariance Products Representation (TMEMPR) which has been
developed by Demiralp and his group. The result is a three—matrix—factor—product
whose kernel (the middle factor) is an arrowheaded matrix while the pre and post factors
are invertable matrices decomposed of the support vectors of TMEMPR. This new
method is called as Arrowheaded Enhanced Multivariance Products Representation for
Matrices. The general purpose is approximation of denumerably infinite matrices with
the new method.

EMPR is a method which is based on a divide-and-conquer philosophy and is used for
representing a given multivariate function in terms of less variate functions with the
support functions. In the expansion, one unknown constant factor containing term, N
number of unknown univariate factor involving terms, N(N — 1)/2 number of unknown
bivariate factor including terms and so on. 2V additive terms each of which is a product
which may contain at most N number of factors appear in the EMPR expansion. The
main goal is to obtain the general structure of these constant, univariate and the higher
variate terms of the expansion. In this work we do not focus on continuous target
functions but denumerable infinitely many rows and colums involving matrices. Hence,
not functions but denumerably infinite vectors and matrices are considered. Similarly
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not support functions but infinite support vectors are under consideration. It is also
proven that the additive terms of TMEMPR are mutually orthogonal in the denumerably
infinite (separable) Cartesian space. Using this orthogonality it is possible to analyse
the truncation approximation quality of TMEMPR. To this end, so—called Quality
Measuerers which are the cumulative sum of ratios of the norm squares of TMEMPR
summands to the norm square of TMEMPR focus function can be effectively used.

We have not mentioned specifically the weight matrix utilization in the inner products
of TMEMPR even though they may be employed to get better efficiency. This works
basically uses unit matrix weight. Hence, the target matrix and the support vectors must
have some bounded norms to proceed through the scheme presented here.

There are various versions of EMPR method for the specific cases. Tridiagonal
Matrix Enhanced Multivariance Products Representation is one of theme, we have
told something above. There are some other works in Demiralp’s group under intense
study. Tridiagonal Kernel EMPR is one of these extension. The purpose therein is to
decompose of the kernel of an integral operator acting on univariate functions. The
resulting decomposition, in denumerable infinite matrix notation, is composed of three
factors the middle one of which is a denumerably infinite tridiagonal matrix. Another
work in this framework has been quite recently launched and aims at the three folmat
(folded matrix) factorization of a given folmat which is considered composed of as if
folded rows and columns.

When the target matrix is consisted of only outer products, Arrowheaded Enhanced
Multivariance Products Representation for Matrices (AEMPRM) which uses the basic
philosophy of TMEMPR method almost exactly in the same way becomes the target
object of the study like in this thesis.

In the fourth section, AEMPRM mehod and its special cases are described in detail.
Transformation of arrowhead matrix to tridiagonal form by using TMEMPR method
and relation between these two methods have also been indicated.

In the fifth section, implementation results of these methods, realized via Mathematica,
and efficiency of the results are analysed.

In conclusion, the new and original findings with an emphasis on somehow revolutionary
aspects in AEMPRM are given in this thesis at a state—of—art status as much as we can
do within today’s findings.
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1. GIRIS

Dogadaki problemler genellikle birden ¢ok sayida degiskenin birbirleriyle etkilesimi
ile anlatilir.  Cokdegiskenli yapilar ile calismak, gerek sorun coziimleyisinin
giiclesmesinden gerekse karmasikligi arttirip olusan yiiksek bilgisayim tiimleyiminden
(ing:computational cost) dolay1 giictiir. Bu nedenle, cokdegiskenli iglevleri 6zlerinden
daha yalin yapida islevlere ayristiracak yontemler gelistirilmistir.  Bu amacla,
1957 yilinda "On the representation of continous functions of many variables by
superposition of continous functions of one variable and addition" [1] adlt makale
A.N. Kolmogorov’ca yayinlanmistir. Kolmogorov, cokdegiskenli siirekli bir iglevin tek
degiskenli iglevlerin toplami bi¢ciminde yazilabilece8ini gostermistir. Daha sonra, ¢cok
degiskenli siirekli bir iglevin bir degismez islev ve degisken sayisi ilgili islevinkinden az
olan daha yalin yapili islevlerin toplami olarak yazilabilecegini Yiiksek Boyutlu Bige
Gosterilim (ing:High Dimensional Model Representation) [3, 5—13]olarak adlandirilan
yeni bir yontem ile anlatmigtir. Kolmogorov’un bu diisiincesi dogrultusunda, 1993
yilinda .M. Sobol YBBG iizerinde duyarlilik ¢coziimlemesi uygulayarak "Sensitivity
estimates for nonlinear mathematical models" [2] adl1 yazis1 ile YBBG yontemini
ilk olarak bilimsel yazina gecirmistir. Sobol, birim agirlik islevi ile [0, 1] araliginda
calismigtir. 1998 yilinda ise H. Rabitz [3-7], agirlik islevlerinin iizerinde durarak
genellestirimler ile her tiirlii sonlu askingokyiizlilyii kullanabilecek bir yapiy1 ele
almistir. Bununla birlikte Rabitz, YBBG bilesenlerinin dikgenlik(ing:orthogonality)
ozellikleri tizerine M. Demiralp ile calismalar yapmustir. 2003 yilinda Demiralp, "High
Dimensional Model Representation and Its Application Varieties" [8] adl1 bildirisinde
YBBG ozelliklerine ve yeni YBBG tiirlerine yer vermistir. Demiralp ve ITU Bilisim
Enstitiisii Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri Toplulugu (BEBBYT) bu konu iizerindeki

calismalarini siirdiirmektedir.

YBBG yontemi, ¢cokdegiskenli bir islevin 6ziindekinden daha az degiskenli birbirine
dik iglevlerin sonlu toplami olarak yazilabilecegi olgusuna dayanmaktadir. Calisilan

N degiskenli islev, [a,b]N = [ay,b1] X - - X [ay, by] bigiminde alt araliklarin kartezyen



carpimu olarak tanimlanan, N boyutlu bir askingokyiizlii iizerinde tanimlanmisgtir.
N degiskenli bir iglevin YBBG ac¢ilimi, bir degismez islev, N sayida tek bagimsiz
degiskenli islev, N(N — 1)/2 sayida iki bagimsiz degigkenli islev ve benzer bigimde
ilerlenilerek, giderek artan sayida bagimsiz degiskene bagli 2"V sayida terim iceren
bir sonlu toplam ile gosterilebilir. Her bir YBBG bileseninin belirlenimi i¢in ¢ok
katl belirli tiimlevlere gereksinim duyulmaktadir. Amagc tiim bilesenleri acik yapilari
ile yazabilmektir. Ancak N boyutta belirleyisler gerceklestiriminin bir¢ok giicligii
olusu nedeniyle kesme yaklasimina bagvurulmustur. Gergeklestirilen bir¢ok aragtirim
sonucunda birinci ve ikinci kerteden (mertebeden) yaklastirimin bilesenleri anlatabilmek
icin yeterli oldugu go6zlemlenmistir. Bu durum YBBG yonteminin, ilgili isleve
Oziinden daha az sayida degiskene bagl islevler ile yaklastirnmin da etkili bir yontem
oldugunu gostermistir. Bilesenlerin egsiz olarak belirlenimi icin bir takim 6n kosullarin

olusturumu gerekmektedir. Kokeninde bunlar sifirlanim kosullaridir ve “Sobol Kosullarr’

olarak da bilinirler.

YBBG temel olarak, toplamcil yapist baskin olan ¢okdegiskenli islevlere dayal bir
yontem olarak one siiriilmiistiir. Bu nedenle, toplamcil olmayan yapilarin gosterilimi
icin yeni yontemlerin gerekliligi goriisii olugsmustur. En genel durum olan Yalin YBBG,
baskin olarak ¢arpimcil islevler i¢in Carpimcil YBBG(CYBBG) [11-13], eksi olmayan
cok degiskenli islevin dogal evrik iisteli i¢in Evrikiistel (ing:Logarithm) YBBG(LYBBG)
[14, 15], biitiiniiyle toplamcil ya da tamamen carpimcil olmayan islevler igin ise
Melez YBBG(MYBBG) [14, 16, 18] yontemleri gelistirilmistir. Bu yontemlerde agirlik
islevi carpimcil yapida alinmistir. Genellestirmek adina Genellestirilmis YBBG [19],
yiiksek boyutlu girdi-cikti dizgeleri i¢in Kesimcil YBBG [20], Kesimcil YBBG’nin
genellestirilmis durumu Coklu Kesimcil YBBG [21], girdilerin uzaya diizensiz olarak
sac1lmis oldugu durumlar icin Seckisiz Ornekleyisli YBBG [22,23] ve islevin herhangi
bir doniisiim altindaki goriintiisii kullanilarak yazilan Doniisiimeiil YBBG [24-27] diger

tiirler arasinda yer almaktadir.

Bir diger YBBG tiirii Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi [28-31]
yontemidir. Yontem 2. boliimde ayrintili olarak verilmistir. CYCG yonteminde,
YBBG’ye benzer olarak, ¢okdegiskenli bir islev birbirine dik ve bagimsiz, degisken
sayis1 giderek artan daha yalin yapili islevler aracilig1 ile anlatilmaktadir. Burada da

var olan ¢ok katli tiimlev belirleyisleri, tiimdegeri yiiksek iglemler oldugu i¢cin, CYCG



yontemi de YBBG gibi yaklastirim yontemi olarak diisiiniilmektedir. Amag, ilgili islevi
daha az sayida bilesen kullanarak en iyi bicimde gosterilmektir. Genel egilim, en ¢cok
iki degiskene bagl bilesenler diizeyinde kesme yaklastirimi1 uygulayarak, olabildigince

yiiksek nitelikli yaklastirimlar gerceklestirmektir.

Bilegenlerin belirlenimi icin YBBG’ye benzer olarak CYCG’de de o6n kosullar
tanimlanmistir. YBBG yonteminden degisik olarak, acilimin niteligini yiikseltme
amacli, destek islevi adi verilen yapilar kullanilmaktadir. Yontemin etkinligi acisindan

destek islevleri ¢carpimcil yapida secilmistir.

Cokdegiskenli islevin yapisina gore bicimlendirilip gelistirilen CYCG tiirleri
vardir. Doniistimciil CYCG, ilgili islevin 0ziine degil, herhangi bir doniisiim
altindaki goriintiisine CYCG ile yaklastirnm yapilip, sonrasinda elde edilen
yaklagtiran iglevinin evrik doniisiimii ile ilgili isleve nitelikli bir yaklastirim yapmaya
dayanmaktadir. Ornek olarak, Mdobius Doniisiimciil YBBG(MTEMPR) [32, 33],
Birinci Derece Cokterimli Doniisiimciill YBBG(ATEMPR) [34], 6zdiizeyce baskin
dizeyler icin Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Dizey Goster-
ilimi(TMEMPR) [35-38], Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar U¢kodsegencil
Cekirdek Gosterilimi(TKEMPR) [39,40], Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Okuclulandirimli Dizey Gosterilimi (AEMPRM) ve Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis
Carpimlar Okuclulandirimli Cekirdek Gosterilimi(AEMPRK) [40] gosterilebilir.

Savin 2. boliimiinde i¢ccarpim uzayinda herhangi bir yoney takimin dikgenlestiriminden,

sonsuz boyutlu dizeylerde dikgen ayristirirmdan soz edilmistir.

3. bolimde, CYCG yonteminin genel yapisi, bilesenlerin elde edilisi, nitelik dl¢enleri
ve CYCG yaklastirnmlarindan soz edilmigtir. Bu boliimde ayrica CYCG tiirlerinden biri

olan CYCUDG yontemi ayrintili olarak verilmistir.

4. bolimde tezin ana konusu olan Cokdegiskenliligi Yikseltilmis Carpimlar
Okuclulandirimli Dizey Gosterilimi (CYCODG) incelenmistir. Sonsuz boyutlu
dizeylerin ayristirimi géz oniinde bulundurulmustur. Ek olarak herhangi bir okug¢lu

dizeyden iickdsegencil yapiya nasil gegis yapilabilecegi anlatilmigtir.

5. boliimde ise, CYCUDG, CYCODG ve okuclu bir yapidan iickdsegencil bir yapiya

gecis durumlarini inceleyen uygulamalara yer verilmistir.



Ekler boliimiinde ise, calismada kullanilmig olan Riemann Zeta islevlerinin Fourier

serileri ile elde edilis bicimleri ve bu islevlerin dikgenlestirimi verilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1 I¢carpim uzayinda dikgenlestirim

Hilbert uzayinda, birbirine dik olmak kosulu olmayan ama dogrucul bagimsiz olan n
0geli yoneyler takimi1 alalim. Bu uzay, icerisinde i¢carpim tanimlanabilen ayristirilabilir
bir uzaydir. Dolayisiyla burada en c¢ok sayilabilir sonsuzlukta yoney barindirabilir.
Sonlu sayida da olabilir, ama genellikle Hilbert uzaylar1 sonsuz uzaylardir ve kesme

yaklastirimi uygulayabilmek icin Hilbert uzaylarinin altuzaylari ile ¢alisilir.
Vi,V €I (2.1)

Dogrucul bagimsizlifin simayis tabanl tanimlayisina girmeden, iggarpim uzayinin
ozelliklerini ve dogrucul cebir kullanarak, dogrucul bagimsizlig1 somut bir bicimde
gorebilmek olanaklidir. Burada, bunun 6tesinde, yoney takiminin dogrucul bagimsizlik

diizeyini verebilecek bir yol bulunabilir mi, bunu inceleyecegiz.

v yoneylerinin dogrucul birlesimi, altsirasayili katsayilar o ’lar olmak iizere, yine bir
yoney verecektir.

d=oyvy+-+oy,v, (2.2)

Uygulamada, genelde, sayicil degerler elde etmek gerektiginde izlenen yol sayillara
(ing:scalars) ge¢cmektir. Tek bir yap1 yazarak o degerlerinin ne oldugunu sinamak

yerine, esitlikler olusturup, bunlarin sifir olup olmama durumu ile ingilenelim.
d yoneyi soldan v} ile garpildiginda,
VJTd:(xl(V]T-Vl)+---+Ocn(VJTvn), j=12,---n 2.3

elde edilir. Burada v yoneyinin salt devriginin kullanilis1 gercel degerler ile ¢calisildigini
gosterir niteliktedir. Eger karmasik degerler s6z konusu olsaydi, karmasik eslenigin
devrigini kullanmak gerekecekti. (2.3) esitligindeki sayillarin sifir olabilme kosullarini
arastiralim. Bunlan sifir yapan o degerlerini inceleyelim. Tiim o degerleri sifir olursa,
dogrucul bagimsizlik var demektir. Dolayisiyla, bu sayillarin sifirlanis bicimlerini taban

alarak bir yap1 olusturmak istemekteyiz.



(2.3) esitligi dizey bi¢iminde de yazilabilir:

vivi vlivy o vy, o
T T T
V5Vl V5Vy -+ V5V (0]
2 2 2Vn
. =0. 2.4)
V,];Vl VZ;V” oy,

(2.4) esitliginin sol yanindaki katsayilar dizeyi v yoneyleri arasindaki i¢ carpimlardan
olusmaktadir. Bu dizey, bilimsel yazinda karsimiza ¢ikis bi¢imi ile, Gram dizeyi
olarak adlandirilip, G(v) ile simgelenebilir. Bu demektir ki, n boyutlu bir v yoney
takiminin, tiim olas1 ikili i¢ carpimlarindan olusan dizey Gram dizeyidir. Burada, Gram
dizeyi o yoneyine etki ettiginde sifir yoneyi lretilsin istenmektedir. v yoneylerinin
hangi durumunda o’larin sifirlandigini inceleyecegiz. Bunun i¢in Gram dizeyinin

ozelliklerinden yararlanilabilir.

Bir Gram dizeyinin 6zellikleri asagidaki gibi siralanabilir:

1. Gram dizeyi bakisiktir.
G(v) ' =G(v) (2.5)

2. Gram dizeyinin tiim 6zdegerleri gerceldir.
3. Gram dizeyinin sifir 6zdegerleri olabilir, ancak eksi 6zdegeri yoktur:

CTG(V)C = CiCjGij(V)

-
-

Il
—_
~
I
—_

C,'Cle-TVj

n
T
CiV; ) <Z CjVj)
J=1

2

|
=
=

I
1
™=

_
~.
Il

Vv
o

(2.6)

-
k)
=

N
Il
—

Burada esitligin gecerli olabilisi icin boyu alinan dogrucul birlestirimin sifirlanimi
gerekir. Bu da, ancak, v’ler aralarinda dogrucul bagimli ise ve ¢’ler o bagimsizliga

karsilik geliyorsa gerceklesebilir.
Eger (2.6) esitligi sifir degerine esit ise, bakisik G(v) dizeyinin sag ve sol sifir
uzaylari(ki bunlar ortiisen uzaylardir) bos degil demektir. Sifir uzayinin boyutu

sifir 6zdegerli 6zyOneylerin sayisina denktir. o sifir uzayinda ise tiimii birden



sifir olmaksizin, (2.6) esitliginin sifirlanimini saglar. Ancak bu, (2.2) esitligindeki
dogrucul birlesimin aslinda dogrucul bagimlilik anlamina geldigini yargisina
gotiiriir. Diger bir deyisle, Gram dizeyinin sifir uzay yoneyleri dogrucul bagimlilik
katsayilarini ireten olgulardir. Gram dizeyinin arti 6zdegerlerine karsilik gelen
o’lar ile olusturulan yoneyler ise kesinlikle dogrucul bagimsiz yapilara karsilik
gelmektedir. Tek bir yapi, bir Gram dizeyi, 6zdegerleri ve 6zyoneyleri baglaminda
dogrucul bagimsizlik olgusunu somut bir bicimde sdyleyebilmektedir. Gram
dizeyinin 6zdiizeyi boyutuna esit ise, sifir uzay1 bos demektir ve alinan biitiin
v yoneyleri aralarinda dogrucul bagimsizdir. Eger sifir uzay: bos degilse, sifir
uzayinin boyutuna bagh olarak, yoneyler arasinda o kadar sayida iligki var demektir
ve bu iligkiler birbirlerinden bagimsiz olmak zorundadir. Bagimsiz iligkilerden
yararlanilarak v yoneyleri birbiri tiirlinden anlatilabilir ve bu da dogrucul bagimliliga

karsilik gelmektedir.

4. Gram dizeyinin sifir uzay boyutu, ilgili yoneylerin aralarindaki dogrucul bagimlilik

diizeyidir.

5. Gram dizeyinin sifir uzay boyutunun belirlenimindeki belirsizlik durum sayisi

(condition number) ile ilgilidir. Bu say1 arttik¢a belirsizlik de artar.

Gram dizeyininin sifir uzayi bos ise, dizey art1 tamimli, dolu ise art1 yar1 tanimhidir. Arti
tanimliligin baz1 yontemlerde 6nemli getirileri vardir. Ornegin art1 tanimli bakisik bir

dizey Cholesky ayristirimi ile ayristirilabilir.

Bu durumda, verilen v taban takimmin Gram dizeyi G(v), dogrucul bagimsizlik
nedeniyle, art1 tanimlilig1 giivence altina aldig1 i¢in, Cholesky yontemi ile ¢arpanlarina

ayristirilabilir.

G(v) dizeyinin Cholesky ayrigtirimu ile igerisinde tekillik barindirmayan, alt iiggensel L
dizeyi elde edilir. Gram dizeyinin art1 tanimli olugu tekillik olusumunu engellemektedir.
Bu durum L dizeyinin evirtilebilirligini giivence altina almaktadir. Bu durumda n x n’lik

Gram dizeyi asagidaki gibi anlatilabilir.
G(v)=LL" 2.7)

Bu acilimdan yola c¢ikarak, v taban takiminin yerine, v’lerden iretilen dikgen ve
birimboylu yeni u yoneylerine nasil ulagilabilecegini inceleyecegiz.
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Gram dizeyinin Cholesky ayristimu birim dizey elde edilecek bi¢imde yazildiginda,

L 'Gv) (L) =1 (2.8)
elde edilir. Ote yandan, Gram dizeyi verilen taban kiime &gelerini 6ge alan bir dizeyden
olusturulan bakigsik bir dis ¢arpim bi¢ciminde yazilabilir:

[vi - v | =G(v) (2.9)

v taban kiimesinden olusan dizey V ile gosterilmek iizere,
L 'ViviLh)™ ' =1 (2.10)

yazilabilir. Burada V(L) ~! ¢arpim1 U dizeyi ile simgelenebilir. Bunlardan,
uf

[w - uw, | =1 (2.11)

Sy

u

cikarimina ulagilabilir. Bu, u yoneylerinin i¢ ¢carpiminin Kronecker delta islevi ile

belirtilebilecegini anlatmaktadir.

Boyle bir durumda, u yoneyleri aralarinda dikgendirler.
Bagka bir deyisle U dizeyi, v taban takimlar1 ile Cholesky dizeyinin birlesiminden
olusmaktadir. v’lerin iizerindeki Cholesky yapis1 dikgenligi saglamaktadr.

[w o w, =] - Vn}(LT)*1 (2.13)
(2.13) esitligindeki sagdaki biiyiikliik v’ler {izerinde birer dogrucul birlesim iceren
yoney olusturmaktadir.

L dizeyinin devriginin evriginin iist tiggencil yapisindan 6tiirii, u; v ile orantili; uy vy

ve v, ile orantili; ve benzer olacak bicimde gelisen yapilar ortaya ¢ikacaktir.



2.2 Sonsuz dizeylerde ayristirim

A sonsuz boyutlu bir dizey olsun. i ve j’ler tamsay1 uzayinda olmak iizere, a; ; = a(i, )
islevcil gosterilimi daha da agiklayici olabilir. Incelemelerimizde a(i, j) degerlerinin
belirlenimi i¢in iki yol vardir. Birincisi, a(i,j)’ler i ve j’ye bagh olarak ¢izelge
biciminde verilebilir, ancak bu sonsuz boyutta calisilmak istendigi i¢in gii¢, onun
da 6tesinde, olanaksiz bir durumdur. Digeri ise, a(i, j) nin i ve j’ye olan bagimlihig:

coziimciil (ing:analytic) olarak belirtilerek verilebilir.

So6z gelimi, degismez agirlik islevi altinda genel yapisi asagidaki gibi olan baz1 A
dizeylerinin yakinsaklik durumlarini inceleyelim. Dizey boyuna asagidaki yargilara

varabiliriz.

1. a(i,j) =1 1raksaktir.
2. a(i,j)=1 1raksakur.
3. a(i,j) = % yakinsaktir.

4. a(i,j) = % raksaktir.

Bununla birlikte, bu dizeyler, boyda yakinsayis niteligi olan agirlik dizeyleri altinda,
yakinsayabilirler. Agirlik, 68eleri hizla kiigiilecek sekilde belirlendiginde, yakinsayis

niteligi artmaktadir.

v, yoney takimi asagidaki gibi secilsin.

1
€
k
i=| 1 (2.14)
3k
Bu durumda vy taban takimi en genel durumuyla,
1
Vil = % (2.15)



biciminde yazilabilir. Gram dizeyini olusturmak icin v yoneylerinin i¢ carpimlarindan

yararlanalim.

VT~Vk = i

~

= C(j+k) (2.16)

Burada { Riemann zeta iglevlerini simgelemektedir.

Bu durumda [v;]; yoney takiminin Gram dizeyi Zeta islev degerlerinden olusacaktir.
Gv)=| €3) ¢4) (2.17)

Yalnizca Zeta degerlerini kullanarak Gram dizeyini olusturmak ve onun iizerinden
sonlulagtirim olanaklidir. ~ Sonlulagtirllmis Gram dizeyine Cholesky ayristirimi
uygulayarak birbirine dik yoneylerden olusan yeni bir yoney takimi elde edilebilir.

Bu yeni taban takimu ile A dizeyini anlatabilmek olanaklidir.

&Ms

i o ju; u (2.18)

Bu ongoriildiigiinde, esitligin iki yam dikgenlik 6zelligini de kullanarak, soldan ul.T

sagdan u; ile carpildifinda « degerlerine ulagilabilir.
u/Au; = o (2.19)

Bu bi¢imde, sonsuz boyutlu yapilar1 dikgen ayristirimlarla ifade edip, CYCUDG acilimi

yapmak olanaklidir.
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3. COKDEGISKENLILIGI YOKSELTILMIiS CARPIMLAR GOSTERILIMI
YONTEMLERI

3.1 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi

Cokdegiskenliligi yiikseltilmis carpimlar gosterilimi bir bol-yonet uzisidir (ing:algo-
rithm) ve cokdegiskenli islevlerin daha az de8iskenli iglevler ile anlatiminda kullanilir.
Bu yontem uygun destek iglevleri altinda baskin veya ar1 ¢arpimcil iglevler i¢in iyi

caligr.

N sayida bagimsiz degiskeni olan bir iglevin CYCG agilimi agagidaki gibidir.

N N N N N
f(x1,nxy) = fOHSj(xj)+Zﬁ(xi)Hsj(xj>+.Z fir iy (Xiy s Xiy) H s; (xj)
= = e i
+-+ fiz..n (x1,x2, -+, xN)

3.1)

sj(xj)ler (1 < j < N) destek islevi olarak adlandirilmaktadir. Burada tiim bu destek
islevleri tek degiskenli islevler olarak alinmaktadir. Bu kag¢inilmaz bir durum olmayisla
birlikte, iki ya da daha ¢okdegiskenli olarak da secilebilse de; olusacak yontemin
kullanim1 ¢ok giiclesebilmektedir. Birim degismez destek islevleri kullanilirsa yontem

Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilim yontemine doniismiis olacaktir.

Agilimda bir sayida de8ismez terim fy, N sayida tek degiskenli terim (f1, f2, ..., fv),
N(N —1)/2 sayida iki degigkenli terim (f12, ..., fINs f23, -5 JoNs -+, fNN—1) Vardir. Bu
bi¢imde ilerlenerek 2V sayida terim iceren bir sonlu toplama ulagilir. Amagc tiim
bilesenleri acik olarak yazabilmektir. Ancak N boyutta bunun giic olusu nedeniyle

kesme yaklagimina gidilecektir.

Eger f(x1,xp,...,xy) degismez islev olarak alinirsa, sifirinci kerteden kesme tam
sonucu verecektir. Genel egilim tek veya en cok iki degiskenli diizeyde kesmeler
yapmaktir. Uzbilimcil karmagiklig1 azaltmak amaciyla, bu an icin, daha yiiksek

degiskenli secilebilse de ilgilenilenilmemistir.
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CYCG yonteminde destek islevleri agirlik islevleri gibi kullanilabilse de boyle bir

zorunluluk yoktur.

Bilesenlerin essiz olarak belirlenimi i¢in bir takim 6n kogullar verilmelidir. Sonlu sayida
noktada sifir degerini alan ve diger noktalarda art1 tanimli olan bir bagimsiz degiskenli
islev agirlik islevi olarak secilebilir. Agirlik iglevi, bir kesim uyumsuzluklara neden

olmayist icin, agsagidaki gibi carpimeil segilir.
N
w(X1,...,XN) :HW,'(X,‘), X € [a;,bil, 1<i<N 3.2)
i=1

Dikgen uzamcilligi (ing:orthogonal geometry) bagimsiz degiskenlerin her biri
birbirinden bagimsiz bir alt aralik icerisinde tanimlidir. Buna ek olarak a; ve b;
degerleri birbirleri ile ilintili olmak zorunda degildir. Bu agirlik islevinin her bir
carpani bulundugu aralikta tiimlevi bir olacak bi¢cimde segilirse islemler ve anlatimlar

yalinlagir.
b;
/ dxiw,-(x,-) =1 (3.3)
a;

Agirlik iglevi altinda destek islevlerinin dordiillerinin tiimlevi 1 olmalidir.
b;
/ dx,-w,-(xi)s,-(x,-)z =1 (34)
a;

Degismez islev disindaki islevlerin agirlik islevi ile carpiminin ayni aralikta bagimsiz
degiskenlerin biri tizerinde tiimlevi alindiginda, sonucun sifir olma kosuluna “tiimlev
altinda sifirlanim kogulu™ ad1 verilmektedir.

b;
l dxilwi/ (xiz)si/ (xil)zfil yeeslle (xil Y ’xik) =0 3.5)

a,'l
Bu kosullar altinda CYCG bilesenlerinin belirlenimi i¢in izdiisiim isle¢lerinden
(ing:operator) yararlanilabilir. Oncelikle, cok degiskenli islevleri bagimsiz degisken
say1s1 boyutunda boyutlu tam sayilar uzayindan degismez islevlerin altuzayina gotiiren

bir izdiisiim igleci tanimlanabilir.

f() = ’@()f(x];"'?xN)
by by N
dxywy(xy)--- dxywn (xw) [T 55 () f(x1,- - xn) 3.6)

aj an j=1

12



Ilgili gok degiskenli islevi, bagimsiz degisken sayis1 boyutunda tam sayilar uzayindan

tek degiskenli islevlerin altuzayina gotiiren bir &7; izdiisiim isleci tanimlanabilir.

filx) = Zif(x1,...,xn)

by biy bit1
= dxlwl(x1>“'/ dxi1wi1(xi1)/ dxipiwig1 (Xig1) -
ai aj—1 ait1
by N
X dxywn (xn) Hsj(xj)f(xl, -5 xn) — fosi(xi) 3.7)
an =1

i#i
Pi,i, izdiisiim islecinin yardimi ile bulunan iki degiskenli bilesenlerin genel yapisi ise

(3.8) esitligindeki gibi yazilabilir.

by bi; 1
finin(xiy,xi,) = dX1W1(X1)"'/ dxi, —wi,—1(xi,—1)
ai iy —1
biy+1 biy—1
></ dxi1+1Wi1+1(xz'1+1)“'/ dxiy—1wiy—1(Xi,—1)
iy +1 diy—1
bi2+l by
X / dxiy 1 Wiy+1 (Xip41) -+ [ dxywn(xw)
Ajn+1 an
N
X H sj(xj)f(xl,...,xN)
jé:%iz

—Si (xil )ftz (xi2> — Sip (xiz)fil (xil) — S5 (xil )siz (xiz)fO (3.8)

Uc ve daha cok sayida degiskenli islevler icin de benzer bicimde izdiisiim islecleri

tanimlanabilir.

N sayida bagimsiz degigskenden olsan f (xi,...,xy) islevine yaklastirim igin istenilen

kertede kesme yapabilmek amaciyla asagidaki CYCG yaklastiranlar1 tanimlanmaktadir.

N
mo(x1,.. o) = fo][sixs)
=

N N
m(xt,..xn) = Toxr,.xn)+ Y fila) [T six)
i=1 j=1
J#
(X1, ,0Nn) = M1(X1,..,XN)
N N
+ Z fl1 lk(xll7 "7-xik) I_I Sj(xj>7
i nif=1 Jj=1
i1<...<i j#lh...,lk
1 <k<N. 3.9)

7o’ 1n degismez islev olmayisina karsin degismez yaklastiran olarak adlandirilir. Bu

yalnizca, sag yanin fj degismez terimi icermesinden kaynaklanan bir durumdur.
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Ayrica (3.5) esitligi verilen tiimlev altinda sifirlamim kosullar1 iizerinden CYCG

bilesenleri arasinda bir diklik kosulu tanimlanabilir.

b] bN N N
dxywi(xy)--- dxywy (xn) H si(x;) H Si(xj) fiyifiny =0 (3.10)
aj an i=1 =1
i#ill ..... ik ];ﬁl ..... ]l

Diklik kosulu belirleyis yalinligina ek olarak, 1 <ij <i, < ... <z <N,
1<ji<jp<..<ji<Nvel<k<Il<N olmak iizere asagidaki gibi bir iccarpim

yazilabilmesine olanak tanimaktadir.

N N by by

Fivis l l sis Firoi I I 5 = dxywi(xq)--- dxywn (xn)
i—1 j=1 al an
L el JEJ1-dp

N
< T siCa)fir.ip (i esxiy)

(3.11)

Iccarpim tanimindan yararlanilarak (3.12) esitliginde verilen bicimde bir boy tanimi

yapilabilir.

2
N N N

Sivix H six)|| = | firi H sis fiie 1 si (3.12)

f(x1,...,xn) islevinin Hilbert uzaymda oldugu varsayimi dikdortgencil bir ¢okyiizlii
iizerinde dordiilii tiimlevlenebilir bir yapida olmasi durumunu getirmektedir. Bu
durumda, sifirlanma kosulu yardimu ile (3.1) ile verilen CYCG ag¢iliminin her iki yaninin
ozii ve agirlik islevi ile carpilarak her bir bagimsiz isleve gore tiimlevi alindiginda f

islevinin boy dordiilii i¢in, ara sifirlanislar1 da goz 6niine alarak,

2

N N
+3 fiHSj +o ] (3.13)
i=1

N

foI1s;

J=1

If1* =

J#i
yazilabilir.  (3.13) esitliginin her iki yan1 ||f]|*’ye boliindiigiinde elde edilen

yap1 asagidaki gibi olacaktir.

2
N

2
— /o] ]s;
=l

N

HfHZZ H L +W||f12 NP (314
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(3.14) esitligini iizerinde uygun kesmeler yapildiginda nitelik Olgenleri olarak

adlandirilan yapilar elde edilir.

NI
O ! f Hs
0 = w5 /f0 ;
Hf”2 J=1 /
| N N2
or = = 2 ||l ]si| +oo
A7 S| =
i
1 2
oy = WHfIZ...NH +OonN—1 (3.15)

Nitelik 6lcenleri, sirastyla, degismezlik 6lceni, birinci kerteden nitelik dlceni ve benzer
bicimde ilerleyerek N. kerteden nitelik 6lgeni olarak adlandirilir ve iyi sirali bir dizi
olusturur. (Burada, uzbilimcil anlamda gercek iyi sirali bir dizi, esitliklerin varligi
nedeniyle, giindemde degildir. Ama uygulayimcil acidan iyi sirali gibi nitelendirimde
sakinca yoktur.)

0<op<..<oy<l1 3.16)

CYCG aciliminda cok degiskenli bir iglev daha az degiskeni olan bilesenlerle
anlatilmaktadir. Bu nedenle yapilan kesmenin niteligi, nitelik 6l¢enlerinin 1 degerine

ne kadar yakin oldugu ile dogru orantida olacaktir.

CYCG aciliminin niteligi, bir yandan, ayn1 zamanda destek islevlerinin se¢imine
de baglidir. Bagka bir deyisle, destek islevinin yapis1 yontemin niteligini dogrudan
etkiler. Bu ana dek yapilan aragtinmlar sonucunda degismez agirlik altinda destek
islevlerinin ¢arpimcil olarak alinmasinin yontemin etkinligi acisindan daha yararh

oldugu gozlemlenmistir. Bu durumda destek islevi asagida verilen bicimde secilebilir.

2 dxy "fiff dxj- faﬁ-’fll dxjir- [0V dxy f(xi, ..., xy)
1

[fabj dxj[ [ dxy - fabfjl‘ dxj— ab,ﬂ dxjiy o [V dxy f(x1, ..., xn)]2)2
(3.17)

5j(x7)

3.1.1 iki Degiskenli Islevlerde CYCG
Iki bagimsiz degiskene bagli bir islevin [0, 1] araliginda CYCG agilimi asagidaki gibidir.
fxix2) = foulx)v(x) + filx)v(xz) +ulxr) fa(x2) + fi2(x1,x2)
x;i €[0,1],i=1,2 (3.18)
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Birim agirlik altinda destek islevleri u ve v belirleyis yalinlig1 acisindan birim boylu

olarak alinmigstir. Birim boyluluk burada zorunlu bir kosul degildir.

1 1
/ dxju(x))? =1 / dxyv(xp)? =1 (3.19)
0 0

f bilesenlerinin belirlenimi i¢in Sobol’un vermis oldugu sifirlanim kosullar1 asagidaki

gibi tanimlanmaktadr.

/Oldxlfl(xl)”(xl) =0
/01 dxp f(x2)v(x2) =0
/Ol dxi fi2(x1,x0)u(x1) =0

1
/0 dX2f1 72()61,)62)\/()62> =0 (3.20)

Belirtilen kosullar altinda iki bagimsiz degiskene bagli bir islevin degismez, tek

degiskenli ve iki degiskenli CYCG bilesenleri essiz bir bicimde bulunabilir:

fo = /Oldn/Oldmf(xl,xz)u(xl)v(xz)
fita) = [ durtn o) - )

fHx) = /Oldmf(xl,m)u(xl)—fov(xz)
fia(x,x2) = fx1,x2) = fou(x1)v(x2) — fi(xr)v(x2) — fo(x2)u(xr).
3.21)

Bu yazimda f bilesenin f islevinin ortalama degerine karsilik gelmektedir. u ve v
destek yoneyleri birer agirlik olmamalarina karsin, bir tiir agirliklandirim s6z konusudur.
Ama bu agirliklandiriml agirlik katsayilart eksi degerler de alabilmektedir. Bu durumda
fo’adestek ortalama denebilir. fi bileseni x| yoniinde ve f> bileseni x, yoniinde degisen

ortalamalar1 gostermektedir.

Bilesenler saptandiktan sonra siireklilikten ayrikliga gecilebilir. Ayriklik derken yalnizca
bir islev degil, bir ya da birden ¢ok sirasayiya bagimli olan bir islevden s6z edilmektedir.

Bu durumda dis carpimlar s6z konusu olacaktir.

(1) (2)

aij = aopuivjta; 'vjtua;

i=1,-,1 j=1,,m (3.22)

+a

2

(1,2)
J



Destek yoneylerinin birim boylulugu kosulu asagidaki gibi anlatilabilir.

l m
Yu=1 Y vi=1 (3.23)
i=1 j=1

Sifirlanim kosullar1 ayrik bir yapida ¢aligildigi i¢in sonlu toplamlar ile dile getirilen

yapilar haline doniigmiis olur:

lng
=
Q’/\
I
)

m

Zvja§2) =0

j=1

Zuiaglj’z) =0

i—=1 7

m

Y viali? = 0 (3.24)
j=1

Sifirlanim kosullarinda birinci esitlige bakildiginda, birinci bilesen ile birinci destek
yoneyinin i¢ carpiminin sifir oldugu goriilmektedir. Bu durum gosteriyor ki, birinci
bilesen birinci destek yoneyine dik olmalidir. Benzer bi¢imde ikinci esitlikten ikinci
bilesenin ise ikinci destek yoneyine dik olmasi, gerekliligi sonucu ¢ikarilabilir. Ugiincii
esitlik ise birinci destek yoneyinin artik terimin sol sifir uzaymda bulunmasi ve dordiincii
esitlik sag sifir uzayinda bulunmasi anlamina gelmektedir. Bu 6zellikler CYCUDG nin
gelisimini saglamaktadir. Bu kosullandirimlar altinda bilesen esitlikleri asagidaki gibi

elde edilecektir.

uivjdi,j

8§

I
M-
M=

~

~Qﬁ
I
s L

vja,-,j —aogu;

.
Il
R

uia,-J — Cl()Vj

kAQA
\[\/)
I
™~

N
Il
—_

al(’lj’z) = ai,j — ClobtiVj — al(l)Vj — 615-2) u; (3°25)

Burada ag bileseni A dizeyi araciligi ile v’nin bulundugu uzaydan #’nun bulundugu
uzaya doniisiimii saglayan bir gecis bilesenidir. Bu da Rayleigh oraninin iki uzay

arasindaki kargiligina denk gelmektedir.

(3.22) esitligi ile verilen CYCG ag¢iliminda g; ;’yi elde edebilmek i¢in dort toplamcil

terim kullanilmaktadir. Kesme yaklastirimi yapabilmek i¢in, yalnizca u ve v iglevlerinin
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dis carpimlarini iceren degismez bilesen alinabilir. Eger dizeyin 6zdiizeyi ve boyu
yeterince diisiik degilse, son terimi iceren dizey bileseni gdsterim icin énemli bir rol
oynayacaktir. Bu demektir ki, dizeyin bileseni boy ve/veya 6zdiizeyde baskin oldugunda,
CYCG yontemi dizeylerde etkili olarak kullanilamamaktadir. Bu da yeni bir yontem

gelistirilmesinin gerekliligini ortaya ¢ikarmisgtir.

3.2 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Dizey Gosterilimi

Bu bilesenler dizey baglaminda yazilacak olursa A dizeyi daha tikiz bir anlatim ile

verilebilir:

A =apuv’ +a v’ +ual +A,
u,a; € R
v,ay € "
ay EX
A A, € Z>M (3.26)

u ve v yoneyleri sirasiyla / ve m boyutlu uzaylarda yer alan destek yoneyleridir.
Degismez CYCG bileseni ag bir sayili, a; ve a, bilesenleri sirasiyla / ve m boyutlu
yoneyleri ve Ay > bileseni / X m boyutlu bir dizeyi simgelemektedir. Bu durumda bir
dizey, ii¢ dig carpim ve bir dizey yani artik terim ile anlatilabilir bir yap1 durumuna

getirilebilmis olmaktadir.
Destek yoneyleri iizerinde birim boyluluk kosulu,

vu=1, viv=1 (3.27)

biciminde verilebilir. Ayrica CYCG bilesenleri tizerindeki sifirlanim kogullar1 daha

oncekilere benzer bicimde ama tikiz anlatimlarla yazilabilir:

uTa1 =0
VT32 =0
u'A, = 0]
Ajpv = 0 (3.28)
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ap, aj, a2 ve Aj>’nin sifirlanim kosullarimi kullanarak CYCG denkleminden elde

ediliminde bilesen esitlikleri bu bicimde yazilabilir.
u’Av =qy+u’a, —I—agv—i—uTAsz 3.29)
(3.27), (3.28) ve (3.29) esitlikleri kullanilarak ag sayil degiskeni belirlenmek istenirse
ap =u’ Av (3.30)
elde edilir. (3.30) esitligi sagdan v ile ¢arpilarak a; bileseni elde edilebilir:
Av = qpu+a, (3.31)
a; = Av—qou (3.32)
Benzer bigimde (3.30) esitligi soldan u’ ile carpilarak a, bileseni elde edilebilir:
u’A =qov! +al (3.33)

a, =ATu—agv (3.34)

Artik terim, yani A » bileseni, asagidaki gibi yazilabilir.

Ao =A— aouvT — alvT — uag 3.35)
Bilesenler acik yapilari ile yazildiginda,
a = Av-— u’ Avu
= Av—uu’Ay
= (I, —uu’)Av (3.36)
elde edilir. Ayn1 bicimde,
a = (L,—vv)ATu 3.37)
App = (I —ua")A(L, —w') (3.38)

esitlikleri de iiretilebilir. (I, —uu?) bir izdiisiim dizeyidir. Bu dizey, [ 6geli yoneylerin
bulundugu uzay icerisinde, u yoneyinin ortmiis oldugu eksene dik olan alt uzaya
iz diisiiriir. Benzer bigimde (I, — vv’) dizeyi de bir izdiisiim dizeyidir ve m 6geli
yoneylerin bulundugu uzay icerisinde v yoneyinin 6rtmiis oldugu eksene dik olan

altuzaya iz diisiiriir. Bu durumda artik dizey bir altdiizeye diisiiriilmiis ve 6zdiizeyi
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ise baslangi¢ dizeyinden 1 diismiis olur. Ozyineleyis ile 6zdiizey her asamada bir
diisiiriilerek, dizey yalnizca dis ¢carpimlardan olusan bir yap1 haline getirilebilir ve bu

anlatimdan kesmelerle yaklastirim saglanabilir.

laill = (afan)'/? 22| = (afaz)'/?
= (vV'AT(I;— wu!)Av)'/? = (W'A@, —wATw)!/?
(3.39)
olmak iizere, yeni destek yoneyleri asagidaki gibi tanimlanabilir.
1
U = —Fa]
[l ]
1
Vo, = —ap (3.40)
|||

oy = ap, B1 =||a1|| ve 1 = ||az|| olarak tanimlandiginda A dizeyinin ayristirim yapisi

(3.41) esitligindeki gibi yazilabilir.
A= aluvT + Blusz + }’1llV%w +Ai> (3.41)

Burada a;, B; ve 7 birer 6zdeger ya da 6zdeger gorevini iistlenen degistirgeler

konumundadir.

(I, —ujul)Av,
=u, = 3.42

(L, — VIVIT)ATul
VI=V, vV, = (3.43)
AL, —vivI)ATu,)1/2

CYCG ayrnistirimi yapildiginda yeni destek islevleri 6zyineli olarak iiretilebilmektedir.

Yeni destek yoneyleri up ve v,’yi kullanarak artik terim A » ayrigtilabilir. A =A ve

A = A > olarak tamimlandiginda 6zyineleyis tabam asagidaki gibi yazilabilir.
AO = oyuy vl + Brugv] + yug vy + AW (3.44)
Ikinci asama ayristirim yapilirsa, elde edilecek olan yap1 asagidaki bicimde olacaktir.
AV = (@ —uu))A®L, —viv])
AL = Oczuzvg + ﬁZU3V2T + y2u2V3T +A® (3.45)

Bu durumda ikinci agama degistirgeler (3.46) esitligindeki gibi yazilabilir.

o0 = ugAsz
B = || —uul)AWv,]
o= |- vav)AD uy| (3.46)
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Ikinci asamada yeni elde edilen destek yoneyleri ve artik dizey asagidaki gibi olacaktir.

(1, —uwud) Ay, (3.47)

u3

<
w
Il

L
B2
%(Im —vav)) A uy (3.48)
AP = (- uwul)AD (L, —vv)

= (- ululT — uzug)A(Im — VlvlT — Vzvg) (3.49)

Her asamada 6zdiizey diisecek ve artik dizeyin 6zdiizeyi 1’e esit oldugunda durulacaktir.

Genel olarak 6zyineleyis taban1 asagidaki gibi yazilabilir.
A(j) = aj+1Uj+1V§+1 + ﬁj+1llj+2V§+l + }/j+1uj+1vjr+2 + A(j+1) (3.50)

(j+1). asama degistirgeleri agsagidaki gibi elde edilebilir.

ajn = ui Ay
Biv1 = [|(L—ujqul, DAV, |
AT
Vi1 = ||(Im—Vj+1VJT'+1)A(J) il 3.51)

Bu durumda (j+ 1). asama sonucunda destek yoneyleri ve artik dizey, genel yapilari

ile, asagidaki gibi yazilabilir.

Uy = ﬁ(ll —ujuf AUV (3.52)
Vigo = ﬁ(lm — Vj+1VJr+1)A(j)TUj+1 (3.53)

AU = (1 =yl DAY (L, —vjav]y)
= (I,— :ii wu! )A(T, — Zi vivh) (3.54)

Birim dizey, birbirine dik dogrultulara iz diisiiren bir boyutlu tiim olabilecek dizeylerin

toplamina 6zdes olmak zorundadir.

!
(L-ZWW{) = 0/«
k=1

m
(Im—ZVkV]{> - 0m><m
k=1

(3.55)
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Yatay bir dikdortgen yapisinda ¢alisildiginda, yani / < m iken bulunan u ve v destek

yoneyleri A dizeyini asagidaki bicimde anlatacaktir.

i -1 [
T T r
A = Z ou;v; + Z B 1v; + Z YiliVig

= UV’ [ <m (3.56)

Y iickosegenli cekirdek dizey olarak adlandirilmak iizere, genel olarak asagidaki esitlikle

verilebilmektedir.
[y v 0 0 0 0 0]
B @ p» 0 O O -~ 0
t=| 0 B a3 B 0 0 -~ 0 (3.57)
i 0 e 0 Bl—l o7 Yo 0 |
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4. COKDEGISKENLILIGI YUKSELTILMIS CARPIMLAR
OKUCLULANDIRIMLI DIZEY GOSTERILIMI

4.1 Tek Dis Carpimdan Olusan Dizeylerde Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Car-

pimlar Okuclulandirimh Dizey Gosterilimi

[ x m boyutlu bir A dizeyi 6zel olarak, tek dis carpimdan olusacak bi¢cimde, (4.1)
esitligindeki gibi tanimlansin.

A=EnT 4.1)
A dizeyinin CYCG acilim1 asagidaki bicimde yazilabilir.
A= aouvT +av! + uazT +A> 4.2)

CYCUDG anlatiminda verilen birim boyluluk ve sifirlanim kosullar1 altinda bilesen

denklemleri asagidaki gibi anlatilabilir.

ay = ulAv
a, = (I,—un’)Av
a = (I,—wl)ATu
Ay = ([—uwu")A(L, —w) 4.3)

Ozel yapida segilen A dizeyi bilesen denklemlerinde yerine konulup bilesenler yeniden

diizenlendiginde,
ap = (L—uui)én’v
a, = (Ip—vivn€u,
Ay = (T—w")énT(T,—w) (4.4)

elde edilir. Boylece, A dizeyi (4.5) esitligindeki bi¢cimde yazilabilir.
A= Oclulv{ + BluzvlT + }/lulvg + Oczuzvg 4.5)
U ve V destek yoneylerinden olusan dizeyleri simgelerse
U=[u u 0 - 0]
V=[vi v 0 - 0] (4.6)
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yazilabili. UXV? = A olmak iizere okuclulandirim dizeyi ¥ asagidaki bicimde

iiretilebilir. ~ _
o n 0 0
Bl o 0 --- 0
xr=| 0 0 0 -0 4.7)

0 0 0 - 0]

4.1.1 Birden Cok Dis Carpimdan Olusan Dizeylerde CYCODG

A birden ¢ok dig carpimdan olusan bir dizey olsun.

A=&ni+&n) (4.8)
A dizeyindeki iki dis ¢arpim bir Onceki agilimdan yararlanilarak ayr1 ayr1 yazilabilir.
1
Enl = of'wvl +Bruov] +ywvi + opupv]

2
&.m5 = 0‘1( )“1V1T + Bauzvi + purvi + azuzvy 4.9)

U ve V dizeyleri destek yoneylerinden olugsmak iizere asagidaki gibi tanimlanacaktir.
Uz[ul u; us 0 ] VE[Vl Vo V3 0 ] (4.10)

uy ve u3 yoneyleri uj’e dik, e bicimde v, ve v3 yoneyleri v e dik olup, aralarinda dik
olmak zorunda degillerdir.

A = UZV7 olmak iizere T dizeyi asagidaki gibi elde edilir.

X = X +X
(" pp0o0 0] [P 0% 0 0]
Bi oy 0 0 --- 0 0O 0 0 O -0
— 0 0O 00 --- 0|+ B 0 o3 O -0
. ST 0O 0 0 O -0
| 0 0 00 o] |+ o a
[V 4a® 5 p 0 0] [aaom r 0 0]
Bi o 0 0 -+ 0 Bi o 0 0 --- 0
_ B2 0 a3 0 0 B 0 o3 0 --- 0
= 0 0O 0 0 ol—1 0 0 O O ---0
I 0 0 0 0 o] [0 0 00 0

(@.11)

M, @

Burada al = o, " + ¢, tanimu kullanilmigtr.
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4.1.2 Okuclulandirimh Yapidan Uckosegencillige Gecis

Dizey sonlu ya da sonsuz sayida dis carpimlardan olusuyor ise, her bir dig
carpimi1 CYCUDG ile ayrigtirarak bir ¢ekirdek dizey olusturulabildiginden bir 6nceki
altbolimde soz edilmigtir. Sonrasinda ise bu c¢ekirdek dizeylerin birlesiminden
okuclu (ing:arrowheaded) yapida bir gosterilim iiretilebilmektedir. Okuclu dizeyin
sol iist kosesinden kesme yapilarak, yine okuglu yapida sonlu boyutta bir dizey elde
etmek ve bununla yaklastirim yapmak olanaklidir. Diger yandan, okuglu dizeyi
tickosegencil yapiya getirip, kesme yaparak bir yaklastinm yapmak da olanaklidir.
Okuclu tizerinden yapilan yaklastirnm m1 yoksa iickdsegencil ile yapilan yaklastirim mi1
daha iyi yakinsar incelemek istiyoruz. Kesmeden kaynaklanan yanilgi yakinsayis
niteligini etkilemektedir. Uckosegencillige gegiste var olan doniisiim, bilgisayim

karmagikligini (ing:computational complexity) arttiracaktir.

2 x 2’lik bir dizey hem okuglu hem de ilickdsegencil yapidadir. Bu nedenle inceleyise
baglayabilecegimiz en yalin yap1 3 x 3’liik bir dizeydir:

oG n o r
A=| B o O (4.12)
B 0 o3

(4.12) esitligi ile verilen okuglu A dizeyini tickdosegencil duruma getirmek istiyoruz.
Burada yalin bir bi¢cimde, A, “lizerinde bir doniisiim yapilarak iickdsegencil duruma
getirilebilir mi?” diye sorgulanmaktadir. Oncelikle birinci yatay sira ile ikinci yatay
stray1 yer degistirerek, sonrasinda ilk iki diigsey siray1 yer degistirerek iickdsegencil

yapiya gecis saglanabilmektedir.

Bi a O
NMA=|oa n » 4.13)
B 0 o3
a B 0
INAII= | n o1 » 4.14)
0 B o

Burada, yerdegistirim dizeyi olan II, bir yandan da, dondiiriim dizeyi niteligi
tagimaktadir. 3 x 3’liikk okuglu bir dizeyi, II dondiiriim dizeyi ile yer degistirim yapilarak

tickosegencil bir dizey haline getirilebildigini gorebiliriz. I, dordiilii birim dizeye esit
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olan, diger bir deyisle, evrigi devrigine esit bir dizeydir.

II1=

S = O
S O =

0
0 (4.15)
1

3 x 3’liik boyuttaki bu olguya karsin, daha yiiksek boyutlarda yalnizca yer degistirim
ile iickdsegencil yapiy1 elde etmek yalin olarak olanakli bir durum degildir. Sonsuz
boyutta aragstirimlar gerceklestirmek istendigi géz oniine alindiginda ise bu daha da

giiclesecek ve dondiiriim yetersiz kalacaktir.

Genel durumuyla bir m. asamada elde edilen okuclu dizeyi inceleyelim.

o noo Ym—1
A, = Fl - (4.16)
ﬁmfl O,

(4.16) esitligindeki gibi tanimlanan bir dizeyi iickosegencil bir dizey durumuna getirmek
istemekteyiz. m sayis1 verilen bir deger oldugunda, bu dizey, soldan ve sagdan uygun
birer dizey ile carpim yardimiyla, iickdsegencil duruma getirilebilmektedir. Sonsuz bir
dizey iizerinden kesmelerle olusturulan dordiil dizeyler olarak yorumlandiginda, A,

dizeyi asagidaki gibi yazilabilmektedir.

(0] T 4 IR
B o 0

Amiti = | . ‘ @.17)
ﬁm am—l—l

A,,+1 ile A, arasinda bir 6zyineleyis yazilabilir mi diye incelemek istiyoruz.

(m)
A m€) ] (4.18)

A= m
mrl = T
Bmegm) Opt1

Bu, uzbilimcil tiimevarim yardimi ile kanitlayisa gotiiriilebiliyorsa dogru demektir.
Dogruluk durumunda, bastan belirli m degerleri i¢in dogru oldugu gosterildiginde,
m’den sonraki deger icin de dogru olacaktir. Diyelim ki, A, dizeyi iickdsegencil yapiya
doniisebiliyor olsun. Bu durumda, doniisiimii gerceklestiren dyle bir dizey kiimesi

vardir ki, tickdsegencil B, dizeyi elde edilsin.

ap cq 0
B, = | ® 4.19)
Cm—1
0 bu—1 am



Oyleyse doniisiim asagidaki gibi yazilabilmektedir.
U,A, V. =B, (4.20)
Bu durumda, U,,; | ve V,, 1 dizeyleri nasil olmalidir?
U, 0 Vi 0
Uy = { 01{'1" 1’" ] Vil = { 0;’7 1’" } (4.21)

U,+1 ve Vi dizeylerinin (4.21) esitligindeki gibi oldugunu varsayarsak, U,

dizeyinin soldan A, ile carpimi asagidaki bicimde yazilabilir.

U, 0
Um+1Am+1 - 07{'1 1m :|
L Ym

A, }/me(lm)
Bmegm)T On+1

i (m)

[ UnAn Ui ] 422

(m)T
L ﬁmel On+1

(4.22) esitligi sagdan V,, 11 dizeyi ile carpilirsa,

Ut 1Am+1Vims1 = (4.23)

Bme(lm)TVm On+1

UpAnVa  7uUpel™ ]

elde edilir. (4.20) esitligi ile sol iist kosenin B,,’ye esit oldugu ve obek olarak
kendi icerisinde ilickdsegencil bir yapi olustugu gozlemlenmektedir. Bu dizeyin

tickosegencil olabilmesinin tek yolu, memegm) carpiminin e,(nm) "ye ve benzer bicimde

ﬁmegm)TVm carpiminin ise e,(nm)T’ye esit olmasiyla gerceklesir. Basta varsayilan U,, ve
V. dizeylerinin bunu saglayacaginin giivencesi verilememektedir. Bu da 6bekleme
yolu ile amaca ulasmanin olanakli olmadigin1 gostermektedir. Bu durumda bu dizeyi
sagdan ve soldan Oyle iki dizeyle carptigimizda tickdsegencillik saglanabilir mi diye

inceleyelim.

Y Unel™ dizeyini €, ile, Bue\™ V,, dizeyini pT ile gosterildiginde, (4.20) esitligi ile

birlikte (4.23) esitliginde bulunan dizey,

{Bm S } (4.24)

T
“m am+1

biciminde yazilabilir.
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Uckosegencil gecis dizeyleri asagidaki gibi genel bicimde alindiginda, (4.24) ile birlikte,

bir sonraki asama elde edilebilir.
(L, 0, ][B. &, |
X1 pl oy || YL 1

[ Euve [

| X?Bu+ul o +X1E,

[ Bm + ngYY};

m 4.25
X7 B+ 1l (01 + X XEE ) Yo am+1+X17¢;§m:| (429

Son asamada ilickdsegencil 6bek kalmadig ve i¢i dolu bir dizey bulundugu gézlemlen-
mektedir. Uckdsegencil bir yapiya gecis yalin doniisiimlerle saglanamamaktadir. Bu
durumda dondiiriimiin yetersiz kaldig1 gézlemlenmektedir. Bu yiizden, bu anlatilanlari,

uygun bir ¢izem olarak diisiinebilmek olanaksizdir.

Ote yandan verilen dordiil ya da dikdortgencil herhangi bir dizeyin CYCUDG
araciligiyla tickosegencil bir cekirdek dizeye doniistiiriilebildiini bilmekteyiz.
CYCODG kullanmaksizin, var olan herhangi bir bakisik olmayan okuglu dizeyi
CYCUDG ile iickosegencil hale getirilebiliriz. Ancak, burada énemli bir olguyu
gozardi etmemek gerekir. CYCUDG izgeyi korumak zorunda degildir. Destek
yoneylerinin se¢cimine bagimli olarak asil dizey ile karsilik gelen tickdsegencil dizey
es izgeli olmayabilir. Izge korunumunun gerekli oldugu durumlarda bu gercek akilda

tutulmalidir.

Okuclu dizey kag dig carpim varsa ona bagl olarak olusmustu. Buna ek olarak, okuglu
yapinin kendisinde bir asal kosegen ve iki dig ¢carpim bulunmaktadir. Bu durumda A
dizeyi,

A=K+bel +ec” (4.26)

biciminde yazilabilir ve K, b ve ¢ dizeyleri agagidaki gibi tanimlanmaktadir.

ap 0 --- 0 0 0
0 by 1
K=| . , b= . , c= (4.27)

A dizeyine CYCUDG yontemi uygulandiginda elde edilecek olan iickdsegencil £

dizeyinin o, B ve y degistirgeleri K, b ve ¢ dizeylerinin terimleri ile orantili bigimde
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olmaktadir. Baglangic¢ destek yoneyleri olarak,

u = , = (4.28)

bicimde tanimlandiginda, o say1l degeri (3.51) esiligine gore hesaplanmaktadir.

o = u{AVl
V1

m—1

= xia1+ Y bixiyy axxx+cixy - FamXm+cm—1X1
i—1
l Ym

m m—1 m—1
= Y aixyi+y1 Y, bixiy1+x1 Y, civig (4.29)

i=1 i=1 i=1
(3.51) esitligi dogrultusunda, B; degistirgesi icin 6ncelikle(I,, —ujul )Av; belirlen-

melidir.

(L —ululT)Avl

o 1 [ mm
X2X1 X
— O 1 _ 2 ) AV1
X
1—x} —xix2 - —X1Xm ary1+ciy2+---+cm—1Ym
| e 10 ary2 +biyi
L 1 _xrzn AmYm +bm—1y1
i ’ m—1 m—1
(I=x))(aiy1+ ¥ ciyigr —x1 ¥ (@ip1Yit1 +biy1)xis1
= i=1 i=1 (4.30)

(4.30) esitliginin boyu B degerini vermektedir. Benzer bicimde y; degistirgesinin de A

dizeyiyle olan bagintis1 bulunabilir.

Bununla birlikte, (4.29) esitliginin gosterdigi iizere, ¥ dizeyindeki o degerlerinin

bulunmasinda okuglu A dizeyinin kdsegen degerlerinin 6nemi biiyiiktiir.

Ote yandan, (4.26) biciminde gosterildiginde iki durum ortaya cikmaktadir: Boyda
yakinsaklik ve boyda iraksaklik.

4.1.2.1 Boyda yakinsakhik durumu

Boyda yakinsak durumda hem K dizeyi, hem de b ve ¢ yoneyleri boyda yakinsak olmak

durumunda kalmaktadirlar.
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Bu durumda, baslangi¢ destek yoneyleri sonsuz boyutlu uzaydaki e; yoneyi olarak
secilirse, CYCUDG ayristirimi yapildiginda zel bir durum ile karsilasilmaktadir.
Birinci asama ayristirim degistirgeleri belirlendiginde, o, K kdsegen dizeyinin ilk
elemani olan a; sayilina karsilik gelmektedir. Benzer bi¢cimde B, ve 7y, degerleri
belirlendiginde, sirasiyla, b ve ¢ yoneylerinin boylarina esit olduklar1 sonucuna
varilmigtir. Bu durumda yeni bulunan destek yoneyleri b ve ¢ yoneylerinin, sirasiyla,

Ozlerinin boylarina boliimii ile elde edilecektir.

Eger bastaki okucglu dizeyin b ve ¢ yoneyleri birbirlerine dik olarak ongoriiliip, u;
sol destek yoneyi ¢ yoneyi ile ve v sag destek yoneyi b yOneyi ile orantili olarak
secilirse olusacak olan durumu inceleyelim. Bu durumda (4.29) diklik durumu goz
Oniinde bulunuduruldugunda, o sayili 0’a esit olarak bulunmaktadir. Benzer bicimde
esitliklere uygun olarak f8; ve y; degistirgeleri hesaplandiinda O elde edilmektedir.
Bu kosullar altinda yeni destek yoneylerinin bulunmasinda sorun ¢ikmaktadir. f3
ve a degistirgelerinin sifirlandigr durumlar s6z konusu oldugunda baslangic destek
yoneylerine dik olacak bi¢cimde yoneyler belirlenip destek yoneyi olarak ayristirimda

kullanilmaktadir.

Daha bagka 6zel durumlardan da soz edilebilir. Ancak, burada bu diizeyde bilgi ile

yetinilecektir.
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5. UYGULAMALAR

CYCUDG ve CYCODG iizerine, simgecil ve bir yandan da sayicil islem yapabilen
bir uzbilimcil yazilim olan Mathematica aracilifi ile tiirlii uygulamalar gerceklestirilip,
sonuglara bu boliimde yer verilmistir. Mathematica’nin kendi bilgisayim donanimcil

duyarlilig1 olan 16 anlamli basamak diizeyinde caligilmistir.

5.1 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Dizey Gosterilimi

CYCUDG i¢in n boyutta genellestirilmis, verilen cokdegiskenli islevin ya da, daha
dogrusu dizinin ayristirrminin elde edilimini saglayan bir betik olusturulmustur. Bu
betik, oncelikle basta belirlenen u ve v destek yoneylerini birimboylu duruma getirip,
ayristirnm yapilacak olan n X n tiiriinde A dizeyine ilk asama ayristinrmda yardimci
destek yoneyleri olarak hazir duruma getirmektedir. Onceki boliimde verilmis olan
esitliklere uygun olarak, ilk asama &, B ve y degerleri belirlenip kullanilarak, bir
sonraki agama ayristirim i¢in yeni destek yoneyleri bulunmaktadir. Bulunan yeni destek
yoneyleri u ve v’ler aralarinda birbirlerine dik olarak belirlenmektedir. Ancak, 8 ve y
degistirgelerinin sifirland1g1 durumlar s6z konusu olabilmektedir. Boyle durumlarda,
B ve vy degistirgelerini kullanmak yerine, u ve v yoney kiimeleri i¢in aralarinda dik
olacak yoneyler secilip ayristirim iglemi siirdiiriillmektedir. A dizeyinin ayristirrmindan
bir sayil carpanli terim, iki dis carpimdan olusan sayil carpanli terim ve bir artik terim
elde edilmektedir. Bu artik terim bir onceki asamada ayristirilan dizeyden bir 6zdiizey
diisiik olan dizeydir. Ve yeni destek yoneyleri araciligi ile yeniden ayristirilan yapidir.
Ozyineli yap1 6zdiizey 1’e esit oldugunda duracak sekilde diizenlenmistir. Sonucta elde
edilen tiim «, B ve y degistirgelerinin olusturdugu tickdsegencil yapidaki dizey ve tiim
destek yoneyleri ile bastaki A dizeyine ulagilabilmektedir. Bu durum, dogrulayis amach

uygulayislarla sitnanmastir.

Amag, sonsuz boyutlu dizeylere CYCUDG yo6ntemi araciligi sonsuzluktan kesme
yapmaksizin yaklastirim yapabilmektir. Bu nedenle, destek yOneyleri evrik {islii

sirasayilar 6geli yoneylerle orantili (boylar Riemann Zeta islevi degerlidirler) Riemann
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Zeta islevleri secilerek acilim uygulanmak istenmistir. Sonsuz boyuta ge¢is yapmadan

once, daha kiiciik boyutlarda caligilarak olusturulan betigin uygunlugu sinanmustir.

Baglangi¢ olarak 10 boyutta calisilip, u ve v ilk destek yoneyleri olmak iizere, Zeta

islevlerine benzer olarak genel yapilar1 agsagidaki gibi belirlenmistir.

1
wli=5 =3 (5.1)
Ayristinm yapilmak istenen dizey, ¢ herhangi bir sayil olmak {iizere,
c
= 5.2
4ij = F (5.2)

biciminde secilmistir. Yapilan 6zyineli ayristirirmdan sonra 5 asamada A dizeyi elde
edilmis ve tickosegencil T dizeyi asagidaki gibi bulunmustur. Bu dizey boliinerek de

yazilabilir. T = [T, T}] olmak iizere,

[ 0.0807108 0.0884068 0 0 0

0.0739928 0.118173  0.0169547 0 0

0 0.0153904 0.00932039  0.000846513 0

0 0 0.000737934  0.000395137  0.000036798

T - 0 0 0 0.0000318009 0.0000148625

= 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0 |
[0 000 0]
00000
00000
00000
00000
2= 100000
00000
00000
00000
(0000 0|

(5.3)

Bulunan dizey ile basta alinan dizey arasindaki sapisin boyu 1.46429 x 10710 olarak

elde edilmistir.
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5.2 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Okuclulandirimh Dizey Gosterili-

mi

CYCUDG yéontemi igin olusturulan betige benzer bicimde bir betik olusturulmustur.
Degisik olarak, ayristirilmak istenen ¢okdegiskenli daha 6zel bir yapida secilmistir. Bu
yontem, CYCUDG yo6ntemine gore daha yalin belirleyisli, olusuna ek olarak, daha
verimli bir sonug elde edebilmek icin dikgen taban takimlar ile ¢calismak istenilmistir.
Dikgen yoney kiimelerinin dig ¢carpimlarindan olusan bir ¢okdegiskenliye CYCODG
acimi uygulanarak elde edilen okuglulandirimli dizey ve destek yoneyleri ile gosterilim
saglanmis olmaktadir. Betikte, cokdegiskenlinin belirlenimi i¢in se¢ilen yoney kiimeleri
oncelikle Cholesky yontemi ile dikgen taban kiimeleri durumuna getirilmektedir. Her bir
dig carpima ayr1 ayr1 CYCODG agilimi uygulanip, elde edilen ¢, B ve y degistirgelerinin
biraraya getirilisi ile okuclulandirimli dizey yapisi elde edilmistir. Bu dizey ve tiim
destek yoneylerinin yardimi ile, CYCODG iizerinde, dis ¢arpimlar toplamindan olusan

cokdegiskenli basarili bir bicimde elde edilmistir.

CYCUDG dekine benzer bicimde, sonsuz boyuta gecilmeden oénce sonlu kiiciik
boyutlarda denemeler yapilmistir. Dikgen taban takimi i¢in Zeta islevlerinden

yararlanmak amaclanmisgtir.

1
[y] j= l_] (5.4)

estligi ile verilen yoney takimi Cholesky ile dikgenlestirilip kullanilmistir.

Ornegin, 10 boyutlu bir cokdegiskenli 4 adet dis carpimdan olusacak bigimde, dis carpim

katsayilar1 agagidaki gibi verildiginde yontemi uygulamak istedigimizi diisiinelim.

Destek yoneyleri 5.1 esitligindeki gibi secilip birimboylulastirildiktan sonra, her bir dis
carpim i¢in yeni destek yoneylerinin olusturulmasinda kullanilmistir. Her bir dis carpim
icin bulunan destek yoneyleri basta alinan destek yoneyine diktir. Her dis ¢carpim icin

elde edilen «, B ve vy degistirgelerinden olusan dizey (5.6)’deki gibi okuclulandiriml

33



bir yapidadir.

0.64232216
0.20720407
Y = | 0.09490060
0.14119600
0.08083568

0.2485752 0.2377574 0.05803099 0.06938191
0.1463502

0
0
0

0 0
0.1399811 0

0 0.0997281

0 0

0
0 (5.6)
0

0.1192350

¥ dizeyi ve tiim destek yoneyleri ile dis carpimlar toplamindan olusan A dizeyinin

anlattm1 yeniden elde edilebilmistir. Baslangigtaki dizey ile yeni olusturulan dizey

arasindaki sapisin boyu 1.61441 x 10716 olarak bulunmustur.

5.3 Okuclulandirimhi Yapidan Uckésegencillige Gecis

Okuclu dizey yapisindan CYCUDG yontemi ile iickdsegencil dizey yapisina gecis

yapilabilecegine 4. boliimde yer verilmisti. Bu boliimde bununla ilgili uygulamalara

deginilmistir.

Destek yoneyleri (5.1) sirasayili esitliklerle anlatilan bicimde ve A dizeyi okuglu yapida

(5.7) esitliginde verilen dizey ile ¢alisilsin. A = [A], Ay, As] biciminde gosterilmek

tizere asagidaki gibi secilmistir.

[ 0.142857 —0.166667 —0.0555556 —0.0238095
0. 0285714 0. 0.
0.693147 0.  0.428571 0.
1.09861 0. 0.  0.571429
A = 1.38629 0. 0. 0.
= 1.60944 0. 0. 0.
1.79176 0. 0. 0.
1.94591 0. 0. 0.
2.07944 0. 0. 0.
| 2.19722 0. 0. 0.
[ —0.00666667 —0.00406504 —0.0026455 ]

0. 0. 0.

0. 0. 0

0. 0. 0.

0. 0. 0.

Ay = 0.857143 0. 0.

0. 1. 0.

0. 0. 1.14286

0. 0. 0.

I 0. 0. 0. |
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—0.0119048 ]
0.
0.
0.
0.714286
0.

0
0.
0.
0




[ —0.00181159 —0.00129199 ]
0. 0.
0. 0.
0. 0.
0. 0.
A3 = 0. 0.
0. 0.
0. 0.
1.28571 0.
] 0. 1.42857 |

(5.7

Bu kosullar altinda tekillik olmayan A okuglu dizeyine CYCUDG yontemi
uygulandiginda, 10 agamada, £ = [£},X;] olmak iizere,

[ 0.212101  0.143278 0 0 0
472284 0.0949904  1.1335 0 0
0 0.322099 0.131966 0.135423 0
0 0 0.480788 0.633925  0.749139
5 = 0 0 0 0.167566 —0.763806
- 0 0 0 0 0.296682
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
I 0 0 0 0 0 |
[ 0 0 0 0 0]
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
5, = 0.26887 0 0 0 0
~ | —0.872145  0.46389 0 0 0
0.0546475 —0.877396  0.224551 0 0
0 0243144 —0.906329  0.146182 0
0 0  0.245606 —0.884681 0.114817
i 0 0 0 0398589  0.86659 |

(5.8)

tickosegencil cekirdek dizeyi elde edilmektedir. Her asamada yeni olusturulan

destek yoneylerinin anlattigi U ve V dizeyleri asagidaki bicimde bulunmaktadir.
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U = [U},U,, Us] olmak iizere,

U

Uz

0.99144
0.12393
0.03672
0.0154913

0.00793152

0.00459
0.0028905

0.00193641

0.00136

| 0.00099144

—0.0132844
0.311365
—0.566281
—0.417254
—0.0668508
0.2203
0.354797
0.307686
0.0701656
—0.360033

—0.000559164
0.0333599
—0.240282
0.525853
—0.293819
—0.344887
0.266138
0.38389
—0.470848
0.139476

biciminde elde edilir.

—0.0154486

—0.00367607

0.145416
0.231924
0.293076
0.340425
0.379076
0.411737
0.440019
0.464961

—0.00421695

0.135362
—0.457544
0.0481469
0.385462
0.316114
—0.0429713
—0.410998
—0.407237
0.429975

—0.0000712714 0.0000160798
0.000240708
—0.013089
0.0988844
—0.324288
0.581434
—0.615806
0.386514
—0.133522
0.0196247

0.00846971
—0.0928639
0.348917
—0.579648
0.322943
0.280564
—0.516739
0.283641
—0.0555918
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0.128352
—0.898849
—0.365892
—0.154673

—0.0524256
0.0024464
0.0345968
0.0549035
0.0685709
0.0782782

—0.00232182
0.095092
—0.461134
0.458337
0.272508
—0.243869
—0.396822
0.00722934
0.480553
—0.214597

—0.0115334 ]
0.226273
—0.185561
—0.357091
—0.395602
—0.338891
—0.202827
0.00549671
0.282851
0.627853

(5.9



V = [V}, V3, V3] olmak iizere,

V;

biciminde elde edilir.

X dizeyi soldan U ile, sagdan V dizeyinin evrigi ile carpildiginda, A dizeyi ile arasindaki

0.999503 0.0310361 0.00101598
0.0312345 —0.95239 —0.0489838
0.00411318 —0.280681  0.0621221
0.000976077 —0.104417 0.121927
0.000319841  —0.0433098 0.187144
0.000128537 —0.0188625 0.258563
0.0000594695 —0.00804285 0.334911
0.0000305024 —0.00290548 0.415288
0.0000169267 —0.00035669 0.499092
| 9.99503 x 107 0.00093031 0.585897
[ 0.00160453 0.00146049 0.000523493 ]|
—0.0985384 —0.101995 —0.0438521
0.365543 0.514678 0.311643
0.111496 —0.228788  —0.441919
—0.18643 —0.4778  —0.185432
—0.386097 —0.270833 0.321897
—0.438566 0.10857 0.392008
—0.311458 0.383889 —0.0915941
0.0265576 0.308979  —0.564761
0.608569 —0.340718 0.294357 |
[ 0.000248707 0.0000804301 —0.0000350776
—0.0238065 —0.00882148 0.00413372
0.212907 0.0974333 —0.0512887
—0.504443 —0.336847 0.220137
0.258691 0.476676 —0.486541
0.39286 —0.12191 0.631167
—0.261853 —0.454903 —0.501375
—0.414492 0.583774 0.241226
0.469621 —0.290227 —0.0646092
—0.13216 0.0540508 0.00749053

sapisin boyu 1.19471 x 10~ !4 olarak elde edilebilmektedir.

A dizeyinin kosegeninde sifirlar oldugunda tekillik olugsmakta oldugu ve A dizeyinin
tekillige karsin CYCUDG yontemi ile iickdsegencil bicimde anlatilabilir oldugu
gozlemlenmistir.

niteligindedir.
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—0.00492605
0.258613
—0.603534
—0.545686
—0.367157
—0.197933
—0.0556134
0.0630552
0.163795
0.251375

Bu da, yontemin gercekten iyi calistiginin bir gostergesi
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6. SONUC VE ONERILER

Bu sav, aslinda, iki 6nemli yontemin birlikte ele alinarak tutarlilikli birlestirimi sonucu
olusturulmustur. Bu yontemlerden ilki, 6zdiizeyce baskin yapili (bu baskinlik ille
de gerekli degildir, ama ne diizeyde yiiksek 0zdiizey baskinlig1 varsa, tickdsegencil
cekirdek dizeyde Oylesine ¢ok sayida sifir olmayan terim ortaya c¢ikmaktadir)
dizeylere yaklastirim ile ayristirimini veren Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Uckosegencil Dizey Gosterilimi ve bu yontemin daha 6zel durumu olan yalnizca
discarpimlardan olusan dizeylerin ayristirrmini olanakli kilan, yeni gelistirilen
Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Okuglulandirnmli Dizey Gosterilimini

icermektedir.

Incelenen cokdegiskenli icin CYCG tiiriiniin se¢imi, ilgili isleve yaklastinmda daha
iyi sonuglar elde edebilmek adina 6nemli bir durumdur. 3. boliimde anlatildig: gibi,
uygun destek islevleri altinda baskin veya ar1 carpimcil iglevlerin yaklagtirimi icin
yalnizca CYCG yontemi oldukca iyi sonuclar vermektedir. Ozdiizeyce baskin dizeylerin
yaklastirrm i¢in ise CYCUDG yontemi gelistirilmistir. Dizey sonlu ya da sonsuz sayida
discarpimlardan olustugunda, her bir dis ¢arpimi CYCUDG ile ayristirarak bir ¢ekirdek
dizey olusturulabilmektedir. Bu ¢ekirdek dizeylerin birlesiminden okuclu yapida bir

gosterilim iiretilebilmektedir. Bu yeni yonteme CYCODG ad1 verilmistir.

Savda dikgen ayristirimlarla anlatilabilen sonsuz boyutlu yapilar tizerinde, 6gelerde
sonsuzluktan kesim almaksizin CYCUDG ve CYCODG agcilimlar1 gerceklestirilerek,
yaklastirnmlar incelenmistir. Bunun sayili uygulayimcil saglanisi i¢in, destek yoneyleri
sirasayilarinin evrik tamsayi iisliilerini 6ge alan yoneylerle orantili yapilar kullanilmistir.
Bunlarin boylar1 ve aralarindaki i¢ccarpimlar Riemann Zeta islevinin tamsay1 de8iskenler
tizerindeki degerlerinin kullanimini giindeme getirmistir. Bu bicimde uygulayislar

gerceklestirilmisgtir.

Savin 5. boliimiinde betikler araciligiyla elde edilen sonucglara yer verilmistir. Her

iki yontem icin de elde edilen sonuglara bakildiginda, ayristirilmak istenen dizey ve
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ayristirim sonucu bulunan yapi arasindaki sapisin oldukga kiiciik, neredeyse sifira yakin

diizeyde oldugu gozlemlenmistir.

Bu iki yontemin anlatiminin yani1 sira, yontemler arasi gegisin olanakli olup olmadigi
aragtirilmak istenmistir. Iki yontem arasindaki yakinsaklik niteligine yer verilmistir.
Okuclu dizeyin sol iist kdsesinden sonlu kesim alinarak, yine okuglu yapida sonlu
boyutta bir dizey elde etmek ve bununla yaklastirim yapmak olanaklidir. Ote yandan,
okuclu dizeyi iickdsegencil yapiya getirip, sol iistten sonlu kesim alarak bir yaklagtirim
yapmak da olanaklidir. Okuglu tizerinden yapilan yaklastirim m1 yoksa tickdsegencil
cekirdek ile yapilan yaklastirim m1 daha iyi yakinsar diye incelenmistir. Kesimden
kaynaklanan yanilg1 yakinsayis niteligini etkiledigine ve tickosegencillige geciste var
olan doniisiimiin, bilgisayim karmagikligini arttiracagina dikkat cekilmistir. Inceleyisler
sonucunda, sonsuz boyutta okuclu bir yapidan ilickdsegencil yapiya gecisin yalin
doniisiimlerle saglanamayacagi, dondiiriimiin yetersiz kaldig1 diisiincesine varilmistir.
Ote yandan, herhangi bir okuglu dizeyin, CYCODG kullanmaksizin, CYCUDG
yontemi ile ayristilabilecegi olgusu bi¢imlenmis ve bunun iizerine uygulayislar
gerceklestirilmistir. Uygulayislar sonucunda herhangi bir okuclu dizeyin, tekillik kisiti
olmaksizin CYCUDG yontemi ile ayristirilabildigi ve bulunan dizeydeki sapisin bir
onceki uygulamalara oranla ¢ok daha kiiciik oldugu gézlemlenmistir. Bu da, yontemin

gercekten iyi ¢alistiginin bir gostergesi olarak yorumlanmustir.

4. boliimde ayrica, okuclu bir dizeye CYCUDG uygulandiginda sonucta elde edilen
dizeyin baglangi¢ dizeyinin terimleri ile ilintili oldugu diisiincesine yer verilmistir.
Dizey belirleniminde boyda yakinsaklik durumuna bagl olarak secimler yapildiginda,
CYCUDG ayristirimi sonucunda dzel durumlarla karsilagilmigtir. Bunlarin birkacina

bu savda deginilmis olup, iizerindeki arastirimlar siirdiiriilmektedir.

Sonug¢ olarak, sayilabilir sonsuz sayida yatay ve diisey siradan olusan dizeylerin
ayristirrmina bir yaklagim getirilmistir. CYCUDG cok yeni olarak Demiralp ve onun
toplulugundaki baskalarinca onerilmig ve gelistirilmis olsa da buradaki yapilardaki
uygulanig1 ve buna ek olarak CYCODG de uygulayimcil agidan gelistirimde ve ayrik

dizgeler tizerinde kullanimda biitiiniiyle 6zgiindiir.
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EK A.1

Riemann Zeta [41, 42] islevinin tamsayilardaki degerleri Fourier taban kiimesi
kullanilarak belirlenebilmektedir.

C ile gosterilen ¢y islevlerinden olugan bir taban kiimesi diigiinelim.

C={cr(x)}reo (A.1)

Oyle ki, cy islevleri, x [—7, ] kapal araliginda tammli olmak iizere, asagidaki gibi
tanimlanabilir. Kosiniis salinim yapan ve salinimlarin sayis1 birbirleri ile tamsay1
iliskiler igerisinde olan bir yapiya sahiptir. Ote yandan énemli nokta devirli olusudur.
Bu taban kiimesi devirli iglevler i¢in kullanilmas1 gereken bir taban kiimesidir.

cx(x) = agcos(kx); k=0,1,... x€|—m,7] (A.2)

Buradan bir acilim yapip, cos’larin dogrusal birlesimi olan bir anlatim elde edilirse, bu
anlatim devirlilikten dolay1, yalnizca [—7, 7] araligda degil tiim uzay i¢in gegerli olur.
Ancak asil iglevi bir tek asal aralikta, [—7, 7] araliginda gosterir.

¢’lerin aralarindaki i¢ carpim asagidaki gibi tanimlanabilir.

(cjex) = ajak/:;dxcos(jx)cos(kx)
a0 /7‘ dxcos[(j—l—k)x] + cos[(j — k)x]

_r 2

_ aja (Sin[(j+k)XJ i N sin[(j — k)x]|” )

2 jt+k o j—k .

{ 0 =y
= x| .

§|—7r Jj=k

_ [0 j#k
— {n ilk (A.3)

J» k degerine esit oldugu durumda, (cj,cx) = 1 olarak 6ngoriiliirse, c;’nin boyu 1 olmus

olacaktir. Bu durumda,
1
o2 =1 o=/ — (A4)

olarak bulunacaktir. Buradaki iki im degisik seceneginden artili olanin segilisi yeglenir.
Bu bi¢imde burada bir ¢ taban kiimesi olusturulmus olunur.

1
cr(x) = NG cos(kx) (A.5)

(A.5) esitligi ile verilen yapilara, Fourier kosiniis toplamdizileri ad1 verilir. Cift iglevleri
yansitmak i¢in kullanilirlar. Tek islevler i¢in ise, siniise bagl bir taban kiimesi kullanilir.

Benzer bicimde S taban kiimesi asagidaki gibi tanimlansin.

S={sk(x) (A.6)
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Bu durumda, Fourier siniis serileri, k = 1, ... olmak iizere,

50(x) = % sin (kx) (A7)

bicinde yazilabilir.

Bundan sonra, x € [—, 7] olacak bi¢imde, bir f islevinin asagidaki gibi tanimlandigint
ongorelim.

flx)=x" (A.8)
f islevinin Fourier agcimini1 yapabilmek i¢in, f(x) islevi
fO) =ao+ Y £+ ¥ £ si(x) (A9)
j=0 k=1

biciminde genel olarak yazilabilir. Iki degisik ¢’ nin i¢carpimin sifir olmast durumu,
s lar icin de gecerlidir. Ustelik, iki farkl1 taban kiimesinden segilen herhangi iki terimin
de i¢ carpimi sifir degerini verir. Bu demektir ki, kosiniis ve siniis taban kiimeleri
aralarinda dik olup, olusturduklari kiimeler birbirlerine dik 6zellik gostermektedir.

f J(c) katsayist (A.9) esitliginin her iki yanini ¢’lerden herhangi biri ile ¢arparak ve benzer
bicimde f j(s) katsayisi1 ise s’lerden herhangi biri ile ¢arpilarak elde edilebilir.

aw = % R

c 1 ™ )

fj( ) = (f,cj) = ﬁ/_ndxf(x)cos(]x) (A.10)
(s) | .

7= )= oz [ dsr@psinGy (A1)

f(x) islevi tanimdaki gibi yerine yazilarak katsayilara ulagilabilir.

(c) L v eos( i
fjm - ﬁ/—n X COS(]x)

& 1 m/ﬂdxml()

- — X sin( jx
. VT ) /
1 m

T
= _ET/_ﬂdxxmlsin(jx)

T

I m N 1 m(m—1) /” ) _
= —— - BE T a
VT cos(jx)x Y | dxx cos(jx)
1 m P m— ; m— mm—1) (
o R U LV
™" 3m m(m—1)
= TR (—1)’[1+(—1)m]—j—2f}fn)1_2 (A.12)
Bu 6zyineleyis,
c L7 _
fi9 = NG / _daxcos(jx) (A.13)
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tiimlevinin bilinisi durumunda essiz olarak ¢oziilebilir. m = 0 ise,

£ =802v7 (A.14)
miftise f15, #0 (A.15)
mtekise f15,,, =0 (A.16)

olmak durumundadir.

Benzer bi¢imde,

(5) L7
) — [ dxx™sin(;
fim \/E/n x x™ sin( jx)

11 l®
= — —-cos +——/ dx X" cos(jx
T o000 (7%)
e S PRI
= ——==[(- —(=D/(- ——5sin(jx
VT j T j? x
1 m(m—l)/” o
—_—— dx x™ “sin(jx
N (jix)
" 2m ; m(m—1
= Ty -2 (a17)
Bu 6zyineleyis,
1 T
— / dxsin(jix) (A.18)
TJ-x
tiimlevinin bilinisi durumunda essiz olarak ¢oziilebilir
miftise £, =0 (A.19)
mtekise f1%,,, #0 (A.20)
olmak durumundadir.
Buradan gidilerek Zeta islevleri ¢oziimciil olarak belirlenebilir.
Eger m tek say1 ise [, ] aralifinda gerekli diizenleyisler yapildiginda,
2n™
a, =
0 m+1
© _ 2% m O\ (—1)/T(2i4 1)1gm—2i-1
fj Tz ZZ() (2l+ 1) j2i+2 (A.21)
elde edilir. Bu durumda, f(x) = x™ islevi i¢in,
m—1 .
& [ m ; (—1)/ T y
—1){(2i+ 1) g2 == (X — A22
§)<2i+1)< )'(2i+1)ix JZ:IJ2,+2COS(JX> 2(x m+l) (A.22)
Benzer bicimde, m degeri tek ise,
3 i1 (7 pim—2i
5) 2 & (m\ (=120
fim = T i;() (21‘) 2t (A.23)



ile bulunan katsayilar yardimi ile asagidaki esitlik elde edilir.

H—l m2i°o(_1)j~ . _nm
<21) (2i)!z Z P sin(jx) = 5% (A.24)

=1

M~\§

(A.22) esitliginde x =  ve m = 2 alindiginda,
2 )
» T 1
T°=—+4) — A.25
3+ ; — (A.25)
olacaktir. Bu durumda §(2) islevi yazilabilir.

oo 2
Z iz -= (A.26)

En genel durumuyla, (A.22) esitligi k € N olmak tizere, x = & ve m = 2k i¢in asagidaki
bicimde yazilabilmektedir.

i( 2k )(_1)1—1(2l Zk 2i— IZ 1 kn2k+] (A.27)
=\2i—-1 = 1]21 241
Zeta iglevleri (A.27) esitliginden gelmektedir.
( 1>k 1](77,'2k —1 k+j+1 2k—2j .
2k) = ———— 2 A28
S0 =5 ; 2k s+ %) (4.25)

EK A.2

Savda Riemann Zeta ilevleri kullanilarak sonsuz dizeylerde ayrigtirrm yapilmifir. Bu
ayristirim i¢in oncelikle dikgenlestirim yapilmaktadir.

Riemann Zeta iglevlerine uyumlu olarak v; yoney takiminin asagidaki gibi secildigi
diisliniilsiin.

1
&
i=| 1 (A.29)
3k
En genel durumuyla, v, taban takimi
1
Vili = & (A.30)

biciminde yazilabilir. v yoneylerinin i¢¢arpimlarindan olusan dizey Gram dizeyi olarak
adlandirilmaktadir ve her bir elemani, { Riemann zeta islevlerini simgelemek iizere,
(A.31) ile anlatilir.

T —
Vij —

= C(j+k) (A.31)



G(v), Gram dizeyini simgelemek iizere, dizey (A.32) esitligi biciminde yazilmaktadir.

VlTV1 VITVZ e VlTVn
T T T
V5V] V5Vy -+ V5,V
2 2 2Vn
G(v) = : 5 (A.32)
ngl ngn

Yalnizca Zeta degerlerini kullanarak Gram dizeyini olusturmak ve onun iizerinden
sonlulagtirim olanaklidir.  Sonlulastirilmis Gram dizeyine Cholesky ayrigtirimi
uygulayarak birbirine dik yoneylerden olusan yeni bir yoney takimi elde edilebilir.

Cholesky ayristirimi ile icerisinde tekillik bulundurmayan, alt iicgensel L dizeyi elde
edilir.

G(v)=LL" (A.33)
Bu acilimdan yararlanilarak, v taban takimindan dikgen ve birimboylu yeni u yoneyleri
tiretilebilir. v taban takimi iizerindeki Cholesky yapis1 dikgenigi saglamaktadir.

[up - w, =] - Vn}(LT)_1 (A.34)

L dizeyinin devriginin evriginin st tiggencil yapisindan otiirii, u; vy ile orantili; up vy
ve v, ile orantili; ve benzer olacak bicimde gelisen yapilar ortaya ¢ikmaktadir.

u yoney takiminin ilk dort teriminin v yoney takimu ile olan iligkisi asagidaki bicimde
verilmektedir.

Vi
u =
¢(2)
0 — V2 B vig(3)
2 2
O N {OII{OR
uz = ¥3
c0)- g - L
3
S~y
B v2[0(2)8(5) —¢(3)8(4)]
OO
(e cap  (CO-5)
¢(2)
2
Vi [E@EB)EE) - 3184 - c@¢@ (s - 53]
+
2
10k cap (80257
Cor L@ -] o -4 -
u v
4 =
2
R Lw) T (s 535" ) (o0 425 ]
3)C(5 3
O = o
{3 3
O SO I Cl c1)
\ SO g 02
2
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