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COK YONLU DIiZILERIN COKDEGISKENLILIGI YUKSELTILMIS
CARPIMLAR GOSTERILiMi ARACILIGIYLA
AYRISTIRIMI ve UYYGULAMALARI

OZET

Bu savin diizenlenim asamasinda, giiniimiizde yiiksek boyutlu veri ¢oziimleyisinde
(analizinde) ve isleyisinde siklikla kullanilan ¢ok yonlii dizi yapilarimin ayristi-
rim1 i¢in Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi (CYCG) tabanh
ayristirrm yonteminin uygulanim olanaklar1 arastirilmistir. Cok yonlii dizi, 1-yonlii
dizi olarak tanimlayabilecegimiz yoneylerin (vektorler) ve 2-yonlii dizi olarak
tanimlayabilecegimiz dizeylerin (matrisler) genellestirilmis durumudur. Cok yonlii
dizi ayrnistirimi ise dizey ayristiriminda oldugu gibi, N-yonlii bir diziyi her
biri 6ziine 0zgili degisik nitelikleri tasiyacak bicimde Ogelere ya da bilesenlere
ayirmaktir. Genel olarak N-yonlii dizilerin ayrigtirimi i¢in ¢okludogrusal cebir (ing:
multilinear algebra) tabanli yontemler kullanilmaktadir. Sav kapsaminda giindeme
alinan ayrigtirim yontemleri ise sayitgil (istatistiksel) bir acilim yontemi olan CYCG’ni
taban almaktadir. Bir N-yonlii dizi icin CYCG ise N sayida destek yoneyi ve
bunlarin diginda bir degismez bilesen, N sayida 1-yonlii bilesen, N(N — 1) /2 sayida
2-yonlii bilesen ve bu bicimde gittikce artan yonliiliigii olan 2V sayida bilesenden
olusmaktadir. Kuskusuz, uygulamalarda bu diizeyde ¢ok bilesen ile ¢alismak sayisal
bir indirgeyis saglamayacagindan bu gosterilimi kesimcil uygulayarak ilgili cok yonlii
diziyi en iyi bi¢imde anlatabilen sayida bilesen kullanilmaktadir.

Sav diizenleyisi kapsaminda CYCG ile ¢ok yonlii dizilerin ayristirimi disinda CYCG
tabanli 3 degisik ayristirrm yontemi tiiretilmistir. Bunlardan ilki olan Indirgeyimcil
CYCG (I-CYCG), CYCG’nin sayitcil (istatiksel) ozelliklerinin yanisira izgecil
ozellikler de tasidigindan melez bir yontem olarak goriilebilir. Bu yontemde,
erekteki (hedefteki) cokludizi, iki carpanli toplamlar yapisinda ayrigtirilir. Carpimdaki
toplam yon sayisi de§ismemek kosuluyla, carpanlarin her birinde istenilen sayida
yon almabilir. Ancak, ilk carpanlarda hep es sayida yon bulunmalidir. Buradaki
uygulamalarda, carpanlardan biri yoney (bir yonlii dizi) alinmis ve boylece diger
carpanda yon sayist 1 diisiiriilebilmistir. Savda, bu bicimdeki Indirgeyimcil CYCG
cok yonlii dizi yaklastinminda uygulanmis ve sonuclari uygulama boliimiinde
verilmistir. Yonlerin iki carpana dagitimi olgusu essiz degildir. Ustelik, ardisik olarak
yon degisimlerine yol acgabilen secimler de giindeme getirilebilmis ve yaklastirim
niteligi olumlu etkilenebilmistir.

Obiir agilim yontemlerinden biri olan Kiiciik Olceklerde CYCG (KO-CYCG) ise
veri kiime’sini altkesimlere ayirarak her bir altkesimde CYCG yOntemini uygulayis
goriisiine dayanmaktadir. KO-CYCG yontemi daha kiigiik bir uzamcil alanda
(geometrik bolgede) CYCG’nin daha iyi yakinsayis saglayacagini kanitlar nitelikte-
dir. Ayrica bu ilerisiiriimiin dogrulugu goriintii geri catma (ing : image reconstruction)
gibi gercek yasam uygulayislart lizerinde gosterilmistir. Bu yontem koklerini Sav
Danigsmani olan Metin Demiralp’in 6nderligindeki Bilisim Enstitiisii Bilgisayim Bilimi
ve Yontemleri Toplulugu (BEBBYT) arastirimlarinda yer alan “Sifir Oylumda CYCG”
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inceleyiglerinden almaktadir. Bu ise “Sifir Oylumda YBBG (Yiiksek Boyutlu Bice
Gosterilim, ing: High Dimensional Model Representation-HDMR)” inceleyislerinin
CYCG uyarlanigidir. Bu arastinmlarda, YBBG ya da CYCG’nin iizerine kuruldugu
uzamcil (geometrik) boélgenin uygun bir bicimde 6l¢eklendiginde ve, dlcegin bolgeyi
noktaya doniistiirecegi bicimde sifira gotiiriiliisiinde, degismezliin sonsuz baskinliga
erisecegi gosterilmistir. Yazarin da bu dogrultuda bir yazist bulunmaktadir. Bu
baskinlik, “Sifir Oylum Yaklastirimi” olarak adlandirilan bir ¢izemin (ing: scheme)
CYCG uygulanislarinda kullanilabilecegini akla getirmis ve savda bu dogrultuda da
adimlar atilmagtir.

Savda kullanilan ve CYCG’nden tiiretilmis iiclincii yontem olan Cokdegiskenliligi
Yiikseltilmis Carpimlar Ugkosegencil Dizey Gosterilimi (CYCGUDG) ise her ne
diizeyde CYCG tabanli olsa da oziine 0zgii 6zyineleyisli bir yap1 olarak ortaya
cikmigtir. Dizeylerin dordiil (kare) de olsalar dikdortgen de olsalar, tickdsegencil (ing:
tridiagonal) bir yapiya doniistiiriiliisleri icin gegerli olan ve islerlik diizeyi yliksek olan
bir ara¢ olarak yapilandirilmisti. CYCUDG nin c¢ok yonlii dizi ayristirim yontemi
olarak basarimi goriintii geri catis ve yiiz gOriintiisii irdeleyis (ing : face image
retrieval) sistemi calismalarinda gozlemlenmistir. Savda bu dogrultuda yeterince
bildirim verilmektedir.

Bu calisma kapsaminda iiretilen her bir yontem o6zgiin olup her birinin degisik
alanlardaki bagarimi ilgili ¢ok yonlii dizinin nicel ve nitel 6zelliklerine bagl oldugu
diizeyde kullanilan ayristirrm yonteminin niteligine de baglidir. Bu nedenle, ¢ok yonlii
dizi bi¢ciminde anlatilabilen bir veri kiime’sinin ayristiriminin nasil yapilacagi sorusu
da aslinda bu ayristirmin bilesenlerinin ya da tiimiiniin ne amacla kullanilacag ile
ilintilidir. Savda, olgunun bu yanina da 6zen gosterimi icin ilgi ¢ekici bir anlatim
sergilenimine ¢abalanmustir.
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MULTI-WAY ARRAY DECOMPOSITION via ENHANCED
MULTIVARIANCE PRODUCT REPRESENTATION
and APPLICATIONS

SUMMARY

The basic focus of this PhD thesis is the Multi-way Array Decomposition
which is frequently used for high dimensional data analysis and processing. High
dimensionality can be considered in two different ways. First of all very large data
sets can be categorized in high dimensionality. Secondly, matrices which have more
than two directions can be considered as high dimensional and these data sets are
expressed by multi-way data sets or multi-way arrays. A multi-way array can be taken
as generalization of vectors which can be defined 1-way arrays and matrices that can be
defined as 2-way arrays. Generally analyzing or processing a multi-way array needs a
decomposition technique to get clear idea on relationships of different components
or different ways. Decomposition of a multi-way array is to separate a multi-way
array into components such that each of them shows different characteristics. Most
of the recent researchs on the applied sciences shows that matrix decomposition based
methods are insufficient for multi-dimensionality in terms of ways. The underlying
reason is that the matrix based methods do not capture the correlations between
the ways. This causes information loss while analyzing data set with multi-way
structure and it may cause wrong inference. Thus, multi-way array decomposition is
an important area for dimensionality reduction of high dimensional data sets.

Multi-way array decomposition based on Enhanced Multivariance Product Represen-
tation (EMPR) has been kept at the focus in this thesis study. Generally multi-linear
algebra based methods are used for multi-way array decomposition. However for
this study a statistical expansion, EMPR, based methods have been chosen for
decomposing multi-way arrays. EMPR is a generalization of High Dimensional
Model Representation (HDMR). HDMR is proposed by Sobol to represent multivarite
functions with the less variate function components and it’s usage has been pervaded
for different applications. The basic property of HDMR is that the determination of
the components can be accomplished if the geometry is orthogonal. However even if
the geometry is orthogonal HDMR can be still insufficient for the representation. This
kind of situations occur if the target function structure is far from the additivity because
HDMR is purely an additive expansion. That is the reason why EMPR has been
arosen.

The main difference between EMPR and HDMR is the existence of the support terms
of EMPR. Support terms participate in HDMR expansion as multiplication of one-
way arrays. However this participation is done in such a way that all terms have the
same number of ways. The efficiency of support terms has been shown for multi-way
arrays by comparing HDMR and EMPR approximation results on synthetic multi-way
data sets. The results are supported for the conjecture that HDMR works better on
multi-way arrays which have additive structure.

Xix



EMPR for an N-way array comprises 2" additive terms each of which is a product of
an EMPR component with a sufficient number of compatible support arrays. Amongst
the components, one is a scalar which is multiplied by all support arrays to form
the first additive term of EMPR while N number of components are one-way arrays
which are multiplied by the all support arrays except the one depending on the same
independent variable of the relevant component to form the univariate terms. The
number of the bivariate terms is N(N — 1)/2 each of which contains a bivariate
component as the factor and other additive terms contain components with increasing
number of ways. Despite EMPR is an expansion composed of a finite number of
additive terms, this number may be extremely big in the practical applicational sense
when the number of the independent variables grows. Then, certainly this kind of
expansion is needed to be truncated such that it approximates the target multi-way array
in the best approximation quality. This truncation is necessary because in practica;ity
a decomposition technique with so many omponents does not provide any efficient
numerical reduction on multi-way data.

Another necessity for the usage of EMPR on multi-way array is to find the optimal
support terms to catch the best approximation with truncation. During the research
of this necessity different kind of methods have been arosen for different kind of
applications. In this manner three different EMPR based decomposition techniques
have been developed apart from EMPR itself for multi-way arrays and they are reported
in this thesis.

First of these methods is Reductive Enhanced Multivariance Product Representation
(R-EMPR), R-EMPR can be regarded as a hybrid method because of it’s
spectral features as well as statistical structure. With Reductive Multilinear Array
Decomposition (RMAD) it is possible to decompose an N-way array into a 1-way array
and (N — 1)-way array by using spectral features of N-way array. However R-EMPR
offers a different utilization of RMAD. R-EMPR uses the 1-way outputs of RMAD
as support terms. This kind of support array determination gives the flexibilty to
algorithm for choosing different combination of RMAD outputs. For example, support
arrays can be changed in accordance with the order of reduced ways. Also itis possible
to design a tree algorithm to choose for best support array determination. R-EMPR
is applied on the approximation problem of multi-way arrays. The multi-way arrays
are chosen from the real chemical experiments and the results are reported on the
applications section.

The second method, Small Scale EMPR, is based on a philosophy such that dividing
the data set into small sub-datasets and applying EMPR on each piece. Small
Scale philosophy was first used for HDMR and quite remarkable results have been
produced. However small scale HDMR was developed for multivariate functions, thus
continuous entries.

This is the first study that implements Small Scale philosophy on multi-way
arrays. The basic idea of Small Scale EMPR is that, on smaller geometries, EMPR (or
HDMR) gets better convergence for constant approximation (Zero degree truncation
of EMPR expansion). According to this idea a multi-way array has been divided
into small pieces and on each sub-array EMPR has been applied at most first order
approximation. After combining the components of sub-array decompositions then the
entire approximation has been calculated cumulatively. The algorithm’s performance
has been shown on real-life applications such as image reconstruction in this thesis’
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relevant sections.

Third of the developed methods is Tridiagonal Matrix Enhanced Multivariance
Products Representation (TMEMPR). TMEMPR has specific features compared with
the other EMPR based decomposition techniques. First of all, TMEMPR is always
first order approximation because it has been constructed for matrices which are
bivariate entities in elements. Thus the matrix EMPR contains just four additive
terms. However its consecutive use in the decomposition of the residual matrices
increases the number of the additive terms. This recursive scheme stops at the smallest
edge of the rectangularity if the matrix has an empty null space adjoint to the
smallest edge. The resulting decomposition’s kernel matrix is however in a tridiagonal
format and therefore it has been named as Tridiagonal Matrix Enhanced Multivariance
Products Representation.

Despite TMEMPR has been designed for only two-way arrays its utilization can
be extended for multi-way array decomposition and it can be done by using planar
unfoldings of three-way arrays. In this sense it has been focused on the decomposition
of the planarly unfolded three-way arrays with an application on images.

TMEMPR is constructed on the EMPR method base however it’s main properties
are quite different. For example while EMPR terms go to the number of way,
TMEMPR terms can go to the number of small dimensionality of the array. Another
difference between EMPR and TMEMPR is the determination of the components,
EMPR components are found via statistical perspective while TMEMPR uses linear
algebraic methods like matrix-vector multiplications to find the components. In this
theisi we also have studied how to use this new method on the multi-way arrays. To
this end a known transformation technique from multi-way arrays to matrices has been
used. We first unfold the multi-way array and then use TMEMPR, after the truncation
matrix is folded back into the multi-way array we obtain the approximation. With
various application results of the algorithm on multi-way arrays have been collected
by taking the certain three-way data sets which correspond to RGB images. TMEMPR
method has also been used for face image retrieval system for greyscale image
database. The results show the efficiency of TMEMPR is competitive with Singular
Value Decomposition (SVD).

Support arrays play a fundamental role in the approximation quality of EMPR
truncations and therefore TMEMPR truncations. In the case of continuity the target is
a multivariate function and the supports become univariate functions. The construction
of the support entries in both continuous and discrete cases is a serious problem and
is quite nonlinear as we have mentioned a little bit in this study. One of the most
recent research studies in the Demiralp Group (Group for Science and Methods of
Computing) focuses on the support function construction at the zero volume limit
where the all volume element subintervals are taken to zero. This study is in progress
and it is expected that certain splinewise structures seem to be constructed. Until know
we have behaved pragmatically and chosen the support functions mostly as directional
fluctuations.

In the case of TMEMPR, the effect of the support arrays on the tridiagonal kernel
matrices is such that the tridiagonality can be taken away towards diagonal form. This
happens by changing the dominancy of the diagonal elements of the kernel matrix. In
other words, the lower and upper diagonals of the tridiagonal kernel matrix can be
reduced through appropriate choices of support vectors.
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In this study, different divide-and-conquer algorithms have been designed for
decomposition of multi-way arrays which are explained above. The main aim is
to work with less terms and getting more accuracy for different real life data
sets. Designed methods efficiency have been showed on different data sets which
come from different application fields, however a point to be noted is the structure
of data sets, which is as effective as the structure of these designed algorithm. As an
example a statistical expansion may not be appropriate to represent a multi-way data
set which have dominant spectral properties. Therefore these important details are also
considered in this study while developing the decomposition algorithms.

Each of the methods that developed under this study is original and their performance
is related to the field that they are used, the quantitative and qualitative characteristics
of the multi-way array and the main properties of the decomposition technique. Thus
the question that how is it possible to decompose and reduce a multi-way data, is
related to how the components will be used and how the all decomposed array will be
used. Specified examples have been taken for each case to explain these ideas clearly
and the some of the algorithms’ performances are showed on tables and some of them
illustrated on images.
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1. GIRIS

Bilimde uygulama alanlar1 teknolojinin gelismesi ile birlikte genisledikge, veri
islenigi tiim bilim dallarinda 6nemli duruma gelmistir. Karmasik ya da coklu veri
yapilar ile ilgili caligmalar ise tiim uygulamali alanlarda oncelik tasimaktadir. Cok
yonli dizi ya da coklu dizi (ing : multiway array, multilinear array, tensor™)
yapisindaki verilerle ilgili calismalar 1990’11 yillarda 6nemli bir arastirma konusu
olmustur ve bu anda da giincelligini korumaktadir. iki yonlii dizi (dizey, ing:
matrix) yapisinda elde edilen veriler icin yapilan calismalarda ortaya konulan bagarili
sonuclarin daha yiiksek boyutlu veri yapilar1 i¢in de gecerli olup olmadig1 sorusu
bilim insanlarim1 ¢ok yonlii dizi alanina yoOneltmistir. Bu sav (tez) calismasinda
da ele alinan konunun temel kaynagi bu sorudur. Bilimsel yazin boliimiinde de
anlatilacagi gibi iki yonlii dizilere uygulanan ayrigtirnm ve indirgeyis yoOntemleri
gibi ¢ok yonlii dizilere uygulanabilecek yontemlere almasik (alternatif) yeni bir
yontem gelistirmek tezin ana izdemidir (temasidir). Gelistirimi hedeflenen yontem
en kolay bicimde ayristirnm saglayacak ve bilgi yitimini en aza indirgeyecek
bicimde tasarlanmistir. Bu amacla bilimsel yazinda kullanilan izgesel (ing : spectral)
yontemlerden farkli olarak istatiksel bir yapr kurma iizerinde durulmus, bu yapinin
degisik veri kiimelerinde nasil davrandigi gézlemlenmistir. Ayrica kurulan bu yapinin
veri kiimelerinin izgesel yapisi ile olan iligkisi de aragtirllmig ve yontem olarak
ortaya konmustur. Istanbul Teknik Universitesi, Bilisim Enstitiisii, Bilgisayim Bilimi
ve Yontemleri Toplulugu’nca iiretilen, bilimsel yazinda ve uygulamalarda yer edinmis
bir yontem olan Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi (CYCG)
daha onceleri siirekli islevlerde kullanmus ve islerli§i gosterilmistir [1]. Istatiksel
altyapist bir ayristirim yontemi olarak istenilen ozellikleri tasimaktadir ve bu nedenle
cok yonlii dizi aynigtirnmi igin taban yoOntem olarak secilmistir. CYCG agilimi
aslinda, Sobol tarafindan onerilmis olan yine de kdkeni Kolmogorov’un ¢aligmalarina

dayanan Yiiksek Boyutlu Bigce Gosterilimi’ne (YBBG) dayanmaktadir [2]. Bu nedenle

*Burada kullanilan tensor (gerey) kelimesi fizikteki (stress tensor) gerilim gereyi ile karistirilma-
malidir.



CYCG’yi tiim cizgileri ile aciklamadan once YBMG’nin ana cizgilerini aktarmak
yerinde olacaktir.
Cok degiskenli islevler i¢in bir bol-ve-yOnet algoritmasi olarak nitelendirilen YBBG
Sobol tarafindan ¢ok degiskenli bir f(x,---,xy) islevi i¢in, bir degismez islev, N
tekdegiskenli islev, (N> — N) /2 iki degiskenli islev ve bu bicimde degiskenliligi artan
islevlerin sonlu toplami olarak birim agirlik altinda ve [0,1] arahiginda asagidaki
bicimde gosterilmistir [3].
N N
Ftnxn) = fo+ Y fi i)+ Y firi (%) -+ fizew (x1,xy) (LD

i1=1 i,ip=1
i1<i2

Sobol’dan sonra H. Rabitz ve grubu yontemi genellestirmis, yeni YBBG yoOntemleri
gelistirmis ve bu yeni yontemleri Kimya alaninda istatiksel bir yapi1 olarak
kullanmiglardir [4-6]. YBBG tabanli yontemler yalmzca Kimya alaminda degil
ayni zamanda, veri kiimelerinin bicelendirimi, havayuvar (atmosfer) devinim
(hareket) modellenmesi, finansal uygulamalar, ¢cekince ya da dokunca olasilig1 (risk)

¢oziimlemeleri (analizleri), vb. calisma alanlarinda da kullanilmistir [7-11].

YBBG tabanli yontemler iizerine etkin olarak calisan diger bir grup ise Demiralp
ve toplulugudur. Topluluk yeni YBBG yontemleri iiretmek ile kalmayip YBBG icin
eniyileme calismalar1 yaparak yaklastirim yontemleri olarak YBBG tabanli yontemleri
Olcmenlik (miihendislik) calismalarinda kullanmistir, ornegin tiirevli (diferansiyel)
denklem c¢oziimleri, eniyilemeli denetim sorunlar1 (optimal kontrol problemleri),
0zdeger-6zyoney sorunlari, tiimlevlerin sayisal olarak belirlenimi toplulugun yontemi

kullandig1 alanlardan bazilaridir [12—-15].

YBBG iizerine yapilan ¢alismalarda gelistirilen tiim YBBG tiirleri burada anlatilma-
makla birlikte [16-20] savin ilerleyen kesimlerinde Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis
Carpimlar Gosterilimi (CYCG) ile ayrintili olarak giindeme geleceginden yukaridaki
esitliin sag yanindaki YBBG bilegenleri ile ilgili baz1 konulara deginilmelidir. YBBG
acilimindaki bilesen islevler N boyutlu bir Hilbert uzayinda tanimli ve birbirlerine
diktirler. YBBG uzamcillig1 (geometrisi) iizerinde dikgenlik belirli bir agirlik islevi
altinda iccarpimin sifir olmasiyla esdegerdir. Dikgenlik kosulu YBMG bilesenlerinin
essiz bicimde belirlenimini saglar. Bilesenlerin belirleniminde tekdegiskenli islev-
lerinin ¢arpimi yapisinda tanimlanan agirlik islevleri kullanimi sorun yaratmayan

ve hesaplamalar1 kolaylastiran bir olgu olarak bilinmektedir. Bu kolayliktan 6diin
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verilmesi halinde bilesen belirleme isleminin yeniden yapilandirilmasi ve biraz da

karmagiklastirilmasi gerekir.

Sav c¢alismasina ise Demiralp ve toplulugunca gelistirilen YBMG tabanh
Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi (CYCG) konu olmaktadir
[21, 22]. CYCG’de, YBBG’den degisik olarak, tekdegiskenli destek islevleri
kullanilmaktadir. CYCG bir ¢cokdegiskenli islev i¢in asagidaki anlatimla verilir.

N N N
flxt,nxy) = fo Hsl- (xi) + ;fi(xi> I}Sj ()

i#i
N N

+ Y fiio (xiysxiy) H sj (xj) 44 frzen (61,502, xN)
e i

1.2)

Yukaridaki esitligin sag yanindaki tiim terimlerin alinmasiyla ¢okdegiskenli islevin ashi
tiretilir, eger terimler iizerindeki toplamda kesme yapilirsa isleve yaklastirim yapilmis
olur, yaklastirim icin alinan terim sayis1 arttik¢a bilgisayim (hesaplama) karmasiklig
da artacaktir. Bu yiizden en ¢ok istenen durum olabildigince az sayida terimle en iyi

yaklagtirimi saglayabilmektir.

Destek iglevlerinin tiimiiniin birim degismez islev oldugu diisiiniilirse YBBG,
CYCG’nin 6zel bir durumu olarak goriilebilir, aslinda destek islevlerinin ¢arpan
olarak acilima katilimiyla YBBG’ye esneklik getirilmistir. Boylece acilimin sag yani
artik artan degigkenlilikli bir yapida degildir ve destek islevleri uygun secildiginde
yaklagtirma konu olan g¢okdegiskenli islevin yapisina cok daha yakin bir yapi
elde edilebilir. YBBG’de oldugu gibi CYCG’de de acilimin bilesenlerini egsiz
yapida belirlemek i¢in bazi kosullar getirilmistir. Bunlardan ilki asagidaki esitliklerde
gosterilmig olan birim tiimlevlendirim kosuludur.

b

b, j
/dijj (Xj)ZI, deWj(Xj)Sj (xj‘)2:1, ISJSN (1.3)
aj aj
CYCG terimlerini egsiz bicimde belirlemek icin diger bir 6ngoriim ¢ kosuludur.

bi,
/dxilwlig (xi])sil (xil)fil,...,ik (xila“'7xik) :Oa 1 S lkaNv 1 S [ Sk (1'4)
a;

I

Stfirlandirim  kosulu araciligiyla (1.2) esitliginin her iki yanmin tim CYCG

uzamcilliginda (geometrisinde) ya da alt uzamcilliginda tiimlevi alindiginda o
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uzamcilliga karsihk gelen CYCG bileseni bulunmaktadir. Ornegin degismez terim
ve tekdegiskenli terimler sirasiyla esitlik (1.5) ve (1.6)’da oldugu gibi bulunur. iki
veya daha ¢ok sayida degiskenli terimlere gereksinim varsa onlar da benzer bigcimde
belirlenebilir, ama yiiksek sayida degisken iceren terimleri kullanmak uygulamalarda

bilgisayim (hesaplama) karmasikligin arttiracagindan, genelde, yeglenmez.

by by N
fo = /dX1W1 (Xl) . ../deWN (XN) HS]' (Xj) f(xl,...,xN) (1.5)
a ay J=1
by bi—1 bit1 b N N
filx)) = /dx1 /dx,1 /dx,-H ...... /deHW](xJ)Hs] (xj)
ap a1 aiy ay j]j; ];
Xf(xla“'va)_fOSi(xi)? lzl?aN (1'6)

Tiim YBMG tabanli yontemler gibi CYCG yontemi ile de ¢ok degiskenli islevler i¢in
yaklastirrm gerceklestirmek ereklenmektedir (hedeflenmektedir). Yukarida verilen
(1.2) esitliginin sag yaninda belirli terimler alinarak kesme yapilirsa CYCG
yaklastiranlar elde edilir. Ornek olarak degismez terim ya da tekdegiskenli terimler

sonrasindaki bilesenler gozardi edilirse asagidaki yaklastiranlar elde edilir.
N
So(xl, . ,XN) = f() HSJ'(XJ')
j=1

N N

Sl(xl, el ,XN) = So(xl, ... ,XN) + Zf,(x,) HSj(Xj) 1.7)
i=1 J=1
J#

Elde edilen yaklastiranlarin etkinligini ya da, diger bir deyisle, niteligini 6l¢gmek icin
altsirasayili o simgeleriyle gosterilen bir takim “Ol¢enler” tanimlanmigtir. olar O ile
1 arasinda deger almaktadirlar ve degerleri 1’e ne diizeyde yakinsa yaklastirrmin o
diizeyde iyi oldugu sdylenir. “Nitelik Olgenleri” olarak adlandirilan o biiyiikliikleri

1yi siral1 bir dizi olustururlar.

1 N ?
00 = =5 ||fo [ [ si(xj) (1.8)
[Wal i
2
1 N N
(03] WZ ﬁ(x,-)Hsj(xj) + Op (19)
i—=1 Jj=1
J#i



0<op<o;<---<oy=1. (1.10)

Bu boliimde verilen ayrintilar siirekli islevler i¢in olup calismaya konu olan
yontemlerin altyapist niteligini tasimaktadir. Calismanin temel amaci c¢ok yonlil
dizilerin CYCG yontemi kullanilarak ayristirrmi, olusturulan ayrigtirrmdan yola
cikarak bir tiir temel bilesen ¢oziimleyisi yapilmasidir. Bu nedenle calismaya taban
olan yontem olan CYCG siirekli islevler icin temellendirilmis olsa da ayrik veriler
icin de kullanimi gergeklestirilmis oldugundan coklu diziler i¢in uygun bir yontem
olarak goriilmektedir. Siradan yoneyler bir, siradan dizeyler ise iki altsirasay1 (indis)
icerirler. Cok yonlii diziler altsirasayisi ikiden ¢ok da olabilen dizi yapilar olarak
tanimlanirlar. Tansor (ing: tensor) olarak adlandirilan biiyiikliikler benzeri bir yapiy1
anlatsa da konag¢ dizgelerindeki (koordinat sistemlerindeki) doniisiimler altinda
kisitlayic1 ozellikleri olan yapilardir. Doniisiim altindaki goriintiileri konuma baglh
olarak degismezler. Oysa herhangi bir ¢coklu dizinin (ing: multilinear array, multiway
array) boyle bir kisitlayici 6zelligi olusu gerekmez. Buna karsin bilimsel yazinda bir
kesimce yaygin olarak kullanilmaktadirlar ve bu kullanim Demiralp ve toplulugunca
benimsenmemektedir. Bu yiizden, bu ¢alismada da bu sozciigiin kullanimindan, gercek
bir gereksinim dogmadik¢a, kacinilacaktir. Onun yerine zaman zaman “coklu dizi”
zaman zaman da “¢ok yonlii dizi ” deyimi kullanilacaktir.

N boyutlu bir uzayda bir coklu dizinin bir 6gesi genel olarak 2 ..;, ile
simgelenebilir. Her bir altsirasayr digerinden bagimsiz olarak deger alabilir. Bu
diziler icin “Coklu Dogrusal Cebir’in (ing: Multilinear Algebra)’temel ozellikleri
gecerlidir ve boliim 2°de sozii edilecektir. Sav ¢alismasinin diizenleyisinde bir sonraki
boliimde sav konusunun énemini daha iyi agiklamak amaciyla savin amaci, giincelligi
ve matematiksel altyapis1 anlatilmistir. Boliim 3 ile YBBG ve CYCG yontemlerinin
ayrik yapilarda ne sekilde uygulanmasi gerektigini ayrintilandirmaktadir. Boliim 4 sav
kapsaminda iiretilen 6zgiin CYCG tabanli acilimlar1 tanitmay1 hedeflemektedir. Bu
Ozgiin agilimlarin bilinen gercek yasam sorunlari karsisinda gosterdigi basarim
ve diger yontemlerle karsilastirilmasi ise boliim 5°te verilmistir. Calismanin tiim

sonuglarinin derlenerek yorumlanmasi ise boliim 6’ nin konusudur.






2. PROBLEMIN ALTYAPISI

2.1 Problemin Amaci ve Onemi

Gelisen veri toplayis ve c¢oziimleyis teknikleri ile birlikte basal (klasik) veri
anlatim teknikleri yerine yenileri gelmis, veri kullanim alanlarinin gittikce artmasiyla
yeni veri anlatim bigimleri iizerinde yapilan galismalar yogunlastirilmistir. Uzerine
yogunlagilan alanlardan biri de ¢ok yonlii dizilerdir (tansor, ¢coklu dizi, ing : multiway
array, tensor). Cok yonli diziler iki yonii (ya da kipi, modu) oldugu bilinen
dizeylerden (ing : matrix) daha c¢ok yon igerirler ve ¢ok yonlii veri ¢oziimleyisi
konusudurlar. Cok yonlii veri ¢oziimleyisi ikiden ¢cok yonii olan yiiksek boyutlu veri
kiimelerindeki ¢oklu dogrusal yapilart tanimlayis1 ve agiklayisi amaglar. Boylelikle
yliksek boyutluluk iceren veri i¢indeki sakli yapilarin ve bagintilarin ortaya cikisi soz

konusu olur.

Giintimiizde kullanilan cok yonlii veri analizi yontemleri genellikle iki yonlii
veriler icin kullanilan yontemlerin genellestiriminden olusturulmustur. Bu yontemler
gelistirilmeden Once kullanilan yontemlerin (Orne8in, carpan c¢oziimleyisi (faktor
analizi), temel bilesen ¢oziimleyisi, tekil deger ayristirrmi vb.) ¢ok yonlii verilerde
on kisitlar ve varsayimlar altinda dogrudan kullanimina c¢alisilmig, yeterince iyi
sonuclar olugsmadigindan yontemleri ¢ok yonlii dizi yapisina uyarlamak (ya da
genellestirmek) yoluna gidilmistir. Ciinkii cok yonlii dizileri iki yonlii diziye ¢evirerek
sOzii edilen yontemleri (temel bilesen ¢oziimleyisi gibi) uygulamak bilgi yitimine
neden olabilecegi gibi giiriiltiilii bir veride yanlis ¢ikarsayiglara yol acabilmektedir
[23]. Dolayisiyla, ¢ok yonlii diziler icin gelistirilen yontemler (ya da cok yonlii
biceler) veriyi aciklama ve yaklastirim agisindan daha getirilidir. Cok yonlii dizi
ayristirimi ise tiim bu genellestirim ¢alismalar1 sonucu ortaya ¢ikmig bir olgudur. Her
ne kadar alternatif yontemler bulunsa da bilimsel yazinda en iyi bilinen ve siklikla
kullanilan iki ayristinm yontemi Tucker ayristirrmi ve Parafac ayristirnmidir (CP). Bir

cok ayrigtirim yontemi bu iki yontemden tiiretilmistir ve daha sonraki boliimde de



anlatilacag1 gibi her birinin kendine 6zgii tistiinliikleri ve eksiklikleri vardir. Bu sav
calismasinda ise cok degiskenli islevlerden (ing : function) esinlenerek yeni bir

ayristinm yontemi onerilmektedir.

Cok degiskenli islevlerde kullanimi gittikce yayginlasan Yiiksek Boyutlu Bice
Gosterilimi (YBBG) tabanli ¢alismalar yakin zamanda veri kiimelerinde de kullanilmis
ve yadsinamayan bir basarim elde edilmistir [24]. YBBG’nin genellestirilmis durumu
da diyebilecegimiz Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi (CYCG)
bu sav calismasinda ¢ok yonlii dizilerde kullanilarak, ¢ok yonlii diziler i¢cin CYCG
ayristirrmi yapist irdelenmektedir. Sozii edilen diger cok yonli dizi ayrigtirim
yontemlerinden degisik olarak YBBG ve CYCG ayristirimlarinin kullanimi veriyi
izgesel degil istatiksel olarak ayristirmayi bunu yaparken de c¢ok yonlii diziyi en
iyl sekilde yaklagtirnmla gosterisi amacglamaktadir. Sav ¢alismasi boyunca YBBG
ve CYCG tabanhi yontemler degisik alanlarin veri kiimeleri iizerinde incelenerek

yontemlerin iglerligini artiran 6zellikler ve ortamlar irdelenmistir.

2.2 Cok Yonlii Diziler

Cok yonlii diziler (¢oklu diziler, N-yonlii diziler, tansorler, ing: Multi-way arrays,
tensors) yoneylerin ve dizeylerin daha yiiksek kerteye genellestirimidir, (N > 2). Bir
N-yonlii dizi N sayida yoney uzayinin dig carpimlarinin bir iiyesidir [25]. Dogrusal
cebirden bildigimiz yoneyler (ing : vectors) 1-yonlii diziler, dizeyler (ing : matrices)
2-yonlii dizilerdir. Daha yiiksek sayida yon iceren cok yonlii dizilerin ise bildigimiz
dogrusal cebir yapist ile islenmesi olanakli olmamakla birlikte coklu dogrusal
cebir (multilienar algbera) konusuna girerler. Bilimsel yazinda toplanan verinin
yoniiniin birden ¢ok oldugu tiim alanlarda ¢oklu dizi uygulayislan ile kargilasilir.
Bunlardan bazilar1; hesaplamali kimya, psikoloji, biyobilisim (ing: bio-informatics),
beyinbilim (ing: neuroscience), veri madenciligi, bilgisayarli goriidiir (ing: computer
vision). Bir ¢ok yonlii dizinin nasil konumlandigina 6rnek vermek gerekirse; EEG
(Elektroensefalografi) 6lctimlerinden gelen veri 3-yonlii (kanal, zaman, frekans; kosul,
zaman, frekans vb.) ya da daha fazla yonlii dizi (kanal, zaman, kosul, deneme,
frekans, nesne) seklinde diizenlenebilir. Sekil 2.1°de 3- yonlii bir dizinin genel yapisi
goriinmektedir.

Cok yonlii diziler her ne kadar basal dogrusal cebirin konusu olmasa da bir kesim



=

— -

F=1,....0 v
Sekil 2.1 : 3- Yonlu Dizi.
ozellikleri benzesim gostermektedir. Ornegin N-yonlii bir dizi ele alahm, 2" €
NI by ok yonlii dizi igin de boy (ing : norm) tanimi yapilir ve 6gelerinin
dordiilleri (kareleri) toplaminin dordiilkokii (karekokii) bigciminde belirlenir ve bu

dizeylerdeki Frobenius boyu ile esdegerdir.

L b

2=y X X - Z Py X € R @.1)

i1=1li=1 in=1

Cok yonlii dizilerde i¢ carpim tanimi da yoneylerden bilinen i¢ carpim gibi, iki farkl
ancak yon sayis1 ve her yondeki 68e sayis1 es ¢cok yonlii dizilerin es sirasayili 6gelerinin

carpimlarinin toplamindan olugsmaktadir.

I I

Z Z Z -xlllz lNylllz lN7 ‘%'7@ 6 %IIXIZXWXIN (2'2)

ii=lib=1  iy=1
Yukarida anlatilan 6zellikler yoney ve dizeylerle benzesim gosterse de yon sayisi
ikiden cok yonlii dizilerde 6zdiizey (ing : rank) taniminda degisik aciklamalar
vardir. Bunlardan en cok benimseneni ve daha sonra sozii edilecek olan bazi ayrigtirim

tekniklerinde de kullanilan 6zdiizey tanimi asagidaki gibidir.
2 —aloa@o...0a®™ 2.3)

seklinde her yonde bir yoneyin dis carpimlari, (o) biciminde yazilabilen N-yonlii
dizinin, 2~ € Z"*2x >IN §zdiizeyi 1°dir. 1-6zdiizeyli N-y6nlii bir dizinin 6geleri

asagidaki bicimde hesaplanabilir.

Ly =aa? g™ 2.4)

ifip...IiN i1 “ip iN

Eger her yonde R sayida bagimsiz yoney bulunabiliyorsa ve verilen cok yonlii
dizi bu yoneylerin her N’inin dis ¢arpimlarindan olusan R sayida ¢oklu dizinin
toplamu biciminde yazilabiliyorsa 6zdiizey R’dir denir. Bilimsel yazindaki ¢ok yonlii
dizi ayrigtinnm yontemlerinde dogrusal cebirin Ozelliklerinden yararlanabilmek icin
coklu diziyi agma (ing: matricization, unfolding, flattening, vectorization) islemi
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yapilir. Ornegin iki on yiizii asagida verilen 273*4*2 coklu dizisini ele alahm. (:)

imi belli bir yondeki tiim elemanlar1 géstermek iizere iki ¢ok yonlii dizinin iki Onyiizii

asagidaki gibi olsun.
1 2 3 4 13 14 15 16
Xg=1|(5 6 7 8 X.,=1(17 18 19 20 (2.5)
9 10 11 12 21 22 23 24

Bu coklu diziyi 3 degisik yonde dizeylere asagidaki gibi agabiliriz, her bir agista ilgili
yoniin sirasayisi degismezken diger iki yoniin sirasayisi birlestirilerek dizey haline
getirilir. Burada Xy dizeyi verilen ¢ok yonlii dizinin 1. yonde agilmug bi¢imidir ve
3 x (4 x 2) boyutlarindadir. Ayni sekilde 2. yonde agilim dizeyi X(3) 4 x (3 x 2) ve 3.
yondeki agilim dizeyi X 3) ise 2 x (3 x 4) boyutlarindadir.

[1 2 3 4 13 14 15 16
Xp=15 6 7 8 17 18 19 20
9 10 11 12 21 22 23 24
[1 5 9 13 17 21
X — 2 6 10 14 18 22
@~ 13 7 11 15 19 23
4 8 12 16 20 24
X_1234567---12
@~ 113 14 15 16 17 18 19 --- 24
(2.6)
Ayni coklu diziyi yoney bi¢iminde ise agsagidaki gibi acabiliriz.
1
2
x=|. 2.7)
24

Bir c¢cok yonlii dizi agilabildigi gibi yeniden katlanarak altsira sayisi
arttirllabilir. Bilimsel yazinda siklikla kullanilan ¢ok yonlii dizi ayristirim yontemleri
acma ve katlama olgularina dayandirilarak yapilir. Tucker ve PARAFAC (CP) tabanh
yontemler esasinda ¢ok yonlii dizilerin dizeylere agilmasi ve agilmig hallerinin
uygun carpimlar kullanarak, belli kisitlar altinda dizeyler icin bilinen ayrigtirim
yontemlerini uygulayarak ¢oklu dogrusal bigeler iiretme temeline dayanmaktadir. Bu
sekilde ayristinm yontemi iiretiminde kullanilan ve her biri degisik bir yap1 tasiyan
carpma islemlerinden bazilar1 ise Kronecker ¢arpimi, Khatri-Rao ¢arpimi, Hadamard

Carpimi, n-mod carpimi’dir. Bu carpimlardan ilki olan Kronecker ¢carpimu iki dizinin
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carptminda birini digerinin her bir 6gesi ile carparak boyut genisletimine neden
olmaktadir. Khatri-Rao carpimi ise ele alinan iki dizinin bloklarinin Kronecker
carpimi ile carpilmasi ile elde edilir. Ugiincii carpim bicimi olan Hadamard
carpiminda es yonlii ve es boyutlu iki dizi arasinda Ogecil diizeyde carpim s6z
konusudur. Savin konusu olan CYCG yonteminde ise dis carpim kullanilmaktadir,
bu nedenle sozii edilen bu carpimlar savin ana kapsamina alinmayarak okuyucunun

bilgilendirilmesi amaciyla Ek-1’de anlatilmigtir.

2.3 Ayrnistirinm Yontemleri

2.3.1 Dizey ayristirim yontemleri

Dizeyler i¢in en ¢ok bilinen ve siklikla kullanilan ayrigtirrm yontemlerinden biri tekil
deger ayristirnmidir (TDA), (ing : Singular Value Decomposition, (SVD)). TDA m x n
tiirtinde r 0zdiizeyli bir dizeyin tekil yoneylerini iceren iki izdiisim dizeyi ve tekil
degerlerini iceren bir cekirdek dizey olmak iizere carpanlarina ayristirtmidir. TDA
bilinen diger dizey ayristirrm yontemlerine taban olmak ile birlikte cok yonlii diziler

icin de genellestirilmistir [26]. Bir A dizeyi icin TDA asagidaki gibi gosterilir.
A=UxZIxV’ (2.8)

Bu yazimda Uve V sirasiyla sag ve sol tekil yoneyleri iceren birimcil (ing: unitary)
ve dikgen izdiisim dizeyleri, X ise tekil degerlerden olusan ve eksi icermeyen
kosegen bir dizeydir. Eger A tam 6zdiizeyli degilse(r < m), L kosegeninde belli bir
yerden sonra sifirlar icerecektir. Boylelikle bir dizeyin 6zdiizeyi TDA ile kolaylikla
belirlenebilir. Ayrica X’nin kosegen yapist ve Uve V’nin iizerindeki diisey sira
dikgenligi Temel Bilesen Coziimlemesi (ing: Principal Component Analysis, PCA)
ve Tucker ayrigtirimi gibi dier yontemlere taban olmasi acisindan TDA’y1 kullanigh
kilmistir. Bu yoOniiyle TDA, egri uydurma, en kiiciik kareler eniyilemesi, goriintii
isleme vb. bircok uygulamada kullanilan bir yontem olmusgtur.

TDA tabanlh bir ayristirim yontemi olan Temel Bilesen Coziimlemesi (TBC) dogrusal
bir nitelik oziitleyis yontemidir [27]. Bu yontem ile dizey degisimin en yogun
oldugunu gosteren ve birbirlerinden bagimsiz (ing : uncorrelated) olan 6zyoneyleri

izerine sirasiyla izdiisiiriilerek temel bilesenler elde edilir (Eckart,Young). Boylece
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degisim belli ilk sayidaki temel bilesenlerle aciklanarak, dizey i¢in dogrusal bir
yaklastirim elde edilmektedir. Ayrica dogrusal olmayan boyut indirgeme sorunu icin
de 6zellestirilen (Scholkopf, Smola) TBC nin farkli uygulamalarda esas yontem olarak
kullanilabilecegi gibi (Yiiz tamima, giiriiltii temizleme vb.), boyut indirgeme i¢in veri
analizinde bir 6n isleme teknigi olarak da kullanilmaktadir. TBC, TDA bilesenleri ile
asagidaki gibi yazilabilir.

TBA(A) =xTU” (2.9)

Bu gosterimde U ve X sirasiyla TDA’nin izdiisiim ve kosegen cekirdek dizey
bilesenleridir. TBA  uygulayisindan once  merkezlendirim  gerceklestirmek
Ozyoneylerin degisimi betimleyisini giivence altina alacagi gibi ortak degisinti

(ing : covariance) dizeyinin izgesel ayristirimi ile de bir dizeyin TBCsi belirlenebilir.

TBC yontemi birbirinden bagimsiz alt uzaylara izdiisiim uygulasa da, istatiksel
olarak bagimsizlig1 giivence altina almaz. Bulunmak istenen degiskenlerin istatiksel
bagimsizlig1 varsayimi altinda kullanilan ayristirnm yontemine Bagimsiz Bilesen
Coziimlemesi (ing : Independent Component Analysis) denir [28]. x Ornegini

bilinmeyen (ya da sakli) degiskenlere (ya da kaynaklara) ayirmak icin
X = As (2.10)

biciminde bulunacak olan ayrigtinmda s bilesenlerinin baslangicta istatiksel olarak

bagimsiz oldugu varsayilarak ayristirrm uygulanir ve 6zellik sayisi korunur.

Bir ayristinm yontemi i¢in kullanilacak alana ya da veri kiimesine gore yukarida
anlatildig1 gibi degisik kisitlar konulabilir. Ornegin gercek yasamda bir¢ok alanda
Olciilen verilerin eksi olmayist sonucu, bulunmak istenen ayristirim Ogelerinin de
dogabilimcil anlamimin cikarilabilmesi i¢in eksi olmayan bilesenler olusu istenebilir

(goriintii isleme, bilgisayarli gorii vb.).
Y =AX+E (2.11)

biciminde yazilacak olan bir esitlikte Ave X dizeyleri eksi olmayan ayristirim ogeleri
ve E dizeyi yaklastirim icin yamlgi dizeyidir. Uzerinde durulan sorunun niteligine
gore bu dizeylerin dogabilimcil anlamlar: vardir ve negatif olmamak disinda dikgenlik,

bakisiklik, 3-bilesenlilik gibi kisitlar konularak degisik yontemler elde edilebilir.
12



Yukarida anlatilan dizey ayristirnm yoOntemleri {i¢ veya daha ¢ok yon igceren veri
kiimelerinde yonler arasindaki iligkiyi gozlemleyememek, bilgi kayb1 gibi sonuglar
dogurmaktadir. Dolayisiyla bu yontemler ¢ok yonlii diziler i¢in genellestirilmis ve bu

tiir veri kiimelerinin ¢oziimleyisinde kullanilabilecek duruma getirilmistir.

2.3.2 Cok yonlii dizilerde ayristirim yontemleri

Gliniimiizde yapilan deneylerde ve uygulamalarda iiretilen veri kiimeleri ¢ok yonlii
ve (veya) cok boyutlu olabilmektedir. Yon kavrami boyut kavramindan farkli olarak
uygulamalarda birden fazla 6zellik uzayr oldugunun belirtimidir, oysa boyut bir
ozellik uzay1 iizerinden tamimlanir. Cok yOnlii diziler birden cok ozellik uzayi
iceren veri kiimeleri i¢in en uygun gosterilimdir. Hesaplamali kimyadan beyinbilime
(ing : neuroscience) bir cok uygulama alaninda kendine yer edinmis cok yonlii
dizi aynistirminin kokeni Hitchcock’un c¢alismalarina dayanmaktadir [29]. Daha
sonra Cattelin [30] ve Tucker [31] tarafindan degisik bicimlerde yeni ayristirim
yontemleri gelistirilmistir. Cok yonlii dizi ayristirrminda birbirinden bagimsiz olarak
yapilmis ama oldukca benzer iki ¢alisma ¢ok yonlii dizi ayristirnminin daha sik
kullanimint saglamigtir. Bu iki caligmadan ilki Carrol ve Chang [32] tarafindan
onerilen CANDECOMP (Canonical Decomposition) ve Harshman tarafindan onerilen
PARAFAC (Parallel Factor Analysis) bi¢cemidir [33]. Mocks beyin goriintiileyis
calismalarinda PARAFAC yontemini kullanmistir [34] ve daha sonra bir ¢ok degisik
katk: ile yontemler iyilestirilmeye ve yeni yontemler gelistirilmeye calisiimistir. Bu
gelismelerden birgogu psikometri ¢alismalarinda ortaya ¢ikmis, daha sonra hesapla-
mal1 kimya alanindaki katkilar sayesinde ¢cok yonlii dizi ayristirimi sik¢a kullanilan bir

veri analizi yontemi olmustur.

Daha onceleri veri ¢oziimlemede kullanilan ayrigtirnm yontemleri olarak genellikle
iki yonlii ayrnistirnm (ing : matrix factorization) kullanilmigtir, 6rnegin “Tekil Deger
Ayristirrmt’, “Temel Bilesen Analizi’, ‘LU ayrigtirimi’, vb. Veri yoniiniin artisiyla ve
bilim insanlarinca yonler arasindaki iligkinin daha ayrintili bir bicimde incelenmek
istenigiyle iki yonlii aynistirnm teknikleri genellestirilmis ve cok yonlii dizilere
uygulanmistir. Ayrica verinin ve uygulanacak olan ayristirnmin niceligi disinda
niteligi de diisiiniilerek ¢ok yonlii diziler i¢in genellestirimler gerceklestirilmistir. Veri

coziimlemesinde en ¢ok kullanilan dizey ayristirim yontemleri (PCA/SVD, ICA,
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NMF ve bunlarin tiirevleri gibi) bir¢ok veri ¢oziimleyis yontemine taban olmakla
birlikte ¢cok yonlii dizi ayristirimi igin de kaynak alinan yontemlerdir. Ornegin CP
(CANDECOM/PARAFAC) yontemi ¢oklu dogrusal tekil deger ayristirimi yonteminin
(ing : multilinear singular value decomposition) ii¢c ya da daha ¢ok yonlii dizilere
genellestirimidir, benzer bicimde Tucker yontemi 3-yonlii dizi i¢in etmen ¢oziimlemesi
(ing : Factor Analysis) olarak ortaya c¢ikmustir [35]. Bu bicimde gelistirilen ¢ok
yonlii dizi ayristirrm yontemleri ile veri icindeki gizli degiskenler ve bu degiskenler
arasindaki iligkiler ortaya c¢ikarilmaktadir. Bu temel ayristirrmlarin degisik kisitlar ve
kosullar altinda irdelenisi ile degisik ayristirrm yontemleri ortaya ¢ikmistir ve bunlara

alternatif yontemlerle birlikte asagidaki ¢izelgede en sik kullanilanlar verilmisgtir.

Cizelge 2.1 : Cok Yonlii Dizi Ayrigtirim Yontemleri.

PARAFAC Tabanhh  Tucker Tabanlh Alternatif Biceler
PARAFAC Tucker3 Coklu Dogrusal Makine
S-PARAFAC Tucker2 STATIS Tabanli Cok Yonlii Bice
C-PARAFAC S-T3/S-T2 Cok Parcal1 Cok Yonlii Bilegen Coziimlemesi
PARALIND

Parcga-kisitlhh PARAFAC

Tucker ayristirnmina TBC’nin ¢ok yonlii diziler icin genellestirilmis durumu da
denilebilir. 3-yonlii bir dizi,. 2" € 2*/*X, icin Tucker ayristirimi bir ¢ekirdek coklu
dizi ve her bir yonde ¢arpan olarak bulunan dizeylerle sekil 2.2°deki gibi gosterilebilir.

Bu ayristirimin matematiksel anlatimi X, n-mod ¢arpim (bkz: Ek-1) olmak iizere

A

Sekil 2.2 : 3-Yonlii Tucker Ayrigtirima.

asagidaki gibidir.
P O R
S ASE) ><1A><2B ><3C: Z Z ngq,apchc
p=1g=1r=1
2 e RIIK A e mDP Ber/*C, € enrkxR (2.12)

Burada A,B,C dizeyleri a,b,c yoneylerinden olusan carpan dizeylerdir ve her biri

ilgili yoniin temel bileseni olarak diisiiniilebilir. & boyut sayisin1 arttirict niteligi olan
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Kronecker carpimi olmak itizere Tucker ayristirtmi ile ¢oklu dizinin dizeylere ac¢ilmis

durumunun arasindaki yaklagtirim bagintisi (/) asagida verilmistir.
X (1)~ AG(;) (C®B)"
X(2) #BGy) (CoA)"
X3y~ CGg3) (B®A)" (2.13)

Burada 3-yonlii dizi icin yapis1 verilen Tucker ayrigtirimi N-yon i¢in de genellestir-
ilebilir. Tucker ayristirimi sikistirim, siniflandirim, 6bekleyis (ing : clustering) gibi
problemlerde siklikla kullanilan bir yontemdir [36]. Bu yontem iizerine yapilan
caligmalar verinin istenilen 6zelliklerde ayristirimi i¢in ya da tektiirliiliik gibi sorunlari
cozmek icin yoOntemin giincellenisine dayanmaktadir. Bilimsel yazinda Tucker
ayristimini iizerine gelisen yontemlerden bazilar1 Tablo 2.1°de verilmistir. Tucker
yontemleri arasinda De Lathauwer’in ¢ok yonlii diziler i¢in bilesen bulma yontemi
olan HOSVD (Higher Order SVD) simdilik tek tiirliilik sorununu en iyi sekilde
cozen ve en sik kullanilan yontemdir [37]. De Lathauwer’in diger bir bilesen
bulma yontemi HOOI (Higher Order Orthogonal Iteration) ise oldukg¢a basarili bir
yontem olmasina ragmen yinelemeli bir yontem oldugundan HOSVD’ye gore daha
az yeglenebilir [38] . Sik kullanilan bir ayristirnm ve indirgeme yontemi olan CP
(Candecomp/Parafac) ayristirimi ise ¢ok yonlii diziyi her yonde birbirinden bagimsiz
yoneylerin dis ¢arpimindan olusan ¢oklu dizilerin toplami bi¢ciminde anlatir. Sekil 2.3

ile CP ayristirrmi gorsellestirilmek istenmistir.

S S /-

[ ] [ ] —/
g RH = _H = +W+H =

a1 as agn

Sekil 2.3 : 3-Yonlii CP Ayrigtirimu.

CP ayristirimu verilen 3-yonlii bir ¢coklu dizi i¢in asagidaki gibi gosterilebilir.

R
2 ~ Y aob,oc, (2.14)

r=1

® Khatri-Rao ¢arpimi olmak iizere her bir yonde acilmis dizeyler ile CP bilesenleri
arasindaki yaklastirim iliskisi asagidaki gibidir.
Xy ~A(COB)",
X ~B(CoA)",
X3~ CBoA)" (2.15)
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CP aynisimminda R verilen c¢oklu dizinin 0zdiizeyine esit olursa yaklasiklik,
esitlik olur. Aslinda CP ayristirrminin en temel sorunu da en iyi R sayisini
bulmaktir. Genelde R =1,2,3,... seklinde yineleyisler gerceklestirilerek en iyi sonug
aranir. Ama bu yontemde uygulamalarda 6zdiizeyden c¢ok daha diisiik bir sayida
yaklagtirim olabildigi ve bunun yadsmamaz bir sorun oldugu belirtilmektedir. Bu
sorunu ¢cozmek ve daha iyi yaklastirnm niteligi saglamak amaciyla bir¢ok degisik
yontem gelistirilmistir. Hem Tucker hem de CP tabanli yontemler gerek sorun tabanl
coziimler, gerekse nitelik Slger tabanli giincellemeler nedeniyle uygulamada oldukca
tiirlenmistir.

Bu tiirliiliik i¢inde bircok veri kiimesi i¢in bir¢ok yontem iiretilse de, istatik tabanl
yontem gelistirimi bu an i¢in inceleme altindadir. Bu sav calismasinda cok yonlii
dizilerin ayristiriminda istatiksel tabanli bir yontem olan CYCG acilimi giindeme
alinmis ve degisik uygulama alanlari i¢in basarimi incelenmistir. Boliim 3 ¢ok yonlii

bir dizi i¢cin CYCG ve CYCG’nin tabani olan YBBG yontemlerini agiklamaktadir.
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3. AYRISTIRIM TEKNIiGi OLARAK YBBG ve CYCG

3.1 Ayrik Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilimi

Ayrik Yiiksek Boyutlu Bigce Gosterilimi Sobol’un ¢ok degiskenli islevler i¢in dnerdigi
ve daha sonra H. Rabitz ve M. Demiralp tarafindan olgunlastirilan Yiiksek Boyutlu
Bice Gosterilimi’nin (YBBG) cok yonlii veri kiimeleri i¢in tanimlanmig bi¢imidir [39,

40]. Ayrik YBBG acilimi N yonlii ¢coklu dizi i¢in agagidaki gibi gosterilebilir.

N N
- (0) (1) (1i2) | . (J1j2-+JN)
Ziyiy = X +jlz:“lt%j.j1 +,-1§’_1 L 2
<2
ij = 1,2,...,11]', jIl,Z,...,N (3.1)

Burada 2, ;, N yonlii dizinin ij...iy altsirasayill 6gesini gostermektedir. 2o
acilimin degismez terimini, 3&”[](1] V) anlatimi ise j1- yondeki tek yonlii dizinin
ij, altsirasayili 6gesini gostermektedir. Siirekli yapilarda vurgulanan temel YBBG
tanimlarinin ve kosullarinin ayrik yapilar i¢inde saglanmasi beklenmektedir. Bu

nedenle ayni sayili ve her yonde es sayida konumlu iki ¢oklu dizinin i¢ ¢arpimi

asagidaki gibi tamimlanabilir.

ni nN 1 2
(20.20) = ¥ ¥ w2 2%, 32
i1=1 iN=N

Ayrik YBBG terimlerini bulmak icin tanimlanan agirlik dizisi ¢arpimcil bir yapi
tasimaktadir, genel agirlik tek yonlii agirliklarin ¢arpimi b¢iminde bulunmaktadir ve

her tek yonlii agirligin iizerinde birim boyluluk kosulu vardir.

N .
Wi w=IIW Y wh =1, w>0, j=12..N @3
j=1

Lj Lj
. J J
ij=1

Ayrica ayrik YBBG bilesenlerini tek tiirlii bulabilmek icin sifirlanig kosulu
giindeme gelmektedir. Sifirlanis kosulu 3.1 esitliginin her iki yanina agirlikli toplam
uygulandiginda bulunmak istenen bilesen disindaki tiim sag yon bilesenlerinin

esitlikten kalkmasini saglar. Dolayisiyla bu 6zellik YBBG’nin dogal bir sonucu degil
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bir 6n kosuludur.

j; .

ZW‘(AJI)%(]I Jk) =0 [=1,2,--,k, k=1,2---,N 3.4)
= Lj L llk

J

Sozii edilen kosullarla elde edilen degisik YBBG terimlerinin birbirine dikgen olmasi
beklenir. Burada degisik yon sayilt YBBG bilesenlerinin birbirine olan dikgenligini

irdelemek icin bilesenlerin yon sayis1 N’e genigletilerek i¢ carpimlart alinabilir.
(%(J’r“j/l), %(kl"'k12)> -0 (3.5)

Yukarida anlatilan tiim tanimlayiglar ve kosullar altinda Ayrik YBBG bilesenlerini
elde etmek olanaklidir. Bir sonraki alt boliimde, verilen kosullar ve kisitlar altinda

YBBG’nin bilesenlerinin nasil bulunacagi anlatilmistir.

3.1.1 YBBG bilesenlerinin hesaplanmasi

Ele alinan bir N yonlii dizi i¢in YBBG acilimi Esitlik (3.1)’de verilmistir. Bu esitligin
sag yanindaki degismez terim olan 2~ ©) ve tek yoOnlii terimleri verilen kisitlar altinda
bulmaya calisalim. Bunun i¢in esitlik 3.1’ nin her iki yani1 agirlik dizileri ile carpilir ve

her yoniin boyut sayis1 iizerinden toplam alinirsa asagidaki yapi elde edilir.

nj j it N
Jl _ J/ Ji) (Jj1) Ji) ]1]2
YW D = YW +ZWI,I _Z 2y Wy 2
i i Ij, = Ij, “] jl
ij = 1,2,...,11]', jl:1,2,...,N (36)

Esitligin sag yanina bakilacak olursa Z W ) 2 anlatim agirlik dizisinin toplaminin
i Ji
1 olma o6zelliginden dolay1 (esitlik 3.3, kisim 2) yalmzca 2 ©) terimini verir. Diger

yandan tek yonlii diziler iizerine agirhik etkisi ise sifirlanis kosulu (esitlik 3.4)
nedeniyle sifir1 verir. Ciinkii kendi yOniine ait agirlik etkisi altinda bu terimler
sifirlanmaktadir. Ornegin 2 (1) yoniinde tekli dizi i¢in

IR
olacak ve bu terim toplamda olmayacaktir, aym sekilde diger tek yonlii terimler ve
daha fazla yon iceren terimler de diiseceginden sag yanda yalnizca de8ismez terim
kalacaktir. Bu durumda bir dizinin diziye ait tiim uzay iizerinden agirlikli ortalamasini

bir iglecin rettigini varsayarsak ve & ile simgelenirse, 6te yandan bir yonlii alt
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uzaylara olan agirlikli ortalamasinin izdiisiimii ise &% ile simgelenirse, bu durumda

YBBG ag¢iliminin degismez terimi ve tek tonlii terimleri asagidaki gibi belirlenir.

(0) i) — VW ) @)
2O =22 =Y Y W W U2y 3.7)
=l jy=1

i a U N) Oirj

Zi, = (%3’{(1 N>)_ ~20=) ) Wj(l)---W}N)Lk"%l,,,jk—%(m
174 P P ()
=1 jn=1 W,

ik:1,2,...,nk, k:1,2,...,N (3.8)

Daha yiiksek sayida yone sahip olan Ayrik YBBG bilesenleri de benzer bi¢cimde
belirlenir. Esitlik (3.7) goz Oniine alinirsa YBBG’nin degismez teriminin bir agirlikl
ortalama oldugu goriiliir. Esitlik )3.8) ise bir yondeki agirlikli ortalamanin biitiinciil
agirlikli ortalamadan sapigidir. Bu bicimde diisiiniiliirse tek yonlii YBBG terimleri
verinin o yoniiniin veri icindeki katkisi olarak tanimlanabilir. Istatiksel olarak
anlatmak gerekirse YBBG terimlerinin belli bir agirlik altinda ve verinin ilgili yoniinde
beklenen deger oldugu gosterilebilir. Asagida YBBG’nin degismez terimi, tek yonlii

terimleri ve iki yonlii terimleri beklenen deger kullanilarak yazilmistir.

20 = E[2] (3.9)
20 = EZK-E[2] (3.10)
qkik) — g (2 k1, ko) — E[Z k1] — E[Z |ko] — E [Z] (3.11)

Boylelikle, YBBG terimlerinin, veriye ait ilgili yonlerin yalnmiz ya da birlikte etkilerini
acilima yansittig1 goriilmiis olur. Ornegin YBBG terimlerinden ikililer iki degisik
yoniin birlikte irdelenmesinin veriye etkileri ya da veri icindeki ortak katkilaridir
denilebilir. Bu bilgi ile ¢ok yonlii dizilerin ¢oziimleyisinde yonlerin yalniz ya da
birlikte olan istatiksel katkisi irdelenebilir. Esitlik (3.7) ve (3.8)’den de goriilebilecegi
gibi diger ¢coklu dizi ayristirim yontemleri verinin izgesel uzayina izdiisiiriirken YBBG
ve CYCG yontemleri ortalamalar uzayima izdiisim uygulamaktadir. YBBG’nin
bilesenlerinin birbirine dikgen olusur ve toplamcil bir ayristirim yontemi olusu
nedeniyle yontem, toplamcil bir Oriintiiye sahip olan dizilerde tam yaklagtirim

saglayabilmektedir. Asagidaki ornek bunu gostermeyi ereklemektedir.
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3.1.1.1 Ornek

Onyiizleri asagidaki gibi verilen 3 x 4 x 2 tiiriindeki 3-yonlii .2” dizisini ele alalim.

3456 4 5 6 7
XZ,Z,I - 4 5 6 7 9 X;7;72 - 5 6 7 8
5 6 78 6 7 8 9

Bu 3-y6n dizinin YBBG ag¢iliminda de8ismez terimini bulmak icin oncelikle agirlik

olarak her yondeki konum sayisini ele alalim.

w) — w? — w3 —

1 I 1
3’ 4 2
Verilen agirliklar es agirliktir yani ilgili yoneyin tiim 68elerinin 6zlerine ait agirliklar
aynidir. Dolayisiyla, agirligi bir dizi olarak yazmak yerine 6gecil diizeyde bir degismez
olarak da gostermek olanaklidir. Verilen es agirlik altinda Ayrik YBBG’nin degismez

terimi agagidaki gibi belirlenir.

4 2
Y Y zip-20
(1) j=1k=1 .
20| 20 || £ 21120 |~ o
- 2 - j:1k2142 2jk ~
3(1) &2 (0) :
Elkglzz%ﬂc—%
-4 B}
(2) igl kEl %%%lk -2
3{1(2) i )% N P — 2 B
7 (2) — 22 I = P R | =05
- %’(2) - 3 2 11 (0) ~ 05
3 Y Y 3;%imk— &
@ i=1k=1 1.5
! 5211 0
§1k§l§§%4k_(%( )
-3y -
1lge — g0
20) _ 5&/1(3) - i§1j§134 ! | =05
%‘(3) 3 4 11 (0) ~ 05
z .Zl Zlgzv%jz—%
L i=1j= .

Degismez terim ve tek yonlii dizileri bularak gergek diziye bir yaklastirim uygulamak

olanaklidir Ornegin dizinin sayisal degeri 7 olan 2,4, 1 altsirasayil 68esi icin asagidaki
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yaklastirim bulunabilir.
Lrar e 2O+ 2+ 2P 4 2 — 640415+ (~0.5)=7

Yukarida verilen diziye Ayrik YBBG ag¢ilimu ile bir yonliiliikk diizeyinde yaklastirim
uygulanmustir. Bir yonliilikk diizeyinde yaklastirim yalmizca degismez terim ile
1-yonlii dizi bilegenlerinin ele alinmasi ve agilimin diger terimlerinin goz ardi
ediligidir. Goriildiigii gibi secilen dizi 6gesi icin yaklastirrm sonucu birebir dogru
degeri vermektedir. Bunun temel nedeni YBBG’nin toplamcil bir ac¢ilim olmasinin
dogal bir sonucu olarak iceriginde toplamcil bir islevin Oriintiisiinii barindiran
veri kiimelerinde birinci dereceden yaklastirim bile cok iyi sonu¢ verebilmektedir
ve verilen dizi ashnda (i = 1...3,j = 1..4,k = 1...2) ogelerinin altsirasayilarina
bagh toplamcil bir 6riintii tagimaktadir (2" =i+ j+ k) . Ancak yine YBBG’nin
toplamcil dogasi nedeniyle toplamcil islev yapisi disinda olan veri kiimelerinde YBBG
yaklastirim iyi sonug¢ vermektedir. Ornegin verilen dizi altsirasayilara toplamcil
degilde ¢arpimecil bir yapi ile bagli olsa yani icerdigi islevcil yap1 2" =i X j X k olacak
sekilde asagidaki gibi verilse

123 4 2 4 6 8
X.1=|246 8|, X.,=|4 8 12 16
3609 12 6 12 18 24

ayrik YBBG ac¢iliminin bu ¢oklu dizi i¢in degismez terimi

) 3 4 2 111

i=1 j=1i=1

olmaktadir. YBBG’nin tek yonlii terimleri ise agagidaki gibi hesaplanmaktadir.

4 2
Y Y i Zi— 20
| o] ¢ 110 90| |
3(1) JZ 5 . , 3.75
Zlk):lzj«%jk—%( )
L J=LR= i
R _
L& 33
2 R 45
o_ | 27 L.k GEZE 15
r= 3{@ B 32 (0) = 1.5
o) .;1 kg?f‘%y‘_‘% 4.5
% lg 5 11 0
';1k§1§§%4k_ 2

[\
p—



LS 119 90
-] A
% B 3 B | ~ |: . :|
i= 1]—

Elde edilen bu YBBG bilegenleri ile ¢arpimcil yapida verilen dizinin 6gelerinden
birinin (6rnegin 23 41 = 8 ) yaklagik degerini elde edersek,

Zrar~e O+ 2+ 22 4 23 =7540+45+(-25)=9.5

bulunur. Goriildiigii gibi yaklastirimin niteliginde 6gecil diizeyde oldukga yiiksek bir
yitim olmustur. Biitiinciil yaklastirim 6lceni olarak bagil yanilgiyi ele alirsak toplameil
yapidaki dizi icin bagil yamilgi O iken carpimcil yapidaki dizi i¢cin YBBG ac¢ilimi
ile birinci kerteden yaklastirimin bagil yanilgisi 0.2236 ¢ikmistir. Bunun en temel
nedeni birbirlerine dik olan YBBG bilesenlerinin toplanarak acilimi olusturmalaridir
ve bu durumda bdyle bir acilim tam toplamcil bir yapida cok iyi yaklastirim
uygulayabilmektedir. Eger verilen dizinin carpimcil ya da daha degisik bir yapisi varsa
YBBG’nin tam toplamcil bu yapisina katki saglayacak doniisiimler olusturulabilir ya
da acilimu iyilestirecek bazi terimler eklenebilir. Ornegin esitlik 3.1 ile verilen YBBG
acilimina carpan olarak bazi destek terimleri eklenirse ag¢ilimda daha ¢arpimcil bir yap1
olusur ve toplamcil yapidan degisik diziler i¢in de kullanilabilir bir nitelik saglanmis
olur. Bu diisiinceden yola ¢ikilarak YBBG acilimimin genellestirilmisi olan "Ayrik

Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi (CYCG)" tiretilmistir.

3.2 Ayrik Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi

Gectigimiz yillarda YBBG ve tiirlerinin cok yonlii diziler lizerindeki uygulanimlari
BEBBYT (Bilisim Enstitiisii Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri Toplulugu)’nca ele
alinmig ve bu caligmalarda elde edilen bilgiler cok yonlii dizi bigcimindeki veri
kiimelerinin kullanim alanlarinin genigliginden dolayr onem kazanmigstir. Coklu
dizilerde CYCG aciliminin matematiksel ifadesi siirekli yapilarla benzerlik gosterse de
CYCG’nin iki ve daha fazla sirasayili terimlerinin destek yoneyleri ile dis carpiminin
yazilmast yonler agisindan sikinti yaratacagindan veri kiimesinin 68eleri iizerinden

matematiksel anlatim tercih edilmistir. 2", N yonlii bir ¢oklu dizi olmak iizere bu
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coklu dizinin Z; altsirasayili 6gesi icin CYCG acilimi asagidaki gibidir.

1IN

N Do, = o) TT D) . o i) 1T )
_ 1 1J2
%lmiN - I_Ilsij Z + Z %jl Hsij + Z Z; H Sij
j= Jj= j

Ljpoij
jlzl J=1 J1.j2=1 1”72 :l
J#i J1<i2 J#i1J2
1J2-+-JN
‘|’ l'(.jln] i]' ),
J1°J2 "IN
ij - 1727"'7nj7 j: 1727"'7N (3012)

Yukarida verilen CYCG agiliminin Esitlik (3.1)’den temel ayrimi destek terim-
lerinin her toplanan terimle degiskenliligi ayn1 kilacak sekilde carpilarak agilima
katilisidir. Bu katilis elbette acilim bilesenlerini destek terimlerinin varligini goz
Oniine alarak bulmay1 gerektirir. Bu nedenle YBBG aciliminda kullanilan sifirlanis
kosulu, dik bilesenlilik, normalizasyon gibi kosul ve kisitlar1 CYCG i¢in destek
terimlerini gdz Oniinde bulundurarak giincelleyis gerekmektedir. Siirekli yapilarda
bu giincelleyisler ilgili bilimsel yayinlarda gosterilmistir. Ayrik yapilarda ise siirekli
yapilardan degisik olarak tiimlev yapilarimin yerini toplam yapilari olusturarak aym

kosul ve kisitlar kullanilmagtir.

3.2.1 CYCG bilesenlerinin belirlenimi

Ayrik yapilarda CYCG terimlerinin belirlenmesinde kullanilan agirlik yoneylerine
iligkin ozellikler siirekli yapilarla benzerlik gostermektedir. Her bir yondeki agirlik
yoneylerinin dig carpimlarindan olusan agirlik dizisi asagidaki gibidir ve her bir

yondeki agirlik yoneyleri birim boyluluk kosuluna uygun olarak belirlenir.

L . N .
Ywl=1, W, =[Iw"  j=12...N (3.13)
ij=1 =1

Yukarida verilen birim boyluluk kosuluna ek olarak CYCG destek yoneylerininde
agirlik ile birlikte birim boylulastirimi1 gerekmektedir. Bu 6zellik destek yoneylerinin
carpan olarak varlifi nedeniyle CYCG terimlerinin tek tiirli bulunusu icin

gerekmektedir.
W ) ()2
y wY (si,f> —1, j=12,....N (3.14)
ij:1 J J
CYCG terimlerini bulmakta kullanilan sifirlanis kosulu da destek yoneylerinin acilima

girmesiyle asagidaki gibi yazilir.

N
2"4’ w00 g ne=in) _
ij[:1 J1 1 J1 "k

I=12,....k, k=1,2,....N (3.15)
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CYCG'nin degismez terimi olan .2°(©) aslinda ¢oklu dizinin destek yoneyleri ve
belirli bir agirlik dizisi altinda alinan ortalamasina izdiisiim olarak betimlenebilir. Bu
durumda CYCG’nin degismez terimi asagidaki gibidir.
20— Zl . ZN wil) ) ﬁ S5 (3.16)
A=l jy=I k=1
CYCG’nin teklileri de diyebilecegimiz tek yonlii diziler ise erek ¢coklu dizinin bir yonii
disindaki diger tiim yonlerinin belirlenmis agirliklarinin ve destek yoneylerinin katkisi

altinda asagidaki gibi belirlenir.

20 _ ¥ ™) S P10 270
i Z - Z le JN W(k)HSil Jidn T gy
=L jy=1 i 5;}(
=12,  k=12,..,N, [=12..n (3.17)

CYCG’nin iki yonlii, ii¢ yonlii ve daha yiiksek sayida yonlii dizileri de benzer sekilde

bulunur.

Gectigimiz yillarda yapilan siirekli CYCG c¢alismalarinda Esitlik (3.18)’deki destek
islevleri yapist kullanilmistir. Bu esitligin kullanilmasinin nedeni her bagimsiz
degiskenin tanim bolgesinden islevle ilgili bilgi almaktir. Ancak bu yap1 ayn1 zamanda
YBBG’nin tek degiskenli terimlerine benzerliginden dolay1 ayrik yapilarda ¢ok etkin
olamamistir. Bu ¢alismada ¢ok yonlii dizi ayristirimi i¢in kullanilacak olan bu destek
yoneyleri ile ilgili ilk sorun bu olmustur ve degisik arayislara gidilmigtir. Bunlardan
ilki sav Onerisinde yer verilen Carpimcil Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilimi’nin
tekli terimlerini kullanarak destek islevlerini bulmaktir. Ama ele alinan ¢ok yonlii
dizi yapisindaki verinin iglevcil yapisinin ¢arpimcillia yakin bi¢im tasimadiginda
yaklastirimin niteliginin diistiigii yapilan uygulamalarda ortaya ¢ikmistir. Ele alinan
coklu dizinin iglevcil yapist bilinmediginden ilk yineleyiste Esitlik (3.18)’de olan
anlatim kullanilarak bulunan destek yoneyleri i¢in yinelemeli bir yontem olusturma
girisimi olmus, fakat yakinsamanin her yineleyiste cok az ilerledigi gozlenmis ve
veri yapilarinda daha da az yakinsamanin olabilecegi ve yineleyis sayisinin ¢cok ¢ok
biiyiik sayilara variginin ¢ok onemli bir sorun oldugu olgusu benimsenmistir. Sav
calismasiin bu noktasinda destek yoOneyi belirlenimi icin kesinlikle bir eniyileyis
yapilmas1 gerekliliginin kaginilmaz oldugu varsayilarak bu noktada bir eniyileme

problemi tanimlanmasina karar verilmistir. Sav ¢alismasi sirasinda da diisiiniilen bu
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yoldan daha once ¢ikan denklemlerin dogrusal olmayisi ve olduk¢a karmagik bir
yap1 elde edilisi (bkz : Ek-2) ve bu yapmin ¢oziimiinde ancak ideal’lere dayali
Grobner tabanlarinin  kullanilabilmesi nedeniyle vazgecilmistir ve BEBBYT nca
kullanilan diger bir yontem olan “Sendelenimsizlik Kanitsavi”kullanilarak destek
terimlerinin bulunusu giindeme gelmistir. Ancak olusturulan diizgiin islevcil yapi
tasiyan yapay veri kiimelerinde elde edilen sonuclar, ne yazik ki, istenen yaklastirimi
saglayamamistir. Bu nedenle yalin CYCG yonteminde destek terimleri veri kiimesini
betimleyebilisi agisindan agagida verilen formiil ile hesaplanmaktadir.
n njo1 njp

y .. IZ Yy . nf Wigl)...W_(j_l)W(j+])...W.(N)ggi

. . . . j—1 Ijt1 IN 1yesiN
J J
(]) 11—1 lj,lzllj+1:1 in=1

w8 Y w

l . . . .
J 11:1 lj—l:11j+l:1 lN=1

i il i Lol
(3.18)
Bu sekilde destek terimleri belirlemek elbette veriden olabildigince bilgi alabilmek icin
1yl bir yontem olsa da destek terimlerini en i1yi bicimde belirlemek giivence altinda
degildir (bkz : Ek-2). Bu sorunun iistesinden gelmenin zorlu bir sorun oldugunun
ayirdina varilmis, matematiksel ve yazilimcil olarak goézlenmis ve bu nedenle
yaklastirimi gii¢lendirecek, ayn1 zamanda da hesaplama karmasiklig1 acisindan daha
uygun yontemler yeglenmistir. Yeglenen ve gelistirilen bu yontemler bolim 4’de

ayrintili olarak anlatilmugtir.

3.2.1.1 Ornek

Ayrik YBBG ile ayrigtirim uygulanan altsirasayilara toplamcil ve ¢carpimcil bir oriintii
ile baglh dizileri ayrik CYCG ile yeniden ele alalim. CYCG’nin destek islevlerinin
acilima carpan olarak eklenisi ile carpimcil yapida olan dizi i¢in tam bir yaklagtirim

beklenmektedir. Verilen ¢oklu dizi yine

1 23 4 2 4 6 8
XZ7I,1 = 2 46 8 5 X;’;72 = 4 8 12 16
36 9 12 6 12 18 24

ayrik CYCG ac¢iliminin bu ¢oklu dizi i¢in destek terimleri

0.3651

s ~ 833?2 §@ ~ 0.7303 3) . | 0.6325
~ 1‘3887 ’ 1 1.0954 |’ ~ 1 1.2649
' 1.4606
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ve degismez terim

ZinststPsY) ~9.3541

4>|~

1
2

w|~

LiS

olarak bulunur. Destek terimleri ve degismez terimin bulunmasi ile elde edilecek olan

tek yonlii diziler ise 6geleri O olan yoneylerdir.

0
%(])% () %(2)%
0 7 0

a[3]

oS O O O

Tek yoOnli dizilerin O degeri iceren Ogelerden olusmasinin temel nedeni biitiiniiyle
carpimcil almman dizi CYCG ile degismez terim yaklastinmi ile elde edilebilme-
sidir. Bunu gormek i¢in yine dizinin 2541 = 8 06gesine CYCG’nin degismez

yaklastirim1 uygulanirsa
Lyan~ 2O x5l 5@ x5t = 9.3541 % 0.9258 x 1.4606 x 0.6325 ~ 8.0

yaklastirimi elde edilir. Bu bi¢im tiim dizinin tiim 6gelerine birebir yaklastinm elde
edilir ve bagil yanilg: O ¢cikar. Oysa altsirasayilara ¢carpimeil degil de toplamcil olarak
bagh olan 2 j; = i+ j+ k dizisini ele alirsak CYCG ile yaklagtirimin niteliginin
zayifladig1 goriilecektir. Bu dizi i¢in yine es sirasayili olan fakat degeri 7 olan
2> 4,1 0gesinin degismez yaklastirim, birinci kerteden yaklastirim ve ikinci kerteden

yaklastirim sonuglarina bakilacak olursa,
Lras~ X0 x stV x5 x5t = 6.1750 x 0.9909 x 1.2288 x 0.9135 ~ 6.8684

elde edilir ve biitiinciil yaklastirim i¢in bagil yanilgi 0.0310 diizeyindedir. Boylece
yaklagtirimin bu diziyi carpimcil bir dizi kadar iyi betimleyemedigi goriilmekte-

dir. Birinci kerteden yaklastirim s6z konusu oldugunda ise

Zra1 ~ 20 sgl) X ng) X s?) + x%(l) X sf) X s§3)

+ ngl) X 3&”4(2) X sgB) + Xsél) X sf) X 3&”1(3)

Q

6.8790 3.19)
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bulunur ve yaklastirrmin niteliginde az da olsa bir iyilestirimden sz edilebilir. Oysa

iki CYCG’nin iki yonlii terimleri de eklenirse dizinin bu 6gesi i¢in

70 5 (D ((2) (3)+X%(1) 2, 3

2241 X 8y XS, X8 X 5,70 X8,

Q

xsgl) X %”4(2) X s§3) + xsgl) X sf) X %”1(3)

+ o+

T s+ 2 o? 4 25 )

Q

6.9959 (3.20)

yaklastirimi elde edilir ve bagil yanilgi 4 x 1073 diizeyindedir.

3.2.2 YBBG ve CYCG yontemlerinin sayicil karsilastirim

Bir onceki kesimde matematiksel altyapist anlatilan yonteme, bir baska deyisle,
YBBG’nin genellestirilmis durumu da denilebilir. Toplamecil bir ac¢ilimdan neden
carpimcila gecildigi sorusunu giindeme getirmek gerekirse, YBBG dik bir uzam
(geometri) tizerinde toplamcil bir acilim olarak tanimlanmigtir. Bu yiizden toplam-
cilliktan uzaklastikca anlatim yetenegi azalmaktadir. Bu sorunun yanit1 i¢in asagidaki

cizelge de yardimci niteliktedir.

Cizelge 3.1 : Farkli Veri Kiimeleri icin YBBG ve CYCG Karsilagtirmasi.

Veri Kiimesi YBBG-0 || YBBG-1 || CYCG-0 || CYCG-1
2O X (i, j.k)=i+j+k 0.2551 0 0.0372 0.0357
LCAS) (k)= (1/2) 2+ j*(1/5)+k 0.3507 0 0.0655 0.0612
LB (i, j.k)=ixjxk 0.6447 0.2673 0 0
XA (i, jk) = (1/3) %% % j* (1/5) %k 0.8519 || 0.50258 0 0
2B 2 (i, j.k) = exp(i+1) %3 % jxcos(10%k) || 1.0000 0.6752 0 0
LA (i, j, k) = sin(i+20) + 3+ (k/2) 0.7589 0.2966 0.0113 0.0074

Elbette ki tiim veri kiimelerini en iyi sekilde anlatabilen bir ayrigtirim yontemi bulmak
giictiir. Bu nedenle uygulamalarda ilgili veri kiimesinin 6zellikleri ve yapilacak is
g6z Oniinde bulundurularak degisik yontemler denenmektedir. Bu sav calismasinda
da, ¢alisma boyunca kullanilan uygulama alanlar1 da temel alinarak CYCG yontemi
degisik alanlar ve degisik veri kiimeleri i¢in Ozellestirilmis ve yeni yontemler

tiiretilmistir. Bir sonraki boliim bu yontemleri ele almaktadir.
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4. CYCG TABANLI YENIi ACILIMLAR

4.1 CYCG Tabanh Yeni Ac¢cilimlar

4.1.1 Kiiciik Olceklerde CYCG

Kiiciik Olgeklerde Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilimi (KO-YBBG) ilk olarak
BEBYT toplulugunca ele alinmis bir yontemdir [41]. Yapilan calismalarda KO-
YBBG ’nin cok degiskenli islev yaklastinminda yiiksek basarim sagladigi ve
degisik uygulama alanlarinda kullanilabilecegini gosterilmistir [42]. Bu calismadan
esinlenerek olusturulmus Kiiciik Olgeklerde CYCG’de yine siirekli islevlerde yakin

zamanda uygulanmistir [43].

Bu sav calismasi kapsaminda “Kiiciik Olceklerde Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis
Carpimlar Gosterilimi (KO-CYCG) “¢ok yonlii dizilerde ilk kez uygulanmis ve
yontemin etkinligi ile elde edilen sonuglar goriintii geri ¢atma c¢alismasinda
incelenmistir. Bu calismanin sonuclar1 béliim 5°de goriilebilir.

KO-CYCG c¢ok yoénlii dizilerin ait olduklari uzayin alt uzaylarim ele alip, her
bir altuzayda CYCG yoOntemini uyguladiktan sonra ayristirimin tiim sonuglarini
birlestiris felsefesine dayanmaktadir. Her bir alt uzayda uygulanan CYCG ilgili
alt kesimdeki veriye iliskin destek terimleri ve CYCG bilesenleri bulunur. Bu
nedenle her alt kesimde hesaplanan destek terimleri ve bilesenler degisik olur. Veri
kiimesinin uzamcil (geometrik) olarak bu bicimde boliinmesi ve daha kiigiik bir
alanda ayristirim uygulanisini yaklastirim niteligini artirmakla birlikte, veri kiimesinin
degisik kesimlerinde olusmus islevcil yapilarda degisiklikleri yakalamayi saglar. Bu

yonleriyle KO-CYCG yontemi basarim gosterir nitelikte bir yontemdir.

4.1.2 Indirgeyimcil Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi

Cok yonlii dizilerin “Indirgeyimcil Ayristirimi”, 3-yonlii bir ¢oklu diziyi dis ¢arpim

aracilif1 ile bir dizey ve bir yoney carpimi biciminde ayristirmak ile gerceklesir

29



[44]. Bu aynistirimi gerceklestirebilmek icin N yonlii dizilerde Hilbert uzayinin

ozelliklerinden gelen i¢ carpim ve boy tanimlar: kullanilir.

ny nN
i1=1 in=N
|2 = (2,2} @2

A (N yonlii dizilerin Hilbert uzay1) uzayina ait bir 2" ¢ok yonlii dizisi i¢in o dig

carpimu gostermek lizere asagidaki terimleri iceren bir ayristirim yapilabilir.
M =Box, Be 45—, xe 4.3)
A ¢ok yonli yaklagtirim dizisinin iy, ..., iy altsirasayili 6gesini B ¢ok yonlii dizisinin
ve x tek yonlii dizisinin ilgili 68elerinin ¢carpimini alarak asagidaki gibi hesaplamak
miimkiindiir.
Mi,....ix = Biy,...in 1 Xiy 4.4

Yukarida sozii gegen B ve x dizilerinin diger bir 6zelligi ise birim boylu oluslaridir.
2| =|Bllllxll =1, [IB|=1, |xll=1 4.5)

Bu olgulardan yola ¢ikarak bir 2~ ¢ok yonlii dizisine B ve x dizileri ile olusturulan
o/ dizisi ile yaklastirim uygulamak olanaklidir. Bu agamada bilinmeyenler olan .#
dizisini ve o Olgenini bulabilmek icin 2~ ile yaklastiran1 6./ arasindaki ayirimin
Oklid uzakhigini enkiiciikleyecek bicimde bir eniyileme sorunu gelistirilebilir. Bu

durumda .7’ nin bilesenleri ve o 6lceni iizerinden
A(o.B,x) = |D|?
D = % —oBox 4.6)

biciminde tanimlanan farki kullanarak ve bilesenlerin birimboylulugu olgusunu da goz

oniinde bulundurarak asagidaki eniyileme sorunu olusturulur.
S =M0,B,x)+ 4 (|B]> = 1) + L]l ~ 1) 4.7)

Bu en iyileme sorununun o, A ve A;’ye gore ¢oziilmesi ile bilesenlere ait asagidaki

esitlik elde edilir.
IBI* =1, |Ix|>=1
26||B|?||x||* —=2(2 ,Box) =0 (4.8)
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B ve x’in birim boylu oldugu goz oniine alinirsa
:(%7Box) (4.9)
oldugu goriiliir. Eniyileyisle

ny
—20 Z TirinXiy +20°Bi, v +2MBiy iy, =0,
in=1

ii=12,...m, I=1,...N—1 (4.10)

nN—1|
_26 Z Z %17 Blla 7lN 1 +262x1N +22’2x11\] - O
in=1 in=1

iNZI,Z,...,nN (4.11)

esitlikleri elde edilir. Esitlik (4.10)’in her iki yammn B;, . ile carpilmasi ve

7iN71
i1,...,iy—1 strasayilarina ait degerlerin toplanmasiyla, B’nin birim boylulugu ve

Esitlik (4.9) g6z 6niinde bulundurulursa
—26 (2 ,Box)+262|B|* +2M|B|* =0 (4.12)

esitliginden A; degerinin 0 olmasi gereklilidi ortaya cikar. Aymi iglemler (4.11)
sirasayill esitlik i¢in de yapilirsa A, degerinin sifir olmasi gerekliligi ortaya
cikar. Boylece Esitlik (4.10) ve Esitlik (4.11) A’lar sifir alinarak yeniden giindeme

getirilirse ve diizenlenirse B ve x agsagidaki gibi yazilabilir.

1 il )
Bilv----,l'N—l = Z %] _____ NKin ll:1,2,...,nl, lZl,...,N—l
lN 1
1 ™ ny—1
Xiy = — Z Z %1, 7l}\]B1 cHIN—19 iN = 1727' -y N (4'13)
zN 1 in=1

Yukaridaki iki esitlik arasinda yerine koyma ve eleme gerceklestirilirse x yoneyi icin
asagidaki yap1 bulunur.

nN—1 NN

X = GZZ Z Z i,d iy X 4.14)

=1 iy-1=1j=
Bu esitlik bir 6zdeger sorunu olarak da goriilebilir ve x yoneyi asagidaki bicimde bir

0zdeger sorununun ¢oziimiidiir.

] ny—
Z Z llv -l ll ] i’j:172""7nN (4'15)

Cx = o%x (4.16)
31



x bulunduktan sonra ayristirrmin diger bileseni olan B dizisi asagidaki gibi bulunur.

al—

Bi iy =

}’lN
Z i, ...inXiy 4.17)
in=1

Yukarida sozii edilen C dizeyi arti tanimli ve bakigiktir. Dolayisiyla bulunan
Ozdegerler gerceldir. Bu Ozdegerlerin en baskin olanma karsilik gelen 6zyoney
ilgili yoniin destek terimi olarak secilirse CYCG acilimi izgesel-istatiksel olacak
bicimde melez bir yap1 kazanir. Yon sayisini indirgemeye dayali olmasi nedeniyle
bu yonteme ‘Indirgeyimcil Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carprmlar Gosterilimi’ (i-
CYCG) denilmektedir. Bu ac¢ilimda kendi i¢inde indirgemenin yonii ve sayisina gore
degisim gosterebilmektedir. Ornegin, istege bagh bicimde sirali yonler secilebilir ya
da belli bir kritere gore yonler elenerek secilebilir. Ayrica ayni yonde birden ¢ok
acilim yapilabilir. Bu uygulamalar veri kiimesinin 6zelliklerine ve kullanim amacina
gore daha da sekillendirilebilir. Bu bicimde yapilabilecek indirgeyimcil a¢ilimlardan

degisik ii¢ tanesi 3-yoOnlii diziler i¢in asagidaki bicimde uygulanmistir.

4.1.2.1 3-Yonlii diziler icin uygulama-1

Z 3-yonlii dizisi bir yon secerek indirgeyimcil ayristirim uygulanmak istenirse,
ornegin ilk agilim yoniine 3. yon (k yonii), elde edilen yaklastinma da 2, dizisi
denilsin. Bu durumda bu yaklastirimin bilesenleri BB ve xB) olsun. o3 Olcekleme

degistirgesi (parametresi) olmak iizere 24 yaklastirim dizisi

Lyax = 0383 0 x (4.18)

biciminde anlatilir. Bu yaklastirim ile gercek dizi arasindaki farki alarak bu farka iki
yoniinde indirgeyimcil ayristirim yapilirsa ve bilesenlere B® ve x(@) denilirse bu kez
yaklastirim dizisi

'%)"ak = 623(2) ox(z) + G3B(3) OX(?’) (4.19)

yapisina kavusur. Bu yaklagtirim ile gercek dizi arasindaki fark yine ama bu kez ilk

yonde ayristirilirsa son olarak elde edilen yaklastirim asagidaki gibi anlatilir.
2 =~ 0BV ox(V) + 6,B® 01 + G3B(3) ox® (4.20)

Bu uygulamada istege bagh bir yon secilerek ayristirima baslanir ve yine istege bagh

fakat oncekilerle ayni olmayan yonlerde indirgeyimcil ayristirrma son yonde de acilim
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yapilincaya kadar devam edilir. Her iic yonde de ag¢ilim yaptiktan sonra olusturulan
son yaklastirim irdelenmigtir. Ayrica her yonde uygulanan indirgeyimcil ayrigtirim
sonucu elde edilen C dizeylerinin 6zuzayindan secilen en baskin 6zdegerlere karsilik
gelen Ozyoneyleri CYCG aciliminin destek terimleri olarak kullanilarak elde edilen
sonuclar karsilastirilmistir. Cizelge(4.1 ) bu yontemin degisik yapidaki ¢cok yonlii

diziler icin CYCG ile karsilagtirilmasini icermektedir.

Cizelge 4.1 : Farkli Yapay Veriler Icin Indirgemeli Ayristirnm ve CYCG Bagil Yanilg

Degerleri.
Veri Kiimesi Indirgemeli || CYCG-0 || CYCG-1 CYCG-2
2O (i j.k)=i+j+k 0.99992 || 0.99383 || 0.89678 || 2.06490x10~7
PASHS 5>,%(z jk) =24 2+ i 0.99793 || 0.99655 || 0.93134 || 7.98195x10~7
X B4 2 (i, k) =i* + >+ K> 0.99829 || 0.17767 || 0.093876 || 1.43542x107°
X B4 2 (i, k) =i+ j* + K2 0.99951 || 0.999875 || 0.99931 || 7.46696x10~’
X O X (i,j,k) =2+ j+k* 0.99990 || 0.99999 || 0.99969 || 3.49981 x10~'¢

4.1.2.2 3-Yonlii diziler icin uygulama-2 : Elemeli I-CYCG

Bu uygulama digerinden degisik olarak elemeli indirgeyimcil bir yap1 tasimak-
tadir. Indirgeyimcil ayristirimi 3-yonlii diziler i¢in uygularken ele alman ilk agilim
yonil istege bagh olarak degil her iic yonde acilim yapilarak tiim yonlerdeki acilimlar
icin olusturulan C dizeylerinin 6zdegerlerine bakilir, en baskin 6zdegerin oldugu
yonde acilim gerceklestirilir. Daha sonra acilimin yapildig1 yon elenir ve yaklagtirim
ile gercek dizi arasindaki fark kalan iki yon igin agilir. Ozdegerler incelenir ve iki
yon arasindan en baskin olan secilir. Daha sonra kalan yonde de acilim yapilir ve
yaklastirnm elde edilir. Asagida baskinlik sirasina gore agilim sonucu yaklastirim

anlatimi verilmigtir.
X = GblB(bl) oxb1) 1 szB(bz) oxb2) 4 Gb3B(b3) ox(b3) 4.21)

Sayicil sonuglarda verilen Orneklerde ilgili verinin yapisina gore acilim yonleri
degismektedir. CYCG destek islevleri ise en baskin yonden baglayarak acilim
sirasinda elde edilen 6zdeger probleminin ¢éziimiinden elde edilen en biiyiik 6zdegere
karsilik gelen 6zyoneyler olarak atanir. Tablo 4.2 ’de verilen sonuclarda salt Elemeli
Indirgemeli Ayristirrm ile ayrnistirimdan elde edilen destek islevlerinin sifirct
mertebeden, birinci mertebeden, ikinci mertebeden yaklastirnmlarla kargilagtiriimasi

goriinmektedir.
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4.1.2.3 Ornek

Cizelge 4.2 : Farkli Sentetik Veriler (2 (3.4.5)y I¢in Elemeli Indirgemeli Ayristirim ve

CYCG Bagil Yanilgi Degerleri.

Veri Kiimesi El-Indirgemeli CYCG-0 CYCG-1 CYCG-2
X (i, j,k)=i+j+k 7.26220x 1072 0.03572 0.03571 0.0053597
X (i, j,k) =2+ j>+k | 6.0996x10~4 0.090811 0.090795 0.017745
(i, j, k) =i*+ j> +k* | 2.63842x 104 0.092204 0.09219 0.011441
(i, j,k) =2+ j* + k> | 420453x107 0.044284 0.04428 0.001345
X (i,j, k) =+ j>+k* | 1.3574x1076 || 1.5685x1072 || 1.5684x 1072 || 1.9086x 10~*

Cizelge (4.2)’de verilen sonuglarla iki onemli ¢ikarsayis gerceklestirilebilir. Birincisi
Elemeli Indirgeyimcil Ayristirim ile elde edilen 6zyoneylerin destek islevi kullanilsa
bile sifirinct kerteden CYCG ile birinci kerteden CYCG arasindaki katki farki ¢ok
kiigiiktiir. Bu agilimda da ikinci kerteye dek CYCG terimlerini eklemek yanilgiy1 biraz
olsun kiiciiltecektir. Ikinci 6nemli nokta ise salt Elemeli Indirgeyimcil Ayristirim’in

kullaniminda oldukga etkili bir yaklastirim sergilenisidir.

4.1.2.4 3-Yonlii diziler icin uygulama-3 : Yineleyisli I-CYCG

Baz1 veri kiimelerinde veri yapisini iceren bir yOniin baskinli§i siirekli ola-
bilir. Uygulama-1 ve Uygulama-2 bu gibi durumlar i¢in yaklastirirmda giicsiiz
kalacaktir. Ornegin her asamada ayni yon daha baskin ise bu durumda o yonii
elemek yiiksek bilgi kaybina yol agacaktir. Boylesi veri kiimeleri icin “Yineleyisli
Indirgeyimcil Ayristirrm”ad1 verilen yontem gelistirilmistir. Bu durumda yaklastiran
bilesenleri gercek dizinin yon sayisi diizeyinde degil yineleyis sayis1 kadar olmaktadir
ve bu durum bilesen sayisinda artik kesim olusturabilir. Yineleyis ise enkiiciiklenecek
olan yaklagtinm ile gercek dizinin arasindaki farkin boyu iizerinden bir yanilgi
tanimlamasi ile belirlenir. Bu durumda yineleyis sirasinda eleme olmadigi igin
pespese ayni yoniin gelmesi soz konusu olabilir. Asagida dokuz yineleme sonucunda

olusan bagil yanilgilar gériinmektedir.

4.1.2.5 Ornek

Cizelge (4.3)’te verilen yanilgi sonuclar her yinelemede diizenli bir yanilgi azalmasi

oldugunu gostermektedir, ayrica baskin yonlerin 2.  (j) ve 3. (k) yonler
oldugu goriinmektedir. Ayni yapidaki veri kiimesinin boyutlarinin degistirilmesi ile

olusturulan
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Cizelge 4.3 : 2°C*5) (i, j, k) = i* + j2 +k? Dizisi I¢cin Elemeli indirgemeli Ayrigtirim
Bagil Yanilgi Degerleri ve A¢ilim Yonleri.

Bagil Yanilgr || Acilim Yonii
0.068805701786179
0.009084984845848
0.003433422711386
0.000747371472074
0.000098408261135
0.000019554816473
0.000002822545391
0.000000511838688

W W W W W NN DN

Z 5:43) (i, j,k) = i> 4 j> + k?* veri kiimesinin agilim yonii siralamast ise 10(=6) yanilgi
seviyesine kadar acilim yonleri sirasiyla soyledir : 3, 3, 2, 2, 3. Bu sonuglar gosteriyor
ki; verinin salt islevsel yapist disinda yonlerin boyutlarisss da yon baskinligi acisindan

onemlidir.

4.1.3 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckésegencil Dizey Gosterilimi

Cokdegiskenliligi  Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Dizey Gosterilimi
(CYCUDG) yonteminin sekillendirilmesine bir dizeyin CYCG agilimi s6z konusu
edilerek baglanabilir. Bu amagla iki yonlii bir dizi olan A € Z*™ dizeyini ele
alalim. ‘Destek terimleri Tekil Deger Ayristirimi’ile analoji saglamak amaciyla

2)

st =u ve s =y seklinde gosterilsin. Bu durumda soz konusu dizeyin (i, )

sirasay1li 6gesi asagidaki gibi CYCG’ye acilir.

(1)

aij=aou;+a v +wa? +a? =120 j=12..m (@22

J Lj

Bu ac¢ilimda u ve v’nin bilindigi ongoriilmektedir ve yukarida verilen gosterilim 6ge

tabanl gosterilimdir. Bu acilim tikiz bir gosterilim ile anlatilmak istenirse
wa €2 v eF™, ayc€#, A AR (4.23)
olmak iizere
A = aguv’ +av' +ua; +A ), (4.24)

esitlii elde edilir. ap,aj,ay ve A(qy) bilesenlerini bulmak i¢in diger bilesenlerin

verilmesi ve bazi kisitlar gerekmektedir. Bilesenlerin bulunmasi istemi dogrultusunda
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ilk kosulun u ve v’nin birim boylu oldugunu diisiinelim.
ufu=1, vlv=1 (4.25)

YBBG ve CYCG’de soz konusu olan sifirlanis kosulu asa8idaki bilesenler icin
CYCUDG’de de gecerlidir.

ufa; =0, via;=0, u'A;,=0], A;,v=0, (4.26)

Sifirlanma kosulu altinda CYCUDG terimleri tek tiirlii olarak belirlenebilmekte-
dirler. Bu belirleyisi yapabilmek icin oncelikle Esitlik (4.24)’in her iki yan1 sagdan u’
ile, soldan ise v ile carpilsin. Bu durumda CYCUDG nin degismez terimi asagidaki
gibi belirlenir.

ap=u’ Av 4.27)

Benzer bicimde a;’1 bulmak icin esitlik 4.24’in her iki yam sagdan v ile carpilir
ve birimboyluluk, sifirlanma kosullar1 uygulanir. Boylece a; bileseni asagidaki gibi
bulunur.

a; = (I, —uu’) Av (4.28)

CYCUDG’nin diger yondeki bileseni (a;) ise yine esitlik 4.24’in her iki yan soldan u”

carpilarak ve ilgili kisitlar altinda cebirsel islemler yaparak asagidaki gibi bulunabilir.
a,=(In—v')ATu (4.29)

Yukarida gosterilmis olan bilesenlerden A ; iceriginde esas dizeye iliskin fazlasiyla
bilgi tasimaktadir. Kalan dizey de diyebilecegimiz bu dizeye tekrar ayrigtirrm
uygulayarak yeni dizey elde etmek ve gerekli bilesenleri ayirip kullanmak daha
1yi bir yaklastinnm saglayacaktir. Bu amacla ilk kullanilan destek terimlerini birinci
destek terimleri olarak sirasayilandirilir ve acilim bilesenleri iizerinden ikinci destek
terimlerini, yine ac¢ilim bilesenlerinin boylar tizerinden ilk 6lgekleyis degistirgelerini

(ay; = ap, B1, 1) asagidaki gibi tanimlarsak

1 1
u =u, uzzmal, VI =V, VzEHa—2

asil dizeye uygulanan CYCUDG acilimi asagidaki gibi anlatilabilir.

a, Bi=al, n=laf 30

A =au v +Biwmv] +yuvs +A;, (4.31)
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A =A ve AD = A > alinarak bir 6zyineleyis yapist kurmak ve her dzyineleyis
adiminda yeni destek terimlerini bulmak olanaklidir. Bu nedenle (4.31) bir 6zyineleyis
dongiisiiniin baslangic1 olarak tanmimlanabilir. Ozyineleyisin genel anlatimi asagida

verilen esitlikteki gibidir.
AV = 01141 VJT'+1 + ﬁj+1llj+2VJT'+1 +Yi+1 llj+lVJr+2 +AUTD (4.32)

o, B ve vy dlgekleyis degistirgeleri ise j. zyineleyis icin agsagidaki gibi hesaplanabilir.

i1 = u§+1A('i)Vj+1
Biv1i = [I(L—ujrul ) AUy |
~T
Vit = | (Tn—vje1viy ) AV wjp (4.33)

J. 6zyineleyis i¢in gerekli olan (j+2). destek terimleri de asagidaki gibi belirlenebilir.

. 1 AT
Ujin = ﬁ_ (Iz —uj+1u]T'+1) A(J)Vj+1; Vito = —— (Im —Vj+1V]T'+1) AV U]

j+1 Yi+1
(4.34)

A dizeyinin sol sifir uzay1 bos olduk¢a devam edecek olan bu 6zyineleyis dizeyin
boyutlarindan kiiciik olanin sayist kadar devam eder. Bu demektir ki ¢ < m ise

Ozyineleyis /. adimda bitecektir ve A dizeyi asagidaki esitlikteki gibi anlatilabilecektir.
‘ (-1 ‘
A = Y oy + Y Buav] + ) yuv]
i=1 i=1 i=1
= UZV’ (4.35)

Yukarida verilen esitlifin son kesiminde TDA’yr anmimsatan bir yazim
sozkonusudur. Her ne diizeyde yazim benzese de CYCUDG nin iirettigi X dizeyi

asagida gosterildigi gibi tickdsegencil dikdortgencil bir dizeydir.

_061 " 0 1
B1 (05) 0
=l g (436)
0o ... .. Oy,
_O ﬁm,1 (0. |

Yontem adimi (4.36) numarali dizeyin yapisindan almaktadir. Siiphesiz burada
yontemi TDA’dan bagka kilan en biiyiik 6zellik baslangic destek terimlerinin nasil
hesaplandigiyla ilintilidir. Baglangic destek terimlerini asil dizeyin tekil yoneyleri

olarak alirsak yontem TDA’ya yaklasir ve lickosegencil yapida olan oOlgekleyis
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degistirgeleri dizeyi, X, igerigindeki B ve y’lar sifirlanmaya baslar. CYCUDG ise
baslangic destek terimlerini, TDA’nin baslangi¢ taban yoneylerinden degisik olarak,
iki yonlii CYCG’nin destek terimleri olarak almaktadir. Ayrica CYCUDG nin
hesaplama karmagiklifi TDA'na gore oldukc¢a yalindir. Birgok TDA belirleyis
yontemi olmasina karsin Golup ve Van Loan’in yazimina gore en iyi hesaplama
karmasikligi ¢ x m tiiriinde bir dizey icin, ki ve kp de§ismezler olmak iizere
O (k10>m + kom?) olmaktadir. Bunun temel nedeni TDA bilesenlerinin ¢oziimii igin
QR ayristirtm kullanilmasidir. CYCUDG igeriginde ise yalin dizey, yoney ¢arpimlart
ve dig ¢arpimlar baskindir. Her iki tiirde islem i¢inde hesaplama karmagikligt &'(¢m)
olmaktadir. Bu nedenle CYCUDG yonteminin hesaplama karmagikligit TDA’ya ile
karsilastirdiginda oldukca diisiiktiir. Asagida boyutlar1 3 X 3 olan bir dizey i¢in
CYCUDG ayristirimi drnek olarak verilmistir.

4.1.3.1 Ornek
Asagidaki dizeyi ele alarak bu dizey icin CYCUDG ayristiriminin 6gelerini bulabiliriz.

2 -1 0
A= -1 2 -1
3 -1 2
Bu dizey i¢in baslangic destek terimleri tiim 6geleri 1 olan yoneylerin birimboylu-

lastirilmasi ile elde edilen agsagidaki yoneyler secilsin.

0.5774 0.5774
u = | 05774 |, vo= | 0.5774
0.5774 0.5774

Bu durumda elde edilen ayristirim agsagidaki gibi olur.

A = UV’
[ 0.5774 —0.2265 0.7845 ] [ 1.6667 1.6997 0
— | 05774 —0.5661 —0.5883 1.6997 2.4487 2.1984
| 05774 07926 —0.1961 | 0  2.1984 0.8846
[ 0.5774 07926 —0.1961 17
x | 05774 —0.5661 —0.5883 (4.37)
| 0.5774 —0.2265 —0.7845 |

Elbette baslangi¢c destek terimlerinin degisik bigcimde secilmesi ayristirim bilesen-

lerinin de farklilasmasimi saglayacaktir. Ornegin CYCG’de oldugu gibi yonlii
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ortalamalar1 baglangic destek yoneyleri olarak ele alalim.

0.2425 0.9701
Uy = 0 , Vo = 0
0.9701 0.2425

Bu durumda elde edilen ayristirnm bilesenleri de asagidaki gibi degisiklik gosterecektir.

A = Uxv’
[ 0.2425 0.6381 —0.7308 3.7647 1.6099 0
= 0 —0.7533 —0.6577 1.6099 1.5250 1.2716
| 0.9701 —0.15950.18271 0 1.2716 0.2897
[ 0.9701 —0.1595 0.1827 17
% 0 —0.7533 —0.6577 (4.38)
| 0.2425  0.6381 —0.7308

Bu yaklastirim ilk yaklastirima gore basarimi daha az bir yaklastirimdir (bagil yanilg:
: birinci : 0, ikinci : 0.1238). Bunun temel nedeni, her ne kadar tam 6zdiizey bir dizey
olsa da A dizeyinin yataysira ve diiseysiralarina gore ortalamalarin alinmasi baglangi¢
destek terimlerinde sifir 6gesi olusmasina neden olmasidir. Bu sifir 6gelerinin son
yaklastirimda carpildig1 6gelerde veri kaybi olusabilmektedir. Bu 0rnek bu yoniiyle
baglangic destek terimlerinin iyi bir yaklastirim i¢in ne kadar 6nemli oldugunu
gostermektedir. Diger bir 6nemli konu da, dikkat edilirse, CYCUDG’de diger
CYCG tabanli yontemlerden degisik olarak agirlik terimi devreye girmemistir. Bunun
nedeni yontemde agirlhik kullanilamayacagindan degildir. Agirlik olgusu da en
az destek terimlerinin degisimi kadar sonuglarini etkileyecektir. Ancak agirlik
terimi kullanilmasi durumunda yukarida sozii edilen kosullar ve kisitlar yeniden

belirlenmelidir.

4.1.4 CYCUDG’de agirhk kullanim

Agirlik kullanimu ile daha iyi sonuglar elde edebilmek bir¢cok yontem de oldugu gibi
CYCUDG’de de olanaklidir. Ancak, dogal olarak agirlik terimi kullanma yontemin
basariminm etkileyebilecegi gibi yontem tasariminda degisiklikler yapmaya neden
olabilir. Ornegin, eger CYCUDG yonteminde bir agirhik yapisi kullamlacaksa, bu
agirlik yontemin dogasi gere8i ayristirnrm uygulanacak dizeyin hem yataysira uzayi
hem de diiseysira uzay1 boyutlarina uygun iki degisik dordiil dizey olmalidir. Ayrica
bu dizeyler 1,, ve 1, tiim 6geleri 1 olan dordiil dizeyler olmak iizere asagidaki kosullari
gerceklemelidir.

1,W,1,=1, 1,W,1,=1 4.39)
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Yukarida verilen agirlik dizeyleri etkisi altinda destek terimleri icin birim boyluluk

kosulu asagidaki bicimiyle giincellenir.
uvWu=1, 1,W,1,=1 (4.40)

Yine sifirlanmis kosullar1 da belli bir agirlik altinda yazilir. Bu kosullar baglaminda
degismez terim ve tek yonli terimler asagidaki agirlik dizilerinin devreye gelmesi ile

asagidaki bicimi yeniden yapilandirilir.

ag = u'W,AW,v
a; = (Ln—uu’W,)AW,v
a, = (Li—vw' W, A"W,u (4.41)

Yukar1 yazilan baslangig esitlikleri sonrasinda CYCUDG yontemi bir degisiklige
gerek olmadan yiiriitiiliir. Sav calismas1 kapsaminda incelenen uygulama alanlarinda
algoritmaya ek islem yiikii getirmeyecek Olgiide agirlik dizileri kullanilmaya
calisilmistir. Bu amagla CYCUDG tabanl uygulamalarda agirlik dizisi olarak ilgili

dizeyi ortalamaya izdiisiimii saglayan kosegen dizeyler alinmistir.

1 1
L9 0 1o ...0
0o L .0 ol .0
Wo=|. 7 . |, Wa=|. T . . (4.42)
B S
0 0 L 00 ..1%

Boylece her ne kadar agirlik etkisi alinda CYCUDG sonuglarinda degisim gozlense

de, kullanilan agirlik iizerinde 6lgekleme yapmak sonuglart degistirmemektedir.
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5. COK YONLU DIiZILERDE CYCG TABANLI AYRISTIRIM
UYGULAMALARI

5.1 Cok Yonlii Dizilere Yaklastirnm

Bu boliimde sentetik, deneysel ve gozlemsel olarak elde edilen bazi veri kiimeleri
izerinde {iretilen yontemlerin etkileri ve basarimlari irdelenmis, bununla birlikte
bilimsel yazinda var olan ve en sik kullanilan bazi yontemlerin basarimlar1 sav
calismasinda onerilen CYCG tabanli yontemlerler karsilagtirilmigtir. Bagarim kriteri
olarak herhangi bir ayristirrm yoOnteminin ilgili veri kiimesi {iizerindeki bagil
yanilgist kullanilmistir. CYCG tabanli yontemlerin sonuglarini aktarmadan nce sunu
belirtmek gerekir. Bilimsel yazinda ¢ok yonlii dizi ayristirrminda kullanilan Tucker ve
CP aynigtirimlarinin belirlenimi i¢in birden ¢ok yontem vardir. Ancak bunlar i¢inde
bagarimi en yiiksek ve en sik kullanilanlar Tucker ayristirimi i¢in En Kiiciik Kareler
(EKK) (ing: Alternating Least Squares (ALS)), CP ayristirimi i¢in de yine yine
EKK oldugu i¢in kargilastirmalarda bu ikisi yeglenmistir. Bu iki yontemin bagarimi
MATLAB Tensor Toolbox ile olc¢iilmiistiir [45]. CYCG tabanh diger tiim yontemler
icin de MATLAB ortami kullanilmisgtir.

Verilen soruna 0zel veri kiimelerinde istenen ayristinmin ne tiir zellikler tasimasi
gerektigi uygulamalan etkileyen Onemli bir olgudur, ornegin CP ayristirrmi her
yonde bilesenler sunar, Tucker ayristirimi ise c¢ekirdek dizi sunar. Dolayisiyla,
bilimsel yazinda bulunan Orneklerin, c¢alismalarin bu savda Onerilen ayristirim
yontemlerinin bilesenlerinin verilen sorunun c¢oziimiine iliskin rolii agisindan
incelenmesi gerekmektedir.

Bu amagla secilen uygulamalardan ilki ¢ok yonlii diziler i¢in CYCG ayristiriminin
degisik islevcil yapilar iceren veri kiimelerini ne kadar 1yi anlattigin1 gorebilmek icin
yeniden yapilandirim sonuglarini incelemektir. Bu baglamda irdelenen ilk veri kiimesi
3-yonlii ve toplamecil nitelikte olup degisik tiirleri i¢in bagarim 6l¢iimii yapilmigtir. Bu
inceleme esnasinda veri kiilmesine CYCG ac¢ilimi1 uygulanmig ve sonrasinda elde edilen

acilima sirasiyla de8ismez terimden, bir yonlii terimlerden, iki yonlii terimlerden
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kesme uygulanarak ¢ok yonlii dizi icin elde edilen bu gosterilim yine cok yonlii
dizi seklinde yeniden yapilandirilmistir. Basarim degerlendirmesi yapilirken ise bagil

yanilgi degerleri ol¢iilmiistiir (Cizelge 5.1).

Cizelge 5.1 : Toplamsal Nitelikte Cok Yonlii Veri Kiimeleri i¢cin CYCG Yaklastirima.

Veri Kiimesi Bagil Yanilgyy Bagil Yamilgy, Bagil Yanilgi,
2O (i, j.k)=i+j+k 0.0372 0.0357 0.0057
2 O8I0 (i j k) =i+ j+k 0.0479 0.0454 0.0084
2216200 (i j k) =i+ j+k 0.0541 0.0508 0.0100

Cizelge 5.2 : Carpimsal Nitelikte Cok Yonlii Veri Kiimeleri i¢in CYCG Yaklagtirima.

Veri Kiimesi Bagil Yanilgyy Bagil Yanilgi; Bagil Yanilgi,
2O 2 (i, j,k) =i+ > +k> 0.1011 0.0898 0.0213
2 O8I0 (i j k) =i+ 2+ k> 0.1183 0.1029 0.0265
g (12,1620) 27(; j k) =2+ >+ k> 0.1266 0.1091 0.0290
(i, j k) = cos(i* jxk) +eltith) 42 5% 1075 2% 1073 6% 1073

Hem toplamcil hem de ¢arpimsal yapidaki sentetik veri kiimeleri icin elde edilen
sonuglar tablo 5.1 ve tablo 5.2°de verilmistir. 5.2’de ayrica karmagik yapili ve (3,4,5)
boyutlarinda bir veri kiimesinin yaklastirnm yanilgis1 da gosterilmistir. Elde edilen
sonuglara gore CYCG yaklastirrminin niteligi hem verinin islevcil karmagiklifina
hem de yonlerdeki boyuta bagli olarak degismektedir. Elbette bir yaklastirim
yonteminin gercek yasam sorunlarindaki bagsarimini da irdelemek gerekir. Bu amacla
ic degisik kimya deneyinden elde edilen 3-yonlii dizi bicimindeki veri kiimeleri
iizerinde hem yalm CYCG hem de I-CYCG tabanli yontemlerin yaklagtirrm bagarimi
Olclilmiistiir. Asagida ele alinan bu veri kiimelerinin basarim degerlendirimleri

aktarilmagtir.

Amino Asit Veri Kiimesi

Amino asit veri kiimesi 5 ornegin florasan spektroskopi ile 250-300 nm araliginda
Inm araliklarla uyarilma ve 250-450 nm araliginda yine 1 nm araliklarla yogunluk
Olctimleri yapilarak 5 x 51 x 201 boyutlarinda elde edilmistir, veri kiimesinin
islenmesinde alinan zaman 6l¢timleri Tucker yontemi icin 0.3792 saniye, CP yontemi
icin 0.6097 saniyedir. CYCG yonteminin en ¢ok bilesen iceren ikinci mertebeden

yaklagtiriminin ¢aligma siiresi ise 0.0853 saniye olarak 6l¢iilmiistiir.”.

*Veri kiimesi Claus A. Andersson tarafindan elde edilmis ve R. Bro tarafindan ‘Multi-way Analysis
in the Food Industry, Models, Algorithms, and Applications’adl1 savda 1998 yilinda doktora calismast
olarak yayinlanmugtir.
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Cizelge 5.3 : Amino Veri Kiimesi i¢in Bagil Yanilg1 Degerleri.

Tucker Ag.

CP Ac.

CYCG-0

CYCG-1

CYCG-2

0.5996

0.6465

0.6179

0.5988

0.2147

Cizelge 5.4 : Amino Veri Kiimesi icin Indirgemeli Ayristirim ile CYCG Bagil Yanilg
Degerleri.

Ind. Ay.
0.1129

Ind. Ay.-CYCG-0
0.9404

Ind. Ay.-CYCG-1
0.4749

Ind. Ay.-CYCG-2
0.0955

Cizelge 5.5 : Amino Veri Kiimesi icin Elemeli Indirgemeli Ayristirim ile CYCG Bagil
Yanilg1 Degerleri.

EL Ind. Ay. || EL Ind. Ay.-CYCG-0 || EL Ind. Ay.-CYCG-1 || EL Ind. Ay.-CYCG-2

0.1129 0.6015 0.5986 0.2422

Nose Veri Kiimesi

Bu veri kiimesinin eldesinde ¢okdegiskenli kimyasal hesaplama araclar ile elektronik
bir burun birlesimi kullanilmis ve amag¢ yanik koktugu sdylenen meyan kokil (ing :
licorices) ile 1yi meyan koklerini ayirmak. Veri boyutlar1 18 x 241 x 12 ve yonler
sirastyla Ornek X Zaman X Sensor bilesenlerini ifade ediyor. Zaman 6lciimlerinde
ise Tucker yontemi 0.4455 saniye, CP yontemi 0.3414 saniye ve CYCG-2 yaklagtirimi
0.070674 saniye siirmiistiir.",

Cizelge 5.6 : Nose Veri Kiimesi i¢cin Bagil Yanilg1 Degerleri.

Tucker Ag.
0.0323

CP Ac.
0.1398

CYCG-0
0.0411

CYCG-1
0.0328

CYCG-2
0.0032

Cizelge 5.7 : Nose Veri Kiimesi igin Indirgemeli Ayristirrm ile CYCG Bagil Yanilgi
Degerleri.

Ind. Ay.
0.0059

Ind. Ay.-CYCG-0
0.9998

Ind. Ay.-CYCG-1
0.1072

Ind. Ay.-CYCG-2
0.0059

Bonnie Veri Kiimesi

fThomas Skov & Rasmus Bro, The Food Technology group, a section of the Department of Food
Science, KVL, Rolighedsvej 30, DK-1958 Frederiksberg C, Denmark
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Cizelge 5.8 : Nose Veri Kiimesi i¢in Elemeli Indirgemeli Ayristirim ile CYCG Bagil
Yanilg1 Degerleri.

EL Ind. Ay. || EL Ind. Ay.-CYCG-0 || EL Ind. Ay.-CYCG-1 || EL Ind. Ay.-CYCG-2

0.0016 0.0328 0.0328 0.0030

HPLC-PDA dedektorii ile olgiilen sar1 kantaron (ing : St. John’s Wort) adli bitkisel
89 ornek icin diger iki yon; UV tayf (ing : spectra, 3 nm araliklarla 260 nm’den
550 nm’ye kadar) degerleri ve zamandir(1.32 saniye araliklarla 12.dakikadan 23.7
dakikaya kadar). Dolayisiyla veri kiimesinin boyutlart 89 x 97 x 549 olmaktadir.
Calisma zaman ol¢iimlerinde ise Tucker yontemi 0.9162 saniye, CP yontemi 6.0552

saniye ve CYCG-2 yontemi 1.150876 saniye olarak Sl¢iilmiistiir.t.

Cizelge 5.9 : Bonnie Veri Kiimesi i¢in Bagil Yanilgi Degerleri.

Tucker A¢. || CP A¢. || CYCG-0 || CYCG-1 || CYCG-2
0.0320 || 0.7879 || 0.5628 | 0.4886 || 0.1716

Cizelge 5.10 : Bonnie Veri Kiimesi icin Indirgemeli Ayristirrm ile CYCG Bagil
Yanilg1 Degerleri.

Ind. Ay. || Ind. Ay.-CYCG-0 || Ind. Ay.-CYCG-1 || Ind. Ay.-CYCG-2
0.1308 0.5028 0.4669 0.0920

Cizelge 5.11 : Bonnie Veri Kiimesi i¢in Elemeli Indirgemeli Ayristirim ile CYCG
Bagil Yanilg1 Degerleri.

EL Ind. Ay. || EL Ind. Ay.-CYCG-0 || EL Ind. Ay.-CYCG-1 || EL Ind. Ay.-CYCG-2

0.0920 0.4678 0.4675 0.1028

5.2 Goriintii Yapilandirimi

Goriintii yapilandirnm ya da goriintii geri ¢catma (ing: image reconstruction) aslinda
icerifinde bozulmaya ugramig dijital goriintiilerin tizerindeki bozulmalar1 ortadan
kaldiracak bicimde matematiksel islemler uygulayip goriintiiyii bu kez aslina yakin
bicimde yeniden elde etme eylemidir. Bu amacla yapilan islemlerden biri asil
goriintiiyli verecek bazi bilesenler bularak bu bilesenlerden goriintiiyii yeniden

yapilandirmaktir. Aslinda temelde goriintii sikistirma (ing : image compression)

E. Acar, R. Bro, and B. Schmidt. New exploratory clustering tool. J.Chemom. 22:91-100, 2008
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islemi de ayni sekilde goriintii dizisini bilesenlere ayirarak yapilir. Sav ¢alismasinin
bu kesiminde iizerinde durulan yapilandirim uygulamalarinin da temel amaci goriintii
dizisinin betimledigi verinin tamami yerine daha az sayida veri ile c¢alisabilmektir.
Gorlintii geri ¢catma uygulamalar: i¢in bilimsel yazinda siklikla kullanilan {inlii test
goriintiileri (ing: standart test images) kullanilmistir. Bu goriintiiler her ne kadar
oldukca bilinen ve yogun olarak kullanilan goriintiiler olsalar da uygulamalardan gelen
boyut degisiklikleri olabilmektedir (kirpma, sikistirma, vb.). Bu boliimde gelistirilen
uygulamalar icin kullanilan resimlerin biiyiik ¢ogunlugu SIPI veri tabanindan
alimmistir [46]. Ele alinan goriintiilerden gri seviyeli olanlar iki yonli dizi olarak,
renkli seviyeli olanlar ise ii¢ yonlii dizi olarak ele alinmistir. Renkli goriintiilerde
RGB (Red, Green, Blue) renk uzayi ile olusturulmus resimler kullanilmistir. RGB
disinda CMYK gibi farkli renk uzaylar1 da sz konusu olabilmektedir. CMYK (Cyan,
Magenta, Yellow, Key) renk uzay1 cam gobegi, galibarda, sar1 ve siyah renklerini
taban alir. HSB (Hue, Satiration, Brightness) gibi RGB renk uzayindan doniisiimle
elde edilen ve harmonik, doygunluk ve parlaklik degerleri ile anlatilan renk uzaylar
da uygulamalarda yer edinmistir. Ancak sav calismasi kapsaminda uygulamalarda
her ikisi de 1s1k tabanli gorseller oldugu icin gri seviyeli ve RGB seviyeli goriintiiler

kullanilmagtir.

5.2.1 KO-CYCG ile goriintii yapilandirim

Bu uygulamanin temel hedefi elemanlar1 bir goriintiiniin i¢erigini barindiran ¢ok yonlii
dizilere CYCG uygulayarak goriintiiyli yeniden yapilandirarak basarim elde etmektir.
Gri seviyeli bir goriintiiniin dizey 6geleri, goriintiiniin 1lgili konumdaki parlaklik degeri
olan bir dizey olarak ifade edilir. Bir renkli seviyeli (RGB) goriintii ise her biri degisik
bir renk icin (Red, Green, Blue) parlaklik degerlerini iceren 3 katmanl bir dizeydir
ve 3-yonlii dizi olarakta tanimlanabilir. Bu diziler i¢in sav kapsaminda yapilan
calismalar, yalin CYCG ile yalnmizca de8ismez yaklastirrmla ya da birinci kerteden
yaklagtirimla bir goriintiiyii yeterince iyi sekilde anlatamayacagimizi gdstermistir. Bu
nedenle, daha degisik bir yaklagim izlenmis ve goriintii dizisi parcalara ayrilarak her bir
alt parcada CYCG uygulanmistir. Her bir altkesimdeki CYCG sonucu ise daha sonra
birlestirilerek biitiinciil bir yaklastirim saglanmistir. Bu uygulamada herbir altkesimde

ayni kerteden CYCG yaklastiran1 kullanilmasi goriintii bozulmasin1 6nlemek adina
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onemlidir. Kiiciik olgeklerde calisma yaklasimi ile her ne diizeyde bilesen sayisi
artsa da dizinin 6ge sayisinin ¢ok daha altinda 6ge ile ¢alismak miimkiindiir. Bunu
gostermek amaciyla yapilan ilk ¢alisma bir gri seviyeli bir goriintii iizerindedir. Ele
alian test goriintiisiiniin dizisi 300 x 300 boyutlarindadir. Asagida goriintiiniin asil

hali bulunmaktadir. Goriintiiniin dizisini 6nce hem yataysiradan 5’e boliip, hem de

Sekil 5.1 : Asil Goriintii.

diisey siradan 5’e bolerek 25 es parcaya ayiralim. Bu durumda elde edilen degismez
yaklagtirimla (yani sadece 2 g5, dis carpimi ile elde edilen yaklastirim) elde edilen
gorsellestirim ve higbir boliintii yapmadan, yalin CYCG ile elde edilen gorsellestirimi
Sekil (5.2) gibidir.

Sekil 5.2 : Yalin CYCG Yaklagtiran1 ve 25 Altkesimde CYCG Yaklagtirani.
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Gorsellerden de anlagilacagi gibi parca sayisini artirmak ile yaklastirnmin niteligi
artacaktir. Diziyi yataysirada ve diiseysirada 30 es kesime ayirirsak elde edecegimiz
geri ¢atma, yataysirada ve diiseysirada 50 es kesime ayirirsak elde edecegimiz geri
catma gorsellestirimleri Sekil 5.3°de verilmistir.

Bu durumda soldaki goriintiide 900 altkesim varken, sagdaki yaklastirim 2500

4 A 7

Sekil 5.3 : 900 Altkesimde ve 2500 Altkesimde CYCG Yaklastirani.

altkesimde CYCG calistinlarak elde edilmistir. Bilesenler altkesim sayisina bagh
olarak artmaktadir. Ama yine de degismez yaklastirim oldugundan her bir altkesim
icin yalnizca 3 bilesen hesaplanmistir. Bu da secili altkesim sayilarindan en iyi
yaklastirrmin elde edildigi 2500 altkesimsel CYCG i¢in diisiiniiliirse, tek bir degismez
olan 2" () icin 2500 tane, dizinin bir yoniindeki destek terimi olan 300/50 = 6 Sgeli
s1 i¢in 2500 kez, yine dizinin iki yoniindeki destek terimi olan 6 6geli s, nin de 2500
kez hesaplanmasi demektir. Bu durumda herbir altkesimde 13 6genin hesaplanmasi
gerektigini diisiiniirsek 32500 68e ile bu yaklastirimi elde etmis oluruz. Dizinin asil
0ge sayisinin 90000 oldugunu diisiiniirsek %64’liik bir veri yeri kazanci saglanmis
olur. Bu noktada siiphesiz ki goriintii dizisinin biiylikligli en uygun alt kesim sayisi
ile orantilidir.

Yukarida da belirtildigi gibi renkli goriintiilerde veri dizisinin 3-yonlii dizi olarak
anlatilabilir. RGB seviyeli goriintiiler kirmizi (R), yesil (G) ve mavi (B) olmak
tizere 3. yonde 3 boyutlu diziler olarak anlatilabilirler. Bir cok yontem her bir renk
katmanin1 ayr1 ayr islemekle beraber, goriintii dizisini bir biitiin olarak alip tek
seferde islemek olanakhidir. Kiiciik olceklerde CYCG calismasinda renkli goriintii
dizisi bir renk katmanlarina ayrilmadan bir ¢irpida islenmistir. Asagida verilen renkli
goriintii sirastyla 256,256,3 boyutlarina sahip 3-y6nlii bir dizi bicimindedir. Sekil (5.4)

ile verilen goriintiiniin salt CYCG ile degismez yaklastirnmi gorsellestirilmistir. 2",
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Sekil 5.4 : Asil Goriintii.

asil resime ait dizi olmak iizere degismez yaklastinm 2" (Vs sys3 dis carpimi

seklindedir ve goriintii 5.5(a) ile gosterilmistir. Goriintii 5.5(b) ise 16 es alt kesimde

Sekil 5.5 : CYCG Yaklastiran1 ve 16 Altkesimde CYCG-0 Yaklastirani.

degismez yaklastirim kullanilarak elde edilmigtir. Bu parcalamada 3. yon pargalara
ayrilmamistir. Bunun bir nedeni her bir alt kesimde (alt kesimler dikdortgensel
bolgelerdir, s3 degerleri her alt kesimdeki RGB agirliklarin1 vermektedir) s3 degerleri
ile renk bilesenini yakalamak, ikinci nedeni ise bu yondeki boyut sayisinin yalnizca
3 olmasidir. Secili yaklagtirmlar arasinda en iyisi olan 4096 altkesimsel CYCG
%75°1ik bir veri yeri kazanci saglamaktadir. Elbette bu kazang beraberinde goriintii
niteliginden kaybmna neden olabilmektedir. Ornegin her bir dortgensel altkesimde
calismanin sonucu olarak goriintiide bulunan kiy1 bolgeler piiriizsiiz olmasi gerekirken
kesik ¢izgili bir yapidadir. Bu sorun 3-yonlii verinin dikdortgen cokyiizliisii seklinde
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Sekil 5.6 : 256 Altkesimde ve 4096 Altkesimde CYCG-0 Yaklastirani.

kiiciik pargalara ayrilip islenmesinden kaynaklanmaktadir. Bu sorunu agsmanin bir
yolu ise indirgeyimcil CYCG ayristirrmindan ge¢gmektedir. Yaklastirim kertesini belli
bir tutarda artirip, boliintiilendirme sayisim ise diisiirelim, ayrica destek terimlerini
veri lizerinden hesaplanan ortak degistirim dizeyi (ing: covariance matrix) benzeri
bir yapmin izgesinden sec¢ilen Ozyoneyler olarak alirsak, goriintii icindeki kiy1
bolgelerde piiriizsiizliik saglamak olanakli olur. Elbette bu durumda bellekte tutulacak
olan veri artik yalnizca degismez ve destek terimleri degil, birliler ve ikililer
de olacaktir. Goériintii (5.7), 256 altkesimde 2. mertebeden I-CYCG ayrigtirrminin

gorsellestirilmesidir. Bu uygulama ile ilgili giindeme gelebilecek diger olgular es

Sekil 5.7 : 256 Altkesimde I-CYCG-2 Yaklagtirimu.

boliintiilendirim olmamasi, verinin ¢ok biiyiik olmasi durumunda islem ve islemci
yiikii, piiriizsiizlestirme, bilgi kayb1 gibi olgulardir. Bu uygulamanin degisik yapidaki
ozellestirmeleri bu olgular1 da etkilemektedir. Ornegin es kesimlere ayrilmis bir
goriintii dizisinin her bir alt kesiminde degisik sayida destek terimi kullanarak

sifirinct kerteden ya da birinci kerteden yaklastinm yapmak bu olgular iizerinde
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etkili olabilecegi gibi, goriintiiniin yogun yerlerinde daha ¢ok destek terimi, seyrek
(ing:smooth) yerlerinde daha az destek terimi kullanarak, daha az sayida bilesen
kullanarak geri catma niteligi artirilabilir. Bu amacla herbir alt kesimde CYCG
yontemi uygulanip kesme yapildiktan sonra elde edilen yaklastirim dizisi asil diziden
cikarilir ve elde edilen kalan dizisine yeniden CYCG uygulanir. Boylece ikincil destek
terimleri bulunur, bu yineleyis siirdiiriiliirse her bir altkesimde yineleyis sayis1 kadar
destek terimleri ve CYCG bilesenleri bulunacaktir. Sekil 5.9% ve Sekil 5.9ll gri seviyeli
goriintli dizisinin sirasiyla 100 alt kesimde ve 3600 alt kesimde yinelemeli CYCG

uygulanmasiyla elde edilmistir.

Sekil 5.8 : 100 Altkesimde CYCG-0 Yaklastirani.

Geri catma gorsellerinden de goriilebilecegi gibi kesikli goriintii olduk¢a azalmak-
tadir. Bunun temel nedeni igeriginde sinirlar1 barindiran alt kesimlerde daha fazla

destek terimi kullanilarak yogunlugun daha iyi ifade edilebilmesidir.

5.2.2 CYCUDG ile goriintii yapilandirimi

Sav calismasi kapsaminda goriintii geri catma sorunu icin kullanilmasi Onerilen
diger bir yontem CYCUDG’dir [47, 48]. 3-yonlii dizilerle ifade edilebilen renkli
seviyeli goriintii verileri dizeylestirilerek (matricizing) ya da Indirgemeli Ayristirrm

kullamlarak CYCUDG yontemi ile ayristirilabilir ve boyutu indirgenebilir. Ornegin

$242 Yinelemeli ve 433 Yinelemeli CYCG-0 Yaklastirimi ile %84’liikk ve %71°lik bir veri yeri
kazanci saglanmustir.

4113 Yinelemeli ve 5072 Yinelemeli CYCG-0 Yaklastirimi ile %50°lik ve %39’lik bir veri yeri
kazanci saglanmustir.
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Sekil 5.9 : 3600 Altkesimde CYCG-0 Yaklastirani.

yine 256 x 256 x 3 boyutlarinda olan goriintiiyii ele alalim. Bu goriintiiyii temsil
eden 3-yonlii diziye CYCUDG ile yaklastirim uygulamak istersek 25 6zyineleyis, 50
ozyineleyis ve 100 6zyineleyis icin elde edilen bagil yanilg1 degerleri ¢izelge (5.12)’da

goriilmektedir.

Cizelge 5.12 : CYCUDG ile 25, 50, 100 Ozyineleyis ile Yaklastirrmin Bagil Yanilgi
Degerleri.

Zas6x256x3 || 25 Ozyineleyis || 50 Ozyineleyis || 100 Ozyineleyis
Bagil Yanilg: 0.0969 0.0615 0.0288

Elde edilen yaklastirim sonuglar1 geri catma i¢in kullanilirsa sirasiyla Sekil (5.10) ve

Sekil (5.11)’de gorsellestilmis olan goriintiiler elde edilmektedir.  Elbette sadece geri

Sekil 5.10 : Asil Goriintii ve 25 Ozyineleyis ile CYCUDG Yaklagtirani.

catma gorselleri iizerinden basarimi irdelemek yetersiz kalabilmektedir. Bu nedenle
tizerinde calistiZimiz temel goriintii olan Lena goriintiisii disinda degisik yap1 gosteren

iki test goriintiisii secilmistir. Bunlardan ilki her ne kadar goze gri seviyeli gibi
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Sekil 5.11 : 50 ve 100 Ozyineleyis ile CYCUDG Yaklastiran.

goriinse de aslinda goriintii dizisinin boyutlar1 695 x 570 x 3 olan Golfer goriintiistidiir
(bkz. 5.12(a)). Bu goriintii dizisini bagka kilan iki 6zelliginden ilki belirtildigi gibi
gri seviyeliye yakin renklerinin (gri, siyah, beyaz) oldugu goriildiigii halde RGB
goriintiisii olmasidir. Diger bir 6zel yan ise lizerinde daha Once ¢alisilan resme gore

boyutlarinin ¢ok biiyiik olmasidir. Geri catma gorselleri Sekil (5.12) ve (Sekil 5.13) ile

Sekil 5.12 : Esas Goriintii ve 5 Ozyineleyis ile CYCUDG Yaklastirani.

verilen CYCUDG yaklastiranlari igin bagil yanilg1 degerleri Cizelge (5.13) iizerinde
gosterilmigtir. Gorsellestirimi yapilan 6zyineleyis sayilarindan 150 Ozyineleyis ile
basarim birebir ayn1 olmasa da olduk¢a basarili bir geri ¢atma sonucu vermistir. Bu
noktada Ozyineleyisi ne zaman kesmek gerek sorusu giindeme gelmektedir. Bu
sorunun yanit1 icin CYCUDG olcekleri arasinda bir oran belirlenebilir. Ornegin

m x n boyutlarinda bir dizey icin CYCUDG algoritmasinin en kiiciik boyutuna kadar
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Sekil 5.13 : 25 ve 150 Ozyineleyis ile CYCUDG Yaklastiran.

Ozyineleyislerini siirdiiriirsek elde edilecek olan o;,i = 1...m,m < n degerlerinin
toplami 1 olmalidir. Uzerinde durulan test goriintiileri i¢in genel olarak her bir
ozyineleyiste elde edilen o degerlerinin toplami 0.85 degerinin iizerine ¢iktiginda
oldukga 1yi bir yaklagtirim elde edilmistir. Dolayisiyla her 6zyineleyis i¢in elde edilen
« toplamlar1 6zyineleyisi bitirmek icin bir esik degeri olarak kullanilabilir.

Diger ele alinan goriintii ise olduk¢a yalin renkler tasimasina karsin arka goriiniimdeki

Cizelge 5.13 : Golfer Goriintiisii icin CYCUDG nin Farkli Ozyineleyislerinden Elde
Edilen Bagil Yanilg1 Degerleri.

Ozyineleyis 1 5 25 100 150
Bagil Yanlg: || 0.3446 || 0.2333 || 0.1106 || 0.0490 || 0.0357

gri kesim nedeniyle bu kesimi ifade eden parlaklik degerlerinin biiyiik ¢ogunlugu
estir. Bu 0zellikleri ile yalin ama oldukga biiyiik boyutlu olan, 792 x 612 x 3, Tiger
goriintiisii Sekil (5.14(a))’da gorsellestirilmistir. Sekil (5.14) ve Sekil (5.15)
ile gorsellestirilen degisik 6zyineleyis sayilari i¢in basarim Olgiimleri bagil yanilg:
degerleri hesaplanarak Cizelge 5.14 lizerinde gosterilmistir. Bu sonuclar 6zellikle
biiyiik boyutlu goriintii dizileri diisiiniildiigiinde, CYCUDG yontemi, iceriginde
O0zdeger sorunu gibi zaman alan Ogeler tasimadigindan, basit 4 islem hesaplari

tizerinden bilesenlerin belirlenmesi gibi 6zellikleri oldugundan yeglenir.
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Sekil 5.14 : Esas Goriintii ve 5 Ozyineleyis Icin CYCUDG Yaklastirani.

e 4
WP sl !

Sekil 5.15 : 25 ve 150 Ozyineleyis Icin CYCUDG Yaklastiran.

Cizelge 5.14 : Tiger Goriintiisii Icin CYCUDG nin Farkli Ozyineleyislerinden Elde
Edilen Bagil Yanilgi Degerleri.

Ozyineleyis 1 5 25 100 150
Bagil Yanilg: || 0.3251 || 0.2619 || 0.1607 || 0.0812 || 0.0596
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5.3 Yiiz Tanima

Gortintii tizerinde gergeklestirilen uygulamalardan bir digeri de degisik kisilerin
resimlerini iceren bir veri tabanindan aranan bir kiginin resmini cekebilmektir
(ing: image retrieval). CYCUDG nin basarim gosterebilecegi alanlarin saptanisinda
yontemin yapisi, bilesenleri ve geri ¢atma calismalarindaki basarimlar diisiiniilerek
kiigtik olcekli bir yiiz tamima dizgesi tizerindeki etkileri irdelenmigtir. Bu uygulama
icin Cambridge’in ORL yiiz veri tabam kullanilmistir (bkz : Sekil 5.16). Bu veri

tabanm 40 kisinin 400 adet gri seviyeli yiiz resmini icermektedirs. Secilen problem

Sekil 5.16 : ORL Veritabanindan Secilmis Egitim Kiimesinden Ornekler.

daha once TDA ile ¢oziimlenmis ve belli oranda basarim elde edilmistir [49]. Bu
nedenle CYCUDG ile yiiz tamma calismasiin basarimim kargilastirma olanagi
olmustur. ORL yiiz veri tabam1 40 degisik kisinin 10 degisik yiiz ifadesiyle elde
edilen 400 goriintiiden olugsmustur. Veri tabani ic¢inden her kisiye ait degisik 5
ifadenin se¢ilmesiyle 200 egitim ve kalan 5 ifadeyle de 200 test goriintiisii olusturulur

(bkz. Sekil 5.16). Bu iki veri kiimesi icin CYCUDG yontemi asagidaki sirayla
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uygulanir. Her bir goriintii 64 x 64 boyutlarinda olmak {iizere Fl.(j ) ifadesi J- kisinin

1. goriintiisiiniin dizeyi olsun bu durumda yontem asagidaki gibi igler.

FO)

1

M=

K
e Egitim Kiimesinin Ortalama Yiiz Goriintiisii Bulunur. ¥ = 1%, Y
j=li=

|
_

N;=5K=40

e ¥ Dizeyine CYCUDG uygulanarak ilgili taban yoneyleri bulunur.

U:[Ll],...,uk], V:[vl,...,vk]

e Her bir egitim goriintiisii taban yoneyler ile doniistiiriilerek yiiz nitelik dizeyleri
olusturulur: XV = U’rFl(j )VC, Xl(j ) € gprxe

i

e Secilen bir test goriintiisii yine taban yoneyleriyle doniistiiriilerek yiiz nitelik dizeyi

bulunur: Y =U'TV,, YeZ%™

e Test ve Egitim kiimesindeki yiiz nitelik dizeyleri arasindaki uzaklik (benzerlik)

belirlenir :

5 (v.x) = v -x|

Cizelge 5.15 : ORL Veri Tabani icin TDA ile CYCUDG Basarim Karsilastirmasi
(Accuracy) (%).

Oneri Sayis1  TDA CYCUDG

1 835 83
2 875 87
3 &9 87.5
4 895 89
5 90 90.5
6 905 91.5
7 905 92
8 91 92

Cizelge (5.15)’e gore secili test kisisine karsin bir kisi, iki kisi, ii¢ kisi ya
da dort kisi oOnerildiginde TBA yoOnteminin daha iyi bir bagarim sergiledigi ama
onerilen sayis1 artinca CYCUDG nin az farkla olsa da,daha ¢ok yiiz tanima olanag1
sagladig1 goriilmektedir. Bu uygulama bize CYCUDG nin yapisinin TDA benzerligi
nedeniyle Oznitelik tabanli uygulamalarda kullanilabilecegini ve uygun yerlerde
yeterince basarim saglayacagini gostermistir. Basarimin TDA’dan az oldugu noktada

ise CYCUDG’nin hesaplama karmagikligmnin diizeyi animsanmalidir. Yukaridaki
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gibi bagsarim degerleri arasindaki degisimin az oldugu durumlarda veri kiimesi ¢ok
fazla biiylikse eldeki sistem ve araclarin yeterli olmadigi durumlarda hesaplama
karmagiklig1 diizeyinin diisiikliigii nedeniyle CYCUDG yeglenebilir, daha da 6tesinde

yeglenmelidir.
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6. SONUCLAR

Veri ¢oziimleyisinde cok yonliilik kavrami uygulama iceren alanlarin coguna girmis
ve ¢ok yonlii veri ¢oziimleyisi ayr1 bir alan olarak ortaya ¢ikmistir. Bu alan iizerinde
yapilan arastirm ve gelistirimlerin genel ere8i cok yonlii dizi bi¢iminde anlatilan
veri kiimelerinde yonler arasindaki iligkiyi kaybetmeden veriyi daha az karmagik
tiirden bilesenlerle anlatabilmektir. Bu da ¢ok yonlii dizi ayristinmi konusu ile
giindeme getirilmektedir. Cok yonlii bir diziyi bilgi niteligi olarak en yiiksek nicelik
ve hesaplama karmasikligi agisindan en diisiik bicimde bilesenlere ayirmak bir
indirgeme sorunudur. Cok yonlii dizilerde indirgeme ise belli diziyi tam olarak ifade
eden ya da yaklagik olarak ifade eden acilimlarla uygulanabilmektedir. Bu nedenle
bol-ve-yonet bicimli ayristinm yontemleri indirgeme sorununa istenilen diizeyde
coziim getirebilir. Getirilen ¢Oziimiin, yani ayristirim i¢in kullanilan yontemin bi¢imi
de bilesenlerin ¢ok yonlii diziden aldig1 bilginin icerigini etkilemektedir. Ornegin
acilimin cebirsel mi ya da istatiksel mi oldugu bilesenlerin nitelii acisindan ¢ok

onemlidir.

Yukarida aktarilan olgular nedeniyle ¢cogu cebirsel yontemler olan ¢ok yonlii dizilerde
ayristinm konusu, istatiksel bir bol-ve-yonet algoritmasi olan YBBG tabanli CYCG
yontemi ve sav caligmasinin akisinda tiiretilen CYCG tabanli yontemlerle ele
alimmistir. Bu yontemlerle izgesel hesaplamalarin islem yiiklerini ortadan kaldiran ya
da enkiiciikleyen, hesaplama karmasiklig1 en diisiik diizeyde ama cok yonlii dizileri
olanakli olan en 1yi bicimde anlatma giiciinde acilim yontemleri olusturulmustur. Her
bir yontemin iglerligi ve basarim diizeyi degisik uygulamalarla ortaya konularak hangi
uygulama icin nasil bir ayristirm ve bu ayristirimin sonucunda nasil bir indirgeme
yapilmas1 gerektigi iizerinde incelemeler yapilmistir. Bu arastirma ve incelemeler
sirasinda gelistirilen her biri kendine 6zgii yontemler uygulama sonuclari da goz

ontinde bulundurularak maddeler halinde yazilmistir:

e Yalin olarak CYCG yoOntemi ¢ok yonlii dizi ayrigtirimi icin kullamlmisti.  Bu

yontemin YBBG’den en temel farklilig1 olan destek terimleri tizerinde yapilan calis-
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malar destek terimlerinin nasil se¢ildiginin sonuclar iizerinde ¢ok 6nemli etkileri
oldugunu gostermistir. Bu amacla destek terimleri tizerinde bir eniyileme sorunu
tanimlanarak bu terimlerin eniyilenmesi olgusu iizerinde durulmustur. Tanimlanan
sorun Oncelikle 3-yonlii dizilerde ¢oziime kavusturulmaya calisilmis ancak buradan
dogrusal olmayan bir eniyileme sorunu ortaya cikmistir. Bu sorunun ¢oziimii
icin lizerinde durulan cebirsel yontemlerin Grobner tabanli cebirsel ve sayisal
karmasikliga sahip oldugu goriildiigii icin islevlerde kullanilan geleneksel destek

terimleri hesab1 ¢ok yonlii dizilere uyarlanmustir.

Gergek yasama ait veri kiimelerinde CYCG yOnteminin geleneksel destek terimi
hesab1 ile YBBG’ye gore daha iyi sonuglar verdigi gozlenmis, sav caligmasi
oncesinde kugku duyulan bu durum sayisal sonuglarla olumlanmistir. Bu nedenle
tizerinde durulan en iyi bicimde destek terimi se¢imi olgusu icin farkli yontemler

geligtirilmistir.

Gelistirilen yontemlerden biri izgesel-istatiksel bir yapida olan Indirgeyimcil
Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi’dir (I-CYCG). I-CYCG ile
N-yonlii bir dizi biri tek yonlii digeri N-1 yonlii olmak iizere iki bilesene
ayrilmasi sorunu giindeme getirilerek, bu bilesenlerden tek tonlii olanin destek
terimi olarak kullanilmasina karar verilmigtir. Ele alinan yapay dizilerde ve
farkli kimya deneylerinden elde edilen ¢ok yonlii dizilerde bu kararin yerinde
oldugu basarim Olciimlerinden de gozlenmistir. izgesel yap1 sadece destek
terimlerinin hesabinda kullanildig1 icin hesaplama karmagikligi esdeger yontemlere
gore (Tucker Ayristirimi, CP Ayristirrmi) oldukga disiiktiir. Ayrica deney veri
kiimelerinde gosterilen basarim da gosterir ki, I-CYCG en az diger ¢ok yonlii dizi
ayristinm yontemleri kadar basarilidir. Bu nedenle hesaplama kolaylig1 6nemli bir

tercih sebebidir.

Yalin CYCG yonteminin basarimi goriintii dizilerinde goézlemlenmistir. Bu
uygulamalarda ortaya c¢ikan Onemli bir sonu¢ kesme diizeyinin iki yonlii
terimlerinden kii¢iik olmasi durumunda goriintii dizisi lizerinde ayrigtirrm
sonras1 geri catma uygulamasi goriintii hakkinda bilgi vermemekte yalnizca
cizgiler olusmaktadir. Kargilagilan bu sorunun agilmasi icin Kiigiik Olgeklerde

Yiiksek Boyutlu Bige Gosterilimi yonteminden esinlenerek Kiiciik Olgeklerde
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Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi goriintii geri catmada
kullamlmustir. Kiigiik Olgceklerde CYCG yontemi ile goriintii dizisi alt dizilere
ayrilarak once uzamsal (geometrik) bir ayristirrm uygulanmistir. Daha sonra her
bir alt dizide CYCG yontemi ile ayristinm uygulanmis ve her bir alt diziye
ait bilesenler olusturulmustur. Biitiin bilesenlerin birlestirilmesi ile biitiinciil bir
geri ¢catma yapilarak bagarim degerlendirilmistir. Yontemde geri ¢catmanin sayisal
basarimi yiiksek olsa da geri catma gorsellerinde geometrik ayristirrm sinirlarinda
karesel bir goriintii izlenmigtir. Yine de ayristirimin sonucu olarak beklenen daha

az veri ile caligma olgusu acisindan yontem basarili bulunmustur.

Kiiciik Olgeklerde CYCG ayngtimmimin  kiyilarindaki karesel goriintii igin
degisik alt kesimlerde degisik sayida destek terimi kullanilmasi olgusu
diistiniilmiistiir. Uygulamalarda 2-yonlii diziler i¢in basarili oldugu gozlenen
yontemin 3-yonlii dizilerle ifade edilen RGB kodlu goriintiilerde, degismez
terimin yon sayisini gecen yineleyisten sonra sifirlanig1 nedeniyle yakinsamadigi

gozlenmistir.

Cokdegiskenliligi  Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Dizey Gosterilimi
(CYCUDG), CYCG’den farkli olarak o6zyinemeli bir yontem olarak sav
kapsaminda gelistirilmistir. Yontemin hesaplama karmagikliginin diisiik, basarim
diizeyinin yiiksek oldugu betiklerle ve iizerinde c¢alisilan uygulamalarla da destek-
lenmistir. Yontem yiiz tanima problemine uygulanarak Tekil Deger Ayristirimi
(TDA) ile karsilagtirlmasi yapilmistir. Uygulama sonucu olarak belli sayida
degisik kisinin degisik yiiz ifadelerini iceren goriintiilerle egitilen sisteme gosterilen
test goriintlisii icin, sistemin Onerdigi 8 kisi i¢in basarim diizeyi TDA'y1

gecmektedir.
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EK A: Cok Yonlii Dizilerde Carpim Tiirleri

Cok yonlii model olusturumlarinda bilenen dizey ¢arpimi yeterli gelmemektedir. Bu
nedenle ¢ok yonlii diziler icin ii¢ farkli carpim tanimi yapilmagtir.

Kronecker Carpimi

Verilen iki dizey i¢in Kronecker carpimi agagidaki gibi tanimlanmustir. Ajx; ve By
olmak tizere;
aj 1B /A ]B

ARB= P : (A.1)
(1]1B e dady ]B
carpimi (IK x JM) boyutlu bir dizey iiretir. Kronecker ¢arpiminin temel 6zellikleri

asagida verilmistir.

e a bir sayil olmak iizere; a® AT =gA =Aa=A®a

e (A®B) =AT@BT

e a’ @b=ba’ =b®a’

e A ve B kare dizeyler olmak iizere; iz(A ® B) = iz(A)iz(B)

e A ve B tekil olmayan dizeyler olmak iizere; (AQB) ' = A~ @B~!

e "(A®B)=r(A)r(B)

e + En kiiciik kareler probleminin ¢6ziimiinde de kullanilan Moore - Penrose s6zde
evrigini gostermek lizere; (A®B)T = AT QBT

Hadamard Carpim

Es boyutlu iki dizey i¢in tanimlanan Hadamard c¢arpimi esit indisli elemanlarin
carpilmasi ile bulunur. (7 x J) boyutlarinda A veB dizeylerinin Hadamard ¢arpimi
asagidaki gibidir.

anbin -+ ayyby
AxB = : : (A.2)

anbpn -+ apby

Hadamard Carpiminin baz1 6zellikleri agagida verilmistir.

AxB=BxA

(AxB)T = AT «BT

(AxB)*C=A(«xB«xC)
e (A+B)x(C+D)=A*xC+Ax«xD+B+«C+BxD

Khatri-Rao Carpimi
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Esit sayida diisey siraya sahip iki dizey i¢in Khatri-Rao ¢arpimi Kronecker ¢arpimi
izerinden asagidaki gibi tanimlanir.

A=[A;...Ax], B=[B;...Bg]
A@B:[A1®B1...AK®BK] (A.3)

Khatri-Rao ¢arpiminin bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

e (A®B)0C=AGBC)
° (T1®T2)(A®B=T1A@T2B)
e (AOB)"(AGB) = (ATA)*(B"B)

n-Mod Carpim

X € RIvxxIv cok yonlii dizisi ile A € R”*! dizeyinin n-mod ¢arpim1 2 x, A ile
gosterilir ve I} X I, X J X I,41 X --- X Iy boyutlarinda bir ¢cok yonlii dizi olusturur
n-mod carpim 6geler iizerinden asagidaki gibi gosterilebilir.

In
(% XnA)il"‘i;z—lji;1+1"'iN = Z Xivin--inQjiy, (A.4)
in=1
Bu ¢arpim ayni zamanda ¢ok yonlii dizinin n. yonde acilimi ile de asagidaki gibi
iliskilendirilebilir.
Y= XnA & Y(n) = AX(n) (AS)
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EK B: Destek Terimlerinin Eniyilenmesinin Dogrusal Olmamasi

CYCG’nin destek terimlerinin (dizilerinin) eniyilenmesi i¢in oncelikle bir eniyileme
problemi ortaya koymak ve bu eniyileme probleminin ¢oziilebilirligini incelemek
gerekmektedir. Degismezlik olgeni dedigimiz ve sadece sifirinci dereceden yak-
lastinmi Olgen ©p’1 en biiyilk yapan destek dizileri CYCG i¢in yeterince iyi
destek dizileri olarak goriilmektedir ve eniyileme problemini kurgulamak icin
kullanilabilir. Eniyileme problemini daha kolay kurgulamak i¢in simdilik sadece
3-yonlii bir dizi ele alalim.

fi1i1i3; ijZl,Z,...,I’lj, j:1,2,3 (A.6)
Bu dizinin CYCG aciliminin ilk terimleri agsagidaki gibidir.
1) (2) (3 2) (3) (1 1) (3) (2 1) (1) /(3
i =10 2D 0 4 DD DA 4 A
CYCG’nin f ve s bilesenleri belirlemek gerekir, herseyden once acilimin de8ismez
terimi olan £ ve tek yonlii terimleri f (1)ler hesaplanmasi s’lere bagli oldugu i¢in

once destek dizilerini bulmak gerekir. Bu hesaplamalarda kullanilacak olan agirliklari
da birer dizi olarak ele alirsak asagidaki 6zellikleri hatirlatmak gerekir.

) v 0 v 0 [0)]

>0 Yol =1 w0 =1 =123 (A.8)

J ij:1 J ij:1 J J
Esitlik A.7°in her iki yani1 s’lerin ve agirlik dizilerin ¢arpimu ile ¢arpilir, sonrasinda da
i1,i2,13 tizerinden toplam alinirsa, agirlik dizisinin s’nin dordiilil iizerinden toplaminin
1 olma ozelligi de gz Oniinde bulundurulursa; fo'in sag yanda yalmz kalmasim
saglayan ve Sobol kosulunun asagidaki CYCG karsiligidir.

)
() () () —
)» Wiy sy Jig =0

ij=1
j
(/) () £(ik) _

'Zl Wij si_,‘ fl'jik =0

ij=

e .

Y sl ph =0 (A.9)
ir=1

Sifirlanma kosulunun hem birliler hem de ikililer i¢in yukaridaki gibi gosterilmesi
sayesinde CYCG terimleri tek tiirlii belirlenir. Boylece degismez terim asagidaki gibi
belirlenir. I
Z Z Z W,(ll)Sl(ll)ng)sgj)ng)sgf)ﬁlim = f(o) (A.10)
i1=li=1i3=1
Yalnizca degismez terimi alarak yaklastirim yapmak i¢in birlileri almadan kesme
yapilmas1 gerekmektedir. Bu durumda degismezlik 6lceni ad1 verilen ve yaklagtirrmin
kalitesini 6l¢en bir gosterge degeri kullanilmaktadir. Degismezlik 6l¢eninin anlatimini
bulmak icin yine A.7 sirasayili esitliin her iki yaninin dordiilii alinir ve tiim agirliklar
ile carpilip ilgili sirasayilar iizerinden toplami alinirsa asagidaki esitlik elde edilir.

ny n3

ny 2

i1=1lip=1i3=1
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Eger yalnizca degismez terimle yaklastinm yapilmis ise acilimdaki diger terimleri
atilir ve sag yanin sol yana orani alinirsa elde edilen deger degismezlik dlceni olarak
elde edilir.
f(0)2
60 = ny n3 2

y Y Yo

l] 112 113 1

(A.12)

Degismezlik 6lcenin en yiiksek degerini aldig1 destek dizilerini bulmak ile asagidaki
eniyileme problemi c¢oziilmiis olur. Yani yapilmasi gereken is op’in s’lere gore
eniyilenmesidir. oy ise s’lerin dordiillerine bagh bir yapidadir. Lagrange carpanlarini
ile agirlik dizilerinin destek iglevlerinin dordiilii tizerinden toplaminin 1 olmast kisitini
da eniyileme problemine katarak asagidaki amag islevimsisi elde edilir.

ni 2
(s s G A e, 48) - = 60+7Ll<2w§11) st _1>

i=1

- a(E )

=1
A3 (il wi s8] g 1) (A.13)
i3=

Amag iglevimsisinin sirasiyla A;,4,,A3’e gore tiirevi alinirsa ve sifira esitlenirse kisit
esitliklerinin kendisi agi8a ¢ikar.

aJ © . Mm%

Z e P

aJ - [.@]%_

oA 02}1'22_"1“)12 w] =

aJ < (3)[.(3)12

5_13 = O: ZWI-3 _Si3 ] :1 (A'14)

Destek terimlerine gore de tiirev almak gerekir. Ik destek dizisine gore tiirev goz
Oniinde bulundurulursa

aJ 860
osh N asth M le il O
J1 J1 "
0
= 202wl (A.15)
(9sh

ifadesi elde edilir. Degismezlik olgeni anlatimimin paydasi [|f]|> ile gosterilirse
yukaridaki ilk parcali tiirev asagidaki gibi elde edilir.

0
d 0y _ 1 2f(0)a ©
os' 1£11? asth
J1 1
(0) 2 13
= Z VY wu@s200) (A.16)

HfH2i2:1i3:1 J1 T2 Tl i3 T3

72



(s

Béylece amag iglevimsisinin s *"ye gore tiirevi asagidaki gibi elde edilir.

9 2fY @ $ )@ W 1 (0)
oo A Ay A i S Wiy S 2R st =0 0 (AT)
J1 =113=

(1)

Yukaridaki esitligin her iki tarafi s; * ile carpilir ve i; sirasayisi lizerinden toplam
alinirsa A;’in —op’a esit oldugu goriilir.

||f||2 Z Z ZW i i i22) S)SS)JF%:O (A.18)
ih=1lir=1i3=1

2£©)

e A== A= (A.19)

Ayni bi¢cimde A, ve A3 yine —0y’ya esit ¢ikar. Bu bilgi 111 esitliginde kullanilirsa ve
tiim bu iglemler s ve s(3)iin elemanlar icinde yapilirsa destek dizileri i¢in asagidaki
esitlikler elde edilir

ns

(1) .
S; = j f ) ]1:17"'5111

J1 0o Hf”2122‘41 1;1 z 13 Jiizi3

2) R
s = Wi S WS fo iy 2= 1o

J2 0o Hf”lez‘tl 132‘41 l 13 i1J203

1]

1 .

Sg'l) - Z Z i 12 flllz]w j3=1,---,n3 (A.20)

GO Hf”2 11 112 1

Ortaya ¢ikan bu sonuclar goriildiigii gibi dogrusal degil ikinci derece yapilardir.
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EK C: CYCUDG’nin Gériintii Geri Catma Uzerine Uygulamalan

CYCUDG ile hesaplanmus farkli resimlerde farkli yaklastiranlar bu boliimde goriintii
geri catma ornekleri ile ele alinmistir. Ele alinan test goriintiilerinden ilki 512 x 512
boyutlarinda olan boat isimli gri seviyeli goriintiidiir, Sekil (A.1(a)) ve Sekil (A.1) ile
sekil (A.2)’de farkli 6zyineleyisler icin CYCUDG yaklastiranlar1 gorsellestirilmistir.

Ikinci olarak ele alinan gri seviyeli goriintii ise Escher’in bilinen paradoksal

Sekil A.2 : 10 ve 150 Ozyineleme ile CYCUDG Yaklagtirani.

ticgenidir. Bu resmin boyutlar1 236 x 236’dir ve resmin kendisi ile 1 6zyineleyis
sonucu CYCUDG yaklastiran1 Sekil A.3’de gosterilmistir. CYCUDG yaklastiranlar
ise Sekil (A.3) ve Sekil (A.4)’de gosterilmistir.

RGB seviyeli olarak secilmis ve 3-yonlii dizi olarak ifade edilebilen test
goriintiilerinden 1ilki Sekil A.5(a) ile gosterilmistir. Bu dizinin boyutlart ise 256 x
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Sekil A.3 : Esas Goriintii ve 1 Ozyineleme ile TMEMPR Yaklastiran.

1 T

| L

Sekil A.4 : 10 ve 150 Ozyineleme ile TMEMPR Yaklastirani.

256 x 3’tiir. CYCUDG nin 1, 25 ve 150 6zyineleyis ile yaklastiranlar1 Sekil (A.5) ve
Sekil (A.6)’de gosterilmistir.

Siklikla kullanilan Baboon goriintiisiiniin boyutlar1 512 x 512 x 3 olmakla beraber
goriintiiniin ash Sekil A.7(a) ile resmedilmigtir. 512 x 512 x 3 boyutlarindaki dizinin
1,10 ve 150 6zyineleyisli CYCUDG yaklastiranlar1 Sekil A.7(b), Sekil A.8(a) ve
Sekil A.8(b) ile gosterilmistir. Son RGB seviyeli test goriintiisii ise Sekil A.9(a) ile
resmedilmistir ve bu goriintiiye ait dizinin boyutu 512 x 512 x 3 bi¢imindedir. Sekil
A.7(b), Sekil A.8(a) ve Sekil A.8(b) ile sirasiyla 1,10, 150 ozyineleyisli CYCUDG
yonteminin bagarimi gorsellestirilmistir.
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Sekil A.5 : Esas Goriintii ve 1 Ozyineleme ile TMEMPR Yaklastiran.

Sekil A.6 : 25 ve 150 Ozyineleme ile TMEMPR Yaklastirani.
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Sekil A.7 : Esas Goriintii ve 1 Ozyineleme ile TMEMPR Yaklastirani.

Sekil A.8 : 10 ve 150 Ozyineleme ile TMEMPR Yaklagtirani.

77



Sekil A.9 : Esas Goriintii ve 1 Ozyineleme ile TMEMPR Yaklastirani.

Sekil A.10 : 10 ve 150 Ozyineleme ile TMEMPR Yaklastirani.
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