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BELIRTIK SIRADAN TUREVLI DENKLEMLERIN OLASILIKCIL EVRIM
KURAMINDA YONEYUS TOPLAMLARINDAKI IRAKGORUR DIZEYLERIN
DORDULLESTIRIMLE YALINLASTIRIMI: HENON-HEILES DIZGELERI

OZET

Olasilik¢il evrim kurami genellikle 6zerk (ing: autonomous) ve belirtik (ing: explicit)
siradan tiirevli denklemlerin baglangi¢ deger sorunlarinin ¢oziimiinde kullanilmaktadir.
Belirtik denklem, en yiiksek {islii kerteden tiirevin bir yanda yalin olarak birakildigi,
diger yanda da daha az kerteden tiirevlerin ve bilinmeyenlerin yazildig1 bir yapidir.
Burada kerte birden farkli bir dogal say1 da olabilir. Ancak birden yiiksek dogal sayili
kertesi olan bir siradan tiirevli denklem birinci kerteden ama daha fazla bilinmeyeni
olan bir siradan tiirevli denklem kiime’si getirilebilir. Dolayisiyla

xi(t)=fi(x1,...,xn,t), i=12,....n (1)

biciminde bir denklem yazilabilir. Burada alt sirasayisinin tanim bolgesi denklem
say1sini betimleyen bir olgudur. Bu denklemlerin her biri 6zelsiz olarak sol yaninda ¢
bagimsiz degiskenli x’in birinci kerteden tiirevi, sag yaninda ise bilinmeyenlerin tiirevi
ve bagimsiz degisken olan #’ye bagimli bir islevi icerecek bicimde yazilabilir. Ancak
bu denklemlerdeki #’nin varlig1 ayristirim ve cesitli yaklagtinm ydntemlerinde sorun
yaratabilmektedir. Dolayisiyla agik olarak #’ye bagimlilig1 gériinmeyen sag yanh
denklemler yazilabilmelidir. Bu durumda ¢ yerine x,’in tiirevi yazilabilir. x,’in
tiirevi de 1’e esittir. Boylelikle (n+ 1) sayida denklem elde edilir ve bu denklemler de
sag yaninda ¢’nin acik olarak goriilmedigi islevlerin oldugu bir yap1 olarak giindeme
gelir. Bu tiir yapilara da 6zerk denklemler denir. Bu durumda o6zerklik, uzayin
genisletilerek, diger bir deyisle bilinmeyenler tarafindan ortiillen uzayin boyutunu bir
arttirip islem yapmak anlamina gelir. Birinci kerteden olan her bir denklemden bir
tane degismez elde edilir. Bu degismezlerin essiz bir bi¢cimde belirlenebilmesi i¢in
kosul vermek gerekir. Kosullar, ¢cok sayida ¢ aninda verilebilir. OEK’da 6zerklik
s0z konusuysa #’nin baslangic degeri O olarak alinabilir. Burada ¢ olarak kullanilan
bagimsiz degisken zaman degiskeni anlamina gelmektedir. Baglangic kosulu olarak
birtakim degismezlere zamanin baslangic aninda

xi(0)=a;, i=12,...,n 2)

biciminde degerler verildigi varsayilabilir. 7n sayisinin ne diizeyde biiyiik oldugu
bilinmediginden bu denklemler yoney gosterilimi kullanilarak tikiz bir bicimde

x(t) =f(x), x(0)=a 3)

olarak yazilabilir. Burada sag yandaki yapiya betimleyici islev yoneyi adi verilir.
Baslangi¢ kosulu yoney bicemli olarak yazilirsa a yoneyinin 6gelerinin a;’den a,,’ye
dek olan sayilar oldugu kestirilebilir. Bu baglamda olayin irdelenebilmesi i¢in ¢ok
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degiskenli Taylor toplamdizisi kullanilabilir. Taylor toplamdizisinden uygun bir
gosterilim elde edebilmek i¢in Kronecker iislii toplamdizisi giindeme getirilebilir.
Dolayisiyla dizge yoneyi adi verilen "system" sozciigiinii ¢agristiran s ile simgelenen
ve n sayida t’ye bagimli iglevlerden olusan dgeleri olan

s(t) = [s1(t) ... su(1)]" = le (1) —xﬁe)) (xn(t) —xﬁf))]T @)

biciminde bir yoney olarak giindeme getirilebilir.  Bu dizge yoneyi, Taylor
toplamdizisinin "expansion point" sozciigiinii ¢agristiran e ile simgelenen acilim
noktasidir. s ile s’nin Kronecker carpiminda birinci carpanin her bir 6gesini ikinci
carpan yoneyiyle carparak bir yoney olusturulur. Bu yoneyin 68eleri de sira gozeterek
s%, 5152, $251, s% olarak ikili carpimlardan olusur.

Dizge yoneyinin Kronecker {isliisii

s)*"=s(t)®...@s(t)

s1(t)s(r)@m=1)

s(1)%0 = 1 5)

biciminde giindeme getirilebilir. Tiim cebircil olgularin iis alimlarinda 0. iissiin
karsilig1 1°dir. Burada da dizge yoneyinin 0. iisliisii alininca n°, diger bir deyisle tek
bir tane 6ge elde edilir ve bu 6ge de 1 se¢ilmek durumundadir. Bu duruma da uylasim
(ing: convention) ad1 verilir. Dolayisiyla (8) nin sag yan islevi

f(x) = iOFjs(t)@f (6)

biciminde yazilabilir. Burada, j. Kronecker iisliisii icin, n/ 6geli bir uzaydan n 6geli
bir uzaya gotiirecek olan bir doniigiim uygulanmalidir. Dolayisiyla F;, n x n/ ogeli
olmalidir. Burada j sayisi arttikca, gittikce biiyliyen dikdortgen dizeyler giindeme
gelir. F;’lerin yOnelegim (ing: gradient) islecinin j. Kronecker iisliisiiniin j!’e boliimii
ile esdeger olmasi gerekir. Taylor agilimi esgsizdir. Bu durumda f’nin tiirevi egsiz
bir bicimde belirlenebilir. Bu da siireklilik ve ¢oziimciilliigiin oldugu anlamina gelir.
s’nin Kronecker dordiiliinde dordiillerin yani sira degisik konumlandirilmis ikililer
elde edilir ve ayn1 tiirden 6gelerin yinelenisi s6z konusudur. Bu ¢carpimda bu 6genin
sirasinin de8isecegi varsayilirsa F;’nin yapisina, bir yerinde 1, bagka bir yerinde —1
olan bir yoneyin icerildigi dis carpim eklenirse, tiim anlatim de8ismez. Eklentinin
bagina katsay1 koyulursa da degismez. Bu da F;’nin egsiz olmadig1 anlamina gelir ve
icindeki belirsizliklerin giderilisi icin esboliiniim kanitsavi kullanilabilir.

Dizge yoneyinin sayilabilir sonsuzlukta Kronecker {isliisii oldugu igin sonsuz
dogrucul ve bagdasik bir siradan tiirevli denklem takimi olusturulabilir ve katsayi
da degismez bir dizey olur. Bu evrim dizeyi olarak adlandirilir. Obek bicemli
ist Hessenberg yapisinda yazilabilen evrim dizeyi asal kdsegen altindaki kosegenin
sifirlardan olusabilisi i¢in uzay genisletimi uygulanarak iist iicgencil bi¢cim (ing:
triangularization) elde edilir. Bunun yarar1 da 6beklerin 6zdegerlerinin biitiin evrim
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dizeyinin 6zdegerlerini betimleyecek olan bir olgu olusudur ve sonlu Obeklerle
caligmanin yiiksek yalinlikli olusudur. Asal kosegen sagindaki kosegenlerin sonlu
sayida kilinabilisi i¢in sag yan iglev yoneyi devrigi ile yonelegim iglecinin carpimi
olarak tanimlanan "evrim isleci" altinda kapali olan bir islev kiime 6gelerini yeni
bilinmeyenler olarak alip onlarla ilerlemek olanaklidir. Boylece, sonlu sayida
asal kosegen islevi ve sifirdan farkli obekleri olan kosegenler ortaya c¢ikar. Bu
durumda, f ile gosterilen toplamdizisi ¢cok¢okterimliye indirgenmis olur. Bu olguya
da cokgokterimlilik (ing: multinomiality) ad1 verilir. Cokg¢okterimli yapilar da ikinci
derece cokcokterimli yapilarina indirgenebilir. Ikinci derece ¢okcokterimli yapilar
asal kosegen ile onun sol ve sag en yakin komsularini iceren yapilardir. Sonunda
denklemler evrim dizeyinin bu o6zellikleri olan siradan tiirevli denklem kiime’sine
doniistiiriilebilir.

Degismez Eklenimli Uzay Genisletimi (DEUG) olgusu ile dizge yoneyine bir
degismez ekleyerek evrim dizeyindeki asal kosegenin iizerindeki 6beklerin uygun bir
birim dizeyle orantili yazilabildigi duruma getirilebilir. Dolayisiyla, siradan tiirevli
denklemin ¢6ziimii evrencil bir yapi icerisinde giindeme getirilir. DEUG ile Fy sorunu
ortadan kalkar. Buradan da rakgoriir dizeyler ile ilgili acilimin degistirimi giindeme
gelir. Seyrekligi cok yiiksek olan bu anlatimlar ¢cok sayida O icerir. Irakgoriir dizeylerde
birim dizeyle Kronecker ¢carpimlari elde edilir. Diger bir deyisle sifirlart bol olan ¢ok
biiyiik dizeyler elde edilir. Dolayisiyla bol sifirlarla ugragsmak yerine dikdortgencil
yapilart sikistirarak, icinde dogrucul olmayan yapilar tasisa da, bir dordiil dizeyin
baglangi¢ yoneyi iizerine etkisiyle olusan yapiya odaklanilir.
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COMPACTION WITH SQUARIFICATION OF TELESCOPE MATRICES
OF KRONECKER POWER SERIES PRODUCED BY
PROBABILISTIC EVOLUTION THEORY:
HENON-HEILES SYSTEMS

SUMMARY

Probabilistic evolution theory may be used in the solution of initial value problem of
explicit autonomous ordinary differential equations. Explicit means that the highest
order derivative may be separated to appear on one side of the equality. On the other
side, the smaller order derivatives of unknowns and unknowns themselves appear. The
order of the equation may be higher than 1. A higher order ODE may be converted to
a set of first order ODEs through introduction of new unknowns. Therefore,

xi(t) = fi(x1,...,x0,1), i=12,...,n @)

may be formed. Here, n shows the total number of unknowns. The equations have
temporal derivative of x unknowns on the left hand side. On the right hand side, the
descriptive functions (right hand side functions) depend on the unknown functions
and ¢t. The fact that ¢+ shows itself explicitly in addition to appearing through the
unknown functions, may be problematic in decomposition methods. For that reason, it
is important to form an equation set where ¢ dependence is only through the unknown
functions.Instead of ¢, it is possible to put x,;; where x,; is the newly introduced
unknown function. The temporal derivative of x,, 1 is 1. Therefore, (n+ 1) equations
with (n+ 1) unknowns is formed such that 7 dependence on the right hand side is only
through the unknown functions. Such equations are known as autonomous equations.
Autonomy is formed through the extension of space; increasing the dimension of space
spanned by the unknowns by 1.

In order to solve the ODEs for the unknowns, the appropriate initial condition must be
provided. It may be the case that they are given at value t = 0. Thus,

xi(0)=a;, i=12,...,n (8)
is under consideration. It is possible to show this in a more compact form as
x(t) =f(x), x(0)=a 9)

where the vector shown under the function at the right hand side is the system vector.
The initial vector is a having the elements a; through a,,.

Multivariate Taylor expansion of the right hand side is possible. However, it is also
possible to form somewhat more compact expressions through Kronecker power series.
The system vector shown by s is

()= [s1(6) a0 = [ (a0 =) . (xal) )] (10)
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where superscript e denotes the coordinate of the expansion point. The Kronecker
product of s by itself forms a vector with n” elements. The Kronecker power operation
denotes sequential Kronecker squaring. Thus,

s)*"=s(t)®...@s(t)

s1(t)s(r)@m=1)

§(1) 0 = 1 (11)

is under consideration. As a convention, Oth Kronecker power is taken as scalar 1.
Using in (8)

f) = ¥ Fjs(r)® (12)
Jj=0

may be obtained. F; have various sizes in order to be compatible with the vectors
they are acting on. They represent transformations from 7/-element space to n element
space. Therefore, F; is an n x n/ matrix. As j increases, the horizontal rectangularity
of the matrices also increases.

By using this structure in the ODE set and after some algebra, a formal solution may
be obtained. This formal solution involves the application of certain matrices on the
Kronecker powers of the vector related to the initial conditions. This is only possible
through certain properties of the right hand side functions. To be more exact, it is
possible for conical right hand side functions. Second degree right hand side functions
may be formed into a set where purely second degree terms appear on the right hand
side. That is possible through the use of certain flexibilities. These flexibilities come
into existence through two reasons: the use of constancy adding space extension and
the nature of Kronecker power operation.

This thesis focuses on the use of what is called squarification, a newly proposed method
to decrease the computational burden of probabilistic evolution theory. Squarification
helps us to avoid Kronecker powering operation through introducting initial value
dependence on the coefficient matrices. Different aspects of the squarification
procedure is detailed, also focusing on certain reductive cases. In addition, an
application to a Henon-Heiles system is given in detail examplifying each step of
probabilistic evolution theory.

The right hand sides of Hénon-Heiles which is defined with four equation, can be
written as second degree multinomial ODEs as follows

X1 =X (13)

Xy = —x1 —2x1Xx3 (14)

X3 = x4 (15)
Xg=—x3—(xF—x3)=—x3—x}+x3 (16)
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Substituting this ODEs, x = Fo + Fx; + szé®2 can be constructed as follows

0 01 0 07[ux
N 10 0 0] x
X= 10Tl 0o 0 0 0] x
0 0 0 =1 0] | x4
0 0 0 000000 000000 O0] [x 1%
L, |00 -100000-10000000]||x/|
000 000000 000O0GOOO]| xs
| -10 0 00000 0 0100000/ |x

After "Constancy Adding Space Extension (CASE)" is applied, the Fy, F; and F; can
be rewritten as extended. Since the solution of the Hénon-Heiles system can be found,
it is formed algorithms which is composed of using the recursion of Squarification is
given below by Mupad.

=l g
Si=1) (] A )LFaska-ISj—l—ka j=1,2,.. (18)
k=0

Using the different initial conditions, the results are detailed for truncation orders and
different iteration differences.

xXxiii






1. GIRIS

Olasilik¢il evrim kurami belirtik ve siradan tiirevli denklemin ya da denklem
takiminin baslangi¢c deger sorununun ¢oziimiinde kullanilan 6nemli bir olgudur. Bu
baglamda bilimcil yazinda bircok calisma yapilmigtir. Bu calismalarin baglicalari
olarak [1-7] gosterilebilir.  Tiimeyaygin bir yapida olan OLEVKU genellikle
buyrukdizileme i¢in uygun olan ayriklastirnm tabanli yontemlerin yanilgi yigilimi

sorununu icermemektedir. Bu da bize kolayliklar saglamaktadir.

Bu savin ilk boliimiinde evrim dizeyinin olusturumu ve bicimcil ¢oziimil {izerine
odaklanilmis ve kesme yaklastirimi ile yaklasik ¢oziimiin elde edilebilmesi icin

izlenecek yollar ayrintilandirilmistir.

Kesme yaklastiranlarinin ¢oziimciil olarak olusturabilmesi i¢in siradan tiirevli denklem
takimindaki sonsuz 68eli katsay1 dizeyi iiggencil yap1 haline getirilir. Bunun igin
de genellik yitimlerinin en aza indirgenebilmesi ve tekilliklerden kaginilabilmesi i¢in

uzay genigletimi olgusu kullanilacaktir.

Bu savin ii¢iincii boliimiinde dizge yoneyi genisletilerek olusturulan siradan tiirevli
denklemin katsayilar1 belirlenmis ve esneklik olgusu incelenmistir.  Kolaylik
saglanmas1 icin birinci katsayr dizeyi birim dizeyle Olgeklendirilmistir.  Boy
coziimlemesi yapilarak OLEVKU nun yakinsayim bdolgesi olusturulmustur. DEUG
baglaminda boy dordiilii enkiiciikleyimi kullanilarak OLEVKU’da ortaya ¢ikan

esneklikler iyilestirilmistir.

Henon-Heiles dizgesiyle olusturulan siradan tiirevli denklem takiminin F; dizeyi 5 x
25 tiiriinde bol sifirlardan olusan bir dizey olarak ortaya ¢ikmistir. Yakinsamayi uzay

genigletiminin oldukg¢a etkiledigi gozlemlenmistir.

Bu savin dordiincii boliimiinde 1rakgoriir dizeylerin dordiillestirimi olgusuna
odaklanilmistir. Tikizlastirim icin F dizeyinin 6beklerinin bakisimli ve degistirimli

olma, esit olma ve birim dizeye esit olma 6zellikleri incelenmistir. Dordiillestirilmis



wrakgoriir dizeyleri baglaminda S’lerin 6zyineleyigli yapist giindeme getirilerek

betikleyis yapilmugtir.

Bu savin son boliimiinde dort denklem takimindan olugsan Henon-Heiles dizgeleri
ikinci dereceden ¢okcokterimli siradan tiirevli denklem takimi olarak yazilmistir. Bu
denklemin ¢6ziimiinde Dordiillestirim kullanilan OLEVKU yo6ntemi ile kullanilmayan
OLEVKU yontemi karsilagtirilmistir. Baglangi¢ degerleri arttirildiginda sonuglarda
nasil bir etki yarattigi olgusu incelenmigtir. Kesme kerteleri arttikga sonuglarda
ve yineleme farklarinda nasil bir degisim oldugu incelenmistir. Bu konuyla ilgili
betikleyis yapilmis ve sonuclar grafik ve tablolarla gosterilmistir. Bilimcil yazinda

bununla ilgili caligmalar yapilmistir [66-71].

Bu sav, cokc¢okterimli islevlerden olusan bir siradan tiirevli denklem takiminin
baslangic deger sorununun c¢oziimiinde dizey boyutlarinin biiyiitiildigii yapidan
kacinmak icin boyutlar1 degismeyen dizey ve yoOneylerle calismayir olanakl
kilan dordiillestirilmis 1rakgoriir dizeyleri arasinda bir Ozyineleyis elde etmeyi

amaclamaktadir.

Tez siiresince olasilik¢il evrim yaklastmi ya da kurami baglaminda kullanilan

kaynaklar asagida orneklendirilmistir.

Evrim dizeyinin izgecil Ozelliklerinin ve uzay genigletiminin giindeme getirildigi
calismalar [1-3] Ornek gosterilebilir. ~ Siradan tiirevli denklem takimina taban
olusturacak caligmalar [4-7] 6rnek gosterilebilir. Verilen bir dizgenin yalinlastirrmina
ve evrim dizeylerinin olusturumuna yonelik ¢aligmalar [8-11] da giindeme getir-
ilmektedir. Iki kosegencil evrim dizeyinden Ozyineleyis yapisi olusturumu [8],
bu yapmin Van der Pol denklem takiminda kullanilmasi [9-10] calismalarinda
giindeme getirilmektedir. Tekilliklerin yol agtig1 sorunlarin giderilmesine yonelik
calisgmalar [12] de giindeme getirilmektedir. Liouville isleybilimi baglamindaki
caligsmalar [13], basal isleybilimi baglamindaki caligmalar [14], nicem beklenen deger
evrimine yonelik caligmalar [15], gokcisim isleybilimine yonelik c¢aligmalar [16],
iki bilinmeyenlilige uygulanima yonelik ¢alismalar [17] de giindeme getirilmektedir.
Basal dizgelerde yiiksek kerteliligin islendigi yap1 [18] ¢alismasinda yer almaktadir.
Gizilgiic ve Hamilton isleclerinin oldugu yapilarda uzay genisletimi konusu [19-22]

calismalarinda giindeme getirilmektedir. Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar



Gosterilimi’ne uygulamim [23] ornek olarak gosterilebilir. Baglangi¢ kosullarinin
yaratti1 sorunlarin giderilmesine yonelik calismalar [24-25], 6zerk ve belirtik siradan
tiirevli denklem takiminin baglangic deger sorununun c¢oziimiinde genellestirmelere
yonelik [26-27], yakinsaklik ¢oziimlemesi ve kesme yaklastiranlarinin giindeme
getirildigi ¢aligmalar [28-29], evrim dizeyinin igle¢lerinin 6zislevlerinin kullanilarak
yakinsayisin incelenmesine yonelik caligmalar [30-31], nicem dizgeler ve uyum-
suz salimim i¢in yakinsayis sorunun ¢oziimiine odaklamildigi calismalar [32-34]
ornek olarak gosterilebilir. Katsay1 dizeylerinin esnekliklerinin kullanilarak tekil
yoneylerinin irdelenmesine yonelik calisma [35], Kronecker isliisiiniin belirlenimine
yonelik calisma [36], uzay genisletiminin ayrintilandirilmasina yonelik calisma
[37], c¢ekirdek aynstirilabilirli§i olgusunun giindeme getirildigi ¢alisma [38],
yakinsayist artirmak icin dizge yoneyinin isliilerinin dizge yoneyine eklenmesine
yonelik calisma [39], Kronecker iislii toplamdizileri esneklik yonetimi, g¢ekirdek
ayristirilabilirligi, uzay genisletimi ve irakgoriir dizeylerinin kullanilarak ¢oziim
olusturumuna yoénelik calismalar [40-41], degismezlik eklenimli uzay genisletimine
taban olusturacak calismalar [42], Padé oranlarinin kullamilarak Kronecker iislii
toplamdizileri i¢in islev yaklastirimi olusturumuna yonelik calismalar [43], 6zerk
ikinci derecelilige indirgeyime yonelik ¢alisma [44], ¢okdegiskenli Hausdorff devinim
probleminin ¢oziimiine iligkin ¢alisma [45], ozerk siradan tiirevli denklemlerin
coziimiinde Cokdegiskenliligi Artirilmigs Carpimlar Gosterilimi’nin kullanilmasina
yonelik ¢calisma [46], olasilik¢il evrim kuramuyla ilgili yapilan ilk caligmalar [47-48],
dordiillestirim olgusuna taban olusturacak calismalar [49-50] o6rnek gosterilebilir.
Hénon Heiles kiimesinin olusturulmasi ve ozellikleri [51-52] kaynaklarinda giindeme

getirilmektedir. Tez baglaminda yapilan calismalar [53-57] olarak gosterilebilir.






2. BELIRTIK VE OZERK SIRADAN TUREVLiI DENKLEMLERIN
BASLANGIC DEGER SORUNUNUN COZUMU ICIN OLASILIKCIL EVRIM
KURAMI

2.1 Birinci Kerteden STD Kiime’si icin Olasilik¢il Evrim Kuram

2.1.1 Sorun’un tanimi

Olasilik¢il evrim kurami, belirtik (ing: explicit) ve 6zerk (ing: autonomous) bir siradan
tiirevli denklemin ya da denklem kiime’sinin baglangi¢ deger sorununun ¢dziimiinde

kullanilan 6nemli bir olgudur. Ilgilenilen siradan tiirevli denklem kiime’si

E0)=f(&1), &£(0)=a (2.1)

biciminde oldugu 6ngoriilsiin. Bu denklem kiime’sinin birinci kerteden (ing: order)
belirtik ve sag yan islevlerinin ¢+ zamanina gore & islevlerine bagimli oldugu
goriilmektedir. Burada ¢6ziim elde edebilmek icin sonlu bir bolgede tekilligin olmadigi

durumlara odaklanilacaktir.

2.1.2 Betimleyici islevin toplamdizi acilimi ile dogrucul denklem kiime’lerinin

olusturumu

(2.1)’den sag yan iglevinin toplamdizi acilimi (ing: series expansion)
> J
SWIGOEE 22)
j=0

bicimindedir. Burada sag yan iglevinin x(") noktasindaki Taylor aciliminin dogal say1
J

iisliilerinin, birbirinden dogrucul bagimsiz oldugu ongoriilen, (E(z‘) —xlr )) taban

islevlerinden olustugu ongoriilmektedir. Bu taban iglevlerinin zamana bagimli x;(z)

islevleriyle gosterildigi gozoniine alinirsa

x(1) = (5(:) —x<f>>j, i=01,... 2.3)

yazilabilir. Burada baslangi¢ zamaninin sifir oldugu gbézoniine alinirsa

x;(0) = (a—x(’>)j, i=0,1,... (2.4)
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biciminde bir taban islevi elde edilir. Bu denklemde (2.1)’deki baglangic kosulu

kullanilmigtir. (2.3)’{in her iki yaninin tiirevi alinirsa

xj(t) = J’Xi—l(t)é(t) |
= X (60-) (g0 -47)

- jk;fk () —) "

= Y fixirj1(t) 2.5)
k=0

biciminde taban iglevlerinin zamana gore tiirevi elde edilir. Burada (2.1)’deki &(¢)
yerine f(&(¢))’in Taylor agilimi kullamlarak bir adet bilinmeyen ve denklemden
sonsuz adet siradan tiirevli denklem elde edilmistir ve kesin olarak dogruculluk

saglanmistir. Bunun tam evrigi durumlarda da (sonsuz denklem yerine bir denklem

ile) ilerlenebilir. (2.5)’den
xj(t) :j;kakﬂl(t), j=0,1,..., (2.6)
bagintisi yazilabilir. Baglangi¢ kosulu ise
x;(0) = (a - x(”)j 2.7)
bi¢cimindedir.

2.1.3 Olasilikcil evrim dizeyinin belirlenimi

(2.6) denklemi j degerleri kullanilarak dizeycil olarak

Xo(t) 0 O o - xo(t)
(1) fo i Lo - x1(t)
(1) 0 2fo 2fi -~ | | x(1)
50 [T100 0 3f - | | 10 @5
)C4(l) )C4(l)
biciminde gosterilebilir. Burada f’lerden olusan sonsuz dizeyi E ile simgelenirse
x(t) = Ex(1), (2.9)

biciminde daha yalin bir denklem elde edilir. Buradaki E dizeyine evrim dizeyi adi

verilir.



2.1.3.1 Bigimcil ¢oziim

(2.9) denklemi baglangi¢ kosulu altinda her iki tarafin tiimlevi alinarak bigimcil olarak
coziildiigiinde

x(1) = e'Fx(0) (2.10)

biciminde bir denklem elde edilir. Burada iistel dizeyin belirlenimi i¢in evrim dizeyinin
ozikilileri kullanilacaktir. (2.8)’deki evrim dizeyinin kdsegenin altindaki kdsegenden
sonra dibe dogru sifirlardan olustugu ve Obek bicemli {ist Hessenberg yapisinda
oldugu goriilmektedir. Bu bi¢im, denklemlere varolan bilinmeyenler tiiriinden yeni
bilinmeyenler ekleyerek, yalnizca asal kosegen ve iistiindeki kosegenlerin sifirdan
degisik degerli oluglar1 saglanabilmektedir ve bu yeni yapiya da tistiiggencil bi¢im adi
verilmektedir. Burada da evrim dizeyinin 6zikilileri incelenecektir. Evrim dizeyi ile

(2.7) baglaminda baslangi¢ yoneyinin ¢carpimi

0o o o -7 1 T
fo i o - a—x") )
Bx0)= | o o sp o || (=), @11
(a_xm)
biciminde gosterilebilir. Bu ¢arpim gerceklestirildiginde
_ 0 | -
> J
Jgofj <a _X(r)>~+1
Ex(0)= | X2 (a—x(’)>j 2.12)
o Jj+2
,~§o3 fi (a —x<r)>

bir yap1 ortaya ¢ikar. Burada toplam olarak goriinen biiyiikliikler f tiirlinden yazilirsa

asagidaki yapiya biiriiniir.

Ex(0) = | f(a=2")2(a—x0) (2.13)




bi¢ciminde elde edilir. Burada, f (a —xr )> ortak carpan oldugundan o esitlik

Ex(0) = f (a _ x(r>) 2 (“ B x(r)> (2.14)

_ a—lx(r) |
2
Ex(0) = f (a ") 2. E‘“ij} 2.15)
a—x

biciminde de gosterilebilir. Bu esitlik de daha yalin olarak

Ex(0) = f (a —x<r>> a%x(O) (2.16)

biciminde de yazilabilir.

2.2 Ikinci Kerteden STD Kiime’si icin Olasihikcil Evrim Kuram

2.2.1 Sorun’un tanimi

Ikinci kerteden bir bilinmeyenli 6zerk zamana bagimli siradan tiirevli denklemi iki

baslangi¢ kosulu altinda

E(r)=1(&@), &(0)=a, &0)=b (2.17)

biciminde gosterilebilir. Betimleyici islevin Taylor ag¢iliminin ve taban islevlerinin
sirastyla (2.2) ve (2.3)’deki gibi oldugu gbz Oniine alinirsa taban iglevinin baslangig

zamanina gore tiirevi

i1
#(0) = j(a—x(r)> b, (2.18)
biciminde gosterilebilir. (2.3)’iin zamana gore ikinci tiirevi, (2.4) denklemi baglaminda
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j=0,1,2,... (2.19)

bicimindedir.

2.2.2 Betimleyici islevin dolaysiziislii toplamdizi acilimm

(2.19)’da bilinmeyen islevin ikinci tiirevi (2.1) ve (2.17) kullanilarak
o k
:ka(g(t)—x“)) L k=0,1,2,... (2.20)
k=0
bi¢iminde yazilabilir. & (¢)’yi bulabilmek i¢in her iki tarafin tiimlevini alirsak

%émz = S+F(EW) (2.21)

bi¢iminde bir yap ortaya ¢ikar. Burada F (§) ve ¢’nin asagidaki gibi oldugu goz niine
alinmaktadir.
&) _
FO)= [, dEFE) 2.22)
X
c=b*—2F(a) (2.23)

f(&(¢)) nin tiimlevi, diger bir deyisle F(&(z))

PEm) = ¥ piy (60 -+7) .24

bicimindedir. (2.20), (2.21) ve (2.24) kullanilarak (2.19) esitligi

5(0) = cj(j=1) (80 -+’
v oG=1) i kz-%kl (g(;) _x(r)>j+k2

=0,1,2,.. (2.25)

biciminde ortaya ¢ikar. Bu esitligin sag yaninin taban islevleri (2.3) denklemi

baglaminda simgelenirse



(1) = cjG=1)xj2(t)

. o 2fk
+ JG-1)) = xie
Skt

+ J'Z JiXjrk—1
k=0
j=0,1,2,... (2.26)

biciminde yazilabilir. Burada bagdasik, dogrucul ve Ozyineleyisli siradan tiirevli

denklem kiime’si olusturulmustur. Buradan daha yalin olarak
X(t) = Ex(t) (2.27)
bi¢ciminde elde edilen denklemin
x(t) = [xo(t) x1(2) ...] (2.28)

baglangi¢ kosulu altinda oldugu giindeme gelir.

2.2.3 Olasilik¢il evrim dizeyinin olusturumu

(2.26)’min birinci toplamindaki cj(j — 1) yerine E®), ikinci toplamindaki j(j —

)Y kz%"l yerine E® ve ictincii toplamindaki ) f; yerine E(M yazilirsa evrim dizeyi
k=0 k=0

E=E"D +E® 1 EOC) (2.29)
olarak gosterilir. O halde evrim dizeyleri
0 0 0 0
fo i L2 3 -
ED=1| 0 2fp 2fi 2f» - (2.30)
0 0 3fo 3fi
[0 0 0 o0 1
o0 0 0 -
E?=|0 1fo %fl %2 (2.31)
0 0 £fo FH -
[0 0 0 0 00 1
0 0 0 0 00
2¢c 0 0 0 00
E®=|[ 0 6 0 0 00 (2.32)
0 0 122 0 00
0 0 0 20c 00
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bicimlerinde elde edilir. Baglangi¢c zamanina gore taban iglevleri yoneyi ve tiirevi, (2.4)

baglaminda

[
—~
e
~
I
/N
N
|
=
=
N————
[\S)
Il
Rt

=b— (2.33)

biciminde yazilabilir. Bu denklemleri (2.27) ile birlestirirsek

_da

X(1) =Ex(r), x(0)=a, (0)=""

(2.34)

bi¢iminde bir baslangi¢ sorunu ortaya cikar. Ikinci kerteden sonsuz bagdasik dogrucul
siradan tiirevli denklem kiime’si, x(¢) bilinmeyen yoneyinin birinci tiirevine esdeger
yeni bir bilinmeyen tanimlayarak iki tane birinci kerteden sonsuz dogrucul ve bagdasik
siradan tiirevli denklem takimi yoneyine indirgenebilmektedir. Evrim dizeyinin izgecil

ozellikleri kullanilarak

Ee!) =g, j=123,... (2.35)
ETe‘sg) = 81656), j — 1,27 3, “e. (236)
biciminde yazilabilir. e&g) ve eg.r), sirastyla sol ve sag Ozyoneyleri gostermektedir.

Dikgenlik ve birimboyluluklari

el = 5, (2.37)

biciminde yazilabilir. Her bir 6zyoneyin cebircil ve uzamcil (ing: geometrical)

cokkatlilig1 ayni1 ise bu denklemin izgecil ayrigtirimi

E=Y epelel (2.38)
=0

biciminde gosterilebilir. Cebircil ve uzamcil ¢okkatlilik esitligi evrim dizeyinin sag
OzyoOneylerinin biitiinliigiinii ortaya c¢ikarir. Bu bagintilar baglaminda (2.18)’in tiimlevi

alindiginda

x(t) = Y &(1)e! (2.39)
=1
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biciminde bir denklem ortaya cikar.
< (1) = Of P
Xj(t):ej x(t), j=1,2,3,... (2.40)

Burada bilinmeyen 68elerden olusan %;(¢) yoneyi acik olarak gosterilmistir. Bu
bilinmeyenleri bulmak icin olasilik¢il evrimdizeyi kullanilmaktadir. Bu durumda

(2.26) denkleminin ikinci kerteden zamana bagiml tiirevi
() =e%(), j=123,... (2.41)

biciminde elde edilir. Bu denklem c¢oziildiigii zaman o’lar keyfi degistirgeler olmak

uzere

(2)
%() = e’ +aed (2.42)

biciminde bir denklem ortaya cikar. Baglangic zamanina gore bu denklem ve tiirevi

o7

f(j(()) = 01+0p=¢" a
%,(0) = oclej(.l)Jr(xzs](.z):be(N% (2.43)

biciminde gosterilir. Boylece o degistirgeleri icin egsiz bir ¢oziim elde edilmis olur.

2.3 1ki Bilinmeyenli Belirtik Siradan Tiirevli Denklemlerin Coziimii icin

Olasilik¢il Evrim Kuram

Birinci kerteden belirtik ve sag yan iglevleri ¢oziimciil olan iki bilinmeyenli siradan

tiirevli denklemlerin baglangi¢ deger sorunu

X1(2) = f(xa(2),x2(1)), x1(0) =a
Xz(t) = f(xl(t>,XQ(t>), )CQ(O) =ay (2.44)

bicimindedir. Sag yan islevlerinin xgr) ve xgr) "ye gore Taylor a¢ilimi

fi (i (t),x2(t)) = i ifj(’,z (x1 (1) —x§’>)j (xz(t) _ng>)", i=12 (245
J=0k=0

biciminde gosterilir. x{) noktasindaki taban takimi ve sag yan islevlerinin yoneyi

s(t) = { x1(1) —x(’i ] (2.46)

xo(1) —xUr
biciminde yazilabilir. Burada s ile simgelenen dizge yoneyi bagimsiz degiskenler
ile acilim noktalar1 arasindaki degisikligi gosterir. Bu durumda betimleyici islevin

12



Kronecker agilimi

T AE)n)
f() = [ b (1) oxa(0)) ] @47)

bicimindedir. f islevi dizge yoneyinin Kronecker {isliileri iizerinde bir sonsuz toplam

olarak gosterilebilir.

f(r) =) O (2.48)
k=0
Burada dolaysiz carpim Kronecker carpimi olarak da adlandirilir. Burada & kez ¢arpim
k uislii olarak gosterilmektedir.

Bir dizge yoneyinin kendisi ile dolaysiz carpimi [sis” ...s,s’]|"

(k=1)"

bicimindedir.

. spsPEDTT

O halde dizge yoneyinin k. Kronecker iisliisii s¥% = [s;s®
Ozyineleyisli bagintist olarak gosterilebilir. Bir yoneyin sifirinct Kronecker {isliisii

uylasim geregi 1°dir. Birinci Kronecker {iisliisii ise yoneyin 0ziine esittir.
s =R)s (2.49)
(2.46) mn k. Kronecker iisliisii 2% yoneye sahip olur. (2.47)’de f(¥) ilk katsayis1, s®0 = 1

oldugundan

o[ 800
A (r) (r)

x] ,x2

(2.50)

biciminde bir yoney elde edilir. k = 1 ise f(1) katsay1 dizeyi fl(ll’c), fl(.lz’c), fz(ll’c) ve

fz(lz’c)’den olusur. Bu durumda

A () =) + 157 () =

s =1 70 " | (0 ")
i (a0 =x7 ) + £ (x() —x;

2.51)

biciminde yazilabilir. f (1) betimleyici islevini Jacobian dizeyi olarak

(%), ()

(1) _ X1 X2

= (%)r (%)r (2.52)
8x1 r 8)62 r

biciminde yazilabilir. Burada 2 x 2 tiiriinde bir dizey elde edilmistir. £ dizeyi f1(217c) ,

£, f2e) pl2a e p@e) g0 o 129 sselerinden olugan 2 x 4 tiiriinde bir

dizeydir. Bu durumda k = 2 ise bu denklemin sag yani
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(f(z)s®2>l _ fl(i,c) (Xl (1) —x@)z
+ (f](722,c) +f2(72{c)> (X] (1) —x@) (XQ(I) —xgr)>
+ ) (0 -4) 2.53)

biciminde yazilabilir. f; i¢in Taylor agiliminin ikinci dereceden ogeleri ile esitligin sag

yanlarinin karsilagtirimi i¢in

2 2
o _ 1 (9h 2o _ 1 (9*h
fii =7 (ax% Sl =g 9x3 (3%
20 o _ (9 (2.55)
1,2 2,1 axlaXZ . :
esitlikleri yazilabilir. (2.55)’de toplamlarin esdagilimi kullanilarak
2
2¢) 20 1 [ 9°fi
= = — 2.56
fip " =5 =5, <8x18xz ; (20
biciminde bir esitlik yazilabilir. O durumda
#20) _ 1( 3f
12 2! 8x18x2 r,
2
2¢ 1 [ 9°fi
= — 2.57
f2’1 2! (8)628)61 r ( )
biciminde bagintilar yazilabilir. f2)  katsayisiin  Kronecker iisliisiinde ilk

yataysirasinin yapist aslinda agilim noktasinda betimleyici islev fi’in dizey bi¢imine
acilabilmektedir. Aym sekilde £(2) katsayisinin Kronecker iisliisiinde ikinci
yataysirasinin yapist acilim noktasinda betimleyici islev f>’nin dizey big¢imine

getirilebilmektedir. (2.48) denkleminde de kullanilan zamana bagimli s** dizge yéneyi
se(1) = sk (1) (2.58)

biciminde gdz Oniine alindiginda bu denklemin tiirevi

k—1 )
sc()=Y s¥ (@ (): f(m)s®m(t)> @ s®k=i=1 () (2.59)
j=0 m=0

bicimindedir. Burada carpimlarin tiirevleri iizerinde Leibniz kurali (Carpimlarin

tiirevlenim kural1) kullanilmagtir.

s (1) = (Is(2))® = 178 (1) (2.60)
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Buradaki s®/(¢), birim dizey ile ¢arpimi bi¢iminde yazilabilir. Burada Kronecker
carpimin dagihm ozelligi kullamlmistir. s%/(¢) yoneyinin (2.59) denkleminin ikinci

0gesi ile Kronecker ¢arpimindan

s @EMs (1) = (157 (1) @ (€757 (1))
_ (I®j®f(m)>s®j+m([) (2.61)

biciminde bir esitlik elde edilir. Elde edilen bu bagint1 da (2.59)’un iiciincii 68esiyle

Kronecker ¢arpimindan
s (1) @ £ (1) 0 s2 k== (1) = (1®J‘ ™M g 1®<’<+1>) sEFM=1(7)  (2.62)
biciminde bir esitlik elde edilir. Dolayisiyla (2.59)
Sk(t) = i Eps“"(1), k=0,1,2,... (2.63)
m=0

biciminde evrim dizeyi kullanilarak yazilabilir. Burada sag yandaki sonsuz toplamda
s’i m. Kronecker iisliisii olarak yazabilmek icin (2.62)’deki m’ler yerine m —k + 1
yazilmahdir. Tiim E; ,,, 6bekleri i¢in m, k — 1°den daha az oldugu siirece sifirlanir. Bu
durumda evrim dizeyi

k=1

Ein= Y I @fm U e1t=i=U " tm=0,1,2,... (2.64)

j=0

biciminde yazilabilir. Evrim dizeyi

0 0 0 0

Eio Eip Eip 0

) )

E= (2.65)
0 Ey1 Eyp Eop
s(t) = [s® s¥1 2 ]T (2.66)
biciminde dizeycil olarak gosterilebilir. Bu baglamda
$(1) =Es(r) (2.67)

biciminde bir denklem yazilabilir. Burada E, degismez katsayili bir dizeydir. Bu
denklem bi¢imcil olarak ¢oziildiigiinde
s(t) = e®s(0) (2.68)
15



biciminde bir esitlik elde edilir.

Evrim dizeyinin iistiiggencil Hessenberg bicimi kesme yaklastiranlarinin yapisina ve
izgecil arastinmlara kolaylik getirmez. Dolayistyla bu durumdan kurtulmak i¢in (2.64)
denklemi m =k — 1 i¢in

k—1
Er =Y 190t 017 k=0,1,2,... (2.69)
Jj=0

biciminde yazilabilir. Betimleyici islevler ac¢ilim noktasinda uygun bir sekilde
sifirland1g1 zaman evrim dizeyi tiggencil 6bek biciminde giindeme gelir. m = k oldugu
zaman evrim dizeyi
k—1
Ee= Y I¥etfVeIé-V r=0,12,... (2.70)

J=0

biciminde yazilabilir.
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3. OLASILIKCIL EVRIiM KURAMI BAGLAMINDA DEGISMEZLIiK
EKLENIMLI UZAY GENISLETIMI

3.1 Sorun’un Tanimi

Evrim dizeyi, asal kosegenin altindaki kosegenden sonra dibe dogru hep sifirlar
iceren, obek bicemli, iist Hessenberg yapisinda yazilabilmektedir. Bu bicem, eski
bilinmeyenler tiiriinden yeni bilinmeyenler ekleyerek, yalniz asal kosegen ve iistiindeki
kosegenlerin sifirdan degisik oldugu bir yapiya doniistiiriilebilmektedir ve buradan
yeni denklemler elde edilebilmektedir. Buna istiiggencil bi¢im denilir.  Asal
kosegen obeklerinin 6zdegerleri, biitiin evrim dizeyinin 6zdegerlerini betimlediginden
ve bu obekler sonlu 6bekler oldugundan bize kolaylik saglamaktadir. Ancak, bu
durumda asal kosegenin iizerinin sifir olmayan kesiminin sonsuza dogru gitmemesi
icin neler yapabilecegi de arastinlmalidir. Sag yan islevleri, evrim igleci altinda
kapali bir yapiya sahip ise elde edilen denklemlerin sayilabilir de olsa sonsuz
sayida olmayis1 gerekmektedir. Kapalilif1 saglayan asal degerler sec¢ildigi zaman,
sifirdan degisik obekleri olan kdsegenler ve sonlu sayida asal kdsegen islevi ortaya
cikmaktadir. Bu kosegenlerin sayist sonlu oldugunda denklem yapisi ¢okcokterimliye
indirgenmektedir. Bu olgu Ingilizce’de multinomial olarak adlandirilmaktadir.
Dolayisiyla, herhangi bir siradan tiirevli denklem genellikle uygulayimcil agidan ¢ok
fazla bir yitim olmaksizin ¢cok¢okterimli duruma indirgenebilmektedir. Cokcokterimli
yapilar da ikinci derece cokgokterimli yapilarina indirgenebilmektedir.  Oteki
bir sOylemle, yatay ve diisey sirada sonsuz sayida oObegin olmadigi denkleme

doniigtiiriilebilmektedir.

Dolaysiziislii toplamdizi agilimlarinda ortaya ¢ikan sonsuz sayida terimler uygulayim-
cil agidan istenen bir durum degildir. Daha ¢ok sonlu sayida terimler iceren acilimlar
yeglenmektedir. Betimleyici islevler icerisinde de ¢okcokterimliler olabilmektedir.
Tek degiskenli durumlardan ¢ok degiskenli durumlara gegmek i¢in ¢cokcokterimlilik
kullanilmaktadir. Cokc¢okterimlilik, verilen dizgede 6ziinden varolmayabilir. Ancak,
uygulayimcil olarak, ¢ogu durumlarda bilinmeyenlerin bazi diger islevlerine bagh

olan ¢okgokterimli, betimleyici islevler icerebilmektedir. Oteki bir soylemle, bu
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oteki iglevler, yeni bilinmeyen islevler olarak tanimlanabilmektedir. Bu bilinmeyen
degisiklikler STD’lerin 6zlerinden daha ¢ok bilinmeyenler icerebilmektedir. Bu da
essizligin olmadigr anlamina gelmektedir. Bilinmeyenlerin sayisindaki bu olas1 artis

diisiiniiliirse bu olguya “Uzay Genisletimi” adi verilmektedir.

Uzay genisletimi, ¢cok degiskenlilik i¢in kullaniglt degildir. Uzay genisletimi ayn1 za-
manda ¢okterimliligi yalinlastirmada kullanilabilmekte ve STD’leri ¢oziimlerken yeni
bilinmeyenlerde ikinci derece cokg¢okterimli yap1 ortaya ¢ikmaktadir. Bu baglamda
tiim ¢okcokterimli yapilarin ikinci derece ¢cokgokterimli durumlara doniistiiriilebildigi
soylenebilir. Ikinci dereceliligi 6ngorerek (3.1) denklemi yazilabilmektedir. Bu

denklem ayni1 zamanda daha da yalinlastirilabilir.

Bir degistirge eklenimi ile bilinmeyenlerin sayist artirilabilmektedir. Buna da
Degismezlik Eklenimli Uzay Genigletimi (DEUG) adi verilmektedir. ~DEUG
uygulandig1 zaman elde edilen STD’de F( yoneyi ortadan kalkar. Eger F, sifir dizeyi,
F; dizeyi de birim dizey olsaydi, DEUG kullanilmasina gerek kalmazdi. Ancak, bu

durumda DEUG kullanilsa da bir olumsuz yaratmamaktadir.
Ikinci dereceden sag yanli, belirtik ve 6zerk STD’leri
(1) = Fo+ Fix(t) + Fox(1)*? (3.1)

biciminde yazabiliriz. Bu denklemde F,, F; ve F,, ¢ bagimliligi bulunmayan
biiyiikliiklerdir. Fg, n x 1 tiiriinde degismez (sabit) bir dizeydir. F; biiylikliigi de
n x n tiiriinde dordiil bir dizeydir. F, biiyiikliigii ise n x n? tiiriinde dikdortgencil bir
dizey olarak simgelenmektedir. F,’nin n x n? tiirinde olmasinin nedeni x(¢) yoneyinin
dolaysiziislii karesine etki etmesinden kaynaklanmaktadir. x(¢) yoneyi ise n 6geli
bilinmeyen islevlerden olusan bir dizge yoneyidir. Essiz bir ¢oziim elde edebilmek
icin

x(0)=a=la; ... a,)" (3.2)
ile verilen bir baslangi¢ yoneyi tanimlamak gereklidir. Tamimladigimiz baslangic

yoneyinin ogeleri sayildir.

3.2 Dizge Yoneyinin Genisletimi

“System” sozciligiinii cagristiran s ile simgelenen, #’ye bagimli, n sayida bilinmeyen
islevlerden olusan dizge yoOneyini a,y; degistirgesi ekleyerek DEUG baglaminda
18



genigletmemiz gerekirse

x(1)
s(t) = 33
( ) l An+1 ] (33)
biciminde bir bagka dizge yoneyi ortaya ¢ikmaktadir. Bu yodneyin zamancil tiirevi
alindiginda
- ®2
(1) = [ xg) } _ { Fy +F1X(t)0—|- Fox(1) } (3.4)

yapisinda bir yoney elde edilmektedir. Burada, a, belirsiz ama degismez bir sayil
oldugu i¢in tiirevi alindiginda O elde edilmektedir ve x(¢) yoneyinin tiirevi, (3.1)
denkleminde verildigi gibidir. s ile s Kronecker carpimi, diger bir deyisle, (3.3)
esitligindeki dizge yoneyinin dolaysiziislii dordiilii

x(1)2

sy =p | “rX0) (3.5)

an+21 X([)
an—i—l

biciminde giindeme getirilebilmektedir. Buradan n? 6geli ikili ¢carpimlardan olusan
bir yoney elde edilmektedir. Burada (n+ 1)> x (n + 1)? yerdegistirim dizeyi,

olusturulmugtur. Dondiiriim dizeyi, evriginin devrigine esit oldugu bir yapidadir.

3.3 Genisletilmis Dizge Yoneyi ile Olusturulan STD’in Katsayilarimin Belirlenimi

ve Esneklik Yonetimi

DEUG ile olusturulan bu dizge yoneyinin zamancil tiirevi, (3.4) esitligi baglaminda
(n+1)x (n+1) ve (n+1) x (n+1)? tiiriinden degismez 6gelerden olusan katsay1
dizeyleriyle

§(1) = Gs(r) + GoP 1s()®? (3.6)

biciminde bir STD yazilabilmektedir. (3.6) denkleminde tanimlanan dizeyler

1 1
o= Sz o
Gy Gy,
2 2 2 2
6= | S S S O n
Gy1 Gy Gy Gyy

bicimindedir ve (3.6) denklemi ile tutarli olmalidir. Bu iki dizeyde toplam 12 6bek

bulunmaktadir.
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G ve G; katsayi dizeyleri (3.6) denkleminde yerine konuldugunda

oy | CUXOPF G0 401 (65463 [ x(O) G +an G |
§(1) = ’ ’ ’ .
Gf}x(:)®2+ GX(1) + ans G§?§+G§§ x(¢)+an+ng2+ag+]G§j

) )

biciminde yeni bir yoney elde edilmektedir. (3.4) denkleminde gosterildigi iizere
birinci 6gesi Fo + Fix(r) + Fox(¢)®?, ikinci 6gesi ise 0’a esittir. Bu durumda (3.9)

esitliginin 6geleri
2 1 2 2 1 2
GUx() 7+ [61x (1) + an (6463 | x() + a1 6} +a2,, 6T
= Fo +Fx(r) + Fox(r)*? (3.10)

GO+ [0+ e (68 + 62 x() +ar G+ 2 G =0
(3.11)
biciminde dogrucul birlesimler olarak tanimlanabilmektedir. (3.11) denkleminde ise
katsayilarda 0’a esitlik soz konusudur. Buradan da asagidaki gibi esitlikler elde

edilmektedir.

G =F, G ta. (G§?§+G§?§):Fl, a,1GY) + a2, ,GY) =F, (3.12)

G =0, GV +ani (62+613) =0, a6l +a2 G6H =0 (.13

Bu denklemler baglaminda da yalnizca 6 obek, diger 6bekler tiiriinden yazilabilmek-

tedir.

3.4 Genisletilmis Birinci Katsay1 Dizeyinin Olceklenen Birimdizeylestirimi

Belirsiz olan G dizeyi, bilinmeyen bir 8 degistirgesiyle
Gi =Bl (3.14)

bi¢iminde yazilabilmektedir. Bu durumda (3.6) denkleminde G yerine BI,.;
yerlestirildiginde

§(1) = By 1s(t) + GoP s (r)®? (3.15)
biciminde bir yap1 ortaya ¢ikmaktadir. Bu denklem islev doniisiimiiyle bi¢cimcil olarak
coziildiigiinde

s(t) = eP5(r) (3.16)



biciminde bir sonu¢ elde edilmektedir. Bu islev doniisiimiiniin yardimiyla bu

denklemin zamancil tiirevi alindiginda asagidaki gibi yapilar giindeme gelmektedir.

5(t) = PGP 1s(r)®2 (3.17)
Br _ 1
e
u(t) = (3.18)
B
degisken doniisiimii de uygulandig1 zaman asagidaki gibi bir yapi elde edilmektedir.

5

z(”) — GoP15(u)*2 (3.19)
u

Bu esitlikte (3.21)’de tanimlanan baslangic kosullariyla, sag yandaki bilinmeyene gore

yalnizca dordiil yapida terimlerin bulundugu bir yap1 giindeme gelmektedir.

Buradan da ¢ yerine u(¢)’yi bagimsiz degisken gibi kullanarak

S(u) =5 (W) (3.20)

esitligi elde edilmektedir. Baslangi¢ yoneyini de
5(0)=[a1 ar ... an1]" (3.21)

biciminde tanimlamak olanaklidir.

3.5 DEUG ile Dordiil STD Kiime’sine Indirgeme Olgusu

Ikinci dereceden, belirtik ve dzerk STD ya da kiime’si, DEUG ile sag yan islevleri
dordiil olan bir STD ya da kiime’sine indirgenebilmektedir. GoP~!, rakgdriir bir dizey

olarak asagidaki gibi tanimlanmaktadir.
M, = (}zpi1 (3.22)

Baslangi¢ yoneyi de asagidaki gibi tanimlanabilmektedir.

a=[a; ar ... ap1]” (3.23)
Bu durumda (3.19) denklemi
5
Z(”) — M5(u)®2, §(0)=4 (3.24)
u

biciminde daha yalin bir bicimde yazilabilmektedir.
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3.5.1 Ozyineleyis ile genel bir yapi olusturulmasi

(3.24) denkleminin tiimlevi alindiginda

S(u)y=a+ /O udﬁM1§(ﬁ)®2 (3.25)

esitligi ortaya ¢ikmaktadir. Bu denklemdeki isi kolaylastirmak agisindan §(i2)®?’nin

bulunmasi gereklidir.

ds(u)®?
ST _ s, 5(0)2 = 52 (3.26)
du
M, =L, oM, +M, 21, (3.27)

bicimindeki tanimin gecerli oldufu Ongoriilerek (3.26) denkleminin tiimlevi
alindiginda

§(u)®? — 882 4 /O diaML5 () (3.28)

yapisinda bir esitlik ortaya cikmaktadir. Buradan elde edilen §(i1)*%’i (3.25)

denkleminde yerlestirdigimizde
u uj
§(u) = &+ uME°2 + / duy / disM M3 (1) 23 (3.29)
0 0

biciminde bir esitlik ortaya ¢ikmaktadir. Buradan da tek bir tiimlev kullanarak, daha

yalin bir bicimde
§(u):2~1—|—uM12~1®2+/ duy (u—uy) MyMo8 () @3 (3.30)
0

yazilabilmektedir. §(i7)*? icin (3.28)’de dolaysiziiciisliisiine bagimli duruma getirilip,
dolaysiziigiisliisii icin de denklem olusturulup, dolaysizdortiisliisiine bagimli duruma
getirilip denklem olusturulabilmektedir. Bu olgu bu bicimde yineleyisli olarak
stirecektir. Bu baglamda (3.32) ve (3.33)’deki tanimlara bagh olarak, genel olarak
asagidaki gibi yap1 olusturulabilmektedir.

j—1

k

u

=2
= k!

wm

1 u ; ;
T a%kt! +,7/ duy (u—u)) T8, j=0,1,2,...
k G-l 1(u—u1)” T8(ur) j
(3.31)
n/T1 boyutlu bir Kartezyen uzaydan n/ boyutlu bir uzaya doniisiim yapan M j» yatay
dikdortgen 1rakgoriir bir dizeydir.

j
T;=]]M, j=0,12,... (3.32)
k=1
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j—1 .
M; =Y oM e 1 j=12.. (3.33)
k=0
3.5.2 Yakinsaklik inceleyisi

Yakinsayis saptayisi i¢in (3.32) ve (3.33)’de verilen dizeylerden
IM; ]| <My, j=1.2,... (3.34)
IT; || <ML, j=1.2,... (3.35)
biciminde boy esitsizligi yazmak olanaklidir. Buradan da,
[ [ [ o] <1 (3.36)

yapisinda bir yakinsayis kosulu ortaya c¢ikmaktadir. Bu esitsizligin sol yanini
zamandan bagimsiz olarak kiiciiltmeye egilim gosterilirse, ||M;||[/a| carptminin en

kiiciik degerini elde etmek gereklidir.
IM|]> =1z (MIM,) =iz (M;MT]) (3.37)

(3.14) denklemi gozoniine alinarak G dizeyinin 6bekleri

1 1 1 1
G| =pL, G=0, GY|=0, G})

I ) )

B (3.38)

biciminde tanimlanabilmektedir. (3.12) ve (3.13) denklemlerinin ¢oziimleri

kullanilarak

1 ap41 An+1 Ayt (3.39)
, .
GY) -G3) :

) An+1

F, G LF-L1,-G67 LK
0 G?

yapisinda bir dizey elde edilmektedir.G, dizeyinin boy dordiilii alindi§inda

2 1
Gl = 1El? + [ 63+ | r - Lor 6
’ ap+1 ap+1 ’
1 2 2
+ ——|Fol>+2| G s (3.40)
n+ n+

biciminde bir denklem elde edilmektedir. (3.22) denklemini kullanarak yukaridaki

denklem
2 1
R A L N i T 1
’ ap+1 ap+1 ’
1 2) |12 2
+ IRl +2| 65| B (3.41)
an—H an—H
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2
biciminde yazilabilmektedir. =~ M; dizeyi, ngg bilinmeyen katsay1 dizeyinin

Ogelerinden birine gore tiirevi alinip, 0’a esitlendigi zaman

GH=0 (3.42)

)

2
biciminde bir olgu giindeme gelmektedir. Bu baglamda (3.12) denkleminde ngg

yerine 0 yerlestirilerek

2 , 2
+——[Fol|” + o

n+1 n+1
(3.43)

1 2
RIP Bt
an+1 an+1 ’

I = [P+ 6]+ }

biciminde bir denklem elde edilmektedir.Buradan da asagidaki esitlik elde edilmekte-
dir.

1
F_ P L, -G

2 2
n+1 . 1 2
= e e I )
An+1 an+1 ’ an+1

n+1 an+l

. 1 Tr
+iz { ( F|— GQ) (—Fl - G%) } (3.44)
A1 ' An+1 7

B’ya gore tiirevi alinip, 0’a esitlendiginde

iy
B= 30 (F1—a.1163) (3.45)

biciminde bir denklem elde edilmektedir.

1 ﬁ 2 2 2 n . 1 2 ﬁ
Fi- HeR) = (w6
ap1 ap1 a,i1 ap+1 an+1
. 1 2 T 1 2 ; )T (2
+Iz{ ( F| -G g) (—F1 ~ G\ g) } +iz(6 61)) (3.46)
nt1 ’ nt1 ’ s

(2)

esitligi i¢in de G,’,’e gore eniyileyis yapilacak olursa, f tiiriinden Ogeler elde

2
I, —Gﬁg

edilmektedir.

1
G@} — R, jk=12,....n, j#k 3.47
[ 1,2 ik 2an+l[ 1]],]{7 J it 3 1 J;é ( )

Ayni1 yoldan kdsegen 68eler icin de asagidaki gibi sonug elde edilmektedir.

1 B
G(Z)] = F|..— , J=12,...0n 3.48
[ 1215, 2ap+ | I]J’J dap+ / ( )

(2)

Bu olusturdugumuz denklemlerle B degistirgesi tiiriinden G, dizeyinin tiim 6geleri

elde edilmektedir.
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B degistirgesini de elde etmek icin (3.48) denklemini 6nce j ve k degerlerini es alip

sonra j lizerinde 1’den n’ye dek toplayarak

n

iz (G1}) = L) - (3.49)

 2a,41 day1
biciminde bir yap1 ortaya cikarilabilmektedir. (3.45) denklemi bu denkleme
yerlestirildiginde B degistirgesi igin

2

p= Tn+8

cz(Fyp) (3.50)

ile verilen yap1 elde edilmektedir. Bu durumda 8 degistirgesi tiiriindeki tiim 6gelerde
belirsizlik ortadan kalkmaktadir ve eklenen a,; degistirgesi i¢cin M dizeyinin boyu

enkiiciiklenmis olacaktir.

25






4. DORDULLESTIRIM

4.1 Sorun’un Tanimi

Savda OLEVKU baglaminda, sag yanlar1 verilen ikinci derece ¢okc¢okterimli iglevler
olan birinci kerteden, belirtik, 6zerk siradan tiirevli denklem kiime’lerinin baglangic
deger sorunlariin ¢oziimii i¢in etkin bir yontem gelistirilmistir. Savin bu boliimiinde
onceki boliimlerde sunulan dizey boyutlarinin biiyiitiildiigii yapidan kag¢inmak icin
birim dizeyler ile Kronecker carpim kullanilarak dordiillestirim olgusu {izerine
odaklanilmistir. Cogunlukla bilgisayar bilimlerinde kullanilan Dérdiillestirim (ing:
Squarification), herhangi bir koseyi uzamcil olarak dordiil yapiya ¢evirme olayina

denilmektedir.

Ikinci derece cokgokterimlilik acisindan diisiiniildiigiinde ikinci dereceden siradan
tiirevli bir denklem uzay genisletimiyle (3.1) yapisina getirilebiliyor. Ozyineleyislik
kurulmasinda karsilasilan Fy sorunun ortadan kaldirilabilmesi i¢in onceki boliimde
de ayrintilandirilan DEUG yapis1 giindeme getirilir.  Dolayisiyla Fo’in 0 olarak
aliabilecegi 0zel bir yapiya indirgenir. Bu baglamda (3.1)’in ¢6ziimii yakinsak olmak

kosuluyla

g L (1= : ®(j+1)

x(t) = —e ZF 5 T;a®V (4.1)
j=0

yapisinda olan bir Kronecker toplamdizisi bi¢imindedir. DEUG kullanimiyla

Fo=0, F,=-pI, (4.2)

bi¢iminde ortaya cikan yeni yapi F;’in say1l olan 8 degistirgesiyle ilgili birim dizeyle

orantililik kavramini giindeme getirmektedir. (4.1)’deki T ;’ler

j
T;=[[Mi, j=0,1,2,... (4.3)
k=1

biciminde M’lerle simgelendirilen dizeylerin carpimidir. Bu dizeylerin her biri n/
sayida yatay sirasi, n/*! sayida diisey sirasi olan dikdortgen dizeylerdir. Hem eni

hem de boyu biiyiiyen dikdortgenler dizeylerin yan yana gelmesiyle olustugu icin tiim
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carpim dizey rakgoriir (ing: telescope) yapisinda ortaya ¢ikar. Buradan M;, dizeyi

k—1
M= Y IeFoL 1 k=12, (4.4)
/=0

biciminde giindeme gelir. Burada tek gozli diirbiin de denilebilen *monocular’
sOzcuiglinii cagristiran M’ler son derece seyrek bir yapiya sahiptir. Buradaki iireteg

dizeyi F, dikdortgen bir dizeydir. Buradan ilk {i¢ terim tanimlanacak olursa

M, =F (4.5)
M; = (FI)+ (I&F) (4.6)
M; = (FoI??) + (IeF®I) + (I ©F) 4.7)

biciminde giindeme gelir. Buradaki bagintilar kullanilarak irakgoriir dizey yapilar

elde edilebilir. j, 0 olarak alindiginda tanim olarak ilk irakgoriir dizey
To=1 (4.8)

biciminde giindeme gelmektedir. T{, M;’e, T2, M| x My’ e ve Tz de M| x My x M3’e
esit oldugundan

T, =F (4.9)

T, = F[(FoI)+(I®F)]

= F(FRI)+F(I&F) (4.10)

T3 = F[(FoD)+(IeF)]|[(FoI®)+(IxFxI)+ (I*°®F)] ®@.11)

biciminde yapilar giindeme gelir.

4.2 Irakgoriir Dizeylerin Dordiillestirimi

Seyrek ve bol sifirli olan rakgoriir dizeyle a yoneyinin ilgili Kronecker iisliisiiniin
carpimi dordiillestirim ile daha tikiz bir yapida yazilabilir ve seyreklik ortadan

kaldirlabilir ya da en az diizeye indirgenebilir. Ik denklemdeki T ja®j +1 carpimi
T;a®% " =S;(a)a=S;, j=0,1,2,... (4.12)

bi¢iminde yazilabilir. Buradaki amag S;(a) dizeyini yalin bir bigimde belirlemek ve

bilgisayarda buyrukdizilendirilebilecek bir yap1 olusturarak seyreklikten kurtulmaktir.
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Buradaki S;’ler “Dordiillestirilmis Irakgoriir Dizeyler” (ing: Squarified Telescope
Matrices), kisaltilmis1 “SquTelMats” olarak adlandirilir. S;(a) dizeyleri yukaridaki

yapilar da kullanilarak essiz bir bicimde bulunabilir. j = 0 ise (4.8)’den
Toa=a=Sp(a)a = Sp(a) =1, (4.13)
sonucu giindeme gelir. I birim dizeyi n x n tiiriindedir. j = 1 ise (4.9)’dan
T;a%? = M a%? = Fa®? (4.14)

biciminde giindeme gelir. F dizeyi n x n? tiiriinde bir dizeydir. Bu dizeyin, n sayida

dordiil alt dizey yerlestirilerek, boliiniimii gondeme getirilebilir.
F= [ F) ... F ] (4.15)

Eger F dizeyi bu tiirden dordiil yapilari obek olarak igceren bir yapi1 olarak
diistiniilebilirse

F—

e/ @ F0) (4.16)
i=1

biciminde Kronecker carpimlarinin toplami olarak yazilabilir. Buradaki el-T’ler n
ogeli kartezyen birim dizeylerdir. F’in bu bicimde yazilabilmesi kendisinin a®? ile
carpiminda kolaylik getirecegi anlamina gelir. Bu baglamda
n
Fa®2 =Y (e,T ®F(’)> (a®a) 4.17)
i=1
bicimindedir. Kronecker ¢arpiminin degisim ve dagilim 6zelliginden dolay1 toplamin
i¢ kesimi
(e,.T ®F<">) (a®a) = (ea) ® (F(i)a) (4.18)
bicimindedir. Bir sayil ile bir dizeyin veya yoneyin Kronecker carpimi , sayil ile dizey
veya yoneyin carpimina esittir. Burada el-Ta, a yoneyinin i. 68esi olarak a; biciminde

simgelendirilebilir. Bu durumda
(e?@F@) (awa)=aFa, i=1,2,3,.. (4.19)

biciminde de yazilabilir. Bu da

Fa®? = (Z aiF(i)> a (4.20)

i=1
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biciminde bir esdegerliligi giindeme getirir. Burada dordiil dizeyin dogrucul bir
birlesimi vardir. Bu dogrucul birlesimin katsayilari yine a yoneyinin 6geleridir.
Demek ki ayraglar arasindaki toplam da dordiil bir dizeydir. Burada ikinci dereceden
bir Olceklenim ve dogrucul olmayis s6z konusudur. Sonsuz boyuttan yayilip
dogrucullastirim olay1 saglanmisti. Simdi de tikizlagtirim sirasinda o dogruculluk,

dogrucul olmayisa gotiirecektir. F daha 6zelsiz (ing: general) bicimde

Fa®b) = (iaiF(i)> b 4.21)
i=1

olarak yazilabilir. Buradan F ile a arasinda bir tanim yaparak
n .
[F,a] =) a;F" (4.22)
i=1

iki tane degiseni olan yapi bi¢iminde dordiillestirimi simgeleyebiliriz. |F,a|’a
dordiillestirici (ing: squarifier) adi verilir. Buradan birinci dordiillestirilmis 1rakgoriir
dizeyi

T,a®? = |F,ala (4.23)

biciminde yazilabilir.

4.3 Tikizlastirim Olgular:

Savda, burada, tiirlii durumlardaki tikizlagtirim icin F dizeyinin 6beklerinin bakisimli

ve degistirimli olma, esit olma ve birim dizeye esit olma olgusu incelenecektir.

4.3.1 F dizeyinin 6beklerinin bakisimh ve degistirimli olus olgusu

F dizeyinin n x n’lik 6bekleri @ ile simgelenirse

F=[¢, ... ¢,], 0;0,-0,6,=0, ¢,=07, jk=12...n (424

biciminde yapilar giindeme getirilebilir. Burada ¢’ler bakisik olmalhdir. Ikinci
bagintida @’ler carpima girdiginde carpimlarin degistirimli olacagr gozlemlenir.
Dolayisiyla F’nin bakisik ve degistirimli dordiil dizeylerden olustugu 6ngériilerek bir

kisitlama getirilebilir.

Degistirimli dizeylerin izgecil gdsterimleri

¢, =0 uuf +--+@uul,  j=12.n (4.25)
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bicimindedir. Burada dizeyler kuramindan yararlanarak her bir dordiil dizeyde degisik
bir 6zdeger takimi oldugu ve 6zyoneylerin birbirleriyle cakistig1 sdylenebilir. F dizeyi

n 6geli iki farkl yoneyin Kronecker carpimiyla etkilestiginde
F(a®b) = Za,q) b. (4.26)
biciminde bir yap1 giindeme gelir. Bu esitlik (4.25) yapis1 kullanilarak
F(a@b)= Z a; Z @, xuzur b (4.27)
biciminde giindeme gelir. Burada w’lar iizerinde dogrucul bir birlesim vardir.
Dolayisiyla bu esitlik

F(a@b) = Z <Z a;Q;, k) (4.28)

k=

biciminde de yazilabilir. ¢ = [‘Pl,k q’2,k"'(pn,k}T biciminde bir yOney tanim-
landiginda

n

Fa®b)=Y (a’ @) (u{b)u (4.29)

k=1
biciminde bir yap1 giindeme gelir. Bu yapilarin uygulayimcil olarak gosterilimi i¢in

dordiincii dordiillestirilmis 1rakgoriir dizeyinin bir terimi
F(IL, o F)I2? @ F) (I @ F)a®> (4.30)
biciminde giindeme getirilsin. Bu denklemin son terimleri arasindaki Kronecker
carpim
I @F)a® =a®* @Fa®? =a® @ F(a®a)

a® @ <)E_‘ (a” ) (ufa) uk>] (4.31)

k=1

bi¢cimindedir. Burada F (a® a), (4.29) kullamlarak yazilmistir. (4.30)’daki bir sonraki

’® <k 1 (a” @) (ufa) uk>]
=a“?@F <a® ( (a” @) (ufa) uk> ) (4.32)

bicimindedir. Burada a®? yoneyi, a®* ® a biciminde diisiiniilerek birim dizeyle

terimin bu bagintiyla ¢carpimi

(agE

(I22®F) |a®

g

I
—_

carpimi saglanmistir. Bu baginti
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(I22®F)

(£ oot

—a29 ) (2" gy) (%[Z (aTsokl)(uﬁa)ukIDukz (4.33)

kr=1 k1=1
biciminde de yazilabilir. Dikgenlik ve birimboyluluk (ing: orthonormality) de

kullanilarak

(122 QF) [a®3

® <Zn: (a" o) (uga) u )] —a®g Z To)’ (uf @) wy, (4.34)

k=1 k1=1

biciminde bir yap1 giindeme gelir. Bu bagintinin da I, ® F ile ¢arpimi

(L @ F) <®2® ) (a"oy) ukla)uk,> = a®F<a®f (aqukl)z(u,Za)uh)

k1=1 k1=1

= a®2 Ton)’ (ula)uy,  (4.35)
ki=1

bicimindedir. Bu bagint1 da (4.30)’daki ilk terimle ¢arpildiginda

F(LoF) (2 0F) (I eF)a® = Y (a¢,) (uf a)u, (4.36)
k1=1

O0zyoneylerin dogrucul birlesimi bi¢ciminde bir yap1 giindeme gelir. S4’iin daha

karmagik bir terimi giindeme getirilirse, inceleyisler sonunda,

FI,9F)(I?0F) (2@ Fo1,)a®?

n n
Z Z q)kz q”ﬂ) (“12 a) (“12 (sz) (u,{za) Uy, (4.37)
bi¢ciminde bir yapi elde edilir.

4.3.2 F dizeyinin 6beklerinin esit olus olgusu

F dizeyinin 6beklerinin birbirine esit oldugu ongoriiliirse

n n n J
LFva-I :Zai¢:ZeTa¢7 LFva-Ij: <Zai> (Pj

i=1

|F, |F,ala] = Z e/ (Z >a¢ Z Z e/ (efag)a (4.38)

h=li1=

i Z e/, (ef, (e/ap)ag)a¢ (4.39)

bi¢ciminde dordiillestirim yapilar1 elde edilir.
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4.3.3 F dizeyinin obeklerinin birim dizeye esit olus olgusu

F dizeyinin 6beklerinin birim dizeye esit oldugu ongoriiliirse dordiillestirim

|F,|F,a]a] = Zn: Y el (e/a)a= (Zn: Zn: a,-,a,-2> I (4.40)

n n n
= (Y Y Y aaya; )l (4.41)
i3=1lir=
biciminde yapilar olarak giindeme gelebilir. Dolayisiyla dordiillestirilmis 1rakgoriir

dizeyler toplulugunun ilk birkag¢ 6gesi

2 3
n n n
So=I S = (Za,) I, S,=2 <Z al—) I, S3=6 (Za,) I (442
=1 i=1 i=1

biciminde yazilabilir.

4.4 Dordiillestirilmis Irakgoriir Dizeylerin Ozyineleyisi

Dordiillestirim yontemi ile daha yiiksek indisli S; dizeyleri bulabilmek i¢in kuramcil
olarak gelistirimler gereklidir. Bunun icin de dordiillestirilmis 1rakgoriir dizeyleri

arasinda bir dzyineleyis elde edilmelidir.
Birinci dordiillestirilmis 1rakgoriir dizeyi
S; = |F,a]a (4.43)
biciminde yazilabilir. Buradan ikinci dordiillestirilmis 1rakgoriir dizeyinin terimleri
FFoD)a® = F(Fa®’®a)
= F(|F,ala®a)
= |F|F,alala (4.44)
biciminde elde edilir.
FI®F)a®® = F(a@Fa*?)
= F(a® |F,a]a)

= |F,al|F,ala (4.45)



Dolayisiyla ikinci dordiillestirim rakgoriir dizeyi

S, = |F|F,ala]la+ |F,a]|F.a]a
= |F,a]’+|F|F,alala

= |F,S;a]+ |F,al|S;

(4.46)

bigiminde S; kullamlarak yazilabilir. Ugiincii dordiillestirilmis 1rakgoriir dizeyinin

terimleri benzer islemler uygulanarak

FIQF)(IQI®F)a® = |F,al’a

FIQF)I@F®I)a® = |F,a]|F,|F,alala

FFI)(I2IoF)a® = |F,|F,ala]|F,ala

FFI)(I®F®I)a® = |F,|F,a]|F,alala

FFQI)(FoIoI)a® = |F,|F,|F,alalala

FIQF)(FoI®I)a® = |F,|F,ala]|F,ala

biciminde elde edilir. S5 dizeyi, S, ve S biciminden

S3

+ o+ 4+ + o+
I—I_I—IEI_I_I—

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

olarak yazilabilir. Bu bi¢cimde benzer iglemlerin uygulanmasiyla ilerlenerek sonraki

dizeyler

S, = |F,a|S;+3|F,Sa||F,a] +3|F,|F,ala|S; + |F,Ssa]
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S; = LF,a}S4—|—4LF,Sga} LF,a—‘+6LF,Sza—|Sz

+ 4|F,|F,ala|S;+ |F,Ssa] (4.55)
yapilariyla giindeme gelir. Bu yapilarda ortaya ¢ikan oriintii temel alinarak

S¢ = |F,a|Ss+5|F,S4a||F,a]+5|F,|F,ala|Ss+10|F, |F,|F,ajala|S;3

+ 10|F,|F,Ssala]|F,a|+ |F,Ssa] (4.56)

S; = |F,a|S¢+6|F,Ssa||F,a]+6|F,|F,ala]Ss+ 15|F,|F,|F,alala]S,
+ [15|F,|F,S,ala]|F,a| +20|F,S;a]S;+ |F,Sea] . 4.57)

yapilar1 giindeme gelir. Buradan
j—1 1
Sj= Z ( k )LF7Ska—|Sj1k, j=12,.. (4.58)
k=0

Ozyineleyis yapisi elde edilerek j = 7 durumundan 6teye gecilebilmektedir.
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5. HENON HEILES DIiZGELERININ DEVINIMLERININ
DORDULLESTIRIM OLGUSUYLA BELIRLENISI

5.1 Hénon Heiles Dizgesi

Fransiz gokbilimci ve uzbilimci olan Michel Hénon ve Amerikan Astrofizik¢i Carl
Heiles gokada cevresindeki bir yi1ldizin dogrucul olmayan devinimi {izerinde ¢alisarak
gokadacil devimbilimdeki iiciincii tiimlevini buldular. Bunu bulmak icin belirli
sayidaki baglangic kosulu ic¢in yalinlagtirilmis, iki boyutlu, bakisimsiz gizilgiicii
giindeme getirdiler. Buradaki gizilgiiclii devinimi belirlemek i¢cin Hénon Heiles olarak
adlandirdiklart dort siradan tiirevli denklemden olusan kiimeyi kullandilar. 1964
yilinda bu konuyla ilgili “The Applicability Of The Third Integral Of Motion: Some

Numerical Experiments” baglikl1 bilimcil yazilar1 yayinlandi.

Hénon Heiles dizgesi

X = px (5.1

Pr = —x—2Axy (5.2)

Yy =Dy (5.3)
py=—y—A(*—y?) (5.4)

olarak dort denklem ile tammmlanmaktadir. Burada devinirlik p, konum ise x
ile simgelenmektedir. Hénon Heiles dizgelerinin sag yanlarini, ikinci dereceden
cokgokterimli STD kiime’si olarak yazabilmek igin x’i x1, py’i x2, y’1 x3 ve py’i de

x4 olarak simgelersek

X1 =x2 (5.5)

Xy = —x1 —2x1X3 (5.6)

X3 = x4 (5.7

K= —x3— (3 —x3) = —x3 —x] + 13 (5.8)

biciminde bir yap1 ortaya ¢ikmaktadir. Bu baglamda (3.1)’de verilen ikinci dereceden

siradan turevli denklem kiime’sini
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®2

X2 X1 X1
—Xx] — 2x1x3 . %) X2
- =Fo+F; 3 +F, o (5.9
—X3—X%—|—X% X4 X4
olarak yazmak olanaklidir. Burada Fy, F; ve F, biiyiikliikleri
0 O 1 0 O
0 -1 0 0 O
Fo=1ol" 151 0 0 0 ol
0 0O 0 —1 0
O 0 0O 0O0O0OO0OO0O O ODO0OO0OO0ODO0OO0ODO
O 0 -1 000O0OO0O-100O0O©O0O0OOPO0
F; = O 0 0O 0O0O0OO0OO0O O ODO0OO0OO0ODO0OO0ODO (5.10)
-1 0 0 00O0OO0OO0O O O1O0OO0OO0OO

esitlikleriyle tamimlanabilmektedir. Fo, F; ve F, (3.1) denkleminde yerlerine

yerlestirildiginde
[ 0 0 1 0 O X
. 0 n -1 0 0 O X2
*~ o 00 0 0]]x
| 0 0 0 —1 0 X4
0 0 0O 0OOOO0OO O O0OO0OO0OO0OO0OOQO0OO X1 2
0 0O -1 0O0O0OOO-100O0O0O0OO0O0 X2
+ (5.11)
0 0 0O 0OOOO0OO O O0OO0OO0OO0OO0OO0OO X3
-1 0 0 00000 O O10O0O0O0O X4
biciminde bir yap1 elde edilir.
Hénon Heiles dizgesi i¢cin DEUG kullanildiginda F,
[0 0 0O 0O 0000 ﬁ 0 000 O O
0 0 -1 0 —% 00000 -1 000 0 O
o 0o 0o 0 0O 0O0O0O0O0O0OO0OOO0OO0OCO0 O
-10 0 0 0 0O0OOO O O OT1O —% 0
| 0 0 0 0 0 000O0OO0O O OO0OO0O O O
0000 0 5 0 0 0]
0000 — 0 0 00
1 1
00O 5 0O 0 O 5E 0 (5.12)
0000 0 0 —5 00
000 0 O O 0 0]

biciminde 5 x 25 tiiriinde bol sifirli bir dizey olarak giindeme gelir. Bu yapinin yalnizca

12 6gesi sifirdan degisiktir.
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5.2 Betikleyis

Burada verilen sayicil sonuglar Ubuntu 14.10 Linux siiriimii ortaminda, MuPAD
Pro 4.0.6 siiriimii ile betikleyis altinda, ¢izimler de Gnuplot 4.6 siiriimii ile
betikleyis altinda elde edilmistir. Smay1s amagli Dordiillestirim kullanilan OLEVKU
yontemi ile kullanilmayan OLEVKU yontemi karsilagtinlmistir.  Elde edilen
sonuglarin birebir oOrtiistiigii gozlemlenmistir. Ancak Dordiillestirim kullanilmayan
OLEVKU yonteminde en fazla 8. kerteye kadar cikilabilmistir. Dordiillestirimin
kullanilmadig1 durumda tikanma uzisin bellek ve islem yeterligi gereksinimlerinden
olmaktadir. Dordiillestirimin kullamildigit OLEVKU yo6nteminde kesimcil yaklastirim
(ing: truncation approximation) kertesi icin daha yiiksek kertelere kadar ¢ikilabildigi
gozlemlenmigtir. Gozlemlerin tiimii dordiillestirimin 6nemini ¢ok kesin bir bigimde

ortaya koymaktadir. Dolayisiyla, dordiillestirim kullaniminin bir “olmazsa olmaz”

oldugu kesin bir dille vurgulanabilir.

Dordiillestirim kullanilarak a; = 0.1, a, = 0.2, a3 = 0.3 ve a4 = 0.4 baslangic kosullari
altinda 2., 3., 4., 5., 6., 15., 30. ve 300. kesimcil yaklastinm kertelerinde elde
edilen iglevlerin de8erlerinin 0.1 uzunlugunda adimlarla ve 0 ile 1 zaman arali§indaki
cizimleri ve cizelge gosterilimleri asagida verilmektedir.

Cizelge 5.1 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesine gore birinci (x;(¢)) islevin
degerleri.

2
0.1

3
0.1

4
0.1

5
0.1

Zaman
0.0

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.119200000000
0.136800000000
0.152800000000
0.167200000000
0.180000000000
0.191200000000
0.200800000000
0.208800000000
0.215200000000
0.220000000000

0.119133333333
0.136266666667
0.151000000000
0.162933333333
0.171666666667
0.176800000000
0.177933333333
0.174666666667
0.166600000000
0.153333333333

0.119133250000
0.136265333333
0.150993250000
0.162912000000
0.171614583333
0.176692000000
0.177733250000
0.174325333333
0.166053250000
0.152500000000

0.119133360667
0.136268874667
0.151020142000
0.163025322667
0.171960416667
0.177552544000
0.179593224667
0.177951658667
0.172588006000
0.163566666667
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Birinci islev

Cizelge 5.2 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesine gore birinci (x()) islevin
degerleri.

Zaman

6

15

30

300

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.1
0.119133362247
0.136268975787
0.151021293820
0.163031794347
0.171985104167
0.177626260480
0.179779110087
0.178365846187
0.173427682780
0.165146666667

0.1
0.119133362143
0.136268962197
0.151021057330
0.163029993017
0.171976386828
0.177594617209
0.179684976060
0.178123887790
0.172871678393
0.163977492117

0.1
0.119133362142
0.136268962197
0.151021057330
0.163029993016
0.171976386828
0.177594617207
0.179684976041
0.178123887583
0.172871676924
0.163977483654

0.1
0.119133362143
0.136268962198
0.151021057330
0.163029993017
0.171976386828
0.177594617207
0.179684976042
0.178123887583
0.172871676924

0.163977483654

0.22
0.2 - i
0.18 |-
0.16 -
2
0.14 - Kes. Yak. Ker. = 2 7
Kes. Yak. Ker. = 3
Kes. Yak. Ker. = 4
0.12 Kes. Yak. Ker. =5 gﬂg |
Kes. Yak. Ker. = 6
0.1 Kes. Yak. Ker. = 15 -
Kes. Yak. Ker. = 30
Kes. Yak. Ker. = 300
008 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zaman
Cizim 5.1 : Degisik kesimcil yaklagtirim kertesi i¢in zamana gore birinci (x; (7))

islevin cizimi.
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Cizelge 5.3 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesine gore ikinci (x; (7)) islevin
degerleri.

Zaman

2

3

4

5

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.2
0.182000000000
0.160000000000
0.134000000000
0.104000000000
0.070000000000
0.320000000000
-0.010000000000
-0.560000000000
-0.106000000000
-0.160000000000

0.2
0.181996666667
0.159973333333
0.133910000000
0.103786666667
0.069583333333
0.031280000000
-0.011143333333
-0.057706666667
-0.108430000000
-0.163333333333

0.2
0.182002200000
0.160061866667
0.134358200000
0.105203200000
0.073041666667
0.038451200000
0.002142200000
-0.035042133333
-0.072125800000
-0.108000000000

0.2
0.182002294800
0.160064900267
0.134381236400
0.105300275200
0.073337916667
0.039188364800
0.003735503600
-0.031935726933
-0.066527954800
-0.098520000000

Cizelge 5.4 : Degisik kesimcil yaklagtirim kertesine gore ikinci (x,(7)) islevin

degerleri.
Zaman 6 15 30 300
0.0 0.2 0.2 0.2 0.2
0.1 [0.182002287675|0.182002287495 | 0.182002287495 | 0.182002287495

0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.160064444302
0.134376042680
0.105271093475
0.073226597222
0.038855966720
0.002897319835
-0.033803357297
-0.070314176680
-0.105644444444

0.160064422039
0.134375676906
0.105268469216
0.073214664611
0.038815380563
0.002784532448
-0.034073248634
-0.070889344880
-0.106761251564

0.160064422039
0.134375676906
0.105268469216
0.073214664610
0.038815380534
0.002784532107
-0.034073251507
-0.070889363606
-0.106761351416

0.160064422039
0.134375676907
0.105268469216
0.073214664610
0.038815380534
0.002784532107
-0.034073251507
-0.070889363607
-0.106761351416
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0.2

0.15 - v |
0.1 - \56\ |
s 0.5 | TNy |
9 7|\
o
g 0 -
= Kes. Yak. Ker. = 2
-0.05 - Kes. Yak. Ker. = 3
Kes. Yak. Ker. = 4 gg
0.1 - Kes. Yak. Ker. =5
Kes. Yak. Ker. = 6
Kes. Yak. Ker. = 15
0.15 Kes. Yak. Ker. = 30
Kes. Yak. Ker. = 300
0.2 : : ‘

0 0.2

0.4

0.6

Zaman
Cizim 5.2 : Degisik kesimcil yaklagtirim kertesi i¢cin zamana gore ikinci (x2(¢))
islevin cizimi.

Cizelge 5.5 : Degisik kesimcil yaklagtirim kertesine gore tigiincii (x3()) islevin
degerleri.

Zaman

2

3

4

5

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.3
0.338900000000
0.375600000000
0.410100000000
0.442400000000
0.472500000000
0.500400000000
0.526100000000
0.549600000000
0.570900000000

0.590000000000

0.3
0.338866666667
0.375333333333
0.409200000000
0.440266666667
0.468333333333
0.493200000000
0.514666666667
0.532533333333
0.546600000000

0.3
0.338868166667
0.375357333333
0.409321500000
0.440650666667
0.469270833333
0.495144000000
0.518268166667
0.538677333333
0.556441500000

0.556666666667

0.571666666667

0.3
0.338868152000
0.375356864000
0.409317936000
0.440635648000
0.469225000000
0.495029952000
0.518021664000
0.538196736000
0.555575448000
0.570200000000
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Cizelge 5.6 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesine gore iigiincii (x3(7)) islevin
degerleri.

Zaman

6

15

30

300

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.3
0.338868151995
0.375356863715
0.409317932760
0.440635629796
0.469224930556
0.495029744640
0.518021141116
0.538195570916
0.555573086040
0.570195555556

0.3
0.338868152011
0.375356865389
0.409317956605
0.440635773876
0.469225459170
0.495031097890
0.518023620305
0.538198309940
0.555571796276
0.570178460094

0.3
0.338868152011
0.375356865389
0.409317956605
0.440635773876
0.469225459169
0.495031097888
0.518023620281
0.538198309723
0.555571794775
0.570178451583

0.3
0.338868152011
0.375356865389
0.409317956605
0.440635773876
0.469225459169
0.495031097888
0.518023620281
0.538198309723
0.555571794775
0.570178451583

0.6

0.55

0.5

Uclinci islev

0.35

0.45

0.4

\\/

/|\\
N
AN
\_v
20N

Kes. Yak. Ker.
Kes. Yak. Ker.
Kes. Yak. Ker.
Kes. Yak. Ker.
Kes. Yak. Ker.

I\

N
l/,//
X
7.\/7R

ouhwN

Kes. Yak. Ker. = 15
Kes. Yak. Ker. = 30
I‘<es. Yak. Ker. =‘ 300

0.3

0.25 :
0 0.2 0.4

Zaman
Degisik kesimcil yaklastirim kertesi i¢in zamana gore ticiincii (x3(z))
islevin ¢izimi.

0.6 0.8 1

Cizim 5.3 :
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Cizelge 5.7 : Degisik kesimcil yaklagtirim kertesine gore dordiincii (x4(t)) islevin
degerleri.

Zaman

2

3

4

5

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.4
0.377000000000
0.352000000000
0.325000000000
0.296000000000
0.265000000000
0.232000000000
0.197000000000
0.160000000000
0.121000000000
0.080000000000

0.4
0.377060000000
0.352480000000
0.326620000000
0.299840000000
0.272500000000
0.244960000000
0.217580000000
0.190720000000
0.164740000000
0.140000000000

0.4
0.377059266667
0.352468266667
0.326560600000
0.299652266667
0.272041666667
0.244009600000
0.215819266667
0.187716266667
0.159928600000
0.132666666667

0.4
0.377059266400
0.352468258133
0.326560535200
0.299651993600
0.272040833333
0.244007526400
0.215814784800
0.187707528533
0.159912853600
0.132640000000

Cizelge 5.8 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesine gore dordiincii (x4(t)) islevin
degerleri.

Zaman

6

15

30

300

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.4
0.377059267629
0.352468336782
0.326561431060
0.299657027129
0.272060034722
0.244064861440
0.215959362349
0.188029674382
0.160565935540
0.133868888889

0.4
0.377059267449
0.352468313902
0.326561044675
0.299654175718
0.272046685354
0.244018051710
0.215825034900
0.187697070382
0.159830642172
0.132383268911

0.4
0.377059267449
0.352468313902
0.326561044675
0.299654175718
0.272046685352
0.244018051686
0.215825034614
0.187697068000
0.159830626763
0.132383187364

0.4
0.377059267449
0.352468313902
0.326561044675
0.299654175718
0.272046685352
0.244018051686
0.215825034614
0.187697068000
0.159830626763
0.132383187364
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0.4

0.35 - _
0.3 - il
% 25
2 025 | \_>~< |
3
< \7'4
P} S5
° 02r Kes. Yak. Ker. = 2 \3\-4 :
8 Kes. Yak. Ker. = 3 NNy
N Kes. Yak. Ker. = 4 gg S d
0.15 Kes. Yak. Ker. = 5 \{
Kes. Yak. Ker. = 6
0.1 Kes. Yak. Ker. = 15 |
Kes. Yak. Ker. = 30
Kes. Yak. Ker. = 300
0.05 ‘ ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zaman

Cizim 5.4 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesi i¢in zamana gore dordiincii (x4(z))
islevin ¢izimi.
Burada kesimcil yaklagtinm kertesi artirildi§inda iglevlerin degerlerinin birbirlerine

cok cok yaklastig1 gozlenmektedir.

a;=0.1,a, =0.2, a3 = 0.3 ve ag = 0.4 baslangi¢ kosullar1 altinda elde edilen islevlerin
2.ve3.,3.ved.,4.ve5.,5. ve6.,6.ve 15., 15. ve 30., 30. ve 300. ardisik yineleyis
degisimlerinde 0.1 adimda ve 0 ile 1 zaman araliginda ¢izim ve ¢izelge gosterilimleri

asagidaki gibidir:

Cizelge 5.9 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore birinci (x1(¢)) islevin degerleri.

Zaman 2-3 3-4 4-5 5-6

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.000066666667
0.000533333333
0.001800000000
0.004266666667
0.008333333333
0.014400000000
0.022866666667
0.034133333333
0.048600000000
0.066666666667

0.000000000000
0.000000083333
0.000001333333
0.000006750000
0.000021333333
0.000052083333
0.000108000000
0.000200083333
0.000341333333
0.000546749999
0.000833333333

0.000000000000
0.000000110667
0.000003541333
0.000026892000
0.000113322667
0.000345833333
0.000860544000
0.001859974667
0.003626325333
0.006534755999
0.011066666666

0.000000000000
0.000000001580
0.000000101120
0.000001151820
0.000006471680
0.000024687500
0.000073716480
0.000185885420
0.000414187520
0.000839676780
0.001580000000

45




Zaman

6-15

15-30

30-300

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.000000000104
0.000000013589
0.000000236489
0.000001801330
0.000008717339
0.000031643271
0.000094134023
0.000241958397
0.000556004387
0.001169174549

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000002
0.000000000023
0.000000000207
0.000000001469
0.000000008464

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000

0.07

Cizelge 5.10 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore birinci (x1(¢)) islevin degerleri.

0.06 -

0.05 -

0.04 -

Birinci islev

0.03 -

0.02 -~

0.01 -

0

I I
Ard. Yin. Degisimi = 2-3

Ard. Yin. Degisimi = 3-4
Ard. Yin. Degisimi = 4-5
Ard. Yin. Degisimi = 5-6

RS

Ard. Yin. Degisimi = 6-15
Ard. Yin. Degisimi = 15-30
Ard. Yin. Degisimi = 30-300

N ——

VAN 7N

K

0

Cizim 5.5 : Ardigik yineleyislerdeki degisime gore birinci (x(¢)) islevin ¢izimi.

0.2

7N

0.6

oN/

> ,
S 7N
4

Zaman
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Cizelge 5.11 : Ardigik yineleyislerdeki degisime gore ikinci (x,(2)) islevin degerleri.

Zaman

2-3

34

45

5-6

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.000003333333
0.000026666667
0.000090000000
0.000213333000
0.000416667000
0.288720000000
0.001143333000
0.502293333000
0.002430000000
0.003333333000

0.000000000000
0.000005533333
0.000088533333
0.000448200000
0.001416533000
0.003458333000
0.007171200000
0.013285533000
0.022664533000
0.036304200000
0.055333333000

0.000000000000
0.000000094800
0.000003033600
0.000023036400
0.000097075200
0.000296250000
0.000737165000
0.001593304000
0.003106406000
0.005597845000
0.009480000000

0.000000000000
0.000000007124
0.000000455964
0.000005193720
0.000029181724
0.000111319000
0.000332398000
0.000838184000
0.001867630000
0.003786222000
0.007124444000

Cizelge 5.12 : Ardisik yineleyiglerdeki degisime gore ikinci (x(2)) islevin degerleri.

Zaman

6-15

15-30

30-300

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.000000000180
0.000000022264
0.000000365774
0.000002624259
0.000011932611
0.000040586158
0.000112787000
0.000269891000
0.000575168000
0.001116807000

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000001
0.000000000029
0.000000000341
0.000000002872
0.000000018726
0.000000099852

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000

ikinci islev

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

)\rd. Yin
Ard. Yin
Ard. Yin
Ard. Yin
Ard. Yin. Degisimi = 6-15
Ard. Yin. Degisimi = 15-30
Ard. Yin. Degisimi = 30-300

. Degisimi = 2-3
. Degisimi = 3-4
. Degisimi = 4-5
. Degisimi = 5-6

&

Zaman

Cizim 5.6 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore ikinci (x(¢)) islevin ¢izimi.
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Cizelge 5.13 : Ardigik yineleyislerdeki degisime gore tigtincii (x3(¢)) islevin degerleri.

Zaman

2-3

34

45

5-6

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.000033333333
0.000266667000
0.000900000000
0.002133333000
0.004166667000
0.007200000000
0.011433333000
0.017066667000
0.024300000000
0.033333333000

0.000000000000
0.000001500000
0.000024000000
0.000121500000
0.000384000000
0.000937500000
0.001944000000
0.003601500000
0.006144000000
0.009841500000
0.015000000000

0.000000000000
0.000000014667
0.000000469333
0.000003564000
0.000015018667
0.000045833333
0.000114048000
0.000246503000
0.000480597000
0.000866052000
0.001466667000

0.000000000000
0.000000000004
0.000000000284
0.000000003240
0.000000018204
0.000000069444
0.000000207360
0.000000522884
0.000001165084
0.000002361960
0.000004444444

Cizelge 5.14 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore iigiincii (x3(¢)) islevin degerleri.

Zaman

6-15

15-30

30-300

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.000000000015
0.000000001674
0.000000023844
0.000000144080
0.000000528614
0.000001353250
0.000002479190
0.000002739024
0.000001289764
0.000017095462

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000002
0.000000000024
0.000000000216
0.000000001501
0.000000008511

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000

Uclinci islev

0.035

0.03 -

0.025 -

0.02 -

0.015

0.01 -

0.005 -

,‘Ard. Yin. Detjis‘imi =2-3
Ard. Yin. Degisimi = 3-4
Ard. Yin. Degisimi = 4-5
Ard. Yin. Degisimi = 5-6

%

Ard. Yin. Degisimi = 6-15
Ard. Yin. Degisimi = 15-30
Ard. Yin. Degisimi = 30-300

e e

WIN

Zaman
Cizim 5.7 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore iigiincii (x3(¢)) islevin ¢izimi.
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Cizelge 5.15 : Ardigik yineleyislerdeki degisime gore dordiincii (x4(t)) islevin
degerleri.

Zaman

2-3

34

4.5

5-6

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.000060000000
0.000480000000
0.001620000000
0.003840000000
0.007500000000
0.012960000000
0.020580000000
0.030720000000
0.043740000000
0.060000000000

0.000000000000
0.000000733333
0.000011733333
0.000059400000
0.000187733000
0.000458333000
0.000950400000
0.001760733000
0.003003733000
0.004811400000
0.007333333000

0.000000000000
0.000000000267
0.000000008533
0.000000064800
0.000000273067
0.000000833333
0.000002073600
0.000004481867
0.000008738133
0.000015746400
0.000026666667

0.000000000000
0.000000001229
0.000000078649
0.000000895860
0.000005033529
0.000019201389
0.000057335040
0.000144578000
0.000322146000
0.000653082000
0.001228889000

Cizelge 5.16 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore dordiincii (x4(¢)) islevin
degerleri.

Zaman

6-15

15-30

30-300

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.000000000180
0.000000022880
0.000000386385
0.000002851411
0.000013349368
0.000046809730
0.000134327000
0.000332604000
0.000735293000
0.001485620000

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000001
0.000000000025
0.000000000286
0.000000002382
0.000000015408
0.000000081547

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
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0.06 ‘ ‘
Ard. Yin. Degisimi = 2-3
Ard. Yin. Degisimi = 3-4
0.05 - Ard. Yin. Degisimi = 4-5 Eg _
Ard. Yin. Degisimi = 5-6
Ard. Yin. Degisimi = 6-15
- 004 Ard. Yin. Degisimi = 15-30 i
I ' Ard. Yin. Degisimi = 30-300
(24
p}
g 0.03 s
e}
©
S
0 002+ :
0.01 - i
0 N ’ %
/N /N 71N 7IN 7N N
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zaman

Cizim 5.8 : Ardisik yineleyiglerdeki degisime gore dordiincii (x4(¢)) islevin ¢izimi.

Buradan da imsiz yanilgimin (ing: absolute error) azalig gosterdigi ve ozellikle 5.
ve 6., 6. ve 15, 15. ve 30., 30. ve 300. ardisik yineleyis degisimlerinde sifirlandig1

gozlemlenmektedir. Bu da yakinsayis1 gostermektedir.

a; =1.1,a, = 1.2, a3 = 1.3 ve a4 = 1.4 baslangi¢ kosullar1 altinda 2., 3., 4., 5., 6.,
15., 30. ve 300. kesimcil yaklastirim kertelerinde elde edilen islevlerin degerlerinin 0.1

adimda ve 0 ile 1 zaman arali§indaki ¢izim ve ¢izelge gosterilimleri agsagidaki gibidir:

Cizelge 5.17 : Degisik kesimcil yaklagtirim kertesine gore birinci (x (¢)) islevin

degerleri.
Zaman 2 3 4 5
0.0 1.1 1.1 1.1 1.1
0.1 ]1.200200000000| 1.198966666667 |1.199005583333|1.199011140667

0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

1.260800000000
1.281800000000
1.263200000000
1.120500000000
1.107200000000
0.969800000000
0.792800000000
0.576200000000
0.320000000000

1.250933333333
1.248500000000
1.184266666667
1.050833333333
0.840800000000
0.546766666667
0.161333333333
-0.322900000000
-0.913333333333

1.251556000000
1.251652250000
1.194229333333
1.075156250000
0.891236000000
0.640205583333
0.320736000000
-0.0675677500
-0.5241666667

1.251733834667
1.253002682000
1.199920042667
1.092522916667
0.934449824000
0.733607684667
0.502838698667
0.260587226000
0.031566666667
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Cizelge 5.18 : Degisik kesimcil yaklagtirim kertesine gore birinci (x (¢)) islevin

degerleri.
Zaman 6 15 30 300
0.0 1.1 1.1 1.1 1.1
0.1 [1.199005583333{1.199011140667|1.199011120408|1.199011120407
0.2 [1.251556000000 [1.251733834667| 1.251731641070|1.251731641070
0.3 [1.251652250000 [1.253002682000| 1.252967764859 | 1.252967764859
0.4 11.19422933333311.199920042667| 1.199670912161 | 1.199670912161
0.5 [1.075156250000 (1.092522916667|1.091385667375|1.091385667375
0.6 [0.891236000000 [0.934449824000| 0.930550788724 | 0.930550788724
0.7 10.640205583333 0.733607684667| 0.722661231688 | 0.722661231689
0.8 10.320736000000 [0.502838698667| 0.476322909577 | 0.476322909617
0.9 [-0.067567750000(0.260587226000| 0.203235116484 | 0.203235118070
1.0 [-0.524166666667(0.031566666667(-0.081887717977|-0.081887675525
1.5
NIA
7 \\Q'/,
1 L

3 05|
ZL_% oL Kes. Yak. Ker. = 2

Kes. Yak. Ker. = 3

Kes. Yak. Ker. = 4

Kes. Yak. Ker. =

-05 - Kes. Yak. Ker. = 6
Kes. Yak. Ker. = 15
Kes. Yak. Ker. = 30
1 Kes. Yak.‘ Ker. = 300 ; ‘ ‘

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zaman
Cizim 5.9 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesi i¢in zamana gore birinci (x(t))
islevin ¢izimi.
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Cizelge 5.19 : Degisik kesimcil yaklagtirim kertesine gore ikinci (x;(¢)) islevin

degerleri.
Zaman 2 3 4 5

0.0 1.2 1.2 1.2 1.2

0.1 |0.767000000000 | 0.768556666667 | 0.768834533333 | 0.768834163467
0.2 10.260000000000 | 0.272453333333 | 0.276899200000 | 0.276887364267
0.3 |-0.321000000000}-0.2789700000001{-0.256462800000/-0.256552677600
0.4 [-0.976000000000(-0.876373333333|-0.805239466667|-0.805618210133
0.5 [-1.705000000000(-1.510416666667|-1.336750000000|-1.337905833333
0.6 [-2.508000000000|-2.1717600000001-1.811644800000/-1.814520883200
0.7 ]-3.385000000000(-2.851063333333|-2.183905466667|-2.190121815733
0.8 [-4.336000000000|-3.538986666667|-2.400844800000|-2.412964590933
0.9 ]-5.361000000000|-4.2261900000001-2.403106800000|-2.424947056800
1.0 [-6.460000000000]-4.903333333333|-2.124666666667|-2.161653333333

Cizelge 5.20 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesine gore ikinci (x» (1)) islevin

degerleri.

Zaman 6 15 30 300
0.0 1.2 1.2 1.2 1.2
0.1 [0.768833181331|0.768833176719| 0.768833176719 | 0.768833176719
0.2 10.276824507591|0.276824514355| 0.276824514355 | 0.276824514355
0.3 [-0.257268654420(-0.257258262492|-0.257258262495|-0.257258262495
0.4 [-0.809641037369(-0.809487762127|-0.809487762156(-0.809487762156
0.5 [-1.353251701389(-1.352178704113|-1.352178698652(-1.352178698652
0.6 [-1.860343399680|-1.855369015315(-1.855368798286(-1.855368798286
0.7 [-2.305669081709(-2.288079702555|2.2880758475488|-2.288075847537
0.8 [-2.670425534009-2.619222406417|-2.619179508837|-2.619179508153
0.9 [-2.946894158580|-2.818369628290|-2.818025546066|-2.818025521233
1.0 |-3.143788888889|-2.857269372990|-2.855113982898|-2.855113371963
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ikinci islev

Kes. Yak. Ker. = 2
Kes. Yak. Ker. = 3
Kes. Yak. Ker. = 4
Kes. Yak. Ker. =5
Kes. Yak. Ker. = 6
Kes. Yak. Ker. = 15
Kes. Yak. Ker. = 30
Kes. Yak.‘Ker. = 300

0 0.2

0.4

0.6

Zaman
Cizim 5.10 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesi icin zamana gore ikinci (x; (7))
islevin cizimi.

Cizelge 5.21 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesine gore ticiincii (x3()) islevin
degerleri.

Zaman

2

3

4

5

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

1.3
1.435900000000
1.563600000000
1.683100000000
1.794400000000
1.897500000000
1.992400000000
2.079100000000
2.157600000000
2.227900000000
2.290000000000

1.3
1.435833333333
1.563066666667
1.681300000000
1.790133333333
1.889166666667
1.197800000000
2.056233333333
2.123466666667
2.179300000000
2223333333333

1.3
1.435868500000
1.563629333333
1.684148500000
1.799136000000
1.911145833333
2.023576000000
2.140668500000
2267509333333
2.410028500000
2.575000000000

1.3
1.435871605333
1.563728704000
1.684903096000
1.802315861333
1.920850000000
2.047723072000
2.192859837333
2.369264896000
2.593395328000
2.885533333333
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Cizelge 5.22 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesine gore iigiincii (x3(z)) islevin
degerleri.

Zaman

6

15

30

300

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

1.3
1.435871562918
1.563725989404
1.684872175060
1.802142127218
1.920187256944
2.045744131840
2.187869689638
2.358145912604
2.570853962740
2.843117777778

1.3
1.435871549713
1.563724297697
1.684843446512
1.801929788191
1.919195994397
2.042294772539
2.178098048882
2.334399124408
2.519672891565

2.743115679957

1.3
1.435871549713
1.563724297697
1.684843446510
1.801929788012
1.919195988147
2.042294659428
2.178096751898
2.334388490006
2.519605463928
2742766861312

1.3
1.435871549713
1.563724297697
1.684843446510
1.801929788012
1.919195988147
2.042294659428
2.178096751898
2.334388490030
2.519605464872
2.742766886563

3

I
Kes. Yak.

Ker.

Kes. Yak. Ker.
Kes. Yak. Ker.
Kes. Yak. Ker.
Kes. Yak. Ker.
Kes. Yak. Ker. = 15
Kes. Yak. Ker. = 30
Kes. Yak. Ker. = 300

2.8

it

2.6

ouhkhWwWN

24 -

2.2

2

Uclinci islev

1.8

1.6

1.4

1.2 \ \ \ \
0

Zaman
Cizim 5.11 : Degisik kesimcil yaklagtirim kertesi i¢in zamana gore iigiincii (x3(7))
islevin ¢izimi.
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Cizelge 5.23 : Degisik kesimcil yaklagtirim kertesine gore dordiincii (x4(2)) islevin

degerleri.

Zaman

2

3

4

5

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

1.4
1.316000000000
1.228000000000
1.136000000000
1.040000000000
0.940000000000
0.836000000000
0.728000000000
0.616000000000
0.500000000000
0.380000000000

1.4
1.317406666667
1.239253333333
1.173980000000
1.130026666667
1.115833333333
1.139840000000
1.210486666667
1.336213333333
1.52546000000
1.786666666667

1.4
1.317561933333
1.241737600000
1.186556600000
1.169774933333
1.212875000000
1.341065600000
1.583281933333
1.972185600000
2.544164600000
3.339333333333

1.4
1.317559388400
1.241656162133
1.185938181200
1.167168921600
1.204922083333
1.321276198400
1.540509238800
1.888793224533
2.393888831600
3.084840000000

Cizelge 5.24 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesine gore dordiincii (x4(z)) iglevin

degerleri.

Zaman

6

15

30

300

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

1.4
1.317558470996
1.241597448248
1.185269393360
1.163411232996
1.190587638889
1.278473776640
1.432577523316
1.648301153849
1.906342496240
2.167435555556

1.4
1.317558463520
1.241596995262
1.185270644321
1.163489691868
1.191293884427
1.282184338946
1.446880302788
1.693001832978
2.026095322126
2452106209978

1.4
1.317558463520
1.241596995262
1.185270644321
1.163489691895
1.191293888776
1.282184480393
1.446882652108
1.693027127371
2.026294387000
2.453338475704

1.4
1.317558463520
1.241596995262
1.185270644320
1.163489691895
1.191293888776
1.282184480394
1.446882652115
1.693027127770
2.026294401476
2.453338831463
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3.5

Kes. Y‘ak. Ker.
Kes. Yak. Ker.
Kes. Yak. Ker.
Kes. Yak. Ker.
Kes. Yak. Ker.
Kes. Yak. Ker. = 15
Kes. Yak. Ker. = 30
Kes. Yak. Ker. = 300

3

ouhWwWN

2.5

2

1.5

Dérdiinci islev

1 -

0.5

0 \ \ \ \
0

Zaman
Cizim 5.12 : Degisik kesimcil yaklagtirim kertesi icin zamana gore dordiincii (x4(z))
islevin ¢izimi.
Burada baglangic kosullar1 degistirildiginde islevin de8erlerinin degistigi gozlemlen-
mektedir. Kesimcil yaklagtirim kertesi artirildiginda iglevlerin degerlerinin birbirlerine

cok cok yaklastig1 gozlenmektedir.

ar=1.1,ay=1.2,a3 = 1.3 ve as = 1.4 baslangi¢ kosullar1 altinda elde edilen iglevlerin
2.ve3.,3.ve4.,4.ve5.,5.ve 6., 6. ve 15., 15. ve 30., 30. ve 300. ardisik yineleyis
degisimlerinde 0.1 adimda ve O ile 1 zaman araliginda ¢izim ve ¢izelge gosterilimleri

asagidaki gibidir:

Cizelge 5.25 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore birinci (x(¢)) islevin degerleri.
2-3 3-4 4-5 5-6

Zaman

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.001233333000
0.009866667000
0.033300000000
0.078933333000
0.069666667000
0.266400000000
0.423033333000
0.631466667000
0.899100000000
1.233333333000

0.000000000000
0.000038916667
0.000622667000
0.003152250000
0.009962667000
0.024322917000
0.050436000000
0.093438917000
0.159402667000
0.255332250000
0.389166667000

0.000000000000
0.000005557333
0.000177835000
0.001350432000
0.005690709000
0.017366667000
0.043213824000
0.093402101000
0.182102699000
0.328154976000
0.555733333000

0.000000000000
0.000000006164
0.000000394524
0.000004493880
0.000025249564
0.000096319444
0.000287608000
0.000725241000
0.001615972000
0.003276039000
0.006164444000
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Cizelge 5.26 : Ardigik yineleyislerdeki degisime gore birinci (x;(¢)) islevin degerleri.

Zaman

6-15

15-30

30-300

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.000000014094
0.000001799072
0.000030423257
0.000223881000
0.001040917000
0.003611200000
0.010218600000
0.024878325000
0.053939285000
0.106579231000

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000004
0.000000000357
0.000000012522
0.000000227196
0.000002612550
0.000021491670
0.000136786000
0.000710709000

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000001
0.000000000040
0.000000001586
0.000000042452

1.4

1.2

0.8

0.6

Birinci islev

0.4

0.2

[ I
Ard. Yin. Degisimi = 2-3

Ard. Yin. Degisimi = 3-4
Ard. Yin. Degisimi = 4-5
Ard. Yin. Degisimi = 5-6

&

Ard. Yin. Degisimi = 6-15
Ard. Yin. Degisimi = 15-30
Ard. Yin. Degisimi = 30-300

\/ N

0

7N
0.2

/.\
0.4

Zaman

Cizim 5.13 : Ardigik yineleyislerdeki degisime gore birinci (x1(¢)) islevin ¢izimi.

Cizelge 5.27 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore ikinci (x(2)) islevin degerleri.

Zaman

2-3

34

4-5

5-6

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.001556667000
0.012453333000
0.042030000000
0.099626667000
0.194583333000
0.336240000000
0.533936667000
0.797013333000
1.134810000000
1.556666667000

0.000000000000
0.000277867000
0.004445867000
0.022507200000
0.071133867000
0.173666667000
0.360115200000
0.667157867000
1.138141867000
1.823083200000
2.778666667000

0.000000000000
0.000000369867
0.000011835733
0.000089877600
0.000378743000
0.001155833000
0.002876083000
0.006216349000
0.012119791000
0.021840257000
0.036986667000

0.000000000000
0.000000982136
0.000062856676
0.000715977000
0.004022827000
0.015345868000
0.045822516000
0.115547266000
0.257460943000
0.521947102000
0.982135556000
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Cizelge 5.28 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore ikinci (x,(7)) islevin degerleri.

2.

ikinci islev

0.

1.

Zaman

6-15

15-30

30-300

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.000000004612
0.000000006764
0.000010391927
0.000153275000
0.001072997000
0.004974384000
0.017589379000
0.051203128000
0.128524530000
0.286519516000

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000002
0.000000000029
0.000000005461
0.000000217029
0.000003855006
0.000042897581
0.000344082000
0.002155390000

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000011
0.000000000683
0.000000024833
0.000000610934

5,

5

0

[ I
Ard. Yin. Degisimi = 2-3

Ard. Yin. Degisimi = 3-4
Ard. Yin. Degisimi = 4-5
Ard. Yin. Degisimi = 5-6

=N

Ard. Yin. Degisimi = 6-15
Ard. Yin. Degisimi = 15-30

Ard. Yin. Degisimi = 30-300

N2

0N
7N

0

I
7K
0.2

71N

/\ 71N 7IN
0.4 0.6

Zaman

Cizim 5.14 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore ikinci (x;(¢)) islevin ¢izimi.

Cizelge 5.29 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore iigiincii (x3(¢)) islevin degerleri.

Zaman

2-3

34

4.5

5-6

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.000066666667
0.000533333000
0.001800000000
0.004266667000
0.008333333000
0.794600000000
0.022866667000
0.034133333000
0.048600000000
0.066666667000

0.000000000000
0.000035166667
0.000562667000
0.002848500000
0.009002667000
0.021979167000
0.825776000000
0.084435167000
0.144042667000
0.230728500000
0.351666667000

0.000000000000
0.000003105333
0.000099370667
0.000754596000
0.003179861000
0.009704167000
0.024147072000
0.052191337000
0.101755563000
0.183366828000
0.310533333000

0.000000000000
0.000000042416
0.000002714596
0.000030920940
0.000173734000
0.000662743000
0.001978940000
0.004990148000
0.011118983000
0.022541365000
0.042415556000
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Cizelge 5.30 : Ardigik yineleyislerdeki degisime gore iigiincii (x3(7)) islevin degerleri.

Zaman

6-15

15-30

30-300

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.000000013205
0.000001691707
0.000028728548
0.000212339000
0.000991263000
0.003449359000
0.009771641000
0.023746788000
0.051181071000
0.100002098000

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000002
0.000000000179
0.000000006250
0.000000113110
0.000001296983
0.000010634402
0.000067427638
0.000348819000

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000024
0.000000000945
0.000000025251

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

Uclinci islev

0.15

0.1

0.05

0

Cizim 5.15 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore ticiincii (x3(¢)) islevin ¢izimi.

I I
Ard. Yin. Degisimi =
Ard. Yin. Degisimi =
Ard. Yin. Degisimi =
Ard. Yin. Degisimi =

2-3

3-4 —
4-5 —
5-6 —

Ard. Yin. Degisimi = 6-15
Ard. Yin. Degisimi = 15-30
Ard. Yin. Degisimi = 30-300

S — 4

0

X 7N
0.2

oNW

N
4

Zaman
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Cizelge 5.31 : Ardisik yineleyiglerdeki degisime gore dordiincii (x4(¢)) islevin
degerleri.

Zaman

2-3

34

4.5

5-6

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.001406667000
0.011253333000
0.037980000000
0.090026667000
0.175833333000
0.303840000000
0.482486667000
0.720213333000
1.025460000000
1.406666667000

0.000000000000
0.000155267000
0.002484267000
0.012576600000
0.039748267000
0.097041667000
0.201225600000
0.372795267000
0.635972267000
1.018704600000
1.552666667000

0.000000000000
0.000002544933
0.000081437867
0.000618419000
0.002606012000
0.007952917000
0.019789402000
0.042772695000
0.083392375000
0.150275768000
0.254493333000

0.000000000000
0.000000917404
0.000058713884
0.000668788000
0.003757689000
0.014334444000
0.042802422000
0.107931715000
0.240492071000
0.418754633500
0.917404444000

Cizelge 5.32 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore dordiincii (x4(¢)) islevin
degerleri.

Zaman

6-15

15-30

30-300

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.000000000000
0.000000007476
0.000000452986
0.000001250961
0.000078458873
0.000706246000
0.003710562000
0.014302779000
0.044700679000
0.119752826000
0.284670654000

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000001
0.000000000026
0.000000004349
0.000000141447
0.000002349320
0.000025294393
0.000199065000
0.001232266000

0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000007
0.000000000399
0.000000014476
0.000000355758
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1.6

[ I
Ard. Yin. Degisimi = 2-3

14 L Ard. Yin. Degisimi = 3-4 \
) Ard. Yin. Degisimi = 4-5 Eg
Ard. Yin. Degisimi = 5-6
1.2 - Ard. Yin. Degisimi = 6-15 *
Ard. Yin. Degisimi = 15-30
I 1L Ard. Yin. Degisimi = 30-300 |
ur
p}
g 08
e}
°
Q0.6 -
0.4 -
0.2 -
0-« >< ><
0 0.2

Zaman

Cizim 5.16 : Ardigik yineleyislerdeki degisime gore dordiincii (x4(¢)) islevin ¢izimi.
Buradan imsiz yanilginin azalis gosterdigi ve yalnizca 30. ve 300. ardisik yineleyis

degisiminde sifirlandig1 gozlemlenmektedir. Bu da baglangic kosulu degerlerinin

arttikca yakinsayisin azaldigini gosterir.

a; = 100.1, a; = 100.2, az = 100.3 ve a4 = 100.4 baslangi¢ kosullar1 altinda 10., 20.,
30., 40., 50., 100., kesimcil yaklastirim kertelerinde elde edilen islevlerin degerlerinin

0.1 adimda ve O ile 1 zaman aralifindaki ¢izim ve cizelge gosterilimleri asagidaki

gibidir:
10"{35} |
Kes
[ Kes
107{30} - Kes
r Kes
~ F Kes
107{25} 3 Kes. Yak. Ker. =
__10~{20} -
S :
10~{15} [
10~{10} |
10~ {5} |-
: )
10™~{0}
0 0.

Zaman
Cizim 5.17 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesi i¢in zamana gore birinci (x1(2))
islevin ¢izimi.

61



10~ {40}

I i
Kes. Yak. Ker. = 10 .
~ o Kes. Yak. Ker. = 20 2
107{35} r Kes. Yak. Ker. = 30 gﬂg ]
r Kes. Yak. Ker. = 40 ]
10~{30} Kes. Yak. Ker. = 50 =
r Kes. Yak. Ker. = 100 ]
10~{25} F ]
S 10~{20} F
x L
10~{15} |
10~{10} |
10~ {5} |-
10/\{0} C \ | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zaman
Cizim 5.18 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesi icin zamana gore ikinci (x2(2))
islevin ¢izimi.

10~ {35} \ w
[ Kes. Yak. Ker. = 10
[ Kes. Yak. Ker. = 20
10~{30} - Kes. Yak. Ker. = 30
r Kes. Yak. Ker. = 40
~ r Kes. Yak. Ker. = 50
107 {25} a Kes. Yak. Ker. = 100
__10~{20}
] i
10~{15} -
10~{10} |
10~{5} |
10/\{0} L | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zaman
Cizim 5.19 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesi i¢in zamana gore iigiincii (x3(z))
islevin ¢izimi.
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10~{40} |

10~{35} -

10~{30} |

10~{25} [

10~{20} |

x4(t)

10~{15} |
10~{10}

10~{5} *

10~{0} ©

Zaman
Cizim 5.20 : Degisik kesimcil yaklagtirim kertesi icin zamana gore dordiincii (x4(7))

islevin ¢izimi.

a; = 100.1, a, = 100.2, a3 = 100.3 ve as = 100.4 baslangi¢ kosullar1 altinda elde
edilen islevlerin 10. ve 20., 20. ve 30., 30. ve 40., 40. ve 50., 50. ve 100. ardisik
yineleyis degisimlerinde 0.1 adimda ve O ile 1 zaman aralifinda cizim ve cizelge

gosterilimleri asagidaki gibidir:

10~ {35} \ T
F Ard. Yin. Degisimi = 10-20
~ F Ard. Yin. Degisimi = 20-30
107{30} r Ard. Yin. Degisimi = 30-40
[ Ard. Yin. Degisimi = 40-50
10~{25} Ard. Yin. Degisimi = 50-100
10~{20} |
S 107{15}
x [
10~{10} F
107{5} |
10~{0} |
10~{-5}
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zaman

Cizim 5.21 : Ardigik yineleyislerdeki degisime gore birinci (x1(¢)) islevin ¢izimi.
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10~ {40}

I I
Ard. Yin. Degisimi = 10-20
~ r Ard. Yin. Degisimi = 20-30
107{35} ¢ Ard. Yin. Degisimi = 30-40
r Ard. Yin. Degisimi = 40-50 —¥—
10~{30} - Ard. Yin. Degisimi = 50-100
10~ {25} |-
S 107{20} F ]
x L il
10~{15} [ =
10~{10} [ =
10~ {5} | .
10~{0} L w ‘ ! ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zaman

Cizim 5.22 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore ikinci (x;(¢)) islevin ¢izimi.

10~ {35} \ \
F Ard. Yin. Degisimi = 10-20
~ F Ard. Yin. Degisimi = 20-30 —x—

107430} ¢ Ard. Yin. Degisimi = 30-40

r Ard. Yin. Degisimi = 40-50

10~{25} Ard. Yin. Degisimi = 50-100
10~{20} | ,
& 107{15} - ]
x L ]
10~{10} [ 1
10" {5} [ 1
10~{0} .
10~{-5} ! ! ! ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zaman

Cizim 5.23 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore ticiincii (x3(¢)) islevin ¢izimi.
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10~ {40} |
10~{35} |
10~{30} |

10A{25}f

x4(t)

10~{15} |
10~{10} |
10~{5} |

10~{0} :

10~{20} |

Ard. Yin. Degisimi = 10-20
Ard. Yin. Degisimi = 20-30
Ard. Yin. Degisimi = 30-40
Ard. Yin. Degisimi = 40-50
Ard. Yin. Degisimi = 50-100

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zaman

Cizim 5.24 : Ardigik yineleyislerdeki degisime gore dordiincii (x4(¢)) islevin ¢izimi.

Burada baglangi¢ kosul degerleri artirildiginda 1iraksama gézlenmektedir. Dolayisiyla

baglangic kosulu degerleri ne diizeyde kiiciik secilirse o diizeyde anlamli sonuclar elde

edilecegi ve yakinsayisin artacag dile getirilebilir.

a; =0.1, ap = 10.1, a3 = 100.1 ve a4 = 50.1 baslangi¢ kosullar1 altinda 6., 15., 30.,

300. kesimcil yaklastirim kertelerinde elde edilen islevlerin degerlerinin 0.1 adimda ve

0 ile 1 zaman araligindaki ¢izim ve cizelge gosterilimleri asagidaki gibidir:

10~{160} [

10~{140}

10~{120} |

107~ {100}

10~ {80}

x1(t)

10~{60}
10~{40}
10~{20}

10~{0}

10~{-20} ©

I I
Kes. Yak. Ker. = 6 ]
C Kes. Yak. Ker. = 15 b
Kes. Yak. Ker. = 30 .
r Kes. Yak. Ker. = 300 b
/ Ny SN
/IN 1
| | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zaman

Cizim 5.25 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesi i¢in zamana gore birinci (x (¢))

islevin ¢izimi.
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10~{180}
10~{160}
10"~ {140}
10~{120}

107~{100}

x2(t)

10~{80}
10~{60}
10~ {40}
10~{20}

10~{0}

r ‘ | |
b Kes. Yak. Ker. = 6 7
r Kes. Yak. Ker. = 15 Z

g Kes. Yak. Ker. = 30 E

L Kes. Yak. Ker. = 300 ;

E Ny oty N N ;

A i I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 )
Zaman

Cizim 5.26 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesi icin zamana gore ikinci (x2())

10~{180}
10~ {160}
10~{140}
10~{120}

10~ {100}

x3(t)

10~{80}
10~{60}
10~{40}
10~{20}

10~{0}

islevin ¢izimi.

L I I ]
r Kes. Yak. Ker. = 6 .
L Kes. Yak. Ker. = 15 2|
F Kes. Yak. Ker. = 30 .
r Kes. Yak. Ker. = 300 b
: %
_— i")—?!\
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zaman

Cizim 5.27 : Degisik kesimcil yaklastirim kertesi i¢in zamana gore iigiincii (x3(z))

islevin ¢izimi.
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10~ {180} ¢ ‘ :
r Kes. Yak. Ker. = 6

10~{160} [ Kes. Yak. Ker. = 15 Z A
F Kes. Yak. Ker. = 30 ]
10~ {140} F Kes. Yak. Ker. = 300 E
10~{120} | ;
_ 107{100} - ;
3 g |
< 10~{80} F ]
10~{60} - ;
10~{40} ]
10°20} . 3

r \ N 22

10~{0} — 7X

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zaman
Cizim 5.28 : Degisik kesimcil yaklagtirim kertesi icin zamana gore dordiincii (x4(7))
islevin cizimi.
a; = 0.1, a = 10.1, a3 = 100.1 ve a4 = 50.1 baslangi¢ kosullar1 altinda elde edilen
islevlerin 6. ve 15., 15. ve 30., 30. ve 300. ardisik yineleyis degisimlerinde 0.1 adimda

ve 0 ile 1 zaman araliginda ¢izim ve ¢izelge gosterilimleri agagidaki gibidir:

10~{160} \ \ I 7

r Ard. Yin. Degisimi = 6-15 ]

10~{140} F Ard. Yin. Degisimi = 15-30 gg .

F Ard. Yin. Degisimi = 30-300 ]

10~{120} [ .
10~{100} [ ]
_ 10~{80} - :
= . 1
X 10~{60} F ]
10~{40} - ]
10~{20} L g
10/\{0} ; W N 7N ZON A
10~{-20} - | 3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zaman

Cizim 5.29 : Ardisik yineleyiglerdeki degisime gore birinci (x;(¢)) islevin ¢izimi.
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10"~ {180} \ T \
r Ard. Yin. Degisimi = 6-15

10~ {160} F Ard. Yin. Degisimi = 15-30 EZ

s Ard. Yin. Degisimi = 30-300 ]

10~ {140} [ 1

10~{120} - ]
10~{100} - ]

x2(t)

10~ {80} ; é
10~ {60} ; é
10~ {40} | .

10~{20} ;

10"{0} - ¥

10~{-20} - w w \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zaman

Cizim 5.30 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore ikinci (x; (7)) islevin ¢izimi.

10"~ {180} r ‘ ‘ ‘

F Ard. Yin. Degisimi = 6-15 —%— .
10~{160} Ard. Yin. Degisimi = 15-30 —K— 2
F Ard. Yin. Degisimi = 30-300 ]
10~{140} | E

10~{120} - E
10~{100} - ]

—_

= 107{80} - E
9 ; ]

10~{60} [ ]
10~ {40} [ b
10~ {20} [ J
F K7 7N ZON i

107{0} |- H g
10~{-20} © ‘ ‘ ‘ ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zaman
Cizim 5.31 : Ardisik yineleyislerdeki degisime gore ticiincii (x3(¢)) islevin ¢izimi.
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10~{180} | ‘ ‘ ‘
r Ard. Yin. Degisimi = 6-15
10~{160} F Ard. Yin. Degisimi = 15-30 Z .
F Ard. Yin. Degisimi = 30-300 ]
10~{140} _ ]
10~{120} | ]
= 107{100} |- :
I k 1
X 10~{80} E
10~{60} F ]
10~{40} E
107{20} ©
[ 3 7K ZON ZON
lo~qoy [ K |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zaman

Cizim 5.32 : Ardigik yineleyislerdeki degisime gore dordiincii (x4(¢)) islevin ¢izimi.
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. SONUCLAR

Siradan tiirevli denklemlerin ¢oziimiinde OLEVKU baglaminda iiretilen kro-
neckertislii toplamdizilerin 1rakgoriir dizeylerinin dordiillestirimiyle yalinlagtirimi
tizerine odaklanilmistir. Ddordiillestirilmis dizeylerin dizeycil 6zyineleyis yapisi

elde edilmistir.

Henon - Heiles dizgelerinin ¢oziimiinde Dérdiillestirim kullanilan OLEVKU
yontemi ve kullanilmayan OLEVKU yontemi kargilastirildiginda belirli bir kerteye

kadar elde edilen sonuglarin birebir ayni oldugu gozlemlenmistir.

Dordiillestirim kullanilmayan OLEVKU yo6nteminde en fazla 8. kerteye kadar
cikilabilmistir.

Dordiillestirimin kullanildig1 OLEVKU yo6nteminde daha yiiksek kesme kertelerine
cikilabilmistir.

Kesme kertesi arttikca mutlak hatanin azaldigi ve yakinsamanin artti§1 gdzlemlen-

misgtir.

Baglangi¢ kosulu degerleri kiiciik secildiginde anlamli sonuglar elde edilmistir.
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