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OLASILIKCIL EVRIM KURAMI iLE
COK NESNECIKLI DIZGELERIN DEVINIMININ INCELENISI VE
PADE ORANLARIYLA DA YAKLASTIRIM

OZET

Olasilik¢il Evrim Kurami (OLEVKU), belirtik ve 6zerk (ing: autonomous) siradan
tiirevli denklemlerin ya da denklem takiminin baglangi¢ deger sorununun ¢oziimii i¢in
kullanilan ve son 10 yil icerisinde gelistirilen bir kuramdir.

Baslangic olarak # zaman degiskenine bagimli olan bir siradan tiirevli denklem (STD)
takimi aliir. Alinan bu denklem takimindaki ¢ degiskenine bagimlilik denklemin
ozerk bir yapida olusunu engeller. Ancak baglangi¢ degeri ;41 olan yeni bir x,(7)
degiskeni ekleyerek ozerk olmayan yapidaki bu denklem takimini 6zerk duruma
getirilebilir. Sonrasinda seri acilim noktasi kullanilarak siradan tiirevli denklem
yeniden yazilir. Ek olarak yontem icin onemli bir olgu olan Kronecker carpimi
olgusuna yer verilir ve sag yoneyi Kronecker isliileri kullanilarak yeniden yazilir. Bu
yazimda denklemin sag yamnda F; dizeyi ile s(¢) islevlerinin Kronecker iisliilerinin
carpimu yer alir. s(¢) islevleri n x 1 boyutundadir. Bu demektedir ki s(z)®/ islevi
n/ 6gelidir. Carpimin sonucu n/ x 1 boyutunda oldugundan dolay1, F; dizeyi n x n/
boyutunda olmalidir. Diger bir deyisle F; dizeyi j = 0 iken n 6geli olan, ancak j’nin
2 ve daha biiyiik degerleri i¢in genigligi katlanarak artan dikdortgen bir dizeydir. Tiim
bu yapilan tanimlamalar sonunda en genel hali ile x(0) = a baglangi¢ degeri olan bir
ikinci derece sag yanli bir OLEVKU bagintis1 asagidaki sekilde yazilabilir.

X(l‘) = F0+F1X(t)+F2X(I)®2,
X(O):a (D)

(1) sirasayili esitlige a,,4 1 degismezi eklenerek uzay genisletilir ve bu igleme Degismez
Eklenimli Uzay Genisletimi (DEUG) adi verilir. Degismezin eklenimi ile Fo O
olarak ve F; B katsayili 7 birim dizeyine orantili olarak elde edilir. Elde edilen bu
bagintinin sag yani Pt parantezine alinir, ancak bu islem ile denklemin 6zerk yapisi
yitirilmis olunur. Yeniden 6zerk yapiy: elde etmek i¢in #’ye olan bagimlilik yeni bir
u islevi tanimlanarak u’lar iizerinden gosterilir. Elde edilen son bagintida dolaysiz
tislii tiirev alinir. Bu iglem sonunda elde edilen bagintidan yararlanarak bakag¢ dizeyi
(ing: monocular matrix) ve irakgoriir dizey (ing: telescope matrix) tanimlar1 yapilir.
Irakgoriir dizeyler ile ilgili sylenebilecek en onemli olgu, j. 1rakgoriir dizeyinin, ilk
J bakac¢ dizeyin ¢arpimu ile elde ediliyor olusudur. u islevleri kullanilarak yeniden
yazilan bagintida u’ya gore tiimlev alarak m. Kronecker ¢arpimi igeren yeni bir baginti
elde edilir ve bu bagintida m — oo iken kalan terimin sifirlanacagi ongoriimii ile
kalansiz ¢6ziimii veren bagintiya ulagili. OLEVKU i¢in en onemli olgulardan biri
olan dordiillestirim olgusuna yer verilerek, 1rakgoriir dizeyleri iceren bagint1 dordiil
rakgoriir dizeyler tiiriinden yeniden yazilir. Bu sayede boyutu ¢ok yiiksek ve oldukca
fazla O degeri iceren dikdortgen dizeyler yerine daha az O iceren dordiil dizeyler ile
ilerlenir. Elde edilen son denklemin sag yan dordiillestirimi yapilir ve toplam diziye
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acilir. Bagintida yer alan »’nun iisliilerinin birbirinden bagimsiz oluglart kullanilarak
her iki yanda ayni toplamdizi altinda kalan ve ayni katsayiya sahip olan terimler
birbirine esitlenir. Bu olgu OLEVKU i¢in diger onemli gelismelerden biri olan
Ozyineleme bagintisin1 giindeme getirir. Yakin gecmiste bu 6zyineleyisin yoneyler
ve dizeyler lizerinde gecerli oldugu kanmitlanmigtir. Kuramin son asamasi olarak bu
Ozyineleyisin kanitlanisina yer verilir.

Aragtirmalar sirasinda Olasilik¢il Evrim Kurami’nda kullanilan Kronecker carpimi
ile ilgili yeni bir olgu olan Kronecker iislii uzaylar olgusu giindeme gelmistir.
Bu baglamda farkli Kronecker iisliine ve 68e sayilart icin elde edilen yoneyler
incelenmistir. Inceleyiste iki 6geli yoneylerin ikinci, iigiincii, dordiincii ve besinci
Kronecker {isliileri, li¢ 6geli yoneylerin ikinci ve ti¢iincii Kronecker {iisliilerine yer
verilmistir. Inceleyisler sonunda iki 6geli yoneyler icin genel bir anlatim gelistirilmis
ve yoneyin 0ge sayisi farketmeksizin tek sayilt Kronecker {iisliilerinin bulundugu
uzaymn bir altuzay olusturdugu, ancak cift sayili Kronecker iisliilerinin bulundugu
uzayin bir altuzay olusturamayacagi, daha 6zel bir durum olan katman (ing: manifold)
olusturdugu olgusu gosterilmis ve kisaca katman, harita ve atlas kavramlarina yer
verilmistir.

Tezin giindeminde olan diger bir 6nemli olgu da gokmekanigindeki iki nesnecik
sorununa OLEVKU baglaminda yaklasgimdir. Bunun i¢in dizgenin Hamilton iglevi
yazilmig ve Hamilton iglevinde ilgili degiskene gore tiirev alarak konum ve devinirlik
bagintilar1 yazilmistir. Her iki nesnecigin ii¢ boyuttaki devinirlik bilesenleri birbiri
ile toplanarak yeni devinirlik tanimlar1 yapilmis ve denklemler yeniden yazilmistir.
Benzer sekilde konum konaglarmin ogeleri farkina yeni birer degisken goziiyle
bakilmistir. Ek olarak indirgenmis kiitle tanimi yapilmig ve tiim bu tanimlamalardan
yararlanarak bastaki 12 denklemli devinim her biri 3 denklemli olan iki ayrigik
devinime doniistiiriilmiistiir. Boylece, Hamilton iglevi kiitle 6zegi ve bagil devinim
ile ilgili olarak iki kesime ayrilmis bulunmakla birlikte toplam degisken sayis1 6’ya
indirgenmistir.

Iki nesnecik sorunu ile ilgili yazilan bagintilar, yoneyler kullanilarak yeniden
yazilmistir. Bagil konaglar (ing: coordinates) kullanilarak dizgenin dogrucul bagil
devinim denklemleri yazilmis ve baslangi¢ yoneylerinin dogrucul bagimli ve bagimsiz
olma durumlar incelenmistir. Agisal devinirilik olgusuna yer verilmis ve ¢cembercil
konaglarda agisal devinirlik incelenmigtir. Cembercil konaclar1 kullanabilmek i¢in
yeni kona¢ tanimlar1 yapilmistir. Konum iizerinde yapilan tiim bu iglemler devinirlik
yoneyi i¢inde yapilmistir. Konum ve devinirlik bagintilart {izerinde yapilan iglemler
ile baglarda 12 olan, sonra 6’ya indirgenen bilinmeyen sayis1 4’e indirgenmistir. Son
durumda toplam 4 bagint1 elde edilmistir.

Cembercil konaglarda yarigapcil devinim incelenmistir. Bu incelenis sonunda tiimlev
altinda bir bagint1 elde edilir. Bu adim analitik ¢oziime gecilen bir adim olmasindan
dolay1 6nemli bir adimdir. Bu islem bagintidaki tiim bilinmeyen degerler hesaplanarak
ve sayisal tiimlev alinarak elde edilir.
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Bu ana kadar yapilan tanimlamalar sonucunda bagintilarin yeniden yazilmasi ile r/(r)
ve pl(r) olmak iizere 2 siradan tiirevli denklem agagidaki sekilde elde edilir.

r(t) = R r(0) =rg
2
Fon P%{Q 1 A% 0) —
pr(t) - M I"(t)3 - r(t)27 pr( ) = DPro

Bu 2 siradan tiirevli denklem OLEVKU uygulanacak olan denklemlerdir. OLEVKU
baglaminda sag yami en c¢ok ikinci dereceden c¢okterimlilerden olusan bagmntilar
yazilmalidir.  Bu nedenle uzay genisletimi olgusu giindeme gelmistir.  Uzay
genigletiminde adim adim u;(r), ux(f), u3(t) ve ug(t) islevleri tanimlanir. Bu
islevler kullanilarak elde bulunan 2 siradan tiirevli denklemden sag yami en ¢ok
ikinci dereceden cokterimlilerden olusan 6 denklem elde edilmistir. Elde edilen bu
6 denklemi 6gesi olarak alan bir x(¢) yoneyi tanimlanir ve bu x(¢) yoneyi kullanilarak
ikinci derece sag yanli OLEVKU bagmtis1 yazilir. Iki nesnecik sorunu baglaminda
Fo, F1 ve Fy yazilir. Yoneye bir bilinmeyen eklenerek, diger bir deyisle DEUG
uygulanarak denklem sayisi ve yoneyin boyu 1 arttirilir. Bu islem ile en ¢ok ikinci
derece sag yanl yapisinda olan islevler, salt ikinci derece sag yanli cokterimli iglevlere
dontstiiriiliir.  Elde edilen son bagintida dordiillestirim uygulanarak OLEVKU seri
¢Oziimiiniin yer aldig1 baginti elde edilir. Son bagintidan x(¢) yoneyinin 63eleri islevler
olarak elde edilir ve elde edilen bu islevlere Padé yaklastiranlar1 uygulanarak ¢oziime
yaklagilir.

Sav calismasinda, Padé yaklastiranlar1 olarak, Padé yaklastiranlar1 tablosunda
kosegende yer alan [1,1], [2,2], [3,3], [4,4], [5,5] ikileri, kosegenin hemen
tizerinde kalan [1,2], [2,3], [3,4], [4,5] ikilileri ve kosegenin hemen altinda
kalan [2,1], [3,2], [4,3], [5,4] ikileri kullanilmigtir. Uygulamalarda Olasilik¢il
Evrim Kurami’nin yakinsaklik bolgesi i¢inde kalan [0, 1] araligi, Olasilik¢il Evrim
Kurami’nin yakinsaklik bolgesi diginda kalan [—2,0] araligi ve Olasilik¢il Evrim
Kurami’nin hem yakinsaklik bolgesi icinde hem de yakinsaklik bolgesi disinda kalan
[0,2] arahig1 incelenmistir. Incelemeler sonucunda Padé yaklastiranlar1 kullanilarak
elde edilen sonuglarin daha iyi yakinsadigi, Olasilik¢il Evrim Kurami’nin yakinsaklik
bolgesi disinda kalan araliktaki yakinsamayi da Olasilik¢il Evrim Kurami’ndan daha
az salimim gostererek yaptigi gozlemlenmistir.
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ANALYSIS OF THE MOTION OF MANY PARTICLE PROBLEM
BY USING PROBABILISTIC EVOLUTION THEORY AND
APPROXIMATION WITH PADE APPROXIMANTS

SUMMARY

Probabilistic Evolution Theory has been proposed and developed in few recent years.
It is established to solve the initial value problems of the explicit first order ODEs or
ODE sets, beyond that, to investigate certain properties of the solutions.

As a start, we take an explicit ODE with a time depencence which is shown as ¢.
The explicit time (independent variable ¢) dependence makes the descriptive vector
function nonautonomous. This means the structure of the descriptive function changes
from time instant to time instant. Without any generality loss it is always possible
to change nonautonomy to autonomy by adding a new unknown x,(¢) which is in
fact just ¢ and the accompanying initial value @, to the unknown vector and initial
vector respectively. After that we rewrite the ODEs by using the expansion point.
Moreover, Kronecker product and Kronecker power series definitions are given. After
giving information and definitions about Kronecker powers, the descriptive function
vector can be written by using Kronecker power series as a product of Fj matrices and
Kronecker powers of s(¢) functions where j € [0,oo]. The function s(z) has n elements
each of which is an unknown function. Hence its type n x 1. This makes the number
of the elements in s(¢)®/ n/. Hence this Kronecker power’s type is n/ x 1. On the other
hand, the binary product F’ js(t)®j must be of the type n x 1. This means that the type
of the matrix F; should be n x n/. In other words, F ' 1s a vector of n elements for j =0
while it becomes an n X n type square matrix whereas for all js greater than or equal
to 2 it becomes an horizontal rectanguar matrix whose width increase very rapidly as
grows unboundedly while its height remain constant.

By using the above mentioned definitions, the simplest conical case through PREVTH
can be written as follows.

X(l‘) = F0+F1X(t)+F2X(I)®2,
x(0)=a 3)

Furthermore, on the other hand, just extending the space by importing a constant to the
unknowns, which is called Constancy Adding Space Extension (CASE), it is possible
to get rid of Fy and to make the matrix F| proportional to the correspondant identity
matrix with a coefficient 8. So even conicality is reduced to a very efficient structure
which facilitates the further analysis pretty much. After these procedures, the right
handside function of the equation is put in brackets by using a coefficient ¢’. By
doing this, the autonomous structure is changed into nonautonomous structure. To
have the autonomous structure again, the dependency to ¢ can be written by defining
a new u function. By taking derivatives in the last equation, the monocular matrix
and telescope matrix definitions are given. It is important to mention about telescope
matrix that jth telescope matrix Tj uses first j monocular matrices in a cascaded way
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such that it brings the image from n/*! dimensional space to n dimensional space.
Even though it realizes somehow a direct transfer it uses the monocular matrices as the
intermediate agents.

After taking the integral in the last equation, a new equation is obtained with m.th
Kronecker power. It is possible to obtain a solution without any resudial by using
the last equation with the prediction while m — c. As a next step, squarification
definition is given and the equation is rewritten by using this definition. Moreover, it
is important to use the information that the powers of u are independent. By using this
information, it can be said that the terms under the same sum with the same coefficient
are equal. This step brings into question recursion which is one of the most important
development about PREVTH. The proof of the recursion, which is done by Demiralp’s
group, is given for both vectors and matrices.

After giving details about PREVTH, another new development and a new perspective
about Kronecker powers is defined and detailed which is Kronecker power spaces.
For this definition, different Kronecker powers and vectors with different number of
elements are considered. In this research, second, third, fourth and fifth Kronecker
powers of two element vectors, second and third Kronecker powers of three element
vectors are used. At the end of this research, a generalized equation is defined for
two element vectors. Additionally, it is considered that if the Kronecker power is an
odd number, the vectors are located in a subspace. On the contrary, if the Kronecker
power is an even number, the vectors are not located in a subspace, they are located in a
manifold which is a special definition. And briefly, manifold, map and atlas definitions
are given.

Then, two particles celestial mechanical system interacting via central forces has
been taken as the targets. A two particle system in Classical Mechanics has
totally twelve unknown temporal function such that the positions of two particles in
three dimensional physical Cartesian space can be described by totally six unknown
temporally varying functions while the velocities of those two particles are described
by six temporally varying unknown functions. The equations of motion for this
system is defined through equations amongst the partial derivative of a system function
describing the total energy of the system. The resulting equations are rst order
ODEs on the unknowns positions and momenta hence they are composed of twelve
ODEs. The mass center positions and their relevant momentum unknowns (totally six
unknowns) can be separated out as long as the other unknowns are organized as relative
coordinates (the coordinates of one particle relative to the other). The equations of
mass center describe the motion of a free particle under no external influence and they
can be solved analytically.

Considering the differences between positions as new relative position unknowns help
us to write the distance function by using three unknowns. If we consider that there
are three unknowns for the momentum too, this means there are totally six unknowns
which is less unknowns than the beginning. By using the new defined relative positions
and description function it is possible to construct the relative motion equations. Two
case are analyzed whether the initial position and momentum vectors are linearly
independent or not. Above analysis implies that the two particle system’s motion can
be described in the plane where the initial position and momentum vectors reside.
This means there will be just four unknowns and four ODEs with appropriate initial
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conditions. It is very important that we began with twelve unknowns at the beginnig
and now we have only four unknowns.

The sole dependence of the potential on a single distance function reminds us to use
the circular (polar) coordinates. New unit vectors are defined and it is noticed that the
new defined unit vectors vary in time so they have non-vanishing temporal derivatives.
As a next step, we can use the angular momentum conservation law in construction
of the equations of motion in circular coordinates. By using the radial momentum
and angular momentum, all the equations are rewritten. It is possible to solve the last
equation analytically. Instead of the solution of the equation one can seek a relation
between the polar coordinate evolutions.

At the end of these evolutions, we take the following two ODEs as the target of
PREVTH.

Y (t)= R r(0) =rg
@
' P%&o 1 A% 0) —
pr(t)_ u I"([)3 _r(t)27 pr( )—Pr,o

Even though PREVTH expects conicality (second degree multinomiality) at the right
hand side of target ODEs, these ODEs do not have such type of right hand sides.
However it is possible to use space extension herein. As steps of space extension
ui(t), ua(t), us(t) and uy(t) functions are defined. After applying space extension, we
obtain 6 equations which are in conical structure and appropriate for the application of
PREVTH. We can rewrite these equations concise form which is given in the (3). For
our two particle system Fo = 0g and F; is composed of two outer products from six
dimensional Cartesian space standard unit vectors while F3 is a rectangular matrix of
6 x 36 type. After Constancy Adding Space Extension (CASE) is applied, which adds
just a constant function as a new unknown, the number of equations and the dimension
of the vector increases by one. After that by using the squarified telescope matrices,
the Kronecker power series equation is obtained. Each element of PREVTH solution
vector can be individually approximated by certain Padé approximants. The main r(r)
and p,(t) functions will be taken as the targets of approximation implementation.

In this thesis, Padé approximants are reprensented by using [n,m| couples. n
reprensents the degree of numerator and m reprensents the degree of denominator.
In the implementation, [1, 1], [2,2], [3,3], [4,4] and [5, 5] couples are used which reside
on diagonal in the Padé table, [1,2], [2,3], [3,4], [4,5] couples are used which reside
just above the diagonal in the Padé table and [2,1], [3,2], [4,3], [5,4] couples are used
which reside just below the diagonal in the Padé table. In this work, [0,1], [-2,0]
and [0,2] intervals are used to approach the functions. It is important to tell that the
results are very parallel to what we have expected in the convergence properties at the
beginning of this study.
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1. GIRIS

Olasilik¢il Evrim Kurami [1], belirtik ve 6zerk (ing: autonomous) siradan tiirevli
denklemlerin ya da denklem takiminin baslangic defer sorununun c¢oziimii icin
kullanilan 6nemli bir kuramdir. Olasilik¢il Evrim Kurami baglaminda bilimcil olarak
bircok calisma yapilmis ve yayinlanmistir. Bu calismalardan bazilar1 [2—-10] olarak
gosterilebilir. OLEVKU baglaminda son donemlerde gelistirilen en 6nemli olgulardan

biri de kuramin yoneyler ve dizeyler lizerinde 6zyineli olusunun kanitlanigidir.

Savin ikinci boliimiinde, Olasilik¢il Evrim Kurami ayrintili olarak verilmektedir [11-
15]. Bu ayrintilandirim siirecinde, kuramin en 6nemli yap1 taglar1 olarak sayilabilecek
Kronecker carpimi, sag yanin ikinci dereceli ¢okterimli olarak anlatilmasi, uzay
genigletimi, Degismezlik Eklenimli Uzay Genisletimi (DEUG), bakag¢ ve irakgoriir
dizeylerin elde edilisleri, dordiillestirim ve Ozyineleyis olgularina yer verilmistir
[16-18]. Degismezlik eklenimli uzay genisletiminde, ikinci derece sag yanl anlatima
bir degismez ekleyerek boyutu bir arttiris ve bunu yaparak Fy dizeyinin sifirlanisi, Fy

dizeyinin birim dizey (/) ile orantili olarak elde edisi olgusu vardir [19, 20].

Savin iigiincii boliimiinde, Olasilik¢il Evrim Kuraminda yer alan Kronecker Carpimu,
carpimin getirdigi esneklik olgusundan yola ¢ikarak carpim sonucunda elde edilen
yoneyler ve bu yoneylerin hangi uzayda bulundugu olgular1 Kronecker Uslii Uzaylar
olgusu olarak giindeme getirilmistir. iki 6geli yoneylerin ikinci, iiciincii, dordiincii ve
besinci Kronecker iisliileri; {i¢c 68eli yoneylerin ikinci ve iiclincii Kronecker {isliileri
incelenmis ve bu incelemeler sonunda iki 6geli yoneyler icin genel bir anlatim

geligtirilmigtir [21-23].

Savin dordiincii boliimiinde, savin en Onemli olgularindan biri olan Iki Nesnecik
Sorununa Olasilik¢il Evrim Kurami baglaminda yaklagima yer verilmistir [5, 24, 25].
Iki nesnecik sorununun basal devinbilimde Hamilton islevi [4, 24] yardimiyla elde
edilen anlatimlar1 ve bu anlatimlardan yola cikarak dizgenin devinim denklemleri
olusturulmustur. Bu denklemlerden yola ¢ikarak kiitle 0zeginin deviniminin ve

nesnecikleraras1 bagil deviniminin ayristirilisi olgularina yer verilmistir.  Bagil
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konaglar (ing: coordinates) kullanilarak dizgenin dogrucul bagil devinim denkleri
yazilmis ve bu durum i¢in baglangi¢ yoneylerinin dogrucul bagimli ve bagimsiz oldugu
durumlar incelenmistir. A¢isal devinirlik olgusundan yararlanarak dizgenin cembercil
konaglardaki devinimi incelenmis ve dizgenin Hamilton islevi yeniden yazilmstir.
Cembercil konaglarda yarigapcil devinimin belirlenmesi ile r ve ¢ arasindaki
iligki tiimlev altinda gosterilmistir. Bu gosterilim analitik olarak tiimlevlenebilir

oldugundan, tiimlev alinarak analitik ¢6ziime ulasilabilir.

Savda cembercil konaglarin incelenisinin ardindan elde edilen Hamilton islevinde
tiirev alarak r(¢) ve p,() islevlerini verecek olan iki siradan tiirevli denklem elde edilir.
Bu iki siradan tiirevli denklemde uzay genisletimi [3, 6,26] olgusunu uygulayarak alti
OLEVKU bagintis1 yazilir. Bu alt OLEVKU bagmtisinin en 6nemli 6zelligi tiimiiniin

en ¢ok ikinci dereceden sag yanl islevler olusudur [27, 28].

Savinci besinci boliimiinde Padé yaklastiranlar1 olgusuna yer verilmistir. Padé oranlari
ile soruna iki ¢cokterimlinin oranini alarak yaklagilir. Bu ¢calismada Padé yaklagstiranlari
R[a,b] ikilileri olarak yazilmig ve bu anlatimda a pay da, b payda da bulunan
cokterimlinin derecesini simgeler. Farkli ikililerin simgeledigi Padé yaklastiranlarinin
denklem dizgesi kullanilarak elde edilmesi ve denklem dizgesinin ¢ziilmesi ile verilen

sorun i¢in sonuglarin elde edilisi 6rneklendirilerek anlatilmistir.

Savin altinci ve son boliimiinde, savin asil amact olan Olasilik¢il Evrim Kurami
ile Padé yaklastiranlar1 yonteminin birlestirilmesi olgusuna yer verilmistir [29]. Bu
birlestirme calismasinda, giindemimizdeki iki nesnecik sorununun son evresi olarak
elde edilen OLEVKU bagintilarina Padé oranlar1 ile yaklastinm uygulamak ve
OLEVKU kullanilarak elde edilen sonuglar ile Padé yaklastiranlar1 uygulaniligindan

sonra elde edilen sonuglarin kargilagtirilmasina yer verilmistir.



2. OLASILIKCIL EVRIM KURAMI

2.1 Olasilik¢il Evrim Kuramina Giris

Olasilik¢ik Evrim Kurami (OLEVKU), Siradan Tiirevli Denklemlerin (STD) ¢oziimii
icin gelistirilen bir yontemdir. Bunun icin 6ncelikle (2.1) ile verilen ve ¢ degiskenin

bagli olan bir denklem takimi alinabilir.
x(t) =£(x(1),1), x(0)=a (2.1)

t degiskenine olan bu bagimlilik 6zerk olmadigini gosterir. Ancak bagslangic degeri
an+1 olan yeni bir x,(f) degiskeni ekleyerek 6zerk olmayan yapidaki bu denklem
takimini 6zerk hale getirmek olanakhidir. x{, acilim (expansion) noktalarini kullanarak

asagidaki esitligi yazabiliriz.
y (e) @©)1"
s(t) = [(xl(t)—xl ) <xn(t)—xn )} 2.2)
(2.1) esitligi (2.2) kullanilarak yeniden yazildiginda asagidaki esitlik elde edilir.
s(t)=f(s(r)), s(0)=a=a—x (2.3)

Olasilik¢il evrim kuraminda kullanidan ©nemli olgulardan biri de Kronecker
carptmudir. Sirasiyla boyutlart n;, ve n. olan b ve ¢ yoneylerinin Kronecker ¢arpimi

asagidaki sekilde gosterilir. Carpim sonucunda elde edilen yoney n;, X n. boyutundadir.

blc
b®c= : 2.4)
by, €

Benzer sekilde bir a yoneyinin m. Kronecker iisliisii asagidaki anlatim ile verilir.
a”"=za®a®..®a (2.5)

Yukarida verilen Kronecker carpimina ait Ozellikler kullanilarak sag yan yoOneyini

Kronecker iisliileri kullanarak asagida verilen baginti ile yazabiliriz.
f(s(1)) =Y Fjs(t)® (2.6)
j=0
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s(7) yoneyinin ikinci Kronecker iisliisii (2.7) ile verilir.

s1(t)?
-]

52(t)?
(2.7) yoneyine dik olarak asagida verilen u yoneyini alabiliriz.

0

u= _i 2.8)

0
Ancak (2.7) esitligindeki s(¢) yoneyine dik olarak bulunabilecek bu u yoneyi tek tiirlii
degildir. Nedeni kronecker iisliilerinin 6zel yapisindan kaynaklanmaktadir. Bu rastgele

secilebilirlik agagidaki esitligin yazimina olanak verir.

1 T .
F,= ﬁ{Vf@}s:O, j=0,1,.., (2.9)

2.1.1 Uzay genisletimi

Yukarida dogrudan s(z) bagimhihigi olan f islevlerini, asagidaki esitliklerden
faydalanarak yeniden yazmak olanaklidir. Bunu yaparak s(z) islevlerine bagl olan
u islevleri tanimlanir ve dolayst ile f iglevlerinin s(¢) islevlerine olan bagimliliklart u

islevleri tizerinden verilmis olunur.

£=£(u1 (S(1)) oot (3())) (2.10)

i=1,2,...m (2.11)

Bu islemler, asagidaki esitlik ile verilen Lie Operatoriiniin (.,?) tanimlanmasina olanak

verir [2].

—~

L= f(ur(s(®)),...,um(s(t)) Vs (2.12)

Lie operatoriinden faydalanarak (2.11) esitligi asagidaki esitlik ile yeniden yazilabilir.
ij(s(t)) = Luj(s(t)),  j=12,...m (2.13)

Asagidaki bagint1 ile verilen siradan tiirevli denklemi ikinci derece sag yanl bir

OLEVKU bagintis1 olarak yazabildigimizi sodyleyebiliriz. Yazinin devaminda bu

yazim ayrintili olarak ele alinacaktir.

f(s(r)) = BIs(t)®! + Fas(r) ®? (2.14)
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En genel hali ile x(0) = a baglangi¢ degeri olan ikinci derece sag yanl bir OLEVKU
bagintis1 agsagidaki sekilde verilebilir. Burada ele alinan x yoneyi n 6geli ise, Fo n x 1,

F n x n ve Fy n x n*> boyutundadir.

X(t) = Fy +F1X(Z) +F2X(I) ®2,

x(0) =a (2.15)

2.1.2 Degismezlik eklenimli uzay genisletimi

an+1 degismezi eklenerek uzay genisletilebilir. Bu degismezin eklenimi ile F O olarak
ve F| B katsayili I birim dizeyine orantili olarak elde edilir. Bu islemler sonunda elde

edilen F; dizeyini F olarak gosterelim.

X(t [ p X(t) }, + Esneklik Eklenimi
n+1

X(t) = BX(1) + Fx()“?
X(0)=a (2.16)

)=
=
(2.16) ile verilen siradan tiirevli denklemin sag yanini Pt parantezine alarak derecede

yalinlastinm yapmak ve agagidaki esitligi yazmak olanaklidir. Bunu yaparak sag

yandaki 0zerkligi yitirmis oluyoruz.

X(1) = P X(1)
X(t) = P FX(1) %2,
x(0)=a (2.17)

Asagidaki esitlik ile verilen ve ¢ bagimhiligi bulunan bir u islevi tanimlamak
olanaklidir. Bu tamimlamay1 yaparak 8 degerinin 0 olmadig1 durumlarda, ¢ nin
yoriingesini dogru olmaktan bir egri olmaya dogru ¢cevirmis oluyoruz. Diger bir deyisle
uzay genisletimi ile zaman degiskeninin yoriingesini degistirerek Ozerkligi yeniden

saglamig oluyoruz.

Bt _
u="® tﬁ L yw=x%0),
ﬂ _ ®2
y(0)=a (2.18)

Yukarida verilen tanimlamalardan yararlanarak y(u)’nun m. Kronecker iisliistiniin u’ya

gore tiirevi alinarak asagidaki esitlik yazilabilir. Bu islem sirasinda Leibniz kural1 ile
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tiurev alinmaktadir.

Ly = % v e D gy on-ion,

du =0 du
m—1 ) B(m—j—1)
= (T rerertin ) ywem,
j=0

m=0,1,2,... (2.19)
(2.19) esitliginde biiyiikk ayraclar arasinda kalan anlatima Baka¢ Dizeyi (ing:
Monocular Matrix) ad1 verilir. M ile gosterilir. Bakag dizeyi kullanilarak (2.19) esitligi
asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.

m—1 ] 1
M,, = PeFa " V), m=012,..
j=0

d
du
y(0)&m =a®mth) = 0,1,2, ... (2.20)

(y() *™) = My (u) 20D,

2.1.3 Tiimlev denklemlestirim

(2.20) esitliginde u’ya gore tiimlev alarak asagidaki esitligi yazmak olanaklidir.
u
y(u) " = a®mtl) +Mm/ doy(v) 2D =0,1,2, ... (2.21)
0
(2.21) esitliginde m = 1 alarak asagidaki kalani ii¢ kat tiimlevli ¢oziim esitligini
yazmak olanaklidir. Bu esitliklerde yer alan T dizeyleri Irakgoriirler ya da Irakgoriir
Dizeyler (ing: Telescope Matrices) olarak adlandirilir.

y(u) = a—i—Ml/Oudvy(U)@Z

U1

u
= Toa—i—uT1a®2+T2/O dv A d’l)zy(l)z)®3

V1 V2

2, i+1 Y ®4
= Z ija®(f+ )+T3 /dUl dvy d1)3y(1)3) (2.22)
= J! 0 0 0
(2.23) esitliginden de goriilebilecegi tlizere m. Irakgoriir Dizey, ilk m tane Bakag
Dizeyinin ¢arpimut ile elde edilir.
My =1, T, =Mo...M,,, m=0,1,2,... (2.23)

(2.22) ile verilen esitlikte kalani (m -+ 1) dereceli tiimlev olusturdugumuzda asagidaki

esitligi elde ederiz.

vl’ﬂ

Y(I/l) = Z FT]a J +Tm+l /Odvl--- Odvm+IY(vm+1) )

m=0,1,2,... (2.24)



(2.24) esitiliginde m — o iken kalan terimin sifirlanacagi ongoriimii ile asagidaki

esitligi yazabiliriz.

= i eU+) (2.25)

2.1.4 Coziimiin dolaysiz iislii toplamdizisi’nde wrakgoriir dizey katsayilarinin
dordiillestirimi

Asagidaki esitlikte yer alan T 1rakgériir dizeyi n x n”! boyutundadir. Bu dizeyin
nm-‘rl

x 1 boyutundaki bir a yoneyi ile carpilmasi sonucunda n X 1 boyutunda bir yoney

olusacaktir. Buradaki S,, dizeyi m. dordiil irakgoriir dizeydir.
T,a®"tl) =§, (a)a, m=0,1,2,... (2.26)

(2.26) esitliginin gecerli oldugunu diisiinerek asagidaki esitligi yazabiliriz.
MOERDY ,S (a) (2.27)
j=0 J!
(2.26) ve (2.27) esitliklerini kullanarak ¢oziimiin dordiil irakgoriirlii toplamdizisinin

u’ya gore tiirevini alarak asagidaki esitlige ulasabiliriz.

d <
ZI(M”) - { y %s j+1(a) } a (2.28)

j=0

2.1.5 Denklemde sag yan dordiillestirimi

Olasilik¢il Evrim Kuramimin en Onemli olgularindan biri olan Dordiillestirim
(ing:Squarification) olgusunu kullanarak siradan tiirevli denklemi asagidaki sekilde
yazabiliriz. Burada | ve | uzbilimcil gosterilim arasinda kalan terim dordiil terimi

temsil eder.

Fy(u)“* = | F,y(u) Jy(u) (2.29)

y’nin s’ler tiirlinden nasil yazildigini biliyoruz. Bu bize sag yan dordiil dizeyinin
toplamdizi aciliminm asagidaki sekilde yazmamiza ve bu esitlikte sag yandaki islemin

dogrucul olmasi, sayil olan (u//j!) carpaninin digar1 ¢ikarilabilmesine olanak verir.

Z i— )a] (2.30)

Asagidaki esitlik ile sag yanin toplamdizi acilimi verilmistir. Bu esitlik Kronecker

tisliilerinin sanki Cauchy carpimu yapilircasina yazilmig halidir. Buradaki islevlerin
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hepsinde S bagimlilig1 vardir. Burada, once esitligin ilk satirinda j {izerinde degisken
doniisiimii yaparak ikinci satir elde edilir. Sonrasinda ikinci satirda tiggencil 6zdeglik
ozelliginden faydalanarak, j iizerindeki toplam basa almabilir ve esitlik j = 0
degerinden baglatilabilir duruma gelir. Tiim iglemler sonunda ii¢iincii satirda yer alan

anlatima ulasilir.

ik )
LF,Y(MHY(M)I{Z 7 LFSc(@)al ) ﬁsj(a)}a

k=0 - j=0

> U > yik
{Z’k_ F,S;(a ]Zﬁsj_k(a)}a

j=k
{Z Z() F,S(a)a Wsj_k<a>}a 2.31)

Yukarida yapilan tanimlamalar: ve (2.31) esitligini kullanilarak denklemin toplamdizi
acilimin asagidaki sekilde yazabiliriz. Buradaki 6nemli olgu u’nun iisliilerinin
birbirlerinden dogrucul bagimsiz olduklarini biliyor olmamiz. Bu bilgi ile ayn1 toplam

altinda kalan ve (u//j!) katsayisina sahip olan terimlerin birbirine esit olmas1 gerekir.
Z sm Z Z( ) F.Si(a)a]S; x(a)a (2.32)

2.1.6 Dordiil irakgoriir altinda goriintiide ve dordiil irakgoriir’de 6zyineleyis

Yukaridaki esitlikteki olgu OLEVKU i¢in ¢ok 6nemli olan Ozyineleyis tanimina
gotiirliyor. Asagidaki yer alan esitlik ile verilen 6zyineleyis yoneyler iizerinde olan

bir 6zyineleyistir.

j:071727"' SOZTOZIn (233)

(2.33) esitligindeki a’nin kaldirilmis halinde olan dizey esitligini ongoriiyoruz. Bunun
saglanabilmesi i¢in Onceki yoney esitliginden bu esitlige gecisin tek tiirlii (unique)
olmas1 gerekiyor. Yoneyden dizey yapisina gecgiste boyut biiylidiigiinden, daima
sifirlaniglarin olabilecegi olgusunu goz Oniinde bulundurarak, tek tiirlii yap1 elde
edilemeyecegini varsayarsak, S;(a) ve S;j(a) olmak iizere 2 farkli dordiil dizey
aliyoruz. Bunu asafida yer alan ilk esitlikte yerine yaziyoruz. S;(a) ve S;j(a)

dizeylerinin farkli oldugu ongiirimiinden yola ¢ikarak aralarindaki farki R;(a) gibi



bir dizey ile gosterebiliriz.

Sj+1(a)

Il
7~
N\
= .
~_
—
=S|
9]
Pl
—
—
[9,]
~
=
N—

~
Il
o

72}
~
—~

&
—

Il
~
N

&
N—

il
(=]
N~
N——
—
=
2]
>~
—~
1Y
~—
<]
ES—
72
~
i
—~
1Y
~—

2l

~

s

&

T,
) M\.
~— +

]
~
t
N—
Il
-
VRS
o~
~
—
=
N
R
®
N—
)
1
]
~
&
—~
=

k=0
j=0,1,2, So =1, Ro(a) =0 (2.34)
(2.34) sirasayil1 6zyinelemenin her iki tarafi agsagidaki toplam altina alinirsa,
¥ R = 55 Y (1) [FScaal R 2.35)
j=0" j=0Y" k=0
elde edilir. Yukaridaki esitlikte tiirev alinirsa,
d i u R (a) i uk i
- —R; — _
dg J=0 J! k=0 k! j=0
Y “Rj@) = exp Z
Jj=0 ik
R;(a) =0, =0,1,2... (2.36)

elde edilir. Burada yer alan iistel ifade 0 olamayacagindan dolay1, (2.36)’nin son

esitligi gosteriyor ki esitligin saglanabilmesi i¢in Rj(a) = 0 olmalidur.

Bu R (a) = 0 ile ayrilabilir oldugu anlamina geliyor. Boylece S;(a) ve S (a) olarak
iki ayr1 toplam ile yazilabiliyor. Bu islemi yaparak (2.33)’daki 6zyineleyisin dizeyler

tizerinde de dogrucul bir 6zyineleyis oldugu gosterilmis oldu.

Kanitsav Sonucu
Yukarida verilen c¢oziimleyisler baglaminda varilan baginti, Dordiillestirilmis
Irakgoriir Dizeyleri arasinda varoldugu 6ngoriilen 6zyineleyisin essiz nitelikli olarak

gecerliliginin kanitidir.



Uygulayimcil Sonug
Asagida yeniden verilen Ozyineleyislerin her ikisi de Olasilik¢il Evrim Kurami

(OLEVKU) ¢oziimlerinde kullanilabilecek gecerli olgulardir.

Sj+1(a)a= i (;{) LF.Sc(a)a]S; (a)a

0
j=0,1,2,... So=To=1I, (2.37)

O halde tiim dordiil 1rakgoriir dizeylerin elde edilisinde kullanilacak Ozyineleyis

asagidaki gibidir.

Sj+1(a i‘b() F.Sc(a)a S, «(a)

=0,1,2,... So=1I, (2.38)

Uzay Genisletimi Sirasinda Denklem Sayisimin Eniyilenisi

Olasilik¢il Evrim Kurami’ndaki bir diger onemli gelisme, sag yanin en cok ikinci
dereceden ¢ok ¢ok terimlilerden olusabilmesi i¢in kullanilan uzay genigletimi sirasinda
elde edilen denklem sayisindaki eniyilemedir. Bu sayede daha az denklem kullanilir

ve elde edilen Fj dizeylerinin boyutlar1 da daha kiigiik olur.

10



3. KRONECKER USLU UZAYLAR

3.1 Kronecker Uslii Uzaylar

Kronecker Uslii Uzaylar olgusu ilk olarak WSEAS 2016 toplantist i¢in hazirlanan
genisletilmis yazida giindeme gelmistir. Sonrasinda Kronecker iisliine bagli olarak
uzay boyutu, 6ge sayis1 ve 6gelerin hangi kisitlara sahip oldugu olgulart daha ayrintili

olarak incelenmistir. Bu boliimde bunun ile ilgili yapilan ¢caligmalara yer verilecektir.

Oncelikle farkli Kronecker iisline ve 6ge sayilari igin elde edilen yoneyleri
inceleyelim. Bu yoOneyler baslangi¢c yoneyi kullanilarak elde edilmektedir. n 68eli
bir baslangic yoneyi icin m. Kronecker Uslii Uzayin 6geleri olan yoneyler n™

boyutundadir. Calisma da yoney 68elerinin gosteriliminde de koyu renk kullanilmistir.

3.1.1 iki elemanh yoneyden iiretilen Kronecker uzaylari

Iki 6geli bir s yoneyi alalim.

s = { z; ] (3.1)
Kronecker Us : 2
si
S1S8
§¥2 = S;Sf (3.2)
2
52 4x1
S®2 c %
s% >0, s% >0, 515 = 85251
0
u= _11 = e2(4) — e3(4> 3.3)
0

S®2

Bu u taban yoneyi yoneyine dik olan bir yoneydir.

11



e1(4)Ts®2 >0

T
es W 2> 0
Asagidaki vy, v, v3 yoneylerini tammlayabiliriz.

V1= e1(4) —vilu=0

V) = e4(4) — Vlel =0
0
1
V3= \? —v3lu=0
V2
0

Bu bizim s®2 yoneyini asagidaki gibi yazabilmemize olanak verir.

cf
£
®2

2 2
ST =cC]V1+ vyt C3V3 =

(@) (o)
WO ro

4x1

(3.4)
(3.5)
(3.6)

(3.7
(3.8)

(3.9)

(3.10)

Burada c; ve c3 belirsiz katsayilarinda kosul var. Artilig1 giivence altina almaliy1z.

Eksi degerleri alamaz. Belirsiz katsayilardaki bu durum dogrucul olmama olgusunu

giindeme getiriyor. (3.5) ve (3.6) sirasayili esitliklerden kaynaklanan kisitlardan

dolay1 altuzay olusturamadigini séyleyebiliriz.

Kronecker Us : 3

®3 5155

L 52 Jgx
Taban yoOneyleri,

uy = e1®2 Rey—erQ e1®2

u2:e1®2®e2—e1®e2®el

u=e; e’ —e,*’ Qe
— ®2

uy=e1Per° " —erPe;e;

12

(3.11)

(3.12)
(3.13)
(3.14)
(3.15)



u’s%3 =0, i=1,2,3,4

Asagida verilen yoneyleri tanimlayabiliriz.

F 0 _
1
v
V3
— o ®3 _ a.®3 _ 0
Vi=e , V2=6€"", V3= 1 A
V3
0
0
- 0 - 8x1 -
®3 _ _
ST =c1V1+ 2V +C3V3 +cavy =

8 Slesksbssisl 2

L -4 8x1

8x1

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Belirsiz katsayilar tizerinde herhangi bir kosul bulunmadigindan, hem arti hem de art1

olmayan degerleri alabileceginden altuzay olusturur diyebiliriz.

Kronecker Us : 4

s®4 yéneyi 16 x 1 tiiriinde olan bir yoneydir. Parantezler arasinda verilen altsirasayilar

yoneyin kaginci 68esi olduguna isaret eder.

®4 ®4 ®4 ®4 _ 3
S(9) =815

4 4 4 4 4 4 22
S = S(6) = S(7) = S(10) = S(11) = S(13) = $192

4 24 4 4 3
S®) = S(12) = S(14) = S(15) = 5152

®4 _ 4

13
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e1(16)Ts®4 >0 e7(4)Ts®4 >0 (3.24)

e s >0 ep® s® >0 (3.25)

@550 ey s >0 (3.26)

e6(4)Ts®4 >0 e13(4)Ts®4 >0 (3.27)

Taban yoneyleri,

uy=e"%e—e;°Re e (3.28)
w=e; Qe —e;Re;, e ? (3.29)
w=e P Re, ey e’ (3.30)
w=e e —e; e ®e*? (3.31)
=106 —e,%?Re; Qe (3.32)
us=e; 0e” — e, e (3.33)
w=e06 e Qe e ®e; (3.34)
us =e; 2 0e"” —e; @6, ey (3.35)
w=e;’Re;*?—e,0e1"’® e, (3.36)
upg =612 —e;Re Ve e (3.37)
u = e’ e — e’ e’ (3.38)
u's® =0, i=1,..11 (3.39)

Asagida verilen yoneyleri tanimlayabiliriz. Kullanilan iistsirayilar yoneyin kacinci

0gesi olduguna isaret eder.

vi=et™  vy=e™ (3.40)

ng) = ng') = Vgs) = Vgg) = % (3.41)

R e % (3.42)

V24) _ v§6) _ V27) _ Vélo) _ gn) _ 213) _ % (3.43)



®4

ST = C?Vl + CéVz + C3V3+C4V4 + C5Vs (3.44)

c1 ve ¢y belirsiz katsayilarinda bulunan art1 deger alma kosulu dogrucullugu bozuyor,
bu nedenle altuzay olusturamadigini sdyleyebiliriz. Bu 6rnekten de goriilebilecegi gibi
cift sayili Kronecker {iislii oldugu durumda yine altuzay olusturamama olgusu giindeme

gelmistir. Incelemelerimiz devam edecektir.

Kronecker Us : 5
s©5, 32x1 tiiriinde olan bir yoneydir. Elemanlar1 asagida verildigi gibidir. Alt sirasay1

olarak goriinen sayilar yoneyin kaginci 6gesi olduguna isaret eder.

$5 = o] (3.45)
5 =5 =56 =5 =iy =iz (346

5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 32
Si4) = S() = S(7) = S(10) = S11) = S(13) = S(18) = S(19) = 21 = S(2s) = 5157 3:47)

5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 2.3
S(8) = S(12) = S(14) = S(15) = S(20) = S(22) = 5(23) = S(26) = S(27) = 5(29) = $1523:48)

5 5 5 5 5 4
S(1e) = Sia) = Siaw) = Stav) = Sa1) = 5153 (3.49)

S(2) = 9 (3.50)
Taban yoneyleri,

y=e"%e—e; e, e (3.51)
w=e%%e,—e;%* Qe e ?? (3.52)
u=e™ e, —eRe; e > (3.53)
y=ewe—ey e, (3.54)
us =1 e’ —e;®’ReRe; ®e; (3.55)
us=e1 262 —e1”?e;*?0e (3.56)
w=e e, —eRe;0e;? e, (3.57)
us =61 e’ —e e, Re;Re; ey (3.58)
w=e; e, —e; @ e,*? ey ? (3.59)

15



Uy = e1®3 X e2®2 —e X e1®3 X ey (3.60)

u =106 —e;0e1?Re; e (3.61)
up =61 0e®? —e; e Qe er™? (3.62)
u=e; 06" — e, e ™ (3.63)
Uy =1’ e —e; Re; Ve R ep®? (3.64)
us =%’ e —e ;2 e Re; (3.65)
ug=e1"’0e;” —e1 e, e (3.66)
ur =6’ e, —e; 0 e’ ®ey? (3.67)
s =61’ 06 —e;Re Qe e Qe (3.68)
up =e;%’ e —e;Re1e°% Qe (3.69)
u =6’ —e;*? 0 e1%’ ®e, (3.70)
=6’ 0e, —e,? e ®e; Qe (3.71)
Uy =e;%?2e,® — e, ®e%? (3.72)
s =e e —ey e e (3.73)
Uy =e; e — e, Re; ®e,®? (3.74)
s =e; 06—, e e, (3.75)
g =e e —e;* e (3.76)

u; s%° =0, i=1,...26 (3.77)

Asagida verilen yoneyleri tanimlayabiliriz.  Bu v; yoOneyleri, 32x1 tiiriinde olan

yoneylerdir. (i =1,2,...,6)

V1 = 91®5, V) = 92®5 (3.78)

Ust sirasay1 olarak goriinen sayilar yoneyin kaginci 6gesi olduguna isaret eder.

16



(8) _ 12 _ 14 _ as) _ o) _ 02 _ (3 _ 6 _ @7 _ 29 _ |

Vs—s—s—s—s—s—s—s—s—s—_ﬁ
(3.81)
16 24 28 30 31 1
Vg ):st ):Vé ):Vé ):Vé ):ﬁ (3.82)
§9° = C1V1+C2Va+C3V3+CaV4 + C5V5 + C6 Vg (3.83)

Belirsiz katsayilara ait herhangi bir kisit olmadigindan altuzay olusturabilir diyebiliriz.

3.1.2 Uc elemanh yoneyden iiretilen Kronecker uzaylar

Uc 6geli bir s yoneyi alalim.

S1
53
Kronecker Us : 2
_ S% :
5152
5183
5281
s?2=| 3 (3.85)
5253
§351
§382
2
L 53 9x1
Taban yoneyleri,
U =e;Rey—ey e (3.86)
U =e;1X®ez3—e3®er (3.87)
Uz —e;Xez—ez3xey (3.88)
u’s%? =0, i=1,23 (3.89)
T
e1? s%2>0 (3.90)
es® 5925 0 3.91)
eo® 5925 0 (3.92)
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Asagida verilen yoneyleri tanimlayabiliriz.

V4 =

s®2

vi=¢;", V2= 95(9), V3 = 99(9)
0 | [ 0 ]|
L
Vi ]
0 V2
L 0
\(/)E ) VS_ O 9 V6:
0 \
0 %
0 0
0 49x1 L 0 - 9x1

= c%vl = c%vz + c§V3 +c4V4+c5V5+CceVe =

oSl-osfocoocococo

SOSRSIESIRSSSIESISIE S

(3.93)

(3.94)

(3.95)

c1, ¢, c3 belirsiz katsayilarinda kogsul var. Artilig1 giivence altina almaliyiz. Eksi

degerleri alamaz.

Belirsiz katsayilardaki bu durum dogrucul olmama olgusunu

giindeme getiriyor. (75),(76) ve (77) sirasayih esitliklerden kaynaklanan kisitlardan

dolay1 altuzay olusturamadigini soyleyebiliriz.

Kronecker Us :

3

s®3 yoneyi 27 x 1 tiiriinde olan bir yoneydir. Altsirasayilar yoneyin kaginci dgesi

olduguna isaret eder.

®3_ 3 ®3__ 3
Sa)y =51, S14) = 52, Sy T =53

®3 _ ®3 _ @3 _ . 2 ®3 _ ®3
S2) " =S@) T =Sa0) ~ = s287, S(18) ~ = S(24)

®3 _ ®3 _ ®3_ 2 ®3 _ ®3 _ ®3_ .2
S@) " =S(7) T =819 = 8357, S15) ~ =8Sa7) " =S(23) =35

®3 _ ®3 _ ®3_ 2 ®3 _ ®3 _
S(5) " =Sa1) T =83 T =815, S(9) " =S@21) =825
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5(6)®3 — 5(3)®3 — 5(12)®3 — 5(16)®3 _ 5(20)®3 _ 5(22)®3 515954 (3.100)

Taban yoneyleri,

uy=e’Re,—e;Re;Qeg (3.101)
u =12 Re; —ey e, ®? (3.102)
w=e;’Re;—e;RezRe; (3.103)
u=e1’®e; —e30e? (3.104)
Us=e;0e%? —e; Re; Qe (3.105)
us=e ®e? —e; ey (3.106)
=6’ Qe;—e,RezRey (3.107)
ug = 6,2 Qe; —e3® e,*? (3.108)
w=e;Re;? —e3Re; Qe (3.109)
up =e; ®e3?? —e3*? e (3.110)
U =eRe3’ —e3Re; Ves (3.111)
up=e0e3®? —e3? e, (3.112)
uy=e;ReyRe3—e;RezRe; (3.113)
Uy=e ReyRNe;—e;Ne;Res (3.114)
Us=e;ReyRe3—e;RezRe; (3.115)
Uig=¢e1QeyRe;—ezRe; ey (3.116)
U =e;1ReRez3—ez3Re; Qe (3.117)
w's® =0, i=1,.,17 (3.118)

Asagida verilen yoneyleri tanimlayabiliriz. Ustsirasayilar yoneyin kacinci dgesi

olduguna isaret eder.

V1 = e1®3, V) = 62®3, V3 = l33®3 (31 19)
1 1
V‘(lz) = V‘(:l) = VS‘IO) = —3, Vgls) = V§24) = V526) = —3 (3120)

(3.121)



(3.122)

1
R O Y 1 a2

V6

s = C1V]1 + €2V + €3V3 + C4V4 + C5V5 + CeVg 1+ C7V7

+c8Vvg + C9Vg + C10V10 (3.124)

Goriildiigii iizere belirsiz katsayilarda dogrucullu§u bozan herhangi bir kisit

bulunmamaktadir. Boylece altuzay olusturabilir diyebiliriz.

Sonug¢
Kronecker Uslii Uzaylar ile ilgili yapilan bu calisma sonucunda yoneylerin 63e
sayist ne olursa olsun cift sayili Kronecker iisliilerinde altuzay olusmazken, tek sayili

Kronecker iisliilerinde altuzay olusabilmektedir.

3.1.3 Yoneylerin dolaysiz ya da Kronecker dordiillerinin gomiilii oldugu altuzay

Burada onceki yapilan calismalar g6z oniine alinarak Kronecker dordiil durumu igin
(n)

genel bir yap1 elde edilmeye ¢aligilmigtir. Burada e, yoneyleri, n 6geli standart birim

yoneylerdir.

n ®2 n
x%2 = (ijeﬁ-")> =YYy x,-xjel(n) ® eg-n) (3.125)
=1 s 4

i=1j=1

1< ji,p2<n (3.126)

(3.125) swrasayili esitligi yeni Obekler kullanarak agsagidaki bicimde yeniden

yazabiliriz.

x®? = Zn: X5 (eg-") ® e§")>

j=1
n—1 n

+ ¥ meﬂﬁ®ﬁuﬁ®ﬁv (3.127)
J1=1ja=j1+1

Dikgenlik olgusunu kullanarak asagidaki esitligi yazabiliriz.

(eﬁ.l) ® egz)) (e/(cl) ® el(cz)) — (eg.l) e/(q)) 2 (egz) e/(<2)> =8 1,050, (3.128)
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n2
e el = e((. ) (3.129)

] ]fl)n+]
(n) o () _ (n*) () o () _ ()
€ O TG tom % @8 T St (3.130)

Bunlarin, (3.127) sirasayili esitlikte kullanimi agsagidaki esitligin yazimina olanak

saglar.
n ) n—1 n 2 2
22 _ \ 2.07) o (W) (n*)
X =Y et X X Xk <e(j1—1)”+jz+e(j2—1)"+j1 (3.131)
J=1 J=1p=j1+1

(3.131) swrasayili esitlikteki toplananlarin toplam sayisint bulmak i¢in asagidaki

esitlikleri yazabiliriz.

n—1 n—1 =i
nor = Y (n—j) = ¥ j = ; L (3.132)
j=1 j=1

Eger, (3.131) sirasayili esitlikteki toplananlarin toplam sayis1 nr ile simgelenecek

olursa, (3.132) sirasayil esitlikteki de yararlanarak asagidaki esitlik yazilabilir.

n(n+1)
2

nr =n-+nyr = (3.133)

Toplanan sayist bulunduktan sonra, sira (3.131) sirasayilt esitlikteki yoneyleri sirali
adlandirima gelir. Bu amacla, tek bir sirasayir olarak j kullanilabilir. (3.131)
sirasayil egitlikteki birim yoneyleri, soldan saga sirasayilandirim durumunda, v; ile

simgelersek, j siralandirim sayist igin,

JELY (3.134)

2
yazilabilir. (3.131) sirasayili esitlikteki ilk » toplanan i¢in n sayida taban yoneyi

tanimlanabilir. Bu amacla, asagidaki esitlikler yazilabilir.

2
n .
v, = e((j)l)nﬂ., jeZt (3.135)

Ote yandan, (3.131) swrasayil esitlikteki iki katli sonlu toplamin toplananlarinin

yoneylerinden iiretilen taban yoneyleri de asagidaki esitlikler ile yazilabilir.

v o= (o) )
i) = V2 (j1—Da+js (j2—1)n+j

NneZ |, Nn+1<jp<n
N i1y . .
j(,2) = (n— 575 )0 + Jj2, (3.136)
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Burada siralayist saglayan ve j; ile jo’ye bagimli olan tamsayi islevcil anlatiminin

tiretilis kisa ayrintilar1 agagidaki esitliklerle verilmektedir.

JUnp) = n_+h-D+0m=2)+-+n—j+1)+ p—ji,

L. TOp. J1’in 6ziinden bir kiigiik degerlerindeki durumlarin sayist jz’den katki
.jl 1 . . . + . .
n—5 "5 it NhE€Z, , h+1<jpp<n
Jji—l
= n+ Y (n—k)+jr—j (3.137)
k=1

Boylece, bir taban takimi olusturulmus olur. Bunlar tiiriinden (3.131) sirasayili esitligi

yeniden, asagidaki bi¢cimde yazabiliriz.

n n—1 n

®2 _ 2

X = lejvj+2 Z \/Eleszvj(h,h)’
J:

h=lj=ji1+1

NEZ |, ji+1<jp<n (3.138)

Sonug¢

Daha oOncede belirtildigi gibi, tiim bu yapilan calismalar sonucunda soyleyebiliriz
ki, tek sayili Kronecker iisliileri altuzay olusturabilir. Ancak cift sayili Kronecker
tisliilerinin daha 6zel bir durum olan katman (manifold) olusturdugunu soyleyebiliriz.
Elde edilen bu sonuglar esliginde katman (manifold) kavramu ile iligkili olan asagidaki

topolojik tanimlar1 vermekte yarar vardir.

3.1.4 Katman(Cokkath), Harita(Cizin), Atlas kavramlari

Homeomorfizma: A ve B topolojik uzaylar olmak iizere, A’dan B’ye siirekli, birebir,

orten ve tersi de siirekli bir gobnderime homeomorfizma denir.

Topolojide, verilen bir topolojik uzay toplulugu icin homeomorfizma siniflarin1 bulmak
ve bu uzaylari bu simiflara gore simflandirmak temel problemlerden biridir. Ornegin,
tim 1 boyutlu ¢okkathilarin (manifold) homeomorfizma smiflar1 bilinmektedir. 1
boyutlu baglantili bir ¢okkatli, ya (0,1) acik araligina, ya [0, 1] kapali aralifina, ya

(0, 1] araligina ya da cembere homeomorfiktir (esyapilidir).

Iki boyutlu cokkatlilara yiizey denir. Tikiz, baglantili bir yiizeyin homeomorfizma

sinifi, Euler sayis1 ve yon verilebilir olup olmadigiyla belirlenir.
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Tanim: M herhangi bir topolojik uzay ve U C M agik olsun. y: U C M — R isglevi bir
homeomorfizma ise y’ye M iizerinde m-boyutlu konag¢ dizgesi (m-dimensional chart)

denir. M tizerindeki m-boyutlu konag dizgelerinin bir ailesi .27 olsun.

i) Eger o/’daki konag dizgesi islevlerinin tanim kiimesinin birlegimi M’ye esit oluyor

veE

i) y:U—R" ve ¢:V—=R" Mizerinde UNV # & olan .o/ ’nin iki 6gesi i¢in
konag degisimi(change of coordinates) olarak isimlendirilen, @ o y~! : R” — R”

islevi bir C* difeomorfizma oluyor ise .7’ ya M iizerinde C*atlas denir.

Cizim 3.1 : Konag Degisim Islevi

Eger yukaridaki tanimda sadece i) kosulunu alirsak; yani Vx € M igin bu
noktanin R™’ye homeomorfik olan bir agcik komgulugu bulunabiliyorsa, bu ¢okkatliya

topolojik ¢okkatl denir.

Bir kiime iizerinde birden fazla atlas tanimlanabilir. .o/, M Hausdorff topolojik uzay1
tizerinde bir atlas olsun. /’nin dgeleriyle diizgiin ortiisen her konag dizgesi, yine

</ nin 6gesi oluyorsa, <7’ ya M iizerinde bir tam atlas denir.

o/, M topolojik uzay: iizerinde bir atlas ise .27 atlasin1 kapsayan bir ve yalniz bir tam

atlas oldugu ispatlanmustir.

M Hausdorft topolojik uzay: tizerinde .7, C* tam atlas1 bulunabiliyorsa, M kiimesine

m-boyutlu tiirevlenebilir ¢cokkatli veya diizgiin ¢okkatli denir ve (M™, o7') veya kisaca

M™ ile gosterilir.

M {izerinde verilen herhangi bir atlasi kapsayan tek bir tam atlas bulunabildiginden, M

bu atlasla birlikte diizgiin ¢okkathidir.
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Ornek 1:

Her m > 1 dogal sayis1 i¢in;
R™ = {(x1,x2,X3,...,x) | V1 <i<miginx; € R} (3.139)
m-boyutlu Oklid uzay1 diizgiin bir ¢cokkatlidir. Ayrica,
B" = {(x1,%2,%3,...,%p) ER™ : X3 +x3+ ... +x2, < 1} (3.140)

acik birim dairesi de m-boyutlu diizgiin bir ¢cokkathidir.

Ornek 2:

S™ = {(x1,%2, e Xmp1) ER™ x4 3+ 42, =1} CR™!
(3.141)

birim kiiresi m-boyutlu diizgiin bir cokkatlidir.
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4. IKI NESNECIK SORUNUNA OLASILIKCIL EVRIM KURAMI
BAGLAMINDA YAKLASIM

4.1 Iki Nesnecik Sorununa Olasilik¢il Evrim Kurami Baglaminda Yaklasim

4.1.1 Dizgenin Hamilton islevi ve denklemler

Bagal Devinbilim’de iki nesnecik dizgelerinde, cogunlukla, salt nesneciklerarasi

uzakliga bagh gizilgiicler bice olarak kullanilir. Bu caligmada da, dyle yapilacaktir.
V=V(n.)),

ra(t) = 1/ (@1(1) — aa(0))2 + (92(6) — a5(6))2 + (a5(0) — a6(6)) (A1)

Burada q;(t),q2(t),q3(t),q4(t),q5(t),qe(t) islevleri sirasiyla birinci ve ikinci nes-
neciklerin, yine sirastyla, doga bilimcil uzayda, birinci, ikinci ve ii¢lincii yonlerdeki
konum bilesenlerini simgelemekte olup bilinmeyenlerin yarisim1 olusturmaktadir.
(4.1) swrasayili bagintida, V ilesimgelenen gizilgii¢ islevi bu alti bilinmeyene bagh

bulunmakta ve bu bagimlilik salt tek bir islev yapisi lizerinde gosterilmektedir.

Basal Isleybilimde devinim boyunca, konumun zamanla degisimine “tezlik” denir.
Tezlik, yoneycil bir biiyiikliiktiir ve yoneycil bir biiyiiklik olan konumun her
dogrultudaki bilegeninin zamana baglh degisimini o dogrultudaki bilesen olarak alir.
Bu baglamda, v;(z), (i = 1,2,3,4,5,6) ile simgelenen islevler ¢;(¢), (i = 1,2,3,4,5,6)
ile simgelenen islevlerin zamanla degisimine karsilik gelir. Ingilizce’de “velocity”

sozctigli tezlik denilen yoneye karsilik gelir.

Tezligin, ilgili oldugu nesnenin Kkiitlesi ile carpilarak tamimlanan biiyiikliige
“devinirlik” denir ve nesnecigin devinirlik etkilesime girdiginde aktarabilecegi erke
diizeyini betimlemek i¢in taban olusturur. Ancak, devinim siirdiik¢e, bir kesim
ozel anlar disinda, sifir olmadan kalan bir biiyiikliiktiir. Ozelsizde, devinirlik p ile
simgelenir.Burada odaklanan dizge i¢in, sayis1 yine alti olan, devinirlik bileseninden

sozedilebilir. Onlar1, p;(¢), (i = 1,2,3,4,5,6) olarak simgeleyecegiz. Bunlarin, v’lere
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bagimliliklar1 agsagidaki esitliklerle tanimlanabilir.lanabilir.
pi(t) =mvi(r), i=123,  pi(t) =mv(t), i=4,5,6 (4.2)

Devinim erkesi, ilgili nesnecik icin, tezligin boy dordiiliiniin nesnecik kiitlesi ile
carptminin yarisi olarak tanimlanir. Bu, toplamcil bir tanimdir ama yonlere gore

bilesenlerine de ayrilabilir. Bu baglamda, i. nesnecigin j yoniinndeki devinim erkesi

El.(j), (i=1,2, j=1,2,3) ile simgelenirse asagidaki tanim esitlikleri yazilabilir.
g

i = gmivisaia(t)’, i=12, j=123 (4.3)

| =

Bu esitlik tezlikleri icermektedir. Ancak salt devinirlikleri icerecek bicimde de
yazilabilirdi. Kolayca goriilebilecegi iizere, tezlikleri devinirlikler tiiriinden anlatarak,

(4.3) yerine asagidaki esitlikler yazilabilir.

d 1 . .
Ei(,j) = 2_ml,pj+3i—3(f)27 i=1,2, j=1,2,3 (4.4)

Bu durumda, dizgenin toplam devinim erkesi bu erkelerin toplami olarak asagidaki

esitlik ile yazilabilir.

d 2 3 1
B = Y LB =5 (i) +pa(0 +p3(1))
i=1j=1
4 o (pa(0 4 ps(0 4 (1)) @5

Dizgenin toplam erkesi, eger isleybilim tabanli bagka bir erke bileseni yok ise, devinim
erkesi ile gizilgii¢ erkesinin toplami olarak anlatilir. Bu toplam Hamilton islevi olarak

bilinir ve Hile simgelenir. Bu durumda dizgenin Hamilton iglevi asagidaki sekilde elde

edilir.
H(p(t),q(t) = %ml (p1()*+ p2(t)* + p3(1)*) + T (pa(t)* + ps(t)* + pe(t)?)
+ V(I’Lz(t)) (4.6)

Burada, p(7) ve q(z), ogeleri sirasiyla 6 devinirlik ve 6 konum bileseni iceren
yoneylerdir. H’nin ya da Hamilton islevinin #’ye yani zamana belirtik bagimlilig
s0z konusu degildir. Zamana bagimlilik ortiik olarak devinirlik ve konum yoneyleri
tizerindedir. Hamilton iglevinin salt Ortilk olarak zamana bagimli olusu, ilgili
biiyiikliiglin islev yapisinin zamanla de8ismedigi anlamina gelir. Bu durumda
ilgili bilyiikliige “Ozerk” denir. Buradaki Hamilton islevinin 6zerkligi, gizilgiiciin
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ozerkliginden kaynaklanmaktadir. Ozelsizde, 6zerkligin korunurluga, dteki bir deyisle
degismezlige karsilik gelir. Burada da 6zerk Hamilton islevi dizgenin toplam erkesinin

korunurlugu ya da degismezligi anlamina gelir.

4.1.1.1 Dizgenin devinim denklemlerinin olusturumu

Dizgenin devinim denklemlerini olusturmak i¢in birden ¢ok yol vardir. Bunlardan
birisi “Hamilton Kurami1” yapidir. Hamilton Kurami’na gore, Hamilton iglevi verilen,
n Ozgiirliik diizeyli (bilinmeyen konum ve devinirlik bilesen sayilart n olan) bir dizge

icin devinirlik denklemleri asagidaki sekilde elde edilir.

dqi(t) _ JH dpi(t) JH

—_— = —_— = =1,2,... 4.7
dt apl7 dt aql7 l ) ) 7” ( )
(4.7)’de, (4.6)’daki Hamilton islev yapisi kullanilacak olursa

dqji3-3i(t) pj+3—3i(t), =12,
dt m;

Adpiiaia(t . i(t)—aqg; t

WPisisl) () B9 sy o103 s
dt ' rlyz(l)

denklemlerine ulagilir. Burada iis ile, ilgili biiyiikliigiin bagimli oldugu tek degiskene

gore tiirev anlatilmaktadir. Bu denklemler, dizgenin devinim denklemleridir.

4.1.1.2 Kiitle 6zeginin deviniminin ayristirimi

Asagidaki toplam ile yeni devinirlik tanimlar1 yapilabilir ve sag yandaki esitlik
ile yeni devinim denklemleri yazilabilir. Sag yamin sifir olusu gizilgii¢ islevinin
bir degismez oldugu anlamina gelir ve gizilgiiclerin bir degismezle 6telenislerinin
devinimi degistirmeyecegi de bilinen bir olgu oldugundan, burada devinimi sifir

almakta bir sakinca yoktur.

) dP;(t )
Pj(t)Epj<t>+pj+3(t):Ov ]:172737 ét():()a ]:1a253 (49)

Dizgenin toplam kiitlesini ve momentum bagintilarim1 kullanarak konum bagintilarini

asagidaki sekilde elde edebiliriz.

M=mi+mp
myq(t) +maq3(t) dQi(t) 1 .
0j()="—r ot g = yhi, j=123 0 (@10

(4.10) swrasayili bagintinin sag yanmin bu bilesen c¢iftleri arasinda dogrusal bir

doniisiim olusturdugu sdylenebilir.
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4.1.1.3 Nesneciklerarasi bagil deviniminin ayristirim

Konum konaglarinin 6geleri farkina yeni birer degisken goziiyle bakarsak, denklem
sayisini azaltmis oluruz. Bunu tanimi kullanarak yeni uzaklik islevi asagidaki sekilde

yazilabilir.

XJ'(t)qu(l‘>—qj'+3(t), j:1,2,3 (4.11)
(1) = \J3 (02 + o 1) 423 (1) (4.12)

Tim bu hesaplamalar ve asagidaki denklemler ile indirgenmis kiitlesi u, bagil
konaglar1 x ve bagil devinirlikleri 7 olan tek bir nesnecigin bagil devinimini giindeme

getirmis oluyoruz.

—1
= <L+L) 4.13)
ni ny
dxj(t) 1 _ dmi(t) x;j(t) v
— N Enj(t), ir —ab (r(1)) ) =123 (4.14)

Boylece, basta varolan 12 denklemli devinim her biri 3 denklemli olan iki ayrigik
devinime doniistiiriilmiis olur.  Bunlarin kullanimiyla, dizgenin Hamilton igslevi
asagidaki sekilde yazilabilir.

H PO, 7(0),r(0)) = 50 (AP +Po(e + P3(e))

1 2 2 2
— t t t
3 (O + 1)+ 1))

V(r(t)) (4.15)
Yukaridaki esitlikten goriilityor ki, Hamilton iglevi kiitle 6zegi ve bagil devinim ile
ilgili olarak iki kesime ayrilmis bulunmaktadir.

4.1.1.4 Kiitle 6zeginin devinimi

Yoneyler kullanilarak (4.10) ve (4.11) sirasayili esitlikler asagidaki sekilde yeniden

yazilabilir.
dP(r) B Q) _ 1 _
dr 07 P(O) = Py, dr MP(I)7 Q(O) = Qo (4.16)
P(r) =Py 4.17)

Bu, devinirligin zamanla degismedigi anlamina gelir.

1
Q) = 2P0 T Qo (4.18)
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4.1.2 Dizgenin dogrucul bagil devinimi

Bagil konaglarin kullanildigi devinim denklemleri asagidaki sekilde yazilabilir.

d);gt) _ &”(I)a X(O) =Xy
dn(t) _ —V'(r(l)) & 7 (0) = 1o 4.19)
dt r(t)’ .

Buradaki 6nemli olgu &y ve xp yoneylerinin dogrucul bagimsizlik ya da bagimlilik
durumudur.
4.1.2.1 Baslangi¢ yoneylerinin dogrucul bagimh oldugu durum

Baglangi¢ yoneylerinin dogrucul bagimli oldugunu varsayalim. Bir dondiiriim dizeyi

kullanarak onceki esitlikleri asagidaki sekilde yazabiliriz.

‘[’Z(t” _ %%(r), %(0) = %o
? —_y (r(t)) %, ﬁ(o) =T (4.20)

Eksen dondiiriimiiniin ardindan, yoneylerin ikinci ve ligiincii 6geleri sifir olarak elde
edilir. Bunun anlami, bu yoneyler e, ve e3 Kartezyen 0Olciin yoneylerinin her ikisine
birden dik olmakta, birinci eksen iizerinde kalmaktadirlar. Bu bilgiler asagidaki

esitliklerin yazilmasina olanak saglar.

i—f(r) - ﬁﬁ(t), %(0) = (xfx0) tey
dm _ V) ~ov_ X0
dt (t) - r(t) (t)7 7[(0) (XOXO)% €1 4.21)
t =0 1icin,
x, . 1 x{=m dm, . V'(r(0)) 1
(0= ﬁ(ﬂgo—ﬂ'o)éel, —(0)= ) (x{x)% e (4.22)

Buradan acik¢a goriiliiyor ki, yoneylerin sadece birinci dgeleri sifirlanmiyor.

0= m0, 70— (du)’,
dm, V) s X
5 )= ) 1(1),  m(0) —(Egno)% (4.23)
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4.1.2.2 Dizgenin diizlemcil bagil devinimi

Bu boliimde baglangic yoneylerinin dogrusal bagimsiz oldugu durum iizerine

durulacaktir. Asagidaki esitlikleri alalim.

ax(t) 1 B
=, x0)=x,
dm(t) o, x(1) _
7 (r(r)) o) m(0) = mo (4.24)
Dondiiriim dizeyi kullanilarak agagidaki esitlikler elde edilir.
ax(t) 1~ - -
= — O prm—
dm(t) , X(t) ~ ~
- _ -7 = 4.2
e AGOIE S OB (4.25)

Dondiiriim dizeyinin ardindan, yoneylerin iigiincii 0geleri sifir olarak elde edilir.
Bunun anlami, bu yoneyler e3 Kartezyen 6l¢iin yoneyine dik olmaktadir. Bu bilgiler

asagidaki esitliklerin yazilmasina olanak saglar.

dx | _
a=y 70, X0 =we
dnm 1’4 r r ~ _
d—f(f) g f(rt()t))x(l)a 7 (0) = 7o, 11 + Mo 2€> (4.26)
t =0 i¢in,
d_)t((o) “u (70,11 + o 2€2) d—?(O) = —%xmel (4.27)

Sifirlanmayan 6geler kullanilarak asagidaki esitlikler yazilabilir. Buradaki en 6nemli
olgu denklemleri ayristirmis olmaktir.

dx 1

T =700 50 =x,
TN TURE Y
B2 )= %ﬁz(t), %2(0) = x0.2
% ) = v f;,‘()t))fl O, B0) =05 (4.28)
(1) = \J51 (12 + 32(0)? (4:29)
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4.1.3 Acsal devinirlik

u ve v olmak tlizere iki yOoney alalim. YoOneyler arasi carpim asagidaki sekilde

tanimlanir.
W=uXxy, W1 = Upv3 —usvy, wp = uUzvi —uiv3, w3z =ujvy —urvi (4.30)
uxv=-vxu, e;jxe =0 ;=123
e Xe =e3, e Xe3=¢e;, e3Xe =e 4.31)

Asagidaki determinant kullaniarak (4.31) yeniden yazilabilir.

€ € €3
UXV=|u uy us 4.32)
Vi V2 V3
X(1) xX (1) = (X1 (1) (1) — %2 ()X} (1)) €3 (4.33)

L ile simgelenen asagidaki esitlik “Ag¢isal Devinirlik™ tanimidir.
L=x(t)xx(t) = (x1()m(t) — %2 (1)1 (2)) €3 (4.34)

4.1.3.1 Cembercil konaclarda acisal devinirlik korunumu

Asagidaki esitliklerde, r nesnecikler arasi uzakligi, F (r) nesnecikler arasi giigeyi (ing:
Force) temsil etmektedir. Son esitlik, gizilgii¢ (potansiyel enerji) ile giicey arasindaki

iliskiyi vermektedir.

X F
r(r) = {%g; 1 R = (rr) ),  F(r)=-V'(r) 4.35)
Cembercil konacglar1 kullanabilmek icin asagidaki kona¢ tamimlarini ve evriklerini
yazabiliriz.
x1(t) =r(t)cos (1), x2(t) =r(t)sin () (4.36)
r(t) = £/ x1(2)% +x,(1)2, ¥ (t) = arctan (;?—8) (4.37)
1
_ V@) [ cos®(r) _ Vo(@) | —sind(r)
=T~ ot |+ 0= | weeaty | 9
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Yeni tanimlanan birim yoneylerin zamanla degisken oluslart onlar i¢in asagidaki tiirev
esitliklerinin yazimina olanak saglar.

de,(1)
dt

=¥ (t)es (1), de:;(t) = —0'(t)e,(t) (4.39)

x(t) =r(t), x9(t)=0 (4.40)

F(t) = Fr(r)eq(1) + Fy(t)es (1) = F(r(r))e,

F(t) = F(r(t)) = =V'(r(t)), Fy(t)=0 (4.41)
(1) =r'(t)e (t) +r(t)d'(r)es (1) (4.42)

v’ (1) = (r"(t) - r(t)ﬁ’(t)z) er(1)+ (2r (1) (1) +r(t) 0" (1)) en(r) (4.43)

Newton yasalarindan ikincisi; nesnecige etki eden giiceyin genliginin nesnecikte
olusan ivme ve nesnecik Kkiitlesinin ¢arpimina esit olacagini sdyler. Bu bilgiyi

kullanarak asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

27 ()8 (t) +r(t)8"(t) =0 (4.44)
% (r020'(1)) =0 (4.45)
(12 (t) = r(0)?9'(0) = ¢; (degismez) (4.46)

Acisal momentumun boy karesi asagidaki sekilde yazilabilir.

X(1) x 7(1)||” = (1 +tan19(t)2) r(t) cos O (1)28 (1) = ur(t)>'(t)  (4.47)

po(t) = pr(t)*¥' (1) (4.48)

Boylece, 0zekgil giicey altindaki dizgelerin devinimlerinin agisal devinirliklerinin salt

dogrultuda degil, boyda da korundugu sonucuna varilir.

4.1.3.2 Dizgenin cembercil konaclarda devinimi

Bu ana dek konum iizerine odaklanilmigtir. Oysa ki, devinirlik yoneyi i¢inde benzer

islemler gerceklestirilebilir.

7(1) = uR() = 1 (G 0er +Ba(r)er)

W 0e0)) = (1)es (1) + ()8 (e (1)

= D(0et) + g5 Po(0sl0) (4.49)
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(4.50)

po(t) = ucy, Ps(t)=0 4.51)

(4.51) sayil acisal devinirligin degismez oldugunu gosterir. Asagidaki esitlikler ile

giiceyin gizilgii¢ tiirlinden anlatimi verilmektedir.

ur’(t) — ur(t)o'(1)* = —V'(r(t)) (4.52)
p(t) = ur(t)d' (1) = V'(r(1)) (4.53)

Boylece tiim bilinmeyenlerin yer aldig1 asagidaki esitlikler yazilabilir.

Y (t) = % r(0) = ry (4.54)

pr(t) = ur()d' (1) =V'(r(1)),  pr(0) = pro (4.55)
(1) = L _

(1) = - 05 9(0) = % (4.56)

Ps=0,  ps(0)=pc (4.57)

Yarigcapcil ve acicil momentum ile asagidaki esitlikler yazilabilir.

(1) = pf ) ) =r (4.58)

prlt) = % =V'(r(0)),  pr(0)=pro (4.59)
(1) = r(c;)z, 8(0) = % (4.60)

Py =0,  ps(0)=pc (4.61)

Bu 4 esitligi ¢c6zmemiz gerekiyor.
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4.1.4 Cembercil konaglarda dizgenin Hamilton islevi

Onceki denklemler kullanilarak asagidaki denklem seti yazilabilir.

wd ucr d (1 dv (r(t))
2dt (F@?) =~ 21 dt (r(t)2> ot (462)
%r/(t)z _ NZC] r(:)Z —V(r(t)+E (4.63)
E—%ﬁxf Z§EWM¥+VMW (4.64)
= P pe (0P 4 Ea() 4 V() (4.65)
u 2ur(r)? 2u

E dizgenin toplam gizilgiiclinii (potansiyel enerjisini) temsil eder ve cembercil
konaglarda yazilan Hamilton islevine esittir. Bu Hamilton iglevinde tiirev alarak

devinirlik ve kona¢ denklemleri elde edilir.

H(p0(0).po(0).r0)) = 5P/ + 5z o0+ 02 +V (1)) (466)
) = 5o =)
Pi(t) = _aarZ) :urzt)wﬂ(t)z_w(r(t)) @on
ron JoH 1 , B oH B
s (t)_ apg(l) - ,LLr(t)2p19’ pﬂ(t)__m_() (4.68)

4.1.5 Cembercil konaclarda yaricapcil devinimin belirlenisi

r’nin t’ye olan bagimliligim belirtik olarak vermeksizin yeniden yazilirsa asagidaki

esitlik elde edilir.

dr 2 pet 1
— =4,/ E-L S - 4.
b7 u\/ V(r) (4.69)

r ve t yerine 7 ve f yerlestirilirse ve sonrasinda yukaridaki denklemin her iki yaninda
tiimlev alinirsa, #’nin r tiirlinden yapis1 elde edilir. Evrigi alinarak 7’nin ¢ tiiriinden

yapisi elde edilebilir.

dr 2
r — | taF (4.70)
\/E .ucl 1



>
/ro e ”T%_ )_y(r)\/;t 4.71)

4.1.6 Sobekcil gezingeler

Asagidaki esitlik ile bir nesnecigin cembercil konaglardaki gezingesi verilir.

I :(L_L)Cos(ﬁ_w PO in (9 — 09) + —5 (4.72)

ro et pe pe?

Asagidaki tamimlar1 yapalim.

2
1—& = £cosQ,

C1Pr0
Vro \%

=¢€sing 4.73)

Boylece agagidaki esitligi yazabiliriz.

2N\ 2 C2p2
e \/ ( - —“Cl> +—7°,  ¢=tan”! (—C”’ ”°r°2> (4.74)
Vro \% Vro — UCy

Tiim bu tamimlamalar kullanilarak ¢cembercil konaglardaki gezingeyi asagidaki sekilde

daha yalin bir anlatimla ifade edebiliriz.

1
r(9)

=c[l—¢gcos(VO—0—9)] (4.75)

Burada; € degeri i¢in 1’1 asmayacak sekilde artt tanimli olma kisiti vardir. Bu
baglamda asagidaki esitsizlikler yazilabilir.

2 2,2
v v2rg

2 2 2 2
rop; np; Uurop; Uurop;
—\[2- <o <20 R = o2 - R < pyp <[22 -2 (4TD)
uv uv \% ' \%

2 2.2 2
£<l:>82<1 —_— (1_“(%) _|_C1p’>0<1:>:uzc%_<2.u_pr,0

Vro Vro v2> =0 @76)

4.1.7 OLEVKU denklemlerinin olusturulmasi

Artik agsagidaki denklemlere OLEVKU uygulanabilir.

=0 )=

Hu
4.78)
2
1o Poo 1 v
pr(t) u r(t)3 r(t)27 pr(o) Pro



Burada uzay genigletimi kullanilmalidir.  Ciinkii Olasilik¢il Evrim Kurami’nda
kullanilacak denklemlerin sag yaninin en ¢ok ikinci dereceden cokterimlilerden

olusmasi beklenmektedir.

$, ull(t):_ﬁul(t)zpr(f)a ul(o):r—lo (4.79)

M](l‘)

Bir kez uzay genisletimi kullanilarak asagidaki denklemler elde edilir.

1

r(r) = ﬁpr(f), r(0) =rp

2
PO =200 = vineR, pi(0) = prg (480
uy (1) = _lul(t)zpr(l‘), up(0) = 1

Yukaridaki denklemlerden goriilecegi lizere, denklemlerin sag yaninda hala ikinci
dereceden fazla olan ¢okterimliler bulunmaktadir. Bu durumda, bir kez daha uzay

genisletimi yapilmasi gereklidir.

e =00 b0 = —nOe0p @), 0= @D

7(t) = ﬁprm, /(0) = ro
qus 0
plr(t) = Tul(t)MZ(t) - V”ZO)» Pr(O) = Pro
(1) = —w()p D), 1 (0) =~ 452)
u o

b0 = — 20O, 100)= %
u 70

Uciincii kez uzay genisletimi yapilirken asagidaki denklemler kullanilacaktir.

uz(t) = ui(t)pr(t)

1 1
(1) = =y 1)+ ph a1+ van () (4.83)
u3(0) = ”—00
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Uciincii kez uzay genisletimi kullanimimin ardindan asagidaki denklemler elde edilir.

A0 =gl 0 =n
P%s 0
pi(t) = Tul(f)uz(l)v—"uz(f% pr(0) = pro
G0 =~ e@p ). (0= (4.84)
40 = (). ()= 13
(1) = —un(O)pr (1) + - P31 + Vi ()uae), u3(0) = P22
u W ro

Iki nesnecik sorununda, ikinci dereceden fazla olan ¢okterimlilerden kurtulmak icin

kullanacagimiz son uzay genisletimi adimi i¢in asagidaki denklemler kullanilacaktir.

ust) = pr(1)?

uy(t) = 2p;’0u2(t)u3(t) +2vuy (t)us(t) (4.85)
ug(0) = p;

Son uzay genigletimi adiminin ardindan asagidaki 6 denklem elde edilir.

1

Y0 =gl 0 =r
P%s 0
PO = 222 () = vinle). pi(0) = prg
) == @), w(0)= (4.56)
40 = —pnn). n0) =
0

_ Pro

(1) = — i (Oualt) + L3 qua (1 + Vi (s (1), us(0)
H H o

2
(1) = ij” (O (t) = 2vin (us(t), us(0) = p

Artik en ¢ok ikinci dereceden sag yan iglevli bu denklemler OLEVKU uygulanabilmesi

icin uygun yapidadir.
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4.1.8 Katsay1 yoneyi F(, dordiil katsay: dizeyi F; ve dikdortgen katsayi
dizeyi F,

Kapal1 bir yap1 kullanmak icin, dizgenin yoneyi asagidaki sekilde yazilabilir.

r(1)
pr(?)
ul(t)
x(t) = 4.87
O =1 0 (4.87)
u3(t)
| ualt) ]
Boylece STD asagidaki yapiya gelir.
dtx(r) = Fo + Fix(t) + Fx(r)*? (4.88)
Iki nesnecik sorunu baglaminda F ve F;
1
Fop=0, F, = Eeleg —veyel (4.89)
ve F»
2 2
Pyo Py 1 1
F, = 2# () 16+ 2# e2e§1+ (—megego) + (—E%e{o)
+ leeT + leeT + 1eeT + 1eeT
H423 ‘u428 2,11524 2.11534
+ @ee + —esel + —esel +&ee
uszz 2516 2521 N623
Pﬁo
+ Te6e28 + (—vegel;) + (—vesel;) (4.90)

olarak elde edilir. Burada e; 6 6g8eli i. Kartezyen Ol¢iin yoneyini temsil eder.
Esitliklerden goriilebilecegi gibi 6 x 6 boyutundaki F; dizeyinin 2 6gesi, 6 x 36

boyutundaki F, dizeyinin de 15 6gesi sifirdan farkli olarak elde ediliyor.

4.1.9 Degismez eklenimli uzay genisletimi

Degismez Eklenimli Uzay Genisletimi (DEUG), denklem sayisim1 1 arttirarak, en
cok ikinci derece sag yanli cokterimli yapisinda olan islevleri, salt ikinci derece
sag yanl cokterimli iglevlere doniistiiriir. Bu islem sonucunda, G¢ katsay1 yoneyi

sifirlanir ve G katsay1 dizeyi birim dizeyle orantili hale gelir. G> yeni denklem takimi
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ile onceki denklem takimi arasinda tutarlilik olusturur. P~! permiitasyon dizeyidir.

Tanimlamalardan sonra STD takimi asagidaki gibi yazilabilir.

®2
{ dt’(‘)(t) ] — G,p! { X<1t> } 4.91)
Permiitasyon dizeyi ile ¢arpim sonucu asagidaki gibidir.
x(1)®2
®2
_ X(f X(f
P 1{1()} = thg . (4.92)
1

(4.91) sirasayil esitligin sag yan islevleri salt ikinci dereceden ¢okterimlilerdir.

4.1.10 Dordiillestirim

Seri ¢oziimil 1rakgoriir dizeyler kullanilarak yeniden yazilabilir. Irakgoriir dizeyler M

bakag dizeylerinin (ing: monocular matrices) ¢carpimi alinarak elde edilir.

Olasilikcil Evrim Kuraminin Seri Coziimii

Kapali olarak asagidaki esitlik yazilabilir.
F=G,P! (4.93)
(4.88) sirasayili esitligin OLEVKU baglamindaki seri ¢6ziimii asagidaki gibidir.
g x(0)
X(I) = [ Ian 0n><1 ] ];()thsj |: 1 :| (494)

Burada, n say1s1 DEUG oncesi bilinmeyen sayisina esittir; iki nesnecik sorunu i¢in bu

say1 6°dur.

Dordiillestirilmis 1rakgoriir dizeyler olarak adlandirdigimiz S; dizeyleri n x n
boyutundaki dizeylerdir. Ozyineleme kullamlarak elde edilebilirler. Burada, S ;j’nin
kendisi yerine bir yoneyin S; altindaki goriintiisii dikkate aliur. Ozyineleme bu

goriintiiler arasindaki baginti kullanir. Asagidaki esitligi tammmlayarak;
J;J.Esj[x(lo) } i=0,1,2,.. (4.95)

Ozyinelemeyi bu sekilde yazabiliriz.

j—1

&= Yy (];1) [F. 818,14 0= [ x(lO) ] , J=12,.. (4.96)

k=0
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Dordiillestirme isleminde 0ge olarak bir dikdortgen dizey ve bir yOney alinir.

(4.93)’teki dizeyde dordiil bloklar alarak;
F= [F(l) F(”“)} 4.97)

dordiillestirim asagidaki sekilde tanimlanir.

n+1 )
[F.&]=) (e/€,)FY (4.98)
i=1
Bu anlatim yoOneyin Ogelerini katsay1 olarak kullanan dordiil bloklarin dogrusal
birlesimidir. (4.94) sirasayili esitlikten kesmeler yaparak baglangi¢ deger sorununun

¢oziimiine yaklagilir. Bu tez calismasinin giindemi (4.94)’teki x(¢)’nin 6geleri olan

islevlere Padé yaklastiranlar1 uygulayarak ¢6ziime yaklagsmakdir.
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5. PADE YAKLASTIRANLARI VE IKi NESNECIK SORUNUNA
UYGULANISI

5.1 Padé Yaklastiranlarinin Elde Edilisi

Verilen bir f(x) islevi i¢in en iyi ¢okterimli gosterimlerinden biri Taylor seri agilimidir.
Eger acilim noktas1 O ise, Taylor seri gosterilimi Maclaurin serisi olarak adlandirilir.
Yanilgi ilk kesilen terim ile orantilidir. Ayrica seri sadece agilim noktasi etrafindaki

kiigtik yarigcapta 1yi sonu¢ vermektedir. (Maclaurin serisi i¢in O noktas1 gibi.)

Padé yaklastiranlar, islevi iki ¢okterimlinin boliimiinii alarak olusturur. Ornegin,

Taylor seri a¢ilimi verilen bir 7,4, (x) islevi i¢in, derecesi (m + n) olsun; derecesi n

Pa(x)
Om(x)

oramina Padé yaklastiram adi verilir ve derecesi ;-’dir. Bu derecesi (m + n) olan

olan P,(x) ve derecesi m olan Q,(x) olmak iizere iki cokterimli alinir. R, ,(x) =

baglangictaki islev ile bagdasiyor.

_ Pu(x)
Om(x)

f(x) = Ry m(x) (5.1

Ayrica, Padé yaklastinmi Taylor serisinden daha genis bir yakinsama yarigapina
sahiptir ve boliim yapisinda olmasindan dolayr daha kiiciik dereceli ¢okterimlilerden
olugur. Normalizasyon ile Q,,(x)’in ilk terimi her zaman 1’dir. Tek tiirli Padé
yaklastiran katsayilarini olusturan bir dogrusal denklem seti vardir. a,,’leri Taylor serisi

acilimindaki katsayilar olarak varsayalim.

ap = Po
ai +aoqi =Di1
az +aiqi +aopq2 =D
asz +axq1 +aiqz +aoqs =D3
as +azq1 ++axq2 +axq3 +aiqs +aopqa = P4
A(m+n) + A(mn— 141 T+t aoq (m+n) = P(m+n)

Bu denklem setinde, k > n olan p;’lar ve k > m olan g;’lar 0’dir. Yanilgi, P,(x)

ve Op(x) dereceleri aym oldugunda ya da P,(x)’in derecesi Q,(x)’in derecesinden
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1 yiiksek oldugunda enkiiciiktiir.

Pni1 =Ppui2=-=pN=0

dmi1 =qmi2=-=¢gqny =0

Ornek 1:
T5(x), Py(x) ve Q3(x) alalm.
Coziim:

5
Ts(x) = Z cnX' = o+ c1x+ cox? 4+ 32 + cax® + csx
n=0

5

2
Py(x) = Z apX" = ap+ ajx+ arx’
n=0

5
03 (x) == Z byx" =bo+bix+ b2x2 + b3x3
n=0

5 ao—l—a1x+a2x2

co+c1x+ c2x2 + 63x3 + C4x4 +c5x =

ap —=C

a; =cj+coby

ay =cy+c1by+coby

0 =c3+caby+c1by+ cobs
0 =c4+c3by+crby+c1b;
0 =c5+c4by+c3by+cabs

Ornek 2:
f(x) = e" igin R, 5 padé yaklagtiranini bulunuz.

Coziim:

flx) = = f(*)Om(x) —Fu(x) =0

Py(x) = Py(x) = po+ p1x+ pax®

On(x) = Q2 (x) = go + q1x + gox°

2 3,4

X 5
f(x) —|—x—|—2+6—|—24+ (x7)
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B bo+bix+ bzxz + b3x3

5.2)

(5.3)

5.4

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)



f(x)Om(x) — Py(x) =0 (5.10)

1 1
(L=po)+ (1= 14D+ (5 = P2+ a1+ 428 +(+ 5+’

1 g1 g2, 4 5
+(24+ 6 + 2)x +0(x’)=0
(5.11)

1—po=0

I-p1+q1=0

1

S-mtata=0 (5.12)
q1

1
—4 4 -0
6+ ) +q2

(12) sirasayili denklemden asagidaki esitlikler elde edilir.

1 1 1

1
po =1, PL=73; P2= 15 a=—7 ©=1; (5.13)

_ P(x)  12+6x+x
C Om(x)  12—6x+x2

Ry m(X) (5.14)

[—1, 1] araliginda, adim uzunlugu 0.2 almarak f(x) = e i¢in elde edilen R, » (x) grafigi:

R(X)

-1 -0.5 0 0.5 1
Zaman

Cizim 5.1 : ¢* islevinin i¢in Padé Yaklastiranlari ile elde edilen sonuclarin grafigi
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[—1,1] araliginda, adim uzunlugu 0.2 almarak elde edilen f(x) = e ile Ry2(x)

arasindaki yanilgi grafigi:

x107°

Hata
[
3

-1 -0.5

0 0.5
Zaman

1

Cizim 5.2 : ¢" islevi i¢cin Padé Yaklastiranlari ile elde edilen sonuglarin yanilgi grafigi

Cizelge 5.1 : ¢* islevinin Padé Yaklastiranlar1 uygulanmasi sonucunda elde edilen

yanilg1 degerleri

X noktasi Yanilgi
-1.0 -0.000541611460137
-0.8 -0.000212320286448
-0.6 -0.000060544357101
-0.4 -0.00000962429403 1
-0.2 -0.000000364746792
0.0 0.0
0.2 0.000000544138030
0.4 0.000021418952746
0.6 0.000200992171331
0.8 0.001051132574100
1.0 0.003996114173331

Denklem Dizgesinin Coziimii

Derecesi 5 olan bir f(x) islevi alalim.

fx)=ap+ax+ arx> + asx® + aqx* + asx
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x| ag —po=0
x' | ar +aoqi —p1 =0
X2 | ax+aiqi +aoq —p2=0
S| a3+ axqi +aiqa +aogs —p3=0
x| as+azqr ++axqa +axgs +aiqs + aoga —ps=0
X | as+asqi +azqa +axqz + a1qa + aogs —p5=0

po = ap oldugu aciktir.

a 0 0 0 O q1 p1 aj
a a 0 0 O q2 P2 as
a a; apg 0 O G |- p3|=—]| a3 (5.16)
a3z a; ay ap 0 q4 P4 ag
as az dz dy qs pPs as

(5.16) sirasayil esitlikte n = 3, m = 2 alinarak diizenleme yapilirsa agagidaki esitlik

elde edilir.

ag 0 0 0 O qi P1 a
a a 0 0 O 9 P2 a
ay d; Qo 0 0 0 — P3 = — as (5. 17)
a; ay a; ag O 0 0 as
as az dax ap do 0 0 as

Yukaridaki sartlar1 saglayan durum icin ¢oziimii veren bir dizge elde edilmistir.

ap 0 -1 0 0 q1 aj
a a 0 -1 O Q2 a
a a 0 0 -1 p1 | =—| a3 (5.18)
a3 ao 0 0 O P2 as
a4 aj 0 0 0 P3 as

Ornek 3:
f(x) = e, xo = 0 icin R3 » padé yaklastiranin1 bulunuz.

Coziim:

Seri acilimdan asagidaki esitlik yazilabilir.

o (_1)

) 1) (5.19)

k!

k=0

Buradan katsayilar1 asagidaki gibi elde ederiz.
1 11 1
=q1,-1,=,—, —, —— 2
{a07a17a27a37a47a5} { ) ' 6724’ 120} (5 0)
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(5.18) sirasayili esitlikteki dizge kullanilarak agagidaki esitlik yazilabilir.

1 0 -1 0 07[aq .
11 0 -1 0 || ¢ 1/2
L =L o 0 o] m ~1/120
Buradan,
{ y_f21 33 1
q1,92,P1,P2, P35 = 520" 520" 60
elde edilir.

3 3.2 1.3
1—5x—i—20x 50~

1+%x+ %xz

R372(x) =

Diger olasilik dahilindeki Padé yaklastiranlari:

1 1 1 1
R D S 0 SN SESL .
5.0(x) x+2x % +24x 55"

_2 1.2

Ra3(x) = 1 —sx+ 55
23 3 3.2 1.3
1+§X+mx —I—@x

B 1—%x
1+ x4 Fa2 + 1523 + 3ox?

Ry 4(x)

1
o ldat i e Lad g LS

Ro s (x)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.24) sirasayih esitlikten goriilecegi iizere Rs o(x), islevin Taylor seri agilimina esit

olarak elde edilmistir.
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5.2 Iki Nesnecik Sorununa Olasihkcil Evrim Kuram Baglaminda Yaklasimdan

Elde Edilen Bagintilara Padé Yaklastiranlar1 Uygulanisi

Padé yaklastiranlarini elde etmek i¢in P,(¢) ve O, (7) olmak iizere iki ¢okterimli alinir
ve R, (t) padé yaklastiranlarini temsil etmek icin kullanilacaktir. Payin derecesi n,
paydanin derecesi m olarak almacaktir. [n,m] ikilisi pay ve paymn derecesini temsil

etmek i¢in kullanilacaktir. Bu bilgiler kullanarak Ry, ,,(¢) asagidaki sekilde elde edilir.

Rym(t) = (5.29)

Asagidaki toplamdiziler kullanilarak P,(z) ve Q,,(¢) elde edilir.

n m
P(t)=Y put",  Qu(t) =Y qut" (5.30)
k=0 k=0
Normalizasyon kullanilarak go her zaman 1 olarak alinabilir. Farkli [n, m] ikilileri i¢in

x(t)’nin dgelerini asagidaki gibi elde edebiliriz. Sonuglarin elde ediliginde baglangig

yoneyi olarak [1,1,1,1,1,1]7 alinmigtir.

5.2.1 OLEVKU yakinsaklik bolgesi icinde kalan aralikta sonuclar

Kosegende yer alan ikililer icin x(z)’nin 6gelerini asagidaki gibi elde edebiliriz. Bu

durum i¢in n = m olan ikililer kullanilacaktir.

[1,1] oldugu durum:

1 312 )
r)=—Z+r+l pl)="—t+1  wm() =47 =2+1
3¢ 5 )
uz(t):7—t+1, usz(t) =41-—2t+1, ug(t)=4r"—2t+1 (5.31)

[2,2] oldugu durum:

=00 0
rg)=——+—=-——=
8§ "2 2
35¢4 583 3¢
prlt) = ua(t) = =g= = =+ - —1+1 (5.32)

ur(t) = us3(t) = ug(r) = 16t* — 83 + 41> — 21 + 141> — 21 + 1
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3,3] oldugu durum:

0 2146 N 75 514 N B2 e
r = —— _— _
16 8 8§ 2 2
2311% 637 35:% 53 342

i (1) = uz(r) = ug(r) = 641° — 326° + 166* — 813 + 41> — 20 + 142 — 21 + 1

[4,4] oldugu durum:

0 4293 N 33t7 210 N 765 5t N P12 P
r = — — - _—
128 16 16 8 g8 2 2
6435:8 4297 231 630 35t* 53 342
pl)=wl)=—pe =g+t ~ 3 T3 272 'T! (5:34)

i (1) = us(t) = ug(r) = 2566 — 12817 46415 — 321% 4 161* — 8> + 41> — 21 + 146> — 21 + 1

[5,5] oldugu durum:
_24311‘10 715¢° B 42918 3347 - 216 785 504 B 2

== T 18t 16ts s T2 2tt!
po(t) = ualt) = 46189¢10 B 12155¢° N 643518 y 4297 N 23176 B 6313 N 3514 B sj
" 256 128 128 16 16 8 8 2
312
+=- —t+1 (5.35)

ur(t) = uz(r) = ug(r) = 1024r'° —512¢° 425618 — 12817 + 641% — 3265 + 161* — 8
+417 =2t + 141 =2t + 1
Farkli [n,m]| derecelerindeki bu islevlere Padé yaklagtiranlari uygulanigindan sonra
elde edilen islevler agsagidaki gibidir.
[1,1] oldugu durum:

3t+2
0T 512

(5.36)
142

pr(t) = 3t+2

2,2] oldugu durum:

574100 +4
T2 61+ 4
(5.37)
2 +6r+4
) 52 1100 44

3,3] oldugu durum:

717+ 2812428+ 8
)T B 1224206+ 8

(5.38)
R PH1224200+8
Prt) T 73 1082 £ 281 + 8
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[4,4] oldugu durum:

(0.5625)t* 4 (3.7500)¢3 4 (6.7500)¢% + (4.5000)z + 1

R =
") (0.0625)1* + (1.2500)13 + (3.7500):2 + (3.5000)z + 1

(5.39)
R (0.0625)t* + (1.2500)¢> + (3.7500)¢% + (3.5000)z + 1
Pr(t) 7 10.5625)1% + (3.7500)13 + (6.7500)¢2 + (4.5000)¢ + 1

[5,5] oldugu durum:

~(0.3437)r° +(3.4375)1* 4 (9.6250)¢% + (11.0000)> + (5.5000)7 + 1
") 7(0.0312)15 + (0.9375)1* + (4.3750)13 + (7.0000):2 + (4.5000)¢ + 1
(5.40)
(0.3437)1° 4 (3.4375)t* 4 (9.6250)13 + (11.0000)7> + (5.5000)¢ + 1

R —
Pr0) ™ 7(0.0312)¢% + (0.9375)t% + (4.3750)13 + (7.0000)¢2 + (4.5000)¢ + 1

Cizelge 5.2 : r(¢) islevinin [0, 1] arahginda padé yaklagtiranlari ile elde edilen
degerleri

-

L | 22 [ B3 [ &4 | 5.3
0 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
0.1 | 1.0952 | 1.0954 | 1.0954 | 1.0954 | 1.0954
02| 1.1818 | 1.1832 | 1.1832 | 1.1832 | 1.1832
0.3 | 1.2609 | 1.2649 | 1.2649 | 1.2649 | 1.2649
04 | 1.3333 | 1.3415 | 1.3416 | 1.3416 | 1.3416
0.5 1.4000 | 1.4138 | 1.4142 | 1.4142 | 1.4142
0.6 | 1.4615 | 1.4824 | 1.4832 | 1.4832 | 1.4832
0.7 | 1.5185 | 1.5478 | 1.5491 | 1.5492 | 1.5492
0.8 | 1.5714 | 1.6102 | 1.6123 | 1.6124 | 1.6125
0.9 | 1.6207 | 1.6699 | 1.6731 | 1.6733 | 1.6733
1.0 | 1.6667 | 1.7273 | 1.7317 | 1.7320 | 1.7320
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18

1.7F

1.6

15F

1.4}

1.3r

1.2 —o—[1,1]]1]
—o—[2,2]

[3.3]|]
—o—[4,4]
—o—[5,5]

11f

1¢ .
0 0.2

014 016 0.8 1
Cizim 5.3 : r(¢) islevinin [0, 1] araliginda padé yaklagtiranlari ile elde edilen

degerlerin grafigi

Cizelge 5.3 : p,(t) islevinin [0, 1] arahiginda padé yaklastiranlari ile elde edilen
degerleri

-t

[1,1]

2,2]

3,3]

[4,4]

[5,5]

1.0000

1.0000

1.0000

1.0000

1.0000

0.1

0.9130

0.9129

0.9129

0.9129

0.9129

0.2

0.8462

0.8452

0.8452

0.8452

0.8452

0.3

0.7931

0.7906

0.7906

0.7906

0.7906

0.4

0.7500

0.7455

0.7454

0.7454

0.7454

0.5

0.7143

0.7073

0.7071

0.7071

0.7071

0.6

0.6842

0.6746

0.6742

0.6742

0.6742

0.7

0.6585

0.6461

0.6455

0.6455

0.6455

0.8

0.6364

0.6211

0.6202

0.6202

0.6202

0.9

0.6170

0.5988

0.5977

0.5976

0.5976

1.0

0.6000

0.5789

0.5775

0.5774

0.5774

1

0.95F
091
0.85F
0.8
0.75F
0.7r
0.65F
0.6

0.55
0

‘ —o—[1,1]

[3.3]
—o—[4,4]

——[2,2] |J

—6—[5,5] ||

- ~o_

T

D

.
0.2

.
0.4

.
0.6

.
0.8

1

Cizim 5.4 : p,(t) islevinin [0, 1] araliginda padé yaklastiranlari ile elde edilen
degerlerin grafigi
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[0, 1] arahiginda OLEVKU’dan alinan degerlerin yer aldig1 cizelge ve bu degerler ile

cizilen grafik asagidaki gibidir.

Cizelge 5.4 : r(¢) islevinin [0, 1] araliginda OLEVKU ile elde edilen degerleri

t r(t)

0 1
0.1 | 1.095445114870703125
0.2 1.1832157076
0.3 | 1.264891984758203125
0.4 1.3412353024
0.5 | 1.409931182861328125
0.6 1.4541215524
0.7 | 1.402900854680078125
0.8 1.0229912576
0.9 | -0.334626982785546875
1.0 -4.26171875

2

1"

—6— OLEVKU

0 0.2

Cizim 5.5 : r(¢) islevinin [0, 1] arahiginda OLEVKU ile elde edilen degerlerin grafigi

0.4 0.6 0.8
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Cizelge 5.5 : p,(t) islevinin [0, 1] araliginda OLEVKU ile elde edilen degerleri

120

100

80

60

a0t

201

0

t pr(t)

0 1
0.1 | 0.912870932066015625
0.2 0.8451593556
0.3 | 0.790957014047265625
04 0.7535391744
0.5 | 0.793064117431640625
0.6 1.2560365444
0.7 | 3.557548042719140625
0.8 12.3153478656
0.9 | 40.323006051909765625
1.0 118.86328125

| | | ]

———

0

0.2

I
0.4 0.6 0.8 1

Cizim 5.6 : p,(¢) islevinin [0, 1] araliginda OLEVKU ile elde edilen degerlerin grafigi

Bu andan itibaren sadece esas islevler olan r(z) ve p,(t) dikkate alinacak; grafikler ve

cizelgelerde bu iki isleve ait sonuclara yer verilecektir.

Kosegenin hemen iizerinde kalan ikililer i¢in x(z)’nin 6gelerini asagidaki gibi elde

edebiliriz. Bu durum i¢in n 4 1 = m olan ikililer kullanilacaktir.

[1,2] oldugu durum:

112
t)=———+t+1
r(t) 5 2++
5.3 3¢2
pr(t)__7+7_t+l (541)
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[2,3] oldugu durum:

630 35t 583 32
pr(t)——T—i-T—T-FT—l-i—l (5.42)

[3,4] oldugu durum:

337 215 75 54 B 2
=TT t3 3 Tz 2!

429¢7 231 63 354 513

pr(t) = TR s T3 7 (5.43)

[4,5] oldugu durum:

0 715:° 4298 N 3317 21¢° N 75 514 N 1B 2 e
r — — A .
128 128 16 16 8 8§ 2 2

121557 643513 4297 231 630 35+ 543
— + — + = + —— (5.44)
128 128 16 16 8 8 2

pr(t) =

Benzer sekilde kdsegenin hemen iizerinde kalan ikililer dikkate alinarak r(z) ve p,(¢)
islevleri i¢cin Padé yaklastiranlarimi agagidaki gibi elde edebiliriz.
[1,2] oldugu durum:

o (1.6667)t + 1
") (20.1667)12 + (0.6667) + 1

(5.45)
o 2t+2
P T 2 A

[2,3] oldugu durum:

o (1.7500)% + (2.8000)¢ + 1
") ™ (20.0500)13 + (0.4500)72 + (1.8000)7 + 1

(5.46)
B (0.7500)#% + (2.0000)¢ + 1

R
Pr(1) ™ (0.25000)23 + (2.2500)72 + (3.0000)7 + 1

[3,4] oldugu durum:

(1.5000)7> + (4.5000)> + (3.8571)r + 1
Ry = 4 2
(—0.0179)4 4 (0.2857)¢3 + (2.1429)12 + (2.8571)t + 1

(5.47)
R (0.5000)7> + (2.5000)% + (3.0000) 4 1
Pr0) ™ (0.1250)¢* + (2.0000)73 + (5.0000)2 + (4.0000)¢ + 1
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[4,5] oldugu durum:

R (1.1458)t* + (5.5000)7> + (8.2500)1% + (4.8889)7 + 1
") (20.0069)15 + (0.1736)% + (2.0833)13 + (4.8611)12 + (3.8899)¢ + 1
(5.48)

(0.3125)t* 4 (2.5000)#> + (5.2500)% + (4.0000)¢ + 1
Ry (1) = 1 2
" 0.0625)15 + (1.5625)t4 4 (6.2500)23 + (8.7500)¢2 4 (5.0000)z + 1

Cizelge 5.6 : r(¢) islevinin [0, 1] aralifinda padé yaklastiranlari ile elde edilen
degerleri

¢ ] [L2] | 23] | 3.4 | 4.5
1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
0.1 | 1,0955 | 1,054 | 1,0954 | 1,0954
0.2 | 1,1834 | 1,1832 | 1,1832 | 1,1832
0.3 | 1,2658 | 1,2649 | 1,2649 | 1,2649
0.4 | 1,3441 | 1,3417 | 1,3416 | 1,3416
05 | 14194 | 1,4143 | 1,4142 | 1,4142
0.6 | 1,4925 | 1,4835 | 1,4832 | 1,4832
0.7 | 1,5644 | 1,5497 | 1,5492 | 1,5492
0.8 | 1,6355 | 1,6134 | 1,6125 | 1,6125
0.0 | 1,7065 | 1,6748 | 1,6734 | 1,6733
1.0 | 1,7778 | 1,7344 | 1,7322 | 1,7321

1

o [1,2]
0.95- —e—[2,3] ]

[3.4]
—6—[45]

091

0.851

081

0.75F

0.7

0.65F

0.6

0.55
0

I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Cizim 5.7 : r(¢) islevinin [0, 1] aralifinda padé yaklastiranlari ile elde edilen
degerlerin grafigi
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Cizelge 5.7 : p,(t) islevinin [0, 1] araliginda padé yaklastiranlari ile elde edilen

degerleri

-

[1,2] [2,3] (3,4] [4,5]

0 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

0.1 | 0,9129 | 0,9129 | 0,9129 | 0,9129

0.2 | 0,8451 | 0,8452 | 0,8452 | 0,8452

0.3 | 0,7903 | 0,7906 | 0,7906 | 0,7906

0.4 | 0,7447 | 0,7453 | 0,7454 | 0,7454

0.5 | 0,7059 | 0,7071 | 0,7071 | 0,7071

0.6 | 0,6723 | 0,6741 | 0,6742 | 0,6742

0.7 | 0,6427 | 0,6454 | 0,6455 | 0,6455

0.8 | 0,6164 | 0,6200 | 0,6202 | 0,6202

0.9 | 0,5928 | 0,5973 | 0,5976 | 0,5976

1.0 | 0,5714 | 0,5769 | 0,5773 | 0,5773

1

0.95F
0.9r
0.85F
0.8
0.75|
0.71
0.65F
0.6

0.55
0

—o—[1,2]

—e—[2,3] |
(3.4]

—6—[4,5]

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Cizim 5.8 : p,(¢) islevinin [0, 1] araliginda padé yaklastiranlari ile elde edilen

degerlerin grafigi

Kosegenin hemen altinda kalan ikililer igin x(z)’nin ogelerini asagidaki gibi elde

edebiliriz. Bu durum i¢in n — 1 = m olan ikililer kullanilacaktir.

[2,1] oldugu durum:

[3,2] oldugu durum:

B 12
H=———+1t+1
r(t) 5 2++

503 32

- 4+ 41

pr(t) 2+2 +

(1) = 6&5+%ﬂ 5ﬁ+qﬂ il
=" T8 "2 "

55

(5.49)

(5.50)



[4,3] oldugu durum:

33¢7 210 7P 54 P 2
=" "T6 "5 gtz 2!

429¢7 2315 63 354 583
(1) = — - = 51
(1) 6 + 6 A + 2 > (5.51)

5,4] oldugu durum:

0 715¢° 4298 N 3317 2110 N 75 514 N A it
rit) = - - — =+t =—=
128 128 16 16 8 8§ ' 2 2
121557 64353 4297 231/ 63 35¢* 513

_ 2 (55
pr(t) 128 128 16 16 g T g 7 O

Benzer sekilde kogsegenin hemen altinda kalan ikililer dikkate alinarak r(¢) ve p,(t)

islevleri icin Padé yaklastiranlarin1 asagidaki gibi elde edebiliriz.

2,1] oldugu durum:

AP +r+2
0" 42
(5.53)
_ (—0.1667)1% + (0.6667)t + 1
pr(t) = (1.6667)1 + 1

R

3,2] oldugu durum:

R (0.25000)73 + (2.2500)7% + (3.0000)z + 1
() — (0.7500)¢2 + (2.0000)7 + 1

(5.54)
(—0.0500)7> + (0.4500)7% + (1.8000)z + 1

R =
pr(t) (1.7500)#2 4 (2.8000)7 + 1

[4,3] oldugu durum:

R (0.1250)t* 4 (2.0000)#> + (5.0000)7> + (4.0000)t + 1
()~ (0.5000)73 + (2.5000)2 + (3.0000)¢ + 1

(5.55)
(—0.0179)r* + (0.2857)¢3 + (2.1429)¢> 4 (2.8571)t + 1

R =
pr(1) (1.5000)13 + (4.5000)£2 + (3.8571)t + 1

5,4] oldugu durum:
(0.0625)F> + (1.5625)1* + (6.2500)13 + (8.7500)z2 4 (5.0000)¢ + 1

Ry = (0.3125)r% + (2.5000)3 + (5.2500)2 + (4.0000)z + 1
(5.56)
R (—0.0069)1 + (0.1736)t* + (2.0833)1> + (4.8611)r> + (3.8899)r + 1
prlt) = (1.1458)1* + (5.5000)73 + (8.2500)72 + (4.8889)¢ + 1
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Cizelge 5.8 : r(¢) islevinin [0, 1] araliginda padé yaklagtiranlari ile elde edilen
degerleri

] 1 | 3.2 | 43 | 5.4
0 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
0.1 | 1,0955 | 1,0954 | 1,0954 | 1,0954
0.2 1,1833 | 1,1832 | 1,1832 | 1,1832
0.3 | 1,2654 | 1,2649 | 1,2649 | 1,2649
0.4 1] 1,3429 | 1,3417 | 1,3416 | 1,3416
051 1,4167 | 1,4143 | 1,4142 | 1,4142
0.6 | 1,4875 | 1,4834 | 1,4832 | 1,4832
0.7 | 1,5559 | 1,5495 | 1,5492 | 1,5492
0.8 | 1,6222 | 1,6130 | 1,6125 | 1,6125
0.9 | 1,6868 | 1,6742 | 1,6734 | 1,6733
1.0 | 1,7500 | 1,7333 | 1,7321 | 1,7321

1.8

1.7t s
16l y

15+ F

14}
1.3}

121

—e—[21]
—e—[3,2] ]
[4.3]
—6—[54]

11p

1¢% . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Cizim 5.9 : r(z) islevinin [0, 1] araliginda padé yaklastiranlari ile elde edilen
degerlerin grafigi
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Cizelge 5.9 : p,(¢) islevinin [0, 1] arahiginda padé yaklastiranlari ile elde edilen
degerleri

-

2,1 | 3.2] | [43] | [54]
0 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
0.1 10,9129 | 0,9129 | 0,9129 | 0,9129
0.2 | 0,8450 | 0,8452 | 0,8452 | 0,8452
0.3 10,7900 | 0,7906 | 0,7906 | 0,7906
0.4 | 0,7440 | 0,7453 | 0,7454 | 0,7454
0.5 | 0,7045 | 0,7070 | 0,7071 | 0,7071
0.6 | 0,6700 | 0,6741 | 0,6742 | 0,6742
0.7 | 0,6392 | 0,6453 | 0,6455 | 0,6455
0.8 10,6114 | 0,6198 | 0,6202 | 0,6202
0.9 | 0,5860 | 0,5971 | 0,5976 | 0,5976
1.0 | 0,5625 | 0,5766 | 0,5773 | 0,5773

1

o 2.1]
095} —e—[3.2] ]

[4.3]
—o—[54]|

09t
0.85}
08}
0.751
07t N
0.65

0.6

0.55 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Cizim 5.10 : p,(7) islevinin [0, 1] aralifinda padé yaklastiranlari ile elde edilen
degerlerin grafigi

5.2.2 OLEVKU yakinsaklik bolgesi disinda kalan aralikta sonuglar

OLEVKU yakinsaklik bolgesi disinda kalan aralikta Padé degerleri ile karsilagtirma

yapabilmek igin [—2,0] aralig1 ve 2 = 0.2 adim uzunlugu ele alinacaktir.

[—2,0] araliginda r(¢) ve p,(¢) islevleri icin OLEVKU’dan alinan degerlerin yer aldig
cizelge ve bu degerler ile cizilen grafikler asagidaki gibidir.
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Cizelge 5.10 : r(r) islevinin [—2,0] arahiginda OLEVKU ile elde edilen degerleri

t r(t)

-2 -13835
-1.8 | -5067.2547618524
-1.6 | -1666.5017138176
-1.4 | -481.0352519276
-1.2 | -118.5973197824
-1.0 -24.30859375
-0.8 -4.0269876224
-0.6 -0.3260188076
-0.4 0.4496282624
-0.2 0.7745971876
0.0 | -0.29387358770

2000

or @9 66—
—2000} il
a
-4000
4
-6000
-8000F |
-10000( |
-120001/ :
—6— OLEVKU
-14000" . - :
-2 -15 -1 05 0

Cizim 5.11 : r(¢) islevinin [—2,0] aralifinda OLEVKU ile elde edilen degerlerin
grafigi
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Cizelge 5.11 : p,(t) islevinin [—2,0] araliginda OLEVKU ile elde edilen degerleri

t pr(t)

2 250953
-1.8 | 91146.4679717956
-1.6 | 29612.8090604544
1.4 | 8385.5302450644
“1.2 [ 1999.8247392256
1.0 | 385.16015625
-0.8 | 583731680256
0.6 | 8.1758882644
0.4 | 2.1724652544
02| 1.2909829956
0.0 1.0

x 10
3 T T T

—&— OLEVKU

2.5¢

150 |

0.5F

0 I B = SN I
-2 -15 -1 -0.5 0

Cizim 5.12 : p,(¢) islevinin [—2,0] araliginda OLEVKU ile elde edilen degerlerin
grafigi

[—2,0] araliginda Padé yaklagtiranlarinda kdsegende yer alan ikililer kullanilarak r(z)

ve p,(t) islevleri icin sonuglart agagidaki gibi elde edebiliriz.
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Cizelge 5.12 : r(¢) islevinin [—2,0] araliginda padé yaklastiranlari ile elde edilen
degerleri

¢ | L1 | 22 | B3] | &4 | 5.5
-2 | -Sonsuz | -1.0000 | 1.0000 | -1.8178 | -1.0000
-1.8 | -17.0000 | -0.6180 | 1.4849 | -5.5303 | -0.2882
-1.6 | -7.0000 | -0.2632 | 2.3659 | -1.0497 | 0.3661
14 | -3.6667 | 0.0820 | 5.7629 | 0.7655 | 1.2817
-1.2 | -2.0000 | 0.4545 | -5.8521 | 0.0377 | 8.6744
-1 -1.0000 | 1.0000 | -1.0000 | 1.0000 | -1.0000
-0.8 | -0.3333 | 5.0000 | 0.0769 | -2.1111 | 0.5349
-0.6 | 0.1429 | -0.2632 | -2.2308 | 0.5966 | 0.0388
-0.4 | 0.5000 0.4545 | 0.4483 | 0.4474 | 0.4472
02| 07778 | 0.7746 | 0.7746 | 0.7746 | 0.7746
0 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

-10}

—o—[1,1]

—6—[2.2]|]
-15f [.3]
o} —6—[44]
—o—[5,5]

20 I I I
-2 -15 -1 -0.5 0

Cizim 5.13 : r(¢) islevinin [—2,0] araliginda padé yaklastiranlari ile elde edilen
degerlerin grafigi
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Cizelge 5.13 : p,(t) islevinin [—2,0] araliginda padé yaklastiranlari ile elde edilen
degerleri

¢ ] L | 22 | B3 | &4 | 55
-2 1 0.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0000 | -1.0000
-1.8 | -0.0588 | -1.6182 | 0.6734 | -0.1808 | -3.4701
-1.6 | -0.1429 | -3.8000 | 0.4227 | -0.4879 | 2.7312
14 [ 02727 | 12.2000 | 0.1735 | -0.3064 | 0.7802
1.2 [ -0.5000 | 2.2000 | -0.1707 | 26.5000 | 0.1153
-1 | -1.0000 | 1.0000 | -1.0000 | 1.0000 | -1.0000
-0.8 | -3.0000 | 0.2000 | 13.0000 | -0.4737 | 1.8696
-0.6 | 7.0000 | -3.8000 | -0.4483 | 0.6761 | 25.7826
-0.4 | 2.0000 | 2.2000 | 2.2308 | 2.2353 | 2.2360
-0.2 | 1.2857 | 1.2909 1.2910 1.2910 1.2910
0 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

30

251

20

151

10

5k

04

-5 I I .
-2 -15 -1 -0.5 0

Cizim 5.14 : p,(r) islevinin [—2,0] aralifinda padé yaklastiranlar1 ile elde edilen
degerlerin grafigi

Olasilik¢il Evrim Kuraminin hem yakinsaklik bolgesi i¢cinde hem de yakinsaklik
bolgesi disinda kalan aralikta Padé degerleri ile karsilagtirma yapabilmek icin [0, 2]
araligr ve h = 0.2 adim uzunlugu ele alinacaktir. Bu durumun ele alinmasindaki
en Onemli nedenlerden biri de r zaman degiskeninin arti tanimli oldugu bir aralikta
calisma yapmaktir.  Sonuglar elde edilirken kosegende yer alan Padé ikilileri

kullanilacaktir.
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[0,2] araliginda r(z) ve p,(t) islevleri icin OLEVKU’dan alinan degerlerin yer aldig
cizelge ve bu degerler ile cizilen grafikler asagidaki gibidir.

Cizelge 5.14 : r(¢) islevinin [0,2] araliginda OLEVKU ile elde edilen degerleri

t r(t)

0 1
0.2 1.1832157076
0.4 1.3412353024
0.6 1.4541215524
0.8 1.0229912576
1.0 -4.26171875
1.2 | -37.6897178624
1.4 | -191.7736294876
1.6 | -762.4006040576
1.8 | -2556.1693615724
2.0 -7519.0

2000

-2000 [~

-4000 -

-6000 [

-8000
0 0.5 1

Cizim 5.15 : r(¢) islevinin [0,2] araliginda OLEVKU ile elde edilen degerlerin grafigi
0
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Cizelge 5.15 : p,(t) islevinin [0,2] araliginda OLEVKU ile elde edilen degerleri

—

pr(1)

0 1
0.2 0.8451593556
0.4 0.7535391744
0.6 1.2560365444
0.8 12.3153478656
1.0 118.86328125
1.2 | 777.4904697856
1.4 | 3795.0383051844
1.6 | 14933.1613369344
1.8 | 49860.3027398356
2.0 146301.0

200000

5~ OLEVKU

150000 [~

100000 [

50000 -

0 1 &
0 05 1 1.5 2

Cizim 5.16 : p,(t) islevinin [0, 2] arahiginda OLEVKU ile elde edilen degerlerin
grafigi
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[0,2] araliginda Padé yaklastiranlarinda kosegende yer alan ikililer kullanilarak r() ve

p(t) islevleri i¢in sonuglart agagidaki gibi elde edebiliriz.

Cizelge 5.16 : r(¢) islevinin [0,2] arahiginda padé yaklagtiranlari ile elde edilen
degerleri

—

(L1 | [22] | [3,3] | [44] | [55]

0 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
0.2 | 1.1818 | 1.1832 | 1.1832 | 1.1832 | 1.1832
0.4 | 1.3333 | 1.3415 | 1.3416 | 1.3416 | 1.3416
0.6 | 1.4615 | 1.4824 | 1.4832 | 1.4832 | 1.4832
0.8 | 1.5714 | 1.6102 | 1.6123 | 1.6124 | 1.6125
1.0 | 1.6667 | 1.7273 | 1.7317 | 1.7320 | 1.7320
1.2 | 1.7500 | 1.8354 | 1.8432 | 1.8438 | 1.8439
1.4 | 1.8235 | 1.9359 | 1.9480 | 1.9492 | 1.9493
1.6 | 1.8889 | 2.0297 | 2.0470 | 2.0491 | 2.0494
1.8 | 1.9474 | 2.1175 | 2.1411 | 2.1443 | 2.1447
2.0 | 2.0000 | 2.2000 | 2.2308 | 2.2353 | 2.2360

26

24

22

©-[1.1]
©-[22)

[3.3]
-©-[4,4]
©[5.5]

1
0 05 1 1.5 2

Cizim 5.17 : r(¢) islevinin [0,2] araliginda padé yaklagtiranlari ile elde edilen
degerlerin grafigi
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Cizelge 5.17 : p,(t) islevinin [0, 2] aralifinda padé yaklagtiranlari ile elde edilen
degerleri

—t+

[1,1]

2,2]

3,3]

[4,4]

[5,5]

1.00000

1.00000

1.00000

1.00000

1.00000

0.2

0.84615

0.84516

0.84515

0.84515

0.84515

0.4

0.75000

0.74545

0.74536

0.74536

0.74536

0.6

0.68421

0.67458

0.67421

0.67420

0.67420

0.8

0.63636

0.62105

0.62022

0.62018

0.62017

1.0

0.60000

0.57895

0.57746

0.57736

0.57735

1.2

0.57143

0.54483

0.54255

0.54235

0.54233

1.4

0.54839

0.51655

0.51336

0.51303

0.51299

1.6

0.52941

0.49268

0.48851

0.48802

0.48796

1.8

0.51351

0.47225

0.46704

0.46636

0.46627

2.0

0.50000

0.45455

0.44828

0.44737

0.44724

09

0.8 [

0.7

0.6

0.5

0.4

©-[1.1]
©-[22)

[3.3]
-©-[4,4]
©-[5.5]

D

0

1
05

1

1
1.5

2

Cizim 5.18 : p,(7) islevinin [0,2] aralifinda padé yaklastiranlari ile elde edilen

degerlerin grafigi

Sonuglardan da goriilebilecegi iizere, OLEVKU’dan elde edilen degerler ve Padé

yaklastiranlari ile elde edilen degerleri karsilastirdigimizda OLEVKU nun yakinsaklik

bolgesi disindaki aralikta da Padé yaklastiranlar ile elde edilen sonuglar daha iyi

yakinsamaktadir. Ustelik bu yakinsamay1 daha az salimim gostererek elde etmektedir.
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. SONUCLAR

Cok yakin ge¢miste yoneyler iizerinde tanimlanan OLEVKU o6zyineleyis bagin-
tisimin dizeyler ilizerinde de Ozyineli oldugu olgusu kamitlanmigtir. Savda bu

gelisime de yer verilmis ve vurgulanmustir.

Kronecker iislii uzaylar olgusu tanimlandi. iki 6geli yoneylerin ikinci, iigiincii,
dordiincii ve besinci Kronecker isliileri, lic 6geli yoneylerin ikinci ve tigiincii
Kronecker iisliileri incelendi. Yapilan incelemeler sonucunda yoneyin 68e sayisi
farketmeksizin tek sayili Kronecker iisliilerinin bulundugu uzayin bir altuzay
olusturdugu, ancak cift sayili Kronecker {iisliilerinin bulundugu uzayin bir altuzay
olusturamayacagi, daha 6zel bir durum olan katman (ing: manifold) olusturdugu

olgusu gosterilmis ve kisaca katman, harita ve atlas kavramlarina yer verilmistir.

Oge sayis1 farketmeksizin, bir yoneyin ikinci Kronecker iisliisiiniin elde

edilebilecegi genel bagintilar verilmistir.

Gokmekanigindeki iki nesnecik sorunu Olasilik¢il Evrim Kurami (OLEVKU)
baglaminda incelenmis ve yapisimin OLEVKU uygulamaya uygun oldugu

gosterilmis ve ¢alismada B degeri O olarak alinmustr.

Iki nesnecik sorunu iizerinde yapilan incelemeler sonunda elde edilen iki siradan
tirevli denklem kullanilarak OLEVKU bagintilar1 yazilmisti. Bu bagintilarin
yaziminda uzay genisletimi olgusu kullanilmis ve sag yan1 en ¢ok ikinci dereceden

cokterimlilerden olusan alt1 STD elde edilmistir.

Elde edilen alt1 siradan tiirevli denklemi 6gesi olarak alan x(¢) yoneyi tanimlanmus;
bu yoneye de8ismezlik eklenimli uzay genisletimi (deug) baglaminda bir
bilinmeyen eklenerek yedi 6geli bir yoney elde edilmistir. Son olarak elde edilen

bu yedi 6geli x(7) yoneyine OLEVKU uygulanmugtir.
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Sunu belirtmemiz énemli bir olgudur ki, r(¢) ve p,(¢) islevlerine bagimliliklardan
dolay1 u; (1), us(t), uz(t) ve us(t) islevlerinde doyurucu sonuglar elde edilemeye-
bilir.

Padé yaklagtiranlar1 olgusuna yer verilmis ve x(¢) yoneyine OLEVKU uygu-

lanisinin ardindan elde edilen islevlere Padé yaklastiranlar1 uygulanmistir. Bu

yaklagtirim uygulaniglarinda esas islevler olan r(z) ve p,(¢) islevleri incelenmistir.

Padé yaklastiranlar1 olarak, Padé yaklastiranlar1 tablosunda kosegende yer alan
[1,1], [2,2], [3,3], [4,4] ve [5,5] ikileri, kdsegenin hemen iizerinde kalan [1,2],
[2,3], [3,4] ve [4,5] ikilileri ve kdsegenin hemen altinda kalan [2,1], [3,2], [4,3]

ve [5,4] ikileri kullanilmigtir.

Olasilik¢il Evrim Kurami’nin yakinsaklik bolgesinde kalan [0, 1] kapali araliginda,
iki nesnecik sorunundan elde edilen islevlerin OLEVKU kullanilarak elde edilen
degerleri ve Padé yaklastiranlari kullanilarak elde edilen degerleri karsilagtiriimigtir.
Kargilagtirma sonucunda yakinsaklik bolgesinde her iki yontemde de birbirine

yakin degerler elde edilmigtir.

[0,1] aralifinda OLEVKU yakinsaklik bolgesinin diginda kalan degerlere
yaklastikca OLEVKU ile elde edilen degerlerde bozulmalar gézlemlenirken, ayni
degerler icin Padé yaklastiranlar1 ile elde edilen sonuglarin daha iyi yakinsadigi

gozlemlenmistir.

Padé yaklastiranlar1 olarak kosegende, kosegenin hemen iizerinde ya da kdsegenin
hemen altinda yer alan ikililer kullanildiginda giindemdeki iki nesnecik sorunu i¢in

birbirine yakin degerler elde edilmistir.

OLEVKU’nun yakinsaklik bolgesi disinda kalan [—2,0] aralifinda, zaman
degiskeninin tamamen arti tanimli oldugu ve OLEVKU’nun hem yakinsaklik
bolgesi iginde hem de yakinsaklik bolgesi diginda kalan [0,2] arahiginda da
incelemeler yapildi. Yapilan tiim bu ¢alismalar sonucunda, Padé yaklastiranlari ile
elde edilen sonuclarin, OLEVKU ile elde edilen sonuc¢lardan daha iyi yakinsadigi

gozlemlendi. Ustelik bu yakinsamay1 daha az salinim gostererek elde etmektedir.
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