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GENISLETILMIS OZET

Semi-Riemann manifoldlarin lightlike altmanifoldlarinda normal vektor
demeti ile teget demetinin kesisimi trivial olmadigindan non-dejenere altmani-
foldlardan oldukg¢a farklidir. Bu yiizden lightlike altmanifoldlar1 diferensiyal ge-
ometrinin en ilging konularindan biridir. Lightlike altmanifoldlarin teorisi Duggal-
Bejancu, Kupeli ve Duggal-Sahin tarafindan gelistirilmistir ( Kupeli, 1996; Duggal
ve Bejancu, 1996; Duggal ve Sahin, 2004).

Diferensiyallenebilir geometrik yapilara sahip bazi manifoldlarin geometri-
leri oldukga ilgingtir. Bu manifoldlar ve bunlar arasindaki doniisiimler diferensiyal
geometride oldukca genig caligilmistir. Bu ¢alismalardan bazilar1 sunlardir. Atgeken
ve Kili¢ (2007) semi-Riemann ¢carpim manifoldlarin semi-invaryant lightlike altman-
ifoldlar1 olarak adlandirilan yeni bir sinif tanimladilar. Kili¢ ve Sahin (2008) semi-
Riemann carpim manifoldlarin radikal anti-invaryant lightlike altmanifoldlarini in-
celediler. Kili¢ ve Bahadir (2012) semi-Riemann ¢arpim manifoldlarin screen semi-
invaryant ve radikal anti-invaryant lightlike hiperyiizeylerini tanimlamistir. Perktag
ve ark (2014) bir para-Sasakian uzay formunun lightlike hiperyiizeylerini caligmustir.
Bahadir (2015) semi-Riemann ¢arpim manifoldlarin screen semi invaryant half light-
like altmanifoldlarini calismigtir. Jin (2011) belirsiz Kaehler manifoldunun real half
lightlike altmanifoldlarini incelemistir. Jin (2014) genellestirilmis belirsiz Sasakian
uzay formlarin jenerik lightlike altmanifoldlarinin geometrisini ¢caligmustir.

x*> —x — 1 = 0 denkleminin kokii olan ¢ sayisi (yani, ¢ = # ~1,618...)
altin oran olarak adlandirilir. Bu oran Johannes Kepler tarafindan ifade edilmistir.
Bu yap1 mimarlik, miizik, resim ve felsefe gibi bir ¢ok alanda kullanilmigtir. Altin

oran ve uygulamalar1 hizli bir sekilde gelismektedir. Bu baglamda, diferensiyel ge-
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ometride altin oran uygulamasi iizerine yapilan caligmalar biiyiik bir ilgi cekmistir.
Altn yap1 olarak adlandirilan bir Riemann manifoldu iizerindeki yeni bir yapi
Hretcanu (2007) tarafindan olusturulmustur. Bu yap1 altin orandan ilham alinarak
yapilmustir. M, n—boyutlu diferensiyallenebilir bir manifold P, M iizerinde (1,1)-
tipinde tensor alan1 olsun. Buna gore P2 — P — I = 0 denklemini saglayan P tensor
alamina M iizerinde bir altin yap1 denir. P altin yapisi icin P # ¢I oldugunu belirte-
lim. Eger P = ¢I olsaydi, o zaman P nin minimal polinomu X — ¢ olurdu. Fakat, P
nin minimal polinomu X? — X — 1 dir. Crasmareanu ve Hretcanu (2007) altin yapili
Riemann manifoldunun invaryant altmanifoldlarini incelemis. Gezer ve ark (2013)
altin yapinin integrallenebilirligini arastirmis. Sahin ve Akyol (2014) altin yap1
Riemann manifoldlar1 arasinda altin doniigiimler tantmlamis ve bu doniisiimlerin
harmonik oldugunu gostermistir. Ozkan (2014) altin yapinin yatay ve dikey lift-
lerini ¢aligmigtir. Ayni ¢aligmada semi-Riemann manifoldlart iizerinde altin yapiy1
tanimlamig ve bunu altin semi-Riemann manifoldlar: olarak adlandirmistir. Buradan
yola ¢ikarak doktora tezi olarak hazirlanan bu calismada altin semi-Riemann mani-
foldlarin lightlike altmanifoldlar ¢aligildi.

Bu tez beg boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde bu konu ile ilgili daha
onceki caligmalara yer verildi ve bu tezde ele alinan problemlerin tanitimi yapildi.
Ikinci boliimde temel tanim ve teoremlere yer verildi ve semi-Riemann manifoldlari
tanitildi.  Ayrica bu bdliimde altin semi-Riemann manifoldu ve altin yapiy1 iceren
altin uzay formu tamtildi. Tezin orjinal boliimleri iigiincii, dordiincii ve besinci
boliimlerdir.

Ugiincii boliimde ilk olarak lightlike hiperyiizeyler ile ilgili temel tanim

ve teoremler verildi ve altin semi-Riemann manifoldlarin lightlike hiperyiizeyleri
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tanmitildi.  Bir altin semi-Riemann manifoldunun radikal anti-invaryant light-
like hiperyiizeyinin olmadig1 gosterildi. Ozellikle screen semi-invaryant light-
like hiperylizeylerin baz1 geometrik sonuclarini incelendi. Burada olusan dis-
tribiisyonlarin integrallenebilirligi icin sonuglar bulundu. (M = M,(c,) X
My(cy),8,P), cp # —(¢ + 1)c, lokal altin carpim uzay formu ve M, M nin screen
semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olmak tizere M nin lokal simetrik olmas1 i¢in
gerek ve yeter sart tamamen geodezik oldugu gosterildi. Ayrica ekran konformal
lightlike hiperyiizeyler icin baz1 sonuglar bulundu.

Dordiincii boliimde half lightlike altmanifoldlar ile ilgili temel tanim ve
teoremler verildi. Altin semi-Riemann manifoldlarin half lightlike altmanifoldlar:
tanitildi. Bir altin semi-Riemann manifoldunuin radikal anti-invaryant half lightlike
altmanifoldunun olmadig1 gosterildi. Screen semi-invaryant half lightlike altman-
ifoldlar1 yogun olarak caligildi. Burada olusan distribiisyonlarin geometrisi ince-
lendi. Altin semi-Riemann manifoldunun tamamen umbilik screen semi-invaryant
half lightlike altmanifoldunun lokal ¢carpim yapisina sahip oldugu gosterildi. Ayrica
Ricci tensoriiniin simetrik olma kosullart incelendi. Lokal altin ¢arpim uzay formu-
nun ¢, # (¢ + 1)c, olmak iizere ekran konformal screen semi-invaryant half lightlike
altmanifoldlarinin olmadig1 gosterildi.

Besinci boliimde ilk olarak lightlike altmanifoldlar ile ilgili temel tanim
ve teoremler verildi. Daha sonra altin semi-Riemann manifoldlarin lightlike alt-
manifoldlar tanitildi. Bir altin semi-Riemann manifoldunun radikal anti-invaryant
lightlike altmanifoldunun olmadig1 gosterildi. Semi-invaryant lightlike altmanifold-
lar1 tanitildi. Burada olugan distribiisyonlarin integrallenebilme sartlar1 incelendi ve

M altmanifoldunun hangi sartlarda lokal carpim yapisina sahip oldugu gosterildi.
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Ayrica (M = My(c,) x My(cy),&,P), cp,cq # 0 lokal altin garpim uzay formu-
nun irrasyonel semi-invaryant lightlike altmanifoldunun olmadig1 gosterildi. Ricci

tensoriinii simetrik yapan bir sonug verildi.
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1. GIRIS Nergiz POYRAZ

1. GIRIS

Dejenere (lightlike) altmanifoldlarin geometrisi, non-dejenere altmanifold-
larin geometrisinden oldukga farklidir. Bu farklili§in nedeni, non-dejenere altmani-
foldlarda tanjant demet ile normal demetin arakesiti sadece sifir1 verirken, dejenere
(lightlike) altmanifoldlarda bu arakesit sifirdan farklidir. Dolayisiyla lightlike alt-
manifoldlarin geometrisi incelenirken kullanilan metod non-dejenere altmanifold-
larin incelenmesinde kullanilan metoda benzemesine ragmen, bir cok obje oldikca
farklidir. Bu ylizden dejenere (lightlike) altmanifoldlar1 diferensiyal geometrinin
onemli konularindan biridir. Lightlike altmanifoldlarin teorisi Duggal-Bejancu, Ku-
peli ve Duggal-Sahin tarafindan gelistirilmistir ( Kupeli, 1996; Duggal ve Bejancu,
1996; Duggal ve Sahin, 2004).

Diferensiyallenebilir geometrik yapilara sahip bazi manifoldlarin geometri-
leri oldukca ilgingtir. Bu manifoldlar ve bunlar arasindaki doniigiimler diferen-
siyal geometride oldukca genis ¢aligilmustir. Bir diferensiyellenebilir M manifoldu
tizerinde tanimh olan (1,1)—tipinde ¢ tensor alan1 ¢ + ¢ = O sartlarim saglyor
ise ¢ ye M iizerinde tamimli olan (3,1) f—yap1 denir. Bir ¢ f—yapisina sahip
bir (M,g) Riemann manifoldunun geometrisi incelenirken, ¢ f—yapisi oldukca
elverisli objedir. Dolayisiyla f—yapili bir (M, &) Riemann manifoldunun altmani-
foldlari, f—yap1 sayesinde oldukc¢a farkli siniflara ayrilabilir ve bir ¢ok altmanifold
tanimu verilebilir (invaryant, anti-invaryant, semi-invaryant, hemen hemen semi-
invaryant,...). Bir f—yapinin agikar ornekleri ise hemen hemen kompleks yap1 ve
hemen hemen kontakt yapilardir, bunlar (3,1) f—yapilar olarak bilinir. Eger bir
M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde @> — @ = 0 saglayan bir (1,1)—tipinde
¢ tensor alanmi var ise buna (3,—1) f—yapt denir. (3,—1) f—yapt Ornekleri

1



1. GIRIS Nergiz POYRAZ

olarak hemen hemen para-kompleks yapilar, carpim yapilar ve para-kontakt yapilar
verilebilir. Bu yapiya sahip Riemann manifoldlart ve Riemann altmanifoldlari
bircok yazar tarafindan calisilmistir (Bejancu, 1978; Bejancu ve Papaghiuc, 1981;
Kobayashi, 1981; Matsumoto ve ark., 1994; Atceken, 2005). Bu yapinin genislemesi
olarak, Goldberg ve Yano (1970)

O(x)=x" tap 1 X"+ taxP+al =0

cebirsel denklemini saglayan polinom yapisini tanitmiglardir. Burada / 6zdeglik
doniisiimiidiir ve (x = f icin) her p € M noktasinda /"~ !(p), f*~%(p),..., f(p),I li-
neer bagimsizdir. Q(x) polinomu polinom yap1 olarak adlandirilir. Bu yapilar light-
like altmanifoldlarda da yogun olarak calisilmustir.

Kaehler manifoldlarin Cauchy-Riemann (CR)-altmanifoldlarin  bir
genellemesi olarak belirsiz Kaehler manifoldlarin (CR)-lightlike altmanifoldlarin
geometrisi Duggal ve Bejancu (1996) tarafindan tanitildi. Fakat altmanifoldlarin
bu sinifi kompleks ve reel alt durumlarini igcermiyordu. Duggal ve Sahin (2005)
kompleks ve reel alt durumlarin1 da igeren belirsiz Kaehler manifoldlarin Screen
Cauchy—Riemann (SCR)-lightlike altmanifoldlar1 olarak adlandirilan bir sinif
tanimladilar. Fakat CR ve SCR durumlan arasindaki iligkiyi iceren bir kap-
sama yoktu. Bu yiizden Duggal ve Sahin (2006) belirsiz Kaehler manifoldlarin
genellestirilmis CR-lightlike altmanifoldlar1 olarak adlandirilan yeni bir sinif
tanimladilar ve gosterdiler ki, bu tiir altmanifoldlar reel hiperyiizeyler, invaryant,
screen reel ve CR-lightlike altmanifoldlar icermektedir. Ayrica Duggal ve Sahin
belirsiz Sasakian manifoldlarin kontakt CR, kontakt SCR ve genellestirilmis
Cauchy-Riemann (GCR)-lightlike altmanifoldlarini teorisini tanimladilar (Duggal
ve Sahin, 2007; 2009).
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Atceken ve Kili¢ (2007) semi-Riemann ¢arpim manifoldlarin semi-invaryant
lightlike altmanifoldlar1 olarak adlandirilan yeni bir sinif tanimladilar. Kilic ve
Sahin (2008) semi-Riemann ¢arpim manifoldlarin radikal anti-invaryant lightlike
altmanifoldlarini incelediler. Kilig ve Bahadir (2012) semi-Riemann carpim man-
ifoldlarin screen semi-invaryant ve radikal anti-invaryant lightlike hiperyiizeylerini
tanimladilar. Perktas ve ark (2014) bir para-Sasakian uzay formunun lightlike
hiperyiizeylerini calistilar. Bahadir (2015) semi-Riemann carpim manifoldlarin
screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldlarimi calismistir. Jin (2010b) be-
lirsiz kompleks uzay formunun ekran konformal lightlike reel hiperyiizeylerini
incelemistir. Jin (2011) belirsiz Kaehler manifoldunun real half lightlike altmani-
foldlarim incelediler. Jin (2014) genellestirilmis belirsiz Sasakian uzay formlarin
jenerik lightlike altmanifoldlarinin geometrisini ¢aligtilar.

x?> —x — 1 = 0 denkleminin kokii olan ¢ sayist (yani, ¢ = HT‘E ~1,618...)
altin oran olarak adlandirilir. Bu oran Johannes Kepler tarafindan ifade edilimistir.
Altin oran mimarlik, miizik, resim ve felsefe gibi bir ¢cok alanda kullanilmistir.
Son yillarda altin oran modern fiziksel aragtirmalarda ve atom fiziginde onemli
rol oynamigtir (Heyrovska, 2005). Ayni zamanda altin oran matematiksel olasilik
teorisinde, dort boyutlu manifoldlarin topolojisinde ve Cantorian Uzay zamani prob-
lemlerinde kullanilmistir (Marek-Crnjac, 2006).

Altin oran ve uygulamalar1 hizli bir sekilde gelismektedir. Bu baglamda,
diferensiyel geometride altin oran uygulamasi {izerine yapilan ¢aligsmalar biiyiik bir
ilgi cekmigtir. Altin yapr olarak adlandirilan bir Riemann manifoldu iizerindeki
yeni bir yapt Hretcanu (2007) tarafindan olusturulmustur. Bu yap: altin orandan

ilham alinarak yapilmistir. M n—boyutlu diferensiyallenebilir bir manifold P, M
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iizerinde (1,1)-tipinde tensor alam1 olsun. Buna gore P> — P — I = 0 denklemini
saglayan P tensor alanina M iizerinde bir altin yap1 denir. P altin yapisi igin P # ¢ 1
oldugunu belirtelim. Eger P = ¢I olsaydi, o zaman P nin minimal polinomu X — ¢

2 _ x—1 dir. Hretcanu ve Crasmare-

olurdu. Fakat, P nin minimal polinomu x
anu (2007) altin yapili Riemann manifoldunun invaryant altmanifoldlarini incelemis.
Gezer ve ark (2013) altin yapinin integrallenebilirligini arastirmig. Sahin ve Akyol
(2014) altin yap1 Riemann manifoldlari arasinda altin doniisiimler tantmlamis ve bu
doniisiimlerin harmonik oldugunu gostermistir. Ozkan (2014) altin yapinin yatay ve
dikey liftlerini calismigtir. Ayni calismada semi-Riemann manifoldlari iizerinde altin
yapiy1 tamimlamig ve buna altin semi-Riemann manifoldlar1 olarak adlandirmastir.
Poyraz ve Yagar (2017) altin semi-Riemann manifoldlarin lightlike hiperyiizeylerini
calistilar.

Bu tez beg boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde bu konu ile ilgili daha
onceki calismalara yer verildi. Ikinci boliimde temel tanim ve teoremlere yer verildi.
Ayrica bu bolimde semi-Riemann manifoldlari, altin semi-Riemann manifoldu ve
altin yapiy1 iceren lokal altin ¢arpim uzay formu tanitildi. Tezin orjinal boliimleri
liciincii, dordiincii ve besinci boliimlerdir. Ucgiincii béliimde ilk olarak lightlike
hiperyiizeyler ile ilgili temel tanim ve teoremler verildi. Daha sonra altin semi-
Riemann manifoldlarin lightlike hiperyiizeyleri tamtildi. Ozellikle screen semi-
invaryant ve ekran konformal screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeylerin bazi
geometrik sonuclari incelendi. Dordiincii béliimde half lightlike altmanifoldlar ile
ilgili temel bilgiler verildi. Altin semi-Riemann manifoldlarin half lightlike altman-
ifoldlar1 ve screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldlar: tanitildi. Lokal altin

carpim uzay formunun ¢, # (¢ + 1)c, olmak iizere ekran konformal screen semi-
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invaryant half lightlike altmanifoldunun olmadig1 gosterildi ve Ricci tensoriiniin
simetrik olmasi i¢in kosullar incelendi. Besinci boliimde ilk olarak lightlike altmani-
foldlar ile ilgili temel tanimlar verildi. Daha sonra altin semi-Riemann manifoldlarin
lightlike altmanifoldlar1 ve semi-invaryant lightlike altmanifoldlar1 tanitildi. Burada
olusan distribiisyonlarin integrallenebilme sartlari incelendi ve M altmanifoldunun
hangi sartlarda lokal ¢carpim yapisina sahip oldugu gosterildi. Ayrica bir altin semi-
Riemann manifoldunun radikal anti-invaryant lightlike hiperyiizeyinin, half lightlike

altmanifoldunun ve lightlike altmanifoldunun olmadig: gosterildi.
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2. TEMEL KAVRAMLAR Nergiz POYRAZ

2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Cebirsel Kavramlar

Tanmm 2.1.1 V, m—boyutlu bir reel vektor uzayi olsun. Eger
g:VxV =R

doniisiimii her a, b € R ve u, v, w € V icin
D) g(u,v) = g(vu),
ii) g(au+bv,w) = ag(u,w) +bg(v,w),
g(u,av+bw) = ag(u,v) +bg(u,w)
sartlarin1 sagliyor ise g doOniisiimiine V reel vektor uzay1 iizerinde bir simetrik bili-

neer form denir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.1.2 V, m—boyutlu bir reel vektor uzay1 ve g, V lizerinde bir simetrik bili-

neer form olsun.

i) Her v € V ve v # 0 igin g(v,v) > 0 ise g ye pozitif taniml,

ii) Her v € V ve v # 0 igin g(v,v) < 0 ise g ye negatif tanimli,

iii) Her v € V i¢in g(v,v) > 0 ise g ye pozitif yari-tanimli,

iv) Her v € V i¢in g(v,v) < 0 ise g ye negatif yari-tamimli denir (O’Neill,
1983).

Tanimm 2.1.3 V, m—boyutlu bir reel vektor uzayi ve g, V iizerinde simetrik bilineer

form olsun. 0 # & € V olmak iizere her v € V igin

g(é?‘}) =0
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ise g ye V lizerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g ye non-dejeneredir denir.

Buradan goriiliir ki, g nin non-dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart her v € V icin
g(u,v)=0ikenu =0
olmasidir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanim 2.1.4 V, m—boyutlu bir reel vektor uzayi ve g, V iizerinde simetrik bilineer

form olsun. V nin
RadV ={& €V |g(&,v)=0,YwveV}
ile tamimlanan alt uzayina g simetrik bilineer formuna gore V uzayimin radikal (veya

null) uzay1 denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanim 2.1.5 V, m—boyutlu bir reel vektor uzayi ve g, V iizerinde simetrik bilineer
form olsun. Bu durumda

8w * WxW—R
negatif tanimli olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W altuzayinin boyutuna g

simetrik bilineer formun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.1.6 V, m—boyutlu bir reel vektor uzay: ve g, V lizerinde simetrik bilineer

form olsun. Bu durumda,

i) g0y, ) =0,i# )

i) g(a, ) =1,1<i<v,

i) g(o, o) =—1,y+1<i<y+v

iv) g(04,0) =0, y+v+1<i<n=7y+v+u

olacak sekilde V nin { ¢, ..., @, } bazi vardir (Duggal ve Bejancu, 1996).
8
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Tamim 2.1.7 V, m—boyutlu bir reel vektor uzay1 lizerinde non-dejenere simetrik bi-
lineer forma V reel vektor uzayi iizerinde bir skalar carpim (semi-Oklidyen metrik)
denir. V iizerindeki bir skalar carpma g ise (V,g) ikilisine de skalar ¢arpim uzay1

(semi-Oklidyen uzay1) denir.

Eger g pozitif tanmimli ise o zaman g bir i¢ ¢arpim (Oklidyen metrigi) olur
ve (V,g) de Oklidyen uzay olarak adlandirilir. Eger g nin indeksi v = 1 ise g ye
Lorentz (Minkowski) metrigi ve (V, g) ye de Lorentz (Minkowski) uzay1 denir. Eger
g dejenere ise 0 zaman V vektor uzayina g ye gore lightlike (dejenere) vektor uzayi

denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 2.1.8 (W, g) reel n—boyutlu bir semi-Oklidyen uzay olsun. v € V igin
i) g(v,v) > 0 veya v = 0 ise v vektoriine spacelike vektor,
ii) g(v,v) < O ise v vektoriine timelike vektor,
iii) g(v,v) = 0 ise v vektoriine null veya lightlike vektor,

denir (O’Neill, 1983).

Onerme 2.1.9 (W, g) reel n—boyutlu bir lightlike vektor uzayi ve boyRadW =r < n
olsun. Bu durumda, radikal uzayin W da tiimleyeni olan SW alt uzay1 non-

dejeneredir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 2.1.10 (W, g) reel n—boyutlu bir lightlike vektor uzayi olsun. Radikal uzayin
W da tiimleyeni olan SW uzayina W nin ekran uzayi denir (Duggal ve Bejancu,

1996).

Tanim 2.1.11 V, m—boyutlu bir reel vektor uzayr ve W da V nin alt uzay1 olsun.
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8|y, dejenere ise W ya lightlike (dejenere) alt uzay denir ve
wnw £ {0}

dir. Burada,
Wt={veV|gw)=0YweW}
altuzayina W uzayinin diki denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Onerme 2.1.12 (V,g) bir semi-Oklidyen uzay ve W, V nin bir alt uzay1 olsun. O

zaman,

i) boyW + boyW+ = m,
i) (WhHt =w,
iii) RadW = RadW+ =W NW+,

dir (Duggal ve Bejancu, 1996).
Tamm 2.1.13 (V,g) bir semi-Oklidyen uzay olsun. Bu uzayin;

g(uaafi) :g(uohfi*) =0, g(ua,uﬁ) = 806506[3’ aaﬁ S {1,..,l},€a =7F1
olacak sekildeki { fi,..., fu, fi'--s f[j, ui,...,u; } bazina semi—Oklidyen uzayin quasi-

ortonormal bazi denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Onerme 2.1.14 (V,g) bir semi-Oklidyen uzay ve W da bu uzayin bir lightlike alt
uzay1 olsun. Bu durumda, W boyunca V uzayinin bir quasi-ortonormal bazi vardir

(Duggal ve Bejancu, 1996).

10
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2.2 Semi-Riemann Manifoldlar
Tanim 2.2.1 M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. p € M noktasindaki tanjant

uzay T,M olmak iizere

8, " I,MxT,M — R
(Xpyyp) — g\p(Xpayp):g(Xpyyp)
biciminde tanimli sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0,2) tipindeki g

tensoOr alanina M {izerinde bir metrik tensor denir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.2.2 M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. M, bir g metrik tensorii ile

donatilmigsa, M ye bir semi-Riemann manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.2.3 (M, g) bir semi-Riemann manifold olsun. g metrik tensoriiniin indek-

sine semi-Riemann manifoldunun indeksi denir ve ind M ile gosterilir.

Eger indeks v ise 0 < v < boyM dir. Ozel olarak, v = 0 ise her p € M
i¢in g , T,M iizerinde pozitif tanimli bir i¢ carpim oldugundan M bir Riemann man-

ifoldu olur. v =1 ve n > 2 olmasi durumunda ise, M ye bir Lorentz manifoldu denir

(O’Neill, 1983).

Tanmim 2.2.4 M diferansiyellenebilir n—boyutlu bir manifold olsun. M iizerinde

D: M — T,M

p — D,CT,M
seklinde tanimli D doniisiimiine r—boyutlu distribiisyon ve X € I'(TM) icin X, €
D, ise X vektor alanmna da D ye aittir denir. Eger her p € M noktasi igin D, de
r tane diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektor alani var ise D distribiisyonuna

diferensiyellenebilirdir denir (Duggal ve Bejancu, 1996).
11
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Tanmm 2.2.5 M diferansiyellenebilir bir manifold ve V, M {izerinde bir lineer kon-

neksiyon olsun. Eger X,Y € I'(D) i¢in
VxY €I (D)
ise D distribiisyonuna paraleldir denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanim 2.2.6 M diferansiyellenebilir n—boyutlu bir manifold ve D, M {izerinde
r—boyutlu bir distribiisyon olsun. Eger X,Y € I' (D) i¢in [X,Y] € I' (D) ise D
distribiisyonuna involutivedir denir Eger D distribiisyonu involutive ise integral-

lenebilirdir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanim 2.2.7 M bir diferensiyellenebilir manifold ve K de M iizerinde herhangi bir

tensor alani olsun. Bu durumda p e M, r € I C Rve X € I' (TM) olmak iizere
.1
LyK = lim —(K(p) = (®K) (p))
t—0t

ile tammlanan Ly diferensiyel operatoriine X vektor alanina gore Lie tiirevi denir.
Burada &,
D:[—€,e]xU— P(t,p) = D(p)

seklinde tanimli bir doniigsiimdiir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Teorem 2.2.8 M bir diferensiyellenebilir manifold ve Ly de manifold iizerinde

taniml Lie tiirevi olsun. O zaman her Y,Z € I' (TM) ve f € C* (M,R) igin
i) Ly f =X (f)
i) LyY = [X,Y]

12
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iii) ¥, M iizerinde (0,2) tipinde bir tensor alan1 olmak iizere
(Lx¥) (Y,Z2) =X (¥ (¥, 2)) -V ([X,Y],Z2) =¥ (Y, [X,Z])

dir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 2.2.9 (M, g) bir semi-Riemann manifoldu olsun. Eger Lyg = 0 ise X vektor

alanina bir Killing vektor alant denir (Chen, 2011).

Tanmm 2.2.10 {u,,...,u,}, R} iizerinde dogal koordinatlar olsun. V ve W =Y W.0,,

RY, iizerinde vektor alanlari iseler
VyW =Y V(W,)o;
vektor alanina W nin V ye gore kovaryant tiirevi denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.11 M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. Eger
V:I[(TM)xI'(TM) —T(TM)
V doniigiimii
i) VxY, X ye gore C*(M,R) lineerdir,
ii) VxY,Y ya gore R lineerdir,
iii) Vx (fY) = X(f)Y + fVxY,Vf € C*(M,R)

sartlarin1 sagliyorsa V ya iizerinde bir lineer konneksiyon ve VxY ye Y nin X e gore

kovaryant tiirevi denir (O’Neill, 1983).
13
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Teorem 2.2.12 (M, g) bir semi-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M iizerinde
her X,Y,Z € I'(TM) igin
D) [X,Y] =VxY —VyX
i) Xg(Y,Z) =g (VxY,Z)+g(Y,VxZ)
olacak sekilde M nin bir tek V lineer konneksiyonu vardir ve bu koneksiyona M nin
Levi-Civita konneksiyonu denir. M iizerindeki Levi-Civita koneksiyonu

28(VxY,Z) =Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)—-Zg(X,Y)

—¢ (X, [Y,.Z]) +¢(¥,[Z,X]) +¢ (2, [X,Y])

Koszul formiilii ile karakterize edilir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.2.13 (M, g) bir semi-Riemann manifoldu ve V, M nin Levi-Civita konek-

siyonu olsun. Her X,Y,Z € I'(TM) igin
R: I'(TM)xI'(TM)xI'(TM) — I(TM)

(X,Y,Z) — R(X,Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ—-VxyZ
ile tanimlanan (1,3) tipindeki R tensor alanina M nin Riemann egrilik tensorii denir
(O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.14 (M,g) bir semi-Riemann manifoldu ve R, M nin Riemann egrilik
tensorii olsun. O zaman her X,Y,Z,W € I'(TM) i¢in

D) g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(Y,X)Z,W),

il) g(R(X,¥)Z,W) = —g(R(X,Y)W.Z),

i) R(X,Y)Z+R(Y,Z) X +R(Z,X)Y =0,

iv) g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z, W)X, Y),

dir (O’Neill, 1983).
14
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Tamm 2.2.15 (M, g) bir semi-Riemann manifoldu ve bir p € M noktasindaki 7 pM
tanjant uzayinin iki boyutlu bir alt uzay P olsun. P alt uzayinin bir baz1 {X,Y } olmak

uzere

K(P) — R(X,Y,X,Y)
(P) = X X)e(0.7) —g(X,7)?

olarak tanimlanan K (P) reel sayisina P nin kesit egriligi denir. Eger K(P) = c(sbt)
ise M semi-Riemann manifolduna sabit egrilige denir ve M(c) ile gosterilir (O’ Neill,

1983).

Sonug 2.2.16 Eger M semi-Riemann manifoldu sabit bir ¢ egriligine sahipse M nin

egrilik tensorii her X,Y,Z € I'(TM) i¢in
seklindedir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.2.17 (M, g), n—boyutlu bir semi-Riemann manifoldu ve R, M nin Riemann
egrilik tensorii olsun. {e,,...,e,}, TpM nin bir ortonormal bazi olmak iizere her

X,Y € TpM i¢in Ricci tensorii

Ric(X,Y) = iz{Z — R(Z,X)Y}

veya
n
RiC(XaY) = Zgig (R(€i7X)Y7ei)
i=1
ile tammlanir.  Ric(X,Y), TpM nin {e,,...,e,} ortonormal bazinin se¢iminden

bagimsizdir (Chen, 2011).

15
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Tamm 2.2.18 (M,g) bir semi-Riemann manifoldu ve R, M nin Riemann egrilik

tensorii olsun. {e,,...,e }, TpM nin bir ortonormal bazi olmak iizere

7n

p= ZE,RZC e,e.)

degerine M semi-Riemann manifoldunun skalar egriligi denir (Kupeli, 1996).

Tamm 2.2.19 (M, g) bir semi-Riemann manifold olsun. Eger her X,Y € TpM icin
Ric(X.,Y) =cg(X,Y)
olacak sekilde ¢ sabiti varsa (M, g) ye Einstein manifold denir (O’Neill, 1983)).

2.3 Altin Semi-Riemann Manifoldlar
Tanim 2.3.1 (Goldberg ve Yano, 1970) M, diferansiyellenebilir bir reel manifold
ve ¢, M iizerinde (1,1)—tipli bir tensor alani olsun. Eger ¢ tensor alamt Q(x) =
X' +a"x" '+ ...+ axx+ a1l = 0 cebirsel denklemini saglarsa ¢ ye bir polinom yap1
denir. Burada 7, (1, 1)—tipli 6zdeslik tensor alan1 ve her p € M noktasinda ¢"~!(p),
¢"2(p),....0 (p) lineer bagimsizdir. Q(x) polinomuna ise yap1 polinomu denir. Ozel
olarak

i) O(x) = x?> +1 = 0 yap1 polinomunu saglayan ¢ tensor alani J ile gosterilir
ve J ye bir hemen hemen kompleks yap1 denir. Buna gore J>+1=0 < J> = -1
olur.

ii) Q(x) = x> — I = 0 denklemini saglayan ¢ tensor alan1 F ile gosterilir ve
F ye hemen hemen carpim yap1 denir. Buna gore, F? — 1 =0 < F? = [ olur.

iil) Q(x) = x?> —x —I = 0 denklemini saglayan ¢ tensér alan1 P ile gosterilir
ve P ye M manifoldu iizerinde bir altin yap1 denir. Buna gére P2 —P—1 =0 P> =

P +1 olur (Crasmareanu ve Hretcanu, 2008).
16
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Tamm 2.3.2 (M, ) bir Riemann manifoldu ve P, M iizerinde tanimh (1, 1) tipli bir

tensor alan1 olsun. Eger P tensor alan1
PP=P+1 (2.3.1)

ise P tensor alanina (M, §) Riemann manifoldu iizerinde bir altin yap1 denir. Burada

I, TM iizerindeki birim doniistimiidiir (Hretcanu, 2007).

Tamm 2.3.3 (M, ) bir Riemann manifoldu ve P da M iizerinde bir altin yap1 olsun.

Eger her X,Y € I'(TM) igin

g(PX,Y) =g(X,PY) (2.3.2)

esitligi saglaniyorsa P ya § Riemann metrigi ile uyumludur denir. Bu durumda (g, P)
ikilisine M manifoldu iizerinde bir altm yap1, (M, g,P) iicliisiine de altin Riemann
manifoldu denir (Hretcanu ve Crasmareanu, 2007; Crasmareanu ve Hretcanu, 2008;

Hretcanu ve Crasmareanu, 2009).

Onerme 2.3.4 (M, g, P) bir altin Riemann manifoldu olsun. Bu durumda her X,Y €
[(TM) igin
g(PX,PY)=g(PX,Y)+g(X,Y) (2.3.3)

esitligi saglanir (Hretcanu ve Crasmareanu, 2009).

Onerme 2.3.5 (M,g,P) bir altin Riemann manifoldu olsun. Bu durumda 2 altin
yapist her p € M noktasi icin TPM tanjant uzayi lizerinde bir izomorfizmdir (Hret-

canu ve Crasmareanu, 2009).

Onerme 2.3.6 (M,g,P) bir alin Riemann manifoldu olsun. A altin yapisinmn

eigen(6z) degerleri ¢ ve (1 — ¢) altin oranlardir (Hretcanu ve Crasmareanu, 2009.
17
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Onerme 2.3.7 (M, §,P) bir altin Riemann manifoldu olsun. M nin boyutu m ol-
mak iizere P altn yapisinin izi iz(P?) = iz(P) +m ozelligine sahiptir (Hretcanu ve

Crasmareanu, 2009).

Tamim 2.3.8 (M, &) bir Riemann manifoldu ve M iizerinde bir (1,1) tipli bir tensér
alam F olsun. Her X,Y € I'(TM) igin F? = I ve §(FX,Y) = §(X,FY) sartlarini
saglayan F ye M iizerinde bir hemen hemen garpim yap1 ve (M, g, F) iicliisiine bir

hemen hemen carpim Riemann manifoldu denir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.3.9 (M, §) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M iizerindeki her

F hemen hemen carpim yapisindan iki tane
| L1
Pr=S(I+ V5F), Py = - V5F)

altin yapi elde edilir. Tersine, M iizerindeki her P altin yapisindan bir F

1,
F:\—@(2P—I)

hemen hemen carpim yapisi elde edilir (Crasmareanu ve Hretcanu, 2008; Hretcanu

ve Crasmareanu, 2009).

Tamm 2.3.10 (M, §) bir semi-Riemann manifoldu ve P da M iizerinde bir altin yap1

olsun. Eger her X,Y € I'(TM) igin
g(PX,Y)=g(X,PY) (2.3.4)

esitligi saglaniyorsa P ya § semi-Riemann metrigi ile uyumludur denir. Bu durumda
(g, P) ikilisine M manifoldu iizerinde bir altin yap1, (M, g, P) iicliisiine de altin semi-

Riemann manifoldu denir (Ozkan, 2014).
18
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Onerme 2.3.11 (M, g, P) bir altin semi-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda her
X,Y € I'(TM) igin
§(PX,PY)=g(PX,Y)+g(X,Y) (2.3.5)

esitligi saglanir.

M, ve M, sirasiyla ¢, ve ¢y, sabit kesitsel egrilikli uzay formlar1 olsunlar.
Bu durumda semi-Riemann ¢arpim uzay formunun hesaplanmasina benzer olarak
(Yano ve Kon, 1984), (M =M, (c,) x My(c,), &, P) lokal altin ¢arpim uzay formunun

R Riemann egrilik tensorii asagidaki gibidir:

RX.Y)Z = (—(l_d’)c—”_m){g(y,z)x —3(X,2)Y +g(PY,Z)PX

2V5
—3(PX,Z)PY} + (_W

—8(PX,Z2)Y +g(Y,Z)PX — §(X,Z)PY}.

He(PY,.2)X  (2.3.6)
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3. ALTIN SEMIi-RIEMANN MANIFOLDLARIN LIGHTLIKE
HIPERYUZEYLERI

3.1 Lightlike Hiperyiizeyler
Tamm 3.1.1 (M,g), g > 1 indeksli (m + 2)—boyutlu semi-Riemann manifoldu ve

M, M nin bir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda p € M noktasinda
T,,ML ={Y, e T,M: §(Y,,X,) =0,VX, € T,M}

veE

RadT,M = {Y, € T,M : g(Y,,X,) = 0,vX, € T,M}

ile tamimlanan alt uzaylara sirasiyla 7,M nin dik uzayi ve radikali denir (Duggal ve

Bejancu, 1996).

Tamm 3.1.2 (M,g), g > 1 indeksli (m+ 2)—boyutlu semi-Riemann manifoldu ve
M, M nin bir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda p € M icin

RadT,M = T,MNT,M* # {0}

ise M ye M semi-Riemann manifoldunun lightlike (dejenere, null) hiperyiizeyi denir

(Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 3.1.3 (M,§), g > 1 indeksli (m + 2)—boyutlu semi-Riemann manifoldu ve
M, M nin bir lightlike hiperyiizeyi olsun. RadTM nin TM de tamamlayan olan
alt uzaya M nin ekran distribiisyonu denir ve M nin ekran distribiisyonu S (TM) ile
gosterilir. S(TM), TM nin RadTM ye ortogonal ve non-dejenere alt uzayidir. Bu
durumda

TM = RadTM L S(TM) (3.1.1)
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ayrigimina sahip oluruz. Boylece
TM =S(TM) L S(TM)* (3.1.2)
olur. Burada S(TM)*, S(TM) ekran distribiisyonunun dik (ortogonal) tiimleyen
vektor demetidir.
M bir lightlike hiperyiizey ise RadT,M = T,M* dir. Itr(TM), S(TM) de
TM* in tiimleyen vektor demeti olmak iizere

S(TM)* = TM* @ 1tr (TM). (3.1.3)

dir. Burada Itr(TM), lightlike transversal vektor demeti olarak adlandirilir ve @

ortogonal olmayan direkt toplamdir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Teorem 3.1.4 (M,g,S(TM)), (M,g) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike
hiperyiizeyi olsun. Bu durumda, M iizerinde & € I'(RadTM) ve her X € I'(S(TM))
icin

gN.E) =1 (3.1.4)

veE

3(X,N)=g(N,N)=0, VX € [(S(TM)) (3.1.5)

olacak sekilde bir tek N € I'(ltr (TM)) vardir oyleki I'(ltr (TM)) = Sp{N} dir

(Duggal ve Bejancu, 1996).

(3.1.1) ve (3.1.2) esitliklerinden

TM =TM&Itr(TM) = S(TM) L {TM* @ ltr(TM)} (3.1.6)
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olur. Bdylece herhangi bir S(7TM) ekran distribiisyonu igin (3.1.4) ve (3.1.5)
esitliklerini saglayan, TM i¢in tiimleyen vektdr demeti olan ve lightlike transver-
sal vektor demeti olarak adlandirilan bir tek /tr(TM) vardir (Duggal ve Bejancu,
1996).

{E1,....,En}, S(TM) nin bir ortonormal bazi olmak iizere
{E17"'7Em7§’N}

ye M nin M boyunca quasi-ortonormal catis1 denir.
(M,g), (M,g) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi ve V,
M de Levi-Civita konneksiyonu olsun. Gauss ve Weingarten formiilleri her X,Y €

I'(TM); N € I'(Itr(TM)) i¢in

Vx¥ = VxY+h(X,Y), (3.1.7)

VxN = —AyNX+VYN (3.1.8)

olarak ifade edillir. Burada VxY,AyX € I'(TM) ve h(X,Y),Vi\N € I"(Itr(TM)) dir.
V, M iizerinde torsiyonsuz indirgenmis lineer konneksiyon; h, I (Itr(TM))—degerli
simetrik bilineer form; Ay, I'(TM) iizerinde bir lineer operator ve V', tr(TM)
izerinde bir lineer konneksiyondur. /2 ve Ay ye, sirastyla, M nin ikinci temel formu
ve sekil operatorii olarak adlandirilir.

Her X,Y € I'(TM) igin
B(XvY) :g(h(va)aé)

ve
T(X) = g(VxN.¢)
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olarak tanimlansin. Boylece (3.1.7) ve (3.1.8) denklemleri sirasiyla

VxY = VxY+B(X,Y)N, (3.1.9)

VxN = —AyX+1(X)N (3.1.10)

olur. Burada B, M lightlike hiperyiizeyinin lokal ikinci temel formu olarak ad-

landirilir.

Sonu¢ 3.1.5 (M,g), (M,§) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi
olsun. Bu durumda her X € I'(TM) ve & € I'(RadTM) igin

B(X,&)=0 (3.1.11)

dir. Yani, lightlike hiperyiizeyin ikinci temel formu dejeneredir (Duggal ve Bejancu,

1996).

Q:I'(TM) —I'(S(TM)) projeksiyon olsun. Bu durumda S(7M) i¢in Gauss

ve Weingarten formiilleri

VxQY = VL0Y+h*(X,0Y), (3.1.12)
Vx€ = —A}X+Vy (3.1.13)

yazilabilir. Burada V3 QY,AzX € L(S(TM)) ve h*(X,QY),V¥E € I'(TM?') dir
(Duggal ve Bejancu, 1996). h* ve AZ , stirastyla S(TM) nin ekran ikinci temel formu
ve ekran sekil operatoru denir.
Eger
C(X,QY) = §(h" (X, QY ).N)

ve

e(X) =&(Vx&,N)
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denilirse ve £(X) = —7(X) oldugu dikkate alinirsa (3.1.12) ve (3.1.13) denklemleri

VxQY = ViQY+C(X,0Y)E, (3.1.14)
VyE = —A;X—t(X)E (3.1.15)

olur. Burada C ye S(TM) nin lokal ekran temel formu denir. Bu durumda (3.1.9),
(3.1.10) ve (3.1.13) esitliklerinden

B(X.,Y) = g(A(X.Y), g(ALX,N)=0 (3.1.16)
ve
C(X,QY) = g(ANX,QY), g(ANX,N)=0 (3.1.17)

dir. Ayrica (3.1.16) esitliginden
Azé =0

bulunur.

Lemma 3.1.6 (M,g), (M,§) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi
olsun. V*, S(TM) ekran distribiisyonu iizerindeki konneksiyon ve V, M iizerine

indirgenmis konneksiyon olmak iizere

i) V* lineer konneksiyonu bir metrik konneksiyondur.

ii) Her X,Y,Z € I'(TM) igin
(Vxg)(Y.Z)=B(X,Y)n(Z)+B(X,Z)n(Y) (3.1.18)

dir. Burada n(Y) = g(¥,N) dir (Duggal ve Sahin, 1996).
(3.1.18) esitligi M iizerine indirgenmis konneksiyonun bir metrik konnek-

siyon olmadigini gosterir.
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Tamm 3.1.7 (M,g), (M,§) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi

olsun. Eger herhangi bir U koordinat komsulugu iizerinde
B(X,Y)=Ag(X.,Y),VX,Y € '(TM) (3.1.19)

olacak sekilde M de diferansiyallenebilir bir A fonksiyonu varsa M ye tamamen um-
biliktir denir. Eger A = 0 ise M hiperyiizeyine tamamen geodeziktir denir (Duggal
ve Bejancu, 1996).

Tamim 3.1.8 (M,g), (M,§) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi
olsun. Eger herhangi bir U C M koordinat komsulugu ve X,Y € I'(TM|,) igin

C(X,0Y) = 8g(X,QY) (3.1.20)

olacak sekilde M de diferansiyallenebilir bir 6 fonksiyonu varsa S(7M) ekran dis-
tribiisyonuna tamamen umbiliktir denir. Eger U koordinat komsulugunda 6 = 0
ise S(TM) ekran distribiisyonuna tamamen geodeziktir denir (Duggal ve Bejancu,

1996).

Teorem 3.1.9 (Duggal ve Bejancu, 1996) (M,g), (M,§) semi-Riemann mani-
foldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Asagidaki ifadeler esdegerdir:

1) M total geodeziktir.

i) A ikinci temel formu M iizerinde sifirdir.

iii) & € I'(RadTM) igin A, M iizerinde sifirdur.

iv) M iizerinde V ile indirgenmis V bir tek torsiyonsuz metrik konneksiyon
vardir.

v) RadTM, V ya gore paralel distribiisyondur.

vi) RadTM, M iizerinde Killing distribiisyondur.
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Teorem 3.1.10 (Bejancu, 1996) (M,g), (M,g) semi-Riemann manifoldunun bir
lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda S(7M) ekran distribiisyonunun V ya gore
paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir U C M koordinat komsulugu iizerinde

C = 0 olmasidir.

Teorem 3.1.11 (Duggal ve Bejancu, 1991) (M,g), (M,§) semi-Riemann mani-
foldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Asagidaki ifadeler esdegerdir:

i) S(TM) distribiisyonu integrallenebilirdir.

ii) Her X,Y € I'(TM) igin h*(X,Y) = h*(Y,X) dir.

iii) M nin sekil operatorii g ye gore simetriktir.

(M,g), (M, §) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun.
R, M iizerinde Levi-Civita konneksiyonu \Y ya gore ve R, M lizerindeki indirgenmis
konneksiyon V ya gore egrilik tensorleri olmak iizere (3.1.7) ve (3.1.8) esitlikleri

kullanilarak her X,Y,Z € I'(TM) igin

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+Auxz)Y —ApyzX (3.1.21)

+(Vxh)(Y,Z) = (Vyh)(X,Z)
dir. Burada
(Vxh)(Y,Z) =V%(h(Y,Z)) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ)
dir.

Lemma 3.1.12 (M,g), (M,g) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike
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hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+B(X,Z)ANY —B(Y,Z)AnX
+{(VxB)(Y,Z) — (VyB)(X,Z) (3.1.22)
+7(X)B(Y,Z) — ©(Y)B(X,Z)IN

olur (Giines ve ark, 2003).

Onerme 3.1.13 (M,g), (M,3) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike
hiperyiizeyi olsun. R, R ve R* sirasiyla V, V ve V* m egrilik tensorii olsun.

Her X,Y,Z,W € I'(TM) i¢in M ve S(TM) i¢in Gauss ve Codazzi denklemleri

ZR(X.Y)Z,QW) = g(R(X,Y)Z,QW)+B(X,Z)C(Y,QW)

—B(Y,Z)C(X,0W), (3.1.23)
g(~(XaY)ng) = (VXB)(sz)_(VYB)(sz)
—i—B(Y,Z)’L’(X)—B(X,Z)T(Y), (3.1.24)
§(R(X,Y)QZ,N) = (VxCO)(Y,0Z)—(VyC)(X,0Z)

+CO(X,02)T(Y) —C(Y,0Z)t(X),  (3.1.25)
Z(R(X,Y)Z,N) = g(R(X,Y)Z,N) (3.1.26)

dir ((Duggal ve Bejancu, 1996).

3.2 Altin Semi-Riemann Manifoldlarm Lightlike Hiperyiizeyleri
(M,§,P), (m+2)—boyutlu bir altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin

bir lightlike hiperyiizeyi olsun. Her X € I'(TM) ve N € I (Itrr(TM)) igin

PX = PX +u(X)N (3.2.1)
28



3. ALTIN SEMI-RIEMANN MANIFOLDLARIN LIGHTLIKE
HIPERYUZEYLERI Nergiz POYRAZ

PN=U +u(N)N (3.2.2)
yazabiliriz. Burada PX,U € I'(TM) ve u
u(.) = g(.,P§) (3.2.3)
ile tanimlanan 1—formdur.

Lemma 3.2.1 (M,§,P) alun semi-Riemann manifoldu (M,g), M nin lightlike

hiperyiizeyi olsun. O zaman her X,Y € I'(TM) i¢in

PX = (P+1-u®U)(X), (3.2.4)

u(PX) = u(X)(1—u(N)), (3.2.5)

PU = (1 —u(N))U, (3.2.6)

(u(N))* = u(N) +1—u(U), (3.2.7)
g(PX,Y)=g(X,PY)+ (N@u—u®n)(X,Y), (3.2.8)

¢(PX,PY) = g(PX,Y) +g(X.¥) +u(X)n(¥) = n(PX)u(Y) —u(X)n(PY) (32.9)

dir.

Ispat: (3.2.1) esitliginin her iki tarafina P uygulamp (2.3.1) esitligi kullanilirsa
P2X +u(PX)N +u(X)U +u(X)u(N)N = PX +u(X)N +X

elde edilir. Bu esitligin teget ve transversal bilesenleri alinirsa (3.2.4) ve (3.2.5)
esitlikleri elde edilir. Benzer sekilde, (3.2.2) esitliginin her iki tarafina P uygulanip
(2.3.1) kullanilirsa

PU +u(U)N +u(N)U 4 (u(N))*N = U + u(N)N +N
29



3. ALTIN SEMI-RIEMANN MANIFOLDLARIN LIGHTLIKE
HIPERYUZEYLERI Nergiz POYRAZ

Bu esitligin teget ve transversal bilesenleri alinirsa (3.2.6) ve (3.2.7) esitlikleri elde

edilir. (2.3.4), (2.3.5) ve (3.2.1) esitlikleri kullanilarak
g(PX,Y) +u(X)n(Y) = g(X,PY) +u(Y)n(X),
8(PX, PY) +u(X)n(PY)+n(PX)u(Y) = g(PX,Y) +u(X)n(Y) +g(X,Y)
bulunur. Son iki egitlikten sirasiyla (3.2.8) ve (3.2.9) esitlikleri elde edilir.

Lemma 3.2.2 (M,§,P) altin semi-Riemann manifoldu ve (M,g), M nin lightlike
hiperyiizeyi olsun. Eger VP = 0 ise 0 zaman her X,Y € I'(TM) i¢in

(VxP)Y = g(ALX,Y)U +u(Y)ANX, (3.2.10)
(Vxu)Y = B(X,Y)u(N) — B(X,PY) —u(Y)t(X), (3.2.11)
VxU = —PANX + T(X)U + u(N)ANX, (3.2.12)
X(u(N)) = —B(X,U) — u(AnX) (3.2.13)

dir.
ispat: VP =0 olsun. Bu durumda her X,Y € ['(TM) icin VxPY = PVxY oldugu
kullanilirsa
VxPY +B(X,PY)N+Xu(Y))N —u(Y)ANX +u(Y)T(X)N

= PVxY+u(VxY)N+B(X,Y)U+B(X,Y)u(N)N
dir. Bu esitligin teget ve transversal bilesenleri alinirsa (3.2.10) ve (3.2.11) esitlikleri
elde edilir. Benzer gekilde, ﬁxf’N = P@XN oldugu kullanilarak

VxU +B(X,U)N+X(u(N))N —u(N)ANX + t(X)u(N)N

—  —PAVX —u(AyXON +T(X)U + T(X)u(N)N
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bulunur. Buradan (3.2.12) ve (3.2.13) esitlikleri elde edilir. Boylece ispat tamam-
lanir.

Bu tez boyunca VP = 0 oldugu kabul edilecektir.

Tamm 3.2.3 (M,§,P) alun semi-Riemann manifoldu (M,g), M nin lightlike

hiperyiizeyi olsun. Eger :

i) P(TM) C TM ise M ye invaryant lightlike hiperyiizey

ii) PRadTM C S(TM) ve Pltr(TM) C S(TM) ise M ye screen semi-
invaryant lightlike hiperyiizey

iii) PRadTM C Itr(TM) ise M ye radikal anti-invaryant lightlike hiperyiizey

denir.

Teorem 3.2.4 (M,g,P) alun semi-Riemann manifoldu ve (M,g), M nin lightlike

hiperyiizeyi olsun. O zaman agagidakiler denktir.

i) M, P invaryanttir.

ii) u, M tizerinde sifirdir.

iii) P, M iizerinde bir altin yapidir.
Ispat: M nin invaryant olmast i¢in gerek ve yeter kosul her X € I'(TM) i¢in PX =
PX olmasidir. O zaman (3.2.1) esitliginden #(X) = 0 bulunur. Boylece (i)<(ii) elde
edilir.

u nun M iizerinde sifir olmasi igin gerek ve yeter kosul her X € I'(TM) igin

PX = PX olmasidir. O zaman

P’X = P(PX)=P(PX) =P’X =PX +X =PX+X
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ve

g(PX,Y) =§(PX,Y) =g(X,PY) = g(X,PY)
dir. Boylece P, M iizerinde bir altin yapidir ve buradan (ii)<>(iii) elde edilir.
Teorem 3.2.5 (M,3,P) alun semi-Riemann manifoldunun radikal anti-invaryant
lightlike hiperyiizeyi yoktur.

Ispat: (M,g,P) altin semi-Riemann manifoldu M, M nin radikal anti-invaryant
lightlike hiperyiizeyi olsun. Radikal anti-invaryant lightlike hiperyiizey tanimindan
& € I'(RadTM) igin P& € T'(ItrTM) dir. (2.3.5) esitligi kullanilirsa,

0 = §PEE)+0

elde ederiz. Boylece g(PE,&) =0 ve PE ¢ I'(ItrTM) bulunur ki bu bir celiskidir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

3.3 Altin Semi-Riemann Manifoldlarin Screen Semi-Invaryant Lightlike
Hiperyiizeyleri
(M, §,P), (m+2)—boyutlu altin semi-Riemann manifoldu ve (M, g,S(TM))

de M nin screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger

Dy = PRadTM,D, = Pltr(TM)

veE

D = Dy LRadTM1 PRadTM
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olarak alinirsa asagidaki ayrigimlara sahip oluruz;

S(TM) = DyLl{D;®D,}, (3.3.1)
TM = D®D;, (3.3.2)
TM = D&D,®ltr(TM) (3.3.3)

burada Dy, (m —2)—boyutlu distribiisyondur.
UveV
U=PN,V =P¢ (3.3.4)

seklinde tanimlanan vektor alanlar1 olsun.
(M, g,P) alun semi-Riemann manifoldu ve (M,g,S(TM)) de M nin screen
semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.2 kul-

lanilarak her X,Y € I'(TM),U € I'(D,) ve V € I' (D) igin

PPX = (P+1-uxU)X), (3.3.5)
u(PX)=u(X), PU=U, u(U) =1, (3.3.6)
g(PX,Y) =g(X,PY)+(N@u—-u®@n)(X.Y), (3.3.7)

g(PX,PY) =g(PX,Y)+g(X,Y)+u(X)nY)—nPX)u(Y)—u(X)n(PY), (3.3.8)

(VxP)Y = u(Y)AnX + B(X,Y)U, (3.3.9)
(Vxu)Y = —B(X,PY), (3.3.10)
VxU = —PANX +T(X)U (3.3.11)

olur. (3.2.13) esitliginden B(X,U) = —u(AnX) = —g(AnX,V) olup bu esitlikte
(3.1.17) esitligi kullanilirsa

B(X,U)=—C(X,V) (3.3.12)
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bulunur. Ayrica

VxV = VyPE = PVyé
olup bu esitlikte (3.1.9), (3.1.15) ve (3.2.1) esitlikleri kullanilirsa

VxV = VxV +B(X,V)N = —PA;X —u(A:X)N — (X )V

bulunur. Buradan esitligin teget ve transversal bilesenleri alinirsa

VxV = —PA’éX —T(X)V (3.3.13)
ve

B(X,V)= —u(AEX)

olur. Son esitlikte (3.1.16) esitligi kullanilirsa B(X,V) = —u(AfX) = —g(ALX,V) =

£ £
—B(X,V) olur. Buradan

B(X,V)=0 (3.3.14)

bulunur. Diger taraftan g(U,N) = §(PN,N) = 0 olup, V mn metrik konneksiyon

olusu kullanilirsa

0 = X3(U,N)
= &(VxU,N)+g&(U,VxN)
= C(X,U)+&(N,PVxN)
= C(X,U)+&(N,VxPN)
= 2C(X,U)
elde edilir. Boylece
C(X,U)=0 (3.3.15)

olur.
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Sonu¢ 3.3.1 (M,§,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-

invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman, V vektor alaninm1 M {izerinde
B(X,V)=0
dir. Yani, V vektor alan lightlike hiperyiizeyin ikinci temel formunu dejenere yapar.

Sonu¢ 3.3.2 (M,§,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-

*

invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman, A £ nin D, de bileseni yoktur.
Ispat: (3.1.16) ve (3.3.14) esitliklerinden B(X,V) = g(AEX ,V) =0 olur. Buradan
ispat tamamlanir.
Sonu¢ 3.3.3 (M,g,P) altun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman, Ay nin D; de bileseni yoktur.
Ispat: (3.1.17) ve (3.3.15) esitliklerinden C(X,U) = g(AyX,U) = 0 olur. Béylece
ispat tamamlanmaisg olur.
Onerme 3.3.4 D, distribiisyonu P ye gére invaryant distribiisyondur.
Ispat: Her X € I'(Dy), & € I'(RadTM) ve N € I (Itr(TM)) igin

g(Png) = g(Xapg) =0,

JPX.N) = F(X,PN)=0
dir. Boylece PX in RadTM ve Itr(TM) de bilesenleri yoktur. Ayrica her X € I'(Dy),
UeI(Dy)veV eI (D) igin

gPX,U) = §(X,PU)=g(X,P’N)=g(X,PN)+g(X,N)=0,

g(PX>V) = g(XapV) :g(X,PZJ;) :g(Xapé)_Fg(X?é) =0
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olur. Su halde PX in D; ve D, de bilesenleri yoktur. Boylece ispat tamamlanr.

Yukaridaki dnermeden agagidaki sonug elde edilir.
Sonuc 3.3.5 D distribiisyonu P ye gore invaryant distribiisyondur.

Ornek 3.3.6 (M = R3,8) bir (—,+,—,+,+) isaretli semi-Oklidyen uzay ve
(x1,X2,X3,%4,%s5), R3 in standart koordinat sistemi olsun. Eger P(x;,x2,x3,%4,%s)
= ((1—=9)x1,(1 — @)x2, ¢x3, x4, x5) olarak tamimlanirsa P = P+ 1 dir ve P, R3

lizerinde bir altin yapidir. (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldunun
X5 = Qx1 + 9x2 +x3

ile tanimlanan bir M hiperyiizeyini goz Oniine alalim. Bu durumda M nin tanjant
demeti i¢in

T™ = Sp{U,,U,,U3,Us}
dir. Burada

) R S ’
1= ¢ax5’ 2_8x2 ¢8x5’ 3_BX3

2 U=
oxs’ 0x4

dir ve M bir lightlike hiperyiizeydir. Buradan kolayca goriiliir ki
RadTM = Sp{g = (Z)U] - (PUZ +U3}

ve S(TM) = Sp{W;,W,,Ws} dir. Burada

d d d d d
Wl—aTm, Wz——aixl"i‘aixz-i-(])ai)%-i-(])aixs,
1 d d d d
W3 —m(—afm—afxz-i-‘l)af)%—‘l)gs)
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dir. Bu durumda lightlike transversal vektor demeti

d d

1
o)

0 0
ltr(TM):Sp{N:—m@)aix]—F(baim‘i‘

olarak elde edilir. Ayrica
PE =W, € S(TM), PN =W € S(TM)

olup
Do = Sp{W1}, D1 = Sp{Wa}, Dy = Sp{W3}

olarak yazilabilir ~ Boylece M, M nin bir screen semi-invaryant lightlike

hiperyiizeyidir.

Ornek 3.3.7 (M = R],§) bir (—,—,+,+,+,+,+) isaretli semi-Oklidyen uzay ol-
sun. (Xxp,Xx2,X3,X4,X5,X6,X7), ]RZ in standart koordinat sistemi ve ¢;, 1 <1; < 6 reel

parametreler olmak {izere

Xy = 0t —th—1,x2 =1+ 0+ 013,

X3 = n+0n—90n,x =0t —nH+13,

xs = coshty+ sinhts, x¢ = cosht4 — sinhts,
X7 = 1

ile tanimlanan bir M hiperyiizeyini goz oniine alalim. Bu durumda

T™ = SP{UI)U27U37U47U57U6}
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olur. Burada

b= 8x1 E)xz aX3 aX4’ 2 ax1 E)xz aX3 8)647
0 0 0 0 0 0

T T e T Y e T
0 0 0

Us =

— — — Ug= —
a)C5 8x6 6 a)C7

dir. M bir lightlike hiperyilizeydir. Buradan kolayca goriiliir ki U; bir de-
jenere vektordir. & = U; olarak alirsa RadTM = Sp{&} ve S(TM) =
Sp{U,,Us,U4,Us,Ug} dir. Bu durumda

1 0 0 d 0
M) =52 =561 9o T an Pan)
olarak bulunur. Eger P(x1,x2,X3,%4,%5,%6,%7) = ((1 — @)x1,0x2,0x3,(1 —

¢)x4, 0xs5,Px6, (1 — ¢)x7) olarak tamimlanirsa P> = P+ I dir ve P, ]R; iizerinde bir

altin yapidir. Ayrica

PE =U, € S(TM), PN = —2(21+¢)U3 €S(TM)

oldugundan
Dy = Sp{Us4,Us,Us}, D1 = Sp{U,},D> = Sp{U3}

olarak yazilir. Boylece M, M nin bir screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyidir.

Teorem 3.3.8 (M,g,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman, V vektor alaninin M {izerinde paralel

olmast icin gerek ve yeter kosul M nin M de tamamen geodezik ve T = 0 olmasidr.
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Ispat: V vektor alan1 M iizerinde paralel olsun. Her X € I'(TM) icin (3.2.1) ve
(3.3.13) esitlikleri kullanilirsa

—PALX —T(X)V = —PALX +u(A;X)N —t(X)V =0

olur. (3.3.14) esitlifinden B(X,V) = g(A;X,V) = u(A;X) = 0 olusu bu esitlikte
kullanilirsa

—PALX —t(X)V = —PALX —7(X)V =0 (3.3.16)

bulunur. Buradan (3.3.16) esitligine P uygulanirsa ve (2.3.1), (3.2.1) ve (3.3.4)

esitlikleri kullanilirsa
—PAEX—AEX—T(X)V—T(X)& =0 (3.3.17)
elde edilir. O zaman (3.3.17) esitliginden (3.3.16) esitligi cikartilirsa
—AEX —17(X)E=0 (3.3.18)

olur. AzX € I'(S(TM)) oldugu i¢in (3.3.18) esitliginden 7(X) =0 ve ArX =0elde

edilir. Buradan B = 0 bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.9 (M,g,P) altn semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant lightlike hiperyiizeyi ve V vektor alan1 M iizerinde paralel olsun. O zaman
P veya U vektor alaninin M lizerinde paralel olmasi icin gerek ve yeter kosul M ve

S(TM) nin M de total geodezik olmasidur.

Ispat: P, M iizerinde paralel olsun. Her X,Y € I'(TM) igin (3.3.9) esitligi goz oniine
alinirsa
B(X,Y)U = —u(Y)AyX (3.3.19)
39



3. ALTIN SEMI-RIEMANN MANIFOLDLARIN LIGHTLIKE
HIPERYUZEYLERI Nergiz POYRAZ

elde edilir. Eger V paralel ise, Teorem 3.3.8 den B = 0 dir. (3.3.19) esitliginden
u(Y)AnxX = 0 bulunur. Burada Y yerine U alinirsa her X,Y € I'(TM) igin AyX =0
bulunur. Boylece C = 0 olur.

Benzer sekilde, U vektor alan1 M iizerinde paralel olsun. (3.2.1) ve (3.3.11)
esitliklerinden, her X € I'(TM)

—PANX +T(X)U = —PANX +u(ANX)N + 1(X)U =0 (3.3.20)

olur. (3.3.20) esitligine P uygulanirsa ve (2.3.1), (3.2.1) ve (3.3.4) esitlikleri kul-

lanilirsa
—PANX —ANX + (u(ANX) +T7(X))U + (—u(AnX) +7(X))N =0 (3.3.21)
bulunur. (3.3.21) esitliginden (3.3.20) esitligi ¢cikartilirsa
—ANX +u(ANX)U —u(ANX)N+1(X)N=0 (3.3.22)
elde edilir. (3.3.22) nin teget ve normal bilesenleri alinirsa
ANX = u(ANX)U ve u(AyX) = 1(X) (3.3.23)

olur. V paralel oldugu i¢in, Teorem 3.3.8 den 7(X) = 0 dir. Boylece, (3.3.23)

esitliginden u(AnyX) = 0 ve AyX = 0 bulunur. Bdylece ispat tamamlanmug olur.

Teorem 3.3.10 (M, g, P) altn semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda M iizerinde indirgenmis konek-
siyona gore P paralel ise, o zaman D distriblisyonu indirgenmis koneksiyona gore
paraleldir ve M, M x M5 lokal ¢arpim yapisina sahiptir. Burada My, Pltr(TM) ye

teget lightlike (null) egri ve M, de D distribiisyonunun bir lifidir.
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Ispat: P, M iizerinde indirgenmis konneksiyona gére paralel olsun. M iizerinde
indirgenmis konneksiyona gore D distribiisyonunun paralel olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul her X € I'(TM) ve Y € I'(Dy) igin
8(Vx&,PE) = g(VxPE,PE) = g(VxY,PE) =0 (3.3.24)
olmasidir. (2.3.1), (3.1.9), (3.1.13) ve (3.1.16) esitlikleri kullanilirsa

8(Vx§.PE) = g(VxPE,&)=B(X,V),g(VxP,PE)=0, (3.3.25)

g(VxY,P§) = g(PY,Vx§) = —g(PY,A;X) = —B(X,PY) (3.3.26)

bulunur. (3.3.14) esitliginden B(X,V) = 0 idi. (3.3.19) esitliginde Y € I'(Dy)
almirsa her X € I'(TM) igin B(X,Y)U = 0 yani B(X,Y) = 0 bulunur. Ayrica, Dy
invaryant olup Y € I'(Dy) i¢in PY € I"(Dy) dir. (3.3.19) esitliginden B(X,PY) =
—u(PY)AnX = 0 bulunur. Boylece (3.3.25) ve (3.3.26) esitligindeki tiim terimler

sifirdir. Buradan ispat tamamlanir.

Tamim 3.3.11 (M,§) semi-Riemann manifoldu ve M, M nin lightlike hiperyiizeyi
olsun. Eger M nin ikinci temel formu B, her X,Y € I'(D») igin B(X,Y) =0 ise M

ye D-tamamen geodezik lightlike hiperyiizey denir.

Teorem 3.3.12 (M = M (c)) x M,(c,),&,P) lokal alun ¢arpim uzay formu ve M,
M nin lokal ikinci temel formu paralel olacak sekilde screen semi-invaryant lightlike
hiperyiizeyi olsun. Eger 7(&) # 0 ise M nin D,-tamamen geodezik olmasi igin gerek

ve yeter sart ¢, = —(¢ + 1)c, olmasidir.

Ispat: Lokal ikinci temel form B nin paralel oldugunu varsayalim. (M = M,(c,) x

M,(c,),8,P) alun uzay formu oldugundan (2.3.6) esitliginden her X,Y,Z € I'(TM)
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icin
BRXIZE) = (-UL N Py ) - (P 2)u(r))
+(—W){g(nz)u(x) (33.27)

—8(X,Z)u(Y)}

yazilabilir. B nin paralel olusu goz oniine alinarak (3.1.24) ve (3.3.27) esitliklerinde

Y = & alinirsa

(@)X, 2) = (- L0 x)u(z) (33.28)
bulunur. Bu esitlikte X ve Z yerine U alinirsa
(1—9)cp — e

—1(&)B(U,U) = (— ) (3.3.29)

2V5

olur ve 7(&) # 0 oldugundan ispat tamamlanur.

Tamm 3.3.13 (M ,g,ﬁ) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Egerher X € I'(D), Y € I'(D,) i¢cin B(X,Y) =
0 ise M ye mixed geodezik lightlike hiperyiizey denir.

Teorem 3.3.14 (M, g, P) altn semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-

invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman asagidakiler denktir.

i) M mixed geodeziktir.

ii) Ay nin D, de bilegeni yoktur.

iii) AE nin D, de bilegeni yoktur.
Ispat: M nin mixed geodezik oldugunu varsayalim. O zaman (3.1.17) ve (3.3.12)
esitlikleri kullanilarak her X € I'(D), V € I'(D;) ve U € I'(D;) igin

B(X,U)=—C(X,V) = —g(AyX,V)
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bulunur. Béylece (i)<>(ii) elde edilmis olur. (3.1.16), (3.1.17) ve (3.3.12) esitlikleri
kullanilarak

Z(ANX,V) = —8(AeX,U)
bulunur ve (ii)<(iii) elde edilir.
Teorem 3.3.15 (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-

invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman D distribiisyonunun M iizerinde in-

tegrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
B(PX,PY) =B(PX,Y)+B(X,Y) (3.3.30)
olmasidir.

Ispat: D distribiisyonu invaryant oldugundan X € I'(D) i¢in PX € I'(D) dir. O
zaman D distriblisyonunun M iizerinde integrallenebilir olmas1 i¢in gerek ve yeter

sarther X,Y € I'(D),V € I'(D;) i¢in
u([PX,Y])=0
olmasidir. Buradan (2.3.1) ve (3.1.9) esitlikleri kullanilara

u([ﬁX,Y]) = g([vay] ,V) :g(6PXY7P§)_g(6YPXaﬁ§)

= §(VpyPY,E)—g(VyPX,E) - §(VyX,&)

= B(PX,PY)-B(Y,PX)—B(X,Y)
bulunur. Béylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.16 (M, g, P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-

invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman agagidakiler denktir.
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1) D distribiisyonu paraleldir.
ii) D distribiisyonu tamamen geodezikdir.

iii) (VxP)Y =0,X,Y € I'(D).

Ispat: D distribiisyonunun M iizerinde paralel olmasi icin gerek ve yeter sart her
X,Y €eI'(D),V €I'(Dy) igin
M(VxY) =0

dir. Buradan (3.1.9) esitligi kullanilarak
u(VxY) = g(Vx¥,V)=g(VxV,V) =g(VxY,P&) = g(PVxY,§)
= &(VxPY,&) =B(X,PY)

bulunur ve (i)<(ii) elde edilmis olur. Her Y € I'(D) i¢in u(Y) = 0 olup (3.3.9)
esitligi kullanilirsa (VxP)Y = B(X,Y)U olur ve (ii)<(iii) elde edilir.

Teorem 3.3.17 (M , g,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman M nin tamamen geodezik olmasi i¢in
gerek ve yeter sarther X € I'(TM),Y € I'(D) ve U € I'(D») i¢in

(VxP)Y = 0, (3.3.31)

(VxP)U = ApNX (3.3.32)
olmasidir.

Ispat: M nin tamamen geodezik oldugunu varsayalim. Her Y € I'(D) igin u(Y) = 0
olur ve (3.3.9) esitliginden (VxP)Y = 0 bulunur. Benzer sekilde U € I'(D,) igin
u(U) = 1 olup (3.3.9) esitliginde Y yerine U alinirsa (VxP)U = AyX olur.
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Tersine, (3.3.31) ve (3.3.32) esitliklerinin oldugunu varsayalim. (3.3.2)
ayrigimi kullanilirsa her Y € I'(TM) i¢in Y =Y, + fU olacak bicimde ¥; € I' (D) ve

f fonksiyonu vardir. Buradan
B(X,Y)=B(X,Y;)+ fB(X,U) (3.3.33)

olur. (3.3.9) esitliginde Y yerine Y; alinirsa ve (3.3.31) esitligi kullanilirsa
B(X,Y4)U = —u(Y;)AnX = 0 olur. Buradan B(X,Y;) = O bulunur. Benzer sekilde
(3.3.9) esitliginde Y yerine U yazilirsa ve (3.3.32) esitligi kullanilirsa (VxP)U =
u(U)ANX +B(X,U)U = AyX + B(X,U)U = AyX bulunur. Buradan B(X,U) =0

olur. Boylece (3.3.33) esitliginden B(X,Y) = 0 bulunur ve ispat tamamlanur.

Teorem 3.3.18 (M, g, P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger M tamamen umbilik ise, o zaman M, M

de tamamen geodeziktir.

Ispat: M, M nin tamamen umbilik screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun.

O zaman (3.3.14) esitliginden her X € I'(TM) i¢in
B(X,V)=Ag(X,V)=0 (3.3.34)

bulunur. (3.3.34) esitliginde X yerine U alinirsa A = 0 bulunur. Bu durumda B =0

olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.19 (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger S(7TM) ekran distribusyonu tamamen

umbilik ise, 0 zaman S(7TM) tamamen geodeziktir.
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Ispat: S(TM) tamamen umbilik olsun. O zaman (3.3.15) esitliginden her X €
I'(TM) igin

C(X,U)=0g(X,U)=0 (3.3.35)
bulunur. (3.3.35) esitlifinde X yerine V alinirsa 6 = 0 bulunur. Bu durumda C = 0

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.20 (M = M, (c,) x M,(c,),8&,P) lokal altn ¢arpim uzay formu ve M,
M nin screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger M tamamen umbilik

ise ¢p = ¢4 = 0 dir.

Ispat: M, M nin tamamen umbilik screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun.

(3.1.24) esitliginden

g(E(X,Y)Z,é) = (VXB)(sz) - (VYB)(sz)

idi. Bu egitlikte Teorem 3.3.18 kullanilirsa
gR(X,Y)Z,§)=0 (3.3.36)

bulunur. Ayrica (3.3.27) esitliinde, sirasiyla, X =U, Y =&§,Z=U ve X = U,
Y =V,Z=U alinirsa

O R e 6337)
ve
SR _ o (=9)cp—ocq, . (1=@)cp+¢c
gRWU,V)U,E) = ( 2\% )+ ( R (3.3.38)

bulunur. Bdylece (3.3.36), (3.3.37) ve (3.3.38) esitliginden ¢, = ¢, = 0 bulunur.

Buradan ispat tamamlanir.
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Teorem 3.3.21 (M = M, (c)) x My(c,),8,P) lokal altn ¢arpim uzay formu ve M,
M nin screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger S(7M) tamamen um-
bilik ise ¢, = ¢, = 0 dur.
Ispat: M, M nin screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi ve S(TM) ekran dis-
tribusyonu tamamen umbilik olsun. (3.1.25) ve (3.1.26) esitliklerinden
ZR(X.Y)QZ,N) = &R(X,Y)QZ,N)
F (VXC) (Ya QZ) - (VYC) (Xa QZ)

+2(Y)C(X,0Z) — T(X)C(Y, 0Z)
idi. M nin tamamen umbilik oldugu g6z 6nune alinirsa
g(R(X,Y)QZ,N) =0 (3.3.39)

bulunur. Ayrica (2.3.6) esitliginden

““”;Cg"’%g(x 02)n(X) — §(X.0Z)n(¥))

+&(PY,QZ)v(X) — g(PX,0Z)v(Y)} (3.3.40)
U006 206 14(py. 020 (X) — 8(PX, 0Z)n(¥)

ZR(X.Y)QZ,N) = (-

+(-

elde edilir. Burada v

v(X) = g(X,PN) (3.3.41)

ile tanimlanan 1—formdur.
(3.3.40) esitliginde swrasiyla X =&, Y =V, QZ=Uve X =&, Y =U,

Q0Z =V alinirsa
(1=9)cp+9cq

i ) (3.3.42)

g(R(&,V)U,N) = (_
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ve

(1—9)cp—¢c
s

bulunur. Boylece (3.3.39), (3.3.42) ve (3.3.43) esitli§inden ¢, = ¢, = 0 bulunur ve

(1 7¢)Cp+¢cq)

(— i (3.3.43)

Z(R(E,U)V.N) = (-

ispat tamamlanmisg olur.

Lemma 3.3.22 (M = M,(c,) x M,(cy),&,P) lokal altin carpim uzay formu ve M,
M nin screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durumda her X,Y,Z €

I'(TM) igin

i) Gauss denklemi

(1=9)cp—¢cy
2V5

RX,Y)Z = (- {&(Y,2)X — §(X,Z)Y + g(PY,Z)PX

(L=9)cp+9cq

—8(PX,Z)PY} 4 (— 2 H{&(PY,2)X
—8(PX,2)Y +g(Y,Z)PX — §(X,Z)PY} (3.3.44)
—B(X,Z)ANY +B(Y,Z)AnX
ii) Codazzi denklemi
(T2~ (I (X,2) = (-0 L0 gy, )
—&(PX,Z)u(Y)} (3.3.45)
(0 0, oy Zyu(x)

—&(X,Z)u(Y)}}N

olur.
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Ispat: (M = M,(c,) x M,(c,),§,P) lokal altin ¢arpim uzay formu oldugundan

(2.3.6) ve (3.1.21) esitlikleri kullanilirsa

(1 - ¢)Cp - ¢Cq
25

RX,Y)Z = (- {&(Y,2)X —g(X,Z)Y + g(PY,Z)PX

(1 - (P)Cp + ¢Cq
4
—3(PX,Z)Y +3(Y,Z)PX —§(X,Z)PY} —Ayx )Y  (3.3.46)

H&(PY,2)X

+Any.z)X — (Vxh)(Y,Z) + (Vyh)(X,Z)

elde edilir. Bu esitlikte (3.2.1) kullanilirsa

(1 - ¢)Cp - ¢Cq
2V5
+8(PY,Z)u(X)N — g(PX,Z)PY — §(PX,Z)u(Y)N}
(1- ¢)Cp +ocy
4
+8(Y,Z)u(X)N — g(X,Z)PY — §(X,Z)u(Y)N} (3.3.47)

RX.Y)Z = (- H{3(Y,2)X — g(X,Z)Y +3(PY,Z)PX

+(— {g(PY,Z2)X — §(PX,Z)Y +§(Y,Z)PX

—Anxz2)Y +Anyz)X — (Vxh)(Y,Z) + (Vyh)(X,Z)

bulunur. Ayrica (3.3.47) esitliginin transversal bileseninden (3.3.45) esitligi ve teget
bileseninde A(X,Y) = B(X,Y)N oldugu kullanilirsa (3.3.44) esitliligi elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmaig olur.

Teorem 3.3.23 (M = M, (c,) x M,(c,),8,P) alun uzay formu ve M, M nin ikinci
temel formu paralel olan screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman

cp=cy=0dmr

ispat: M, M nin ikinci temel formu paralel olan screen semi-invaryant lightlike
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hiperyiizeyi olsun. (3.3.45) esitliginden

0 = <““”2>3’§“”">{g<ﬁnz>u<x>g(ﬁx,zm(m}
H( 00 Gy Zyu) g )y 3349

elde edilir. (3.3.48) esitliginde sirasiyla X =U,Y =&, Z=Uve X =U,Y =V,

Z = U alinirsa

(_(1_‘152)\6/%_‘7’6‘1) -0 (3.3.49)
ve
(_0—?75—%1) d (_W) _o (3.3.50)

olur. Boylece (3.3.49) ve (3.3.50) esitliklerinden ¢, = ¢, = 0 bulunur. Boylece ispat

tamamlanir.

Sonug 3.3.24 (M = M,(c,) x My(c,),&,P), cp,cqy # 0 lokal altin carpim uzay
formunun ekran distribusyonu paralel olan bir screen semi-invaryant lightlike

hiperyiizeyi yoktur.

Ispat: ¢p,cq # 0 olmak iizere M, M nin ekran distribusyonu paralel olan bir
screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Diger taraftan (3.1.25) ve (3.1.26)
esitliginden
ZR(X,Y)QZ,N) = &R(X,Y)OZN)
= (VXC) (Ya QZ) - (VYC) (Xa QZ)

idi. Ekran distribusyonunun paralelligi kullanilarak

g(R(X,Y)QZ,N)=0 (3.3.51)
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bulunur. (3.3.40) esitliginde, sirasiyla, X =&, Y =V, Z=Uve X =V, Y =U,

Z =V alinirsa

(1- (P)Cp - (PCq)

Z(R(E,V)U,N) = (- N (3.3.52)
ve
s o (1=9)ep—9c (1=9)ep+9c
RV, U)V,N) = ( 2\/”5 g 4” 7) (3.3.53)

bulunur. Bu durumda (3.3.51), (3.3.52) ve (3.3.53) esitliklerinden ¢, = ¢, = 0 oldugu

goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.25 (M,§) semi-Riemann manifoldu ve M, M nin lightlike hiperyiizeyi
olsun. O zaman M nin lokal simetrik olmas1 icin gerek ve yeter kosul her

XY, Z,T,W €I'(TM)ve N € I'(ltr(TM)) i¢in
g((VwR)(X,Y)Z,0T)=0ve g((VwR)(X,Y)Z,N) =0 (3.3.54)
sartlarini saglamasidir (Giines ve ark, 2003). Yani
(VwR)(X,Y)Z=0 (3.3.55)

olmasidir.

Her XY, Z,W €I'(TM), T € I'(S(TM)) ve N € I'(Itr(TM)) igin Giines ve
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ark (2003) de verilen Lemma 3.2 kullanilirsa

g(VWR(X.V)Z,T)) = g(YwR)(X,Y)Z,T)+(VwB)(X,Z)C(Y,T)
+B(X,Z)g((VwAN)Y,T) = (VwB)(Y,Z)C(X,T)
—B(Y,Z)g((VwAN)X,T) —B(Y,Z)t(X)C(W,T)

+(VyB)(X,Z)C(W,T) = (VxB)(Y,Z)C(W,T)
+B(X,2)t(Y)C(W,T) —B(W,X)R(N,Y,Z,T)
—~B(W,Y)R(X,N,Z,T) (3.3.56)
—B(W,Z)R(X,Y,N,T)

Z(VWWR(X.Y)Z,N) = g((VwR)(X,Y)Z,N)+B(X,Z)g((Vw(AN)Y),N)
—B(Y,Z)g((VwAnX),N) —B(W,X)R(N,Y,Z,N)
—B(W,Y)R(X,N,Z,N) (3.3.57)

bulunur.

Teorem 3.3.26 (M = M,(c)) x M,(c,),&,P) lokal altn ¢arpim uzay formu ve M,
M nin screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger VP = 0 ise her
X,Y,Z,W € I'(TM) igin

(VwR)(X,Y)Z=0 (3.3.58)

dir. Burada R, V Levi-Civita konneksiyonunun Riemann egrilik tensdriidiir.

Ispat: (M = M,(c,) x My(c,),8,P) lokal altin ¢arpim uzay formu ve M, M nin

screen semi-invaryant lightlike hiperylizeyi olsun. Bu durumda

(VwR)(X,Y)Z =VwR(X,Y)Z—R(VwX,Y)Z—R(X,VwY)Z-R(X,Y)VyZ
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olusu ve (2.3.6) esitligi kullanilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.27 M, (M = M,(c,) x M,(c,),&,P) lokal altin ¢arpim uzay formunun
screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi ve ¢, # —(¢ + 1)c, olsun. O zaman M

nin lokal simetrik olmasi icin gerek ve yeter sart tamamen geodezik olmasidir.

Ispat: M, (M = M,(c,) x My(c,),&,P) lokal altin ¢arpim uzay formunun screen

semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi ve ¢, # —(¢ + 1)c, olsun. M nin lokal simetrik

oldugunu varsayalim. (2.3.6) esitligi kullanilirsa

(L1—=9)cp— (PCq)
2V5

bulunur. Her W,Y € I'(TM) igin (3.3.56), (3.3.57) ve (3.3.58) esitliklerinde X = &

R(é?‘Nﬂng) = (_ (3.3.59)

ve Z = &£ alinirsa

(1=9)cp— ey
2V5

bulunur. M lokal simetrik oldugundan (3.3.60) esitliginden B = 0 olur. Tersine M nin

(— )B(W,Y) =0 (3.3.60)

tamamen geodezik oldugunu varsayalim. (3.3.56), (3.3.57) and (3.3.58) esitlikleri
g0z Oniline alindiginda

g((VwR)(X,Y)Z,0T) =0
ve
g((VwR)(X,Y)Z,N) =0
bulunur. Yani M lokal simetriktir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
M nin indirgenmis Ricci tipi tensorii R her X,Y,Z e T’ (TM) i¢in
RO2(X,Y)=iz{Z — R(Z,X)Y} (3.3.61)
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ile tammlanir. RadTM = sp{&} ve S(TM) = sp{E,....,En} olmak iizere M
iizerindeki {E},...,E;, &} quasi-orthonormal c¢atisini dikkate alalim. Bu durumda

her X,Y € I'(TM) igin
ROD(X,Y) = Y eig(R(E;, X)Y,E;) + &(R(§,X)Y,N) (3.3.62)
i=1

elde edilir. Burada & = g(E;, E;) = +1 dir. Genelde indirgenmis Ricci tipi tensorii
R©2) simetrik degildir (Duggal ve Jin, 2007; Jin, 2010a). M lightlike altmani-
foldunun indirgenmis Ricci tipi tensérii R(%?) simetrik ise indirgenmis Ricci tensor
olarak adlandirilir ve Ric ile gosterilir.

(M = My(cp) x My(cq),8,P) lokal altn carpim uzay formu ve M, M nin

screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman

O 0% - gx.y)
+((izP) — 1)g(PX,Y) —u(Y)v(X)}
(1—=9)cp+9c,
4
+(m—1)g(PX,Y)} +B(X,Y)izAy — B(ANX,Y)

RO (xy) = (-
{(i2P)g(X,Y) —u(Y)n(X) (3.3.63)

+(~

olur. Buradan

(0,2) _ p02) _ (=9)cp—9cy W(XOW(Y) — u(Y )y
REZ(X,Y) =RE2(Y,X) = ( s ) v}
(OO ) —u(ryn ()
+B(ANY,X) — B(AyX,Y) (3.3.64)
bulunur.

Teorem 3.3.28 (M = M, (c)) x M,(c,),8,P) lokal altn ¢arpim uzay formu ve M,
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M nin tamamen umbilik screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman

(0.2)

indirgenmis Ricci tipi tensorii R simetriktir.

Ispat: Teorem 3.3.18 ve Teorem 3.3.20 (3.3.64) esitliginde kullanilirsa ispat tamam-

lanir.

3.4 Altin Semi-Riemann Manifoldlarin Ekran Konformal Screen
Semi-invaryant Lightlike Hiperyiizeyleri
Tamm 3.4.1 (M,g), (M,§) semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi ol-
sun (M, g). Eger
Ay = (pA}:: 34.1)
yada denk olarak
C(X,QY)=0B(X,Y),VX,Y €I'(TM) (34.2)
olacak sekilde M nin U komsulugu lizerinde sifirdan farkli ¢ diferensiyellenebilir
fonksiyonu varsa M ye ekran (screen) konformal lightlike hiperyiizey denir (Atin-

dogbe ve Duggal, 2004). Eger ¢ sabit ise M ye ekran homotetik lightlike hiperyiizey
denir (Duggal ve Jin, 2010).

Hatirlatma 3.4.2 M ekran konformal ise, o zaman S(7M) nin ikinci temel formu
C, I"'(S(TM)) iizerinde simetriktir yani S(7M) integrallenebilirdir. Boylece M, R x
M* lokal garpim yapisina sahiptir. Burada Rg, RadTM ye teget null egri ve M™ de
S(TM) nin bir lifidir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Teorem 3.4.3 (M, 3, P) altn semi-Riemann manifoldu ve M, M nin ekran konfor-
mal screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger M yada S(TM) tama-
men umbilik ise, o zaman M, M de tamamen geodeziktir ve S(TM) nin lifi M ", M ve

M de tamamen geodeziktir.
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Ispat: M, M nin tamamen umbilik ekran konformal screen semi-invaryant lightlike
hiperyiizeyi olsun. Bu durumda Teorem 3.3.18 den B(X,Y) = 0 idi. M nin ekran
konformal olusu bu esitlikte kullanilirsa C(X,QY) = @B(X,Y) = 0 olur. Benzer
sekilde S(7M) tamamen umbilik ise Teorem 3.3.19 ve (3.4.2) esitliginden B=C =0

elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.4.4 (M,g,P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin ekran konfor-
mal screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. U,V, P den biri M iizerinde
indirgenmis konneksiyona gore paralel ise, o zaman S(TM), M ve M de tamamen

geodezik ve M de M tamamen geodeziktir.

Ispat: M, M nin altin semi-Riemann manifoldunun ekran konformal screen semi-
invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger V paralel ise Teorem 3.3.8 den, 7 =0 ve
AZ = 01idi. Burada Ay = (pAZ oldugu kullanilirsa, Ay = 0 olur.

U, M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel olsun. Bu durumda

(3.3.15) ve (3.3.23) esitliklerinden her X € I'(TM) i¢in
C(X,U)=0
ve
AvX = u(AyX)U ve u(AyX) = 7(X)
idi. (3.1.16), (3.1.17), (3.3.12) ve (3.4.1) esitlikleri kullamlarak
CX,U) = g(ANX,U) =g(A:X,U) = ¢B(X,U)
= —9C(X,V) = —@g(ANX,V) = —Qu(AyX) =0

olur. Buradan u(AyX) = 0 olup AyX = u(AyX)U = 0 olur. Boylece Ay = 0 bulunur.

M ekran konformal oldugundan AE =0 olur.
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P nin M {zerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel oldugunu

varsayalim. (3.3.19) esitli8i ile V carpilirsa
B(X,Y) = —u(AnNX)u(Y)
olur. (3.1.16), (3.3.14) ve (3.4.1) esitliklerinden
u(AyX) = (pu(AEX) = (pg(AEX,V) =@B(X,V)=0

bulunur. Boylece u(AyX) = 0 olup B(X,Y) = —u(AyX)u(Y) bulunur. Boylece
B =0 olur. M ekran konformal oldugundan C = 0 bulunur. Béylece M ve S(TM)

tamamen geodeziktir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.4.5 (M,g,P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin ekran konfor-

mal screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger

1) U,V, P den biri M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel ise,

ii) M ya da S(TM), M ve M de tamamen umbilik ise,

o zaman M, M| x M, lokal ¢arpim yapisina sahiptir. Burada M1, Pltr(TM)
ye teget null egri ve M, de D nin bir lifidir.
Ispat: U,V,P den biri M iizerinde indirgenmis konneksiyona gére paralel ise, Teo-
rem 3.4.4 ten M ve S(TM) tamamen geodeziktir. Boylece (3.3.25) ve (3.3.26)
esitligindeki tiim terimler sifirdir. Benzer sekilde, M yada S(T'M) tamamen geodezik
ise (3.3.25) ve (3.3.26) esitligindeki tiim terimler sifirdir. Buradan D distribiisyonu
paraleldir ve integrallenebilirdir. Béylece ispat tamamlanir.

{U,V}, I'(PRadTM & Pltr(TM)) nin bir baz1 oldugundan,

u=U—-o¢V,o=U+0¢V (3.4.3)
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alimirsa {it, v} de I'(PRadTM & Pltr(TM)) nin ortogonal bir bazi olur.
K (1) =Sp{u} olsun. Boylece P (1) =Dy L Sp{v}, S(TM) nin ortogonal

tamamlayan vektor alt demetidir ve

S(TM)=K (u) LP(u) (344
olur.
Teorem 3.4.6 (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin ekran konfor-
mal screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman u indirgenmis kon-

neksiyona gore paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin ekran homotetik ve

7 = 0 olmasidir.

ispat: M, M altin semi-Riemann manifoldunun ekran konformal screen semi-
invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Ay = (pAz:, P nin lineer olusu, (3.3.11) ve
(3.3.13) kullanilirsa her X € I'(TM) igin

Vxu = VxU-—oVxV-X[e]V
= —PAyX +T(X)U — o(—PALX — T(X)V) — X [g]V
= 1(X)v—-X|g]V, (3.4.5)
olur. ¢ indirgenmis konneksiyona gore paralel oldugu icin
T(X)U + (t(X) =X [@))V =0 (3.4.6)
dir. (3.4.6) esitligi sirasiyla V ve U ile carpilirsa 7(X) =0 ve
oT(X)—X[g] =0 (3.4.7)

elde edilir. 7(X) = 0 oldugundan X [@] = O bulunur. Buradan ¢ = ¢ yani M ekran

homotetiktir. Buradan ispat tamamlanir.
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Teorem 3.4.7 (M, g, P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin ekran konfor-
mal screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger u indirgenmis konnek-
siyona gore paralel ise, o zaman M, Rg X Ry X M’ lokal carpim yapisina sahiptir.
Burada Rg ve Ry, sirasiyla, RadTM ve K (i) ye teget null ve non-null geodezikler
ve M’ de P (p) nin bir lifidir.

Ispat: u indirgenmis konneksiyona gore paralel olsun. (3.1.9) esitliginden her X €
I'(P(u)) veY € I'(Dy) igin

g(VxY,u) = g(Vx¥,u)=—g(¥,Vxu)=—g(¥Y,Vxu) =0, (34.8)
g(Vxv,u) = g(Vxv,u)=—g(v,Vxp)
= —g(v,Vxu) =X[o] —2¢7(X) (3.4.9)

dir. Boylece P(u) paralel ve integrallenebilen distribiisyondur. Hatirlatma 3.4.2 de

kullanilirsa ispat tamamlanmisg olur.

N(u) = Dy L Span{&,v} esitligi géz oniine alimrsa (3.1.1) ve (3.4.4)
esitliklerinden

TM =K (u) LN (u) (3.4.10)

olarak yazilabilir.

Teorem 3.4.8 (M,g,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin ekran konfor-
mal screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. Eger u indirgenmis konnek-
siyona gore paralel ise, o zaman M, Ry, x M* lokal ¢arpim yapisina sahiptir. Burada

Ry, K (1) ye teget non-null geodezik ve M* de N (i) nin bir lifidir.

Ispat: u indirgenmis konneksiyona gére paralel olsun. (3.1.9) esitliginden her X €
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I'(N(u)) veY € I'(Dy) igin

g(Vx&,u) = g(Vx&.u)=—g(& Vxu)=—B(X,p), (3.4.11)
g(Vxv,pu) = g(Vxv,p)=—g(v,Vxu)=—g(v,Vxp) =0, (34.12)

olur. B(X,u) = B(X,U —¢V) = B(X,U) — ¢B(X,V) olup (3.3.14) esitliginden
B(X,V) =0 idi. Ayrica (3.3.15) ve (3.4.2) esitliklerinden B(X,U) = %C(X, U)=0
olup B(X,u) = 0 dir. Bdylece N (u) paralel ve integrallenebilen distribiisyondur.

Buradan ispat tamamlanmisg olur.

Teorem 3.4.9 (M = M,(c,) x M,(c,),&,P) alun uzay formu ve M, M nin ekran
konformal screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman ¢, = ¢, =0

dir.
ispat: (3.1.24) ve (3.3.27) esitlikleri kullanilirsa her X,Y € I'(TM) igin

(= =20 [3(PY, Z)u(X) — §(PX, Z)u(Y)}
+(— 20 (o (v, Z)u(X) — 2(X, Z)u(Y)} (34.14)

— (VB)(Y,Z) — (VyB)(X,Z) + T(X)B(Y,Z) — 7(Y)B(X,Z)
bulunur. (2.3.6), (3.1.25), (3.1.26) ve (3.4.2) esitliklerinden

““”Z)Cg"’%ﬂgm 02)n(X) — §(X.0Z)n(¥))

+&(PY,QZ)v(X) — §(PX,0Z)v(Y)} (3.4.15)
U006 206 14y 020 (X) — 8(PX, 02)n(¥)

ZR(X.Y)QZ,N) = (-

+(~
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ve

X

gR(X,Y)QZ,N) = g&R(X,Y)QZ,N)= (VxC)(Y,0Z)—(VyC)(X,0Z)
+C(X,02)7(Y) —C(Y,0Z)7(X)
= XC(Y,0Z)—C(VxY,0Z) —C(Y,Vx0Z)
~YC(X,0Z) +C(VyX,0Z) +C(X,VyQZ)
+C(X,02)T(Y) — C(Y,0Z)t(X) (3.4.16)
= X(9B(Y,0Z)) —9B(VxY,0Z) — ¢B(Y,VxQZ)
~Y(¢B(X,0Z)) +¢B(VyX,0Z) + ¢B(X,Vy0Z)
+9B(X,0Z)t(Y) — 9B(Y,0Z)7(X)
= o((VxB)(Y,0Z) - (VyB)(X,0Z) + B(X,0Z)7(Y)
—B(Y,07)t(X)) + X [9] B(Y,0Z) — Y [¢] B(X,0Z)
elde edilir. (3.4.15) ve (3.4.16) esitlikleri (3.4.14) esitliginde yerine yazilirsa

<—““1’2)Cg¢"’q>{<pg<ﬁy, 02)u(X) — 93(PX.QZ)u(¥)

400, 02)7(X) + 80X, 02)0(¥) ~ §PY.07)(X) +&(PX,Q2)u(Y)]
U000, fog(r, 02u(X) —08(X.02)uly) (417
~§(PY.Q2)1(X) + §(PX,QZ)N(Y) ~ &Y, Q2)(X) + &(X.0)(Y)}

= [=X[o]+20t(X)]|B(Y,02) +[Y [¢] - 207(Y)| B(X,0Z)

+(~

bulunur. (3.4.17) esitliginde Y = £ alinirsa

(1= 9)c, — b ~
(—#){W(X)M(QZ)M(X,QZ) —u(QZ)v(X)}
HUEO 0 omnx) vabx.02)) G4

= {Slo]—297()}B(X,07)
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olur. Bu esitlikte sirasiyla X =V, 0Z =U ve X =U, QZ =V alinirsa

(1- ¢)Cp+¢cq

(- 2T — (£ [g] - 291(8)}BVU) (3.4.19)
(1—9)cp—0¢q (1—=@)ep+ocq, y
(A () = (E o] 20281, V) (3420)
bulunur. (3.3.14) esitliginden B(X,V) = 0 olusu kullanilirsa
_(=0)ep=9e, _
2V5
ve
(1—9)cp—¢c (1—9)cp+ocq, _
() 4 () =0

bulunur. Buradan da ¢, = ¢, = 0 olur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.4.10 (M = M,(c,) x My(cq),&,P), cp,cq # 0, lokal altin garpim uzay for-

munun ekran konformal screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi yoktur.

Teorem 3.4.11 (M = M,(c,) x M,(c,),8,P) lokal altn ¢arpim uzay formu ve M,
M nin ekran konformal screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman
indirgenmis Ricci tipi tensorii R0 simetriktir.

Ispat: (M = M,(c,) x My(c,),§,P) lokal altin garpim uzay formu ve M, M nin
ekran konformal screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olsun. O zaman Teorem

(0.2)

3.4.9, (3.3.64) esitliginde yerine yazilirsa R simetrik oldugu goriiliir . Boylece

ispat tamamlanir.
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4. ALTIN SEMIi-RIEMANN MANIFOLDLARIN HALF LIGHTLIKE
ALTMANIFOLDLARI

4.1 Half Lightlike Altmanifoldlar

Tamm 4.1.1 (M,§), g > 1 indeksli (m+ 3)—boyutlu semi-Riemann manifold ve
(M,g), (M, ) nin (m+ 1)—boyutlu bir altmanifoldu olsun. Eger M nin radikal uzay1
RadT M nin ranki 1 ise M altmanifolduna M nin bir half-lightlike altmanifoldu denir

(Duggal ve Bejancu, 1992).

Tamm 4.1.2 (M,g), (m+ 3)—boyutlu semi-Riemann manifoldu ve (M, g), (M, §)
nin (m+ 1)—boyutlu bir half lightlike altmanifoldu olsun. RadTM nin TM de

tiimleyeni olan S (7TM) uzayma M nin ekran distribiisyonu denir. Boylece
TM = RadTM L S(TM) @.1.1)

ayrisimina sahip oluruz (Duggal ve Bejancu, 1992).

Tamm 4.1.3 (M, g), (m+3)—boyutlu semi-Riemann manifold ve (M, g), (M, &) nin
(m+ 1)—boyutlu bir half lightlike altmanifoldu olsun. RadTM, T,M~ in 1 boyutlu
bir alt demeti oldugundan RadT M ye tamamlayan ve S(T M) distribiisyonu vardir.

Bu distribiisyona M nin ekran transversal demeti denir. Boylece
TM* = RadTM 1 S(TM™) (4.1.2)

olur. Burada g (L,L) = € = +1 olacak sekilde L € I"(S (TM™*) birim vektor alanini

secebiliriz.

TM da S(TM) ye ortogonal tamamlayan olan S(TM)* uzayim géz oniine

alalim. S(TM)~* uzaymna M nin ek-ekran distribiisyonu denir (Duggal ve Bejancu,
63



4. ALTIN SEMI-RIEMANN MANIFOLDLARIN HALF LIGHTLIKE
ALTMANIFOLDLARI Nergiz POYRAZ

1992). Boylece
S(TM)* = S(TM*) L S(TM*)* (4.1.3)

dir. Boylece S(TM™*)*, S(TM)* de S(TM*) in ortogonal tamamlayanidir.

Teorem 4.1.4 (M,§), (m+ 3)—boyutlu semi-Riemann manifold ve (M,g), (M, §)
nin (m+ 1)—boyutlu bir half lightlike altmanifoldu olsun. U, M nin bir koordinat
komsulugu olmak iizere & € Rad(TM |y) ve her X € I'(S(TM) i¢in

g(Nvg)zla g(N,N):g(N,X):g(N,L):O (4.1.4)

olacak sekilde bir tek N € I"(Itr (TM)) vardir. Burada ltr (T M), 1-boyutlu bir vektor
demeti olup S(7TM) ekran distribiisyonuna gore M nin lightlike transversal demeti
olarak adlandirilir (Duggal ve Bejancu, 1992). Boylece M nin transversal vektor

demeti

tr(TM) = S(TM™*) L Itr (TM) (4.1.5)

olarak yazilabilir. Boylece

™

TM & tr(TM) = {RadTM)&tr(TM)} L S(TM)

= {RadTM)@Itr(TM)} L S(TM) L S(TM™") (4.1.6)
dir.
{E1,....,En},S(TM) nin bir ortonormal bazi olmak iizere (4.1.6) esitliginden
{E\,....;Em,E,N,L}
ye M nin M boyunca quasi-ortonormal catis denir.

64



4. ALTIN SEMI-RIEMANN MANIFOLDLARIN HALF LIGHTLIKE
ALTMANIFOLDLARI Nergiz POYRAZ

Tamm 4.1.5 (M, §), (m+3)—boyutlu semi-Riemann manifold ve (M, g), (M, &) nin
(m+ 1)—boyutlu bir half lightlike altmanifoldu olsun. V. M de Levi-Civita konnek-
siyonu ve Q : I'(TM) — I'(S(TM)) projektif doniisiimii olsun. M ve S(TM) igin
Gauss ve Weingarten formiilleri her X,Y € I'(TM) ve U € I'(tr (TM)) igin

VxY = VxY+B(X,Y)N+D(X,Y)L, 4.1.7)
VxU = —AyX+ViU (4.1.8)
VxN = —AyX+7t(X)N+p(X)L, (4.1.9)
VxL = —A X+ y(X)N (4.1.10)
VxQY = V3QY+C(X,QY)E, (4.1.11)
Vx§ = —AX—1(X)§ (4.1.12)

dir. Burada V ve V*, sirasiyla, TM ve S(TM) iizerine indirgenmis lineer konneksiy-
onlar; B ve D terimlerine, sirasiyla, M altmanifoldun lightlike ikinci temel formu ve
ekran ikinci temel formu ve C, S(TM) iizerinde yerel ekran ikinci temel formu denir.

Ay ve A, TM iizerinde sekil operatorleri; A g ye ise S(TM) iizerinde sekil operatorii

denir. Ayrica 7, p ve ¥ TM iizerinde 1-formlardir (Duggal ve Jin, 1999).

Tamim 4.1.6 (M, ), (m+ 3)—boyutlu semi-Riemann manifold ve (M, g), (M, §) nin
(m+ 1)—boyutlu bir half lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin ikinci

temel formu £ ve ekran ikinci temel formu /*, sirasiyla,
h(X,Y)=B(X,Y)N+D(X;Y)L,h*(X,Y)=C(X,QY)& 4.1.13)
ile tamimlanir (Duggal ve Sahin, 2010).

V metrik konneksiyon oldugu i¢in (4.1.7) esitliginden her X,Y,Z € I'(TM)
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icin
(Vxg)(Y,Z) = B(X,Y)n(2) +B(X,Z)n(Y) (4.1.14)
elde edilir ki bu yiizden indirgenmis konneksiyon V metrik konneksiyon degildir.

Burada n 1—formu

n(X)=g(X,N), VX e '(TM) (4.1.15)

ile tanimlanir. V torsiyonsuz oldugu i¢in V de torsiyonsuzdur ve bu yiizden B ve D,

T M tizerinde simetriktir.

Onerme 4.1.7 (M,§) semi-Riemann manifold ve (M,g), (M,g) nin (m +
1)—boyutlu bir half lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda B ve D, S(TM) ekran

distribiisyonunun se¢iminden bagimsizdir ve her X € I'(TM) i¢in
B<X7€):Oa D(X,é):—é‘l//(X) (4.1.16)
dir (Duggal ve Sahin, 2010).

Onerme 4.1.8 (M, g) semi-Riemann manifold ve (M, g), (M, ) nin bir half lightlike
altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin sekil operatorleri ile ikinci temel formlari

arasinda her X,Y € I'(TM) igin

B(X,Y) = g(A}X.Y), g(A;X,N)=0, (4.1.17)
C(X,0Y) = g(ANX,QY), g(ANX,N)=0, (4.1.18)
eD(X,0Y) = g(AX,QY), g(ALX.N)=ep(X), (4.1.19)
eD(X,Y) = g(AX,Y)—y(X)n(Y) (4.1.20)

bagintilar1 vardir (Duggal ve Sahin, 2010).
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Ayrica (4.1.17) den
Azi =0

elde edilir.
(4.1.7), (4.1.12) ve (4.1.16) esitlikleri kullamilarak her X € I'(TM) igin

Vx§ = —A:X —1(X)§ —ey(X)L (4.1.21)
bulunur.

Tamm 4.1.9 (M, g) semi-Riemann manifold ve (M, g), (M,§) nin bir half lightlike
altmanifoldu olsun. Eger her X € I'(TM) ve & € I'(RadTM) igin Vx& € I'(TM)

ise M ye irrasyonel half lightlike altmanifold denir (Kupeli, 1996).

M, M nin lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda (4.1.16) ve (4.1.21)

esitlikleri kullanilarak irrasyonel tanimini
¥(X)=D(X,&) =0, (4.122)
ile de ifade edebiliriz.

Tamm 4.1.10 (M, §) semi-Riemann manifoldu ve (M,g), (M, g) nin bir half light-
like altmanifoldu olsun. Her X,Y € I'(TM) i¢in

h(X,Y) =Hg(X,Y) (4.1.23)

olacak sekilde rr(TM) iizerinde H diferensiyellenebilir fonksiyonu varsa M ye tama-

men umbilik half-lightlike altmanifold denir.
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(M,g), (M,§) semi-Riemann manifoldunun bir half-lightlike altmanifoldu
olsun. Bu durumda yukaridaki tanima gore M nin tamamen umbilik olmast i¢in

gerek ve yeter sart her X, Y € I'(TM) i¢in
B(X,Y)=Ag(X,Y),D(X,Y)=06g(X,Y) (4.1.24)

olacak sekilde Itr (TM) ve S(TM™") iizerinde A ve § diferensiyellenebilir fonksiy-

onlarinin olmasidir (Duggal ve Jin, 1999).

Tamm 4.1.11 (M, §) semi-Riemann manifoldu ve (M,g), (M, g) nin bir half light-
like altmanifoldu olsun. Her X,Y € I'(TM) igin

h(X,Y)=0 (4.1.25)
ise M ye tamamen geodezik half-lightlike altmanifold denir.
M nin tamamen geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
B(X,Y)=D(X,Y)=0 (4.1.26)
olmasidir.

Tamim 4.1.12 (M, g) semi-Riemann manifoldu ve (M,g), (M, ) nin bir half light-

like altmanifoldu olsun. M nin herhangi bir U C M koordinat komsulugu {izerinde
C(X,0Y)=17g(X,Y), VX, Y €e'(TM) (4.1.27)

olacak gsekilde 7y diferensiyellenebilir fonksiyonu varsa S(TM) ekran dis-

tribiisyonuna tamamen umbiliktir (Duggal ve Jin, 1999).
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Tamm 4.1.13 (M, §) semi-Riemann manifoldu ve (M,g), (M, §) nin bir half light-
like altmanifoldu olsun. M nin herhangi bir U C M koordinat komsulugu ve her
X,Y e I'(TM) i¢in

C(X,0Y)=0 (4.1.28)

ise S(TM) ekran distribiisyonuna tamamen geodeziktir (Duggal ve Jin, 1999).

Teorem 4.1.14 (M, &) semi-Riemann manifoldu ve (M,g), (M, g) nin bir half light-

like altmanifoldu olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler denktir.

i) S(TM) screen distribiisyonu integrallenebilirdir.
ii) S(TM) nin ikinci temel formu, I"(S(TM)) iizerinde simetriktir.
iii) M nin M immersiyonunun Ay sekil operatorii, § ye gore I'(S(TM))

iizerinde simetriktir (Duggal ve Bejancu, 1992).

Teorem 4.1.15 (M, &) semi-Riemann manifoldu ve (M,g), (M, ) nin bir half light-

like altmanifoldu olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler denktir.

1) V, M iizerinde metrik konneksiyondur.
1) B, M iizerinde sifirdir.

iii) AZ, M iizerinde sifirdir.

iv) & bir Killing vektor alanidir.

v) TM*, V ya gore paralel distribiisyondur (Duggal ve Bejancu, 1992)

Onerme 4.1.16 (M, g) semi-Riemann manifoldu ve (M, g), (M, g) nin bir half light-

like altmanifoldu olsun. R, R ve R*, strastyla, 6, V ve V* nin egrilik tensori olsun.
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M ve S(TM) i¢in Gauss ve Codazzi denklemleri her X,Y,Z,W € I'(TM) i¢in

g(~(X7Y)Z7QW> = g(R(va)Z7QW)
+B(X,Z)C(Y, QW) —B(Y,Z)C(X, QW) (4.1.29)

+e{D(X,Z)D(Y,QW)—D(Y,Z)D(X,0W)},

g(R(X,Y)Z,é) = (VXB)<Y7Z) - (VYB)(X7Z)
+B(Y,Z)t(X)—B(X,Z)t(Y) (4.1.30)

+D(Y, 2)y(X) - D(X, Z)y(Y),

gR(X,Y)Z,N) = g(R(X,Y)Z,N)

+e{D(X,Z)p(Y)=D(Y,Z)p(X)},  (4.131)

ZRIX,Y)E,N) = g(A:X,AnY) —g(ALY,ANX)

—2dT(X,Y)+pX)y(Y)—p(Y)y(X), (4.132)

SR(X,Y)QZ,0W) = g(R'(X,Y)QZ,QW)+C(X,0Z)B(Y,0W)

—C(Y,0Z)B(X,0W), (4.1.33)

ZR(X.Y)QZN) = (VxC)(¥,0Z)—(VyC)(X,07)

+C(X,0Z)t(Y) —C(Y,0Z2)1(X)  (4.1.34)

olur.
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4.2 Altin Semi-Riemann Manifoldlarin Half Lightlike Altmanifoldlari

(M, g,P), (m+2)—boyutlu bir alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin
bir half lightlike altmanifoldu olsun. Her X € I'(TM), N € I'(ltr(TM)) ve L €
r(S(TM%)) igin

PX = PX+u(X)N+w(X)L, (4.2.1)
PN = U+u(N)N+w(N)L, 4.2.2)
PL = W+u(L)N+w(L)L (4.2.3)

yazabiliriz. Burada PX,U,W € I'(TM), u ve w

u(.)=g(.,P&),w(.)=¢€g(.,PL) 4.2.4)
ile tanimlanan 1—formlardir.

Lemma 4.2.1 (M, g, P) altun semi-Riemann manifoldu M, M nin lightlike altman-
ifoldu olsun. O zaman her X,Y € I'(TM), & € I'(RadTM), N € I'(ltr(TM)) ve
L e (S(TMV)) igin

P?X = PX +X —u(X)U —w(X)W, (4.2.5)
u(PX) = u(X)(1 —u(N)) —w(X)u(L), (4.2.6)
w(PX) =w(X)(1 —w(L)) —u(X)w(N), 4.2.7)

PU = (1—u(N))U — w(N)W, (4.2.8)
u(U) =14+ u(N) — (u(N))* =w(N)u(L), (4.2.9)
w(U) =w(N)(1 —u(N)) —w(N)w(L), (4.2.10)
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PW = (1 —w(L))W —u(L)U, (4.2.11)

u(W)=u(L)(1 —u(N)—w(L)), (4.2.12)

w(W) =14w(L) — (w(L))* — u(L)w(N), (4.2.13)
g(PX,Y)—g(X,PY)=(M@u—u®n)(X,Y), (4.2.14)

g(PX,PY) = g(PX,Y)+g(X,Y)+u(X)n(Y)—n(PX)u(Y)
—u(X)n(PY) —ew(X)w(Y) (4.2.15)
dir.

Ispat: (4.2.1) esitliginin her iki tarafina P uygulanip (2.3.1) esitligi kullanilirsa
P2X +u(PX)N +w(PX)L+u(X)(U +u(N)N +w(N)L)
+w(X)(W +u(L)N +w(L)L)

= PX+uX)N+wX)L+X

elde edilir. Bu esitligin teget, lightlike transversal ve ekran transversal bilesenleri

alinirsa (4.2.5), (4.2.6) ve (4.2.7) esitlikleri elde edilir. Benzer sekilde, (4.2.2) ve

(4.2.3) esitliginin her iki tarafina P uygulanip (2.3.1) esitligi kullanilirsa elde edilen

esitligin teget, lightlike transversal ve ekran transversal bilesenleri alinirsa (4.2.8)-

(4.2.13) arasi esitlikler elde edilir. (2.3.4), (2.3.5) ve (4.2.1) esitlikleri kullanilarak
g(PX,Y) +u(X)n(Y) =g(X,PY) +u(Y)n(X),
ve

g(PX,PY)+u(X)n(PY)+n(PX)u(Y)+ew(X)w(Y)

= ¢(PX,Y)+u(X)n(Y)+g(X.Y)
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bulunur. Son iki esitlikten sirastyla (4.2.14) ve (4.2.15) esitlikleri elde edilir. Boylece

ispat tamamlanmais olur.

Lemma 4.2.2 (M, §,P) altin semi-Riemann manifoldu M, M nin lightlike altmani-
foldu olsun. O zaman her X,Y € I'(TM), & € I'(RadTM) ve L € ["(S(TM™)) igin

(VxP)Y = u(Y)AnX +w(Y)ALX +B(X,Y)U +D(X,Y)W, (4.2.16)
(Vxu)Y = —B(X,PY)—t(X)u(Y)—y(X)w(Y)
+B(X,Y)u(N) +D(X,Y)u(L), (4.2.17)

(Vxw)Y = —D(X,PY) — p(X)u(Y) +B(X,Y)w(N) + D(X,Y)w(L), (4.2.18)

VxU = —PANX +T(X)U + p (X)W + u(N)AyX +w(N)ALX, (4.2.19)
B(X,U) = —X(u(N)) — w(X)w(N) — u(AxX) + p(X)u(L), (4.2.20)
D(X,U) = —X(w(N))—p(X)u(N) — w(AyX)
+T(X)w(N) + p(X)w(L), 4.2.21)
VxW = —PA X +u(L)AyX +w(L)ALX + w(X)U, (4.2.22)
BX,W) = —t(X)u(L)— w(X)w(L)—u(ALX)
+y(X)u(N) — X (u(L)), (4.2.23)
DX, W) = —p(X)u(L) — X (w(L)) — w(ALX) + w(X)w(N) (4.2.24)

dir.
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Ispat: VP = 0 oldugunu kabul etmistik. Bu durumda her X,Y € I'(TM) icin
ﬁxf)Y = f’ﬁxY olusu kullanilirsa

VxPY +B(X,PY)N+D(X,PY)L+X(u(Y))N
+u(Y)(—ANX + T(X)N+p(X)L) + X (w(Y))L+w(Y)(—ALX + y(X)N)
= PVxY+u(VxY)N+w(VxY)L+B(X,Y)(U+u(N)N+w(N)L)

+D(X,Y)(W +u(L)N +w(L)L)

dir. Bu esitligin teget, lightlike transversal ve ekran transversal bilegenleri alinirsa
(4.2.16), (4.2.17) ve (4.2.18) elde edilir. Benzer sekilde, Vx PN = PVyN ve VyPL =
PVxL oldugu kullamilarak (4.2.19)-(4.2.24) aras1 esitlikler elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir.

Tamm 4.2.3 (M, §,P) altin semi-Riemann manifoldu M, M nin half lightlike alt-

manifoldu olsun. Eger :

i) P(TM) C TM ise M ye invaryant half lightlike altmanifoldu

ii) PRad(TM) C S(TM), Pltr(TM) C S(TM) and PS(TM~*) C S(TM) ise
M ye screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu

iii) PRad(TM) C Itr(TM) ise M ye radikal anti-invaryant half lightlike alt-

manifoldu denir.

Teorem 4.2.4 (M, g, P) aln semi-Riemann manifoldu M, M nin half lightlike alt-

manifoldu olsun. O zaman agagidakiler denktir.

i) M, P invaryanttir.

ii) u ve w, M iizerinde sifirdir.
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iii) P, M iizerinde bir altin yapidir.
Ispat: M nin invaryant olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her X € I” (TM) igin PX =
PX olmasidir. O zaman (4.2.1) den u(X) = w(X) = 0 bulunur. Boylece (i)<(ii) elde
edilir.

u ve w nun M lizerinde sifir olmast igin gerek ve yeter kosul her X € I'(TM)

icin PX = PX olmasidir. O zaman
P’X =P(PX)=P(PX)=PX+X =PX +X

ve

g(PX,Y)=g(PX,Y)=g(X,PY)=g(X,PY)

bulunur. Boylece P, M iizerinde bir altin yapidir ve buradan (ii)<>(iii) elde edilir.

Teorem 4.2.5 (M,3,P) alun semi-Riemann manifoldunun radikal anti-invaryant

half lightlike altmanifoldu yoktur.

Ispat: (M,g,P) altin semi-Riemann manifoldu M, M nin radikal anti-invaryant
half lightlike altmanifoldu olsun. Radikal anti-invaryant half lightlike altmanifold
tammindan & € I'(RadTM) igin PE € ' (ItrTM) dir. (2.3.5) esitligi kullanilirsa,

0 = g(P§&)+0

elde edilir. Boylece g(PE,E) =0 ve PE ¢ I'(ItrTM) bulunur ki bu bir celiskidir.

Buradan ispat tamamlanir.
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4.3 Altin Semi-Riemann Manifoldlarin Screen Semi-Invaryant Half Lightlike
Altmanifoldlar:
(M,§,P), (m+2)-boyutlu altin semi-Riemann manifoldu ve (M, g,S(TM))

de M nin screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. Eger
Dy = PRadTM,D; = Pltr(TM),D; = PS(TM*)
olarak alinirsa asagidaki ayrisima sahip oluruz;
S(TM) =Dy L{D,®D,}1Ds (4.3.1)
burada Dy, (m — 4)—boyutlu distribiisyondur. Eger
D = Dy LRadTM LPRadTM ve D* = D, 1 Ds (4.3.2)

olarak alinirsa asagidaki ayrigimlara sahip oluruz;

TM = D®D™, (4.3.3)
T™M = {D&D}outr(TM)LS(TM™"). (4.3.4)

U,VveW
U=PN, V=P, W=PL 4.3.5)

seklinde tanimlanan vektor alanlar1 olsun.
(M,§,P) alun semi-Riemann manifoldu ve (M,g,S(TM)), M nin screen
semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. Lemma 4.2.1 ve 4.2.2 kullanilarak

herX,Y e I'(TM),U € I'(D,),V € I'(D;) ve W € I'(D3) i¢in

P?X = PX +X —u(X)U —w(X)W, (4.3.6)
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u(PX) = u(X),w(PX) = w(X),PU =U,PW =W, 4.3.7)

u(U) = 1,w(U) = 0,u(W) = 0,w(W) = 1, (4.3.8)

g(PX,Y) = g(X,PY) = (n@u—u@n)(X,Y), (4.3.9)

g(PX,PY) = g(PX.Y)+g(X,Y)+n(PX)u(Y)

—u(X)n(PY) — ew(X)w(Y), (4.3.10)

(VxP)Y = u(Y)AyX +w(Y)ALX +B(X,Y)U +D(X,Y)W, (4.3.11)
(Vxu)Y = —B(X,PY) —u(Y)t(X) — w(X)w(Y), (4.3.12)

(Vxw)Y = —D(X,PY) — p(X)u(Y), (4.3.13)

VxU = —PANX +T(X)U + p (X)W, (4.3.14)

VxW = —PA X + y(X)U, (4.3.15)

B(X,U)=—C(X,V),B(X,W)=—eD(X,V),eD(X,U) = —C(X,W), (4.3.16)
D(X,W)=0 (4.3.17)

elde edilir. Ayrica
VxV = VyxPE = PVyé& (4.3.18)

oldugundan (4.1.7), (4.1.21) ve (4.2.1) esitlikleri kullanilarak

VxV = VxV+B(X,V)N+D(X,V)L = —PA;X —u(A;X)N

—w(AzX)L—T(X)V—slp(X)W (4.3.19)
bulunur. Buradan esitligin teget ve lightlike transversal bilesenleri alinirsa

VxV = —PAIX — T(X)V — ey(X)W (4.3.20)
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ve

B(X,V) = —u(A}X)

olur. Son esitlikte (4.1.17) ve (4.2.4) esitlikleri kullanilirsa B(X,V) = —u(A;X) =
—8(ALX,V) = =B(X,V) olup

B(X,V)=0 (4.3.21)
bulunur. Diger taraftan g(U,N) = g(PN,N) = 0 olup, V nin metrik konneksiyon
olusu (2.3.4), (4.1.7) ve (4.1.11) esitliklerinden

0 = Xg(U,N)
= &(VxU,N)+g&(U,VxN)
= C(X,U)+&(N,PVxN)
= C(X,U)+&(N,VxPN)
= 20(X,U)
bulunur. Boylece
C(X,U)=0 (4.3.22)

olur.

Sonu¢ 4.3.1 (M,§,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-

invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman, V vektor alaninin M iizerinde
B(X,V)=0

dir. Yani, V vektor alan1 half lightlike altmanifoldun ikinci temel formunu dejenere
yapar.
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Sonug¢ 4.3.2 (M,§,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-

invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman, Az nin D, de bilegeni yoktur.

Ispat: (4.1.17) ve (4.3.21) esitliklerinden B(X,V) = g(AEX,V) = 0 olur. Buradan

ispat tamamlanr.

Sonu¢ 4.3.3 (M,§,P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-

invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman, Ay nin D; de bileseni yoktur.

Ispat: (4.1.18) ve (4.3.22) esitliklerinden C(X,U) = g(AyX,U) = 0 olur. Boylece

ispat tamamlanmisg olur.

Sonu¢ 4.3.4 (M,g,P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-

invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman, A; nin D3 de bilegeni yoktur.

Ispat: (4.1.19) ve (4.3.17) esitliklerinden eD(X, W) = g(A.X,W) = 0 olur. Buradan

ispat tamamlanir.

Onerme 4.3.5 D, distribiisyonu P ye gére invaryant distribiisyondur.

Ispat: Her X € I'(Dy), & € I'(RadTM), N € T'(Itr(TM)) ve L € [ (S(TM*)) igin

g(PX,§) = g(X,P§)=0
g(PX,N) = g(X,PN)=0

g(PX,L) = g(X,PL)=0

dir. Boylece PX in RadTM, Itr(TM) ve S(TM*) de bilesenleri yoktur. Ayrica her
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X eI'(Dy),U €I'(D,),VeI(Dy)veW eI (D3)igin

g(PX,U) = g(X,PU)=g(X,P’N)=g(X,PN)+g(X,N)=0
g(PX,V) = g(X,PV):g(X,sz):g(X,Pé)—i-g(X,é):O

g(PX,W) = g(X,PW)=g(X,P’L)=g(X,PL)+g(X,L)=0

olur. Su halde PX in Dy, D, ve D5 de bilesenleri yoktur. Boylece ispat tamamlanmis

olur.
Sonuc 4.3.6 D distribiisyonu P ye gore invaryant distribiisyondur.

Ornek 4.3.7 (M = R%,8) bir (—,+—,+,+,+,—) isaretli semi-Oklidyen uzay
ve (x1,X2,X3,%4,X5,X%6,%7), R} in standart koordinat sistemi olsun.  Eger
P(x1,x2,X3,X4,%5,%6,%7) = (@x1,0x2,(1 — ¢)x3,(1 — ¢)x4,0x5,(1 — ¢)x6,0x7)
olarak tanimlanirsa P> = P+ I dir ve P, R] iizerinde bir altn yapidir. (M, g,P)

altin semi-Riemann manifoldunun altmanifoldu

() ()
XI = H40h—————t, o=t +0tr+—13,
1 1+ 0t 2(2+¢)3 2 =1+ 0n 2(2+¢)3
1 1
X3 = Ofi—b+———13, X4 =0t — ) — ———13,
3 0t —1 2(2+¢)3 4 =0t — 1 2(2+¢)3
Xs = \f2¢t4 +15, X6 = —t4, X7 = Q14+ V2ts

ile verilsin. Burada #;, 1 <f; < 5 reel parametrelerdir. Bu durumda M nin tanjant
demeti i¢in

TM = Sp{U,;,U,U3,U4,Us }
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dir. Burada
) 0 0 0 0 0
U = 87+87)Q+¢$+¢87’U2:¢8x ¢87x2_87x3_%’
1 ) ) 0 0
Us = (2+¢)("’ax1 "’axz o ml f"’as o 2o
0 0

olarak verilir ve M bir half lightlike altmanifolddur. Buradan kolayca goriiliir ki
U, bir dejenere vektordiir. & = U; olarak alinirsa RadTM = Sp{§} ve S(TM) =
Sp{U,,Us,Uy,Us } dir. Bu durumda

1 0 8
ve
0 0
S(TML):Sp{L:fa +¢a—xé+ax

dir. M, M nin 1—lightlike altmanifoldudur. Ayrica
PE=U,, PN=U3, PL=U,
oldugundan

Dy = Sp{Us}, Dy =Sp{l:},
Dy = Sp{Us}, D3 =Sp{Us}

olarak yazilir. Bu durumda M, M nin bir screen semi-invaryant half lightlike altman-

ifoldudur.

Ornek 4.3.8 Let (M = RS, g) bir (+,+,—,+,—,+,+,+) isaretli semi-Oklidyen

uzay ve (x1,Xx2,X3,X4,Xs,X6,X7,X8), Rg in standart koordinat sistemi olsun. Eger
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p(xl7x27x37x47x57x67x77x8) = ((])x1,¢x2,¢x3,¢x4,(1 - ¢)X5,¢X6,(1 - ¢))X7,(1 -

¢)xg) olarak tamimlanirsa P> = P +1 dir ve P, Rg izerinde bir altin yapidir. M

altmanifoldu
X1 = th+ta+@ts+1e, X2 =—tr+1t4+ @1,
1 1 1
X3 = ﬁzl+\ft2+ft4+f¢ts+ﬂt6, x4 = 5 log(1+(n —n)?),
x5 = (1=Q)a+0ta—ts, x6 =013, x7=—(1 =)o+ Pt4a — 15, x3 =13

ile verilsin. Burada #, 1 <t < 6, reel parametrelerdir. Bu durumda TM =

Sp{U,,U,,Us,U4,Us,Ug } elde edilir. Burada

S R I B e Y
ox;  V29dx3 (14 (11 —1)?) oxs’
U = ‘Pa)cé*;xS’U“_aa ax2+\f83+¢ax5+¢ax

dir. Buradan Uy in bir dejenere vektdr oldugu kolayca goriiliir ve M, M nin 8—
boyutlu 1—lightlike altmanifoldudur. & = U4 olarak alinirsa RadTM = Sp{&} ve

S(TM) = Sp{Wl = U1,W2 = U5,W3 (U] —I—Uz) W4 = U3,W5 = U6} dir.

(2+¢)
Bu durumda
1 d 0 0 0 0
ltr(TM) = Sp{N = _m(a]_ EJM@T)@JHPE_‘PE)}
ve
d d
J_ pr— _ —_—— PR—
S(rit) =SplL= 5~ 9=}

seklinde elde edilir. Bu yiizden M, M nin half lightlike altmanifoldudur. Ustelik

PE =W,, PN=W;s, PL=W,
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oldugundan

Dy = Sp{W,Ws}, D; =Sp{W,},

Dy = Sp{W3}, D3 =Sp{W,s}

seklinde yazilir. Bu durumda M, M nin bir screen semi-invaryant half lightlike alt-

manifoldudur.

Teorem 4.3.9 (M, g, P) altn semi-Riemann manifoldu ve M, M nin semi-invaryant
half lightlike altmanifoldu olsun. Eger Dy distribiisyonu M iizerinde integrallenebilir
ise, 0 zaman Dy distribiisyonunun lifi iizerine indirgenen (1,1)—tensor alani altin
yapidir.
Ispat: M, M nin screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu M’, Dy 1 lifi
olsun. O zaman her p € M’ i¢in T,M’' = (Dy), dir. Her X € I'(D) i¢in u(X) =
w(X) = 0 olup (4.2.1) esitliginden PX = PX dir.

P’ ile tammlanan M’ iizerinde (1, 1)—tensor alani olsun. Dy distribiisyonu

P-invaryant oldugu i¢in P' = P p, dir. (2.3.1) esitliginden
P’X=PX=PX=PX+X=PX+X=PX+X
olup P’, Dy distribiisyonunun lifi iizerinde bir altin yapidir. Bu da ispati tamamlar.

Sonu¢ 4.3.10 (M, g,P) altn semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. Eger D distriblisyonu M iizerinde inte-
grallenebilir ise, 0 zaman D distribiisyonunun lifi {izerine indirgenen (1,1)—tensor

alanm altin yapidir.

Teorem 4.3.11 (M , g,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-

invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman Dy distribiisyonunun M
&3
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tizerinde integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart her X, Y € I'(Dy) i¢in

olmasidir.

(4.3.23)

Ispat: Dy distribiisyonu invaryant oldugundan X € I"(Dy) i¢in PX € I'(Dy) dir. O

zaman Dy distribiisyonunun M iizerinde integrallenebilir olmas1 i¢in gerek ve yeter

sarther X,Y € I'(Dy),U € I'(D;),V € I'(D;) ve W € I'(D3) igin

u([PX,Y]) =v([PX,Y]) =w([PX,Y])=n([PX,Y]) =0

olmasidir. Burada v

ile tanimlanan 1—formdur.

v(X) = g(X,PN)

Bu durumda (2.3.5), (4.1.7) ve (4.1.11) esitlikleri kullanilirsa

u([PX,Y])
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v([PX,Y]) = &([PX,Y],PN)=g(VpyY — VyPX,PN)

g(
= §(VpyY,PN)—g(VyPX, PN)
3(VpyPY,N) —g(VyPX ,N) —§(VyX,N)  (4.3.26)

= C(PX PX)—C(Y,X),

h<

—C(

w([PX,Y]) = g([PX.Y],PL)=g(VpY —VyPX, PL)
= &(VpxY,PL)—g(VyPX,PL)
= &(VpxPY,L)—§(VyPX,L)=g(VyX,L)  (4327)

= eD(PX,PY)—¢eD(Y,PX)—¢eD(Y,X),

n([PX.Y]) = &([PX,Y].N)=3§(Vp¥ —VyPX,N)
= g(VpyY,N)—g(VyPX,N) (4.3.28)

= C(PX,Y)—-C(Y,PX)

bulunur. Boylece (4.3.25), (4.3.26), (4.3.27) ve (4.3.28) esitliklerinden ispat

tamamlanmuisg olur.

Teorem 4.3.12 (M, g, P) altn semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman D distribiisyonunun M {izerinde

integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart her X,Y € I'(D) i¢in

B(PX,PY) = B(X,PY)+B(X,Y),

D(PX,PY) = D(X,PY)+D(X,Y) (4.3.29)

olmasidir.

85



4. ALTIN SEMI-RIEMANN MANIFOLDLARIN HALF LIGHTLIKE
ALTMANIFOLDLARI Nergiz POYRAZ

Ispat: D distribiisyonu invaryant oldugundan X € I'(D) i¢in PX € I'(D) dir. O
zaman D distriblisyonunun M iizerinde integrallenebilir olmas1 i¢in gerek ve yeter

sarther X,Y € I'(D),V € I'(D;) ve W € I'(D3) i¢in i¢in

u([PX,Y]) = &([PX,Y],V)=0,

o
—

w([PX,Y]) = g([PX,Y],W)=0

o

olmasidir. Boylece (4.3.25) ve (4.3.27) esitliklerinden ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.13 (M , g,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman asagidakiler denktir.

1) D distribiisyonu paraleldir.

ii) B(X,PY)=D(X,PY) =0, X,Y € '(D),

iii) (VxP)Y =0,X,Y € ' (D).
Ispat: O zaman D distribiisyonunun M iizerinde paralel olmasi igin gerek ve yeter

sarther X,Y € I'(D),V € I'(Dy), W € I'(D3) i¢in
u(VyY)=0,w(Vx¥) =0
olmasidir. Buradan
u(VxY) = g(Vx¥,V)=g(Vx¥,V)=g(Vx¥,PE) = B(X,PY),
w(VxY) = g(VxY,W)=g(VxY,W)=g(VxY,PL)=eD(X,PY)

bulunur ve (i)<(ii) dir. X,Y € I'(D) i¢in u(Y) = w(Y) = 0 olusu (4.3.11) esitligi
kullanilirsa

(VxP)Y = B(X,Y)U +D(X,Y)W

olur. Boylece (ii)<(iii) elde edilir.
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Teorem 4.3.14 (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman M nin tamamen geodezik ol-

mast igin gerek ve yeter sart her X € I'(TM),Y € I'(D),U € I'(D,) ve W € I'(D3)

icin
(VxP)Y = 0, (4.3.30)
(VxP)U = ApX, (4.3.31)
(VxP)W = ArX (4.3.32)
olmasidir.

Ispat: M nin tamamen geodezik oldugunu varsayalm. Her Y € I'(D) icin u(Y) =
w(Y) = 0 olur ve (4.3.11) esitliginden (VxP)Y = O bulunur. (4.3.11) esitliginde
Y = U almrsa (VxP)U = AyX olur. Benzer sekilde (4.3.11) esitliginde Y yerine W
yazilirsa (VxP)W = A X elde edilir.

Tersine, (4.3.30), (4.3.31) ve (4.3.32) esitliklerinin oldugunu varsayalim.
Y € I'(TM) igin (4.3.3) ayrisgtmu kullanilirsa Y = Y; + fU + hW olacak bigimde
Y, €I'(D), f ve h fonksiyonlar: vardir. Buradan Y € I'(TM) igin

B(X,Y) = B(X,Ys)+fB(X,U)+hB(X,W), (4.3.33)

D(X,Y) = D(X,Yy)+fD(X,U)+hD(X,W) (4.3.34)

olur. (4.3.11) esitliginde Y yerine Y; almirsa ve (4.3.30) esitligi kullanilirsa
B(X,Y2)U+D(X,Ys)W = —u(Ys)ANX —w(Yz)ALX = 0 bulunur. Bu esitlik sirasiyla
V ve W ile carpilirsa B(X,Y;) = D(X,Y;) = 0 bulunur. (4.3.11) esitliginde Y
yerine U yazilirsa ve (4.3.31) esitligi kullanilirsa B(X,U)U + D(X,U)W = 0 bu-

lunur. Bu esitlik sirasiyla V ve W ile carpilirsa B(X,U) = D(X,U) = 0 bulunur.
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(4.3.17) esitliginden D(X,W) = 0 idi. Benzer sekilde (4.3.11) esitliginde Y yerine
W yazilirsa, (4.3.17) ve (4.3.32) esitlikleri kullanilirsa B(X, W)U = 0 olur. Bu esitlik
V ile ¢arpilirsa B(X, W) = 0 bulunur. Buradan (4.3.33) ve (4.3.34) esitlikleri dikkate

alinirsa B(X,Y) = D(X,Y) = 0 olur ve ispat tamamlanir.

Tamm 4.3.15 (M, §,P) altn semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-

invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. Eger her X € I'(D) ve Y € I'(D") igin
B(X,Y)=D(X,Y)=0 (4.3.35)
ise M ye mixed geodezik half lightlike altmanifold denir.

Teorem 4.3.16 (M, g, P) altn semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman X € I'(D) ve Y € '(D") igin
asagidakiler denktir.

1) M mixed geodeziktir.
ii) Apy X nin D, ve D3 de bileseni yoktur.
iii) (VyP)X =0.
Ispat: M nin mixed geodezik oldugunu varsayalim. O zaman her X € I'(D), Y €
r(D4) igin
B(X,Y)=D(X,Y)=0

dir. Bu durumda (2.3.5), (4.1.7) ve (4.1.8) esitlikleri kullanilirsa

B(X,Y) = g(VxV,&)
= §(VxPY PE)—§(VxPY &) (4.3.36)

= —g(ApX,PE)—B(X,PY)
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ve

eD(X,Y) = g(VxY,L)
= g(VxPY,PL)—§(VxPY,L) (4.3.37)
= —&(ApyX,PL)—€D(X,PY)
elde edilir. (4.3.36) ve (4.3.37) esitliklerinden, sirasiyla,
B(X,¥) +B(X,PY) = B(X,P’Y) = ~§(Apy X, PE)
ve
eD(X,Y)+eD(X,PY) =eD(X,P*Y) = —g(Apy X, PL)
bulunur. Boylece (i)<(ii) ispatlanmig olur. X € I'(D) ve Y € I'(D*) igin u(X) =

w(X) = 0 olup (4.3.11) esitliginden

(VyP)X = B(Y,X)U+D(Y,X)W

= BX,Y)U+D(X, Y)W
olur. Boylece (ii)<(iii) ispatlanmis olur.

Teorem 4.3.17 (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin tamamen um-
bilik screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman M tamamen

geodeziktir.

Ispat: (M, g,S(TM)) de M nin tamamen umbilik screen semi-invaryant half lightlike
altmanifoldu olsun. O zaman (4.3.17) ve (4.3.21) esitliginden her X € I'(TM) i¢in

B(X,V)=D(X,W) =0
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idi. Boylece (4.1.24) esitliginden
B(X,V)=21g(X,V) =0, (4.3.38)

D(X,W) = 6g(X,W) =0 (4.3.39)

bulunur. (4.3.38) Y yerine U yazilirsa ve (4.3.39) esitliginde Y yerine W yazilirsa

A = 0 = 0 bulunur. Bu durumda B = D = 0 olup ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.18 (M, g, P) altn semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-
invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. Eger S(TM) ekran distribusyonu tama-

men umbilik ise, 0 zaman S(7'M) tamamen geodeziktir.

ispat: S(TM) tamamen umbilik olsun. O zaman (4.1.27) ve (4.3.22) esitliklerinden
her X € I'(TM) igin

CX,U)=vg(X,U)=0 (4.3.40)
bulunur. (4.3.40) esitliginde X yerine V alinirsa ¥ = 0 bulunur. Bu durumda C =0

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.19 (M = M, (c)) x M,(c,),&,P) lokal altn ¢arpim uzay formu ve M,
M nin screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. Eger M tamamen

umbilik ise ¢, = ¢, = 0 dir.
Ispat: M nin tamamen umbilik oldugunu varsayalim. Her X,Y,Z € I'(TM) igin
(4.1.30) esitliginden

+B(Y,Z)t(X)—B(X,Z)t(Y)

+D(Y,2)y(X) —D(X, Z)y(Y)
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idi. Bu esitlikte Teorem 4.3.17 kullanilirsa
g(R(X,Y)Z,§)=0 (4.3.41)

elde edilir. Ayrica (2.3.6) esitliginden

SRX.Y)ZE) = <—“‘¢2)Cg¢cq>{g<ﬁnz>u<x>—g<ﬁx,z>u<y>}
—i—(—W){g(Y, Z)u(X) (43.42)

—g(X,Z)u(Y)}

bulunur. (4.3.42) esitliginde, sirasiyla, X =U, Y =&, Z=Uve X =U,Y =V,

Z = U alinirsa

(B _ (A=0)cp—0cq, _
gRU, &)U, &) = ( NG 1) =0 (4.3.43)
FRWU,V)U,E) = (—W) T

elde edilir. Boylece (4.3.43) ve (4.3.44) esitliklerinden c¢), = ¢, = 0 bulunur. Boylece

ispat tamamlanmuisg olur.

Teorem 4.3.20 (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldu ve (M, g,S(TM)) de M nin
screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda her X,Y €

I'(TM)veZ € I'(S(TM)) igin

i) P, M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel ise o zaman p(X) =

y(X)=D(X,U)=0ve

C(X,Z)u(Y)+eD(X,Z)w(Y) +B(X,Y)W(Z) +D(X,Y)w(Z) =0,  (4.3.45)
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B(X,Y) = —CX,V)u(Y)—eD(X,V)w(Y), (4.3.46)
DX,Y) = —CX,W)u(Y), 4.3.47)
bulunur.

ii) V vektor alan1 M {izerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel ise o

zaman 7(X) = u(AZX) =0ve

AEX = w(ALX)W ve w(A;X) = —ew(X), (4.3.48)

olur.
iii) U vektor alan1t M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel ise o

zaman
ANX = u(ANX)U +w(ANX)W, u(AyX) = 7(X) ve w(AyX) = p(X)  (4.3.49)

bulunur.
iv) W vektor alam1 M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel ise o

zaman p(X) =w(A X) =0 ve
ALX = y(X)U, u(ArX) = w(X) (4.3.50)

olur.

Ayrica V, U ve W vektor alanlarinin hepsi M iizerinde indirgenmis konnek-
siyona gore paralel ise o zaman S(TM) M de tamamen geodezik ve T ve p 1-formlari
M iizerinde sifirdir.

Ispat: P, M iizerinde indirgenmis konneksiyona gére paralel olsun. Bu durumda her
X € I'(TM) i¢in (4.3.11) esitliginin Z € I'(S(TM)) ile i¢ carpimi alinirsa

8(ANX, Z)u(Y)+g(ALX,Z)w(Y)+B(X,Y)g(U,Z)+D(X,Y)g(W,Z) =0
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olur. Buradan (4.3.45) esitligi elde edilir. (4.3.11) esitligi V vektor alan ile i¢
carpimi alinirsa (4.3.46) esitligi bulunur. Benzer sekilde (4.3.11) esitliginin W vektor
alani ile i¢ carpimi alinip (4.3.17) esitligi kullanilirsa (4.3.47) esitligi elde edilir.
Ayrica (4.3.11) esitligi N ile i¢ ¢arpimi alinirsa

ep(X)w(Y) =0 (4.3.51)

bulunur. (4.3.51) esitliginde Y yerine W alinirsa p(X) = 0 bulunur. (4.3.11) esitligi

U vektor alani ile i¢ ¢carpimi alinip
CX,U)u(Y)+eDX,U)w(Y)=0
elde edilir. Bu esitlikte (4.3.22) esitligi kullanilirsa
eDX,U)w(Y)=0 (4.3.52)

olur. (4.3.52) esitliginde Y yerine W yazilirsa D(X,U) = 0 bulunur. Ayrica (4.3.47)

esitliginde Y = & alinirsa

olur. Buradan D(X,&) = —ey(X) = 0 olup y(X) = 0 bulunur.
V vektor alan1 M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel olsun. Bu

durumda her X € I'(TM) igin (4.2.1) ve (4.3.20) esitliklerinden
—PALX +u(AX)N +w(ALX)L—1(X)V —ey(X)W =0

idi. (4.3.21) esitliginden B(X,V) = g(AEX,V) = u(Aj’;X) = 0 olusu yukaridaki

esitlikte kullanilirsa

—PALX +w(ALX)L—T(X)V — ey (X)W =0 (4.3.53)
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olur. (4.3.53) esitligine P uygulamirsa ve (2.3.1), (4.2.1) and (4.3.5) esitlikleri kul-

lanilirsa

—PALX — ALX —T(X)V + (w(AEX)

(4.3.54)
—ey(X))W —1(X)& — w(AEX)L— ey(X)L =0
bulunur. (4.3.54) esitliginden (4.3.53) esitligi cikartilirsa
—AEX + w(AEX)W —17(X)€ — w(A’éX)L —ey(X)L=0 (4.3.55)
elde edilir. (4.3.55) nin teget ve normal bilesenleri alinirsa
T(X) =0, AzX = w(AzX)W ve w(Az X) = —ey(X) (4.3.56)

bulunur. Boylece (ii) elde edilir. Benzer sekilde (iii) ve (iv) de elde edilir. Buradan
ispat tamamlanir.

V, U ve W vektor alanlarinin hepsi M {izerinde indirgenmis konneksiyona
gore paralel olsun. Bu durumda (iii) den AxX = u(AnNX)U + w(AyX)W idi. (ii)
ve (iii) den u(AyX) = ©(X) = 0 ve (iii) ve (iv) den p(X) = w(AyX) = 0 bulunur.
Boylece Ay = 0 yani S(TM), M de tamamen geodezik olur. Bdylece ispat tamam-

lanir.

Sonu¢ 4.3.21 (M, g, P) alun semi-Riemann manifoldu ve (M,g,S(TM)) de M nin
screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda P, M iizerinde

indirgenmis konneksiyona gore paralel ise, o0 zaman M irrasyoneldir.

Ispat: Kabul edelim ki P, M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel olsun.

O zaman Teorem 4.3.20 (i) den y(X) = 0 olup ispat agiktir.

Teorem 4.3.22 (M , g,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin screen semi-

invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman P ve V vektor alan1 M {izerinde
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indirgenmis konneksiyona gore paralel ise M, M de total geodeziktir ve p, v ile T

1-formlar sifirlanir.

Ispat: P ve V vektor alan1 M iizerinde paralel oldugunu varsayalim. O zaman
Teorem 4.3.20 (i) ve (ii) den p(X) = y(X) = 7(X) =0 ve ALX = —ey(X)W
dir. Boylece A = 0 yani B = 0 bulunur. (4.3.47) esitliginde Y € I'(D) alinirsa
D(X,Y) = —C(X,W)u(Y) =0 olur. Boylece her Y € I'(D) i¢in D(X,Y) = 0 bu-
lunur. Ayrica (4.3.17) esitliginden ve Teorem 4.3.20 (i) den D(X,U) = D(X,W) =0

idi. (4.3.34) esitligi dikkate alinirsa D(X,Y) = 0 olur ve ispat tamamlanur.

Teorem 4.3.23 (M, g, P) altn semi-Riemann manifoldu ve M, M nin nin screen
semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda P, M iizerinde
indirgenmis konneksiyona gore paralel ise, o zaman D ve D distribiisyonlar1 in-
tegrallenebilirdir ve M, M* x M” lokal carpim yapisina sahiptir. Burada M* ve M,

sirastyla, D ve D+ nin lifidir.

Ispat: P, M iizerinde indirgenmis konneksiyona gére paralel olsun. M iizerinde
indirgenmis konneksiyona gore D ve D nin paralel olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul

her X € I'(D), Y € I'(Dy) ve Z € I’ (D) igin sirasiyla

8(Vx&,V) = g(VxV,V)=¢g(VxY,V) =0,

g(Vx&,W) = g(VxV,W)=g(VxY,W)=0
ve

g(VZW,N) = g(VZW,U) = g(VzW,Y) = 0,

g(VzU,N) = g(VzU,U)=g(VzU,Y)=0
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olmasidir. (2.3.4), (2.3.5), (4.1.7), (4.1.21) esitlikleri kullanilirsa her X € I'(D) ve
Y € I'(Dy) igin

8(Vx&,V) = B(X,V), g(Vx&,W)=¢eD(X,V),

g(VxY,V) = B(X,PY), g(VxY,W)=eD(X,PY)

olur. (2.3.4), (2.3.5), (4.1.7), (4.1.9), (4.1.11) esitlikleri, V nin metrik konneksiyon
olusu kullanilirsa her Z € I'(D+) ve Y € I'(Dy) igin

g(V,W.N) = —eD(Z,U), ¢(V,U,N)=C(Z,U),
8(VZW7Y) = 78D(vaY), g(VZva) = 7C(Z7PY)

bulunur.

(4.3.21) esitliginden B(X,V) = 0 idi. (4.3.47) esitliginde Y yerine V alinirsa
her X € I'(TM) icin D(X,V) = 0 elde edilir. Dy invaryant olup Y € I'(Dy)
icin PY € I'(Do) olur. (4.3.46) ve (4.3.47) esitliginde Y yerine PY yazilirsa
B(X,PY) = D(X,PY) = 0 bulunur. Teorem 4.3.20 (i) den her X € I'(TM) igin
v(X) =D(X,U) = p(X) = 0 idi. (4.3.45) esitliginde Z € I'(D") igin Y yerine,
sirastyla, U € I'(D,) ve PY € I'(Dy) yazilirsa C(Z,U) = C(Z,PY) = 0 elde edilir.
Boylece (4.3.57) ve (4.3.58) esitligindeki tiim terimler sifirlanir. Buradan D ve D+

paralel ve integrallenebilen distribiisyondur. Boylece teorem ispatlanir.

Teorem 4.3.24 (M, g, P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin tamamen um-
bilik screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. Eger M tamamen um-

bilik ise D integrallenebilirdir ve M, R, X R,, x M* lokal carpim yapisina sahiptir.
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Burada R, ve Ry, sirastyla, Pltr(TM) ve PS(TM)" ye teget null ve non-null egriler
ve M’ de D nin bir lifidir.

Ispat: M nin tamamen umbilik oldugunu varsayalim. O zaman Teorem 4.3.17 den
M tamamen geodezik ve B =D = y = 0 dir. Bu durumda (4.3.57) esitligindeki
tiim terimler sifirdir. Béylece D indirgenmis konneksiyona gore paralel ve integral-

lenebilen distribiisyondur. Bu durumda ispat tamamlanmisg olur.

Teorem 4.3.25 (M, g, P) semi-Riemann manifoldu ve M, M nin half lightlike alt-
manifoldu olsun. O zaman S(7 M) nin ekran transversal demetinin V konneksiyonu

yoniinde paralel olmasi igin gerek ve yeter sart I'(TM) tizerinde Ay, = 0 olmasidir

(Jin, 2010c).

Teorem 4.3.26 (M =M, (c,) x M,(c,), &, P) lokal altin carpim uzay formu ve M, M
nin S(TM+*) distribiisyonu paralel olacak sekilde half lightlike altmanifoldu olsun.

Eger S(TM) tamamen umbilik ise ¢, = ¢, = 0 dur.

Ispat: M, M nin S(TM™) distribiisyonu paralel olacak sekilde half lightlike altman-
ifoldu olsun. (4.1.31) ve (4.1.34) esitliklerinden

g(R(X,Y)QZ,N) = (VxC)(Y,0Z)— (VyC)(X,0Z)+C(X,0Z)T(Y)

—C(Y,02)t(X) +e{D(X,02)p(Y) - D(Y,0Z)p(X)}

idi. S(TM) ekran distribiisyonu tamamen umbilik ve ekran (screen) transversal dis-

tribiisyonu paralel oldugu icin

g(R(X,Y)QZ,N)=0 (4.3.59)
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olur. (2.3.6) esitliginden

(1_¢)Cp_¢cq -
(_T) {8(Y,0Z) —u(QZ)v(Y)}

(1=9)cp+9cy
4

—u(QZ)n(Y)}

g(R(E,Y)QZ,N) =

+(— {g(PY,Q7) (4.3.60)

bulunur. (4.3.60) esitliginde Y, Z yerine, sirastyla, V, U alinirsa

(1- ¢)Cp+¢cq r
2V5

olur. Benzer gekilde, (4.3.60) esitliginde Y, Z yerine, sirasiyla, U, V alinirsa

(_(1_¢’)Cp_¢cq) (L—=9)cp+ocq
2V5 4

elde edilir. (4.3.61) ve (4.3.62) esitliklerinden c;, = ¢, = 0 bulunur. Bdylece ispat

0 (4.3.61)

+(— )=0 (4.3.62)

tamamlanir.

M nin indirgenmis Ricci tipi tensérii R©?) her X,Y,Z € ['(TM) igin
ROY(X,Y) = iz{Z = R(Z,X)Y} (4.3.63)

ile tammlanir. RadTM = sp{&} ve S(TM) = sp{E,....,En} olmak iizere M
tizerindeki {E1,...,Ey, &} quasi-orthonormal gati alanim dikkate alalim. Bu quasi-

orthonormal ¢ati alanini kullanarak her X,Y € I'(TM) i¢in
m
ROV(X,Y) = Y eig(R(E, X)Y,E) +§(R(,X)Y.N) (43.64)
i=1

dir. Burada & = g(E;,E;) = 1 dir. Genelde bir half lightlike altmanifoldun

indirgenmis Ricci tipi tensorii simetrik degildir. M lightlike altmanifoldunun

(0,2)

indirgenmis Ricci tipi tensorii R simetrik ise indirgenmis Ricci tensor olarak
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adlandirilir ve Ric ile gosterilir (Duggal ve Bejancu, 1996; Duggal ve Jin, 1999;
Duggal ve Jin, 2007).
(M = My(c,) x My(cq),8,P) lokal alun carpim uzay formu ve M, M nin

screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman

R(°=2)(X,Y) ol (_(l_q;)f%—(pcq){(m—l)g(X,Y)—u(Y)v(X)

+((izP) — 1)g(PX,Y)}

(1=9)cp+¢cy
4

+(izP)g(X,Y) —u(Y)n(X)}

+B(X,Y)izAn + D(X,Y )izAL — g(AnX,AgY) —

+(— W (m—1)g(PX,Y) (4.3.65)

—€8(ALX,ALY) +p(X)y(Y)

olur. (4.3.65) esitliginden

RO0Y) - RO = (-EE L0 0ur) - ur)0)
(0 ey ) — u(yym ()

+4(AFX ANY) — g(ALY, AyX) (4.3.66)

X)) —p(Y)y(X)
elde edilir. Ayrica (2.3.6) esitliginden
ZRX.Y)EN) = (-

)(@(¥)n(X) (4.3.67)
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olur. (4.1.32) esitliginden

ER(X,Y)E,N) = g(A:X,AnY)—g(ALY,ANX)
—2dt(X,Y)+pX)y(Y)—p(Y)y(X),

idi. Bu esitlik (4.3.67) esitliginde kullanilirsa

2T(X,Y) = <—“‘@Cg¢cq>{u<x>v<y>—u<¥>v<x>}
(L0 ey ) - () ()

+g(AZX,ANY) o g(Az Y,AnX) (4.3.68)
HPX)y(Y) —p(Y)y(X)
bulunur. Boylece (4.3.66) ve (4.3.68) esitliklerinden
RO (x,y)—ROY(y,X) =2d7(X,Y) (4.3.69)
yabulunur. Boylece (4.3.69) esitliginden Teorem 4.3.27 elde edilir.

Teorem 4.3.27 (M = M,(c,) x My(c,),&,P) alun uzay formu ve M, M nin screen
semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman Ricci tipi tensorii R(-?)

simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart T nun kapali olmasidir.

4.4 Altin Semi-Riemann Manifoldlarin Ekran Konformal Screen
Semi-Invaryant Half Lightlike Altmanifoldlar:

Tamm 4.4.1 (M,g), (M, §) semi-Riemann manifoldunun half lightlike altmanifoldu

olsun. Eger her X € I'(TM) i¢in

AyX = A} (4.4.1)
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olacak sekilde sifirdan farkli ¢ difreransiyellenebilir fonksiyonu varsa M ye ekran

(screen) konformal denir (Duggal ve Sahin, 2004).

Onerme 4.4.2 (M,g), (M,§) semi-Riemann manifoldunun half lightlike altmani-
foldu olsun. M nin ekran konformal olmasi igin gerek ve yeter sarther X, Y € I'(TM)
icin

C(X,0Y)=0B(X,Y) (4.4.2)

olmasidir (Duggal ve Sahin, 2004).

Hatirlatma 4.4.3 M ekran konformal half lightlike altmanifold olsun. Bu durumda
S(TM) nin lokal screen temel formu C, I'(S(TM)) tizerinde simetriktir yani S(TM)
integrallenebilirdir. Boylece M, Rg x M™* lokal ¢arpim yapisina sahiptir. Burada R,
RadTM ye teget null egri ve M* de S(TM) nin bir lifidir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Teorem 4.4.4 (M, g, P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin ekran konfor-
mal screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O zaman P, M lizerinde
indirgenmis konneksiyona gore paralel ise M ve S(TM), M de tamamen geodeziktir

ve p iley 1-formlar1 sifirdir.

Ispat: P, M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel oldugunu varsayalim.
O zaman Teorem 4.3.20 den p(X) = y(X) =0 idi. Her Y € I'(TM) ig¢in
(4.3.33) ve (4.3.34) ayrigim vardir. (4.3.46) ve (4.3.47) esitliklerinden Y € I'(D)
alinirsa B(X,Y) = D(X,Y) = 0 olur. (4.3.22) ve (4.4.2) esitliklerinden C(X,U) =
@B(X,U) = 0 olur ve buradan B(X,U) = 0 bulunur. (4.3.47) esitliginde Y yerine
V yazilirsa D(X,V) = 0 olur ve (4.3.16) esitliginden B(X,W) = —eD(X,V) =0
elde edilir. (4.3.17) esitliginden ve Teorem 4.3.20 (i) den D(X,U) = D(X,W) =0
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olur. Boylece B = D = 0 ve ekran konformal oldugundan C = 0 olur. Buda iddianin

ispatidir.

Teorem 4.4.5 (M,g,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin ekran konfor-
mal screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. Eger M tamamen um-
bilik ise, 0 zaman M ve S(TM) tamamen geodeziktir.

ispat: M, M nin tamamen umbilik ekran konformal screen semi-invaryant half
lightlike altmanifoldu olsun. O zaman Teorem 4.3.17 den ve (4.4.2) esitliginden

B =C =D = 0 olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.4.6 (M,g,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin ekran konfor-
mal tamamen umbilik screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. Bu
durumda U veya W, M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel ise, o zaman
D ve D' integrallenebilirdir ve M, M, x M* lokal carpim yapisina sahiptir. Burada
M* ve M, sirasiyla D ve D nin lifidir.

Ispat: M, M nin tamamen umbilik ekran konformal screen semi-invaryant half
lightlike altmanifoldu olsun. Teorem 4.4.5 ten M ve S(TM) tamamen geodezik
oldugundan (4.3.57) esitligindeki tim terimler ve (4.3.58) esitligindeki p(Z)
digindaki tiim terimleri sifirdir. S(7M) tamamen geodezik ve U paralel oldugu kul-
lanilirsa, Teorem 4.3.20 (iii) den w(AyX) = eC(X,W) = p(X) = 0 elde edilir.

Eger W paralel ise, Teorem 4.3.20 (iv) den p(X) = 0 olur. Boylece D ve D+
M iizerinde integrallenebilen ve paralel distribiisyonlardir.

(4.1.13), (4.3.16), (4.3.21) ve (4.4.2) esitlikleri kullanilirsa her X € I'(TM),
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V erl(Dy)veU€TI(D,)igin

h(X,U) = B(X,UN+D(X,UL=—C(X,V)N—C(X,W)L
— —@B(X,V)N—e@B(X,W)L
= B(X,V)N+¢D(X,V)L=@h(X,V)
olur ve
h(X,U—@V) =0 (4.4.3)
bulunur.
{U,V}, I'(PRadTM & Pltr(TM)) nin bir baz1 oldugundan

pw=U—¢V,0=U+o¢V (4.4.4)

alimrsa {t, v} de I'(PRadTM & Pltr(TM)) nin ortogonal bir baz1 olur.
R(u) = Sp{u} olsun. Bu durumda (4.3.1) ayrisgmindan S(u) = Dy L

Sp{v,W}, S(TM) nin ortogonal tamamlayan vektor alt demetidir ve

S(TM)=R(u) LS(u) (4.4.5)

olur.

Teorem 4.4.7 (M,g,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin S(TM~) dis-
tribiisyonu paralel olacak sekilde ekran konformal screen semi-invaryant half light-
like altmanifoldu olsun. O zaman u indirgenmis konneksiyona gore paralel olmasi
icin gerek ve yeter sart M nin ekran homotetik olmasi, 7 ile ¥ 1-formlarn sifir ol-

masidir.
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Ispat: M, M altin semi-Riemann manifoldunun ekran konformal screen semi-
invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. Ay = (pAz, P nin lineer olugu, (4.3.14)
ve (4.3.20) esitlikleri kullanilirsa her X € I'(TM) i¢in

Vxp = VxU-—-oVxV —X[o]V
= —PANX+T(X)U+pX)W — @(—PALX — t(X)V — ey (X)W) — X [o]V

= (XU +(t(X) =X [0]))V + (p (X) +e@y (X)) W (4.4.6)
olur. ¢ indirgenmis konneksiyona gore paralel oldugu icin
T(X)U + (97(X) =X [0])V + (p (X) + €@y (X)) W =0 (4.4.7)
dir. Bu esitligi sirasiyla U, V ve W ile garpilirsa 7(X) = 0 ve

0t(X) —X[o] = (p (X) +eoy (X)) =0 (4.4.8)

bulunur. Buradan X [@] = 0 ve buradan @ = ¢ yani M nin ekran homotetiktir. Eger
S(TM™) paralel ise Teorem 4.3.25 den p (X) = g(A;X,N) = 0 bulunur. Buradan

Y (X) = 0 bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.4.8 (M,g,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin S(TM~) dis-
tribiisyonu paralel olacak sekilde ekran konformal screen semi-invaryant half light-
like altmanifoldu olsun. Eger u indirgenmis konneksiyona gore paralel ise, o zaman
M, Rg X Ry X M ! Jokal carpim yapisina sahiptir. Burada Rz RadTM ye teget null
egri, Ry R(1) ye teget non-null geodezik ve M’ de S (i) nin bir lifidir. Ayrica M
ekran homotetiktir.

Ispat: u indirgenmis konneksiyona gore paralel olsun. (4.4.5) ve (4.4.6)
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esitliklerinden X € I'(S(u)) ve Y € I'(Dy) i¢in

g(VxY.u) = g(Vx¥.p)=—g(¥,Vxu) = —g(¥,Vxu) =0,

g(Vxv, ) = g(Vxv,p) = —g(v,Vxp) =X [0] - 27(X), (4.4.9)
g(VxW,u) = g(VxW,p) = —g(W,Vxp) = —g(W,Vxpt) = —p (X) — e@y (X)
dir. Boylece Teorem 4.4.7 den (4.4.9) esitligindeki tiim terimler sifirlanir ve S (@)

paralel ve integrallenebilen distribiisyondur. Hatirlatma 4.4.3 ten ispat tamamlanmig

olur.

G(u) =Dy L Sp{&,v,W} esitligi goz oniine alinirsa (4.1.1) ve (4.4.5)
esitliklerinden

TM=R(u) LG(un) (4.4.10)

olarak yazilabilir.

Teorem 4.4.9 (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin S(TM~) dis-
triblisyonu paralel olacak sekilde ekran konformal screen semi-invaryant half light-
like altmanifoldu olsun. Eger u indirgenmis konneksiyona gore paralel ise, o za-
man M, L, x M” lokal ¢arpim yapisina sahiptir. Burada L, R (1) ye teget non-null
geodezikler ve M’ de G (1) nin bir lifidir. Ayrica M ekran homotetiktir.

Ispat: p indirgenmis konneksiyona gore paralel olsun. (4.4.6) ve (4.4.10)
esitliklerinden X € I'(G (1)) ve Y € I'(Dy) igin

g(Vx¥u) = g(Vx¥,u) = —g(¥,Vxu) = —g(¥,Vxu) =0,

g(Vx&,u) = g(Vx& 1) =—g(§ Vxut) = —B(X,u) =0,

g(Vxv, ) = g(Vxv,u) = —g(v,Vxt) = X [9] —207(X),  (44.11)
g(VxW,u) = g(VxW,u) = —g(W,Vxu) = —p (X) — ey (X)
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dir. Boylece Teorem 4.4.7 den (4.4.11) esitligindeki tiim terimler sifirlanir ve G (1)

paralel ve integrallenebilen distribiisyondur.

Teorem 4.4.10 (M = M ,(c,) x M,(c,),8,P) lokal alun ¢arpim uzay formu ve M,
M nin ekran konformal screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu olsun. O

zaman ¢, = (¢ + 1)c, dir.
Ispat: (4.1.30) ve (4.3.42) esitlikleri kullanilirsa her X ,Y,Z € I'(TM) igin

SRX.Y)Z,E) = <—““”2)‘g"’c">{g<ﬁnz>u<x>—g(ﬁsz>u<Y>}

L0096, 12y Zyu(x) - 2(X.2)u())

= (VxB)(Y,Z)— (VyB)(X,Z)+B(Y,Z)t(X) (4.4.12)

+(—

~B(X,Z)t(Y) +D(Y,Z)y(X) ~ D(X.Z)y(¥)

bulunur. (2.3.6), (4.1.31), (4.1.34) ve (4.4.2) esitliklerinden

“‘@%‘"’“}){g(y, 02)n(X)— §(X,02)n(Y)

+8(PY,QZ)v(X) — §(PX,QZ)v(Y)}
(

gR(X,Y)QZN) = (-

(1‘1’)?*‘?’% W{&(PY,0Z)n(X) (4.4.13)

—&(PX,0Z)n(Y) +§(Y,0Z)v(X) — §(X,0Z)v(Y )}

+_
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ve

&(

X

(X,Y)QZ,N)

g(R(X,Y)QZ,N)+e{D(X,0Z)p(Y) —D(Y,QZ)p(X)}
(VxC)(Y,02) — (VyC) (X, 02)
+C(X,0Z)t(Y)—C(Y,0Z2)t(X)

+e{D(X,0Z)p(Y) - D(Y,0Z)p(X)}
XC(Y,0Z)—C(VxY,0Z)—C(Y,Vx0Z)
—-YC(X,0Z)+C(VyX,0Z)+C(X,VyQZ)
+C(X,0Z2)t(Y)—C(Y,0Z)t(X)

+e{D(X,0Z)p(Y) —D(Y,QZ)p(X)}

X(9B(Y,0Z)) — B(VxY,QZ) — @B(Y,VxQZ) (4.4.14)
—Y(9B(X,07)) + ¢B(VyX,0Z) + ¢B(X,Vy0Z)
+9B(X,0Z)t(Y) — 9B(Y,0Z)7(X)
+e{D(X,0Z)p(Y) - D(Y,0Z)p(X)}

o((VxB)(Y,0Z) — (VyB)(X,0Z)) + ¢B(X,0Z)7(Y)
—0B(Y,0Z)7(X) +X [¢] B(Y,QZ) —Y [¢] B(X,0Z)

+e{D(X,0Z)p(Y) —D(Y,0Z)p(X)}
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elde edilir. Boylece (4.4.12), (4.4.13) ve (4.4.14) esitliklerinden

<—“‘1’2)%¢Cq>{cpg<ﬁn 02)u(X) — 93(PX. QZ)u(¥)

~E(.02)n(X) + 3(X.0Z)n(Y) - Z(PY.0Z)(X) + &(PX.0Z)(Y))
U006, ( gy, 02)u(x) — 03(x.0Z)ulY) 4415

~&(PY.02)0(X) + &(PX.0Z)n(¥) ~ &(Y, 0Z)v(X) + &(X,0Z)v(Y)}
— [ X[g] + 207(X)]B(Y.02) + [¥ [¢] - 20%(¥)] B(X. 02)

—[oy(Y)+ep(Y)|D(X,0Z) + [oy(X) +ep(X)]| D(Y, 0Z)

+(~

bulunur. Bu esitlikte QZ yerine u yazilirsa ve (4.4.3) esitligi kullanilirsa

(_W) {—ouX)NY)+ou¥)nX)+vX)n¥)—v¥)N(X)} =0

elde edilir. Bu esitlikte X =V, Y = & alinirsa

(1- ¢)Cp+¢cq

(-2

olur. Buradan ¢, = (¢ + 1)c, oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.4.11 M = M,(c,) x My(c,),&,P), ¢, # (¢ + 1)c, lokal altn carpim uzay
formunun ekran konformal bir screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldu yok-

tur.
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5. ALTIN SEMIi-RIEMANN MANIFOLDLARIN LIGHTLIiKE
ALTMANIFOLDLARI

5.1 r-Lightlike Altmanifoldlar
Tamm 5.1.1 (M,g), g > 1 indeksli (m + n)—boyutlu semi-Riemann manifoldu ve

(M,g), (M, §) nin m—boyutlu bir altmanifoldu olsun. Bu durumda p € M igin
Rad : p € M — RadT pM

doniiglimii, M iizerinde ranki r > 0 olacak sekilde diferensiyellenebilir bir dis-
tribiisyon tanimliyorsa M ye r—lightlike altmanifold denir (Duggal ve Bejancu,

1996).

M nin boyutu, ek boyutu ve RadTM nin rankina gore dort farkli durum
ortaya ¢ikar ve bu ozelliklerine gore lightlike altmanifoldlar asagidaki sekilde de
isimlendirilir;

1. Durum : Eger 0 < r < min{m,n} ise M ye r—lightlike,

2. Durum : Eger r =n <m, S (TM*) = {0} ise M ye coisotropic altmani-
fold,

3. Durum : Eger r =m < n, S(TM) = {0} ise M ye isotropic altmanifold,

4. Durum : Eger r=m=n, S(TM) = {0} = S (TM™) ise M ye tamamen
lightlike altmanifold (Duggal ve Bejancu, 1996).

Birinci durum olan r—lightlike altmanifoldlarin geometrik yapisini incele-
mek yeterli olacaktir. Ciinkii diger durumlar r—lightlike altmanifoldlarin 6zel du-

rumlaridir.

Tamim 5.1.2 (M, §), (m+n)—boyutlu semi-Riemann manifold ve (M, g), (M, §) nin
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m—boyutlu bir lightlike altmanifoldu olsun. RadTM nin TM de tiimleyeni olan

S(TM) uzayma M nin ekran distribiisyonu denir.

Boylece
TM = RadTM L S(TM) (5.1.1)

ayrisimina sahip oluruz. Buradan altmanifoldun tanjant demetine ortogonal olan
TM*+ = UT,M*

ile tanmlanirsa M lightlike oldugu icin TM*, TM |y de TM ye tamamlayan
degildir. Ciinkii RadTM = TM NTM~* ve M iizerinde ranki r > 0 olan bir dis-
tribiisyondur. TM* de RadTM ye ortogonal tamamlayan bir vektor demetini
S (TML) ile tanimlayalim. Onerme 2.1.9 dikkate alimirsa § metrigi S (TML)

iizerinde non-dejenere oldugundan, 7M~' demeti
TM* = RadTM 1 S(TM™) (5.1.2)

ortogonal direkt toplam seklinde yazilabilir. Burada S (TM L) vektor demetine M
altmanifoldunun transversal ekran distribiisyonu denir. Buradan S(7M) demeti

TM |y demetinin non-dejenere altvektor demeti oldugundan
TMjy =S(TM) L S(TM)* (5.1.3)

ortogonal direkt ayrigimi elde edilir. Burada S (TM™) demeti, TM |y de S(TM)
demetine ortogonal tamamlayan vektor demetidir. Ayrica S (TM L) demeti, S(TM)*

in altvektor demeti ve her ikisi de non-dejenere oldugundan

S(TM)* = S(TM*) L S(TM*)* (5.1.4)
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yazilabilir. Bundan sonra bir r—lightlike altmanifoldu (M,g,S(TM),S (TM*)) ile

gosterecegiz. Ayrica bu boliimde kullanilacak indisler
i,j,... €{1,...r},o,B,... € {r+1,...,n}
seklindedir.

Teorem 5.1.3 (Duggal ve Bejancu, 1996) (M,g,S(TM),S(TM™)), (M,g) semi-
Riemann manifoldunun bir r—lightlike altmanifoldu olsun. Bu altmanifoldun bir
koordinat komsulugu U ve {&;,...,&,} de I'(RadTM);) uzaymin bir bazi oldugunu

varsayalim. Bu durumda, M iizerinde
§(Ni,§j) = &;j, &§(Ni;Nj) =0 (5.1.5)

olacak sekilde baz1 {Ny,...,N,} olan S(TM*)* demetinde RadTM ye komplemant
olan bir vektor demeti vardir. Bu vektor demetine M nin lightlike transversal vektor

demeti denir ve ltr (TM) ile gosterilir.

Simdi
tr(TM) = ltr (TM) L S(TM™) (5.1.6)

vektor demetini goz oniine alalim. 7 (TM) ye M nin transversal demeti denir. Buna

gore

TMy = TM&tr(TM) = {RadTM &1r(TM)} L S(TM)

= {RadTM & ltr (TM)} L S(TM) L S(TM™*) (5.1.7)

olarak yazilabilir.
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{Wiir,.. Wi} ve {Ly41,..., Ly} sirastyla S(TM) ve S(TM*) nin ortonor-
mal bir bazi olmak iizere M boyunca M manifoldu iizerindeki lokal quasi-ortonormal

catisi

{517"'7%)’71\]17 "')Nr7WF+17 -‘-7Wm7Lr+17-~aLn}

dir.

(M, ), (m + n)—boyutlu semi-Riemann manifold ve
(M,g,S(TM),S (TM*)), (M,§) nin m—boyutlu bir lightlike altmanifoldu olsun. v,
M de Levi-Civita konneksiyonu ve Q : I'(TM) — I'(S(TM)) projektif doniisiimii
olsun. M ve S(TM) igin Gauss ve Weingarten formiilleri her X,Y € I'(TM) igin

Vx¥ = VxV+ Y (X Y)N+ Y b (X.Y)Lg, (5.1.8)
i=1 a=r+1
6}(]\’1' = —ANiX—I—ZTij(X)Nj—i- Z pia(X)La, (5.1.9)
Jj=1 a=r+1
VLo = —ArX+Y vai(X)Ni+ Y 06p(X)Lg, (5.1.10)
i=1 B=r+1
VxQY = VyQY+Y hi(X,0Y)&, (5.1.11)
i=1
Vx& = —ALX - Y Tu(X)E;, (5.1.12)
j=1

dir. Burada V ve V*, sirasiyla, M ve S(TM) iizerine indirgenmis lineer konneksiy-
onlar, U koordinat komgulugunda A ve h,, sirastyla, M altmanifoldunun yerel light-
like ikinci temel formlari ve yerel ekran ikinci temel formlari, 47 S(TM) tizerinde
yerel ekran ikinci temel formlar1 olarak adlandirilirlar. Ayrica Ay, A’éi vrAr,, TM

lizerinde lineer operatorler ve 7;;, Pia, Yai V€ Oqp M lizerinde 1-formlardir.
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Teorem 5.1.4 (M,g,S(TM),S (TM™)) bir lightlike altmanifoldun yerel lightlike ik-
inci temel formlart S(TM), S (TM™) ve ltr(TM) vektor demetlerine bagh degildir

(Duggal ve Bejancu, 1996).

V bir metrik konneksiyon oldugundan her X,Y € I'(TM) igin (5.1.8)-
(5.1.12) arasi esitliklerden

g(AZiX,Y) = hf(X,Y)+Zhﬁ(X,é,-)nj(Y),g(A’éiX,Nj):O, (5113)
=1

S(ALX.Y) = ey (X.Y)+Y wai(X)mi(Y), (5.1.14)
i=1

g(ALX,N) = &€apia(X), &Cas = —€xOpa; (5.1.15)

g(AN,.X,QY) = hl*(X,QY),nj(ANlX)—f-n[(ANJX):0 (5.1.16)

bulunur. Burada her i € {1,...,r} i¢in
n:(X) = g(X,N;),VX € [(TM) (5.1.17)

ile tanimlanir ve £y = §(Lg,Ly) = £1, Ly nin isaretidir.

(5.1.13) esitliginde Y yerine sirasiyla &; ve &; yazilirsa,
h(X, &) +h(X,&) =0, hi(X,&) =0 (5.1.18)
elde edilir. Ayrica (5.1.13) esitliginde Y = &; ve Y = & alinursa,
hi(&,&) =0 (5.1.19)
bulunur. Diger taraftan, (5.1.14) esitliginde ¥ yerine &; yazilirsa

hy (X, &) = —€aWai(X),VX € T'(TM) (5.1.20)
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olur. Boylece (5.1.8), (5.1.12) ve (5.1.20) esitliklerinden

Vx&i=—ALX = Y ti(X)&+ Y (X 60N — Y eaVai(X)La  (5.121)
j=1 j=1 o=r+1

dir.

Tamm 5.1.5 (M, §), (m + n)—boyutlu  semi-Riemann  manifold ve
(M,g,S(TM),S(TM*)), (M,g) nin m—boyutlu bir lightlike altmanifoldu ol-
sun. Eger her X € ['(TM) ve her i icin Vx& € I'(TM) ise M ye bir irrasyonel
lightlike altmanifold denir (Kupeli, 1996).

M, M nin r—lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda yukaridaki tanimi
Hi(X, &) =0, hy (X, &) = —€aWei(X) =0 (5.1.22)
ile de ifade edebiliriz.

Tamm 5.1.6 (M, 3), (m 4+ n)—boyutlu  semi-Riemann  manifold ve
(M,g,S(TM),S(TM*)), (M,g) nin m—boyutlu bir lightlike altmanifoldu ol-
sun. Her X,Y € I'(TM) i¢in

h(X,Y)=Hg(X.,Y) (5.1.23)

olacak sekilde (T M) tizerinde H diferensiyellenebilir fonksiyonu varsa M ye tama-
men umbilik lightlike altmanifold denir (Duggal ve Jin, 2003). Eger H = 0 ise M

altmanifolduna tamamen geodezik denir.

M, M nin lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda yukaridaki tanim gore

M nin tamamen umbilik olmast igin gerek ve yeter sart her X,Y € I'(TM) i¢in

hg(X7Y):Aig(X7Y)7th(X7Y>:thg(XaY) (5.1.24)
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olacak sekilde herhangi bir U koordinat komgulugunda A; ve B, diferensiyellenebilir

fonksiyonlarinin olmasidir (Duggal ve Jin, 2003).

Tamm 5.1.7 (M, §), (m + n)—boyutlu  semi-Riemann  manifold ve
(M,g,S(TM),S(TM*)), (M,g) nin m—boyutlu bir lightlike altmanifoldu ol-
sun. Her X,Y € I'(TM) i¢in

hi (X,0Y) = 7g(X,Y) (5.1.25)

olacak sekilde herhangi bir U C M koordinat komsulugunda ¥; diferensiyellenebilir
fonksiyonu varsa S(TM) ekran distribiisyonuna tamamen umbiliktir. Eger her
i€{l,...,r}icin % = 0 ise S(TM) ekran distribiisyonuna tamamen geodezik denir

(Duggal ve Bejancu, 1996).

Onerme 5.1.8 (M,3), (m + n)—boyutlu semi-Riemann manifold ve
(M,g,S(TM),S (TM*)), (M,g) nin m—boyutlu bir lightlike altmanifoldu ol-
sun. R, R ve R* sirasiyla V, V ve V* 1n egrilik tensorii olsun. M ve S(TM) igin
Gauss ve Codazzi denklemleri her X,Y,Z,W € I'(TM) igin

ZR(X,Y)Z,0W) = g(R(X,Y)Z,QW)

LY {RL(X, 28 (Y, OW) — KLY, Z) (X,0W)} (5.126)
i=1

=

+ Y eaf{hy (X, Z2)B5(Y,QW) — hiy (Y, Z) ki, (X, QW) },
oa=r+1

gR(X.Y)Z,&) = (Vxh)(Y,Z)— (Vyh})(X,Z)

{(hh(Y,Z)1;i(X) — hi(X,Z)T3(Y)} (5.1.27)
1

+

r
j=

Ly [H00,2)Yas) (X 2) W)}
a=r+
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SRXY)Z L) = (Vi) (V,Z)— (Vyhl)(X.2)
YR X, 2)pa(X) — KV, Zpia(X)} (5.128)
i=1

+Bf (¥, 2) 0 (X) — (X, Z) 0 (V).
=r+1

X

(X,Y)Z,N;) = gR(X,Y)Z,N;)

r

&(

+ Y {NS(X. Z)mi(An,Y) — WY, Z)mi(An,X)} (5.1.29)

j=1

Ly o (B X.2)palY) BV, 2)pralX) )
oa=r+

gR(X,Y)QZ,N;) = (Vxhi)(Y,0Z) —(Vyh;)(X,0Z) +

Zl{hj(x,Qz)r,-j(Y)—hj.(Y,Qz)q-j(X)} (5.1.30)
]:
dir (Duggal ve Bejancu, 1996).

5.2 Altin Semi-Riemann Manifoldlarin Semi-Invaryant Lightlike
Altmanifoldlar
Tamm 5.2.1 (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldu (M, g) de M nin lightlike alt-

manifoldu olsun. Eger :

i) P(TM) = TM ise M ye invaryant lightlike altmanifoldu,

ii) PRadTM C S(TM), Pltr(TM C S(TM) and PS(TM*) C S(TM) ise M
ye semi-invaryant lightlike altmanifoldu,

iii) PRadTM C Itr(TM) ise M ye radikal anti-invaryant lightlike altmani-

foldu denir.

(M,§,P), (m + n)—boyutlu altn semi-Riemann manifoldu ve
(

(M,g,S(TM),(S(TM*)), M nin semi-invaryant lightlike altmanifoldu olsun.
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Eger
Dy = PRadTM,D, = Pitr(TM),D; = PS(TM™)

olarak alinirsa

S(TM) = Dy L{D, ® D>} LD

olur. Boylece asagidaki ayrisimlara sahip oluruz

TM = DyL{D,®D,}1D31RadTM,

~
<
I

Eger
D = Dyl RadTM 1 PRadTM

ve

D+ =D, 1D;

olarak alinirsa (5.2.2) ve (5.2.3) esitlikleri agsagidaki gibi olur

T™M = D&D',

™™ = {D&D}our(TM)LS(TM").

Onerme 5.2.2 D distribiisyonu P ye gére invaryant distribiisyondur.

Dy L{D) & Dy} D3 L {RadTM & ltr(TM)} LS(TM").

(5.2.1)

(5.2.2)

(5.2.3)

(5.2.4)

(5.2.5)

(5.2.6)

(5.2.7)

Ispat: Her X € I'(Dy), & € I'(RadTM), N; € T'(itr(TM)) ve Lo, € T'(S(TM™))

g(PX,&) = g(X,P&)=0
g(PX,N;) = g(X,PN;)=0

g(PX,Ly) = g(X,PLy)=0
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dir. Boylece PX in RadTM, Itr(TM) ve S(TM~) de bilesenleri yoktur. Ayrica her
X e F(D()), U; F(Dz), Vie F(D]) ve Wy € F(D3) icin

g(PX.U) = g(X,PU;)=g(X,P’N;) = g(X,PN;)+g(X,N;) =0
g(ISX,V,-) — g(X,PW) :g(Xapzéi) :g(X>Péi)+g(X>éi) =0

g(ﬁX,Wa) — g(X7PW(X>:g(XapZLOC):g(XapLa)+g<X7La):0

olur. Su halde PX in Dy, D; ve D3 iin distribiisyonuna ait bilesenleri yoktur. Béylece

Dy distribiisyonu P invaryanttir. Boylece ispat tamamlanmus olur.
Sonug 5.2.3 D distribiisyonu P ye gore invaryant distribiisyondur.
Herie {l,...r},a e {r+1,...,n}icin U;, V; ve Wy
V; = P, U; = PN;, Wy, = PL,, (5.2.8)

seklinde tanimlanan vektor alanlari olsun. Her i € {1,....,r}, a € {r+1,...,n} igin

Uj, Vi Ve We,
ile tanimlanan 1—formlar olsun. Ayrica her X € I'(TM) i¢in

PX =PX+ Y wi(X)Ni+ Y, wa(X)Lg (5.2.10)
i=1 a=r+1

yazilabilir.

Teorem 5.2.4 (M,g,P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin lightlike alt-

manifoldu olsun. O zaman agagidakiler denktir.
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i) M, P invaryanttir.

ii)Herie {1,...,r}, ¢ € {r+1,...,n} icin u; ve wy 1—formlari, M iizerinde
stfirdir.

iii) P, M iizerinde bir altin yapidir.
Ispat: M nin invaryant olmas: i¢in gerek ve yeter kosul her X € I'(TM) icin PX =
PX olmasidir. O zaman (5.2.10)den heri € {1,...,r}, 0 € {r+1,...,n} icin u;(X) =
we (X) = 0 bulunur. Boylece (1)< (ii) elde edilir.

Herie {1,...,r}, @ € {r+1,...,n} i¢in u; ve wg nin M lizerinde sifirlanmasi

icin gerek ve yeter kosul her X € I'(TM) igin PX = PX olmasidir. O zaman
P’X =P(PX)=P(PX)=PX+X =PX+X

ve
g(PX,Y)=g(PX,Y)=g(X,PY)=g(X,PY)

bulunur. Boylece P, M iizerinde bir altin yapidir ve buradan (ii)<>(iii) elde edilir.

Teorem 5.2.5 (M,§,P) altin semi-Riemann manifoldunun radikal anti-invaryant

lightlike altmanifoldu yoktur.

Ispat: (M,§,P) altin semi-Riemann manifoldu M, M nin radikal anti-invaryant
lightlike altmanifoldu olsun. Radikal anti-invaryant lightlike altmanifold tanimindan

& € I'(RadTM) igin PE; € T (ItrTM) dir. (2.3.6) kullamlirsa
§(P&,PE;) = g(P&.&;)+8(8i¢))
0 = g(P&&)+0

elde ederiz. Boylece her i, j € {1,...,r} i¢in g(P&;, &;) = 0 ve P& ¢ I"(ItrTM) bu-

lunur ki bu bir ¢eligkidir. Buradan ispat tamamlanir.
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Lemma 5.2.6 (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin semi-invaryant

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman her X,Y € I'(TM)

P’X =PX+X-Y ui(X)U, Z Wa (X)W, (5.2.11)
i=1 o=r+1
ui(PX) = ui(X),wa(PX) = wg(X), (5.2.12)
PV; =Vi+&,u;(Vi) =wa(Vi) =0, (5.2.13)
PU; = Ui, ui(U;) = 1,wa(U;) =0, (5-2.14)
PWy = Wy, ui(We) = 0,we(Wp) = €845, (5.2.15)
g(PX,Y) —g(X,PY) Z{u, mi(X) —ui(X)mi(¥)}, (5.2.16)

S(PX.PY) = g(PX.¥)+g(X.7)+ Y (w(X)m(Y) — s (¥)m:(PX)

i=1
—u;(X)n;(PY)} Z gawa(X)wa(Y) (5.2.17)
a=r+1
dir.

ispat: (5.2.10) esitliginin her iki tarafina P uygulanip (2.3.1) ve (5.2.8) esitlikleri

kullanilirsa
P2X + Z u;(PX)N; + z W (PX)Lg
1—1 oc r+1

XX+ Y walX)Wa

i=1 a=r+1
r n
=PX+ YuiX)Ni+ ¥ wa(X)La+X
i=1 o=r+1

elde edilir. Bu esitligin teget, lightlike transversal ve ekran transversal bilesenleri
alinirsa (5.2.11) ve (5.2.12) esitlikleri elde edilir. (5.2.10) esitliginde X yerine V;
yazilirsa

PV, = PV+Zuj U+ Z wa(Vi)Le (5.2.18)
j=1 a=r+1
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olur ve diger taraftan (2.3.1) esitliginden
PV, = P& = PG+ &= Vi+&; (5.2.19)

bulunur. (5.2.18) ve (5.2.19) esitlikleri karsilastirilirilarak elde edilen esitligin teget,
lightlike transversal ve ekran transversal bilesenleri alinirsa (5.2.13) esitligi elde
edilir. Benzer iglemler U; ve W, icin yapilirsa (5.2.14) ve (5.2.15) esitlikleri elde
edilir. Ayrica (2.3.4), (2.3.5) ve (5.2.10) esitliklerinden
r r
g(PX.Y) +;Mi(X)ni(Y) =g(X,PY) +l_;ui(y)7’li(x),
ve

r

g(PX,PY)+ Z X)ni(PY) +ui(Y)Ni(PX)) + €awa (X)wa (Y)

- g(PX,m+gui<x>m<y>+g<x,y>

bulunur. Son iki egitlikten sirasiyla (5.2.16) ve (5.2.17) esitlikleri elde edilir.

Lemma 5.2.7 (M, g, P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin semi-invaryant

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman her X,Y € I'(TM) igin

(VxP)Y Zu, JANX 4+ Y, wa(Y)ALX
a=r+1
+Y RX U+ Y (X, Y)W, (5.2.20)
i=1 a=r+1
(Vxu;)Y = —hi(X,PY) — Zrﬂ ¥) = Y WuiX)wa(Y), (5.2.21)
a=r+1
(Vxwg)Y = —hS,(X,PY) — Zp,a Z opa(X)wp(Y), (5222
=r+1
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n

r r
VxVi=—PALX — erﬁ(x)vj + Zlh§(x,5i)Uj — azﬂsa%ﬁ(x)wa,
= = =

VxU; = PAN,X+ZTU WU, + Z Pia(X)We,
j=1 o=r+1

VXWa_—PALaX—i—Zl//m YU; + Z O (X)Wp,

i=1 B=r+1
WAX, Vi) = =KX, V), k5 (X, Vi) = —eahl(X, Wa),
WX, U) = —hi(X,V), k5 (X, Up) = —eah (X, Wa),
eghiy(X, Wa) = —&qhly(X,Wp)

dir.
ispat: VP = 0 oldugundan her X,Y € I'(TM) igin

VyPY = PVyY

(5.2.23)

(5.2.24)

(5.2.25)

(5.2.26)
(5.2.27)

(5.2.28)

(5.2.29)

olur. Bu esitlikte (5.1.8), (5.1.9), (5.1.10), (5.2.8) ve (5.2.10) esitlikleri kullanilirsa

VXPY+ZthPYN+ Z h(X,PY) La+ZX ui(Y))N; +

i=1 o=r+1 i=1

i‘{ui(Y)(—ANiX—i- Y i (X)N;+ Z pia(X)Lg) + Z X (wa(Y))Le

Jj=1 oa=r+1 a=r+1

+ Z wa (Y ALaX+ZI//a, INi+ Y 0up(X)Lp)
i=1

a=r+1 ﬁ7r+1

= PVXY—|-Zu, (VxY)N;i+ Z wa (VxY) La+2h’ (X,Y)U;
i=1 o=r+l =

+ Z B,(X,Y )Wy
a=r+1
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bulunur. Bu esitligin teget, lightlike transversal ve ekran transversal bilesenleri
alinirsa (5.2.20), (5.2.21) ve (5.2.22) esitlikleri elde edilir. Benzer sekilde, (5.2.29)
esitlifinde Y yerine &; , N; ve Ly yazilirsa elde esitligin teget, lightlike transversal

ve ekran transversal bilesenleri alinirsa (5.2.23)-(5.2.28) arasi esitlikleri elde edilir.

Ornek 5.2.8 (R3,8) bir (—,+,—,—,+,+,+,+,+) isaretli semi-Oklidyen
uzay ve (x,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8,X9), ]Rg in standart koordinat sistemi olsun.
Eger P(x1,x2,X3,X4,X5,X6,X7,%8,%9) = ((1 — @)x1,9x2,0x3,Px4, (1 — ¢)xs,(1 —
¢)x6, 9x7,(1 — ¢)x3,Px9) olarak tammlanirsa P? = P+ dir ve P, R iizerinde bir

altin yapidir. M nin

Xy = \/>(Pl‘1—\/>l‘2+ (2\[¢)t3,x2:\/§t1+\/§¢t2+ (Z\C(P)(Pt%

X3 = ll+¢t2—4{2<bwt3+ls+\ﬁl6, X4:l1+¢t2—4(2¢_'_¢>t3 ts—ﬁ%,
X5 = \@(Pfl V21, — (Z\fq))B’ X6 = —t4+16,

X7 = Qly—1t7, X3 = —1l4—lg, X9 = Pty + 17

ile verilen bir M altmanifoldunu géz Oniine alalim. Burada #;, 1 < i <7 ler reel

parametrelerdir. Bu durumda

) ) ) ) )

U, = —\f2£1+\f2¢;+¢5m+¢ai—fzais,

U = o Vi VI 050~ Va0,

Uy = —826+¢£7—aig+¢axg,

Us = o U= Vi Vi e oLy S
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olmak iizere TM = Sp{U,,U,,U3,U4,Us,Us, U7} dir. Bu durumda kolayca goriiliir
ki U; bir dejenere vektordiir. & = U, olarak alinirsa RadTM = Sp{§} ve S(TM)
= Sp{U,U3,U4,Us,Us, U7} dir. Boylece M, 9—boyutlu bir 1—lightlike altmani-
folddur. Bu durumda

r(TM) = Sp{N = — -~ (\ﬂpal N A a4 f¢ax5 }

(2+¢) ox %) a)C3

veE

d d d

d
L . _ _
S(TM )_Sp{L_¢ax6 +ax7 +¢ax8 +ax9}

olarak elde edilir. Ayrica
PE=U,, PN=U3, PL=U,
oldugundan

Dy = Sp{Us,Us,U;}, D1 = Sp{U>},

Dy = Sp{Us}, D3 = Sp{Ua}
olarak yazilir. Bu durumda M, M nin bir semi-invaryant lightlike altmanifoldudur.

Ornek 5.2.9 (R}°,3) bir (+,—, —, —,+,+,+, —,+, +) isaretli semi-Oklidyen uzay
ve (X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8,X9,X]10), R}to in standart koordinat sistemi olsun. Eger

P(x1,x2,x3,X4,%5,X6,X7,X3,%9,X10) = (9x1,Px2,9x3, (1 — ¢)xa, (1 — @)x5, Px6, (1 —

¢)x7, x3, Px9, x10) olarak tanimlanirsa P? = P+ 1 dir ve P, R}? iizerinde bir altin
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yapidir. M altmanifoldu

¢ ¢
X1 = Hh4+0H+ ———=<13, X =1 COSty+ @1 COSly — ————13COS1y,
1 1+ 0t 22t gy 2T heosh ¢ty costy 20+ 9)3%H
: . () : 1
X3 = HhSsinty+ Qfrsinty — ———13SINly, X4 = Ot —fh + ——13,
DT SR Pt T gyt = b 5 )
o1 —t A o1 t te+V217 +1
Xs = — ) — ———13, X6 = QI5, X7 =15, X3 = ,
5 1—h 2(2+¢)3 6 5, X7 =15, X§ =g 7118
Xo = V2+1+V2t5, x10 =161

ile verilsin. Burada #;, 1 <i < 8 ler reel parametrelerdir. Bu durumda TM =

Sp{Ul > Uz, U3, U4, Us7 U(), U7, Ug} elde edilir. Burada

Uu = iJrcost4 +smt4i+¢a +¢=—,
oxi ox; 0x3 0x4 oxs
U, = ¢E;))Cl+¢cost4£2+¢sint4ax3—ai—£j
U; = 2(21_i_¢)(q)aam—¢cost4aax2—¢sint4;x3+ai—ai7
Uy = mm2(2%m<smug;+cosug;> ‘Paxﬁaa,w
Us = ;XSJr\/i;ngr(.bi)lo,UF\@aa +aag +\fﬁ axalo

olur. Bu durumda kolayca goriiliir ki U; bir dejenere vektordiir. & = U; olarak
alimrsa RadTM = Sp{&} ve S(TM) = Sp{U,,Us,Us,Us,Us,U7,Ug} dir. Bu du-

rumda

1

) )
ltr(TM):Sp{N:—2(2+¢)( 8x1+COSt4a —i—s1nt4a +¢ax4 (baxS)}

ve

d
L — — —
S(TM*) =Sp{L= 5 - ax7}
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olarak bulunur. Béylece M, 10—boyutlu bir 1—lightlike altmanifoldudur. Ayrica
PE =U,, PN =U;, PL="Us
oldugundan

Dy = span{Us,UsU7,Us}, D\ = span{U,},

D, = span{Us}, D3 = span{Us}
olarak yazilir. Bu durumda M, M nin bir semi-invaryant lightlike altmanifoldudur.

Teorem 5.2.10 (M, g, P) altn semi-Riemann manifoldu ve M, M nin semi-invaryant
lightlike altmanifoldu olsun. O zaman Dy distribiisyonunun M {izerinde integral-
lenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart her X,Y € I'(Dy) ve her j € {1,...,r},
Be{r+1,..,n}igin

Ri(PX,PY) = h;(Y,PX)+h;(Y,X),
L(p D L (P 1

W.(PX,PY) = hi(PX,Y)+R(X,Y),
hg(PX,PY) = hy(PX,Y)+hp(X,Y),

Ri(PX,Y) = h;(Y,PX)
olmasidir.

Ispat: Dy distribiisyonu invaryant oldugundan X € I"(Dy) i¢in PX € I'(Dy) dir. O
zaman Dy distribiisyonunun M iizerinde integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter
sart her X,Y € I'(Dy), U; € I'(Dy), V; € I'(D>), Wg € I'(D3) ve her j € {1,...,r},
Be{r+1,...n} icin

ui([PX,Y]) =v;([PX,Y]) =wg([PX,Y])=n,;([PX,Y])=0
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olmasidir. Bu durumda (5.1.8) ve (5.1.11) esitlikleri kullanilirsa

ui([PX,Y]) = g([PX.Y] PN;)=g(VpyY — VyPX,PN))
= &(VpxY,PN;)—&(VyPX,PN))
= §(VpyY,PN;) — g(VyPX,N;) — §(VyX,N;)

= Ri(PX,PY)—h;(Y,PX)—h;(Y,X),

vi([PX.Y]) = g([PX,Y] PE))=g(VpxY — VyPX, PE))
= §(VxPY.§)) —§(VyPX, PE))
= §(VxPY, &) —§(VyPX.&;) — §(VyX,&))

= R(PX,PY)— (Y, PX)—h(Y,X),

wg([PX,Y]) = g([PX,Y],PLg)=g(VpcY —VyPX, PLp)
= g(VxPY,Lg)—§(VyPX, PLp)
= g(VxPY,Lg)—§(VyPX,Lg) —§(VyX,Lg)

= hy(PX,PY)—hy(Y,PX) —h5(Y,X),
g([PX.Y],N)) = g(VpxY —VyPX,Nj) =§(VpxY.N;) —&(VyPX,N))
= Ri(PX,Y)—h;(Y,PX)
bulunur. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 5.2.11 (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin semi-invaryant

lightlike altmanifoldu olsun. Eger Dy distribiisyonu M {izerinde integrallenebilir
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ise, 0 zaman Dy distribiisyonunun lifi iizerine indirgenen (1, 1)—tensor alani altin
yapidir.
spat: M, M nin semi-invaryant lightlike altmanifoldu M’, Dy 1 lifi olsun. O
zaman her p € M’ i¢in T,M' = (Dy), dir. Her X € I'(Dy) ve her i € {1,...,r},
o€ {r+1,...,n} icin (5.2.9) esitliginden u;(X) = wq(X) = 0 dir. Boylece (5.2.10)
esitliginden PX = PX olur.

P’ ile tammlanan M’ iizerinde (1,1)—tensor alam olsun. Dy distribiisyonu

P-invaryant oldugu icin P’ = P, og dir. (2.3.1) esitliginden
P’X =P’X=PX=PX+X =PX+X =PX+X.
olup P', Dy distribiisyonun lifi iizerinde bir altin yapidir.

Teorem 5.2.12 (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin semi-invaryant
lightlike altmanifoldu olsun. P, M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel

ise, 0 zaman her X,Y € I'(TM) ve Z € I'(S(TM)) i¢in

1

S X DY)+ Y Eahity(X, Z)walY)
=1 a=rtl (5.2.30)
+YRXY)vi(Z)+ L h(X.Y)we(Z) =0,

r

i o=r+1

HX,Y) = =YX Vou(Y)— Y, eahfy(X,Viwa(Y), (5.2.31)
j=1 o=r+1

he(X,Y) = =Y W (X, Wo)ui(Y)— Y, eshy(X,Wa)wp(Y), (5.2.32)
i=1 B=r+1

h;(X,U,) = hfx(X,Ui) = T]l‘(ANjX) = p,'a(X) =0 (5233)

dir.
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Ispat: P, M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel olsun. Bu durumda
(5.2.20) esitligi Z € I'(S(TM)) vektor alant ile i¢ carpimu alinirsa

¥ (¥)g(AnX.2) + iﬂwo,(Y)g(ALax,a
j= o=r

r n
+21h§<X,Y)g<U,-,Z>+ zlhmx,Y)g(Wa,Z) =0
i= a=r+

olur. Buradan (5.2.30) esitligi bulunur. Benzer sekilde (5.2.20) esitligi V; ve Wy,
vektor alanlari ile i¢ ¢carpimi alinirsa buradan (5.2.31) ve (5.2.32) esitligi elde edilir.
Ayrica (5.2.20) esitligi U ile i¢ carpimi alinirsa

Zu]( )g(An, X, U)+azr+1w"‘( )8(AL X, Ui)

+,Zlh?,(X,Y)g(Uj,Ui)+ Y R(X,V)g(Wasl) =0
=

a=r+1
olur ve buradan
Zh* (X,U)u;(Y) + Z eaht, (X, Uj)we(Y) =0
j=1 oa=r+1
bulunur. Bu esitlikte sirastyla Y = U; ve Y = Wy yazilirsa b} (X, U;) = hg, (X, U;) =0

olur. Benzer sekilde (5.2.20) esitligi NV; vektor alani ile i¢ ¢arpimu alinirsa

r n
Y uj(Y)g(AnX,Ni)+ X wa(Y)g(AL,X,N;)
= a=rt1

r n
+Zlh§(X,Y)g(U,-,N,-)+ Y lh‘&(X,Y)g(Wa,Ni) -0
J= o=r—+

olur ve buradan
P
Z Y)ni(An,X) + Z Eawo(Y)Pia(X) =0
j=1 a=r+1
bulunur. Bu esitlikte sirasiyla Y = U; ve Y = Wy, yazilirsa 1;(An,X) = pia(X) =0

bulunur ve ispat tamamlanir.
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Sonug 5.2.13 (M, g, P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin semi-invaryant
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda P, M {izerinde indirgenmis konneksiyona

gore paralel ise, o zaman M irrasyoneldir.

Ispat: Kabul edelim ki P, M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel olsun.
(5.2.32) esitliginde Y = §; yazilirsa A, (X, &) = —€qWqi(X) = 0 olur. Bu ise M nin

irrasyonel olmas1 demektir.

Teorem 5.2.14 (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin semi-invaryant

lightlike altmanifoldu olsun. O zaman her X € I'(TM) asagidakiler vardur.

1) V; vektor alam1 M lizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel ise o

zaman T;;(X) = h(X,U;) =0 ve

a=r+1

AgX = _ZIL‘J(A%X)UJJF Y walALX)We, (5.2.34)
J:
hi(X,

n(X, &) = Vi), (X, Wo) = —Wai(X) (5.2.35)

dir.
ii) U; vektor alan1 M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel ise o
zaman ki (X,U;) =0 ve

r n
AvX = Y uj(ANX)Uj+ Y. wa(ANX)We, (5.2.36)
Jj=1 a=r+1

Tl'j(X) = Mj(AN,.X) = hl* (X,Vj), Pia (X) = WOC(AN,-X) = 805]’!:-( (X,Wa) (5237)
dir.

iii) W, vektor alan1 M iizerinde indirgenmis konneksiyona gore paralel ise o

zaman pi(X) = hi,(X,U;) =0 ve
AL X =Y ui(AL,X)Ui+ ). wg(ALX)Wg, (5.2.38)
i=1 B=r+1
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Wai(X) = (AL X) = eahly (X, Vi), Oop(X) = wp (AL, X) = €4, (X, Wp) (5.2.39)

dir.

Ayrica {V;,U;, Wy} vektor alanlarmin hepsi M iizerinde indirgenmis kon-
neksiyona gore paralel ise o zaman S(TM), M de tamamen geodezik ve 7;;(X) =
Pio(X) =0 dir.

Ispat: V; vektor alan1 M iizerinde indirgenmis konneksiyona gére paralel olsun. Bu

durumda her X € I'(TM) igin (5.2.23) esitliginden

—PALX + zu,( XN+ z W (A: X)Ly
& a=r+1 &
r (5.2.40)
~ ¥ TilX )V,-+ Zhj<X,€i) i— ¥ &aVuX)Wy =0
Jj=1 J=1 o=r+1

bulunur. (5.2.40) esitligine P uygulanirsa ve (2.3.1), (5.2.8) ve (5.2.10) esitlikleri

kullanilirsa

,
—PA%X Az ’L'ji(X)Vj—l— Zluj(AziX)Uj
]:

+ Zhl (X, él)U + Z Wo (A gx)Wa_ Y EaVai(X)Wq
a=rtl o=rtl (5.2.41)
—jgl’fﬁ( )8 — Zuj( X)N; + Zh (X, &)N;

- i Wa (A% & X)Lo — Z gallfaz( )Lo

a=r+1 ' a=r+1

bulunur. (5.2.41) esitliginden (5.2.40) esitligi ¢cikartilirsa

_A;gx+zu,< XU+ % waAXWa— £ 5(X)E,

o= r+1
- uj(AgiX)Nj"i’ Zhj( 751')Nj_ Z W(x( )Loc_ )y gallf(xi(X)Loc =0
j=1 =1 a=rt1 a=rtl
(5.2.42)

olur ve (5.2.42) esitliginin teget, lightlike transversal ve ekran transversal bilesenleri
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alinirsa

ALX = Y ui( ALX)Uj+ Y wa(ALX) Zrﬂ )&,

J=1 a=r+1
Hi(X.&) = WX, V), Yai(X) = —hi(X,We)

bulunur. Buradan 7;;(X) = O bulunur. Ayrica (5.2.34) esitligi U; ile carpilirsa
hﬁ (X,U;) = 0 olur. Boylece (i) elde edilir. Benzer sekilde (ii) ve (iii) de elde
edilebilir.

{Vi,U;,Wy} vektor alanlarimin hepsi M iizerinde indirgenmis konneksiyona
gore paralel olsun. (5.2.36) esitliginden

AnX = Zuj (AvX)U; + Z wo (AnX)We
j=1 a=r+1

idi. (i) den 7;;(X) = A{(X,U;) = 0 idi. (5.2.27) esitliginden
h(X,U)) = —hi(X,Vi) = —g(An,X, Vi) = ui(An,X) =0

olur. Buradan u;(Ay;X) = 0 bulunur. Benzer sekilde (iii) den p;q (X ) = hg, (X, U;) =0
olup (5.2.27) esitliginden

hix(XvUi) = —sah?(X,Wa) = _8ag(ANiXaWa) = _Wa(ANiX) =0

olur. Buradan wy(Ayn;X) = O bulunur. Boylece Ay; = 0 olur yani M tamamen

geodezik olur. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 5.2.15 (M, g, P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin semi-invaryant
lightlike altmanifoldu olsun. O zaman P ve V; vektor alam1 M iizerinde indirgenmis
konneksiyona goére paralel ise S(TM) M de tamamen geodeziktir ve 7;;(X) =

Pia(X) =0 dur.
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Ispat: P ve V; vektor alan1 M iizerinde paralel oldugunu varsayalim. Bu durumda
(52.20) esitliginde ¥ = U, almirsa AyX = — ¥ h(X,U)U;— ¥ hy(X,U;)Wa
olur. Teorem 5.2.12 ve Teorem 5.2.14 (i) del;ll Pia(X) = ha&:,rlzl) = 7;;(X) =
hi(X,U;) = 0 idi. Buradan her X € I'(TM) igin Ay;X = 0 yani C = 0 bulunur ve

ispat tamamlanmaisg olur.

Teorem 5.2.16 (M, g, P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin semi-invaryant
lightlike altmanifoldu olsun. O zaman M nin tamamen geodezik olmasi i¢in gerek

ve yeter sart her X € I'(TM), U; € I' (D) ve Wy € I'(D3) igin

(VxP)Y = 0, (5.2.43)
(VxP)U; = AnX, (5.2.44)
(VxP)Wy = ApX (5.2.45)

olmasidir.

Ispat: M nin tamamen geodezik oldugunu varsayalim. Her Y € I'(D) ve her i €
{1,..,r},ae{r+1,...n}icin u;(Y) = we(Y) = 0 olur ve (5.2.20) esitliginde Y €
I'(D) alinirsa (VxP)Y = 0 bulunur. (5.2.20) esitliginde Y = U; almirsa (VxP)U; =
AN X olur. Benzer sekilde (5.2.20) esitliginde Y yerine Wy, yazilirsa (VxP)Wy =
Ar, X elde edilir.

Tersine, (5.2.43), (5.2.44) ve (5.2.45) esitliklerinin oldugunu varsayalim.

r n
Y € ['(TM) igin (5.2.6) ayrigimi kullanilirsa Y =Yy + ¥ f;U;+ Y ggWp olacak
J=1 B=r+1
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bicimde Y; € I'(D), f; ve gp fonksiyonlari vardir. Buradan Y € I'(TM) igin

R(X,Y) = hi(X, Y+ Zf,U + Z gsWp)
J=1 B=r+1

= (XY, +Zf,h’XU & Z gphi(X,Wp)
= B=r+1

ve

B(X,Y) = B,(X,Y+ Zf,U + Z gsWp)
B=r+1

= (XY +Zf]hs (X,U;)+ Z gphy (X, Wp)
J=1 B=r+1

yazilabilir. (5.2.20) esitliginde Y yerine Y; alinirsa ve (5.2.43) esitligi kullanilirsa

Zhl X, Y)Ui+ Z (X, Y)W = — Zu, Ya)AnX — Z wa(Ya)AL,X
i=1 a=r+1 i=1 a=r+1

bulunur. Bu esitligi, sirasiyla, V; ve Wy ile i¢ carpimi alunirsa hf (X,Yy) =
1, (X,Y;) = 0 bulunur. (5.2.20) esitliginde Y yerine U; yazilirsa ve (5.2.44) esitligi
kullanilirsa

ZthU Uj+ Z hy (X, U)We =0
Jj= a=r+1

bulunur. Bu esitlik, sirasiyla, V; ve Wy, ile garpilirsa hg. (X,U;) = h},(X,U;) =0 elde
edilir. Benzer sekilde (5.2.20) esitliginde Y yerine Wy yazilirsa ve (5.2.45) esitligi
kullanilirsa

Zh’xwﬁ Wi + Z hy (X, Wg)We =0
i= o=r+1

bu esitlik, sirasiyla, V; ve Wy ile carpilirsa h}(X,Wp) = hi (X,Wg) = 0 bulunur.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 5.2.17 (M, g, P) altin semi-Riemann manifoldu ve M, M nin semi-invaryant
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda P, M {izerinde indirgenmis konneksiyona
gore paralel ise, o zaman D ve D integrallenebilirdir ve M, M* x M’ lokal ¢arpim

yapisina sahiptir. Burada M* ve M . sirastyla, D ve D nin lifidir.

Ispat: P, M iizerinde indirgenmis konneksiyona gére paralel olsun. M iizerinde
indirgenmis konneksiyona gore, sirasiyla, D ve D" nin paralel olmasi icin gerek ve

yeter kosul her X € I'(D), Y € I'(Dy) ve Z € I’ (D) igin

g(Vx&,V;) = g(VxVi,V;) =g(VxY,V;) =0,

g(VX§i7WOt) - g(VX‘/hWOC):g(VXY)WOC):O
ve

g(VzUi,N;) = g(VzU,U;) =g(VzU;,Y) =0,

g(VZWOHNi) = g(VZWOhUi):g(VXWOhY):O

olmasidir. (2.3.5), (5.1.8), (5.1.21) esitlikleri ve V nin metrik konneksiyon olusu
kullanilirsa X € I'(D) ve Y € I'(Dy) igin

g(Vx&i.V)) = —hi(X,V)), 8(Vx&i,Wa) = —hi(X, Wa),
g(VxVi,Vy) = hi(X, Vi) +h5(X,&),
g(VxVi,We) = —hi(X,Wy) — wai(X), (5.2.46)

g(VxY, Vi) = hi(X,PY), g(VxY,Wy) = xh, (X, PY)

olur. (2.3.5), (5.1.8), (5.1.9), (5.1.11), (5.1.15) esitlikleri ve V nin metrik konnek-
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siyon olugu kullanilirsa Z € I (D) ve Y € I'(Dy) igin

g(VZUlaNj> = hj(zaUl)’ g<VZU17Y):_hl*(Z7PY)7
g(VzUi,Uj) = hj(Z, Ui) —|-T],'(AN_/.Z),
g(VZWa, = h?(z,Wa) _gapl'a(z)7 (5247)

U;)
g(VZWOh]Vi) - _8ahfx(za Ui)9 g(VZWOHY) == —h&(Z,PY)

bulunur.

(5.2.31) esitliginde, swrastyla, ¥ = V; ve Y = Wy, alinirsa her X € I'(TM)
icin hl(X,V;) = hl(X, W) = 0 elde edilir. (5.2.31) esitliginde ¥ yerine ; almnirsa
hi(X,E;) = 0 bulunur. Sonug 5.2.13 ten We;(X) = 0 idi. Dy invaryant olup
Y € I'(Dy) igin PY € I'(Dp) olur. (5.2.31) ve (5.2.32) esitliklerinde Y € I"(Dy)
yerine PY yazilirsa hi(X,PY) = hi,(X,PY) = 0 bulunur. Ayrica Teorem 5.2.12 den
X € [(TM) igin k%, (X,U;) = k(X U;) = mi(An,X) = pia(X) = 0 olur. (5.2.27)
esitliginden e4h!(Z,Wy) = —h},(Z,U;) = 0 bulunur. (5.2.30) esitliginde X, ¥, Z
yerine, sirastyla, Z € I'(D), U, PY € I'(Dy) yazilirsa ve h,(Z,U;) = 0 olusu kul-

lanilirsa &} (Z, PY') = 0 olur. Boylece ispat tamamlanur.

Onerme 5.2.18 (M, ) semi-Riemann manifoldu ve (M, g,S(TM)) de M nin irrasy-

onel lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda her i i¢in
§R(X,Y)Z,&) =0 (5.2.48)
dir (Jin ve Lee, 2015).

Teorem 5.2.19 (M = M,(c,) x M,(c,),&,P) alun uzay formu ve M, M nin irrasy-

onel semi-invaryant lightlike altmanifoldu olsun. O zaman ¢, = ¢, = 0 dur.
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Ispat: (M,g,S(TM)) M nin irrasyonel semi-invaryant lightlike altmanifoldu olsun.

Onerme 5.2.18 den her i igin
Z(R(X,Y)Z,&)=0

idi. Bu durumda (2.3.6) esitliginden

SRXY)ZE) = <“‘¢2)fg‘l’c‘f>{g<ﬁnz>ui<x>g(ﬁx,zm(m
+(—W4”+m){g(y,z)ui(x) (5.2.49)

—&(X, Z)ui(Y)}

olur. (5.2.49) esitliginde, sirasiyla, X =U;, Y =&, Z=U;ve X =U;, Y =V,, Z=U;

yazilirsa
- (1—‘12\6/%—‘7’% =0 (5.2.50)

ve
(—WH(_W) _0 (5.2.51)

elde edilir. Boylece (5.2.50) ve (5.2.51) esitliklerinden ¢, = ¢, = 0 bulunur. Buradan

ispat tamamlanmais olur.

Sonug 5.2.20 (M = M,(c,) x My(c,),&,P), cp,cqy # 0 olmak iizere lokal altin

carpim uzay formunun irrasyonel semi-invaryant lightlike altmanifoldu yoktur.

Teorem 5.2.21 (M, g, P) alun semi-Riemann manifoldu ve M, M nin tamamen um-

bilik semi-invaryant lightlike altmanifoldu olsun. O zaman M tamamen geodeziktir.

Ispat: (M,g,S(TM)) de M nin tamamen umbilik semi-invaryant lightlike altmani-
foldu olsun. O zaman (5.2.26) esitliginde her X € I'(TM) i¢in

hy (X, Vi) = —eahi(X, Wa)
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olup M nin tamamen umbilik olusu kullanilirsa
Bag(X,V) = —eaAig(X, We) (5.2.52)

bulunur. (5.2.52) esitliginde Y yerine, sirastyla, U; ve Wy, yazilirsa her i ve o igin

A; = By = 0 bulunur. Boylece hf = hy, = 0 olup ispat tamamlanur.

Teorem 5.2.22 (M = M, (c,) x M,(c,),&,P) lokal altn ¢arpim uzay formu ve M,
M nin semi-invaryant lightlike altmanifoldu olsun. Eger M tamamen umbilik ise

cp =cqg=0dir.

Ispat: M nin tamamen umbilik oldugunu varsayalim. Her X,Y,Z € I"(TM) igin
(5.1.27) esitliginden

gRX.YZ,E) = (Vxh)(Y.Z)— (Vyh})(X,Z)

Y Y. Z)5(X) — (X, Z) (1)}
j=1

Y {2 a(X) — B (X Z) (V) ),

o=r+1

idi. Boylece Teorem 5.2.21 den

Z(R(X,Y)Z,&)=0 (5.2.53)

olur. Ayrica (5.2.49), (5.2.50), (5.2.51) ve (5.2.53) esitliklerinden ¢, = ¢, = 0 bu-
lunur ve ispat tamamlanmig olur.

{Ei1,....En,&1,...,&}, T,M nin quasi-orthonormal ¢atis1 olmak iizere M nin
indirgenmis Ricci tipi tensorii R(?) her X,Y,Z € I'(TM) igin

=Y ag(R(Ex.X)Y,Ex) + Z R(&;,X)Y,N;) (5.2.54)
k=1
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dir. Burada & = g(Ex,Ex) = £1, {El,....,En} T'(S(TM)) nin ortonormal bazi,
{&1,..,&} ve {N1,...,N, } sirasiyla I'(RadTM) ve I' (Itr(TM)) nin ortonormal bazi
ve her i,j € {1,...,r} icin §(&;,N;j) = §;; dir. Genelde bir lightlike altmanifoldu
R(2) Ricci tensorii simetrik degildir. M lightlike altmanifoldunun indirgenmis Ricci

tipi tensorii R(02)

simetrik ise indirgenmis Ricci tensor olarak adlandirilir ve Ric ile
gosterilir.

(M = My(cp) x My(c,), &, P) alun uzay formu ve M, M nin semi-invaryant
lightlike altmanifoldu olsun. O zaman
(1—=¢)cp—9cq

2V5
= X 0u () + ((P) - DE(PX.Y)
i=
(L=9)cp+0cq
4
p
Z(P)g(X,Y) =Y mi(X)u;(Y)}

i=1

RO (xy) = (- Hm+r—=2)g(X,Y)

+(— W (m+r—2)g(PX,Y)

o
N

~

(RL(X,Y )i (ex ex) — hi(ew, Y )i (X er))  (5.2.55)

+
™=

~
Il
—_

+
(ngE
M= -

(hfx (elﬂek)hfx(X? Y) - hfx(Xa ek)hfx(ekv Y))

~
Il
IS
L\:
il

J

—

=
"~

—

X, Y)ni(An;&) — H5(&.Y))mi(An, X))

—_

+
T~

(he (X, Y)Pia(Gi) — e (G0 Y ) Pia (X))

+
.M\
(ngE

0
Q
I
1
+
-
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olur ve (5.2.55) esitliginden

(0,2) _ p(02) _ vy (I=9¢)cp—¢cy w (X Wi (V) — 1 (Y s
RI(XY) —=RTZV(Y,X) = i;{( W ) (wi(X)vi(Y) — ui(Y)vi(X))
““”)j’*‘i’%wxmiw)—ui<Y>ni<X>>

Z ek, Yek) hl(ek,Y)h;-k(X,ek))
i=1

(hl (&, X)Mi(An,Y) — H5(&, Y )ni(An, X))

_.I_

+
s |

k

lv

Z Z hs éla onc(Y) (5256)

i=lo=r+1

—h (8, Y)pia(X))-

~ <
\\M‘*l

bulunur. Boylece (5.2.56) esitliginden Teorem 5.2.23 elde edilir.

Teorem 5.2.23 (M = M,(c)) x My(c,),&,P) alun uzay formu ve (M,g,S(TM))
de M tamamen umbilik semi-invaryant lightlike altmanifoldu olsun. O zaman

indirgenmis Ricci tipi tensorii R(*?) simetriktir.

Ispat: Teorem 5.2.22 ve (5.2.56) esitliginden ispat agiktir.
(M,§) semi-Riemann manifoldu ve (M,g,S(TM)) de M nin lightlike alt-
manifoldu olsun. Eger her X,Y € I'(TM) vei € {1,...,r} igin

R:(X,QY) = @;hl(X,Y),VX,Y € [(TM),i € {1,...,r} (5.2.57)

olacak sekilde sifirdan farkli @; diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 varsa M ye ekran

(screen) konformal denir.

Teorem 5.2.24 (M, g, P) altun semi-Riemann manifoldu ve (M,g,S(TM)) de M nin

ekran konformal semi-invaryant lightlike altmanifoldu olsun. Eger P, M iizerinde
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indirgenmis konneksiyona gore paralel ise S(TM) M de tamamen geodezikdir ve

Pia(X) =0 dir.

Ispat: P, M iizerinde indirgenmis konneksiyona goére paralel olsun. (5.2.20)

n n
esitliginde ¥ = U; alinirsa Ay, X = — ¥ hé(X,Ui)Uj — Y h(X,U;)Wy bulunur.
j=1 a=rt1

Teorem 5.2.12 den 45, (X,U;) = 0 idi. (5.2.31) esitliginde Y = V; almursa 2} (X,V;)
0 elde edilir. Buradan (5.2.27) ve (5.2.57) esitlikleri kullanilirsa 0 = hf (X,V))

Ohi (X,V;) = —(phﬂ- (X,U;) olur. Boylece Ay; = 0 bulunur ve ispat tamamlanir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde altin semi-Riemann manifoldlarin lightlike hiperyiizeyleri, half
lightlike altmanifoldlar1 ve altmanifoldlar1 incelendi. ilk olarak altin semi-Riemann
manifoldlarin invaryant, screen semi-invaryant ve radikal anti-invaryant lightlike
hiperyiizeyler tanitildi. Altin semi-Riemann manifoldlarin radikal anti-invaryant
lightlike hiperyiizeyinin olmadig1 gosterildi. Ozellikle screen semi-invaryant light-
like hiperyiizeyler calisildi ve screen semi-invaryant lightlike hiperyiizey olacak
sekilde iki Ornek verildi. Burada olusan distribiisyonlarin i¢in bazi geometrik
sonuglar incelendi. Altin uzay formunun lightlike hiperyiizeyinin lokal simetrik
olmasi icin gerek ve yeter sart tamamen geodezik olmasi gerektigi gosterildi.
M lightlike hiperyiizeyinin hangi sartlarda lokal carpim yapisina sahip oldugu
gosterildi. (M = M,(c,) x My(c,),8&,P), cp,cq # 0 olmak iizere lokal altin carpim
uzay formunun screen semi-invaryant lightlike hiperyiizeyi olmadigi gosterildi.
Lokal altin ¢arpim uzay formunun ekran konformal screen semi-invaryant lightlike
hiperyiizeyinin Ricci tensoriiniin simetrik oldugu gosterildi.

Altin semi-Riemann manifoldunun invaryant, screen semi-invaryant ve
radikal anti-invaryant half lightlike altmanifoldlar1 tanitildi. Altin semi-Riemann
manifoldlarin radikal anti-invaruant half lightlike altmanifoldlarinin olmadigi
gosterildi. Screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldlar i¢in bazi geometrik
sonuclar elde edildi. Ayrica screen semi-invaryant half lightlike altmanifold ola-
cak gsekilde iki ornek olusturuldu. Altin semi-Riemann manifoldunun tamamen
umbilik screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldunun tamamen geodezik ve
lokal ¢arpim yapisina sahip oldugu gosterildi. Lokal altin ¢arpim uzay formunun
screen semi-invaryant half lightlike altmanifoldunun Ricci tensoriiniin simetrik ol-
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mas! igin gerek ve yeter sartin T nun kapali olmasi gerektigi gosterildi. M, (M =
M,(cp) x My(cq), &, P) lokal altin garpim uzay formunun screen semi-invaryant half
lightlike altmanifoldu ise ¢, = —(¢ + 1)c, oldugu gosterildi.

Altin semi-Riemann manifoldunun invaryant, semi-invaryant ve radikal
anti-invariant lightlike altmanifoldlar1 tamitildi. Altin semi-Riemann manifold-
larin radikal anti-invaryant lightlike altmanifoldlarinin olmadig1 gosterildi. Semi-
invaryant lightlike altmanifoldlar1 incelendi ve burada olusan distribiisyonlarin in-
tegrallenebilme sartlari incelendi. M altmanifoldunun hangi sartlarda lokal ¢arpim
yapisina sahip oldugu gosterildi. Semi-invaryant lightlike altmanifold olacak sekilde
iki 6rnek verildi. (M = M,(c,) x My(cq),&,P), cp,cq # 0 lokal altin carpim uzay
formunun irrasyonel semi-invaryant lightlike altmanifoldunun olmadig1 gosterildi.

Altin semi-Riemann manifoldunun screen semi-invaryant lightlike altman-
ifoldlar1 c¢aligilabilir. Burada olusan distribiisyonlarin integrallenebilmesi icin
sonuclar bulunabilir. Ricci tensoriiniin simetrik olmasi i¢in sartlar bulunabilir.
Ayrica altin semi-Riemann manifoldunun screen transversal ve screen transversal
anti-invariant lightlike altmanifoldlar incelenebilir. Burada olusan distribiisyonlarin
paralel olmas1 ve integrallenebilmesi i¢in sonuclar elde edilebilir. Ricci tensoriiniin
simetrik olmasi i¢in sartlar arastirilabilir. Altin semi-Riemann manifoldlar iizerinde

farkl1 lightlike altmanifoldlar tanimlanip calisilabilir.
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