ISTANBUL TEKNIK UNIVERSITESI % BILISIM ENSTITUSU

COKDEGISKENLILIGI YUKSELTILMIiS CARPIMLAR GOSTERILIMINDE
YENI BIR DESTEK ISLEVI BELIRLEYIS YONTEMI

DOKTORA TEZI

SUHA TUNA

Hesaplamali Bilim ve Miihendislik Anabilim Dal

Hesaplamali Bilim ve Miihendislik

MART 2017






ISTANBUL TEKNIK UNIVERSITESI % BILISIM ENSTITUSU

COKDEGISKENLILIGI YUKSELTILMIiS CARPIMLAR GOSTERILIMINDE
YENI BIR DESTEK ISLEVI BELIRLEYIS YONTEMI

DOKTORA TEZI

SUHA TUNA
(702102003)

Hesaplamali Bilim ve Miihendislik Anabilim Dal

Hesaplamali Bilim ve Miihendislik

Tez Damsmani: Prof. Dr. Metin DEMIRALP

MART 2017






ITU, Bilisim Enstitiisii’niin 702102003 numarali Doktora Ogrencisi SUHA TUNA, il-
gili yonetmeliklerin belirledigi gerekli tiim sartlar1 yerine getirdikten sonra hazirladig:
“COKDEGISKENLILIGI YUKSELTILMIS CARPIMLAR GOSTERILIMINDE YENI
BiR DESTEK ISLEVI BELIRLEYIS YONTEMI” baslikli tezini asagidaki imzalar1
olan jiiri niinde basari ile sunmusgtur.

Tez Damismani : Prof. Dr. Metin DEMIRALP ...
Istanbul Teknik Universitesi

Jiiri Uyeleri : Prof. Dr. Mevliit TEYMUR ...
Istanbul Teknik Universitesi

Prof. Dr. Ali YAPAR e,
Istanbul Teknik Universitesi

Doc. Dr. Behcet Ugur TOREYIN  ...........ccccoooeveiennn.
Istanbul Teknik Universitesi

Doc. Dr. Tolga Esat OZKURT  ........cccccooovvvennn.
Orta Dogu Teknik Universitesi

Teslim Tarihi : 12 Aralik 2016
Savunma Tarihi : 30 Mart 2017

il






Eda’ya,






ONSOZ

Bilimsel birikimi ve yonlendirimleri ile sav caligmalarimin her asamasinda beni
destekleyen ve iilkemizde 6rnegi pek bulunmayan Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri
Toplulugu’'nu (BBYT) kurup beni bu topluluga katan degerli danigsmanim Prof.
Dr. Metin Demiralp’e cok tesekkiir ederim. Bana giivenerek, bilimin sarp ama
keyifli yolunda yiiriimeye baslamami saglayan hocam Prof. Dr. Baki Baykara’ya
tesekkiirlerimi sunarim. Her kosulda beni destekleyen ve en iyisini yapmam
konusunda siirekli caba veren cok degerli anne, baba ve kardesime en icgten
tesekkiirlerimi sunarim. Hayatimda oldugu icin kendimi ¢ok sansli hissettigim,
giiler yiizii ve destegiyle siirekli yanimda olan ve bu savi adadiim sevgili esim
Eda’ya tesekkiir ederim. Yiiksek lisans ve doktora ¢alismalarim boyunca, bilimsel
paylagimlari esirgemeyen ve dostluklarini daima yanimda hissettigim Yrd. Dog. Dr.
Evrim Korkmaz Ozay ve Yrd. Doc. Dr. Burcu Tunga’ya ayr1 ayr1 cok tesekkiir ederim.
Bana, kariyer projesinde caligma imkani sunan Do¢. Dr. Behget Ugur Toreyin’e
tesekkiirii bir borg¢ bilirim. Son olarak birlikte arastirma yapmaktan son derece keyif
aldigim degerli BBYT iiyelerine tesekkiirlerimi sunarim.

Bu savin bir boliimii 114E200 numarali “Uzaktan Algilama Amaciyla Edinilen
Hiperspektral Goriintiilerin Cevrimigi Ogrenmeye Dayali Sikistirilmasi” adli proje
kapsaminda Tiirkiye Bilimsel ve Teknolojik Arastirma Kurumu, TUBITAK tarafindan
desteklenmistir.

Mart 2017 SUHA TUNA

vii






ICINDEKILER

Sayfa
ONSOZ ....... T o Vi
ICINDEKILER... - - - . X
KISALTMALAR. . Xi
SEMBOLLER..... .. Xiii
CIZELGE LISTESI . XV
SEKIL LISTESI.. - e XVii
OZET ......... N p— e XIX
SUMMARY . «XXxiii
1. GIRIS.... w 1
1.1 SAVIN AMACT «.eeeiiiiiiiiiiiiieeeteeete ettt ettt 4
1.2 Yiiksek Boyutlu Bice GOSIErTIIm. ....cc.cevviriiiiiiiniinieeiienicnieeceecseeeeeeeeens 4
1.3 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar GOsterilimi.........ccccceveerieeveenen. 6
1.4 Tiimlev Denklemler ve Hilbert-Schmidt Tiimlev Islecleri.............c.ccccoevu..... 11
1.4.1 Hilbert-Schmidt gekirdegi ve 1$1€CT ......cceeviiriiiiiiiiiiniiiciieiereceeeee 12
1.4.2 Hermit tiirii olmayan islegler...........ccvvvviiiniiiiniiieniieeeeeeecee e, 14
1.5 Uzbilimcil Sendelenimsizlik Kurami ..........coocoeiiiiiiiiiiniiiniiicicceeee 17
2. ALTKESIMCIL ISLEV VE VERI YAKLASTIRIMI . 23
2.1 Altkesimcil Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi.............. 23
2.2 Ayrik Altkesimcil Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi .... 26
2.3 Sendelenimsizlik Diigtimleri ve CYCG’nde Kullanimi .............ccceevuveenneennee. 32
2.4 Altkesimcil CYCG ile Askinizgecil Gortintii SIK1$trimi........ccceeeeveeeienneen. 36

3. OZUNE-ES TUMLEV iSLECLERIN OZDEGER SORUNLARI iCiN
SAPTIRIM ACILIMLARI....... . 41
Bu1 YONECII .ttt 42
3.1.1 Sifirinci kerteden saptirim bilesenler.........ooceeeeeiienieniinieeneenicnee 47
3.1.2 Birinci kerteden saptirim bilesenleri ...........ccooceeeviiiniiiiniieiniieeeee, 48
3.1.3 Belirtik saptirim 6zyineleyisi olusturumu ............ccceeevveercireenveesieeeennen. 50
3.1.4 Saptirim islevlerinin olaganlagtirimu ...........coceeveeiieniiniinieenienceeee 52
3.1.4.1 Dikgen saptirim olaganlagtirtm ..........ccceeeveeerieeenieenieeeieesiee e 53
3.2 Bir-Ozdiizeyli Cekirdeklerle DOSIUIAYIS.........ccovevevevevereeeceeeeeeeeeeeeeeeeeenen, 56
3.3 Yakinsay1s COZUMIEYISI.....cocverreriieriiiiienieeieeeeseeete et 58
3.4 Sayictl Uygulamalar.........occ.eeviieriiiiniieiiieeeiie et 68
4. IKIDEGISKENLI CYCG’NDE DESTEK ENIYILEYIMI ......coccevvevrverrunnnn. 75
5. UYGULAMALAR..... . 83
6. SONUCLAR.... . . . 89
KAYNAKLAR..... w 93

iX



OZGECMIS




KISALTMALAR

YBBG
HDMR
CYCG
EMPR
YOD
DAS
BEBBYT
G4SMC
TiGO
PSNR
obb

bps
AHD
DHT

: Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilim

: High Dimensional Model Representation

: Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi
: Enhanced Multivariance Products Representation

: Yonel Ortalamali Destekler

: Directionally Averaged Supports

: Bilisim Enstitiisii Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri Toplulugu
: Group for Science and Methods of Computing

: Tepe Im Giiriiltii Oran1

: Peak Signal-to-Noise Ratio

: Ornek bagina bit

: Bit per sample

: Ayrik Haar Doniigiimii

: Discrete Haar Transform

xi






SEMBOLLER

IR

) & My M)

Pine]
=

~

: (x1,x2,...,xy) sirali N-lisi (ing: N-tuple)

: i. destek islevi

¢ i. CYCG yaklagtiran

: i. CYCG nicelik Olceni

: Hilbert-Schmidt Tiimlev Isleci

: Gorevi x bagimsiz degiskeni ile carpmak olan islec
: X islecinin n x n’lik kesilmis dizey gosterilimi

: Gorevi f islevi ile carpmak olan igleg¢

: fi§lecinin n x n’lik kesilmis dizey gosterilimi

: Hilbert uzay1

: Degismez islevin bulundugu uzaya izdiisiim isleci
: By islecinin tiimleyeni

: Birim isle¢

xiil






CIZELGE LISTESI

Cizelge 2.1

Cizelge 2.2 :
Cizelge 2.3 :

Cizelge 2.4 :
Cizelge 2.5 :
Cizelge 2.6 :
Cizelge 2.7 :

Cizelge 2.8 :

Cizelge 3.1 :

Cizelge 3.2 :
Cizelge 3.3 :

Cizelge 5.1 :

Cizelge 5.2 :

Sayfa
Sifirici kerteden yaklagtiranlarla elde edilen bagil yanilgilar. ......... 35
Birinci kerteden yaklastiranlarla elde edilen bagil yanilgilar. ........... 35
Her bir sifirinci kerteden altkesimcil yaklastirim i¢in elde edilen

yanilgilara ait 6l¢iin sapma degerleri. ......coovvevierciiiiienieniieeeeeee, 35
Her bir birinci kerteden altkesimcil yaklastirim i¢in elde edilen

yanilgilara ait 6l¢iin sapma degerleri. .......occvevvieeriiieiniieniie e 36
Degisik kertelerden CYCG yaklastiranlar1 icin TIGO ve bbo

EZETIETI. et 39
4 x 4 x 4 bi¢ciminde boliinmiis uzamda degisik kertelerden CYCG

yaklagtiranlari icin TIGO ve bbo degerleri. ........c.ooovevevevevvvviennne. 39
8 x 8 x 8’lik biciminde boliinmiis uzamda degisik kertelerden

CYCG yaklastiranlar icin TIGO ve bbo degerleri. ............c..cocvnee.... 39

CYCG tabanli yontemler ile bilimcil yazinda agkinizgecil
verilerin kayipli sikistirimi icin kullanilan yontemlerin 0.1 bbo

degeri icin TIGO degerleri Karstlagtirimi. ..............c.covvevevevecueuevenennnsn. 40
K(x,&) = x> + &2 + a cekirdekleri icin é‘jg) degerleri. .................... 72
K(x,&) = (sinx+sin&)? + o cekirdekleri icin éz(;) degerleri.......... 72
[0,1]? dordiilii iizerinde K(x,&) = tanxsin3& + sinxtan3§

cekirdegi icin elde edilen kesin ve degisik kertelerden yaklagik

OZACGETICT. ...eeeiieeiiieeiie ettt ettt ettt e et e et e saaeeseseeens 73
Degisik kesme kertelerinden destek islevleri ve YOD kullanilarak

[0,1]? dordiilii tizerinde bulunan 6y degerleri. .........ccovvrvrvrverrrrnnnn. 85
Degisik kesme kertelerinden destek islevleri ve YOD kullanilarak

[0,0.5]? dordiilii tizerinde bulunan 6y degerleri. ..........c.cc.ccvrverunnne... 85

XV






SEKIL LISTESI

Sekil 2.1

Sekil 2.2

Sekil 2.3

Sekil 2.4

Sekil 2.5

Sekil 2.6

Sekil 3.1

Sekil 3.2

Sekil 3.3

: Degisik bakis acilarindan (x; + xp)

Sayfa
4 islevinin ¢izimi (Al),
sifirinc1 kerteden CYCG yaklastiran1 (Mavi) ve sifirinct kerteden
altkesimcil CYCG yaklagtirant (Yesil).......ccceeeveeeniieeiieeniieeieeeiens 25

: Degisik bakis acilarindan (10sin x%+x%) / (,/l—kx%—f—x%)

islevinin ¢izimi (Al), sifirinci kerteden CYCG yaklagtiran: (Mavi)
ve sifirinci kerteden altkesimcil CYCG yaklastirant (Yesil)............... 26

: f(x1,%2) = sin (x? + %) iglevinin [0, 1]? uzay lizerindeki degisik

altuzaylardaki 1. kerteden Ayrik Altkesimcil CYCG yaklastirimi
(Al) ve islevin kesin degeri (Mavi). ......eeovveeiiieeniieniieeniieeeeeeeeee 30

: f(x1,%2) = sin(x} +€?) iglevinin [0,1]* uzay lizerindeki 1.

kerteden Ayrik Altkesimcil CYCG yaklastirimi. .........cccoecvveevieennennn. 30

: f(x1,x2) = sin(x?+¢2) iglevinin [0,1]> uzayr iizerindeki 1.

kerteden Ayrik Altkesimcil CYCG yaklagtirimi ile o diigtimlerdeki
gercek degerlerin karsilagtirimi..........ooovveeeriiiniiiiniiiiiiee e 31

: f(x1,x) = sin(x?+¢?) iglevinin [0,1]* uzay iizerindeki 1.

kerteden Altkesimcil CYCG yaklastinmi ile o diigiimlerdeki
gercek degerlerin Kargilagtirimi.........oooceevieeiiiniiniiinienicnceeeeeee, 31

: [0, 7]? dordiilii tizerinde K (x, &) = cos (x+ &) cekirdegi icin elde

edilen kesin ve degisik kertelerden yaklasik 6zislevler....................... 70

: [0,1)%> dordiilii iizerinde K(x,&) = exp(x+&) + exp(—x—&)

cekirde8i icin elde edilen kesin ve degisik kertelerden yaklasik
OZISIEVICT. ..ot st 71

: [0,1]? dordiilii iizerinde K (x,&) = tanxsin3& + sinxtan3& gekir-

degi icin elde edilen kesin ve degisik kertelerden yaklasik 6zislevler. 74

Xvil



Xviii



COKDEGISKENLILIGI YUKSELTILMIiS CARPIMLAR GOSTERILIMINDE
YENI BIR DESTEK ISLEVI BELIRLEYIS YONTEMI

OZET

Giinlimiizde yasanan olaylar birden ¢ok degisken ya da degistirgenin (ing: parameter)
birbiri ile etkilesimi aracilifiyla ortaya ¢ikmaktadir. Bu olaylarin anlagilmasi ve
ayrintilarinin dile getirilmesi, ge¢miste yasanmis ya da gelecekte yasanmasi olasi
andiran (benzer) olaylarin ¢oziimleyisinde (ing: analysis) ¢cok onemli bir yer tutar.
Andiran durum, bilimcil sorunlar i¢in de gegerlidir. Sozgelimi, bir dizgenin (ing:
system) evrimi (ing: evolution), bir ortamin sicakliginin artimi ya da azalimu,
insan damar ag1 bicelendirimi (ing: modelling) ve kan akigindaki etkilesimler,
tutumbilim (ing: economy) ve degisik iilke paralar1 arasindaki oranlarin anlik
durumundaki dalgalaniglar gibi olgularin tiimiinde birden ¢ok kavramin birbirinden
bagimli ya da bagimsiz olarak degisimi giindeme gelmektedir. Bu yiizden, goz 6niine
alian sorunlarda ¢okdegiskenliligin anlagilmasi olgusu olduk¢a 6nem kazanmaktadir.
Bilimle ugrasan bireyler (ing: scientists), ele aldiklari sorunlari gézlemleyerek
veri (ing: data) toplarlar ve bu verileri etkin bicimde yansitan ¢oziimciil (ing:
analytic) biceler (ing: models) olusturmaya calisirlar.  Olusturduklar1 bicelerin
dogrulugunu andirimlar (ing: simulations) yardimiyla smarlar. Tiim bu asamalar,
yogun cokdegiskenlilik iceren durumlarda olduk¢a karmasiklasir. Bu yiizden, elde
edilen bigelerin ayrigtirilarak, kolay islenebilir duruma getirilmeleri de en az biceleyis
diizeyinde 6nem kazanmis olur. S6zkonusu bigeler, uzbilim (ing: mathematics) dilinde
cokdegiskenli islev (ing: multivariate function) olarak adlandirilir ve bu tiir islevlerin
ayristirim1 sorunu (ing: problem), yukarida belirtilen nedenlerden otiirii, lizerinde
diisiiniilmesi gereken oldukca dnemli bir olgudur.

Az Once belirtilen amag¢ dogrultusunda, Prof. Dr. Metin Demiralp Onciiliigiindeki
Bilisim Enstitiisii Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri Toplulugu (BEBBYT) tiyelerince bir
takim sayicil yontem (ing: numerical methods) gelistirilmistir. Bu yontemlerden biri,
giiniimiizde tiirlii bilimcil ve 6l¢menlik (ing: engineering) sorunlari icin oldukga etkin
olarak kullanilan Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimidir (CYCG).
CYCG, gecmisi 1990’lara dayanan ve Rus sayitimci (ing: statistician) Sobol’ca
Onesiiriilmiis sayitim (ing: statistics) tabanli bir yontem olan Yiiksek Boyutlu Bice
Gosterilim (YBBG) yonteminin bir 6zelsizlestirimidir (ing: generalization). CYCG ile
bir ¢cokdegiskenli islevi kendisinden daha az sayida degisken iceren iglevler tiiriinden
yazmak olanakli olmaktadir. Bu da bilimcil yazinda (ing: scientific literature)
“ayristinnm ~ sOzciigliyle belirtilen kavramdan bagka bir sey degildir. Yukarida
sozii edilen “az sayida degisken iceren islevler” kavrami ile belirtilmek istenen
ise, CYCG bilesenleri ve tekdegiskenli destek islevleridir. Tekdegiskenli destek
islevleri, ilgili CYCG ayristiriminin olusturumunda yer alan onemli 6geler olmakla
birlikte CYCG’nin YBBG’ye gore daha esnek bir yontem olarak diisiiniilebilmesine
de olanak saglar. Bir ¢okdegiskenli islevin CYCG aciliminin gergeklestirilebilmesi
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icin, ilgili islevin, iizerinde calisilan cokboyutlu dikgen uzamin (ing: orthogonal
geometry) iizerinde ¢oziimciil (ing: analytic) olmasi gerekir. Bunun yanisira, ilgili
kosulu saglayan ¢okdegiskenli islevlerin CYCG agilimlari (ayristirimlart) sonlu sayida
terimin Ustiiste toplanimindan olusmaktadir. Elde edilen acilimin belli sayida terimi
alinip, geriye kalanlar gozardi edildiginde ilgili ¢6ziimciil ¢okdegiskenli isleve bir
yaklastirim gerceklestirilmis olur. Bu yaklastirimin etkinligini etkileyen bir¢cok neden
olmakla birlikte, bunlardan en 6nemlisi, CYCG yaklastirnminda kullanilan destek
islevleridir. Destek iglevlerinin uygun se¢imiyle, géz Oniine alinan cokdegiskenli
isleve etkin CYCG yaklastirirmlar: tiretmek olanaklidir. Bu baglamda, adi gecen
destek islevlerinin, en etkin CYCG yaklastirnmimi verecek sekilde eniyilenisi (ing:
optimization) biiyiilk 6nem tagir.  Savda, bu olgu ele alinmig ve aragtirrmlar
baglaminda, CYCG’nde destek islevi eniyileyisi i¢in etkin bir yontem elde edilmigtir.
Bu yontemin gelistirimi, aslinda, sav arastirnmlarinin baglangicinda gézlemlenen
bir olguya dayanmaktadir. Bu olgu, CYCG ayristirimi icin iizerinde calisilan
uzamin kiiciiltiimiiniin CYCG yaklastirnmlarinin niteligine olumlu yonde katki vermesi
durumudur. Boylelikle, bir cokdegiskenli isleve, lizerinde tanimli oldugu ¢okboyutlu
uzay lizerinde CYCG yaklastirim1 yapmak yerine, bu uzay1 ayni sayida boyut iceren
altuzaylara ayirip ilgili isleve her bir altuzayda CYCG yaklastirrmi1 uygulama yontemi
benimsenmistir. Elde edilen yeni yonteme Altkesimcil (ing: piecewise) CYCG
denilmis ve bu yontem ile yapilan yaklastirrmlarin, CYCG kullanilarak elde edilen
yaklagtirimlara gore daha etkin oldugu sayicil uygulamalar ve askinizgecil goriintii
(ing: hyperspectral imagery) verileri iizerinde gerceklestirilen uygulayislar araciliiyla
gosterilmigtir.  Altkesimeil CYCG yardimiyla agkinizgecil goriintiiler icin 6zgiin bir
kayiplh sikistirrm (ing: lossy compression) uzisi (ing: algorithm) bilimcil yazina
kazandirilmig ve umut verici tepe-im-giiriiltii oran1 (ing: peak-signal-to-noise ratio)
degerleri elde edilmistir. Daha dar uzamlarda, etkinliinin arttirildigi gosterilen
CYCG’nde kullanilan destek islevlerinin eniyileyisi i¢in saptirim (ing: perturbation)
tabanli bir yontem gelistirimi olgusu 6ne ¢ikmigtir. Bunun nedeni, icerisinde kiiciik
degerli degistirgeler iceren sorunlarin, saptirim acilimlar1 kurami (ing: perturbation
expansions theory) yardimiyla etkin bi¢imde coziilebilmeleri olgusudur. Destek
islevlerinin eniyileyimi sirasinda eslesik (ing: coupled) bicimde olan Fredholm tiirii
timlev (ing: integral) denklemler ile karsilasilmaktadir. Bu eslesik denklemler, savda
“Uzamcil Ayristirnm” adi verilen yontem ile ayrisik (ing: uncoupled) ve her bir
denklem, Oziine-es (ing: self-adjoint) ve tikiz (ing: compact) bir Hilbert-Schmidt
tiimlev islecinin (ing: integral operator) izgecil sorunu (ing: spectral problem) olarak
karsimiza ¢ikmistir. Bu izgecil sorunlarin her birinin en baskin 6zdegerine kargilik
gelen ozislevlerin (ing: eigenfunction) ise, aslinda, aranilan eniyilenmis tekdegiskenli
destek iglevlerinden bagka bir sey olmadiklar1 agikca gosterilmistir. Bu baglamda,
savda gelistirilen saptirrm tabanli yontem, Oziine-es ve tikiz Hilbert-Schmidt tiimlev
isleglerinin en baskin ozikililerini (ing: eigenpairs) bulmak igin gelistirilmis bir
yontemdir. Bu yoOntem araciligiyla, ilgili tiimlev islecin en baskin 6zdeger ve
eslik eden oOziglevlerine birer sonsuz saptirrm toplamdizisi (ing: series) karsilik
getirilmigtir.  Bu toplamdiziler, saptirrm degistirgesinin {sliilerini igeren sonsuz
sayida terimden olusmaktadir. Bu terimlerin tiimiinii birden kullanmak olanakli
olmadigindan, ilgili toplamdizide kesme yapilarak, dzdeger ve ozisleve yaklastirim
yapimi olanakli duruma gelmis olur. Savin amaci dogrultusunda 6zislev kavrami
one ciktifindan, ozislev icin gelistirilen toplamdizinin yakinsaklig1 irdelenmis ve ilgili
toplamdizinin karmasik uzayda bos olmayan bir teker (ing: disc) icerisinde yakinsadigi
gosterilmigtir. Elde edilen kuramcil (ing: theoretical) bulgular sayicil uygulamalar
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araciligiyla desteklenmistir. Boylelikle, savda, Oziine-es ve tikiz Hilbert-Schmidt
tiimlev isleclerinin izgecil sorununun ¢oziimii amaciyla saptirrm tabanli oldukca
etkin ve Ozgiin bir yontem gelistirilmigtir. ~ Gelistirilen saptirrm tabanli yontem
kullanilarak, bir ¢oziimciil ikidegiskenli islevin CYCG acilim i¢in destek islevi
tiretimi olanakli duruma gelmistir. Elde edilen eniyilenmis destek islevleriyle, degisik
tirden ikidegiskenli iglevler i¢cin CYCG yaklastirimlar: gergeklestirilmis ve bulunan
sonuclar eniyileyis yapilmadan kullanilan destek iglevleri yardimiyla gergeklestirilen
CYCG yaklagtinmlariyla karsilastirilmistir. Bu sonuclara gore, ilgili toplamdizilerin
yakinsaklik tekerleri icerisinde kalindik¢a, eniyilenmis desteklerin, diger desteklere
gore daha etkin CYCG yaklastirimi sagladiklart gézlemlenmigtir. Boylelikle savin
amac1 olan CYCG’nin etkinliginin arttirrmi ve bu baglamda ele alinan destek islevi
eniyileyisi olgusuna ulagilmistir.
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A NEW SUPPORT FUNCTION DETERMINATION METHOD IN
ENHANCED MULTIVARIANCE PRODUCTS REPRESENTATION

SUMMARY

The real problems which are encountered within the daily life events arise via the
interaction of many variables or parameters. The explanation and the elaboration of
these events scientifically play an important role in the analysis of the past and the
future events. The same situation is valid, of course, for scientific and engineering
problems. For instance, the evolution of a system, increment or decrement of heat
level in a medium, the dynamics occuring in human blood flow reactions and the
money trends in economics depend on many entities varying dependently to the
some of the other ones or changing independently. Thus, the multivariate analysis
becomes important in order to understand the considered issues. Scientists gather
data by observing the problem they are dealing with and then, labor to construct
novel analytical models representing the problem under consideration efficiently.
Then, they verify their models via simulations. All these processes may be hard
to tackle with according to the multivariance and the non-linearity level of the
problem to be dealt with. To this end, the simplification of these analytical
models via decomposition techniques becomes crucial at least as modelling for the
relevant problem. Abovementioned models are named as multivariate functions in
mathematical sense and the decomposition problem of these functions stands as an
important problem which should be analyzed carefully.

In order to overcome the abovementioned problem, a set of numerical methods have
been developed by Group for Science and Methods of Computing (G4SMC) located at
Istanbul Technical University, Informatics Institute and being led by Prof. Dr. Metin
Demiralp. One of these methods is Enhanced Multivariance Products Representation
(EMPR). EMPR is a useful and easy-to-implement tool and utilized efficiently for the
analysis of scientific and engineering problems of many varieties. EMPR stands as
a generalization of a well-known statistics based method High Dimensionel Model
Representation (HDMR) whose development history goes to 1990s and conjectured
by the Russian statistician Sobol. It is possible to represent an analytic multivariate
function in terms of the functions having less independent variables. The entities which
is desired to be expressed by the word “functions having less independent variables”
are the EMPR components and univariate support functions. EMPR expansion of
an analytic multivariate function is constructed with the help of these elements. In
particular, the univariate support functions are important determining agents for the
EMPR expansion under consideration, and enable flexibility to EMPR in comparison
with HDMR. Thus, the choice of the univariate support function set stands as one
of the importatnt issues in an EMPR expansion. In order to be able to obtain
an EMPR expansion of a multivariate function, the function under consideration
should be analytic over the multidimensional orthogonal geometry where the relevant
function defined on. This geometry constitutes a rectangular hyperprism and can
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be constructed by the Cartesian products of each relevant closed interval where
each independent variable of the analytic multivariable function lays on. This fact
brings the orthogonality property to the mentioned geometry. On the other hand,
the EMPR expansions (or decompositions) of the multivariate functions satisfying
the abovementiond features consist of the summands of the finite number of terms
accumulatively. By truncating the relevant expansion at a certain level while ignoring
the rest of the terms yields an approximation to the analytic multivariate function
under consideration. Although there are a few factors which affect the quality of
this approximation, the structures of the univariate support functions are the most
important ones, as mentioned before. By choosing appropriate support function set in
EMPR process, it becomes possible to obtain efficient approximations for the relevant
multivariate function. Thus, instead of utilizing any convenient support function set,
it becomes rational to optimize these elements whose utilization in relevant EMPR
expansion gives the most efficient EMPR approximation, to this end. This fact is aimed
and tackled in present thesis, an original and efficient method has been developed in
this sense. The development of this novel method actually depends on some facts
which were observed at the beginning phase of the related research. According to
the corresponding observations, the quality of EMPR approximation for an analytic
multivariate function increases while the multidimensional orthogonal geometry to be
worked on shrinks. Thus, instead of dealing with a multidimensional geometry where
the relevant function is defined on, the fact of splitting this whole space into an amount
of subspaces having same dimensionality properly arises. Then, the application of
EMPR procedure to the function under consideration over each subspace becomes
possible and the overall approximation quality for the corresponding multivariable
function is increased. This approach is called Piecewise EMPR and it is showed
that this method works better then plain EMPR in most cases via the numerical
implementations.

The determination of EMPR components and old-styled (Directionally Averaged
Supports) univariate support functions involves the evaluation of multiple integrals
consecutively. If the analytic structure of the integrands of these integrals enable
us to compute them analytically, the relevant evaluations may be executed without
making any significant effort. Unfortunately, in general, it becomes convenient to
proceed with the help of a quadrature method to calculate the corresponding integrals
numerically, due to the complicative structures of the integrands in definite integrals.
In present thesis, a method called Fluctuation Free Integration is utilized in this
sense. In this novel quadrature method, the eigenvalues of the matrix representation
of the algebraic operator is utilized as the node points while the first elements’
squares of the corresponding eigenfunctions are assessed as the weight factors. With
the help of the Fluctuation Free Integration, EMPR components and the univariate
support functions are approximated efficiently and relevant EMPR expansion for the
multivariate function under consideration is achieved without having any considerable
difficulty.

According to the results obtained by using narrower multidimensional geometries,
development of a perturbation based method has become prominent in order to
optimize the univariate support functions. It is known from the scientific literature
that, the problems involving small valued parameters can be approximately solved
with the help of the perturbation analysis. These small valued parameters are called
the perturbation parameters and some convenient infinite series involving the powers
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of these perturbation parameters are aimed to be computed. Thus, the entities,
which are desired to be determined, are represented using an appropriate infinite
series. Through the optimization process for univariate support functions in EMPR,
coupled Fredholm integral equations of first type are encountered. These integral
equations are uncoupled using a method called Geometric Separation by the inspiration
of well-known process Singular Value Decomposition. Thus, a pair of uncoupled
equations involving self-adjoint and compact Hilbert-Schmidt integral operators are
obtained. These equations clearly stand as the spectral problems of two similar
Hilbert-Schmidt integral operators and dictate that the eigenfunctions accompanying
the most dominant eigenvalues for each integral operator Hilbert-Schmidt integral
operator is nothing but the optimized univariate support function. Concordantly, the
perturbation based novel method developed in present thesis is a method to determine
the most dominant eigenpair of a self-adjoint and compact Hilbert-Schmidt integral
operator. Thus, by applying this new method, the most dominant eigenvalue and the
accompanyimg eigenfunction (optimized support functions) can be represented as an
infinite series involving the corresponding perturbation parameter. By truncating these
series at certain levels, approximations for the relevant entities are acquired, since
there is no possibility to work with infinitely many terms. Since the corresponding
eigenfunctions of the relevant Hilbert-Schmidt integral operators according to the
needs encountered and mentioned in present thesis, convergence issues for the
infinite perturbation series representing the relevant eigenfunctions are analyzed.
Thus, it is shown that the relevant perturbation series converge in a non-empty
disc on one-dimensional complex plane. The theoretical observations are verified
through the numerical implementations. The numerical results obtained in these
implementations are presented via the figures and tables accordingly. Then, it is
possible to indicate that, a genuine and efficient numerical method based on a
perturbation scheme for determining the most dominant eigenpair of a self-adjoint
and compact Hilbert-Schmidt integral operator is proposed and developed during the
researchs within the present thesis study. Then, it becomes possible to produce a pair
of optimized univariate support functions in order to be utilized in EMPR expansion
of an analytic bivariate function. Numerical implemantations has been revealed to
this end, and the results obtained by utilizing optimized supports are compared with
the ones obtained with the help of the directionally averaged supports. According to
the relevant results, the EMPR approximations using the optimized supports are more
efficient than EMPR approximations obtained by using directionally averaged supports
as long as the corresponding infinite perturbation series converge. Thus, the aim of the
thesis, which is the empowering of the efficiency of EMPR approximations, and the
support function optimization are achieved.
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1. GIRIS

Islev (ing: function) yaklastirimi, uygulayimcil uzbilimde (ing: applied mathematics)
ve bilgisayim bilimi (ing: science of computing) ya da bilgisayimcil bilimler (ing:
computational sciences) ile bilgisayimcil 6l¢menlik (ing: computational engineering)
alanlarinda biiyilk énem tagiyan bir olgudur. Belli bir aralikta siirekli degerler
alan bir bagimsiz degiskenin iglevi olan yapilarin yaklastinrmina birka¢ nedenle
gereksinim duyulur. Bunlar iyice vurgulayabilmek i¢in bir islevin yapisinin nasil
verildigi iizerinde durmak gerekir. En kolay durumda bir iglev, bagimsiz degiskenine
bagimhili§1 somut ve essiz bir kuralla verilerek giindeme getirilir. Bu durumda,
islevin sayisal degerinin, bagimsiz degiskeninin araligindaki belli bir konuma karsilik
olarak belirlenimi ag¢isindan, yukarida sozii edilen kuralin ne diizeyde yalin ya da
karmasik oldugu belirleyici konuma yerlesir. Yeterince yalinlik durumunda ¢6ziimciil
(ing: analytic) belirlenim s6z konusu olabilecek iken karmasiklik durumunda uygun

yaklagtirimlara gereksinim duyulur.

Ote yandan, bu islevin degerlerinin ilgili araliktaki tiim konumlar icin gecerli tek
bir kuralla verilimi yerine salt secilmis sonlu sayida konumda degeri verilerek
betimlenmesi de sik¢a karsilagilan bir durumdur. Bu durumda, islev ile ilgili bilgi
eksikligi s6z konusudur ve giderilmesi icin iglevle ilgili, tanim bolgesi i¢indeki tiim
konumlarda gecerli olan bir kural tiretimi gerekmektedir. Bir takim ek 6ngoriimlerde
bulunularak bu kuralin egsizliginin saglanimina calisilir. Ancak, boyle de olsa, sozii
edilen egsizlik bagka yapilar icin degisik Ongoriimler ile elde edilecektir. Bu olgu
bilimsel yazinda (ing: scientific literature) icdegerbi¢cim (ing: interpolation) olarak

bilinir ve bu odakta biiyiik bilgi birikimi bulunmaktadir.

Ister kuralla, ister belli konumlarda deger cizelgesi olarak verilsin, bu verilisler
dolaysiz tanimlardir. Oysa, islevin, verilen bir, s6zgelimi cebirsel ya da siradan tiirevli
denklemi (ing: ordinary differential equation) saglayacak bicimde saptanimindan kural
cikarimi, bagka ek giicliikleri giindeme getirir. Bu tiir islev verilimine dolayli tanim

adinm1 vermek olanaklidir.



Degeri belirlenecek islevin bagimsiz degiskeninin aldig1 degerler kiimesine onun
tamimbolgesi (ing: domain) adi verilir. Bu baglamda, tanimbdlgesi gercel eksen
iizerinde bir aralik olan ve 6zii (kendisi) de gercel de8er alan islevlere gercel islev
denilebilir. Ancak, tiim gercel islevler karmasik deger (ing: complex value) de alabilen
islevler soyocaginda (ing: family) altyapilar olarak nitelendirilebilirler. Ote yandan,
bagimsiz degiskenin karmasik diizlemdeki (ing: complex plane) bir erisimyolundan
(ing: path) ya da egri olan islevlerden de sozedilebilir. Bunlar karmagik islevler

kapsamina girer.

Siirekli bir bagimsiz degiskene degil de bir sirasayiya bagiml islevler de ¢ok sik
olarak karsilasilan yapilardir. Bunlara dizi demek daha yeglenen bir yaklagimdir.
Dizi 68elerini siralamak icin bir sirasayidan (ing: index) yararlanmak olanaklidir. Bu
sirasay1, sonlu sayida, ya da sayilabilir sonsuzlukta deger alabilir. Bu duruma gore de

yakinsama ¢oziimleyimleri (ing: analysis) giindeme gelebilir.

Ister dolayl isterse dolaysiz tanimli olsun, tek bagimsiz degiskenli islevlerin
belirlenimi ya da yaklagtirnmi oldukga giiclii olarak incelenilmis konulardir. Her seyin
elde edildigi ve bulunacak birsey kalmadig1 soylenemeyecek olsa da arastirmacilarin
kullanabilecegi y1gin denilebilecek Olcekte bilgi tabani erisilebilir durumdadir. Oysa,
birden ¢ok sayida bagimsiz de8iskene bagimli iglevler de uygulayimda c¢ok sik
karsilasilmakta ve yaklastirimlar1 bir gereksinim olarak giindeme gelebilmektedir.
Bu islevlerde, tanimbolgeleri artik ¢izgisel olmaktan ¢ikip yiizeysel (ing: planar)
ya da agkinyiizeysel (ing: hyperplanar) yapiya biiriiniir. Ayrik tanimbolgelilik de
cokludizilere (ing: multi-way array) karsilik gelir. Dolayli verilimde ise siradan tiirevli

denklemin yerini gore tiirevli denklem (ing: partial differential equation) alir.

Cokdegiskenli islevlerde de azimsanmayacak sayida yontem gelistirilmig bulunmak-
tadir. Bunlarin bir kesimi, 6zellikle son yillarda, Prof. Dr. Metin Demiralp’in
yonlendirim ve ©Onderliginde bilimsel ¢alismalar gerceklestiren “Bilisim Enstitiisii
Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri Toplulugu’'nda (BEBBYT)” gerceklestirilmis ve
gerceklestirilmektedir. Bunlarla ilgili bilgiler agagidaki altboliimlerde verilmektedir.
Bu girig boliimiinde herhangi bir kaynaga gonderimde (ing: citation) bulunulmamakla

birlikte, gdonderimler asagidaki ilgili boliimlerde giindeme getirilmektedirler.



Bu baglamda, savin birinci boliimiinde savin amaci agikga ortaya konulup,
savin odagindaki uygulama konusu olan Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Gosterilimi-CYCG (ing: Enhanced Multivariance Products Representation-EMPR)
yontemi ve bu yontemin temellerini barindiran sayitimcil (ing:  statistical)
tabanli Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilimi-YBBG (ing: High Dimensional Model
Representation-HDMR) yontemi ile ilgili bilgiler verilecektir. Asagidaki boliimlerde
belirtilecegi gibi CYCG yontemini YBBG yoOnteminden ayri kilan ve onu bir¢ok
uygulamada daha etkin calisan bir yontem durumuna doniistiren CYCG’nde
kullanilan destek islevleridir. Bu sav calismasina kadar gerceklestirilen tim CYCG
arastinnmlarinda, dolaysizca (ing: directly) elde edilen ve Yonel Ortalamali Destekler
(ing: Directional Averaged Supports) diye adlandirilan destek islevlerinin kullanimi
s0z konusudur. Savda, bu aligkanlik birakilarak, yerine, destek islevlerinin eniyileyimi
(ing: optimization) olgusu giindeme getirilip, uygulamalarda eniyilenmis destek
islevlerinin kullanimi ereklenmistir (ing: to be aimed). Destek islevlerinin eniyileyisi
sirasinda aciga cikan tiimlev igleglerin izgecil sorunlar ile ilgili yeteri kadar bilgiye
de, yine savin birinci boliimiinde yer verilecektir. Bu bolim uzbilimcil (ing:
mathematical) sendelenemsizlik kuramindan soz edilerek sonlandirilacaktir. Ikinci
boliimde, savin dogusu ve ilerleyisi acisindan oldukca biiyiik oneme sahip olan
altkesimcil (ing: piecewise) islev ve veri yaklastirrmi konularina egilinilecektir. Bu
baglamda, sirasiyla, Altkesimcil CYCG, Ayrik Altkesimcil CYCG ile 6n bilgileri
birinci boliimde verilen sendelenimsizlik diigtimlerinin CYCG’nde kullanimini
ilgilendiren anlatimlar verilecektir. Bu bagliklarla ilgili kuramcil anlatimlarin yanisira,
ayrintilar1 verilen bu yontemlerin askinizgecil goriintiilere (ing: hyperspectral images)
uygulanimi giindeme getirilecek ve askinizgecil veri tiirii i¢in yeni ve 6zgiin bir kayipl
sikistirma uzisinin (ing: algorithm) gelistirimi konusunda bilgiler verilecektir. Elde
edilen sonuglar, bilimcil yazinda agkinizgecil goriintiilerin kayiplh sikistirrminda ¢cokca
kullamlan diger yontemler ile karsilastirlacaktir. Uciincii boliim, savin cekirdek (6z)
boliimii olarak nitelendirilebilir. Bu boliimde, yukarida da belirtildigi gibi, CYCG’nde
destek islevi eniyileyiminde karsilasilan tiimlev isleclerin (ing: integral operators)
izgecil (ing: spectral) biiyiikliiklerine etkin bi¢cimde yaklastirim yapabilmek amaciyla
gelistirilen saptirim tabanl 6zgiin yontem tiim ayrintilariyla aktarilacaktir. Gelistirilen
yontemin dogrulugu ve etkinligi, kuramcil (ing: theoretical) ve sayicil (ing: numerical)

uygulamalar ile desteklenecektir. Bunlarin yanisira, gelistirilen sayicil yontemin
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yakinsaklik ¢oziimleyimi (ing: convergence analysis) de yine bu bdliimde Oziine
(kendine) yer bulacaktir. Bir sonraki boliim olan dordiincii boliimde, iigiincii boliimde
ayrintilart verilen sayicil yontemin ikide8iskenli CYCG’ndeki destek islevlerinin
eniyileyiminde nasil kullanilacagi olgusuna deginilirken besinci boliimde ise verilen
bir ikidegiskenli islev icin olusturulan CYCG yaklagtirrmlarinin etkinligi sayicil
uygulamalar ile gosterilecektir. Bir diger deyisle, besinci boliim, savin “Uygulamalar”
boliimii olacaktir. Sav, sonuglar, tartismalar ve ileride gerceklestirilebilecek kuramcil

ve deneycil olgularin tartigilmasi ile sonlandirilacaktir.

1.1 Savin Amaci

Bu savin temel amaci Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi
yonteminin cokdegiskenli islev yaklagtirrmindaki etkinligin artimini saglamaktir.
Bu baglamda, ilgili yontemde kullanilan destek islevlerinin eniyileyimi giindeme
getirilmektedir.  Eniyileme siireci sirasinda, Oziine-es ve tikiz (ing: compact)
bir Hilbert-Schmidt tiimlev islecinin izgecil sorunu ile kargilagilmaktadir. Savin
amagclarindan biri de bu sorunun ¢oziimii i¢in 6zgiin ve etkin bir sayicil (ing:
numerical) yontem gelistirimidir. Bu baglamda, savda, hem tiimlev islecler i¢in
gelistirilen yontemin, hem de ilgili yontem kullanilarak elde edilen destek islevlerinin
kullanimiyla elde edilen cokdegiskenli islev yaklastirnmlarimin (ing: multivariable

function approximation) etkinligi iizerinde durulacaktir.

1.2 Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilim

Yiiksek Boyutlu Bige (ing: model) Gosterilimi (YBBG) [1-6], x = (x,x2,...,XxN)
olmak {iizere verilen bir dikgen uzamda (ing: orthogonal geometry), c¢oziimciil
(ing: analytic) bir f(x) ¢cokdegiskenli iglevinin (ing: multivariate function) 6ziinden
(kendisinden) daha az sayida bagimsiz degisken igceren ve birbirlerine dikgen
(ing:orthogonal) olan islevlerin sonlu bir toplam1 olarak yazimina asagidaki gibi olanak

saglar.

N N
f(x):f0+ Zfil(xil)+ Z ﬁliz(xilvxiz)+"'+f12...N(X> (11)
ilzl il.,iz'il

Gorildiigii gibi (1.1) agilimi sonlu bir toplamdir ve sirasiyla, de8ismez (ing:

constant), tek degiskenli, iki degiskenli ve andiran bicimde siirdiiriiliigle N degiskenli



islevlerin toplami olarak yazilmigtir. Bu acilimin sag yaninda bir degismez islev
(fo), N sayida tek degiskenli islev (f1, f2,...,fn), N(N —1)/2 sayida iki degiskenli
islev (fi2, f13,-- -, fins J23, f24, -+, fon, -, fn.N—1) ve bu sekilde devam etmek iizere
toplam 2V sayida islev bulunmaktadir. Bu islevler, sirasiyla, yaklastirim yapilmak
istenen cokdegiskenli iglevin YBBG aciliminin degismez bileseni, tek degiskenli
bilesenleri, iki degiskenli bilesenleri ve andiran bicimde N degiskenli bileseni olarak
adlandirlirlar. Yukarida sozii edilen degismez bilesen, ilgili islevin, YBBG aciliminin
bulunusunda kullanilan uzamdaki (ing: geometry) ortalama de8erini yansitmaktadir
[1]. Her bir tek degiskenli bilesen ise, bagli bulundugu bagimsiz degiskenin,
islevin ¢oziimciil (ing: analytic) yapisina tek basina yaptigir katkiyi, iki degiskenli
bilesenler de bagli bulundugu bagimsiz degiskenlerin, yaklastirnma, birlikte yaptiklar
katkiy1 gostermektedir [1-6]. (1.1) gosteriliminin sag yanindaki bilesenlerden
istenilen coklukta alinarak (diger bir deyisle kesme yapilarak) ¢ok degiskenli f(x)
islevine istenen kertede (ing: order) yaklastirim yapmak soz konusudur. Ornegin,
degismez bilesenden sonraki tiim bilesenler gézard: edildiklerinde sifirinci kerteden bir
yaklastirim elde edilmis olur. Bu yaklastirim, islevin, taniml ve ¢oziimciil oldugu ilgili
[a,b]N askingokyiizliisii (ing: hyperprism) iizerindeki ortalama degeridir. Sozii edilen
askingokyiizlii [a;,b;] olarak gosterilebilen N sayida alt araligin kartezyen garpimi
olarak tanimlanan N boyutlu bir dikdortgencil askingokyiizliidiir (ing: rectangular
hyperprism). Eger yaklastirnm yapilan cokdegiskenli islev degismez bir islev ise
sifirinct kerteden yaklastirrm kesin sonucu yani islevin 6ziinii verecektir. Andiran
bicimde (1.1) esitliginin sag yanindaki iki ve daha fazla degisken iceren bilesenler
gozardi edildiklerinde birinci kerteden yaklastirnm, ii¢ ve daha fazla degisken igceren
bilesenler atildiklarinda ise ikinci mertebeden yaklastirim elde edilmis olur. Bircok
uygulamada, birinci ve ikinci kerteden YBBG yaklastinmlart gerceklestirildiginde
odaktaki islev icin etkin sonuclarin elde edildigi gozlemlenmistir [3-5]. Bu olgu,
YBBG’nin en 6nemli kazandirimlarindan birisidir. Boylelikle, ilgili ¢okdegiskenli
isleve, Oziinden daha az sayida degisken iceren daha yalin yapidaki islevler ile
toplamcil (ing: additive) yaklastirnmlar gergeklestirimi olanakli olmaktadir.Kuskusuz
bu yaklastirimin niteligini arttirmak, sorunu dogru bir bicimde algilayip en uygun

YBBG tiiriinii segmeye de baglidir. Savin asil amacit YBBG ile ilintili olmadigindan



ilgili YBBG tiirlerinden burada soz edilmeyecektir. Bu tiirler ile ilgili ayrintili bilgilere

[7-10] kaynaklarindan veya yazarin yiiksek lisans savindan [11] ulagilabilir.

1.3 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi

Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi, CYCG (ing: Enhanced
Multivariance Product Representation, EMPR) cokdegiskenli iglevleri ayrigtirmak icin
kullanilan ve yeni sayilabilecek bir yaklastirim yontemidir [12-17]. Bu yOntem,
atas1 olarak nitelendirilebilecek ve yine cokdegiskenli islevlere yaklastirim ve bu
tiir islevleri biceleme (ing: modelling) i¢in kullanilan, bilimcil yazinda da oldukca
karsilasilan ve bircok dergi yazisi, bildiri ile savlarda kullanilmis olan Yiiksek Boyutlu
Bice Gosterilim, YBBG (ing: High Dimensional Model Representation, HDMR)’in
bir ozelsizlestirimidir (ing: generalization). Her iki yontem de “bol ve ele gegir
(ing: divide and conquer)” diisiincesine dayanir ve iizerinde ¢aligilan cokdegiskenli
islevin, kendisinden daha az sayida bagimsiz degisken iceren iglevler tiiriinden yazimi
olgusuna dayanir. Her iki yontemde de, gosterilim terimleri (bilesenler), dikgen uzam
(ing: orthogonal geometry) iizerinde ve salt carpimcil (ing: purely multiplicative)
yapida olan cokdegiskenli bir agirlik iglevi (ing: weight function) altinda ¢okkatlh
timlevler (ing: multiple integrals) yardimiyla elde edilirler. Su ana kadar epeyce
kosut (ing: parallel) olarak aktarilmaya ¢alisilan YBBG ve CYCG, artik, bu asamada
cok Onemli bir degisiklik ile birbirlerinden ayrilacaktir. Bu degisiklik, CYCG’ndeki
bilesenlerin elde ediliminde kullanilan destek islevleridir (ing: support functions)
[12-17]. Bu islevler, iizerinde calisilan ¢okdegiskenli islevin CYCG bilesenlerinin
elde ediliminde devreye girip, YBMG’ne gore daha az sayida bilesen kullanarak ilgili
cokdegiskenli isleve etkin yaklastirnmlar gerceklestirimini saglarlar. Kuskusuz gerek
uzamin, gerek agirlik islevinin, gerekse de destek islevlerinin se¢imi, iizerinde ¢aligilan
bilimcil sorun veya veri kiimesinin 6zelliklerine gore belirlenebilmekte ve CYCG’nin

etkinliginin arttirimi giindeme getirilebilmektedir [18-22].

CYCG, son yillarda, bir ¢ok bilimcil ve 6l¢menlik (ing: engineering) sorunlarinda
kullanilmigtir. Bunlardan bazilari iglev yaklagtirimi [18], cokboyutlu veri bigelendirimi
[19], dizey (ing: matrix) ve cokboyutlu dizi (ing: multi-way array) ayristirnmi [20], yiiz
ve goriintii tanima [21], devingen goriintii ¢coziimleyimi (ing: video analysis) [22] ve

askinizgecil (ing: hyperspectral) goriintii sikistirtm [23] sorunlaridir.



Yukarida belirtildigi gibi dordiilii tiimlevlenebilen (ing: square integrable) ve dikgen
bir uzamin igerisinde ¢oziimciil olan bir N degiskenli f(x) islevinin CYCG acilimi
asagidaki gibi verilir [12—16].

N

f(x) = H xj +Zfl Ai HSJ Xj +Z Jiviy (Xiy iy HSJ xj
i1,ir=1
/= }1212 ]#11 o)
ot fn(x) (12)

Gortildiigii gibi (1.2)’deki agilim tipki YBBG’nde oldugu gibi sonlu sayida terim igerir
ve bu sayinin, N degiskenli bir islev icin 2V oldugu aciktir. (1.2) agiliminin her bir
terimi iki 6onemli 6ge igermektedir. Bunlarn ilki, swrasiyla fo, fi, fijiy, ---» f1..n'ler
ile gosterilen bilegenler, ikincisi ise bilesenlerin hemen yaninda ¢arpim durumunda
bulunan ve s;(x;)’ler (j = 1,...,N) ile gosterilen tekdegiskenli destek islevleridir. Bu
bilesenler ve destek islevlerinin belirlenisinde, dnceden belirlenmis agirlik islevleri

kullanilmaktadir. Bu amagla kullanilacak agirlik islevi,
W(x) = Wi(x1)Wa(x2) - - W (xn) (1.3)

biciminde secilebilir. (1.3) bagintisindan goriilebilecegi gibi ¢okdegiskenli W (x)
agirlik islevi, tekdegiskenli W;(x;) (i = 1,...,N) islevlerinin ¢arpimi olarak giindeme
getirilmistir. Ilgilenilen agirlik islevinin yukarida goriildiigii gibi salt carpimcil (ing:
purely multiplicative) yapida secilisi, bilesen ve destek islevlerinin elde edilislerinde
aciga cikacak olan ¢ok katl tiimlevlerin daha kolay belirlenisini saglamaktadir. Gerek
sayitimcil (ing: statistical) gereklilikler, gerekse de ilgili islemlerde kolaylik saglayisi
acisindan (1.3)’te goriilen tekdegiskenli agirlik islevi ¢carpanlart ve yine tekdegiskenli

olan destek iglevleri ile ilgili asagida verilen ongdriimler yapilabilir.
/ dx;Wi(x;) = / dx; Wi(x;)s; x,) =1, 1<i<N (1.4)

(1.2) agilimindaki destek islevleri her ne kadar tek degiskenli olarak goziikseler de,
degisik degiskenlilikte destek islevleri secmek de olasidir. Onceki calismalarda destek
islevlerinin se¢ciminin Onemi ve yaklastirima etkisi bir¢cok kez dile getirilmis, farkl
secimlerin farkli yaklastirim niteliklerine neden oldugu goriilmiistiir [12]. Bu farkhi
secimler ile birlikte, bilimcil yazinda (ing: scientific literature) bulunan bircok CYCG

yazisinda



bj1

by bj1 by N
sj(xj) :/dx1 / dxj_ /dxj+1 -~~/de HWi(xi) flxr,..oxn),
ag aj_l an

=1
i

aj+1
j=12,....N (1.5)

biciminde secilen destekler kullanilmistir [12-22]. (1.5)’teki tanimlarda, her bir
tekdegiskenli destek islevinin, ilizerinde calisilan cokdegiskenli islevin yapisinin
Oziinden yararlanilarak elde edilisi olgusu soz konusudur. Sonug¢ olarak, destek
islevlerinin belirlenisi, aslinda ilgilenilen sorunun yapisina gore oldukca esnetilebilir
bir durumdur. (1.5)’te verilen tanimla elde edilen destek islevlerinin s6z gelimi j.
sirada olaninin, ashinda ilgilenilen ¢okdegiskenli islevin j. degiskeninin bulundugu
araligin digslanmis oldugu N — 1 boyutlu kartezyen uzay iizerindeki ortalamasini
yansittig1 agikca goriilmektedir. Bu durum, sanki, ilgili islevin ¢alisilan uzam
iizerinde ortalamasini bulurken j. yoniin diglanmis olusu gibi yorumlanabilir. Bu
yiizden, (1.5)’te acgikca verilen bagintilar yardimiyla elde edilen destek islevlerine
Yonel Ortalamali Destekler-YOD (ing: Directionally Averaged Supports-DAS) adi
verilir [18-22]. CYCG bilesenlerinin elde edilislerine gecmeden 6nce, agik yapilari
(1.5) bagitilan ile verilen destek islevlerinin (1.4)’te belirtilen ilgili ongoriimleri
saglamalar1 gerektigi olgusunu animsatig yerinde olacaktir. Bu baglamda, sozgelimi
J. destek islevi olan s;(x;) nin, ilgili agirlik ¢arpani olan W;(x;) kullamlarak [a;,b/]
aralig iizerinde olaganlastirimi (ing: normalization) giindeme getirilip bu islemlerden

sonra ilgili CYCG yaklastirim1 olgusuna odaklanilmalidir.

Cozumciil bir f(x) islevi ve secilen destek iglevi takimi i¢in (1.2)’deki CYCG agilimin
bilesenlerinin essiz (ing: unique) olarak elde edilebilmesi olduk¢a 6nemlidir. Bu
kosullar,
bi,
dxiévvi(’ (xif)siﬁ (xif)ﬁly-~~7ik (xiﬂ'“?xik) = 0; Xiy S {xi17"'7xik} (16)
ai,
biciminde verilen “tiimlev altinda sifirlanis” (ing: vanishing under integration)

kosullaridir. (1.4) 6ngoriimleri ve (1.6) kosullar1 kullanilarak CYCG’nin de8ismez

terimi (ing: constant term) olarak adlandirilan bilesen

by by N
fof(xl,...,x]v) = dlel(xl)--- deWN()CN)HSj()Cj>f(X1,...,)CN) (1.7)

ap an j=1
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bi¢iminde elde edilir [12-16]. Burada .9 isleci, (ing: operator) ilgili cokdegiskenli
islevin, agirlik ve destek islevleri altinda tiim bagimsiz degiskenlere gore artarda
tiimlevinin alinmasini saglayan bir iglectir. Bu islecin gorevi, ayn1 zamanda, ilgili
islevin agirliklar ve destekler altindaki goriintiisiiniin, N boyutlu islev uzayinin tim
yonlerindeki ortalamasini almak diye de nitelendirilebilir. Andiran bicimde i. yon

disinda kalan diger yonler iizerinde ortalama (tiimlev) alan isleci

by bi—i biyi
Fif(xty.cxn) = [ daWi(xn)- [ dxaWimr (1) | dxipiWigr (i) -+
a aj- Qi
by N
X/ deWN(xN>HSj (xj)f(xl,...,xN) (1.8)
an =1
J#i

biciminde tanimlamak olasidir [12-16]. Diger ortalama alma islecleri de andiran
bicimde tanimlanabilirler. Boylelikle, (1.7) ve (1.8)’deki islecler yardimiyla, (1.2)

aciliminin degismez bileseni ve tek degiskenli bilesenleri acik olarak sirasiyla

by by N
f() = dx1W1(x1)-«~ deWN(XN)HSj(Xj)f(xl,...,XN) (1.9)
ag ayn j:1
Ve
by i biyi
filx)) = dx W (x]).../ dxi— Wi (Xi—l)/ dxi 1 Wit (Xig1) -+
aj a1 ai+]
by N
< [ Wi T (59) £, in) = fosi () (1.10)
aN j=1
J#i

biciminde elde edilirler. Acilimin iki veya daha fazla bagimsiz degisken iceren
terimleri de andiran yol izlenerek elde edilirler. Goriildiigii gibi (1.2) ag¢iliminin
tim terimlerini elde etmeye calismak, bilgisayim karmagsikligir (ing: computational
complexity) acisindan olduk¢a olumsuz sonuglar dogurmaktadir. Bu yiizden ilgili
CYCG agilimmin tiim terimlerini bulmak yerine, bastan birka¢ terimini bulup
ilgilenilen ¢okdegiskenli isleve yaklastirim yapilmasi giindeme getirilmektedir. Bu
olgu, diger bir deyisle, CYCG a¢iliminda kesme (ing: truncation) yapilmasi olgusu ile
birebir ortiisiir. Bilimcil yazinda, bu konu ile ilgili kargilagilan en yiiksek kesme kertesi
(ing: truncation order) 2’dir [18-22]. Bir¢cok calismada, salt degismez terimin, yani
(1.9)’de acik yapisi verilen terim ile tiim destek islevlerinin ¢carpimui ile olusan terimin,
ilgili cokdegiskenli islevi ne kadar iyi betimledigi ve salt bu terimin kullanimiyla ilgili

cokdegiskenli igleve etkin yaklastirnmlar yapilabilmesi i¢in ne gibi olgularin devreye



sokulmasi gerektigi konusu tartisilmigtir [12-16]. Yukarida sozii edilen kesmelerden

sifirinct ve birinci kerteden olanlar sirasiyla

N
mo(x) = fOI:I]Sj(xj>7
! N N
m(x) = m(x)+ ;fj(xl')gsj(xj),
N j?éi N
ﬂz(X) = m (X) + . Z;] Siviy (xiwxiz)ll‘yj (xj) )

il<52 j;éil,l'z

(1.11)

biciminde tanimlanirlar. (1.11)’daki bu tanmimlar sirasiyla 0. ve 1. ve andiran bicimde
yiiksek kerteden CYCG kesme yaklastiranlar1 (ing: EMPR truncation approximants)
olarak adlandirilirlar [12-16]. Andiran bicimde, iistiiste toplama yapilarak, geri kalan
kertelerdeki yaklastiranlarin elde edilimi olanaklidir. Olusturulan bu yaklastiranlarin,
ilgili cokdegiskenli iglevi ne derecede iyi yansittigini belirleyebilmek amaciyla “nitelik
Olcenleri” (ing: quality measurers) adi verilen biiyiikliikler ortaya atilmistir. Bu
Olcenler, bir iccarpim aracilifiyla elde edilen boy (ing: norm) tanimi yardimiyla

asagidaki gibi elde edilirler

2
1 fINI
Ooyp = 2 ||J0 Sill
LA 5=
2
1 N N
o] = _ZZ fiHSj + Oy,
A7 =T =
J#
2
1 N N
0 = —5 Zfiliznsj + o1,
Hf” i,ip=1 Jj=1

n <i2 j#il,iz

(1.12)

ve 0 < o0p <01 <--- <oy =1 olacak bigimde siral1 bir dizi olustururlar. (1.12)’den
anlasilabilece8i gibi, aslinda her bir nitelik Olgeni, ilgili yaklastinmda alikonulan
bilesenlerin {izerinde calisilan uzam iizerindeki boy dordiillerinin (ing: norm square),
erekteki ¢cokdegiskenli islevin ilgili uzam iizerindeki boy dordiiliine boliimiiyle elde
edilir [12-16]. Kugkusuz, her bir boy, yine ilgili cok boyutlu uzam tizerinde tanimlanan

agirlikl bir iccarpim yardimiyla elde edilmektedir [12—-16].
10



Giris boliimiinde, buraya dek, savin odagindaki ana yontem olan CYCG ile
ilgili bilimcil yazinda bulunan temel bilgilere deginilmistir. Bu asamadan sonra
CYCG’nin etkinliginin arttirimi icin, sav arastirimlari sirasinda gerceklestirilen cabalar

dogrultusunda gerekli olan bilimcil yazindaki diger bilgilere deginilecektir.

1.4 Tiimlev Denklemler ve Hilbert-Schmidt Tiimlev Islecleri

Bu altboliimde, tiimlev denklemler (ing: integral equations) ve Hilbert-Schmidt
tiimlev iglecleri (ing: integral operators) ile ilgili baz1 6nemli bilgilere deginilecektir.
Ilgili bilgilerin savda kullanim gerekliligi, CYCG’de kullanilan destek islevlerinin
eniyilenme siirecinde dolaysiz olarak (ing: directly) aciga cikmalaridir. Bu dogrultuda,
bu altboliimil, savin Bilimcil Yazin Arastirum boliimiinde vermek 6nemli bir gereklilik

olmustur.

Bilimcil yazindan bilindigi gibi Fredholm tiimlev denklemleri Hilbert-Schmidt tiimlev
isleci iceren sorunlarin ¢oziimiinde oldukg¢a 6nemli bir yer tutar [24,25]. Bu baglamda,
bilimcil yazinda Birinci Tiir Fredholm Tiimlev Denklemi olarak adlandirilan denklem

acik olarak asagidaki anlatimla verilmektedir [24,25]

/a  4EK () F(E) = 5 (1.13)

Yukaridaki anlatimda f, gercel degerli ve bilinmeyen bir tekdegiskenli islevi
simgelerken g ise, yine tekdegiskenli ama bu kez bilinen bir islev olarak karsimiza
cikmaktadir. Bunlarin yanisira, yine gergel degerli olan ikidegiskenli K islevi ise ilgili

denklemin ¢ekirdegi olarak adlandirilmaktadir [24,25].

Ikinci Tiir Fredholm Tiimlev Denkleminin agik yapisi ise asagidaki gibi verilebilir [24,
25].
b
6(x) =2 | dEK(x.E)9(8) + 1) (114)
a

Bu anlatimda ise @, su an i¢in belirlenmeyen ve ¢6ziimii istenen tekdegiskenli bir islevi
belirtirken y ve A ise, sirasiyla, 6nceden verilmis tekdegiskenli bir iglev ve bir sayili
(ing: scalar) simgelemektedir. Ikidegiskenli ve gercel degerli K islevi, tipki Birinci Tiir
Fredholm Tiimlev Denklemindekini andiran bi¢imde, yine, ilgili tiimlev denklemin

cekirdegi olarak adlandirilir.

Yukarida soziiedilen gercel degerlilik kavrami, aslinda, ille de saglanmas1 gereken

bir ozellik degildir. Her ne kadar bu ozellik ¢oziimleyimlerde (ing: analyses)

11



belirli kolayliklar getirse de, ilgili ¢oziimleyimlerin tiimii cok da biiyiik zorluklarla
karsilasilmadan karmagik degerli cekirdekler ve islevlere ozelsizlestirilebilir (ing:
generalization). Ornegin, gercel degerli ikidegiskenli islevlerdeki bakisim (ing:
symmetry) kavramimi yansitan K(x,&) = K(&,x) esitligi K’'nin karmasik degerler
alabildigi durumlarda K(x,&) = K(&,x) esitligi ile yansitthr. Buradaki K(&,x)
anlatim1 karmagik eslenik (ing: complex conjugate) kavramim belirtmekle birlikte,
ileride gercel degerli islevler igin sozii edilecek, i¢ carpim, boy ve Oziine
eslik (ing: self-adjointness) kavramlari, bu karmagsik eslenik tanimi kullamilarak
kolaylikla karmasik degerli islevler i¢in de giindeme getirilebilmektedir [24-26]. Bu
baglamda, CYCG ile yaklastirnm yapilmak istenen islevler ¢oziimciil ve gercel degerli

cokdegiskenli iglevler olacagindan, bu altboliim ve savin biitiiniinde gercel degerli

islevler taban alinarak ilerlenecektir.

(1.13) esitliginde verilen Birinci Tiir Fredholm Tiimlev Denkleminin ¢dziimii, ancak
ilgili tiimlev islecin evirtimi (ing: inversion) olanakli oldugunda vardir ve bulunacak
olan ¢oziim tek tiirlii belirli olacaktir [24,25]. Bu olgu da, ilgili islevin sifir 6zdegeri
olmamasi ile esdegerdir. Bunun yanisira (1.14)’de s6zii edilen Ikinci Tiir Fredholm
Tiimlev Denkleminin ¢dziimiiniin var ve tek olmasi ise 1/A degerinin ilgili iglecin
herhangi bir 6zdegeri ile cakismamasi1 durumunda olanakli olur [24,25]. Eger boyle
bir ¢cakisim varsa, verilen ¥ islevinin ¢akisim saglanan 6zdeger ile ilintili 0zisleve
(ing: eigenfunction) dikgen (ing: orthogonal) olmasi durumunda ¢6ziimiin varligindan
sozedilebilir.  Kuskusuz,bu durumda elde edilebilecek c¢oziim tek olmayacaktir.
Yukarida soziiedilen bu iki durumun disindaki durumlar i¢in ise (1.14) denkleminin

¢Oziimil yoktur [24,25].

1.4.1 Hilbert-Schmidt cekirdegi ve isleci

Yukaridaki altboliimde soziiedilen olgular, bizi, asagidaki tiimlev isleci tanimina
goturir

Fot= [[ak(e£oe)  xieled), oeF (1Y
(1.15)’te yapisi agikga verilen 7 bir tiimlev isleci, K(x,&) bu islecin ¢ekirdegini,
¢ (x) ise ilgili islecin etkidigi islevi, yani igleneni (ing: operand) simgelemektedir.
Kuskusuz, zorunluluk olmasa da, bu asamada bakisik ¢ekirdek durumuna odaklanila-

caktir. Bu baglamda, eger, [a,b] aralifinda dordiilii timlevlenebilen (ing: square
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integrable) islevlerin bulundugu uzay .7 ile simgelenirse, (1.15) islecinin .% ’den aldig1
bir islevi yine ayni uzaya gotiiren bir dogrucul (ing: linear) isle¢ oldugunu soylemek
olanaklidir. Bu islecin ¢ekirdeginin bakisikligi, ilgili tiimlev islece 6ziine eslik olarak
yansimaktadir. Cekirdegin bu 6zelliginden otiirii, ilgili islecin izgesi (ing: spectrum)
gercel eksen iizerinde konuslanir [26]. Bunun yanisira, ister ayrik ister siirekli olsun,
degisik ozdegerleri karsilik gelen degisik 6zisleglerin tiimii birbirlerine dikgen olurlar
[26]. Bu ozislevlerin olaganlastirimi (ing: normalization), ayrik izge durumunda, her
birinin boyunun 1’e esitlenisi ile saglanabilir. Buna karsin, siirekli izge durumunda
ise oziglevlerin aralarindaki i¢ ¢arpim taniminin, Dirac Delta islevinin bu 6zisleclerle
ilintili 6zdegerlerin cikarilisinda (ing: subtraction) aldig1 deger olarak tanimlanimi
olaganlastirimi saglayabilir. Bu olgu da Hermit tiirii (ing: Hermitian) isle¢lerin izgecil

kuraminda varilan sonuglardan biridir [26].

(1.15)’teki tiimlev iglecin sayilabilir sonsuzluktaki dikgen ve birimboylu taban islevleri
yardimiyla iiretilen dizey gosterilimi (ing: matrix representation) bakisiktir. Bununla
birlikte, birim islecin (ing: identical operator) aym taban takimi altindaki dizey
gosterilimi de birim dizeye (ing: identity matrix) karsilik gelir. Her iki dizey
gosteriliminin de sayilabilir sonsuzlukta yataysira ve diiseysiralardan olustugunu
sOylemek giic degildir. Bu ozellikler, kuskusuz, ilgili islevin siirekli izgesi olmadigi

durumlar i¢in saglanmaktadir [26].

Yukarida verilen bilgilerin isi8inda, (1.15) islecinin dizey gosteriliminin uygun bir
dogrucul yoney uzayindan (ing: linear vector space) yine ayni uzaya bir doniisiim
oldugunu sdylemek olanaklidir. Bu dizeyin, ilgili islecin ¢ekirdeginin yapisina bagh
olarak, sonlu ya da sonsuz sayida sifir olmayan yataysirasi olabilir. Eger (1.15)’teki

islecin bakigik ¢ekirdegi asagidaki boy sinirlilig1 kosulunu saglarsa

b b
HKHZE/a dx/a dEK(x,E)? < oo (1.16)

bu islece “Hilbert-Schmidt Tiimlev Isleci” adi verilir [26-28]. (1.16)’te verilen son-
luluk ve tanimindan gelen dogruculluk (ing: linearity) 6zelliginden Hilbert-Schmidt
tiimlev islecleri tikizdir (ing: compact) [26]. Bu olgularin yanisira yukaridaki bagintida

gegen ikidegigkenli K (x, &) cekirdegi
K(x,§) =) Kixj(0)2() (1.17)
=1
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n sonsuza kadar biiyliyebilecek bir art1 degerli tamsay1y1 simgelemek iizere yukaridaki
gibi ayrnistirilabilir.  Eger n degeri sonlu bir deger ise o zaman c¢ekirdege
Pincherle-Goursat cekirdegi, karsit durumda ise Hilbert-Schmidt cekirdegi adi
verilir [27,28]. (1.17) bagintisinda bulunan x’lar 6zdegleri simgelemekle birlikte
Pincherle-Goursat c¢ekirdekleri i¢in salt sonlu sayida k degeri sifir degildir. Bunun
yanisira, her ne kadar sayilabilir sonsuzlukta olsalar da, Hilbert-Schmidt ¢ekirdegi icin
ilgili x’larin dordiillerinin toplami sonlu kalir. (1.17) bagintisindaki bir diger bilesen
olan y’ler ise ilgili islecin 6zislevleridir. Ister Pincherle-Goursat, ister Hilbert-Schmidt
olsun, her iki cekirdegin de [a,b]2 dordiilinde (ing: square) tekilliginin (ing:
singularity) olmadig1 goriilmektedir. Bu asamadan sonra, savin tiimiinde, tiimlev isleci

denildiginde Hilbert-Schmidt tiimlev islevinden sézediliyor olunacaktir.

1.4.2 Hermit tiirii olmayan islecler

(1.15)’te agikca verilen islecin Oziine-es (ing: self-adjoint) yani Hermit tiirii olmayisi
iki durum s6z konusu oldugunda agiga cikabilir. Bu durumlarin ilki, her ne kadar
ilgili islecin [a,b] aralig1 iizerinde dordiilii tiimlevlenebilen iglevler uzayi olan .%’den
yine ayni uzaya bir doniisiim gerceklestirse bile, ¢ekirdegi olan K(x, &) nin bakigik
olmamasi yani K (x,&) # K(&,x) olmast durumudur. Bu baglamda, dile getirilen ilk
durum i¢in (1.15)’teki isleg
N b
o= [ dEK(ENIE),  xEelab) (118)

a

biciminde yazilabilir. Yukaridaki esitli§i gozoniine alarak ve dizeyler kuramindaki
tekil deger ayristinmindan (ing: singular value decomposition) [29] esinlenerek
asagidaki gib bir tiir dolayli 6zdeger sorunu tanimlamak olanakli olur.

JEK (. £) (&) = o7(x),
b

| dxK(x,8)Y(x) = 09(5),
& e lab] (1.19)

Yukaridaki esitliklerde ¢ ve y ¢oziilmek istenen ve bilinmeyen tekdegiskenli islevleri,
o ise, yine bilinmeyen bir sayili simgelemektedir. Her ne kadar yukaridaki iki denklem
eslesik (ing: coupled) tiimlev denklemler olsalar da, ilgili isle¢ler birbirlerinin iizerine

sirastyla etki ettirilerek ayrisik (ing: uncoupled) denklemler durumuna getirilebilirler.
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Boylelikle birinci denklemde 7, ikinci denklemde de ¢ elenmis olur. Bu durumda

b b __ _ _
/a dx / dEK (x,£)K (x, )9 (&) = 029 (£),

b b
|t [ ank . )x . E)r(0) = o0,
x,& €[a,b] (1.20)

bicimindeki ayrisik denklemlere ulasilmig olur. Bu denklemler daha yalin olarak

x,& € [a,b] (1.21)

biciminde yazilabilir. (1.21) denklemlerinde agiga cikan yeni c¢ekirdekler olan

ikidegiskenli K ve K> islevleri ise agagidaki gibi tanimlanirlar.

Ki(x, &) = / y d5K (%, 0K (T, E),

b __ . —
Ka(£) = [ dER(x EK(E,E),
x,E € [a,b]. (1.22)

(1.19), (1.20), (1.21) ve (1.22) bagintilarinda ortaya konan olgular, dordiil
ya da dikdortgen dizeyler icin gerceklestirilen tekil deger ayristirmiyla birebir
ortiismektedir. Bu yiizden, burada ele alinan diisiinceye Siirekli Islevierin Tekil Deger
Ayristirzmu adin1 vermek yerinde olacaktir. (1.22) bagintilarinda agik yapilar verilen
K ve K; islevlerinin bakisik olduklar1 aciktir. Bu cekirdeklerin boylari sonlu ise
(1.21)’deki her iki denklem sinirhi Hilbert-Schmidt isleglerinin 6zdeger sorunu olarak

nitelendirilebilir.

Ikinci 6ziine es olmay1s durumunda ise ilgili islecin tanim kiimesi ile deger kiimesinin
uyusmama olgusu s6z konusudur. Bu durumda, ilgili tiimlev islec, .# ile simgelenen
ve 0geleri belirli bir aralikta dordiilii tiimlevlenebilir islevler olan uzaydan alinan bir
islevi aym ozellikleri tasiyyan ama degisik bir aralik tizerinde tanimlanan degisik bir
¢ islev uzayina gotiiriir. Ayrica, bir tiimlev islecin tanim kiimesi ile deger kiimesinin
farkli olmasi salt ilgili araliklarin degisik olmasindan 6tiirii gerceklesmez. Ilgili islecin
cekirdeginin tekillik gibi yapisal 6zellikleri nedeniyle de tiimlev iglecin etki ettigi bir

islevi gotiirdiigli uzay o iglevin icinde bulundugu uzaydan degisik olabilmektedir. Bu
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durum, sanki degisik Kartezyen uzaylar arasinda tanimlanmig bir dikdortgen dizeyle
ilintilendirilebilir. Bilindigi gibi bu tiir dizeyler i¢in dogrudan bir 6zdeger sorunu
tanimlamak olanaksizdir. Bunun yerine soziiedilen farkli uzaylar arasinda gecisi
saglayan ilgili tiimlev isle¢c ve onun es (ing: adjoint) isleci iizerinden tanimlanmig bir

tekil deger ayristirimi tamimlanabilir.

Yukarida sozii edilen olgular1 ayrintilandirabilmek igin asagidaki isle¢ tanimlar

g0zoniine alinsin

o= [“aEK 9@, xelanh 123)

b

IVE) = | dxK(xE)y(x), &€ [ag,be] (1.24)

Ay
(1.23) ve (1.24) tammlarinda yer alan ¢(x) ve ¥(&), swrastyla [ay,by] ve [ag,be ]

araliklar1 tizerinde dordiili tiimlevlenebilen iglevler uzayr olan %

and ¢ dogrucul
yoney uzaylarinin 6geleridir. Yine yukaridaki tanimlardan, 7 ve j\ islecleri, sirasiyla
Z’den ¥’ye ve ¥’den .#’ye doniisiim yapan isleclerdir. Bu tek boyutlu uzaylar,
alt ve ust kiyilar1 (ing: lower and upper bounds) degisik oldugundan, biitiiniiyle
degisik uzaylardir. Bunun yanisira her iki uzay iizerinde i¢ ¢arpim ve ilgili i¢ ¢carpim
yardimiyla olusturulabilecek boy kavrami da ayr1 ayri tanimlanmalidir. Bu olgular, her
iki uzayin da birer ayrilabilir (ing: separable) Hilbert uzay1 oldugunu soyler. Degisik
Hilbert uzaylarinda tanimlanan i¢ ¢carpimlarin degisikligini betimlemek icin .% ve ¢
simgelerini altsimge (ing: subscript) olarak kullanan i¢ ¢carpim tanimlar1 agsagidaki gibi

yapilabilir
(01,62) / dxgy (x) 92 (x) (1.25)

(1. 1)y / dEN(E)p(E) (1.26)

(1.25) ve (1.26)’ten anlasilabilecegi gibi tanimlanan i¢ carpimlarda agirlik islevi,
kolaylik agisindan, 1 degismez islevi olarak alinmistir. Kugkusuz, uygun olmak iizere
bu secim degisik tiirden islevlerden yana da kullanilabilir. Ote yandan, (1.25) ve
(1.26) i¢ carpim tanimlarinin sol yanlarinda ayraglar (ing: parantheses) icerisinde
bulunan iglevlerin bagimsiz degiskenleri agikc¢a belirtilmemistir. Bunun nedeni, ilgili
degiskenlerin ilgili i¢ carpimlarin sonuglarinda asla goziikmeyecek olusudur. Bu

nedenle savda anlatim1 yapilacak tiim i¢ ¢carpimlarda bu olguya 6zen gosterilecektir.
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Yukarida da belirtildigi gibi 7 ve j\ islecleri, sirasiyla .%’den ¢¥’ye ve ¢’den .#’ye
doniistim gerceklestirmektedirler. Bu baglamda (1.25) ve (1.26) tanimlar1 kullanilarak

asagidaki iligkiyi elde etmek olanaklidir.

(r50), = (7rs),

Buradaki ¢ ve v islevleri sirasiyla .%# ve ¢ uzaylarindan alinan iki islectir. 7 ve j\
islecleri (1.27) bagintisindaki i¢ ¢arpimlarin ayni i¢ ¢carpimlar olmamasindan Otiirii
birbirinin egi olarak tanimlanamazlar. Buna karsin ilgili isleclerin birbiriyle olan

iligskisi her zaman us’da (akilda) tutulmasi gereken bir olgudur.

Yukarida sozii edilen olgular, asagidaki gibi bir tekil deger ayristirimi sorunu tanimina

olanak saglar.

-~

Jo(x) =0y(&), x € layby], &€ |ag,be], (1.28)

TYE) =0(x),  x€lanb], &€ [agbe], (1.29)

Tgili islecleri sirasiyla birbirleri iizerine etki ettirerek
JI9(x)=09(x),  x€[aybi (1.30)

I INE) =0(E), &€ lagbe]. (1.31)

esitliklerine varilabililir. Bdoylece, yukarida belirtilen, tipki Hermit tiirii olmama
durumlarinin birincisinde oldugu gibi, ikincisinde de bir tekil deger ayristirimi sorunu

olusturma ve buradan da iki ayr1 6zdeger sorununa gecis olanakli duruma gelmis olur.

1.5 Uzbilimcil Sendelenimsizlik Kurami

1.3 altboliimiinde anlatildig1 gibi, verilen bir cokdegiskenli islevin CYCG bilesenleri
ile CYCG yaklagtiriminda kullanilacak destek islevlerinin (YOD) elde ediliminde ¢cok
kath tiimlevler ile karsilasilmaktadir. Tiimlevi alinacak islevin ya da segilen agirlik
islevinin ¢oziimciil yapisina bagh olarak ilgili tiimlevi belirlemek epeyce karmagsik
olabilir. Bunun da 6tesinde, ilgili tiimlevi ¢6ziimciil olarak belirlemek, olanaksiz bile
olabilir. Bu tiir durumlarda, uygun bir sayicil dordiilleyim (ing: numerical quadrature)
yonteminin kullanimi bilim bireyleri ya da 6lgmenlerce yeglenen olgudur. Bu amag

dogrultusunda bir ¢ok dordiilleyim yontemi gelistirilmis olup bu konuda bilimcil
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yazinda olduk¢a yogun bilgi birikimi bulunmaktadir [30,31]. Bu altboliimde, ¢ok
katli tiimlevlerin degerinin sayicil olarak bulunmasinda kullanilan ve Prof. Dr. Metin
Demiralp tarafindan gelistirilmis etkin bir yontem olan “Sendelenimsiz Tiimlevleyim”
(ing: Fluctuation Free Integration) yontemi [32,33] ve ayrintilarindan soz edilecektir.

Bu dogrultuda asagidaki kanitsav ile baglamak yerinde olacaktir.

Kamtsav: f islevi 5 Hilbert Uzayt icerisinden alinmak iizere tek degiskenli ve
coziimciil (ing: analytic) bir islev olsun. Goérevi, islenenini (ing: operand) f ile
carpmak olan fiﬂecinin (ing: operator) dizey gosterilimi (ing: matrix representation),
ayni uzay ve taban takimu yardimiyla olusturulan ve gorevi iglenenini bagimsiz
degisken x ile carpmak olan X islecinin dizey gosteriliminin f altindaki goriintiisiine,

sendelenim terimleri gozard: edildiginde, esit olur.

Sendelenim terimlerinin gozardi edildigi durumda, bir diger deyisle sonsuz sayida
yatay ve diisey siralar iceren dizey gosterilimlerinden, bu dizeylerin n boyutlu

kesmelerini iceren dizeylere gecildiginde ise yukaridaki kanitsavda sozii edilen esitlik,
F) ~ £ (X<">> (1.32)

bicimindeki yaklasikilifa doniisiir [32, 33]. Bu yaklasikliktaki X () dizeyi gorevi,
islerini bagimsiz degisken ile carpmak olan islecin dizey gosterilimini betimler. Bu

dizeyin o6geleri

XP Xy
X" = () () o XY= (udw),  1<jk<n (133)
an’ coo Xon

olarak bulunurlar [30,31]. Andiran bicimde F(") dizeyi de gérevi, islenenini f islevi

ile carpmak olan islecin dizey gosterilimini betimler ve bu dizeyin 6geleri de

By - By )

F) = FEE F' = (u.fu), 1<jk<n  (134)
n (n)
F\ - Fun

olarak elde edilirler [30, 31]. (1.33) ve (1.34) bagintilarindaki dizeylerin 6gelerinin
elde ediliminde karsimiza ¢ikan u; islevleri tekdegiskenli islevler olup birlikte dikgen
ve birimboylu (ing: orthonormalized) bir taban takimi (ing: basis set) olustururlar. Bir

diger deyisle 0, Kronecker Delta’sim simgelemek iizere

U ={uw()}yy,  (ujm) =38z (1.35)
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yazmak olanaklidir. Bu asamadan sonra, yukarida verilen Sendelenimsizlik Kanitsavi
yardimiyla, bir belirli tiimleve (ing: definite integral) nasil yaklastinm yapilacagi

olgusu iizerinde durulacaktir. Bu dogrultuda, yaklastirim yapilmak istenen tiimlev

fz/oldxf(x) (1.36)

olarak ele alinsin. Bu tiimlevde arahigin [0,1] olarak alinmasi, evrencil (ing:
universalized) bir yaklagim ereklenimindendir. Ayrica .7 uzayinda tanimlanacak olan

i¢ carpimda agirlik islevi olarak
w(x) =1, xe[0,1] (1.37)

degismez islevinin alindig1 diisiiniilecektir. Bu onbilgiler verildikten sonra sonsuz
boyutlu 77" uzayim orten ve (1.33) ile (1.34) bagintilarindaki dizeylerin 6gelerinin
bulunmasinda kullanilacak olan taban takiminin olusturumuna gegilebilir. Bu taban
takiminin 6geleri, bagimsiz degisken olan x’in eksi olmayan tamsayi iisliilerinden
olusturulacaktir [30,31]. Yani

v = {1 (1.38)

denilebilir. 1, x, x%, x°, ... Ogelerinin aralarinda dogrucul bagimsiz olduklarim

gormek hig te giic degildir. Kuskusuz, belirleyislerde, sonsuz boyutlu uzay ve sonsuz
sayida 0geden olusan taban takimi yerine, ayni taban takiminin sonlu sayida 6gesi
(sozgelimi ilk n sayida) alinarak elde edilen taban takimi ve sonlu boyutlu 7, uzay1
ile calisilmalidir. Boylelikle, evrencilligin da saglanabilmesi amaciyla bilimcil yazinda

“uslii taban takimi” olarak bilinen tabaan takimi
V= {x1 (1.39)

olarak alinmalidir. Bu sonlu taban takiminin 6geleri her ne kadar dogrucul bagimsiz
iseler de, birbirlerine dik ve birimboylu degildirler. Dolayisiyla bu takim, sozii
edilen bu ozellikleri tasiyan yeni bir taban takimina doniistiiriilmelidir. Bu amacla,
Gram-Schmidt Diklestirim Yontemi veya Cholesky Yontemi [29] kullanmilabilir. Her
iki yontem i¢in de oncelikle 7}, in 6geleri arasinda bir icgarpim tanimlanimi gereklidir.

Eger 7}’ in i. 6gesi v; ile gosterilirse bu i¢carpim

1
(v,',vj) E/O dxvi(x)v;(x), 1<i,j<n (1.40)
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biciminde tanimlanabilir. Bu i¢ccarpim yardimiyla da herhangi bir 68enin boyu (ing:

norm)

—_

vill = (vi,vi)? (1.41)

olarak tanimlanacaktir. Bu i¢ ¢arpim ve boy tanimi altinda ¥}, taban takimi diklesti-
rilirse agagida dgelerinin agik yapilari verilen yeni bir %, taban takimi elde edilir. Bu

taban takiminin 6geleri sirastyla u;(x), ..., u,(x) ile gosterilmek iizere

uy(x) =1

up(x) =V3(2x—1)

uz(x) = V5(6x* —6x+1)

ug(x) = V7(20x° —30x% + 12x — 1)
(x) = VO(

up(x) =v2n—1P,_1(2x—1) (1.42)

bicimindeki cokterimliler (ing: polynomials) elde edilmis olur [32, 33]. Genel
yapmin daha kolay anlagilabilmesi amaciyla us(x)’teki katsayr icin 3 yerine /9
yazilmistir.  (1.42)’deki cokterimlilere baslarindaki \/2n—1 carpani olmaksizin
bakildiginda, bilimsel yazinda “Kaydirilmis Legendre Cokterimlileri” (Shifted
Legendre Polynomials) [34] adi verilen cokterimlilerden bagka birgsey olmadiklari
goriillir.  Bu cokterimliler, [—1,1] araliginda dikgen (ing: orthogonal) olan
Legendre Cokterimlilerinin, uygun bir birinci derece islevcil (ing: affine) doniisiimle
[0,1] araligina kaydirillarak ve bu aralikta dik olmalari ereklenerek olusturulmus
cokterimlilerdir. Boylelikle birbirine dik, birimboylu ve dogrucul bagimsiz n sayida

0geden olusan %, taban takimi elde edilmis olur. [32,33]

Bu asamada, u;(x) = 1 olgusu kullanilarak (1.36)’daki tiimlevi agagidaki bicimde

yazilabilir

1 1 % ()7 () o)
54 :/ dxf(x) :/ dxuy (x) f(x)u; (x) = (ul,fm) =e, F(”)el (1.43)
0 0
Yukaridaki bagintida F(?), figlevinin onceden sozii edilen dizey gosterilimini, egn) ise

n boyutlu Kartezyen uzayda ilk 6gesi 1, diger tiim 6geleri O olan yoneyi (ing: vector)

gostermektedir. Eger kanitsavda sozedilen ve acik¢a(1.32)’de verilen sendelenimsizlik
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yaklastirimi kullanilirsa

g™y <X<")) el” (1.44)
yaklastirrmu elde edilir. Artik (1.36)’daki belirli tiimleve bir yaklastirim yapabilmek
olanakli olmustur. Goriildiigii gibi (1.44) yaklastiriminin sag yani, dizey ve yoneyler
iceren tikiz bir bagintidir. Bu baginti X () dizeyinin baz1 6zellikleri kullanilarak daha
anlagilir bir bagintiya doniistiiriilebilir. (1.33)’teki bagintilardan X"’ nin bakisik (ing:
symmetric) ve dordiil (ing: square) yapisit olan bir dizey oldugu soylenebilir. Bu

durumda 4;’ler bu dizeyin 6zdegerleri, &, ler ise ilgili 6zyoneyleri olmak iizere
C T
X () — Z)‘iéigi (1.45)
i=1

biciminde bir ayristirim yazilabilir. Bu ayristirnma, X () dizeyinin izgecil ayristirmi
(ing: spectral decomposition) adi verilir [29]. Bu aynistirim (1.44)’iin sag yaninda

yerine konulup, ara cebircil iglemler gerceklestirilirse
n T n n n T ! n n T& n
eg ) f(X( ))eﬁ ) :e§ ) i (Z)LigigiT> 65 ) =e§ ) Zf(/li)ﬁiﬁfeg )
i=1 i=1

— if(li) (e(ln)Tgi)z (1.46)

elde edilir. Boylece (1.36)’daki tiimleve
1 n T 2
RECRWIES (147

biciminde verilen toplam ile yaklastirim saglanmis olur [33]. (1.47) aslinda bize,
A;’lerin diigiim noktalari, &;’lerin ilk 6gelerinin de agirliklar olarak diigiiniildiigii bir
dordiilleyis (ing: quadrature) bagintist vermektedir. Boylelikle, tiimlevin icerisinde
bulunan f(x) islevinden biitiiniiyle bagimsiz bir bigcimde, x islecinin dizey goster-
iliminin 6zdeger ve 6zyoneyleri kullanilarak f(x)’in sonlu bir araliktaki tiimlevine
yaklastirnm saglanabilmektedir [33]. Bu olgu, sendelenimsizlik yaklastiriminin en
onemli 6zelliklerinden biri olup, ilgili ozikililerin bir kez belirlendikten sonra bir
daha belirlemeye gerek kalmadan, yinelerenek kullanilabilecegini sdylemektedir. Bu
da hesaplama siiresinin kayda deger oranda kisalmasina neden olacaktir. Ayrica bu
yaklastirimin niteliginin n sayis1 bilyiidiikce artacagi gercegi de akildan ¢ikarilmamasi
gereken bagka bir olgudur. (1.47)’de tek degiskenli islevler icin verilen yaklastirim

bagintis1 ¢ok degiskenli iglevler icin de giicliik cekmeden Ozelsizlestirilebilir. Bu

olguya bu altboliimde degil bir sonraki boliimde deginilenecektir.
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2. ALTKESIMCIL ISLEV VE VERI YAKLASTIRIMI

Savin bu boliimiinde, CYCG’nin bir tiirii olan Altkesimcil CYCG (ing: Piecewise
EMPR) iizerinde durulacaktir.  Savin Oneri asamasinda, CYCG’nin etkinliginin
arttirimi1 olgusu iizerinde ¢alismalar siirdiiriiliirken, iizerinde calisilan dikgen uzamin
kiigtiltimiiniin CYCG yaklastirimlarinin etkinligini arttirdigi gézlemlenmistir [17].
Bu dogrultuda, iizerinde ¢alisilmak istenen ve eksenleri birbirine dik olan N boyutlu
agskinuzay (ing: hyperspace), yine N boyutlu ve eksenleri birbirine dik olmak
tizere alt agkinuzaylara boliinmiistiir. Olugturulan her bir alt askinuzay icerisinde
isleve CYCG yaklastirirmi yapilmig ve bulunan nitelik dlceni degerlerinin iist kiyi
olan 1’e daha yakin oldugu goriilmiistiir. Bu gelismeler ilerideki ¢aligmalar icin
oldukc¢a ¢oskulandirict olmus ve savin ilerleme evrelerinde yola ¢ikis noktasi olarak
diisiiniilmesine neden olmustur. S6zii edilen ¢alismalarda elde edilen 6zgiin yontem ve
ilgili sonuglara, yazarin da esyazar oldugu [17] kaynagindan ulagsmak olanaklidir. Bu
boliimde yapilacak olan anlatimlar ilk olarak siirekli islevlerin yaklastirimi i¢in atilan
adimlari, daha sonra da veri kiimelerinin yaklastirimi icin gerekli yapilari icerecektir.
Bunlarin yanisira, izleyen altboliimde bir ¢oziimciil islevin CYCG yaklastiranlarinin
elde ediliminde (1.5) altboliimiinde ayrintilar1 verilen sendelenimsiz tiimlevleyim

olgusunun kullanimi da aktarilacaktr.

2.1 Altkesimcil Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi

CYCG tabanli olan bu yeni yontemdeki ana diisiince, lizerinde ¢alisilan uzami iki
ya da daha fazla sayida altuzama (ing: subgeometry) boliip, her bir altuzam igin
ilgili ¢okdegiskenli islevin CYCG’ni giindeme getirmektir. Bdoylelikle ilgili islev
icin elde edilecek coziimciil yaklastirim altkesimcil (ing: piecewise) yapida olacaktir.
Bu yontem ile ilgili cokdegiskenli isleve ¢ok daha etkin yaklastirnmlar yapabilmek
olanaklidir [17].

Bu baglamda, erekteki cokdegiskenli isleve altkesimcil CYCG yaklastirimi yapa-

bilmek i¢in atilmasi gereken adimlar asagida siralandirilmasgtir:
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e Kullanilacak olan altaraliklarin sayist belirlenmelidir. Eger her bir x;, (1 <i < N)
bagimsiz degigkeni [a;,b;| kapali araliginda tanimliysa, her bir aralik altkesimlere

boliniir.

M=qg, M"V=p, 1<i<N 2.1)

1

~—

(2.1)’den anlagilabilecegi gibi, her bir altaralig1 es sayida altkesime ayirmak zorunlu
degildir. Sozgelimi, [aj,b;] aralig1 n; altkesime, [ay,b;| araligi ny altkesime ve

andiran bigimde diger tiim araliklar uygun bir sayida altkesime boliinebilirler.

e (2.1)’deki ilgili altkesimlerin birbirleriyle kartezyen carpimlart alinarak altuzamlar
olusturulmalidir. Boylelikle elde edilecek altuzamlarin sayist p =nj Xny X --- X ny

olacaktir.

.@(k)zxgjl)xxgh)xmxx(jN), 1<k<p, 1<ji<m, meN (22)

e Her bir altkesim i¢in elde edilecek olan CYCG aciliminda kullanilacak birimboylu

destek iglevleri giindeme getirilir.
e Her bir altkesim i¢in CYCG bilesenleri elde edilir.

e Her bir altkesim i¢in elde edilen CYCG aciliminin salt ilk terimleri, yani
ilgili degismez bilesen ile ilgili destek islevlerinin ¢carpimiyla elde edilen terim

alikonarak sifirinci kerteden kesme yaklagtiranlari

To(xt,e o) ® = T si0), 1<k<p 2.3)
=1

biciminde elde edilirler. FElde edilen tiim yaklastiranlar bir arada giindeme

getirilmek istenirse
( N
fél) [sj(x;), xi,x,....xx € 2

A sixi), x1,x0,...0n € 2@
n.O(xlu"'axN) - 0 j=1 j( j) 2 N (24)

N
fé”) I1s;(x;), *x1,%2,...,xy € 2P

altkesimcil yapisi elde edilir.
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e Her bir altkesim i¢in (1.12)’de verilen 6l¢enler hesaplanir. Eger dlcenlerin degerleri

1’e istenilen Ol¢iide yakin degillerse birinci kerteden kesme yaklastiranlar

() N Ny N (1)
o Hlsj(xj') + L (xi) T s5(xj), 21,0038 € 7

Jj= i= i=
J#i
N N N

£ T si00) + X A2 () Tsj(ag), 21,y € 20

T (X17...,XN) = =1 =1 ];é! (2.5)

N N ‘N

76" T sjte)+ X A7) TLsy7), 31,0 € 20
Jj= i= j=
L J#i

biciminde elde edilirler.

Boylelikle altkesimcil CYCG’nin yaklastirima olan etkisi olumlu yonde arttirilmis
olur. CYCG ve altkesimcil CYCG’nin islev yaklastirnmindaki etkinliinin gosterimi
amactyla iki sayicil ornek iizerinde durulacaktir. Elde edilen sonuclar, karsilastirim
agisindan ¢izimler yardimiyla verileceklerdir. Sekil 2.1 ve Sekil 2.2°de sirasiyla (x; +
%) ve (10siny/f+3) / (4/1+x3+3) iki degiskenli islevlerinin izimlerinin
(al), sifirinct kerteden CYCG yaklastirrmi (mavi) ve dort altkesim kullanilarak elde
edilen, yine sifirnct kerteden olan altkesimcil CYCG yaklastiranlart (yesil) ile

karsilagtirim verilmektedir.

ekil 2.1 : Degisik bakis ac1 armdan x1 4+ x2)% islevinin ¢izimi , sifirinct kerteden
kil 2.1 : Degisik bak larind 4 sl (Al), sifi kerted
CYCG yaklagtiran1 (Mavi) ve sifirinci kerteden altkesimcil CYCG
yaklagtiran1 (Yesil).

Her iki cizimden de anlagilabilecegi gibi, sifirinct kerteden CYCG, odaktaki her iki
islev i¢in de oldukca etkin yaklagtirimlar vermektedir. Yaklagtirim niteliginin yeterli

goriilmedigi durumlarda yiiksek kerteden altkesimcil CYCG yaklastiranlar yardimiyla
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Sekil 2.2 : Degisik bakis a¢ilarindan <IOSiIl A /x% +X%) / (\ /1 +x% -I-x%) islevinin
cizimi (Al), sifirinci kerteden CYCG yaklastiran1 (Mavi) ve sifirinct
kerteden altkesimcil CYCG yaklastiranm (Yesil).
yaklastirim, ilgili cokdegiskenli islevin ¢ok daha giirbiiz bir bi¢imde yaklastirimina
olanak saglamaktadir. Yaklastirim niteliginin artimi istenirse, altkesimlerin sayisini

arttirmak da ige yarayan bir olgu olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

2.2 Ayrik Altkesimcil Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi

Bu altbdliimde, (2.1) altbdliimiinde sozii edilen Altkesimcil CYCG yoOnteminin, ayrik
veriler (ing: discrete data) iizerine nasil uygulanacagi konusunda bilgiler verilecektir.
Bu dogrultuda, x,X,,..., Xy, lzerinde ¢alisilan uzayin her bir ekseninde, diger
bir deyisle boyutunda, imgelenmis olan ayrik verilerin (noktalarin) kiimeleri olsun.
Sozgelimi ), uzaymn salt birinci boyutunda simgelenmis, X,, uzaymn salt ikinci
boyutunda simgelenmis ve andiran bi¢cimde tiim X;’ler, ilgili boyutun iizerinde
simgelenmis noktalarin kiimelerini simgelesinler. Bu kiimeler ve 6geleri uzbilimcil

olarak,

R PR P ) ST

=1
biciminde anlatilabilirler. (2.6)’dan anlasilabilecegi gibi, sirasayilandirimlarda (ing:
indexing) karigiklik olmamasi agisindan her bir boyuta ait veriler, ilgili boyutun
sirasayisi ile eslestirilmis ve istsirasayi olarak da yine ilgili boyutun sirasayisi ayraglar
(ing: parantheses) igerisinde kullanilmigtir.  Boylelikle eldeki tiim x;’lerin (i =

1,2,...,N) kartezyen carpimlarinin N boyutlu bir 6rgii (ing: grid) olusturdugunu
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sOylemek yanlis degildir.
X=2X1 XXX XXn 2.7)

biciminde anlatimi vardir. Bu durumda (2.7) bagintisinda altsirasayisiz olan x kiimesi,

my X « -+ X my’dir.

Egerherbir }; (i=1,2,...,N) kiimesinden x() ¢ X ; olmak lizere degisik sayida dgeler

de icerebilecek bicimde altkiimeler secilirse
R ) S I T ) ST R )

n; < mi, i=1,2,....N (2.8)

kiimeleri elde edilir. Bu kiimelerin de yukarida oldugu gibi kartezyen c¢arpimlari
alinirsa

2)

x = x( x x® x ..o x®) (2.9)

olacak sekilde x orgiisii elde edilir ve bu Orgii )} Orgiisiiniin bir altorgiisiidiir
(ing: subgrid). Ayrk altkesimcil CYCG yontemi, degisik sayida 6ge iceren x()
altkiimelerinin kartezyen carpimlari yardimiyla olusturulabilecek ayri ayri tim x
altorgiilerinin icerisinde kalan noktalarin kullanimiyla degisik altyiizeyler bulunmasi
temeline dayanmaktadir. Yontemin anlatimi sirasinda, sirasayilamada (ing: indexing)
karmagikilga yol agmamak ic¢in, iizerinde calisilan N boyutlu altdrgii x olarak
alinacak ve bu altuzaydaki tiim noktalarda verilen iglev degerleri f; ;, iy =

f (x(]) AW ) olarak gosterilecektir.

i Xy e Xy
Mgilenilen alt6rgii tizerinde bulunan ve tiim boyutlarda bileseni olan f;, ia,...,iy 1slevinin
Ayrik CYCG agilim
OTT " % (DT o 3 U TT () (i1,i2,-)
\fil~,i27~~'7iN = f( ) Hsir + Z ‘fljj Hsir + Z f‘lj{lk H Sir + o +‘f‘llll7272/all,VN (210)
r—1 j=1 r=1 jk=1 r=1 i
r# j<k rjk

bicimindedir. Kugkusuz bu a¢ilimin (1.2) a¢ilimina kosut (ing: parallel) olmasi
dogaldir. (2.10)’daki agilimin bilesenlerinin bulunumunda (1.2) acilimindaki tiimlevler
yerini sonlu toplamlara birakmistir. Bu olgunun yanisira, ilgili bagimsiz degiskenlere
bagli olan bilesenler ve destek islevlerinin yerine, salt ilgili boyutar iizerinde toplamlari

alinan bilegenler ve destek yoneyleri (ing: support vectors) aciga ¢ikmaktadir. Bu
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acilimda goziiken destek yoneyleri

n nj—1 i+l
'21"'.21.21 an,lz, HiN
; 1= 1i_1=11; in=1
s — 1 oI N . j=1,2,...,N (2.11)

~
<

[\

B —

nj np nj—1  nj+1

(X X Y - Zfzm,,

ij=1 i1=1 ij_1=1ij+1=1 lN—

biciminde boyu 1 olan yoneyler olarak elde edilirler. Giicliikk cekmeden goriilebilecegi
gibi (2.11)’de agik yapilari verilen destek yoneyleri (1.5) bagintilart araciligiyla verilen
destek iglevleri tanimiyla birebir ortiismektedir. Bu da, ilgili destek yoneylerinin,
yine yonel ortalamali destekler (YOD) olarak se¢ildigini soyler. (2.10) ag¢iliminin
bilesenleri olan f ©), f M., f ™), f (12) .. adh 2V bileseni essiz olarak bulabilmek
icin CYCG’nde oldugu gibi bazi kosullara gereksinim duyulmaktadir. Bu kosullardan
ilki "

Y s b, =0 i€ (kK k) (2.12)

i=1
bicimindedir ve bu kosula “toplam altinda sifirlanim kosulu™ ad1 verilir. Ayrica bu
kosul, (2.10) acilimindaki tiim bilegenlerin birbirlerine dikgen oldugunu sdyler. Bu

kosulun yanisira, bilesenlerin daha yalin elde edimi icin

Zw j=12,....N (2.13)
ij=1
ve
Zw [ }:1; j=12,....N (2.14)

i=1
kosullarina gereksinim duyulmaktadir. Bu kosullar, sirasiyla, her bir boyut i¢in
tanimlanan agirlik yoneyinin 6gelerinin toplaminin 1 olmasi ve yine her bir boyuttaki
destek yoOneylerinin ilgili boyuttaki agirlik yoneyi altindaki toplamlarinin 1 olmasi
gerektigini sOyler. Bu baglamda, (2.10) aciliminin degismez bileseni, (2.12), (2.13)
ve (2.14) kosullar1 kullanilarak

Zl ) - Z [Hw s; ]f (2.15)

i1=lip=1 in=1|r

olarak edilir.  f(©in bulunumunda, islevin altorgii iizerindeki noktalarda aldig:
degerlerin tiimiiniin, ilgili boyutlardaki agirlik ve destek yoneylerinin 6geleri ile

carpimlarinin toplanimi sz konusu olmaktadir.  Bir boyutu dislayarak altorgii
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icerisindeki geri kalan tiim noktalara yukarida anlatilan islemler uygulanirsa

nj—1  nNjyl

Z >y ) - Z HW S) fil,iz,..‘,iN—f(O)Sl(jj) (2.16)

i1= 1 ljl llj+1 1 iN= 1 r;;

bicimindeki tek altsirasayiya bagli bilesenler elde edilirler. Andiran bi¢imde iki

altsirasay1 iceren bilegenler

(k) nj—1 nj+i -1 Mgl ny N () (")
EAED YD MD MRS M VRS R B £ 42 (R
i1=1 ij—1=1lij41=1 ir—1=lirp1=1 in=1 r;é:jlk
0 (k) ()
- f() f,, O Si7 2.17)

olarak elde edilirler. Ug ve daha fazla altsirasay1 barindiran bilesenler de andiran

yontemle elde edilebilirler.

Onceki boliimde, ayrik veriler yardimiyla degil de ilgilenilen islevin ¢oziimciil
yapist kullanilarak elde edilen yaklastirim sonuclar1 ¢izimler aracilifiyla verilmisti.
Bu asamada, kugkusuz, islevin coziimciil yapisi yerine, islevin belirli diigiim
noktalarinda aldig1 degerler yardimiyla yapilan altkesimcil CYCG yaklastirimi
giindeme getirilecektir. Bu dogrultuda ilgilenilen islev olarak iki bagimsiz degisken
iceren f(x1,x2) = sin (x7 + ¢%2) islevi g6z oniine alinacaktr. Bu iglevin dogruculluktan
oldukca uzak bir yap1 sergilemesi nedeniyle secildiginin belirtiminde yarar goriilmekle
birlikte yaklagtinmdaki altuzaylar sirasiyla [0,0.5] x [0,0.5], [0.5,1] x [0,0.5],
[0,0.5] x [0.5,1] ve [0.5,1] x [0.5,1] altuzaylar1 olarak alinmiglardir. ~Her bir
altuzayn her iki ekseni iizerindeki diigiim noktalar1 arasindaki adim uzakligi & = 0.25
olarak secilmigtir. Bu secim, her bir altuzayin tek bir ekseni iizerinde 3 diigiim noktasi
ile caligildig1 anlamina gelmektedir. Kartezyen ¢arpim yardimiyla, her bir altuzayin
icerisinde kullanilmig olan toplam diigiim sayisinin 9 oldugunu goérmek gii¢c degildir.
Bu bilgilerin yanisira, lizerinde calisilan f iglevinin 1. kerteden ayrik altkesimcil
CYCG yaklastiraninin belirlendigini animsatmakta da yarar vardir. Sekil 2.3’te ilgili
islevin yaklastirim ¢izimi ile 0ziiniin ¢iziminin 4 altaraliin her biri i¢in kargilagtirimi
goriilmektedir. Bu altgoriintiilerden anlasilabilece8i gibi Ayrik Altkesimcil CYCG

yaklastirimy, ilgili islevi yansitmada azzimsanmayacak 6l¢iide basarilidir.

Sekil 2.4°te ise ayni islev kullanilarak degisik altaraliklar icin elde edilen yaklastirimlar

tek bir cerceve igerisinde gosterilmektedir. Sekil 2.5’te f(x1,x2) = sin(x} + %)

islevinin 1. kertededen Ayrik Altkesimcil CYCG yaklagtirim ile ilgili islevin
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05 o5

Sekil 2.3 : f(x1,x2) = sin (x] + ") islevinin [0, 1]? uzay1 iizerindeki degisik
altuzaylardaki 1. kerteden Ayrik Altkesimcil CYCG yaklastirimi (Al) ve
islevin kesin degeri (Mavi).

Sekil 2.4 : f(x;,x2) = sin (x? + ) islevinin [0, 1]> uzay1 iizerindeki 1. kerteden
Ayrik Altkesimcil CYCG yaklastirimu.

olusturulan 4 sayida 3 x 3’liikk orgiiniin diigtimlerinde aldig1 degerlerin karsilagtirimi
s0z konusudur. Bu nedenle, Sekil 2.5’teki al kesik cizgiler, aslinda Sekil 2.4’te
gosterilen al yaklastirim yiizeylerinin, ilgili diiglim noktalar1 taban alinarak tek boyutta
gosterimi olarak nitelendirilebilir. Bu gosterimler, boyut sayisinin ikiden ¢ok oldugu

durumlarda, yaklagtirm niteliginin goriilebilmesi agisindan olduk¢a 6nemlidir.
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Sekil 2.5 : f(x1,x2) = sin (x] 4 €*2) islevinin [0, 1]? uzay1 iizerindeki 1. kerteden
Ayrik Altkesimcil CYCG yaklastirimu ile o diigtimlerdeki gercek
degerlerin karsilastirima.
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Sekil 2.6 : f(x1,x2) = sin (x} + ") islevinin [0, 1]> uzay1 iizerindeki 1. kerteden
Altkesimcil CYCG yaklastirimi ile o diigtimlerdeki gercek degerlerin
kargilagtirima.
Sekil 2.6’da ise yine ayni islev icin, ayni Ozellikler ile elde edilen, fakat altkesimcil
olmayan yaklastirim degerlerinin ve gercek degerlerin karsilastirimi s6z konusudur.
Her bir boyutta [0, 1] aralig1 iizerinde & = 0.25 adim araliina gore diizgiin dizilmis 5
diigiim noktas1 oldugundan elde olan diigiim sayist toplamda 25 olmaktadir. Sekil 5
ve Sekil 6’daki degerlere bakildiginda, ayrik yapi iceren yaklastirrmdan elde edilen

degerlerin, ¢ogu diigiim noktasinda islevin gercek degerlerini daha i1yi yansittii
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goriilmektedir. Bu olgu, savin, hazirlanimi ve ilerleyisi konusunda 6nde gelen

coskulandirici 6gelerden biridir.

2.3 Sendelenimsizlik Diigiimleri ve CYCG’nde Kullanimi

Savin giris boliimiinde, sendelenimsizlik kanitsavinin, bir belirli tiimlevin sayicil
yaklastirnminda nasil kullanilacag: iizerinde durulmustu. ilgili kanitsavin kullanimiyla
elde edilen (1.47) yaklagtinm bagintisindaki A;’lerin aslinda bir diigiim noktasi
olarak diigliniilebilecegi, bununla birlikte, her bir A; 6zdegerine karsihk gelen &,
Ozyoneylerinin ilk 6gelerinin dordiillerinin (ing: squares) de agirlik katsayilar1 olarak
kullaniligt olgusu aktarilmisti. Bu durumda, (1.33) bagintisinda verilen X iglecinin
dizey gosteriliminin 6zdegerleri olan A;’lere aslinda [0,1] aralig1 tizerinde verilmis
digtimler goziiyle bakmak hi¢c de yanlis bir olgu olmamaktadir. Bundan sonra bu
degerlere sendelenimsizlik diigiimleri denilecektir. 1.5 altboliimiinde tekdegiskenli
timlevlerin yaklastirimi icin yapilan anlatim kolaylikla cokdegiskenli duruma
aktarilabilmektedir [17]. Bu dogrultuda, salt x isleci degil de, goérevleri sirasiyla
islenenlerini x,xp,...,xy bagimsiz degiskenleri ile ¢arpmak olan Xj,xp,...,Xy
islecleri giindeme getirilmelidir. Bu igleglerin dizey gosterilimleri ise sirasiyla
X(ln‘),XgnZ) ,...,X](\;’N S gosterilmek iizere ny,ns,...,ny boyutlu dordiil dizeyler
olmaktadir. Kuskusuz her bir dizeyin boyutunun esit secimi de olanaklidir. Bu da
N sayida dizey gosterilimi yerine tek bir dizey gosteriliminin kullanimina olanak
saglar. Eger ilgili dizeylerin tiimiiniin boyutu n olarak diisiiniiliirse yapilacak izgecil
coziimleyimler (ing: spectral analysis) sonucu 1.5 altboliimiinde de aktarildig1 gibi
n sayida diigiim, n sayida da agirlik katsayisi elde edilecektir. Tlgili diigiim ve
agirlik katsayilar1 bulunup bellekte saklandiktan sonra istenildigi kez kullanilabilecegi
olgusuna daha once de deginilmistir. Bu baglamda, CYCG bilesenleri ve destek
islevleri sozii edilen izgecil biiyiikliikler ile kolaylikla belirlenebilir duruma gelirler
[17]. Soz gelimi elde edilmek istenen CYCG bileseni degismez terim, fp, olsun.
Bu bilesenin, (1.9)’de verilen ve agirlik islevinin degismez islev olan 1 islevi olarak

alindig1 durum i¢in karsilig1

1 1
f():/ dxlsl(x1)~-~/ dxnsn(xn) f(x1,...,xN) (2.18)
0 0

bagintisi ile verilir. (2.18) bagintisindaki ¢okkatl tiimlev sendelenimsizlik diigtimleri

kullanilarak, sirasiyla, teker teker yaklastirilmaya calisilacaktir. Bu amacla (1.47)
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bagintisindaki yaklastirim salt son tiimleve uygulanirsa

1 1 T &
fo = /dels1(x1)"'/0 doxn—1sn-1(xy—1)e)" )3 [f<x1""’xN1’)Lfs’kN)>

n n T n
x sy (A ELED ] e\ 2.19)

yaklastirimi elde edilir. Burada birim yoney ile ilgili 6zyoneylerin i¢carpimlari disartya

alinarak
ST g\ [ !
fo = Z(“q gkN) /delsl(xl)"‘/o dxy_1sn—1(xn—1)
=1
x f (xl N 1,795"”) sy(AL) (2.20)

biciminde daha tikiz bir anlatim elde edilebilir. Bu islem kalan (N — 1) sayida tiimleve

art arda uygulandiginda

M (T e\ ]y 00 g )\ Ty )
H(el ki) F(AE AN s @2
Ili= i=1

yaklastirnmi elde edilir. Boylelikle, ilgili ¢cok degiskenli islevin CYCG aciliminin
degismez terimi, sendelenimsizlik diigiimleri kullanilarak elde edilmis olur [17].

Andiran bir yol izlenerek tekdegiskenli bilesenler de iy = 1, ..., N olmak tizere

n n n n N 2
fillxi) =~ Z Z Z Z H<e§n)T§](<Z))

k1=1 ki ,1:1k51+1:1 ky=1 m:Al

1 m#iq
N
k,‘ — ki m
« f(zl("”,...,xfl_ll1),x,-1,xl.(1+11+1),...,z}f“) Hsm(z,ﬁf‘ )
e
ki
fosi, (A,.(] 1)) 2.22)

yaklastirimiyla elde edilirler [17]. Iki veya daha fazla degisken iceren bilesenler de

ayn1 yaklasim izlenerek sendelenimsizlik diigiimleri yardimiyla elde edilebilirler.

Altboliimiin geri kalaninda, yontemin etkinliginin sinanmimi gergeklestirilecektir. Bu
dogrultuda, ilk asamada yedi ¢oziimciil cokdegiskenli islev i¢in yapilan uygulamalarda
elde edilen sonuclar cizelgeler araciligiyla verileceklerdir. Tlgili cizelgelerin tiimii [17]
calismasindan alinmigtir. Sozii edilen cokdegiskenli islevlerden ilki salt toplamcil
(ing: purely additive) yapida olan bir islevdir. Ikinci islev ise 6ziinde toplamcillig:

ve carpimcilligi birlikte bulunduran bir islev olup tekdiize artan (ing: monotonously
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increasing) yapidadir. Uciincii islev, ikinci islev ile andiran yapida olup 7. dereceden
terimleri icermektedir. Ikinci islev icin s6ylenen olgularin tiimii bu islev icin de
gecerlidir. Yalniz, ticiincii islev, ikinci isleve gore daha keskin bigimde yiikselmektedir.
Bir diger deyisle iiglincii cokdegiskenli islevin egrilifi (ing: curvature) iiclincii
islevinkine gore daha fazladir. Dordiincii iglev, birinci igleve evrik olarak salt
carpimcil (ing: purely multiplicative) yapida secilmistir. Amac yontemin ¢arpimcil
yapilarda ¢ok daha iyi calisi@imi vurgulamaktir. Cokterimli (ing: polynomial)
yapilarin yanisira, yontemin degisik tiirlerdeki islevlerin yaklagtirimindaki etkinliginin
aragtirimi i¢in f5, fg ve f7 islevleri sirasiyla trigonometrik, iistel ve orancil (ing:
rational) islevler olarak se¢ilmistir. Sozii edilen tiim islevler 5 boyutlu islev uzaymdan
secilmis olup, uygulamalarin tiimiiniin yapildigi [0,1]° uzaminda ve dolayisiyla
tiim ilgili altaraliklarda siirekli olan iglevlerdir. Ayrica bu islevlerin tiimii dordiilii
tiimlevlenebilen (ing: square integrable) yapidadir. Ozellikleri verilen bu islevlerin

cOziimciil yapilart asagida verilmektedir.

5 50\
fl(-xlv"'ax5) = .lellv fZ(xla"'7x5) = (.lei> ;
1= 1=
5\’ 5
f3(X1,...,X5): <.lei> ’ f4(x17"'7x5):l_11xi7
1= 1=
(2.23)
5 5
fS('xla"';xS) = COS <7T‘lei), f6(x17"'7x5) = .Zlel%a
1= 1=
2 2 2
X7 +4x5 +9x3
Xiyenn,X5) =
frx 5) 1+9x§+16xi+25x§

Cizelge 2.1°de her bir araligin degisik sayidaki altaraliklara boliintiilendirim (ing:
partitioning) yapilarak elde edilen sifirinci kerteden CYCG yaklastiranlarina ait bagil
yanilgi (ing: relative error) degerleri verilmektedir. Bunlar ile birlikte ilk diisey sirada
altkesimcil olmayan (1.3 altboliimiinde verilen) CYCG ile elde edilen bagil yanilg:
degerleri bulunmaktadir. Cizelge 2.1 ve Cizelge 2.2’de verilen bu degerler ilgili
cokdegiskenli islev ile o islev icin gerceklestirilen yaklastirimin arasindaki degisimin
boyunun (ing: norm) ilgili islevin boyuna orani olarak belirlenmiglerdir. Cizelge 2.1
ve Cizelge 2.2°deki degerlerden altaralik sayisinin arttirrmi ile yaklastirim niteliginin
artiminin saglandig1 goziikmektedir. Bu olgunun yanisira, bagil yanilgi degerlerin elde

ediliminde kullanilan sendelenimsizlik diigiim sayisinin da 3 oldugunu belirtmekte
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Cizelge 2.1 : Sifirinci kerteden yaklastiranlarla elde edilen bagil yanilgilar.

N :/1/(5%2) :/@5)4) :/‘2%8) JVgE) 12)

f1 0.04106 0.02286 0.01206 0.00619 0.00416
f> 0.11932 0.07064 0.03844 0.02003 0.01353
f3 0.13088 0.08046 0.04459 0.02343 0.01587
f40.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
fs 097170 0.82935 0.42842 0.21182 0.14078
feo 0.14180 0.04587 0.01229 0.00312 0.00008
f70.47297 0.23707 0.11423 0.05581 0.01561

Cizelge 2.2 : Birinci kerteden yaklastiranlarla elde edilen bagil yanilgilar.

A J’f?(f) J‘f?(f) J’fgo(lg) '/’f“(l 12)

/1 0.03898 0.02181 0.01154 0.00593 0.00399
f2> 0.06880 0.04408 0.02504 0.01332 0.00906
f3 0.06301 0.04356 0.02581 0.01401 0.00959
f40.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
fs 0.97170 0.51205 0.27443 0.13601 0.09042
fe 0.01139 0.00293 0.00074 0.00018 0.00008
f7 0.28065 0.10424 0.04468 0.02119 0.01387

yarar goriilmektedir. Ayrica, Cizelge 2.1 ve Cizelge 2.2 incelendiginde, sifirinci
kerteki yaklastirimdan, birinci kertedeki yaklastirima gecildiginde belirlenen bagil
yanilgilarin azaldig1 goriilmektedir. Bu da altaralik ve dolayisiyla altuzam sayisinin
arttminin CYCG nin etkinligini arttiran bir olgu oldugunu acgik¢a gostermektedir. Bu
nitelik artim1 cokterimli yapisindaki islevlerde ¢ok da goze carpmamakla birlikte,
geri kalan islevlerde oldukc¢a hatir1 sayilir diizeyde iyilestirime neden olmustur.

Cizelge 2.1 ve Cizelge 2.2°deki degerler tiim altaraliklarda belirlenen bagil yanilgilarin
ortalamasi olan degerlerdir. Her bir altaralik icin degisik bir CYCG yaklagtiran:
oldugundan her bir altaralik i¢in degisik bagil yanilgi degerleri elde edilmektedir.

Cizelge 2.3 : Her bir sifirinci kerteden altkesimcil yaklastirim i¢in elde edilen
yanilgilara ait 6l¢iin sapma degerleri.

#2 #4 #8 #12

fi 0.02573 0.01940 0.01417 0.01170
f> 0.06885 0.05445 0.04072 0.03387
f3 0.07130 0.05844 0.04445 0.03717
f40.00000 0.00000 0.00000 0.00000
fs 0.00000 0.27707 0.25509 0.22322
f6 0.01040 0.00312 0.00078 0.00001
f7 028476 0.19483 0.13530 0.03674
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Cizelge 2.4 : Her bir birinci kerteden altkesimcil yaklagtirim icin elde edilen
yanilgilara ait 6l¢iin sapma degerleri.

#2 #4 #8 #12

fi 0.02428 0.01836 0.01343 0.01110
f> 0.03497 0.02988 0.02323 0.01957
f3 0.02750 0.02600 0.02119 0.01812
f40.00000 0.00000 0.00000 0.00000
fs 0.00000 0.10680 0.12455 0.11422
fe6 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
f70.09567 0.05470 0.03791 0.03110

Kuskusuz bu yaklastiranlardan bazilar1 digerlerine gore daha iyi veya evrik olarak daha
kot yaklastirimlara yol acabilmektedir. Bu yiizden her bir altkesimcil yaklastiranin
yaklastirim niteliginin digerlerine oranla ne diizeyde oldugunun arastirimina gerek
duyulmaktadir. Bu dogrultuda, Cizelge 2.3 ve Cizelge 2.4’te sirasiyla sifirinci ve
birinci kerteden altkesimcil yaklastiranlar icin elde edilen bagil yanilgr de8erlerinin
Olciin sapmalar1 (ing: standart deviations) verilmistir. Cizelgelerdeki degerlerden,
tim islevlerde, ilgili altaralik sayisi i¢in tiim altaraliklarda elde edilen bagil
yanilgr degerlerinin sapmalarinin oldukca yakin oldugu goriillmektedir. Bu da,
yontemin tutarliliginin sinanmasi agisindan onemli bir olgudur. Bu altboliimdeki
cizelgeler araciligiyla verilen degerler aracilifiyla varilan sonug, yonel ortalamali
destekler kullanilarak uygulanan altkesimcil CYCG’nin iglev yaklastinmda oldukca
etkili oldugudur. Bunun yanisira, altkesimcil CYCG’nde karsilagilan tiimlevler
sendelenimsiz tiimlevleyim yardimiyla yaklasik olarak elde edilmiglerdir. Salt 3
digiim noktast ve agirlik katsayis1 kullanimiyla oldukca etkin yaklastirimlar elde
edilmistir. Bu da sendelenimsiz tiimlevleyimin de tiimlev yaklagtirminda ne kadar

etkin bir yontem oldugunu gozler oniine sermektedir.

2.4 Altkesimcil CYCG ile Askinizgecil Goriintii Sikistirim

Askinizgecil duyargalar (ing: hyperspectral sensors) nesnelerden yansiyan ya da
sogurulan erkeyi (ing: energy) elektromanyetik izgenin, genislikleri yaklasik 10nm
ya da daha az olan ¢ok sayida kiiciik bandi iizerinden algilamaktadir. Bu tiir
veriler duyarganin goriis alanindaki nesnelere iligkin oldukca yiiksek oranda bilgi
icermektedir. Bu verilerin igerdigi bilgiler aracilifiyla, gere¢ simiflandirimi (ing:

material classification), erek (ing: target) ve olagandigilik (ing: anomaly) belirlenisi,
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gida denetimi ve hasat kestirimi gibi eylemler gergeklestirilebilmektedir [23, 35].
Yukarida sozii edilen ve andiran uygulamalar: iceren eylemlerin etkinligi acisindan,
elde edilmis askinizgecil goriintiiniin sikistirrmi biiyiilk 6nem kazanmaktadir. Bu
ama¢ dogrultusunda gelistirilen, gerek kayipl (ing: lossy) gerekse de kayipsiz (ing:
loseless) olmak iizere bir ¢ok sikistirma yontemi bilimcil yazinda yer almaktadir. Bu
yontemlerden kayipsiz olanlara ornek olarak ingilizce adlariyla Bayesian Compressive
Sensing (BCS) [36], Compressive-Projection Principle Component Analysis (CPPCA)
[37], Specialized Interior-Point (SIP) gosterilimi [38], Basis Pursuit (BP) [39] ve
Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO) [40] gibi yontemler

gosterilebilir.

Askinizgecil veri kiimeleri iki konumcul, bir de izgecil olmak iizere toplam ii¢
boyut icermektedir. Bu nedenle ilgili veri kiimeleri “askinizgecil kiip” diye de
adlandirilmaktadir [35]. Bu veriler yiiksek boyutlu olduklarindan, CYCG ya da
Altkesimcil CYCG yardimiyla ¢oziimleyis ve irdelenigleri olanaklidir. Bu irdeleyis
baglaminda, askinizgecil goriintiiler icin CYCG tabanli, 6zgiin ve etkin bir kayiph
sikistirim uzisi (ing: lossy compression algorithm) elde edilmistir. Gergeklestirilen
sikisgtinmlar sonucu elde edilen yaklagtinmlarin nitelikleri, bilimcil yazinda Tepe
Im-Giiriiltii Oran1, TIGO (ing: Peak Signal-to-Noise Ratio, PSNR) olarak bilinen
ve lzerinde calisilan goriintii verisine yapilan yaklastirnmlarin ne diizeyde etkin
oldugunun kararlagtirisinda kullanilan Ol¢tim degerleri yardimiyla gosterilecektir.
Bilimcil yazindan da bilindigi gibi yiiksek TIGO degeri, goriintii verileri igin, yiiksek
nitelikli yaklastirrm anlamina gelmektedir. Veri sikistirim eylemlerinde, yiiksek
TIGO degerinin elde edilisi ile birlikte, ilgili degere az sayida veri kullanarak
ulagsmak da olduk¢a onemlidir. Bir diger deyisle etkin sikistirim, olabildigince az
sayida veri kullanarak oldukca yiiksek TIGO degerinin elde edilisini gerektirmektedir.
Bu baglamda, elde edilen kayipli sikistirimin ne kadar az veri ile saglandigi

ornek-basina-bit, 6bb (ing: bit-per-sample, bps) degeri ile Sl¢iilmektedir.

Askinizgecil goriintiiler ve sikigtirnm ile ilgili verilen temel bilgilerden sonra, CYCG
ve tiirleri yardimiyla gergeklestirilen agkinizgecil veri sikistirrm sonuglart iizerinde
durulacaktir.  Ilgili uygulayislar icin kullanilmis olan askinizgecil veri kiimeleri
NASA’nin iicretsiz olarak sagladigi AVIRIS tasarisinin (ing: project) sanaldoku

yoresinden (ing: web site) [41] elde edilmistir. Boylelikle ti¢ degisik bdlgenin
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askinizgecil goriintiilerinin ele alinis1 olanakli olmustur. Bu bolgeler, bir diger deyisle
veriler, sirastyla Lunar Lake, Low Altitude ve Jasper Ridge bolgeleridir. Ele alinan
ham verideki her bir deger 16 bit ile anlatilmistir. Bu da ilgili veri kiimelerinin
her birinin 16 bit’lik veri kiimeleri oldugunu anlatmaktadir. Bunun yanisira her bir
veri kiimesi 512 x 512 x 224 boyutlu olacak sekilde kesilmis ve uygulamalar bu

512 x 512 x 224°1ik kesilmis askinizgecil veriler ile gerceklestirilmistir.

Bu olgularin yanisira, CYCG yaklagtirnrmlarinin etkinliginin arttirimi amaciyla bilimcil
yazinda Ayrik Haar Dononiisiimii, AHD (ing: Discrete Haar Transform, DHT) [42]
olarak adlandirilan ve iizerinde ¢aligilan verinin ilintisizlestirimini (ing: decorrelation)
saglayip uygulamasi oldukc¢a kolay olan bir yontem giindeme getirilmistir. AHD
yardimiyla {iizerinde calisilan askinizgecil kiip, es boyutlu iki adet alt kiipe
boliinmiistiir. Boylelikle 512 x 512 x 112 sayida veri iceren iki alt kiip elde edilmigtir.
Elde edilen kiiplerden biri ilintilendirilmis (ing: correlated) verilerden olusurken digeri
ise ilintisizlestirilmis verilerden olusmaktadir. Ilintili verilerin bulundugu veri kiipii
CYCG ve Altkesimcil CYCG ile yaklastirilip, diger veri kiipiine ise JPEG-2000 [43]
adli kayipsiz sikistinm uzisi (ing: lossless compression algorithm) uygulanmistir.
CYCG tabanli yontem ile sikistirilmis veri ile JPEG-2000 yardimiyla kayipsiz olarak
sikistirilan veri Evrik AHD (ing: inverse DHT) yardimiyla yeniden bir araya getirilmis
ve ele alinan 512 x 512 x 224 boyutlu ham veri ile ayn1 boyutta bir yaklastirim elde
edilmistir. Yukarida sozii edilen, gerek CYCG gerekse de AHD icin yapilan islemlerin
tiimil tekli duyarlilik biceminde (ing: single precision format) gerceklestirilmistir. Bu
da elde edilen yeni verideki degerlerin her birinin 32 bit ile tanimlandig1 anlamina gelir.

Bu bit degeri yardimiyla sikistiris sonucu elde edilen verinin bbo degeri bulunmusgtur.

Bu dogrultuda degisik kertelerden CYCG yaklastirimi kullanilarak gergeklestirilen
kay1pli sikistirts uygulamalari sonucu elde edilen TIGO ve ayraglar arasinda gosterilen
bbo degerleri Cizelge 2.5°de verilmistir. Cizelge 2.5’de goriilebilecegi gibi elde
edilen sonuclar “Haar’li” ve “Haar’s1z” olmak tizere ikiye ayrilmistir. Andiran durum
Cizelge 2.6 ve Cizelge 2.7 icin de gecerlidir. Cizelge 2.5’te elde edilen veriler
CYCG kullanilarak elde edilmekle birlikte Cizelge 2.6 ve Cizelge 2.7°de sunulan
TIGO ve bbo degerleri sirastyla 4 x 4 x 4 ve 8 x 8 x 8 biciminde boliinmiis uzamlarda

gerceklestirilen Altkesimcil CYCG sonucu elde edilen degerlerdir.
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Cizelge 2.5 : Degisik kertelerden CYCG yaklastiranlar icin TIGO ve bbo degerleri.

Haar’li (CYCG + JPEG-2000) Haar’siz (salt CYCG)
T T %] T T %)

Lunar Lake 70.23 70.50 76.79 42.18 42.27 54.46
(0.00032) | (0.00036) | (0.01319) | (0.00004) | (0.00008) | (0.01682)

Low Altitude 69.84 69.86 73.39 47.06 47.29 51.30
(0.00358) | (0.00362) | (0.01646) | (0.00004) | (0.00008) | (0.01682)

Jasper Ridge 73.88 73.99 75.72 49.59 49.68 53.21
(0.00198) | (0.00202) | (0.01485) | (0.00004) | (0.00008) | (0.01682)

Cizelge 2.6 : 4 x 4 x 4 bi¢giminde boliinmiis uzamda degisik kertelerden CYCG
yaklagtiranlari icin TIGO ve bbo degerleri.

Haar’li (CYCG + JPEG-2000) Haar’s1z (salt CYCG)
T m %) o m %)

Lunar Lake 71.07 74.19 81.69 47.95 48.01 64.70
(0.00090) | (0.00152) | (0.05286) | (0.00068) | (0.00136) | (0.06832)

Low Altitude 71.00 71.52 77.10 49.24 49.35 56.64
(0.00416) | (0.00478) | (0.05612) | (0.00068) | (0.00136) | (0.06832)

Jasper Ridge 74.15 74.92 78.60 50.75 50.81 57.48
(0.00256) | (0.00186) | (0.05452) | (0.00068) | (0.00136) | (0.06832)

Cizelge 2.7 : 8 x 8 x 8’lik biciminde boliinmiis uzamda degisik kertelerden CYCG
yaklastiranlar1 icin TIGO ve bbo degerleri.

Haar’li (CYCG + JPEG-2000) Haar’s1z (salt CYCG)
o 41 /%) o 41 %)

Lunar Lake 72.55 75.64 83.34 50.57 50.62 71.68
(0.00277) | (0.00525) | (0.10793) | (0.00273) | (0.00545) | (0.13938)

Low Altitude 69.41 72.22 79.10 50.78 50.88 60.66
(0.00604) | (0.00851) | (0.11119) | (0.00273) | (0.00545) | (0.13938)

Jasper Ridge 73.53 76.00 82.13 51.95 52.01 61.81
(0.00443) | (0.00691) | (0.10959) | (0.00273) | (0.00545) | (0.13938)

Cizelge 2.5, Cizelge 2.6 ve Cizelge 2.7°nin tiimiinden gozlemlenen olgulardan ilki,
ilgili CYCG yaklastinminin kertesi arttirildikca ilgili TIGO degerinin ve buna kosut
olarak da ilgili bbo degerinin artisidir. Ikinci olarak da AHD ve JPEG-2000 destekli
CYCG tabanh sikistirim sonucu elde edilen TIGO degerleri salt CYCG kullanilarak
gerceklestirilen yaklastirrm icin elde eilen TIGO degerlerinden daha yiiksektir. Buna
karsin Cizelge 2.7°de elde salt CYCG icin elde edilen bbo degerlerinin AHD ve
JPEG-2000 destekli CYCG ile edilen bbo degerlerine gore daha yiiksek oldugu
goriilmektedir. Bu da Altkesimcil CYCG’nin TIGO degerlerini yiikseltisine karsin

bbo degerlerini de yiikseltisi anlamina gelmektedir.

Cizelge 2.5, Cizelge 2.6 ve Cizelge 2.7°de savda Onerilen sikistirim yontemlerinin

etkinlikleri birbirleriyle karsilastirilmistir. Bu asamadan sonra, 6nerilen yontemlerin
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bilimcil yazinda yer alan dier yontemler ile karsilastirnmi {izerinde durulacaktir.
Bu dogrultuda, bu altboliimiin basinda sozii edilen yontemler kullanilarak {izerinde
calisilan iic askinizgecil goriintii verisi icin elde edilen TIGO degerleri, savda
onerilen CYCG tabanli yontemler ile edilen TIGO degerleri ile karsilastirilmis ve
elde edilen sonuglar Cizelge 2.8’de verilmistir. Cizelge 2.8’de elde edilen tiim TIGO
degerlerinin tiimii 0.1 bbo degeri i¢in elde edilmis olup yukarida s6zii edilen yontemler
yardimiyla elde edilen TIGO degerleri [35] calismasindan alinmistir. Boylelikle
sOzii edilen kayipli sikigtirim yontemleri ile CYCG tabanli yontemlerin karsilagtirimi

gerceklestirilmistir.

Cizelge 2.8 : CYCG tabanli yontemler ile bilimcil yazinda askinizgecil verilerin
kayiplt sikigtirmi igin kullanilan yontemlerin 0.1 bbo degeri icin TIGO
degerleri karsilastirimi.

ASKINIZGECIL VERI
YONTEM Jasper Ridge Low Altitude Lunar Lake
BCS PL-3DBS + 3DWPT 56.78 54.70 61.34
BCS PL-2DBS + 2D DDWT 50.60 47.97 54.62
BCS SPL-2DBS + 2D DDWT 50.30 48.02 54.05
CPPCA 30.20 47.47 48.43
SIP 58.06 58.34 58.86
gOMP 59.40 59.79 58.37
BP 59.41 59.96 59.55
LASSO 59.30 59.59 59.54
A-CYCG (8 x 8 x 8)+ AHD 82.13 79.10 83.34
A-CYCG (8 x 8 x8) 61.81 60.66 71.68

Cizelge 2.8’de verilere bakilarak 0.1 bbo degeri icin CYCG tabanli yontemler ile daha
etkin sikigtirimlar gergeklestirildigi acik¢a goriilmektedir. Bununla birlikte AHD ve
JPEG-2000 destekli Altkesimcil CYCG’nin Cizelge 2.8’de yer alan diger yontemlere

gore oldukca iyi nitelikli sonuglar verdigi aciktir.
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3. OZUNE-ES TUMLEV iSLECLERIN OZDEGER SORUNLARI iCIN
SAPTIRIM ACILIMLARI

Bir onceki boliimde, CYCG tabanli yontemlerin tiimiinde destek islevi olarak Yonel
Ortalamal1 Desteklerin (YOD) kullanildig1 aktarilmisti.  Yapilan uygulamalarda
da bu olguya 6zen gosterilmis, sekil ve cizelgeler araciligiyla verilen sonuglarin
tiimii, ilgili CYCG yaklastirmmda YOD giindeme getirilerek elde edilmisti. Ikinci
boliimde verilen uygulamalardan elde edilen sonuglara goére YOD kullanilarak
tiretilen CYCG’nin, c¢oziimciil ¢okdegiskenli islev yaklastirrminda oldukca etkin
bir yontem oldugu goriilmektedir. Buna karsin, YOD’lerin herhangi bir CYCG
yaklagtirminda kullanilacak eniyi (ing: optimal) destek islevi takimi oldugunu
sOylemek olanaksizdir. Bu yiizden de “Verilen bir ¢okdegiskenli isleve en etkin
CYCG yaklastirnmini gergeklestirebilmek icin ilgili tekdegiskenli destek islevleri nasil
secilmelidir?” sorusunu sormak bilimcil bakis agis1 baglaminda bir kaginilmazlik
olmustur. Yine 2.3 altbolimiinde verilen uygulamalar dogrultusunda, CYCG’nde
kullanilan ¢cokboyutlu uzayin ayni boyuttaki altuzaylara boliintiilendirimi sonucu her
bir altuzay lizerinde bagimsizca yapilan CYCG yaklastirimlarinin daha etkin sonuglar
verdigi goriilmektedir. Buradan da, ilgili ¢oziimciil ¢okdegiskenli islev i¢in iizerinde
caligilan uzamin oylumunun (ing: volume) kiigiiltiimiiniin yaklagtirim niteligine
oldukc¢a olumlu katki yaptig1 sonucuna varilabilir. Bu baglamda us’a “Acaba iizerinde
calisilan CYCG’nin uzami yapilabildigi kadar kiiciiltiiliirse ilgili yaklastirimin niteligi
nasil etkilenir?” sorusu gelmektedir. Bu soru sav aragtirimlarinda gelistirilen
Ozgiin yontemin ¢ikis noktast olmustur. Bu dogrultuda, ilgili destek islevlerinin
Stfir-aralik-ereyinde (ing: zero-interval-limit) belirlenimi karar1 verilmistir [44]. Bu
karara gore, oylumu sifira cok yakin olan uzaylarda calisilacagindan, sifira oldukca
yakin olarak secilen bir degistirge (ing: parameter) kullanimi giindeme gelecektir. Bu
baglamda, sifira oldukca yakin degerli degistirgelerin kullanildig1 saptirnm ¢oziimleyisi
(ing: perturbation analysis) tabanli bir yontem gelistirimi gerekmektedir. Bu boéliim,
savin ¢ekirdek boliimii olup CYCG’nde kullanilan tekdegiskenli destek islevlerinin

elde ediliminde agiga ¢ikan tiimlev islecin 6zdeger sorununun ¢dziimii i¢in gelistirilen,
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biitiiniiyle 6zgiin, saptirim tabanli sayicil yontemin ayrintilarini icermektedir. Bununla
birlikte, elde edilen saptirim toplamdizisinin (ing: perturbation series) yakinsakligi da
yine bu boliimde incelenmigtir. Boliim, gelistirilen yontemin etkinliginin gosterimi

acisindan ilgili uygulamalar ile bitirilecektir.

3.1 Yontem

Savin girig boliimiinde bulunan (1.15) bagintisinda bir tiimlev iglecin yapis1 acik olarak
belirtilmistir. Bu bagintida a ilgilenilen tiimlev igleci, ikidegigkenli K (x, &) islevi ise
islecin ¢ekirdegini simgelemektedir. Bu asamada K (x, &) nin bakigik (ing: symmetric)
oldugu varsayilacaktir. Bu nedenle ilgili tiimlev isle¢ 6ziine-es (ing: self-adjoint) bir
isle¢ olarak nitelendirilebilir. Ayni zamanda bu iglecin (1.16) kosulunu da sagladig:
varsayilacaktir. Bu da ilgili islecin bir Hilbert-Schmidt tiimlev isleci olmasini saglar
[24,25]. Bilimcil yazindan bilindigi gibi Hilbert-Schmidt tiimlev isle¢leri tikiz (ing:
compact) islevlerdir [26]. Bu varsayimlar altinda g islecinin 6zdeger sorunu (ing:

eigenvalue problem)
T9(x) = 09 (x) 3.1)

olarak tanimlanir. 3.1 bagintisinda goziiken ¢, ilgili Hilbert-Schmidt tiimlev islecinin
Ozdegerini, ¢(x) ise o 6zdegere karsilik gelen 6zislevi gostermektedir. Az 6nce sozii
edilen 6ziine-eslik durumundan, 7 islecinin tiim 6zdegerlerinin gercel oldugunu ve
degisik 6zdegerlerle iliskilenen 6zislevlerin de islecin tiimlevleyis aralig1 olan [a,b]

kapali arali81 tizerinde birbirlerine dikgen olduklarini sdylemek olanaklidir [24,25,45].

Bu boliimde, yukarida da belirtildigi gibi (3.1) bagintisinda agik¢a verilen 6zdeger
sorununun bilinmeyenleri olan ¢ ve ¢’lerin elde edilimi icin gelistirilen saptirim
acilimi tabanli, yeni ve 0zgiin bir yaklastiim yonteminin kuramcil altyapisi ve

ayrintilari verilecektir.

Bu baglamda, bakigik bir cekirdek iceren (1.15) isleci gozoniine alinsin. Bilindigi
gibi bu islecin tamim kiimesi a ve b degistirgelerine (ing: parameters) bagimlidir.
Bu asamada, araliktan bagimsiz evrencillestirilmis (ing: universalized) bir yontem
gelistirmek istendiginden, ilgili islecin tamim araliinin evrencil bir aralifa tagin-

masinda yarar olacaktir. Uzerinde galigilmak istenen evrencil aralik [—1,1] olarak
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diisiiniiliirse, bu is icin agagidaki birinci derece islevcil doniistimler kullanilabilir.

a+b b-—a 2 a+b
_ — — 2
o 2 + 2 % Y b—ax b—a (3.22)
a+b b—a 2 a+b
= _ = — .2b

Bu doniisiimler yardimiyla (1.15) igleci, artik evrencil bir aralik olan [—1,1] aralif1
tizerinde tanimlanmis olur ve yeni olusturulan tiimlev iglecin agik yapisi agagidaki gibi

verilir.

1

- 1
jf()’) = E/ldnK(xmp‘f’dhinyaxmp +dhmn)f(n) (3-3)

Bu asamada, bu an i¢in kisayol gosterilimi olarak nitelendirilebilecek, ama ileride,
geligtirilen yontem igin ¢ok daha Onemli olduklar1 aktarilacak olan x,,, ve dj;,

tanimlari ise acik olarak

a+b b—a
Xmp = 7 dpin = ~a 3.4)

biciminde verilebilir. (3.3)’te goriildiigli gibi islecin uzamcil degiskenlere olan
bagimliligi, tiimlevleyis araligindan alinip, biitiiniiyle ¢cekirdegin yapisina aktarilmistir.
Boylelikle ilgili islecin a ve b bagimliliklar1 yok edilip, bunlarin yerine evrencil
olan x,,, ve dy;, degistirgelerine bagimhlik giindeme getirilmigtir. Adlarindan da
anlagilabilecegi gibi x,,, ilgili aralifin orta noktasim (ing: midpoint) simgelerken,
dpin 1se bu araligin yart uzunlugunu (ing: half interval length) gostermektedir.
Bu degistirgelerin aldig1 degerler, [a,b] araligi sikistirlldiginda, diger bir deyisle
aralik uzunlugu sifira gotiiriildiigiinde, gelistirilmeye calisilan saptirim tabanli yontem
baglaminda ¢ok biiyliik 6nem kazanacaktir [44, 46, 47]. So6z konusu bu olgulara

birazdan deginilecektir.

Bu asamada o6ziine-es ve evrencillestirilmis bir Hilbert-Schmidt tiimlev islecinin
ozikililerinin (ing: eigenpairs) sifir aralik ereyinde (ing: zero interval limit) saptirim

acilimlarn tizerinde durulacaktir.

Yukarida da belirtildigi gibi, agik yapisi (3.3)’te verilen islecin ¢ekirdeginin yapisinda
iki onemli degistirge bulunmaktadir. Bunlarn ilki, verilen tiimlevleyis araliginin
orta noktas1 olan x,,, ikinci ise yine bu araligin yar1 uzunlugu olan dj;,’dir. Ikinci
degistirge olan dj;;,’in, 6zellikle ilgili [a,b| aralig1 sifira dogru sikistirildikga, iizerinde
caligilan 6zdeger sorununun ¢oziimiiniin bulunumunda 6nemli bir yeri vardir. Bunun

yanisira x,,, ise az once sozii edilen kolaylastirimda aciga ¢ikacak olan K (Xup,Xmp)
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biiyiikliigiiniin de8erine dogrudan etki etmektedir. ~ Yapilan c¢oziimleyislerden,
K (Xmp,Xmp) degerinin sifir olmast ya da sifira yakin degerler almasi olgusunun, bazi
durumlarda yakinsaklik tizerinde olumsuz etki olusturacagi sonucuna varilmistir. Bu
bulgulara bir sonraki altboliimde deginilecektir. Bu boliimdeki ¢alismalar K (X;y,, X))
degerinin sifir olmamas: Ongoriimii altinda gerceklestirilecektir. Bunun yanisira,
saptirim kuramindaki uylagimlardan (ing: conventions) otiirii, sifir degerine yakin
bir deger olarak diisiiniilecek olan aralik yar1 uzunlugu saptirrm degistirgesi olarak

nitelendirilecek ve artik € ile simgelenecektir [48—50].

= djin (3.5)

[\

Boylece (3.3)’teki v islecinin € bagimlilig1 gézoniinde bulundurularak agik bicimde

. e
&) =5 [ dK (i + &350+ €M) £ () (.6
anlatimi elde edilir. Bu islecin 6zdegeri ve ilintili 6zislecinin saptirnm degistirgesine
olan bagimhliklari da sirasiyla @(€) ve ¢(y,€) olarak gosterilirse, ¢oziilmeye

calisilacak olan 6zdeger sorunu

I(€)9(v.€) = 9(e)9(v,€). 3.7)

bi¢iminde yazilabilir [46]. Bu igle¢ Ozdeger sorununda, ¢(x,€), [—1,1]
aralig1 lizerinde dordiili tiimlevlenebilen (ing: square integrable) bir islev olarak
ongoriilmektedir. Bunun yanisira, ilgili tiimlev islecin y ve 1’ya olan bagimliligi, her
ne kadar cekirdegin bagimlhilig1 bulunsa da, acik olarak gosterilmemektedir. Bunun
nedeni de c¢ekirdegin bagimsiz degiskenleri olan y ve 1’nin ilgili tiimlev isle¢ olan
g islecinin etkimesi sonucu elde edilen yapiyr dogrudan etkileyen bir durumunun
s0z konusu olmamasidir. Bu nedenden otiirii, bu degiskenler, yalnizca, etkinen ve
etki sonucu ac¢iga c¢ikan iglevlerin bagimsiz de8iskenleri olarak nitelendirilirler. Bu da
ilgili degiskenlerin sessiz (ing: dummy) degiskenler olarak goriilebilecegi olgusunu

destekler.

Diger yandan, ¢ekirdegin ve dolayisiyla da tiimlev islecin yapisinda bulunan €’un, bu
kavramlarin ¢oziimciil yapilarinda 6nemli bir yeri vardir. Oyle ki, etkinen islev €’a
bagimli olmasa bile ilgili islecin bu isleve etkimesi sonucu €’a bagimli bir anlatim elde
edilecektir. Bu yiizden (3.7)’deki esitligin sol yaninda bulunan iglecin £’a bagimliligini

acikca gostermek yararl olacaktir.
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Bu savda Hilbert-Schmidt tiimlev isleglerine odaklanildigindan, .#(g) islecinin
izgesinin sonsuz 6geden olustugunu goz oniine almak gerekir [26,45]. Ilgili sonsuz
izgenin igerisinde sonsuz kathilikli 6zdeger pek karsilagilan bir durum degildir. Bunun
yanisira, isle¢ bir Pincherle-Goursat cekirdegi iceriyorsa bu iglecin izgesi sonlu sayida

sifir olmayan 6zdegeri ile birlikte sonsuz kathilikli sifir 6zdegeri icerir [24,25].

(3.7)’deki 6zdeger sorununun bir an icin ¢oziildiigii ve Ozdegerler ile Ozislevlerin

sirasiyla @ (g), o(D(e),0@ (g), ... ve ¢ (y,€),00(y,€),0@(y,€), ... olacak
bicimde gosterildigi diisiiniilsiin. Eger bu siralayis, 6zdegerlerin imsiz degerlerine
gore azalan bicimde yapilacak olursa I (€) islecinin ¢ekirdeginin izgecil ayrigtirimi
asagidaki gibi verilir [46].

[0

K(ynn,e)=2Y ¢V (e)9V) (v,£)9!) (n,e). (3.8)
Jj=0

Boylelikle, bu ayristirnmdaki ilk toplamcil bilesen, ozislevlerin tiimii birimboylu
olduklarinda, en baskin bilesen olarak degerlendirilebilir. Kuskusuz en biiyiik
O0zdegerin varligi ancak ve ancak ilgili cekirdek siirli oldukc¢a giivence altina
almabilir. Bu savda Hilbert-Schmidt islecleri ile ¢alisildigindan bu nedenli bir
varlik sorunu yasanmayacaktir. Bununla birlikte, savda Onerilen yontem, salt en
baskin 6zdeger ile ona eslik eden 6zislevin yani, sirasiyla (9 (g) ve ¢©)(y,€)’un
bulunumu icin gelistirimis olup diger 6zdeger ve Ozislevlerin bulunumu igin de

Onerilere deginilecektir.

0V () ve ¢(y,e)un belirlenisi icin kullanilacak saptim kurami, kolaylik
acisindan, (3.7) sorunundaki €’a bagl biiyiikliiklerin ¢oziimciil (ing: analytic) olusu

Ongoriisiinii yaninda getirmektedir. Bu durumda £’a bagl olan ikidegiskenli ¢ekirdek
K (xmp + €y, 5mp +€0) = ) K;(3,m)€ (3.9)
Jj=0

biciminde bir toplamdiziye (ing: series) agilabilir. Goriildiigii gibi bu toplamdizinin
birlestirim bilesenleri y ve 1’ya bagh coziimciil ikidegiskenli islevleri simgelemekte-

dir. Ilgili ikidegiskenli bilesenler ise Taylor toplamdizileri [51] baglaminda

J .
Kiv,m) =Y y'n/ K je,  j=0,1,..., (3.10)
k=0

45



agik yapistyla verilirler. Bu ikidegiskenli bilesenlerin igerisinde bulunan Kj ;j_

katsayilari ise

P L SRNYS
kj—k = k'(J_k)‘ axkaéj_k & x:xmp,ézxmp’
i=0,1,2,., k=0,1,....]. G.11)

olarak elde edilirler. Boylelikle (3.9) bagintisindaki cekirdegin saptirim agilimi
katsayilari, aslinda, (Xp,%n,) noktasinda belirlenen ikidegiskenli Taylor acilim

katsayilarindan bagka olgular degildir.

Yukaridaki ¢oziimleyise gore K;(y,n)’lar, bagimsiz degiskenlerinin tanimli oldugu
aralikta dordiilii tiimlevlenebilen ve 6nceden bilinen (verilen) birer cok¢okterimliler

(ing: multinomials) olarak ortaya cikarlar. Bu da,

. 1 1 _
Fif0)=5 [ ankomfm),  j=0.1.2... (3.12)
olmak tizere
Ie)=Y sl (3.13)
j=0

yazimina olanak saglar.

Burada f(y), I (€) islecinin tamim kiimesinde bulunan herhangi bir iglev olabilir. Bu

durumda f(y) de [—1, 1] aralifinda dérdiilii tiimlevlenebilir bir islev olmak zorundadr.

€’un {sliileri tirlinden bir saptinm acilimi elde edilmek istendiginden, (3.7)
sorunundaki ozikililerin bu degistirgeye gore coziimciil olduklar1 varsayilarak

asagidaki agcilimlar1 yazmak olanaklidir.

o(e) = i ;€ (3.14)
Jj=0

o(v,€) =Y o;(y)e/ (3.15)
j=0

Oyle ki, swrasiyla, ilgili ag¢ilimlarin katsayilari olan sayil @;’ler ve tekdegiskenli
islevler olan ¢;(y)’ler heniiz bilinmeyen ve saptirim degistirgesi €’a bagimli olmayan

biiyiikliiklerdir.

Bu asamada, (3.13), (3.14) ve (3.15) a¢ilimlarinin (3.7) sorununda kullanimi sonucu
elde edilen esitligin her iki yaninda da €’un isliileri tiiriinden toplamdiziler agiga

cikar. Bu toplamdiziler yakinsaklik araliklarinda segilen tiim &’lar icin aynmi degeri
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tiretmelidir. Bu ylizden, ilgili esitligin her iki yanindaki es € isliilerinin katsayilari

birbirine esitlendiginde

Jj J
Y 20,00) =Y o),  j=0,1,2,... (3.16)
k=0 k=0

bagintilar1 elde edilir. (3.16)’daki bagintilarin saptirim ac¢ilimi katsayilar1 arasinda bir
ortiikk 0zyineleyis (ing: implicit recursion) olusturdugunu gérmek hi¢ de gii¢ degildir.
Bu asamadan sonraki amag, elde edilen oOrtiik 6zyineleyisi belirtik (ing: explicit)
yapiya cevirip bilinmeyen bilesenleri, sifirinci sirasayilidan baglayarak, elde etmek

olacaktir.

3.1.1 Sifirinci kerteden saptirim bilesenleri

Sifirinc1 kerteden saptirim bilesenleri @y ve @o(y)’dir. Bu bilesenleri elde etmek igin

(3.15) ortiik 6zyineleyisinde j = 0 alinirsa

Joo(y) = @0 90(y), (3.17)

esitligi elde edilir. Bu esitlik bagka bir tiimlev isle¢ olan JAO islecinin izgecil sorunudur
ve coziilebilirligi kuskusuz cekirdeginin yapisina baglidir. ,ﬂAo islecinin agik yapisi

asagidaki gibi verilebilir

~ K I K ! 1 ~
Af0) =5 [ angn)= "2 [ s =Koohf(s) 319

Yukaridaki gosterim, iizerinde ¢aligilan izgecil sorundaki saptirimsiz isle¢ olan JAO’m,
Py ile gosterilecek ve dizey gosteriliminin 6zdiizeyi (ing: rank) 1 olan bir izdiisiim
isleciyle (ing: projection operator) orantili oldugunu soyler. Bu iligki, ﬂAo islecinin
salt tek bir ozdegerinin sifirdan degisik, geri kalan diger tiim 6zdegerlerinin ise O
oldugu yargisina varilmasim saglar. Eger sozii edilen bu sifirdan degisik 6zdegere
odaklanilirsa, saptirm sonucu elde edilecek asil Ozdegerin, I (¢) islecinin en
biiyiik 6zdegeri olmasi i¢in iyi bir aday olacagindan soz edilebilir. Burada “aday”
sOzctigliniin kullanilmasindaki neden € degerinin sifirdan uzaklastig1, yani biiyiidiigi,
durumlarda % (&) islecinin 6zdegerlerinin siralamasinin degisebilis olasiligidir. Eger
bu siralamanin degismedigi € degerleri goz Oniine alinirsa, bu durumda, salt en biiyiik

0zdeger ve ona eslik eden 6ziglevin bulunumuna odaklanilmig olur. Bilindigi gibi bir

cok bilimcil ve 6lgmenlik uygulamasinda, izgenin en onemli bileseni en biiyiik 6zdeger
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ve iligkili 6ziglevdir (ya da 6zyoney) [29,52]. Bunun 6tesinde, savda asil odaklanilmak

istenen olgu da sozii edilen bu en baskin bilesenin saptanig durumudur.

(3.18) bagintisindan kolaylikla goriilebilecegi gibi, ilgili saptirimsiz iglecin en bilyiik
ozdegeri Ko olmakla birlikte eslik eden [—1,1] olaganlastirilmis Ozislev ise bir

degismez islev olan 1/+/2 islevidir. Bu ozislev go(y) ile gosterilirse

©0 =Ko, ¢o(y) =cogo(y), ye[—-1,1] (3.19)

ikilisi elde edilir. Buradaki ¢ bir istege bagh (ing: arbitrary) degismezi belirtmektedir.

(3.18) bagintisindan, her bir sifir 6zdegere eslik eden her bir 6zislevin birim
degismez isleve (ing: unit constant function) dikgen olmasi gerektigi yargisina varilr.
Bunun nedeni de Oziine-es isleclerin degisik ©6zdegerlerle iliskilendirilen degisik
0zisgleclerin birbirlerine dikgen olmasi gerektigi olgusudur [26]. Bu olgu, sifir 6zdeger
ile iliskilendirilen 6zislevlerin timiiniin [—1,1] aralig: iizerindeki timlevinin sifir
olmasim gerektirir. Bilimcil yazindan da bilindigi gibi bu tiir islevlerin bulundugu

uzay Legendre cokterimlileri tarafindan oOrtiilmektedir [34].

Bu asamada, elimizde tek bir sifir olmayan 6zdeger ile sayilabilir sonsuzlukta 0
0zdegeri bulunmaktadir. Yukarida sozii edilen olgulardan 6tiirii, inceleyislerimiz sifir

olmayan 6zdeger ve ilgili 6zislev i¢cin bulunan degerler ile siirdiiriilecektir.

3.1.2 Birinci kerteden saptirim bilesenleri

Sifirmcer kerteden saptirim bilesenlerinin elde ediliminden sonra birinci kerte saptirim

bilesenlerini bulmak i¢in (3.16) ortiikk 6zyineleyisinde j = 1 alinarak

Jo$1 () + 7190(y) = 160(y) + o1 () (3.20)

bagintisi elde edilir. Bu esitlik, 6nceden bulunan sifirinci kerte saptirim bilesenlerinden

yararlanilip diizenlenerek

Koo |T=R0 | 010) = Kooy 910) = | A1 — T | 9o () (3.21)

biciminde yeniden yazilabilir. (3.21) bagintisindaki 1, iizerinde calisilan .# islev
uzayinin birim iglecini, I%L ise yukarida tanimlanan P islecinin tiimleyen izdiisiim
islecini (ing: complementary projection operator) simgelemektedir. Eger, .7,
Z’nin go tarafindan ortiilen altuzaymi simgelerse, tek boyutlu bir uzay olarak
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nitelendirilebilir ve bu da .%y 1n .% 'nin bir ekseni oldugu anlamina gelir. Ote yandan,
Z altuzaymin dikgen tiimleyeni (ing: orthogonal complement) olan ?()L altuzay1
ise .#’nin % eksenine dikgen olan ve sayilabilir sonsuzlukta yon igeren altuzayi
simgelemektedir. Py ve 1‘30L islecleri ise sirasiyla .%j ve ﬁ’OL uzaylarina izdiistiren
isleclerdir. 130L islecinin Hermit tiirii olusundan 6tiirii (3.21)’in sol yaninin go(y) ile
i¢ carpimu sifir degeri verecektir. Ayni esitligin sag yaninin go(y) ile i¢ carpimindan da

asagidaki esitlik elde edilir.

(go, ﬁgo) co—@rco =0 (3.22)

Buradan da
o1 = (0. 710) (3.23)

sonucuna varilir. Bu nedenle ¢@; bileseni, JAl islecinin, bir onceki asamada bulunan
sifir olmayan 6zdegere eslik eden 6zislevin altindaki beklenen degeri (ing: expected

value) oldugu goriiliir. (3.23) esitligi daha acik olarak yazilirsa

1 1 1
0 = 4_1/ 1dy/ Ldn (K170y+K071n) =0. (3.24)

elde edilir. Bu bulgu yardimiyla daha da ilerleyerek

~ 1 r! K
w0 =5 [ (K Ko m) go(0) = oy (3.25)

elde edilir ve bu sonucun (3.21) esitliginde kullanimiyla

Ko091(y / dnoi(n =7cy (3.26)

oldugu bulunur. (3.26) esitligindeki tiimlevin istege bagli bir degismez oldugu olgusu

kullanilarak

1 (y) =

coy + ¢ (3.27)
\/_Ko 0

sonucuna ulagilir. Burada ¢y, cg gibi bir degismez sayil olmakla birlikte, degeri, ileride

dile getirilecek olaganlastirim siireci baglaminda belirlenecektir.

Boylelikle sifirinct ve birinci kerteden saptirim terimleri elde edilmis olur. Agik
yapilar1 bulunan bu terimlerin degerleri su an i¢in bilinmeyen istege bagh belirsiz
degismezler icerdigi olgusu unutulmamalidir. Bu de8ismezlerin degerleri, yukarida

da belirtildigi gibi, olaganlastirim siireci sirasinda bulunacaktir.
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3.1.3 Belirtik saptirim 6zyineleyisi olusturumu

Sifirinct ve birinci kerteden saptirim terimleri agik olarak bulunduktan sonra 6zelsiz
(ing: general) bir j degeri icin j. saptirim terimlerinin elde edilimine baglanabilir. Bu
dogrultuda (3.16)’daki ortiik 6zyineleyis asagidaki gibi yeniden yazilabilir.
j—1

KooP5 9;(y) = kzb [jkﬂ — el | 9jk1 (), J=0,1,2,.. (3.28)
Yukaridaki bagintida ilgili toplam simgesi i¢inde bulunan terimler toplamin altkiyisi
iistkiyisindan biiyiik oldugu j degerleri i¢in sifir olarak diistiniilmektedir. 7 () isleci,
cekirdeginin bakisimindan 6tiirii Hermit tiirli yani Oziine-estir. Bu da, tiim fAj’ler
ve dolayisiyla da 130 ile 130L islecinin Oziine-es olusunu saglar. 130L islecinin Oziine-es
olusundan

(8071/)}%) = (E)Lg07¢j> = 07 .] = 07 1727 (329)

iligkisi yazilabilir. Yukaridaki iliskinin elde ediliminde go(y) islevinin foL uzayina

dikgenliginden de yararlanilmigtir.

(3.28) esitliginin her iki yaninin gg ile i¢ carpimi alinip (3.29)’daki iligki kullanilirsa
Jj=1 _ A
<g07z [(Pk—kll_jk—i—l} ¢j—k—l> :Oa j:071727"' (3.30)
k=0

elde edilir. Uygun cebircil iglemlerle, buradan,

~ =2 .
copj = (go,fj¢o+ ) [fkﬂ — (Pk+11] ¢j—k—1> , J=0,12,... (33D
k=0

esitligine varilir [46]. Daha onceden belirtildigi gibi, i¢ carpimin i¢inde bulunan
oziglevlerin bagimsiz degiskeni olan y, sessiz degisken oldugundan (3.29), (3.30) ve

(3.31) bagintilarinda agik olarak yazilmamustir.

(3.31) esitligi, kolaylikla goriilebilece8i gibi ¢; bilesenini 6ziinden onceki yinele-
yislerde bulunmus olan @y, ..., @;_1, ve, @, ..., ¢;_1 bilesenlerine baglamaktadir.
Boylelikle 6zelsiz olarak j. adimdaki 6zdeger saptirim katsayis1 olan @; katsayisi igin

belirtik (ing: explicit) bir 6zyineleyis bagintisi elde edilmis olur.

Ayn1 olguyu ¢;(y) saptirim bilesenleri igin de gerceklestirebilmek i¢in (3.28) esitligi

asagidaki gibi diizenlenebilir.

KooPy 0;(y) = Zid0(y) — @0 (y) + Y [fkﬂ — Q] | O k1(),
=0
j=0,1,2,... (3.32)
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(3.31)’deki bagintinin her iki yan1 go(y) ile carpilip 6zdiizeyi 1 olan Py islecinin acik

tanimi gozoniine alinirsa

N =20 o
Pido(y) =go(y) (go,fjfi’o-l- Y [fkﬂ - (Pk+11} ¢j—k—1)

= {ﬂ% -I-Z [fk+1—¢k+11] Oj—k—1(y )}
]—OJJW. (3.33)

elde edilir. Bu da (3.32)’nin asagidaki gibi yazimina olanak saglar.

{‘P;() Koo {ffl)o +Z [fkﬂ (Pk-l—ll} ¢ik—1(y )}} 0,
JZOJJW. (3.34)

Yukaridaki esitlik, sol yaninda bulunan f—’} islecinin etkidigi yapinin go’a dikgen

oldugunu anlatir. Bu bilgi gbz oniinde bulundurularak (3.34) esitliginden

9;(y) = cjgo(y) + Koo [f% +Z [jk+l (Pk+ll} Ojk—1(y )]
]_ngw. (3.35)

ozyineleyisini kolaylikla elde etmek olanakli olur. Ilgili bagintida go(y) yerine énceden

belirlenen degeri olan 1/+/2 yerlestirilirse

~

=2 R
Fido(y) + Z [fkﬂ - (Pk+ll] ¢jkl()’)] ;
k=0
j=0,1,2,... (3.36)

Cj 1

9;(v) = E+m

bagintist elde edilir [46]. Yukarida dile getirildigi gibi(3.36) esitliginin sag yanindaki
sonlu toplam j, O ya da 1 degerlerini aldiginda kaybolmaktadir. Bunun yanisira,
sag yanda bulunan saptinm degiskenlerinin altsirasayilari her zaman j’den kiiciik
kalmaktadir. Buradan, (3.36) bagmtisinin (3.31) bagintisindaki gibi bir belirtik
Ozyineleyis yapist oldugu acikca goriilmektedir. Boylelikle, erekteki Hilbert-Schmidt
timlev iglecinin, gerek en baskin 6zdegeri olan ¢, gerekse de eslik eden oOzislev
olan ¢;(y)’nin tiim saptirim bilesenlerinin dogrudan elde edilimini saglayan belirtik
ozyineli iligkiler olusturulmus olur. Bu asamadan sonra ilgili bilesenlerin yapisinda
bulunan ve degerleri belirsiz kalan c; sayillarinin bulunmasina odaklanilacaktir.
Bu amagla ilgili saptirm islevlerinin olaganlastirimi (ing: normalization) giindeme

getirilecektir.
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3.1.4 Saptirim islevlerinin olaganlastirimi

Yukaridaki ¢oziimleyislerde, saptirnm denklemlerinin ¢oziimii sirasinda belirlenen
her bir ¢;(y) bileseninin icerisinde bir istege baglh degismezin aciga ¢iktig1 ve bu
istege bagliligin belirsizlikler doguracag: goriilmektedir. Bu da, elde edilmek istenen
saptinrm agiliminda sayilabilir sonsuzlukta istege bagh degismez ile karsilasilacagi
anlamina gelmektedir. Egsiz (ing: unique) bir saptirim ¢oziimii elde edebilmek icin
sozii edilen degismezlerin acik bir kurala dayandirilarak bulunumu gerekmektedir.
Burada, sozii edilen ama bu ana dek giindeme getirilmeyen olaganlastirim (ing:
normalization) olgusu giindeme getirilmelidir. Dogrucul isleglerin izgecil kuramina
gore Oziglevlerin tiimiiniin birimboylulugu istenildiginden, ¢(y,€) islevi de, ilgili
toplamdizinin yakinsaklik araliginda bulunan & degerleri i¢in birimboylu olmalidir.

Bu olgu da asagidaki esitligin yazilmasina neden olur.

lo(e)l* = (9(e),9(¢)) = i [i (¢ka¢j—k)] e/ =1 (3.37)

j=0 | k=0
Bu esitlikten, 6 simgesi Kronecker delta islevini gostermek iizere
J
Y (0,9k) =80,  j=0,1,2,.. (3.38)
k=0
esitliklerinin yazimi olanakli olur. Boylelikle sifirinci kerteden (saptirimsiz) bilesenin
elde ediliminde aciga ¢ikacak olan dordiil kokiin (ing: square root) artilis1 secilerek

ilerlenip (essizlik i¢in) (3.38) esitliklerinin tiimii saglatilirsa, tizerinde calisilan 6ziglev

icin tek tiirlii belirli bir saptirim a¢ilimi elde edilir.

Yukarida ayrintilar1 verilen ve (3.38)’deki i¢ ¢arpim esitlikleriyle biten ¢oziimleyis,
essizligi saglamanin en akilct yolu olarak degerlendirilebilir [46]. Buna kargsin,
bu olgu, kesme yapilarak elde edilen saptirrm toplamdizilerinin yaklastirim olarak
kullanimi durumunda gecerliligini korumayabilir. Bunun nedeni de yapilan kesmelerin
iki tir yamlgi yigihmina neden olabilisidir. Bunlardan ilki, ¢(y,€)’un saptirim
toplamdizisinin belirli bir kerteden kesimiyle karsilasilabilecek kesme yanilgisi (ing:
truncation error), ikincisi ise yine yapilan kesme ile elde edilen yaklagik toplamdizinin
boyunun 1’den uzaklagmasi sonucu elde edilen yanilgidir. Bunlarin disinda (3.38)’deki
i¢ carpim esitliklerinin tiimiiniin ¢6ztimii biraz karmagsik olmaktadir. Bu ylizden
olaganlagtinm igin (3.38) esitliklerini kullanmak yerine, ¢(y,€)’un bilesenlerinin

her birinde agiga cikan istege baghh degismezlerin uygun olarak secimleri isleri
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kolaylastirabilecek bir olgu olarak ele alinabilir. Ilgili degismez secimleri, kuskusuz
¢ (v, €)islevinin birimboylulugunu saglamayacaktir. Bu yiizden elde edilen ¢(y,€)
islevinin [—1,1] iizerinde ve birim agirlik altinda yeniden olaganlagtirmi giindeme
getirilmelidir [46]. Boylelikle kesme yaklastiranlarimi elde etme ve elde edilen
yaklastirrm toplamdizisinin olaganlastirimi olgular: birbirinden ayrilmig olur. Bu da

olaganlastirim olgusundaki karmagiklig1 azaltmaktadir.

3.1.4.1 Dikgen saptirim olaganlastirimi

Bir Onceki altboliimde sozii edilen yeniden olaganlastirum olgusu, sirasiyla asagidaki

adimlar atilarak uygulanabilir:

Oncelikle ¢y degismezi ¢o(y) bileseni birimboylu olacak sekilde 1 olarak atanir.
Sonra da j # 0 olacak sekilde tim ¢;(y) islevlerinin ¢o(y) islevine dikgen olmasi
saglanacak bigimde c; de8ismezleri bulunur. Bu elde edilimlerle (3.31) ve (3.36)
iligkileri asagidaki gibi yeniden yazilabilir.

L =2 .
¢§L>:<g0,4¢(§“+k;)[fk+l— ) ¢>§i,2_1>, j=012,.. (339
0 Lot 7oy N0 7 o7 )
070) = =R | 5070 - X [ A —elT | 01 0) .
0,0 k=0
J=0,1,2,... (3.40)

Yukaridaki yeniden yazimlarda goziiken (L) tstsimgesi, ilgili bilesenlerdeki
cj degismezlerinin, yukarida anlatilan dikgenlik olgusu yardimiyla bulundugunu
anlatmaktadir. Bu olgu, ¢;(y) bilesenlerinin arasinda evrencil bir iligki ortaya
konulmasini saglamakla birlikte, olaganlagtirnmi saglamanin en kolay yolu olarak da
diisiiniilebilir. Bu yiizden de (3.39) ve (3.40) bagintilar1 kullanilark elde edilen saptirim

bilesenlerine evrencil saptirum bilesenleri ad1 verilecektir.

Bu asamada (3.39) ve (3.40) 6zyineli iligkilerinde j degeri icin sirasiyla 0 ve 1
degeri alinarak ilk iki 6zdeger ve ilgili 6zislev bileseni elde edilir. Dikgenlik olgusu
kullanilarak cq ve c; degismezleri sirasiyla 1 ve — (go, fAl g0> /Koo = 0 olacak sekilde
secilirler. Bu secimler (3.19) ve (3.27) esitlikleriyle de ortiisiir durumdadir. Goriildiigii
gibi, bu olgular iizerine dayandirilarak yapilan saptirim ¢oziimleyisi Koo degeri sifir
olmadiginda gegerliligini korur. Bunun da 6tesinde Ko ¢’1n sifir olmadig1 durumlarda

bile yakinsama saglanamayabilir. Bu agamada saptirnm degistirgesi olan €’un aldig
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deger 6nem kazanir. Onerilen saptirim tabanli yontemin yakinsaklik ¢oziimleyisi 3.3

altboliimiinde verilecektir.

Boylelikle (3.39) ve (3.40) bagintilarinin evrencil saptirim bilesenlerinin egsiz
olarak belirlenisinde yeterli oldugu gosterilmistir. Bu dogrultuda, ilgili bilesenlerin
bulunmast icin simgecil (ing: symbolic) diizeyde bir betik (ing: script) yazimi
giindeme getirilmistir. Bu baglamda oncelikle MuPAD [53] kullanarak hem 6zdeger,
hem de ilgili 6zislev i¢in ilk bes saptirim bileseni bulunmustur. Benzer uygulama,
timiiyle bagimsiz olarak MATLAB [54] yardimiyla, yine simgecil betikleyis
aracihifiyla gerceklestirilmis ve bulgularin birebir ortiistiigii gézlemlenmistir. Bu
baglamda, elde edilen saptirim bilesenlerinin, j = 4 durumunu da icermekle birlikte,

ilk besi asagidaki gibi elde edilmislerdir.

V2
0" =Ko, 0" =5 (3.41)
0,1) O.L), \ V2K
() =0, ¢1 (Y) = 2K0,0 y (3.42)
(p(O,L) _ Koo Krp N Ko,1K1,0 (0,1) (y) = V2Kap 5 h V2Ka (3.43)
2 3 3 3Koo =~ 2 y 2Ko,0 Y 6Ko.0 '
ol =0,

2
(P(O,J_)(y) B V2K 5 V2 (KOJKI,O Kip KooKy
! — _

2K 0 Y 6 K&O Ko K(%,O

Ki oK K oK
B 1,02 L 1,02 2,0 (3.44)
Koo Koo
)
(p(O,L) _ Kosa Koo Kip Ko 1Kiog  KoiKio n Ko 3K 0
4 5 9 5 9K3 9Ko.,0 5Ko,0
4Ko2Koo | Ko1Kz | KioKy1 Ko 1KoK
45K, 5Ko,0 9Ko,0 9K3
Ko,1K1,1K10  Ko,1K2,0K10
2 2 )
9K0,0 9KO,O
2
¢(O7J_) () = \/§K4,0y4 + \/_§ Kyp K5, KoKz + K1 0K 1
4 2K0,0 6 Koo K(%,O K(%,O K(%,O

2
_ 3 Q Ko Koo 9Ksp  KopKap
3 2 2
Ko 18 Ko7o Koo  5Koo Ko,o

K oK Ko 1K1 oK
B 1,02 2,1 n 0,1 13,0 2,0 (3.45)
Ko7o K50
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Yukaridaki bilesenlerde kullanilan ve bu asamaya dek kullanilmayan O iistsirasayisi
(3.8) esitliginde sifirinct sirada gibi diisliniilen en baskin 6zdeger ile ilgili 6zislev
icin belirlenen saptirim bilesenlerinin varligini1 betimlemektedir. Bunun yanisira, her
ne kadar, 6ziglevin olaganlastirrmi 6zdegerin degerinde bir degisiklik yaratmiyorsa
da en baskin 6zdeer icin elde edilen bilesenler olan ¢;’lerde de L listsimgesi
kullanilmaktadir. Boylelikle dikgenlik tabanli olaganlastirim vurgusu bir kez daha

yapilmis olur.

Acik yapilan yukaridaki esitlikler ile verilen saptirnm bilesenlerinden de ayirdina
varillacagl gibi, saptirm kertesi yiikseldikce, bilesenlerin cebircil yapilarindaki
karmagiklik artmaktadir. Bunun yanisira ¢;(y) islevlerinin j’nin tek degerleri igin
tek, cift degerleri icin de cift islevler oldugu acik¢ca goriilmektedir. Bu o6zellik,
(3.40) ozyineli iligkisi kullanilarak kolaylikla kanitlanabilir. Bununla birlikte, saptirim
islevleri, salt ilgili ¢ekirde8in katsayilarina degil, o katsayilarin Kj(’a oranlarina
bagimhidir. Aynmi durum 6zdeger bilesenleri icin de gecerlidir. Bu olgularin tiimii
yakinsaklik ¢oziimleyisi i¢in oldukca dnemlidir ve dnceden verilen 6zyineli iligkiler

aracilifiyla kanitlanabilirler.

Bu altbolimii sonlandirmadan once yeniden vurgulamak istenilen nokta yeniden
olaganlastinm olgusudur. Ozislevlerin odakta oldugu bir¢cok uygulamada iizerinde
caligilan islecin Oziglevlerinin boylarinin 1 olmasi istenir [26, 29]. Bu yiizden de
kesme yapilarak kullanilan 6ziglev saptirim toplamdizisinin, dogrudan kullanimi
uyumsuzluklar yaratir. ~ Bu uyumsuzluklar, ancak, yeniden olaganlastirim ile

giderilebilir. Bu baglamda asagidaki esitlikler yazilabilir.

p0(e) = Y oVe/ = g0 () = ¥ plO el (3.46)
Jj=0 Jj=0
00(.6) = (9°9(e),00(e)) T 9O (re) (3.47)

Yukaridan anlagilabilecegi gibi ¢(©)(£)"1n saptiim katsayilari (%) (¢) katsayilari ile
aynidir. Buna karsin ¢(0) (y, &)’ saptirim bilegenlerini elde etmek ¢ok daha zordur.

Bu olgu asagidaki gibi gerceklestirilebilir.

e (3.47)’nin her iki yanm: dordiillenir ve gerektiginde Cauchy carpimi kullanilarak her

iki yan da €’un usliileri olarak yazilabilir.
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e Elde edilen esitligin sag yani iki uslii toplamdizinin oranini icermektedir. Bu

yiizden birinci asamada elde edilen esitligin iki yan1 da sag yanin paydasiyla

carpilir.

e ikinci asamada elde edilen esitligin her iki yaninda, yeniden Cauchy carpimi

kullanilarak tek bir toplamdizi olusturacak bi¢imde diizenleyisler yapilir.

e Sag yan ve sol yan icin elde edilen toplamdizilerin es € iislerinin katsayilar
karsihikli olarak esitlenip ¢(°)(y,€)’nun bilesenleri olan (2)/(0’” (y) islevleri elde

edilir.

3.2 Bir-Ozdiizeyli Cekirdeklerle Dogrulayis

Bu altboliimde, gelistirilen yontem dogrultusunda elde edilen bulgularin dogrulugunu
denetlemek i¢in 6zel yapida bir ¢ekirdek iceren tiimlev isleci gbozoniine alinacaktir.
Bu 6zel yapili cekirdek, her biri iki ayr1 bagimsiz degiskene bagimli iki tekdegiskenli
islevin ¢carpimina esit olarak secilecektir. Bundan otiirii ilgili ¢cekirdege bir 6zdiizeyli

(ing: one-ranked) ¢ekirdek denilebilir [55]. Bu ozellikleri iceren ¢ekirdek

K(x,&)=x(x)k (&), x,& €la,b] (3.48)

biciminde yazilabilir. x islevi az once sozii edilen tekdegiskenli islevi simgelemek-
tedir. Bakisimin saglanabilmesi icin (3.48)’deki cekirdegi olusturan tekdegiskenli

islevler ayni1 secilmistir. Bu islev olan k asagidaki sonluluk 6zelligini saglamaktadir.

b 3
( / de(x)z) < oo. (3.49)

Boylelikle (3.48) bagintisinda verilen c¢ekirdek, bir-0zdiizeyli ve bakisik bir

I

Hilbert-Schmidt tiimlev islecinin ¢ekirdegi olarak nitelendirilebilir. Cekirdegi (3.48)
aracilifiyla verilen Hilbert-Scmidt tiimlev islecinin 6zelsiz bir [a,b] kapali araligi

tizerinde tanimlanan 6zdeger sorunu

0 aex©)6(6) = 00 (0 (.50

b—ala
olarak verilir. Buradan 0zislecin k ile orantili ya da x’ya dikgen oldugu kolaylikla

goriilebilir. Dikgenlik durumunda, ilgili islecin sayilabilir sonsuzlukta sifir 6zdegeri

varken, sifir olmayan 6zdeger durumu ise bu 6zdeger ile ilintili olan 6zislevin k ile
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orantili oldugu duruma karsilik gelir. Sifir olmayan 6zdeger ve karsilik getirilecek

olan 6zislev icin ¢6ziim yapildiginda

1 2 (b-a)ix(x) k()

s [dEk@? o= (=SS (s
= (jhageie)’ V*

sonucglart elde edilir. Bulunan 6zdeger ve ozislev (3.2a) ve (3.2b) bagintilarinda

¢:

tanimlanan afin doniistimler yardimiyla ve (3.4)’deki tanimlar kullanilarak

o) = 5 [ anwturen)
o (x,e) = \/EK'(me—FS)’) - K(xmp—|—gy)' (3.52)
(f_]ldﬁK'(xmp—l—‘c;nf)j o(¢)

yapisina getirilebilirler. Dikgen saptirim bilesenleri ile ilerlemek istenildiginden

1 1
eW(e) = = [ dnk(xm +en)?,
2/

V2K (Xpp + €Y)
oW (ve) = 2 (3.53)
f—ll dnK (Xmp +€N)

bagintilarina kolaylikla gecis yapilabilir. ~ (3.53) esitliklerinden (p ve ¢)
biiyiikliiklerinin ancak x’nin € dsliileri tiirtinden toplamdiziye acilabildiginde bir
toplamdizi gibi yazilabilecegi anlasilmaktadir.  Boylelikle k icin elde edilen

toplamdizinin yakinsak oldugu & degerleri i¢in

()
K
K (Xmp + €) = ijsf% sz#,j:o,l,z,... (3.54)

2j

)
Z Kikoj—k | €75
=0

i (3.55)

yazilabilir ve bu bagintilar yardimiyla

oe) = Z
()
V2

Dye) = 2=
sonuglari elde edilir. Ilgili gekirdegin katsayilar1 arasinda, tiim j ve k eksi olmayan
tamsay1 degerleri i¢in, K;; = KK esitliklerini yazmak olanaklidir. Bu baglamda,

(3.55) bagintilariyla elde edilecek olan katsayilarin (3.41), (3.42), (3.43), (3.44) ve

(3.45) esitliklerindeki anlatimlarla birebir Ortiistiigii goriillmektedir [46].

Yukaridaki bagintilardan anlasilabilecegi gibi, iizerinde calisilan bir-6zdegerli islecin
ozikilileri icin gelistirilen saptirnm toplamdizisinin yakinsakligi, &’nin, aralik
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evrencillestirimiyle agia c¢ikan £’a gore davranigina baghidir. Bilindigi gibi x’nin
€ tiirtinden islii toplamdizisinin dogrucul birlestirim katsayilar1 Taylor toplamdizi
katsayilaridir. Buradan da ilgili toplamdizinin bir Taylor toplamdizisi oldugu yargisina
varilir.  Dolayisiyla bu toplamdizi, €un bulundugu karmasik uzayda bulunan ve
yaricapt acilim noktasi ile en yakin tekillik noktasinin arasindaki uzaklik olan bir
acik teker (ing: open disk) icerisinde yakinsar [30,31,51]. Timlev aralig1 bu tekerin
icerisinde kaldigi siirece, saptirim toplamdizisi boyu 1’den biiyiik olan tiim € degerleri
icin yakinsar. Bununla birlikte, ilgili teker, tiimlev aralifinin tiimiinii icermiyorsa,
€ ilgili tiimlevleyis aralifinin kiiciiltiimii icin 1°den kii¢iik olacak bi¢imde bir deger
almalidir. Boylelikle, ilgili tiimlevleyis aralifi, tizerinde ¢alisilan tekerin icerisinde
kalan bir dogru parcasi durumuna getirilmis olur. Bu konuyla ilgili ayrintili bilgiler,

bir sonraki altboliim olan yakinsama ¢oziimleyisinde verilecektir.

Bu boliimii sonlandirmadan, bir-6zdiizeyli islecin sifirdan degisik 6zdegeri ile ilintili
Ozigleci i¢in elde edilen saptirim bilesenlerinin dordiincii kerteye kadar olanlari,

karsilastirim yapabilmek acisindan, acik¢a verilecektir [46]. Bu bilesenler

Qo = kg, ¢(§L) ) = > (3.56)
V2K
n=0.  90)="5 "y (3.57)
Ko
2
_ K| 2K (L), \/§Kz_\/§1<2
(1) V2K 5 V2KiK
—0 _ _ 3.59
e3=0, ¢ (y) o 612 y (3.59)
2
_ K 2KoKy | 2K1K3
Q4 = 5 + 5 + 5
V2 V2K2 V2K2 V2
ol () = Lo YR 0 2 VoK (3.60)

2k 0 6k ° | 18k2 18K
olarak belirlenmekle birlikte, incelendiklerinde (3.41), (3.42), (3.43), (3.44) ve (3.45)

esitliklerinde verilen bagintilar ile birebir ortiisiim saglandig1 aciktir.

3.3 Yakinsayis Coziimleyisi

Bu altboliimde, 3.1 altbdliimiinde ayrintilar1 verilen saptirim tabanli 6zgiin yontem
ile elde edilen saptirim toplamdizilerinin yakinsaklig1 tizerinde durulacaktir [47]. Bu

baglamda, gerek 6zdeger, gerekse de Ozislev icin olusturulan &€ iislii toplamdizilerinin
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yakinsaklik tekerlerinin (ing: convergence disks) bos olmadiklar1 gosterilecektir. Bu
da, bir diger deyisle, ilgili toplamdizilerin yakinsaklik yarigaplarinin sifirdan biiyiik

oldugunun gosterimi anlamina gelmektedir.

Bu amagla, iizerinde calisilan tiimlev iglecin ¢ekirdeginin, bir an i¢in asagidaki gibi
ayristirilabildigini diistinelim.

Z X (%) Xk (S) (3.61)

jk=1

Yukaridaki ayristirim her ne kadar bir izgecil ayristirnmi andirsa da, burada, k sayillari
ve x islevleri sirasiyla 0zdeger ve eslik eden oOzislevleri gostermemektedir. Yani,
bu ayristirm bir izgecil ayrigtirim degildir. Ote yandan, islemlerin ve ¢oziimleyisin
kolaylig1 agisindan y islevlerinin birbirleri arasinda dikgen ve birimboylu olduklarim

varsayalim. Bu varsayimlar altinda, (3.61) ayristirrminda goziiken sayillar

Kj_‘kE/abdx/abdéxj(x)xk(g)lf(x,é), ik=12,.. (3.62)

bi¢iminde essiz olarak belirlenebilirler. Bunun yamsira K (x,&) bir Hilbert-Schmidt
cekirdegi oldugundan ve yine ) islevlerinin karsilikli dikgenliginden asagidaki
esitsizlik yazilabilir
b b ’ d
/dx/ dEK (€= Y K, <oo (3.63)
a a j7k:1

Buradan da « sayillar icin ilgili tist kiyilar

1
b b 2
x| < </ dx/ d&K(x,g)z) . k=123, (3.64)
a a

esitsizlikleriyle verilir. Bu agsamadan hemen sonra 7 islecinin boyunu (ing: operator
norm) belirlemek icin girisimlerde bulunulacaktir. Bu amagla, ilk olarak, asagidaki

esitligi yazmak olanaklidir.

/bdg/deK %,€) K(E,é)f(§)=

:/dgz 2O (E)FE),  xelab]. (365

Jik=1

If(x)

Buradan, f, 7 islecinin tamim kiimesinde yer alan herhangi bir islevi simgelemek

lzere, g islecinin 6ziine esligi (ing: self-adjointness) kullanilarak

(ﬁﬁﬁ@%ﬁi“@ﬂﬁm/mea%a
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esitlifi elde edilir. Elde edilen bu bulgulardan hemen sonra, i¢ carpimlar i¢in
verilen Cauchy-Schwarz esitsizligi [26] ve yine J islevlerinin karsilikli dikgenlik ve

birimboyluluklarindan

[ assono) < (| l’m<x>2)é = Il 3:67)

esitsizlifini yazmak olanakhidir. Buradaki ||-| gosterimi verilen bir f islevinin

L,-boyunu betimlemektedir.

(3.67) esitsizliginin (3.66)’da kullanim1 asagidaki esitsizlige gegmemize olanak verir.

> b b
(£.720) < X &hlf P <P | ax [ agx w6y (3.68)
1 a a

Jk=

Burada f islevinin g islecinin tanim kiimesinde bulunusunu g6z oniine alarak bu islec

icin bir boy iist kiy1s1

17 < [/ [ azer) o

biciminde verilebilir. Bu ana dek elde edilen olgular 7 islecinin (3.13)’de verilen €

bagimliligi ile birlestirilirse
Jj=0

esitsizliine gecilir. (3.69) ve (3.70)’te kullanilan |||-||| yazimu verilen bir iglecin boyunu
belirtmekle birlikte acik tanimi asagidaki gibi verilmektedir.
A |77
H‘J‘H = sup —— (3.71)
rent7) M

Yukaridaki tanimda kullanilan & (JA ) yazimi g islecinin tanim kiimesini belirtmek-
tedir. (3.10) ve (3.12) bagintilarindan animsanabilecegi gibi (3.70) esitsizliginin sag
yaninda bulunan boy biiyiiklikkleri K cekirdeginin (x,&) = (X, Xmp) noktasimdaki
gore tiirevlerinin (ing: partial derivatives) boy sinirlariyla ilintilidir. lgili gore
tirevlerin sinirlarini bulabilmek adina ;(x) islevi igin asagida verilen Cauchy tiirev

bagintisini [56] gdz Oniine almak gerekir.

m, _ nt %i(8) _
1" (@) = o ]i e (3.72)
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Burada C (xmp,rj) ile saat yoniiniin evrigi yondeki ¢embercil cevirge (ing: circular
contour) simgelenmektedir [56]. Bu ¢evirgenin 6zegi (ing: center) karmagik diizlemde
Zx = Xmp + i -0 noktasinda olup yarigap: ise r; ile belirtilmigtir. Her ne kadar,
burada, saat yoniiniin evrigi yonde tanimlanmis ¢embercil bir ¢evirge alindiysa da,
[a,b] aralifini i¢ine alan ve igerisinde c¢ekirdegin herhangi bi tekillik noktasini

barindirmayan bir kapali egri de ¢evirge olarak segilebilir.

(3.72) bagintisi zy = X, alimp § = X, + rexp(6) doniisiimii yardimiyla asagidaki
gibi yalinlagtirilabilir.

n! 2n

2" (np) = 5 a0y, (wmp+ri€®), n=012,.. (373
J

Yukaridaki yalin anlatimda, tiimlevler icin liggen esitsizligi kullanilarak asagidaki

sonuca varilir.

!
(n) ‘ n!
N (5% < — max
‘X_, (omp) | < ri 0<6<2m

. |
XJ(xmp—i—rjew)‘E%Bx, n=0,1,2,... (3.74)
]

(3.74) bagintisindan, B, biiyiikligiiniin x,, ve r; degerlerine bagimhilig: acikca
goriilmektedir. Bu biiylikliigiin, y;’lerin tekilliklerini barindirmayan ve ¢embercil
olmayan Ozel ¢evirgelerin igerisinde r; degerleri simirsiz biiylidiikce sifirlanigi bek-
lenmektedir. Bu tiir 6zel cevirgelerin se¢imi ilgili ¢oziimleyisleri zorlastiracagindan,
coziimleyisler cembercil ¢evirgeler ile siirdiiriileceklerdir. Bu yiizden, ilgilenecegimiz
durumda r; degeri sonsuza gittiginde B, siirsiz biiyiiyecektir. Bu olgu, bos olmayan

bir yakinsaklik tekeri elde edilisinin amaglanigindan 6tiirii, sorun olusturmayacaktir.

Bu asamadan sonraki is, yukarida yapilan ¢oziimleyisleri ikidegiskenli ¢ekirdege
tagimak olacaktir. Bu amagla, ilk olarak, sifirdan degisik en kiigiik bir r; nin var oldugu

varsay1lip bu deger r ile gosterilecektir. Bu baglamda asagidaki bagint1 yazilabilir.

Kjx X (81 xk(82)

(n1,m2) —
Kk (x: 27:17{ 46 2m]{ C Cl—zx )& —zg)
ny,ny = 1,2,3,... (375)

Yukaridaki bagintida C yine saat yoniiniin evrigi yonde alinmis ¢cembercil bir ¢evirgedir
ve 0zegl, yine, X, + i - 0 noktasindadir. Bu ¢evirge, yukaridaki tek karmagik degisken
icin dile getirilmis olgularin 6tesinde {; ve {, eksenleri tarafindan ortiilmis iki

boyutlu karmagik diizlem iizerinde alinmig bir ¢evirgedir. Bunlarin yanisira, x ve &
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sirastyla {; ve §, karmagik diizlemlerinin gergel eksenleri iizerinde bulunan [a,b|
aralig1 igerisindeki noktalar1 simgelemektedir. Bunun da otesinde z, ve z¢ kolayhk
ve anlagilabilirlik agisindan, sirasiyla x+i-0 and & + -0 olarak alinmustir. ny ve n; ise

sirastyla x ve £’ye gore tiirevlerin kertesini belirtmektedir.

Ote yandan, Cauchy tiirev bagmtisinin, iizerinde calisilan ikidegiskenli ¢ekirdek icin

kuramcil olarak yeniden diizenlenimi ile

(n1,m2) K(C1,82)
K (&) = 2%1]{ 46 2%1% 4% (81 —z) (&2 —z¢)’
ny,ny = 1,2,3,... (376)

bagintis1 elde edilir [47]. Bu bagintinin (3.75) bagintist ile karsilagtirrmindan
KO (6,6 = Y i (6) ™ (6™ nimy =0,1,2,...(3.77)
Jk=1

esitligine varilir. Bu esitlik (3.75) esitliginin salt (x,&) gergel degerleri igin degil de
iclerinde bulunduklar1 karmasik diizlemlerin igerisinde tekillik bulunmamak kosuluyla

(&1, 8>) karmasik degiskenleri i¢in de saglandigini gosterir.

Buradan sonra (3.76)’y1 kullanarak ¢ekirdegin gore tiirevleri icin kiy1 belirlemek gii¢

olmayacaktir. Eger yukarida anlatilan yol izlenirse

I’ll!nz! ; ;
K(m,nz) (xmp,xmp) < e max s K(xmp+relel’xmp+r6192>
(61,6,)€[0,27]
. nl!nz!
= rnlmBK, ni,no=1,2.3,... (3.78)

elde edilir. Tez bir bakigla Bg’nin x,,, ve r’ye bagimlilig1 goriilmektedir. (3.11)’deki

tanim gozoniine alinirsa, (3.78) esitligi bizi amacladigimiz sonuca ulagtirir.

B
Kijoi| < -, j=0,1,2,... k=0,1,2,....J (3.79)

Boylelikle gore tiirevler igin x,,,, ve r’ye bagh bir iist kiy1 elde edilmis olur.

Tiim bunlarin 6tesinde, asagida verilen isle¢ tanimi, ileride yapilacak olan
coziimleyisleri kolaylastirmaktadir. Bu dogrultuda f, yeni tanimlanan iglecin tanim

kiimesindeki herhangi bir islev olmak iizere

Oriif () / ann’*f(m),  j=0,1,2,... k=0,1,2,....; (3.80)
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biciminde yeni bir isle¢ giindeme getirilecektir. Bu yeni tanim ve (3.12) tanimi

yardimiyla asagidaki esitligi yazmak olanaklidir.
~J ~
Ii=Y KijkOrjr.  j=0,12,... (3.81)
k=0
Yukaridaki bu tanimdan asagidaki esitlige ulagilabilir
R J
Il £
k=0

Yukaridaki esitsizligin yazimindaki en 6nemli neden asagidaki ¢coziimleyistir.

ol = ( s it (@)

fe@ ﬂ

- fesgfl&y{u;n v (o [ s )}

1
VQk+1)(2j—2k+1)

1

2

1

2

<1, J,k=0,1,2,...

(3.83)
(3.83) bir kez daha (3.79) ile bir araya getirilip (3.82)’de kullanilirsa
H‘JH‘ L?&( i=0,1,2, (3.84)
esitsizlikleri elde edilir ve buradan da (3.70)’in kullanimiyla
el 2

(%)

sonucuna ulagilir.

Bu ¢oziimleyislerden sonra, artik, (3.39) bagintisina geri doniip asagidaki esitsizlik

yazilabilir.

R =20 R
‘(pj(.”‘ < ‘JJ-%(L)nLI;)[ka—‘P/&)J} ¢J(l111|

ST o (0] )
k;o [ijrl - (Pk+1l] (ijkfl

@ Uy sl ol ) |

< Il

< U0 sn FEED fo | ol o

j=0,1,2,.. (3.86)
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Bu esitsizlik, ara islemler sonucunda asagida verilen esitsizligi ortaya ¢ikarir

LA e e (L

+ <i 0| lel/ - \Ko,o|> (i o7 1€V - 1) (3.87)
k=0 =0

Ayrica (3.40)’taki tanima da geri doniildiigiinde

Jj—2

U [Ae-elti o

k=0

o] <

| [

- @HmHH@;Hv;]m((@fz_lu

oo \Z\MHQ’ |
. Bx j+1 Bk zk—l—ZH(P H
|Koo| r/ IKoo1k ki
e 2 ol o0
j=0,1,2,... (3.88)

coziimleyisleri yapilabilir ve bu bulgular bizi asagidaki esitsizlige ulastirir [47].

£l e < gy (o= sl ) (£ o 1)

+‘II;OI,(0| (1 1%)2 -1 (;H%G)H el — 1)

B 1
K . j=0,1,2,... (3.89)

_|_
Koo (1_%2

Bu asamada, yapilanlar1 daha yalin ve anlagilabilir kilmak i¢in bazi yeni tanimlayiglar

yapmak akilc1 olacaktir. Bu amagla

A" = i)‘fp,(-”‘ el — |Koy| (3.90)
J:
ve
Ve i H¢}“H el — 1 (3.91)
j=0
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tanimlar1 giindeme getirilecektir. (3.90) ve (3.91) tamimlar1 sirasiyla (p(i) ve (])(l)
icin saptirimcil boy biiyiitkelerini (ing: majorant) simgelemekte olup bu olgu (sm)
Ustsirasayist ile belirtilmektedir.  Bu yeni tamimlar yardimiyla (3.87) esitsizligi

asagidaki gibi yeniden yazilabilir

///q()sm) < [I—J/Z(Sm)rl X

0
B
X K 2—‘K00|—|—BK 2—1 %qgsm)
(%) -5
(3.92)
Andiran bi¢cimde (3.89) esitsizligi de
1 m B 1
j/qgsm) < %q()sm)%qgs ) 4 K 1 %ésm)
| Kool | Kool (1 |8\>
B 1
K (3.93)

kool (1 y %|>2 -

biciminde yeni bir anlatima kavusturulabilir. Artik (3.90) ve (3.91) biiyiitkelerinin

(sm)

yakinsaklik yaricaplari ,///(P degerinin yakinsak olmasindan 6te 1’den kiiciik bir

deger almasi1 baglaminda elde edilmelidir. Bu dogrultuda (3.92) ve (3.93) esitsizlikleri

bir araya getirilip ara iglemler gerceklestirildiginde

sm)2 E sm E
M+ (9) M + o (¥> >0 (3.94)

esitsizligine ulagilir. Bu esitsizlikte salt yalinlastirim i¢in kullanilan yeni islev tanimlari

da
() = o()n m()-o() gty

|8‘) . Bk 1

o) = —1. 3.95

( r Koo <1_@)2 G99
(sm)

bicimindedir. (3.94) bagintisinin sol yaninda bulunan ve ///¢

tiirlinden ikinci
dereceden olan ¢okterimlinin kokleri kiiclikten biiylige dogru sirasiyla p; ve p, olarak
adlandirilirsa, bu kokler A (|g|/r) ilgili ayirammi (ing: discriminant) simgelenmek

lizere

= —%Nl (|8|) — VA (e[ /1), P = —%Nl (@) +VA(le|/r)  (3.96)

r
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biciminde elde edilirler. Bilindigi gibi A(|e|/r) biyiikliigiiniin degeri 0’dan kiigiik
oldugunda ilgili koklerin karmasikli§1 s6z konusu olmaktadir. Bunun yanisira eksi
olmayan ayiran degeri de iki gergel kokiin varligim belirtmektedir. Iki gercel kokiin
bulundugu durumda (3.94)"iin sol yanindaki gokterimli, ./ degeri p’den kigiik

ya da p,’den biiylik degerler alindiginda art1 degerler alacaktir.

(3.94)’iin sol yanindaki ikinci dereceden c¢okterimlinin ayiranm olan A(|g|/r)

biiyiikliigiiniin belirtik anlatim1 asagidaki gibidir
1 2 1 2
a(E) = L () _m(@):_@(@) _6®(@)+1>
r 4 r r 4 r r
1
= 4 (@ (@) -3 +2f2) (@ (’ir’) —3- 2\6) (3.97)

ve bu anlatim, ayiranin @ (|¢| /r) bityiikligiiniin 3 —2+/2 ile 3+2+/2 degerleri arasinda

eksi kaldigii soyler. Ote yandan, € sifir oldugunda @ (|e|/r) biiyiikliigiiniin de
sifir olacag1 agiktir. Bununla birlikte ayiran degeri €’un © (|e| /r) degerini 3 —2v/2
yapan Ozel bir degerine kadar artar ve tam bu 6zel degerde sifirlanir. Bu sifirlanistan
hemen sonra da eksi degerler almaya baglar. Saptirim kurami baglaminda, karmagik
diizlem iizerinde baslangi¢ noktasini igeren bir € komsulugu bulmak isteyisimizden,
@ (|e| /r) nin, 0 ile 3 —2+/2 arasinda (sifir1 da igeren) degerler aldig1 |€| /r degerlerine

odaklanim gerekmektedir. Bu baglamda

0<0® (H) <3-2V2 (3.98)

r

esitsizligi yazilabilir ve bu esitsizlik € saptirnm degistirgesi icin asagidaki kiyinin
konulmasina olanak saglar

VB
le] < | 1— K . (3.99)

\/BK+ <3 - 2\/§> Ko o

Yukaridaki bagintida, q)(i) icin verilen saptirim toplamdizisinin yakinsaklik yarigapi
goriilmektedir. Bu olgu, ayni zamanda, onay1 olanakli bir durumdur. Bu dogrultuda

izerinde calisilan ayiran daha da acik olarak asagidaki gibi yazilabilir

e _ € N,
+(5) =y n (oY) 100



oyle ki C katsayisi

B%{—|—6 |K()70‘ + ‘KQ()}Z

C=
2
4KO,O

(3.101)

ve ¥ biiyiikliiklerinin, kiigiikten biiyiige

VBk vBx

Y = 1-— , h=1-—
\/BK+ (3—2\/§> }Ko,o| \/BK+ <3+2\/§> ‘Ko,o}
B = 1+ VB , =1+ VB

\/BK+ (3+2v2) |Kogl \/BK+ (3-2v2) [Kogl

(3.102)

bicimindek anlatimlar1 vardir. (3.100), (3.101) ve (3.102) esitliklerinden anlasila-
bilecegi gibi |€| /r’nin bir iglevi olarak goriilebilen ayiran |€| /r = 1 noktasinda dort
kathh ucaya (ing: pole) sahiptir. Bunun yamsira, ilgili ayiranin, ¥ degerlerinin
|| /r degerine esit oldugu noktalar iizerinde, dort dallamim noktasinin (ing: branch
points) var oldugu goriilmektedir. Buradan, karmasik diizlemde baglangic noktasindan
baglandi81 anda ilk tekillige ¥ noktasinda ulasildig1 goriilmektedir. Bu olgu da, bize,
ayiranin Maclaurin toplamdizisinin yakinsaklik tekerinin 6zegi sifir, yaricapt ise 9
olan teker oldugunu soyler. Diger bir deyisle, (3.100) esitliginde yapis1 daha da acik
olarak verilen ayiranin yakinsaklik yarigapi, (3.99)’da verilen ile birebir ortiismektedir.
Bunlarin yanisira © (|g| /r) bityiikliigiiniin de art1 degerler aldig1 ve aymi yakinsaklik
hiziyla p; (|€| /r) degerine yakinsadig1 kolaylikla goriilebilmektedir. Boylece |g| /r’ye
bagh p; kokii A~ (igsm) icin bir tist kiy1 olmus olur. Bu da .Z qgsm) biiyiitkesinin (3.99) ile

verilen bolgede yakinsadiginin gostergesidir.

///ésm) ‘nin verilen bolgede yakinsayisi, ///q(,sm) ‘nin de aynmi bolgede yakinsayisi
anlamina gelmemektedir. Buna karsin, (3.95) ve (3.96)’nin ilk esitliklerinden de
goriilebilecegi gibi p;’in yakinsaklik yarigapr (3.99)’da verilen bdlgenin igerisinde
I’den kii¢iik kalmaktadir. Bu da yakinsaklik ¢éziimleyisini istenilen sonuca ulagtirmis
olur. Bu olgu da 6zislev icin olusturulan saptirim toplamdizisinin en azindan (3.99)’da

belirlenen € degerleri icin yakinsadigi anlamina gelir [47].

Ote yandan, Ko’ sifira yaklasugi ya da Bg deerinin sonsuza dogru biiyiidiigii
durumlarda yukarida elde edilen yakinsaklik yarigapinin sifira dogru ilerledigini

sOylemek gerekir.
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Son olarak (3.99)’da belirtilen sonucun karamsar Onkosullanimlar dogrultusunda
gerceklestirildigini belirtmek 6nemlidir. Bu yiizden, ilgili varsayimlarda kotiimserlik
azaltilarak daha esnek sonuclarin elde edilecegi olgusu us’da tutulmasi gereken 6nemli

bir olgudur.

3.4 Sayicil Uygulamalar

Bir onceki altboliimde, gelistirilmis olan saptirim tabanli yontemin yakinsaklik
coziimleyisinde onemli olan iki ackicil 68eden soz edilmisti. Bunlarin ilki, saptirim
degistirgesi olan ve ilizerinde ¢alisilan kapali araligin uzunlugunun yar1 degeri olarak
da nitelenen € degistirgesi, digeri ise odakta bulunan tiimlev iglecin bakigik cekirdegi
olan K(x,&) ikidegiskenli iglevinin, ¢ift katli tiimlev uzami olan dordiiliin tam orta

noktast olan (X,up,Xmp) noktasinda aldig1 deger olan K ¢ bityiikliigudiir.

Bu altbolimde, 3.3 altboliimiinde elde edilen bilgilerin dogrulayisi, sayicil
uygulayiglar aracilifiyla gerceklestirilecektir.  Bu dogrultuda, savda gelistirilen
saptirim tabanli 6zgiin yontem, tikiz ve oziine es Hilbert-Schmidt tiimlev isleglerine
uygulanacak, ve imsiz degerce en biiyilk 0zdegere karsilik gelen ozisleve etkin
yaklastirimlar gerceklestirime calisilacaktir. Bu amacla, iizerinde ¢alisilan sorunu bir

kez daha animsatim yerinde olacaktir. Bu baglamda ilgili izgecil sorun agagidaki gibi

I 9(x) =9 () (3.103)

biciminde tanimlanan ve 7 ile bir tikiz Hilbert-Schmidt tiimlev islecinin betimlendigi

0zdeger sorunudur. Buradaki g isleci acik olarak

jg(x) = !

[ aek)ae) 3104

b—ala

bi¢iminde tanimlanmaktadir. (3.104) bagintisindaki K (x, &) islevi bakisik bir ¢ekirdek
olmakla birlikte g islevi ise 6geleri, ¢oziimciil ve dordiilii tiimlevlenebilir islevlerden
olusan bir Hilbert uzayinin icerisinde kalan herhangi bir islevdir. Yukarida verilen iki
bagintidan anlagilabilecegi gibi (3.103) esitligi yapist agik olarak (3.104)’te verilen
islecin 6zdeger sorunudur. Burada ¢ ile 6zdeger, ¢(x) ile de eslik eden o6ziglev

simgelenmektedir.

3.1 altbolimde, (3.14) ve (3.15) toplamdizilerinden n sayida terim alarak (kesme

yaparak) imsiz de8erce en biiyiik Ozdeger ve ona eslik eden oOzisleve etkin
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yaklagtirnmlar yapilabileceginden so6z edilmisti.  Yaklastiim icin alikonulacak
terimlerin yapisinda olan katsayilar da 6zdeger ve ilintili 6zislev i¢in sirasiyla (3.39)
ve (3.40) ozyineli iligkileri ile elde edilebiliyordu. Bu baglamda, n eksi olmayan bir
tamsay1 olmak ve kesme kertesi olarak diisiiniilmek iizere ilgili izgecil biiyiikliiklere

savda gelistirilen 6zgiin yontem kullanilarak yapilan n. kerteden yaklastirimlar

o) = Z @€’ (3.105)
j=0

0" () =Y @;(y)el (3.106)
j=0

biciminde olurlar.

Bu asamadan sonra, degisik ¢ekirdek yapilari iceren bes Hilbert-Schmidt tiimlev
isleci icin sayicil uygulamalar yapilacaktir. Yapilan uygulamalardan elde edilen
sonu¢larin sunumlari i¢in ¢izelge ve ¢izimler kullanilacaktir. Yapilan tiim uygulamalar,
MATLAB’in simgecil aygitkutusu (ing: symbolic toolbox) [54] ile gerceklestirilmekle
birlikte, sayicil belirleyis gerektiren durumlarda 30 basamakli aritmetik kullanilmagtir.
Buna karsin, cizelge ve ¢izimlerin olusturumunda 10 basamakli sonuglar gbz Oniine
almmisti. Her bir uygulamada, ilgili islecin imsiz degerce en biiyiik 6zdegeri ve
oziglevi yaklastirildiktan sonra, ilgili 6zislev, (3.2a) ve (3.2b) bagintilarinda verilen
doniistimlerin evrikleri kullanilarak asil bagimsiz degiskeni olan x’in bulundugu uzaya
geri doniistiirilmustiir [47].

Bu altboliimdeki ilk uygulamada [0,7])?> dordiilii iizerinde tanimli ve cekirdegi
K(x,&) = cos(x+ &) bigciminde bakisik bir ¢ekirdek olan Hilbert-Schmidt tiimlev
isleci ile ugrasilacaktir. Bu durumda, ilgili islecin 6zdeger sorunu acik olarak asagidaki
gibi olur

[Cdgeos 80 =00, 0=xEsx G0

(3.107)’de verilen sorun igin ¢oziimciil olarak elde edilen en biiyiikk 6zdeger ve [0, 7|

aralig1 lizerinde birimboylulastirilmig eslik eden 6ziglev ise

wz—%, (P(X)Z\/%sinx (3.108)

dir.

Sekil 3.1°deki al yildizlar (ing: red asterisks) ile ¢izilmig egri (3.108)’deki ¢ (x) islevini
betimlemektedir. Kesikli cizgiler kullanilarak ¢izilen degisik boyal1 egriler ise degisik
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0 Kesin ve ‘l‘aklazl k Oziglevier
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Sekil 3.1 : [0, ] dordiilii izerinde K (x,&) = cos (x + &) gekirdegi icin elde edilen
kesin ve degisik kertelerden yaklasik ozislevler.
n kesme degerleri igin elde edilen 6zislev yaklastirnmlarini gostermektedirler. Ilgili
cizimden kolaylikla anlagilabilecegi gibi, kesme kertesi olan n sayis1 biiyiitiildiikce
yaklastirimi belirten egriler, ¢oziimciil olarak elde edilen oOzislev egrisine gittikce
yaklagmaktadir. Bu da, savda gelistirilen yontemin (3.107) sorunu i¢in iyi ¢aligtigini

gostermektedir.

Gelistirilen sayicil yontemin iyi ¢alistigint gosterebilmek amaciyla baska bir 6rnege

gecelim. Bu amacla asagidaki 6zdeger sorununu ele alalim.

1
| dg @@t rep(—x—E)oE) =0, 0<xEST (109
Goriildugii gibi (3.109) teki sorun gekirdegi K(x, &) =exp (x+ &) +exp (—x— &) olan
Oziine-eg bir tiimlev islecin 6zdeger sorunudur. Bu sorunun kesin ¢oziimii asagidaki
gibidir.
@ =3.518549337, ¢(x) =0.5071530526¢" +0.1643283852¢ " (3.110)

(3.110)’daki ¢oziimde ¢’nin imsiz degerce en biiyiik 6zdeger, ¢ (x)’in ise bu dzdegere
karsilik gelen ozislev oldugunu animsatmak yerinde olacaktir. Bu animsatimin
yanisira, ilgili Oziglevin tiimlevleyis araligi olan [0,1] kapali araligi iizerinde

birimboylulastirilmis oldugu da us’tan ¢ikarilmamasi gereken diger bir olgudur.
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Kesinve Yaklasik Oziglevier
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':|fl i i i i L i i i i
a 01 oz 03 04 05 06 aF 08 k] 1

Sekil 3.2 : [0, 1]? dordiilii tizerinde K (x,&) = exp (x + &) +exp (—x — &) gekirdegi
icin elde edilen kesin ve degisik kertelerden yaklasik 6ziglevler.
Sekil 3.2’ye bakildiginda elde edilen bulgular, Sekil 3.1 yardimiyla elde edilenler ile
ortigsmektedir. Diger deyisle (3.109)’daki izgecil sorunun, ilgili 6ziglevi icin savda
geligtirilen yontem yardimiyla yapilan yaklastirimlar gercek ¢oziime epeyce yakin
olarak elde edilmigslerdir. Aymi zamanda kesme kertesinin arttirimi da yaklastirim
niteliginin artimina neden olmustur. Bu da {izerinde c¢aligilan iglecin ilgili 6zislevi
icin olusturulan saptinm toplamdizisinin yakinsak oldugunu gosteren bir olgudur.
Bunlarin yanisira, kesme kertesi olan n degeri yanlizca 2 alindiginda bile, elde edilen
mavi yaklagtirim egrisi, kesin ¢oziimii betimleyen al yildizli egriye oldukg¢a yakin
olmaktadir. Bu da gelistirilen yontemin, bu uygulama icin, kesin ¢oziime hizlica

yakinsayabildigini gosteren onemli bir sonugtur.

Birinci ve ikinci sayicil uygulamalarda elde edilen bulgular c¢izimler aracilifiyla
gosterilmisti. Uciincii ve dordiincii uygulamalarda ise elde edilen sonugclar, yanilg:
degerleri iceren cizelgeler aracilifiyla verileceklerdir. So6zii edilen yanilgir degerleri

asagidaki gibi tanimlanan bir boy iizerinden olusturulacaktir

£ = qu)(n)(x) EAOPIOI H (3.111)
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(3.111)’den anlasilacagr gibi, yukarida verilen boy tanim, iizerinde ¢alisilan tiimlev
islecin 6zdeger ve ozislevi icin elde edilen n. kerteden yaklastirimin, ¢dziimciil olarak
elde edilmis olan 6zdeger ve Ozisleve ne kadar yakin oldugunu dlcen bir iglevimsidir

(ing: functional).

Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2°de sirastyla K(x,) = x> + E2 + a ve K(x,&) =
(sinx+siné )2 + o ¢ekirdeklerini igeren Hilbert-Schmidt tiimlev islecleri icin yapilmig
uygulamalar goriilmektedir.  Ilgili isleglerin tiimlevleyis araliklar1 [0,1] olup
olusturulan yaklastirimlarin kesme kerteleri 2’den 10’a kadar degismektedir. Bunlarin
yamisira, her iki ¢ekirdekte bulunan o degeri 0, 1, 2 ve 3 degerlerini almaktadir.
o degerinin devreye alimp arttirilmasindaki ama¢ Koo degerinin biiyiikliigiiniin

yakinsaklik hizina olan etkisinin goézlemlemek istemidir. Bu dogrultuda

Cizelge 3.1 : K(x,&) = x> 4 E2 + o cekirdekleri igin é"}) degerleri.

o=73

0.02348675897
0.00598567099
0.00124514938
0.00031684830
0.00006372537
0.00001619920
0.00000311996
0.00000079219
0.00000014367

o=2

0.03479261899
0.00908724508
0.00285846446
0.00074754979
0.00024148581
0.00006336569
0.00002103647
0.00000553887
0.00000188951

oa=1

0.06552555495
0.01949684969
0.01091183805
0.00333991771
0.00202654015
0.00064208394
0.00041222958
0.00013416121
0.00008970415

oa=0

0.3058541158
0.2957202050
0.2723142203
0.2185699508
0.2920357970
0.4039191668
0.3609702488
0.3229678191
0.4678002361

I |
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Cizelge 3.2 : K(x,&) = (sinx+sin &)’ + o cekirdekleri igin &

P degerleri.

oa=0

oa=1

o=2

oa=3

S 33 3 3 3 3 3 =
Il
O 00 ~d O LA W

I
[a—
)

0.1087618118
0.0161670763
0.0215991194
0.0199473315
0.0095557825
0.0067032300
0.0031470657
0.0019268517
0.0010379693

0.1310673464
0.0224812873
0.0127150173
0.0117589433
0.0047351387
0.0036004859
0.0013495405
0.0007688360
0.0003142169

0.1559638405
0.0383257043
0.0114682415
0.0084962798
0.0028909439
0.0024738915
0.0008534698
0.0004642808
0.0001615295

0.1777504152
0.0509865374
0.0114681111
0.0066523890
0.0020697334
0.0019006398
0.0006195582
0.0003363384
0.0001093335

olusturulan Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2°de, yakinsamanin saglanabildigi o degerleri

icin yaklagtirim kertesi arttirildikga ilgili &~

goriilmektedir.

Bu da, ilgili islecler icin de, tipki birinci ve ikinci uygulamalarda

(n)
I
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oldugu gibi, yakinsamanin saglandiginin bir gostergesidir. Bununla birlikte, Cizelge
3.1 ve Cizelge 3.2°de iizerinde durulan c¢ekirdeklerde o degerinin arttirimi, ilgili
Koo degerlerini arttirmakta ve Kpo degerlerinin biiyiimesi de yakinsaklik hizina
olumlu yonde etki etmektedir. Bunun nedeni de 3.3 altbdliimiindeki yakinsaklik
¢oziimlemelerinde deginilen |g| /r degerindeki kiigiilmedir. Diger taraftan, Cizelge
3.I’in ilk diiseysirasinda ilgili cekirdekte o = O alindiginda elde edilen 5’})
bulunmaktadir. Ozenli bir bakisla, bu cekirdek icin n degerinin arttirimi, éa;f)
degerlerinin kiictilmesine degil de, evrigi bir durum olarak, biiyimesine yol actig1

gozlemlenmektedir. Bunun nedeni ilgili Ky degerinin yeterince biiyiik olamamasi

ve bu nedenle de |€| /r degerinin yakinsaklik i¢in yeterli kiigiik degere erisememesidir.

Bu altboliimdeki son uygulama olarak, cekirdegi asagidaki gibi alinan Hilbert-Schmidt

tiimlev islecini gozoniine alacagiz.
K(x,&) = tanxsin3& + sinxtan 3§ (3.112)

Ilgili islecin imsiz degerce en biiyiik 6zdegeri ve eslik eden oziglevin [0,1] araligi

izerinde birimboylulagtiriimigi ise
@ =0.9497875425, ¢(x) =0.714188768tanx+ 0.7371069732sin3x  (3.113)

bicimindedir. Sekil 3.3’te goriildiigli gibi n degeri arttikca kesme yapilan saptirim
toplamdizisi yardimiyla elde edilen yaklastirimlart betimleyen kesik ¢izgili egriler,
(3.113)’te verilen ¢ (x) kesin ¢oziimiine giderek yaklagmaktadir. Bu yaklastirim her ne
kadar n =2 degeri icin ¢ok iyi gibi goziikkmese de, n = 4 ve 6zellikle de n = 6 ve sonrasi
terimler icin oldukca etkin durumdadir. Ozislev icin elde edilen bu bulgularin yanisira,

andiran durum. ilgili 6zdeger icin de s6z konusudur. Ilgili islecin imsiz degerce en

Cizelge 3.3 : [0,1]? dordiilii iizerinde K (x, &) = tanxsin3& + sinxtan3& cekirdegi
icin elde edilen kesin ve degisik kertelerden yaklasik 6zdegerler.

n=>2 n=4 n==~6 n=2_8 n=10
0.9513520311 0.9302160811 0.9514482660 0.9493304718 0.9501805816
n=12 n=14 n=16 n=18 n=20

0.9497234628 0.9498129438 0.9497692427 0.9497916164 0.9497855518

biiylik 6zdegeri icin elde edilen sonuglar Cizelge 3.3 araciligiyla sunulmustur. Cizelge

3.3’teki degerlerden anlagilabilecegi gibi, n yaklastirnm kertesi arttirildik¢a 6zdegerin
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a Kesin ve Yaklagik Oziglevier
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Sekil 3.3 : [0, 1]? dordiilii tizerinde K (x, &) = tanxsin3& + sinxtan3& cekirdegi igin
elde edilen kesin ve degisik kertelerden yaklasik 6zislevler.

(3.113)’te ¢oziimciil olarak bulunmus kesin degerine yaklastig1 aciktir. Bu da, (3.112)
sorunu i¢in elde edilen Oziglev saptirim toplamdizisinin yanisira dzdeger saptirim

toplamdizisinin de ilgili kesin sonuca yakinsadig1 anlamina gelmektedir.
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4. IKIDEGISKENLI CYCG’NDE DESTEK ENiYIiLEYiMi

Savin birinci ve ikinci boliimlerinde de belirtildigi gibi, kullanilan destek islevlerinin
yapisinin, yapilan CYCG yaklagtirrminin etkinliginde ¢ok onemli bir yeri vardir.
Bunun yanisira, e8er yaklastinm yapilacak olan islevin ¢oziimciil yapist baskin
olarak carpimcil ise yonel ortalamali destekler (YOD), ilgili yaklastirimda oldukca
iyi is gormektedirler. Kuskusuz, kullanilacak desteklerin ilgili aralik {izerinde
stfirlanmamast gerektigi de CYCG yaklastirimlarinda unutulmamas: gereken bir
olgudur. Her ne kadar bu sav galismasina dek CYCG’ndeki destek islevleri YOD
olarak secilmislerse de, bu secimin bir CYCG yaklastiriminda kullanilabilecek en
etkin destekler oldugunu sdylemek olanaksizdir. Bunun yanisira, iizerinde caligilan
cokdegiskenli iglev ve uzama bagh olarak, bu desteklerin sifirlanim ve ilgili CYCG
yaklagtirminda kullanilamamasi da olas1 bir durum olarak karsimiza c¢ikmaktadir.
Bu nedenlerden otiirii, savin yazilis amaclarindan biri olan “Acaba uygun tiim
islevler ve uzamlar icin calisan eniyilenmis bir destek islevi takimi bulunabilir
mi?’sorusu akla gelmektedir. Daha Onceden belirtildigi gibi, savda, eniyilenmis
destek islevlerinin elde edilimi amaciyla yeni, 6zgiin ve etkin bir yontem gelistirilmesi
ereklenmistir. Bu eniyileme siirecinin daha anlagilabilir olmas1 acisindan, yapilan
coziimleyigler, cokdegiskenliligin en yalin durumu olan ikidegiskenlilik durumu
icin gergeklestirilecektir. Bdylelikle ikidegiskenli durum icin elde edilen bulgular,
cokdegiskenli durum igin bir temel olarak ele alinabilecek ve ¢okdegiskenliligin
getirecegi giicliikkler daha kolay irdelenebilecektir. Bu dogrultuda, iki degiskenli
¢oziimceiil bir f(x1,x7) islevinin CYCG agilimi agagidaki gibi yazilabilir

f(xx2) = fosi (x) s2 (x2) + fi (x1) s2 (02) + f2 (x2) 51 (x1) + fi2 (x1,02) - (4.1)
Oyle ki,
x| € [a1,b1],  x2 € la,by]. (4.2)
dir.
CYCG bilegenlerinin elde edilimi i¢in, 1. boliimde aktarilan ve (1.4)’teki esitlikleri
saglayan herhangi bir uygun agirlik islevi secimi yapilabilirse de, bu asamada, ilgili
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agirlik islevi degismez islev olarak secilecektir. Bu se¢imin nedeni, bu savdaki asil
amacin destek islevi eniyileyisi olusudur. Bu yiizden, yapilacak olan ¢oziimleyislerde,
bir de agirlik islevinin getirecegi yiikten kaginmak akilct olacaktir. Bu baglamda,

secilen agirlik islevi

1 1
(b1 —a1) (by—az)

W (x1,x2) = Wi (x1) W2 (x2) = 4.3)

biciminde olacaktir. (4.3)’te verilen agirlik islevi ve heniiz belirli olmayan destek
islevlerinin yardimiyla, 06zelsiz durumu (1.9)’te verilen sifirnct CYCG bileseni

asagidaki gibi elde edilir

1 bl b2
foz(bl—al)<b2—a2)/a dx, g dxpsy (x1) 82 (x2) f (x1,%2) - (4.4)

Ote yandan, (1.4)’te verilen birimboyluluk 6zelligi iizerinde calisilacak olan destek
islevleri tizerinde onemli bir kisit olusturacagindan, bu destek iglevlerinin su an ic¢in

birimboylu olmadiklar: diisiiniilerek ilerlenilecektir.

Kullanilan destek islevlerinin birimboylu olmadiklar1 gercegi ile ilerlenerek ve
(4.3)’teki degismez islev tanimi kullanilarak, 6zelsiz durumu agik olarak (1.12)’de
verilen sifirinci nitelik 6l¢ennin ikidegiskenli durumu

by by 2
(/ dx; dxa f (x1,x2) 51 (x1) 52 (x2))

az

by 5 b, 5 by by 2
( dxysy (x1) ) ( dx;s3 (x2) ) (/ dx; [ dxaf (x1,x2) )
ai a ag az

biciminde elde edilir. Birinci boliimde belirtildigi gibi tiim nitelik 6l¢enlerinin degeri

oy = 4.5)

0 ve 1 arasinda degismelidir. Bunun yanisira, herhangi bir 6lcenin degerinin iist kiy1
olan 1’e yakin olusu, gerceklestirilen CYCG yaklastirnminin ne kadar etkin oldugunun
bir gostergesidir. Yaklastirnm yapilirken elde edilecek en yalin ve islenimi kolay
yapi, tiimiiyle ¢arpimcil olan ve fi 51 (x1)s2(x2) bi¢iminde tanimlanan sifirinci kerteden
CYCG yaklastirant oldugundan, iizerinde calisilmasi gereken nitelik 6lgeni sifirinci
nitelik dl¢eni olan op’dir. Burada, “lizerinde ¢alisilmak istenen” anlatimiyla aktarilmak
istenen olgu op degerinin, iist kiyis1 olan 1 degerine olabildigince yaklastiriminin
saglanisidir. Bu da, oy biiyiikliigiiniin enbiiyiiklenimi (ing: maximization) anlamina
gelmektedir. (4.5) taniminda goriildiigii gibi oy, aslinda, s1(x;) ve s2(x;) islevlerine
bagimli bir iglevimsidir (ing: functional). Bu yiizden, eniyileyis (ing: optimization)
gerceklestimek icin, 0p’in sirasiyla s; ve sp’ye gore islevcil tiirevi (ing: functional
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derivative) [57] alimip 0’a esitlenimi sirasiyla asagidaki esitlikleri verir

T
5 dxa f (x1,%2) 82 (x2) = Arsy (x1)
2— a2 Jay (4 6)
I '
> dxy f (x1,x2) 51 (x1) = A2s2 (x2)
1—ai Ja;
oyle ki A1 ve A, nin agik yapilari agagidaki gibi olur
by by
/ dx1 dXQf(Xl,Xz)Sl (X1)52 (XQ)
A = ai a
1= b 5
(by —a2) dxysy (x1)
a
by by “4.7)
/ dxy [ dxof (x1,x2)s1(x1) 52 (x2)
A = ai a2
2= 5 ; :
(b1 —ay) dxpsy (x2)
az

Eniyileyis sonucu ag¢iga ¢ikan (4.6) denklemleri bir birinci tiir Fredholm tiimlev
denklemi ikilisidir. Bu yiizden de, eniyileyis icin, bir Fredholm tiimlev denklemi
dizgesi (ing: system) ¢oziilmelidir. Ote yandan, (4.6)’da verilen iki denklem, birbirini
andiran, ¢oziimciil ve boyca sonlu olan cekirdekler barindiran tikiz tiimlev islecler
icermektedir. Bu tiir islecler bilimcil yazinda Hilbert-Schmidt tiimlev isleci [24, 25]
olarak bilinen yapilardir. Ek olarak (4.6)’da goriilen her bir tiimlev isle¢ bir destek
islevine etkimekte ve ilgili goriintii ise diger destek iglevi ile orantili olmaktadir. Bu
olgu, (4.6)’da elde edilen denklemlerin, dogrucul cebirde (ing: linear) ¢cok onemli yeri
olan tekil deger ayristirimi (ing: singular value decomposition) [29] denklemleri ile
ilintili oldugunu gosterir. Bu amagla (4.6)’da goriilen her bir isle¢ sirasiyla birbiri
tizerine etkiyip, s1(x1) ve s2(xz) islevleri yalinlagtirilirsa agagidaki denklem takimi

elde edilir.

b [ ([ i ) G ) (80 =251 )

bl_al bz—az aj a

) ! by by 4.8)
/ d& (/ dxlf(xlaXZ)f(xhé:Z)) 52(&2) = Asz(x2)
by—axby—ay Ja, a
Burada A = A1 A4, olmakla birlikte asagidaki gibi ¢ekirdek tanimlart yapilirsa
1 b
Ky (x1,81) = 5 dxy f (x1,x2) f (&1,x2), x1,&1 € [ay,b1]
2 —az Jap
! by 4.9)
K> (x2,8) = dxi f (x1,x2) f (x1,&2), x2,6 € [az,bs]

bl _al aj
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(4.6) denklem takimi oldukga yalin olarak

T
s [ K (&)1 ) = Asi (), xnr € b
1 —aig ai
e (4.10)
5 d6rK> (x2,82) 52 (&2) = Asa(x2), x2,8 € [a2, b ]
2 —a Jay

biciminde yazilabilir. (4.10)’dan kolaylikla goriilebilecegi gibi agik yapilar (4.9)’da
verilen K7 ve K> islevleri bakisiktir. Dolayisiyla iligli tiimlev islecler 6ziine-es
isleclerdir.  Ayrica, dogrucul cebirden de ammsayisla, (4.10)’da agiga ¢ikan A
biiytiklugii ilgili 6ziine-es dogrucul isleclerin tekil de8eri olarak diistiniilebilir [29].
Bunlara ek olarak, (4.10)’da verilen her bir denklem, ayni sirasay1 ile simgelenen
ve aym kiime iizerinde tanimlanan (x1,&;) ve (x,&,) bagimsiz degisken ikililerini
icermektedir. Boylelikle x; ve x, bagimsiz degiskenlerinin igerisinde bulundugu
uzamlar birbirlerinden ayrilmis olur. Bu baglamda, eslesik (ing: coupled) bir denklem
takimi ile ugragsmak yerine, her bir tiimlev denklemi Otekisinden bagimsiz bigimde
cozmek olanakli duruma gelmis olur. Boylelikle (4.10) bagintisindaki esitliklerin

sirasayilarini kaldirmak uygun olacaktir. Bu islem yapilirsa

1
b—a

/abdéK(x@S(é)IM(X); x,§ € la,b] (4.11)

esitligi elde edilir. Boylelikle tizerinde ¢alisilan iki boyutlu dikgen uzam birbirinden
ayrilmis olup, sanki tek bir denklem varmiggasina ig goriilebilmesi olanakli duruma
gelmis olur. Bu kolayligi saglatan yonteme “Uzamcil Ayristinm” (ing: Geometric
Separation) ad1 verilebilir. Bu durumda, ikide8iskenli CYCG aciliminda eniyilenmis
destek islevlerini saptamak i¢in (4.11) denklemi her bir 6ziine-es ¢ekirdek igin,
birbirlerinden bagimsiz olarak, ¢coziilmelidir. Daha ag¢ik anlatimla, (4.11) denkleminde,
cekirdek olarak (4.9)’daki ilk tanim olan K| (x, &) segilerek eniyilenmis s (x; ), andiran

bigimde Kj (x¢ ) segilerek de eniyilenmis s (x2) destek islevi elde edilir.

Ote yandan, (4.11) denklemi tikiz bir Hilbert-Schmidt tiimlev islecinin 6zdeger
sorununu betimlemektedir. Bu durumda, A sayil 6zdegeri, s(x) ise, bu 6zdegere
karsilik gelen Oziglevi simgeler. Boylece iizerinde calisilan destek eniyileyis sorunu,
aslinda tikiz bir Hilbert-Schmidt tiimlev islecinin 6zdeger sorununa doniigsmiis olur.
Tiimlev igleclerin izgecil sorunlar1 bilimcil yazinda iizerinde oldukca bilgi birikimi
bulunan calisma konularindandir. Bu zamana dek, iizerinde calisilan islecin ya da

cekirdegin yapisina gore bir cok ¢oziimciil ve sayicil yontem gelistirilmigtir [S8]. Bu
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asamada, (4.11) bagintisinda verilen izgecil sorunun ¢oziimii icin sav baglaminda
geligtirilen ve ayrintilar1 savin 3. bdliimiinde aktarilan saptirim tabanli yontem
kullanilacaktir. 3.4 altboliimiinde verilen uygulamalardan da anlasilabilecegi gibi,
destek eniyileyisinde kullanilacak saptirnm tabanli yontem, en baskin 6zdeger ve
ilgili 6zisleve etkin yaklastirnmlar yapilmasina olanak saglamaktadir. (4.11) sorunu
3. boliimde iizerinde durulan izgecil sorun ile birebir Ortiistiigiinden ve ilgili sorunun
en baskin 6zdegeri, bir sekilde, en biiyiikk oy degerine karsilik geldiginden savda
gelistirilen saptirim tabanli yontem, destek islevi eniyileyimi konusunda oldukca
yararli ve etkin bir yontem olacaktir. 3. boliimde aktarilan bulgular 1s181nda, iizerinde
caligilan izgecil soruna Ozelsiz bir kapali aralik i¢in sayicil yontem (ing: numerical
method) gelistirmek istendiginden, iizerinde ¢alisilan kapali aralik 6ncelikle evrencil

bir araliga doniistiiriilmelidir. Bu baglamda,

a+b b—a a+b b—a
= —_— = . 4.12
doniigiimleri kullanilarak tiimlevleyis aralifi olan [a,b], [—1,1] kapali aralifina

doniigtiiriilmiis olur. Yukaridaki doniistimlerin (4.11) sorununda kullanimiyla

1 1
5/ldnK(xmp+8y,xmp—|—8n)s(xmp+8n):ls(xmp+£y) (4.13)

bagintis1 elde edilir. Yukaridaki bagintida ortaya ¢ikan x,,, ve € degistirgeleri, 3.
boliimde aktarildig gibi

a+b b—a
Xmp = 7 £ ;o 4.14)

biciminde tanimlanir. Her ne kadar savin 3. bolimiinde belirtildiyse de, (4.14)’te
verilen x;;,’nin iizerinde ¢aligilan araligin orta noktasini, €’ un ise ilgili uzamin yar
aralik uzunlugunu betimledigini animsatim yerinde bir olgu olacaktir. Bilindigi
gibi bu biiyiikliiklerin aldig1 degerler, kullanilacak olan saptirim tabanli yontemin

yakinsayisinda oldukca 6nemli bir yer tutmaktadir.

(4.14)’te verilen tanimlar yardimiyla, (4.13)’te verilen evrencillestirilmis izgecil sorun,
her bir biiyiikliigiin € bagimlilig1 da goz oniinde bulundurularak, daha yalin bicimde
asagidaki gibi yazilir

~

J(€)s(y,€) = A(€)s(y,€) (4.15)

Yukaridaki sorunda bilinmeyen olan s(y,€) ve A(€) biyiikliikklerini savda gelistirilen

saptirrm tabanli yontemi kullanarak ¢ozebilmek amaciyla, ilgili tiim biiyiikliiklerin
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sifir komsulugunda €’un eksi olmayan tamsayi isliileri tiiriinden toplamdiziye
acilabildikleri Ongoriimii yapilmalidir.  Bu Ongoriimle, asagidaki toplamdizileri

yazmak olanakli olur
J(e)=Y I, s(ve) =Y s;(y)e’, Ae)=) e’ (4.16)
' j=0 Jj=0

Yukaridaki toplamdizilerin yapisinda bulunan JAJ islecleri bilinen islegler olmak
tizere s;(y) islevleri ve A; katsayilart su an icin bilinmeyen bityiikliiklerdir. Bu
biiyiikliiklerden j. sirasayili olanlari, 3. boliimde en baskin 6zdeger ve eslik eden

0ziglev icin sirasiyla bulunan (3.31) ve (3.36) belirtik 6zyineli iligkileri yardimiyla

1 - 2 ~ -
A= <ﬁ,ﬂjso+l§)[ﬂk+l—z,{+ll]s]~k1), i=01,... (4.17)
c; -~ = = .
s;i(y) 715+K00 fjso(y)—Z[fkﬂ—/lkHI}Sjk1()’)], J=0,1,...
k=0

(4.18)
biciminde elde edebilirler. (4.17) ve (4.18)’de goziiken 1 isleci [—1, 1] aralig1 iizerinde
tanmimli, siirekli ve dordiilii tiimlevlenebilen iglevlerin bulundugu Hilbert uzayindaki
birim isleci simgelemektedir. Bunun yanisira, ayni bagintilarin sag yanlarinda bulunan
toplamlarin j = 0 ve j = 1 degerleri icin sifirlandiklar1 6ngériimii, 3. bdolimde
de oldugu gibi, siirmektedir. Ayrica, (4.18)’de bulunan c; belirsiz katsayilari, yine
3. boliimde aktarilan dikgenlestirim olgular1 baglaminda elde edilirler. Boylelikle,
(4.9)°daki her iki ¢ekirdekten, sirasiyla yola ¢ikilip istenen sayida s;(y) islevi elde
edilerek, CYCG yaklastinminda kullanilacak olan her iki destek iglevine de istenen
kertede yaklastirim yapmak olanakli duruma gelmis olur. Bu yontemle belirlenecek
olan destek iglevlerinin CYCG yaklastirnmindaki etkinligi, savin 5. boliimii olan

“Uygulamalar” boliimiinde sayicil uygulamalar araciligiyla gosterilecektir.

“Uygulamalar” boliimiine ge¢meden Once, ikiden cok degisken igeren iglevler icin
gerceklestirilen CYCG yaklastinmlarinda ortaya ¢ikacak destek eniyileyisi olgusuna
deginmek yerinde olacaktir. Bu asamada, yalinlik olusu bakimindan ii¢degiskenli

durum goz Oniine alinacaktir. Bu durum i¢in elde edilecek eslesik (ing: coupled)
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timlev denklemler agagidaki gibi elde edilirler

1 by b3
d d =A
by —a2) (s —a3) Jus X252 (x2) i %353 (x3) f (1, %2,%3) = Ay 51 (1)
1 b1 b3
d d =1 4.19
b —an (b —az) Juy TV [, AssbelTlne) = henti) G
1 b by
d d =1
(b —a1)(by—az) Ja, x1s1(x1) a2 x252(x2)fx1,%2,%3) = Ag 3(x3)

(4.19) denklemlerinden anlagilabilecegi gibi, ii¢ degisken icin elde edilen eslesik
denklemlerin, iki degiskenli durumda uzamcil ayristirim yardimiyla yapildigi gibi
ayrigiklastirrmi olanaksizdir. Buradan, ¢okdegiskenlili§in diizeyi arttikca, destek
islevi eniyileyis olgusunun gii¢clestigi sonucuna varilabilir. Olduk¢a gii¢ goriilen
bu sorunun iistesinden gelebilmek icin (4.16)’da Ongoriimii yapilan toplamdiziler
yerine, cokdegiskenliligin sorun oldugu durumlarda kullanilan ve oldukg¢a yararl olan
Kronecker iislii toplamdizileriyle [59] is gébrmek akilc olacaktir. Boylelikle, savda tiim
ayrintilar1 verilen saptirim ¢oziimleyisleri Kronecker {iislii toplamdizileri kullanilarak

yeniden yapilmalidir.
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5. UYGULAMALAR

CYCG uygulamalarinda gegcmeden Once, savin tiimiinde aktarilan sayicil uygulamalar
ile ilgili bir ka¢ olguya deginmek yerinde olacaktir. Bilindigi gibi, savda, birkac
0zgiin yontemden soz edilmistir. Bunlarin ilk ikisi, 2. bdliimde ayrintilart verilen
altkesimcil CYCG ve sendelenimsizlik diigiimlerinin altkesimcil CYCG’nde kullanimi
olgusudur. Her iki yontemin etkinligini gosteren sayicil uygulamalar, su an icerisinde
olunan “Uygulamalar” boliimiine birakilmamis, deyim yerindeyse, sicagi sicagina,
ilgili kurameil bilgilerin hemen pesisira verilmigtir. Andiran durum, tiimlev isleglerin
izgecil biiyiikliikleri icin gelistirilen saptirim tabanl yaklastirnm yonteminin aktarildig:
3. bolim i¢in de soz konusudur. Bu baglamda, sirasiyla, elde edilis ayrintilari
ve yakinsaklik ¢oziimleyimi 3. boliimde verilen ilgili yontem icin gergeklestirilen
uygulamalar, ilgili kuramcil anlatimlardan hemen sonra, yine 3. boliimde verilmistir.
Boylelikle, savda gelistirilen kuramcil yapilar ile ilgili uygulamalar1 arasindaki
ilintiler olabildigince etkin diizeyde yansitilmaya calisilmigtir. Tiim bu olgular, savin
kuramcil dolgunlugunun yaninda, sayicil uygulamalar acisindan da olduk¢a kapsaml

oldugunun gostergesidir.

Bu boliimde, sav baglaminda gelistirilen saptirnm tabanli destek eniyileyis yontemi
yardimiyla elde edilen destek islevlerinin, verilen ¢oziimciil bir ikidegiskenli islevin
CYCG yaklastirnminda kullanilmas: sonucu elde edilen yaklastirimlarin sayicil etkin-
ligi (ing: numerical efficiency) arastirilacaktir. Bu baglamda, degisik ¢6ziimciil yapilar
iceren ikidegiskenli sinayis (ing: benchmarking) islevleri kullamilacaktir. Ayrica,
her bir iglev icin YOD kullanilarak da CYCG yaklastirnmi gerceklestirilecek ve elde
edilen sonuglar eniyilenmis destek islevleri ile bulunan sonuclarla karsilastirilacaktir.
Cizelgeler aracilifiyla verilecek olan degerler, sifirinci kerteden yaklastirimlarin
niceligini 6lgen ve tanimi agik olarak (1.12) bagintisinda verilen sifirinci kerteden

nicelik 6l¢ceni oy degerleri olacaktir.

Yukarida sozii edilen ve siayis i¢in kullanilacak olan islevler asagida verilmektedir.
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f1(x1,x2) = cos (2x] 4+ 3x7), fa(x1,x2) = €1 +sin(7xy),
f3(x1,x2) = X7 +x3 + 50x1x2 +x1 — 8, falx1,x2) = (x1+x2)°,
fs(x1,x2) = x1x2, fo(x1,x2) = x} 43,
fr(x1,x2) =100 (xz —x%)z +(1 —xl)z, fa(x1,x2) = x% +x%,

( ) = (4—2.1x]+x1/3) a7 +x1x0+ (433 —4) 3,

( ) = (x%+x%)/4000—cos<x1/\ﬁ>—cos<X2/\/§>»
ful(x1,x2) = 20+x7+x3 — 10cos (27x;) — 10cos (27x2),

(x1,%2)

= 100(xa—x1)* + (1 —x1)* + (1 —xp)*.

Ustte verilen iglevlerin tiimii tanimli olduklar1 uzamn igerisinde ¢oziimciil (ing:
analytic) islevlerdir. Bu islevlerin ilk ikisi, CYCG’nin trigonometrik yapilar iceren
islevlerdeki etkinligini gozlemleyebilmek amaciyla yapay (ing: synthetic) olarak
secilmis islevler olmakla birlikte, ilki salt devirli (ing: periodic) yapidadir. Ucgiincii
islev de cokcokterimli (ing: multinomial) yapisinda, yeterince diizgiin (ing: smooth)
olacak bicimde secilmis, yine bir yapay islevdir. Bu islevlerin diginda kalan tiim
islevler [*] yazisindan secilmis olup, her biri islevcil yapisina gore degisik tiirden
enkiiciik ve enbilyiik (ing: extrema) yapilari icermektedir. Sozii edilen bu iglevler, yeni
ve Ozgiin sayitimcil (ing: statistical) ya da sayicil (ing: numerical) yontem gelistiren
bilim bireylerince, gelistirdikleri yontemlerin sinanisi amaciyla kullandiklar1 sinayis

islevleridir.

Uzerinde durulan destek islevi elde edilimi yontemi (4.5)’te agik yapisi verilen oy
degerinin enbiiyliklenisi (ing: maximization) temeline dayandigindan, her bir sinayis
islevi i¢in elde edilen oy Olgen degeri ¢izelgeler araciligiyla verilecektir. Bununla
birlikte, eniyilenmis islevler kullanilarak elde edilmis CYCG yaklastirrmlarinin
etkinligi, aymt islev i¢in, YOD kullanilarak gerceklestirilmis CYCG yaklastirimi
sonucu bulunan oy degeriyle karsilastirllacaktir. Bu yilizden, YOD baglaminda
elde edilmis oy degerlerine, ilgili ¢izelgelerin son diiseysiralarinda yer verilecektir.
Boylelikle eniyilenmis desteklerin, YOD ile elde edilen desteklere gore sayicil

etkinliginin karsilastirimi olanakli olacaktir.

Cizelgeleri incelemeye baslamadan Once, savda gelistirilen saptirnm tabanli yontemi
ile elde edilen desteklerin, aslinda, ilgili eniyilenmis destek islevine yapilan bir

yaklastirim oldugu us’tan ¢ikarilmamalidir.  Bunun nedeni, agilim bilegenleri
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Cizelge 5.1 : Degisik kesme kertelerinden destek islevleri ve YOD kullanilarak
[0,1]? dordiilii iizerinde bulunan oy degerleri.

n=3 n==~6 n=9 n=12 n=15 YOD

f1 0.839169 0.839170 0.856249 0.856345 0.856408 0.788058
f2 0999610 0.999668 0.999668 0.999668 0.999668 0.999648
3 0973185 0.973874 0.976670 0.976578 0.976718 0.931223
fa 0992613 0.997873 0.997923 0.997938 0.997944 0.996449
/5 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
fo  0.988992 0.989497 0.989523 0.989523 0.989523 0.986013
f70.792262 0.478976 0.493153 0.777990 0.449870 0.855626
fs 0983691 0.985684 0.985740 0.985740 0.985740 0.980016
fo 0.838636 0.430300 0.889284 0.422011 0.842855 0.945019
fio 0.999999 0.999999 0.999999 0.999999 0.999999 0.999999
f11 0988408 0.984045 0.993721 0.995579 0.995586 0.994675
f12 0.646481 0.577438 0.738229 0.753105 0.750782 0.763608

Cizelge 5.2 : Degisik kesme kertelerinden destek islevleri ve YOD kullanilarak
[0,0.5]? dordiilii iizerinde bulunan o degerleri.

n=3 n==~6 n=9 n=12 n=15 YOD

fi 0916766 0.915381 0.916646 0.917039 0.917026 0.807999
f2 0.999889 0.999889 0.999889 0.999889 0.999889 0.999885
f3 0950513 0.950513 0.950513 0.950513 0.950513 0.936954
fa 0992613 0.997873 0.997923 0.997938 0.997944 0.996449
/5 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
fo  0.988992 0.989497 0.989523 0.989523 0.989523 0.986013
f7 0.150934  0.420096 0.591950 0.504954 0.564571 0.994375
fs 0.986075 0.989525 0.990807 0.991010 0.991021 0.986938
fo 0.723616 0.849178 0.790911 0.752130 0.756527 0.425623
fio 0.999999  0.999999 0.999999 0.999999 0.999999 0.999999
S11 0994745  0.994897 0.994906 0.994906 0.994906 0.993768
fiz 0.726472 0.806022 0.811378 0.813024 0.814559 0.813956
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acik olarak (4.18)’de verilen sonlu sayida terim iceren saptirim toplamdizisi ile
ugrasilmasidir.  Bilindigi gibi (4.16)’da verilen saptinm toplamdizileri sonsuz
toplamdizilerdir. Bu yiizden ilgili toplamdiziye belli bir kertede kesme yaparak
yaklagtirnm gerceklestirilmesi gerekir. Verilen ¢izelgelerde bulunan n degeri, ilgili
kesme kertesini simgelemektedir. Bu baglamda, ilgili 6zislev saptirim toplamdizisine
n. kerteden kesme yapmak, €’un en fazla n. isliisiinii iceren terimi alikoyup geriye

kalan tiim terimleri dislamak anlamina gelmektedir.

Cizelge 5.1°den kolaylikla anlagilabilecegi gibi YOD kullanilarak elde edilen CYCG
yaklastirrmlar1 i¢in elde edilen op degeri, neredeyse tiim sinayis islevleri icin
ilgili iist smmir olan 1 degerine yakindir. Bu olgu, eniyilenmis destek islevinin
kullanilmamasi durumunda bile sifirinc1 kerteden CYCG yaklastirrmlarinin ilgili
islevleri yaklastirmada oldukga etkin oldugunu gostermektedir. Ote yandan, Cizelge
5.1’den cikarilacak bir diger sonug¢ ise, eniyilenmis destek islevleri kullanilarak
gerceklestirilen CYCG yaklastirimlar: baglaminda elde edilen sifirinci kerteden nicelik
Olceni op degerlerinin, neredeyse tiim sinayis islevleri icin YOD ile elde edilen
degerlerden daha biiyiik olusudur. Ustelik bu iyi sonuclar, yine bir¢ok isev icin, n = 3
ve n = 6 gibi kiiciik kesme kertelerinde elde edilmistir. Bu da, saptirim tabanli yontem
ile elde edilen destek iglevlerinin, birtakim iglevler i¢in, az sayida terim alindiginda bile
YOD islevlerine iistiinliik sagladig1 olgusunu gozler oniine sermektedir. Bu asamada
deginilmesi gereken bir diger olgu ise lizerinde calisilan uzamdir. Cizelge 5.1°de
verilen oy degerleri, [0, 1]2 dordiilii iizerinde gerceklestirilmis CYCG yaklastirimlari
baglaminda elde edilmistir. Bu da, her bir sinayis islevinin bagimsiz degiskenlerinin
[0,1] araligi tizerinde degerler aldigi anlamina gelir.  Bilindigi iizere, savda
onerilen destek islevi eniyileyisi yontemi sifir-aralik-ereyinde gerceklestirilen saptirim
acilimlart ilkesine dayanmaktadir. Bir diger deyisle, gelistirilen saptirrm tabanh
yontemin, salt dar (ing: narrow) arakliklarda is goriisii beklenmektedir. Buna
karsin, ilgili yontem ile belirlenen eniyilenmis destekler ile gerceklestirilen CYCG
yaklagtirimlari, cok da dar sayilmayacak olan [0, 1| aralig1 iizerinde de etkin olmugtur.
Bu da, savda gelistirilen yontemin, uygulayimcil olarak etkinligini gdsteren olgulardan
biridir.

Cizelge 5.1°de iizerinde diisiiniilmesi gereken bir diger durum ise f7, fo and fi;

siayis islevleri icin elde edilen oy degerlerinin YOD kullanilarak elde edilen ilgili
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oy degerlerini gecemeyisidir. Ozenli bir bakisla, f7 ve fo islevleri icin bir yakinsayis
sorunu oldugu goriilmektedir.  fip icin ise bir yakinsayis sorunu goriilmemekle
birlikte, kesme kertesinin arttirimu ilgili islev icin daha etkin sonuclarin elde edilimini

saglayacaktir.

f7 ve fo’daki yakinsayis, sorunu savin 3. boliimiindeki yakinsaklik ¢oziimleyislerinde
belirtildigi gibi, €/K(xmp,Xmp) oranimin (4.9)’da tanimlar1 verilen gekirdeklerin en
az biri i¢in yeterince kiiciik deger alamayist durumundan kaynaklanmaktadir. Bu
sorunun lstesinden, daha dar bir uzamda c¢alisilarak gelinilebilir. Boylelikle ilgili
€ degeri ve dolayisiyla da yukarida sozii edilen oran kiiciiltiilmiis olur. Kugskusuz
ilgili uzam degisiminden 6tiirti K (x,p,%,,) degeri de kiigiilebilir. Bu yiizden, uzam
daraltimi konusunda 6zenli davranmak gerekmektedir. Bu asamada, uzam daraltiminin
etkinligini sinayabilmek amaciyla Cizelge 5.1°de verilen degerler [0,0.5]% dordiilii
tizerinde gercgeklestirilmis ve elde edilen oy degerleri Cizelge 5.2°de verilmistir.
Cizelge 5.2°deki sonuglardan varilan ilk sonug, tiim sinayis islevleri i¢in yakinsayis
sorununun olmayisidir. Bu da, uzam daraluminin ilgili islevler i¢in ige yarar bir
olgu oldugunun gostergesidir. Diger yandan f;7 islevi i¢in eniyilenmis destekler
yardimiyla elde edilen sifirinct kerteden CYCG yaklastirrminin nicelik dl¢eni olan oy,
ayn1 kosullar altinda YOD kullanilarak elde edilen oy degerinin gerisinde kalmustir.
Bu olumsuz durum ilgili saptinm toplamdizilerinde daha cok sayida terim alinarak

giderilebilir.
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6. SONUCLAR

Savin son boliimii olarak diizenlenen bu boliimde, savda gelistirilen 6zgiin yontemlerin
kuramcil ve uygulayimcil oOzellikleri dogrultusunda elde edilen bulgulara yer
verilecektir. Bunun yanisira, sav baglamindaki arastirimlarla belli bir noktaya getirilen
bilgi ve deneyimlerin daha da olgunlastirilip daha etkin duruma getirimi konusunda da

gelecege doniik tasarilardan dem vurulacaktir.

Bilindigi gibi savin amaci Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosteriliminin
etkinliginin arttirnmidir. Bu amagla, ilgili yontemin etkinliginde oldukca Snemli
yeri olan tekdegiskenli destek islevlerinin eniyileyisine odaklamilmigtir. — Tlgili
destek islevlerinin eniyileyisi siirecinde, igcerisinde Hilbert-Schmidt tiimlev isleclerini
barindiran Fredholm tiirii eslesik tiimlev denklemler aciga ¢ikmas, ilgili denklemler de
uzamcil ayrigtirim adi verilen olgu yardimiyla ayrisik duruma indirgenmistir. Ayrisik
duruma doniistiiriilen denklemlerin her biri ¢ekirdegi bakisik olan, 6ziine-es ve tikiz
bir Hilbert-Schmidt tiimlev islecinin izgecil sorunu olarak elde edilmis ve eniyilenmis
destek iglevleri de, aciga cikan tiimlev isleclerin en baskin 6zdegerine karsilik gelen
Oziglev olarak belirlenmistir. Bdoylelikle, eniyilenmis destek islevi bulunumunun,
aslinda, bakisik, Oziine-es ve dolayisiyla da tikiz olan bir Hilbert-Schmidt tiimlev

islecinin 6zdeger sorunu ile ilintili oldugu gosterilmisgtir.

Yukarida sozii edilen izgecil sorunun ¢oziimii icin 0zelsiz (ing: genel) bir sayicil
coziim yontemi gelistirmek istenmistir. Daha onceki deneyimlerden elde edilen
bulgulara dayanarak, CYCG’nde uzam daralttmina bagli aralik kiiciiltiimiiniin, islev
yaklagtinminda CYCG’nin etkinligi arttirildigr saptanmigtir.  Tiim bu olgularin
ayrintilar1 savin 2. boliimiinde altkesimcil CYCG baglaminda aktarilmig ve pesisira
verilen sayicil uygulamalarla da desteklenmistir. Bunun yanisira, sendelenimsiz
tiimlevleme yardimiyla gergeklestirilen altkesimcil CYCG’nin de etkinligi, yine bu
boliimde aktarilan bulgular ve uygulamalar ile gosterilmistir. Bunlarla birlikte
Altkesimcil CYCG yardimiyla agkinizgecil goriintiiler icin 6zgiin bir kayipl sikigtirim

uzisi gelistirilmis ve bilimcil yazinda bulunan yontemlere gore cok daha etkin
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yaklastirimlar elde edilmistir. Bu olgu savin bilimcil yazina kazandirdig1 6nemli

olgulardan biridir.

CYCG’nde aralik kiigiiltiimiiniin etkinligi gosterildiginden, ilgili izgecil sorunu
cozebilmek ic¢in sifir-aralik-ereyinde (zero-interval-limit) c¢oziim gerceklestirimine
karar verilmigtir. Bu nedenden o6tiirii, iceriginde cok kiiciik degisimler barindiran
sorunlarin ¢oziimii konusunda etkinligi bilinen saptirim acilimi tabanli bir yontem
gelistirimi Ongoriilmiistiir. ~ Bu baglamda eniyilenmis destek iglevi ile ilintili
olan Ozislev icin bir yaklastinm yontemi gelistirilmistir. Bu yaklagtirim, ilgili
oziglev icin olusturulan saptirim toplamdizisinde belli sayida terimin alinmasiyla
elde edilmektedir. Bu baglamda, ilgili 6zisleve, bir kesme yaklagtirrmi yapmak
olanakli olmustur. Bu asamadaki en Onemli getirilerden biri, kesme yapilan
toplamdizi terimlerinin 6zyineli bir iligki yardimiyla belirtik (ing: explicit) olarak
belirlenebilmesidir. Bu da ilgili saptinnm bilesenlerinin dolaysiz olarak, kolaylikla
belirlenimine olanak saglamaktadir. Bunun yanisira, bilindigi gibi, eski yontem olarak
da belirtimi olanakli olan, yonel ortalamali desteklerin elde ediliminde cok kath
tiimlevlerin devrede olmas1 séz konusudur. Uzerinde caligilan islevin ¢oziimciil yapist
baglaminda bu tiimlevlerin aliminda sorunlar yasanabilmektedir. Sorun yasanmasa
bile ilgili destek islevlerinin sifirlanim1 ve ilgili CYCG yaklagtirirminin yapilamamasi
karsilasilan diger bir olumsuz durumdur. Her ne kadar, az 6nce sozii edilen
ozyineli iligkilerin icerisinde tiimlev islecler bulunsa da, bu islecler ¢okterimli (ing:
polynomial) yapilara etkimektedir. Bu yiizden, yeni yontem baglaminda aciga c¢ikan
tiimlevlerin ¢oziimciil olarak alinmalar1 olduk¢a kolaydir. Bu olgu savda gelistirilen

yontemin olumlu getirilerinden biridir.

Bununla birlikte, en baskin 6zdegere eslik eden Ozislev icin gelistirilen saptirim
toplamdizisinin,, karmagik diizlemde bos olmayan ve yarigap1 sifirdan biiyiik bir
teker icerisinde yakinsadigi gosterilmistir. Bu da, 3. boliimde soz edilen, € ve
Koo uygun bigimde alinmalar1 durumunda, elde edilecek saptirim toplamdizisinin
eniyilenmis destek islevine yakinsayigini giivence altina alir.  Saptinm tabanlh
yontemin CYCG’nde kullanimindan 6nce, yontemin tek basina etkinliginin gosterimi
acisindan salt tiimlev isleglerin izgecil sorunlarinin ¢oziimii baglaminda uygulamalar
gerceklestirilmistir.  Bu uygulamalarda, kesme kertesinin n = 2 ya da n = 4 gibi

kiigiik sayilar alindig1 durumlarda bile, kesme yapilan toplamdizinin, erekteki 0zisleve
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yakinsayis1 gosterilmistir. Boylelikle, bir Hilbert-Schmidt tiimlev islecinin en baskin
0zdegerine eslik eden ozisleve, savda gelistirilen 6zgiin yontem kullanilarak etkin
yaklagtirimlar gerceklestirimi olanakli olmustur. Bu olgu, savin bilimcil yazina

verdigi en onemli katkilardan biridir.

Savda gelistirilen saptirim tabanli yontem kullanilarak elde edilen tekdegiskenli
destek islevleri, ikidegiskenli islevlerin CYCG yaklastiriminda kullanilmis ve YOD
olarak kisaltimli adlandirilan eski destek islevlerinin kullanilmasiyla elde edilen
yaklastirnmlardan daha etkin sonuclar elde edilmistir. Boylelikle, verilen ¢oziimciil
bir ikidegiskenli islev icin, etkin bi¢cimde, yaklasik bir salt carpimeil ayristirnm (ing:
factorization) elde edilmis olur. Bilindigi gibi salt ¢carpimcil ayristirimlar, iglenimi
ve c¢oziimleyisi en kolay olan yapilarin basinda gelmektedir. Bu baglamda, verilen
bir ¢oziimciil ikidegiskenli islev icin, islevcil yapist ne kadar karmagik olursa olsun,
islemesi kolay, etkin bir yaklasik yapr bulunmasi olanakli duruma gelmis olur. Bu

olgu da, savin bilimcil yazina verdigi bir diger 6nemli katkidir.

Uygulamalar boliimiindeki ¢izelgelerden goriilebilecegi gibi, CYCG’nde, eniyilenmis
islevler, bazi durumlarda YOD’e gore iyi sonuclar vermemektedir. Bu olgu iki
durumla aciklanabilir: (i) Kullanilan & degerinin, yaklastirim yapilan islev icin
elde edilen Kj(xmp,Xmp) ya da Ko(xpp,%nmp) degerine oranmin ilgili toplamdizinin
yakinsaklig1 i¢in yeterli kiiciikliikte olmamasi; (ii) Erekteki destek islevi icin
kullanilan toplamdizide yeterince cok terimin alikonulmamasi. (i)’deki olumsuz
durum, {iizerinde c¢alisilan uzamin daraltimiyla giderilebilir. Bununla birlikte, buna
baglt olarak K (xXyp,Xmp) ile Ko (Xpp,Xmp) degerleri de kiigiilebilir ve yukarida sozii
edilen oran degismeyebilir. Bu ylizden, kullanilacak olan arai§in secimine &zen
gostermek gerekmektedir. (ii)’deki olumsuz durumda ise daha ¢ok sayida terim almak
sonuclar iyilestirecektir. Bununla birlikte, daha cok terim, daha ¢ok bilgisayim
(ing: comuputation) ve daha fazla siire anlamina da gelmektedir. Her ne kadar,
terimlerin elde edilimindeki tiimlevler, yukarida belirtildigi gibi, ¢oziimciil olarak
kolaylikla alinabiliyor olsa da, cok sayida terim alimi, bilgisayim karmagikligini (ing:

computational complexity) arttiracaktir.

Bu savda, ikidegiskenli islevler icin gergeklestirilen CYCG agiliminda kul-
lanilan destek islevlerinin eniyileyisi iizerinde durulmustur. Ikidegiskenli durum,

cokdegiskenliligin en yalin durumu olarak nitelendirilebilir. Bu savda elde edilen
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bulgular yardimiyla CYCG’nde destek eniyileyimi siirecinin ayrintilart 6ziimsenmis
olup, ilgili ¢oziimleyisin 3 veya daha fazla sayida bagimsiz degisken igeren islevlerin
CYCG yaklastirrminda kullanimi icin gereken adimlarin atilmasi konusunda 6nemli
bir bilgi tabam elde edilmistir. Bu ylizden, sav sonrasi arastinmlar baglaminda,
ilgili destek islevi eniyileyim yonteminin cokdegiskenli durumlara uyarlanimi ve ayrik
veri kiimeleri icin de kullaniminin olanakli duruma getirimi konularinda caligmalar

siirdiiriilecektir.
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