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KATLIDIZEYLERIN COKDEGISKENLILIGI YUKSELTILMIS
CARPIMLAR UCKOSEGENCIL GOSTERILIM YOLUYLA AYRISTIRIMI:
KAVRAMCIL TABAN VE UYGULAYISLAR

OZET

Bilimsel arastirimlardaki sorunlarin yapisinda bulunan c¢ok degiskenlilik ve c¢ok
boyutluluk nedeniyle bilimsel yazinda sorunlarin ¢ogu uzbilimcil olarak c¢okyonlii
dizi ile gosterilir. Giiniimiizde veri bilimi ¢ok yaygin olarak calisilan bir konu
olup, ozellikle bu alanda cokyonlii dizi ile ¢ok sik karsilasmaktayiz. Verilerin
anlamlandirilmasi, siniflandirilmasi ve uzbilimcil olarak modellenmesi vb. sorunlar,
dizeylerde oldugu gibi cokyodnlii dizilerde de ayristinm ve carpanlarina ayirma
konularin ilgi odag: haline getirmistir.

Bilimsel yazinda A;, ;, ... ;, simgeleyisi ile verilen ¢cokyonlii diziler, 6geleri, birden ¢ok
sayida da olabilen, altsirasayilarla tanimlanan, 68eler toplulugu olarak bilinir. Her bir
altsirasay1 ayr1 bir yon tanimlar ve bu yonlerin birbirine dik dogrularla betimlendigi
diisiiniiliir. Bu baglamda, siradan dogrucul cebirin yoneyleri (vektorleri) “bir yonlii”,
dizeyleri (matrisleri) ise “iki yonli” dizilere karsilik gelir. Dizeylerde doniisiim
niteligi de vardir ve yataysiralar dizeyin tamim uzayinda bir takim dogrultulara
izdiisim gerceklestiren 6gelerdir. Bunlarin her birinin tanimladigi izdiisiim bileseni
dizeyin diiseysiralarinin nasil dogrucul birlestirim olusturacagini essiz bigcimde belirler.
Bu dogrucul birlestirim ise doniisiim sonrasi, dizeyin deger uzayinda, bir dogrultu
tanimlar. Bu durumda, dizey 68elerinin birinci altsirasayis1 deger uzayindaki dogrultu
ile ilintilendirilebilirken, ikinci altsirasayr tanim uzayindan doniisiimil saglayan 68e
olarak diisiiniilebilir.

Bilimsel yazinda c¢ok yeni olarak gelistirilen kathdizey kavrami ise dogrucul
cebirin dizey Ozelliklerinin ¢cokyonlii dizilere aktarilmasini saglamak ve her yondeki
ayristirimin hesaplama maliyetini azaltmak amaciyla geligtirilmistir. A; i, it injn
olarak tanimlanan bir kathdizey, siradan dogrucul cebirdeki dizeyin kavramcil
genisletimi olarak diisiiniilebilir. Boyle bir dizeyin 68elerindeki altsirasayilardan bir
kesimi bir ¢okyonlii diziler tanim uzayiyla ilintilendirilirken; kalan kesimi ¢cokyonlii
diziler deger uzayiyla ilintilendirilir.

Bu savda gelistirilen yontemin temelinde, dizey ayristirrm yontemi olarak Cok-
degiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Ugkosegencil Dizey Gosterilimi (CYCUDG)
bulunmaktadir. Bu yontem, ¢ekirdeginde Tekil Deger Ayristirrmindan (TDA) degisik
olarak iickdsegencil bir dizey bulunduran, sag ve sol dizey diisey siralarinda ise dikgen
sag ve sol destek yoneylerinin bulundugu TDA benzeri bir yontemdir. Bu yontem,
amag¢ dizeyine Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosteriliminin (CYCG)
Ozyinelemeli olarak uygulanmasi sonucu elde edilir. Bu nedenle 6zyinelemeli bir
ayristirrm yontemidir. CYCG uygulayisinin her adiminda ii¢ tane dig carpim elde
edilir. Ugkosegencillik, bu dis ¢arpimlarm katkilarim anlatan katsayilardan elde edilir.
Temelde bulunan bu yontemler, istatistiksel kokenli yontemlerdir.
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Bu savda, Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckodsegencil Dizey Gosterilimi
(CYCUDG) temel alinarak, bol-yonet usbilimi ile calisan, kathdizey kavramini odaga
alan Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Katlidizey Gosterilimi
(CYCUKG) yontemi gelistirilmistir. Bu yontem cokyonlii diziler icin yeni ve 6zgiin
bir ayristirim yontemi olup, kathidizey yapist nedeniyle ikili ayristirnmdir (ing: binary
decomposition). Ozyinelemeli (ing: recursive) bir yontem olan CYCUKG, ikili
ayristirim yapist sayesinde bilimsel yazindaki ¢ofu yontemin evrigine her yondeki
ayristirimin  zorlugundan kacinmaktadir.  Kathidizey kullanimi destek yoneyleri
kullanim1 yerine destek katliyoney kullanimini gerektirmektedir. Bu nedenle elde
edilen ayristinm cekirdeginde katliyoney disg carpimlarindan gelen katkiyi belirten
katsayilar yer almaktadir.

Bilimsel yazindaki cogu ayristirm yontemi (TDA, Tucker, NTF gibi), yanilgi
enkiiciikleme usbilimine dayali carpan bulan yineleyisli yontemlerdir. Bu
enkiiciikleme islemi gerceklestirilirken Alternating Least Squares (ALS) yOntemi
kullanilmaktadir. Bu yOntem yapisinda dizey evrigi alma islemi bulundurmaktadir.
CYCUKG bu yontemlerden degisik olarak istatistiksel tabanli dizey evrigi alma islemi
icermeyen, 6zyinelemeli bir yontemdir.

Yontemin dogasi geregi, iki tiir esneklik ortaya ¢ikmaktadir. Birincisi baglangi¢
destek katliyoneylerinin se¢imi, ikincisi ise ikili ayrigtirim yapisinin secimi ile ilgilidir.
CYCUKG yonteminde baglangic destek katliyoneyleri 6zelsizde asil veriden ortalama
ile iiretilmektedir. Bu bicimdeki se¢imler yontemin etkinligini artirmaktadir. Bu
savda bu esneklikler baglaminda uygulayislar gerceklestirilmis olup, gézlem sonuclari
verilmisgtir.

Ayrica bu savda, destek yoneyleri kullanilarak gelistirilmis olan CYCUDG y6nteminde
dizey destekleri kullanimi giindeme getirilmis ve elde edilen bu yeni yontem
Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Obekcil Uckosegencil Dizey Gosterilimi
(CYCOUDG) olarak genellestirilmistir. Desteklerin dizey olarak ele alinmasi ¢ekirdek
dizeyinde 6bekgil iickdsegencil yapilari ortaya ¢ikarmigtir. Ayrica destek yoneylerinin
birbirine dikligi yerine dizeycil dikgenlik kavrami giindeme getirilmistir. Elde edilen
bu yeni yontem ile ilgili siayislar gergeklestirilmis ve sonuclar paylagilmistir. Bu
yontemin yanusira, CYCUDG yontemi temel alinarak yoneyler icin de yeni bir
ayristirrm gelistirilmisti.  CYCG’nin 6zyineli olarak yoneye uygulanmas: ile elde
edilen bu yeni ayristirim, Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckodsegencil
Yoney Gosterilimi (CYCUYG) olarak adlandirilmistir. Bu yoney ayristiriminda ikili
Kronecker carpimlarindan yararlanilmig ve bu amacla, katlilastinm ve katsizlagtirim
eylemlerinden yararlanilmistir. Gelistirilen bu yeni ayristirim i¢in de sayisal sonuglar
verilmistir.

Bu savda kavramcil tabanmin yanisira, CYCUKG yonteminin bir ¢ok farkli alanda
islerligini gostermek amaci ile uygulayislar gerceklestirilmistir.  Ozellikle sav
baglaminda canlandirim verilerinin islenmesinde ve yeniden yapilandiriminda (ing:
video processsing), askin izgecil verilerin sikistirnlmasinda (ing: hyperspectral data
compression) ve uzbilimcil yaklastinmda uygulamalar verilmistir. Veri sikistirma
sorunlar1 ic¢in, yontemin sikistirma orani belirlenmis olup genel bir baginti elde
edilmistir. Ayrica yontemin gecerliligini gostermek amaci ile, bilimsel yazinda yaygin
olarak kullanilan Tucker ve CP yoéntemleri, CYCUKG ile karsilastirilmis olup, bu
karsilastirimlar icin, gesitli gercek kimya verileri ele alinmigtir.
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Bu sav calismasi kapsaminda 0zgiin ayrigtinm yontemleri gelistirilmis olup, etki
ettirilen veriye veya soruna bagl olarak etkinlikleri olabildigince armntili olarak
verilmeye cabalanmistir. Bu savda gelistirilen yontemlerin uygulama alanlart genis
olup sav sonrasinda da farkli alanlarda kullanimi irdelenecektir.
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TRIDIAGONAL FOLMAT ENHANCED MULTIVARIANCE PRODUCTS
REPRESENTATION: CONCEPTUAL BACKGROUND
AND APPLICATIONS

SUMMARY

Multivariance, multidimensionality and multiway concepts have been at the one
of attraction foci since many scientific modellings need to deal with these issues.
Decomposition and factorization of multiway arrays (tensors) are pretty much
concerned by many scientists and engineers nowadays. In many scientific areas
such as signal processing, chemometry, neuroscience, data mining, etc., problems
are ended up with data and these data generally mathematically defines matrices or
multiway/multidimensional arrays (tensors).

General component of a multiway array such as & € RI>2%*Iv jg symbolized as
A, iy,....i, 1n the literature. Each subscript of A;, ;, . ;, defines a way (i.e direction)
and these ways are mutually orthogonal. Within this framework the ordinary linear
algebraic entities, vectors and matrices can be considered one way and two way
arrays, respectively. Due to the difficulty of decomposing multiway arrays having
more than two ways on each direction separately, adapting the properties of ordinary
matrix algebra to the multiway arrays is important. In order to overcome this difficulty
Demiralp proposed new algebraic concepts defined as “folded matrix (Folmat)”and
“folded vectors (Folvec)”.

Folmat which is a folded form of an ordinary algebraic matrix is shown as
Al in,imijisjnsjn- I Ordinary linear algebra a matrix can be given by its general term
in the form like a; ; where i and j are “row locator” and “column locator” respectively.
Analogously, the m-tuple (i) and the n-tuple (j) can be considered the row and column
locators of the folmat. Semicolon separates indices of multiway array into two groups.
Left side indices are correlated to somehow row space and the right-side indices are
somehow correlated with the column space. Folded vectors (folvecs) are special form
of the folmats. If we specifically choose n = 0 in the above definitions then we obtain
no grid for columns. In other words, the folmat under consideration becomes an entity
which has just a single folded column. We call these entities “folvec”s within an
analogy to the matrix-vector discrimination in ordinary linear algebra.

The most important property of a folmat is its construction style enabling the analogy
between multiway arrays and matrices for the matrix properties in ordinary linear
algebra. Within this framework we use folmats and folvecs to get rid of very high
computational complexity of each-way-separation-style decomposition of multiway
arrays. Semicolon in the folmat notation enables binary decomposition by separating
indices into two groups.

In this thesis we formed a new decomposition method for multiway arrays which
is called “Tridiagonal Folmat Enhanced Multivariance Products Representation
(TFEMPR)”. TFEMPR method can be considered as higher order analogue of matrix
decomposition since it focuses on folmats and folvecs which are in fact high order

Xxi



(way) arrays counterparts of ordinary linear algebraic matrices and vectors. Unlike the
decomposition methods in the literature, TFEMPR is a statistics-rooted method. It has
been developed for decomposing multidimensional arrays with the philosophy behind
Tridiagonal Matrix Enhanced Multivariance Products Representation (TMEMPR).

TMEMPR method decomposes a matrix having finitely or infinitely many rows
and columns to a sum of outer products whose coefficients can be gathered into a
core matrix which is tridiagonal. Tridiagonality is provided by applying Enhanced
Multivariance Products Representation (EMPR) recursively to a matrix. EMPR
works with the philosophy of representing a multiway array in terms of less variate
arrays by using support vectors such that EMPR representation of a matrix is given
via sum of four terms; constant, univariate terms (terms through column and row)
and bivariate term. EMPR produces four additive terms representations for such
entities and the additive truncation approximations may not be considered sufficiently
efficient numerical agents. This has been urged Demiralp and his group to produce
more-than-four-terms representations based on EMPR on multiway arrays. This
could have been accomplished by generating a set of left and right support functions
(or vectors) and then to build a Singular Value Decomposition (SVD) like formula.
The birth of Tridiagonal Matrix Enhanced Multivariance Products Representation
(TMEMPR) has been settled on this idea.

Many decomposition schemes standing in the scientific literature, like Tucker, SVD,
NME, are based on the philosophy of expressing a matrix as the product of certain
factors or sum of certain products in such a way that the decomposition components
reveal many important features of the matrix. To deal with practically meaningful
objects in many problems of this category input matrix is composed of nonnegative
elements and the basic goal is to get matrix factors of nonnegative elements. Hence
this type of decompositions are called “Nonnegative Matrix Factorization”. The matrix
factor of the binary product is generally evaluated by minimizing the Frobenius norm
of the error matrix. The “Alternating Least Squares Method (ALS) is generally used in
this optimisation procedure. A matrix inversion procedure which has an evaluating cost
increasing with the growth of the data dimension is needed in these evaluations. These
are iterative methods even for the columnwise and rowwise evaluation of left and right
factors of the binary product. There is almost no possibility of noniterative recursions.
In contrast to these methods, TFEMPR components can be evaluated recursively
starting from the lowest multivariance in ascending multivariance direction without any
iterations and the truncation approximants can be efficiently used. On the other hand
TFEMPR components need not be (in fact can not be due to orthogonality) composed
of all nonnegatived elements. At least some of which may contain opposite signed
elements. This is a flexibility and together with the recursive nature tremendously
decreases the computational complexity. The price is paid by a need to take more
TFEMPR additive terms to get a prescribed precision in some cases even though many
circumstances allow us to use low level truncations. The support components are very
good elements to conrol the truncation qualities.

Structure of TFEMPR method has two flexibilities. One of them is decomposition type.
The employment of binary decomposition in other words folmat brings the question
of how to choose left and right grids. This is called as “decomposition type” in this
thesis. There are options for type as much as binary combination of directions (ways).
So the more direction the more choice you have to examine. Implementations have
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been done on this issue. According to the implementations presented here, the results
indicate that the nature of problem impresses the choice of type. Digital video is a
good instance for this issue due to the choice of i, j;k which decomposes frames and
frame locations. The other flexibility is the choice of support folvecs at the beginning
step of recursion. We have used four different supports in this thesis, but these are
not optimized supports. But we know that kernel matrix factor’s diagonal dominancy
in TFEMPR can be controlled via appropriate definitions of the support entities. The
use of the target folmat, its transpose, its multiplicatively symmetrized counterparts
as scaling matrix factors facilitates the obtention of higher diagonal dominancy as our
implementations imply.

In this thesis, also a new Tridiagonal Matrix Enhanced Multivariance Products
Representation (TMEMPR) which uses not Cartesian vectors but matrices as the
support entities is designed and named as Block Tridiagonal Matrix Enhanced
Multivariance Products Representation (BTMEMPR). What we obtain after the
construction of the representation has been a singular value decomposition like
structure where the core matrix becomes a block tridiagonal matrix in contrast to the
diagonal and tridiagonal matrix structures of the Singular Value Decomposition (SVD)
of matrices and Tridiagonal Matrix Enhanced Multivariance Products Representation
(TMEMPR) respectively. We have used support matrices in the construction and
not directly orthogonality of the constructed support matrices but block orthogonality
which means the mutual orthonormality of the columns of produced support matrices.
Certain confirmative implementations are given for novel method.

A new decomposition method for vectors, whose construction is based on Kronecker
product with a relation to the philosophy of TMEMPR has been proposed within
the context of this thesis. This method, which is called Tridiagonal Vector
Enhanced Multivariance Products Representation (TVEMPR), works with the logic
of decomposing the target vector as summation of binary Kronecker products. Due to
the method in the background, TVEMPR has a recursive structure and uses the folding
and unfolding concepts.

All decomposition methods in this thesis (TVEMPR, BTMEMPR, TFEMPR) are
developed inventively. Performance of the methods change depending on the nature of
the problem, data type and correlation between the input data. To this end, besides the
methodology, applications in different areas are taken into consideration in the thesis.

The proposed method, TFEMPR, has widespread application area, such as signal,
image and video processing. It is a natural candidate as a data compression method.
TFEMPR is applied on colored and grayscale video data to confirm the efficiency in
reconstruction and video processing problems. Video data implementations bring out
a new study for further development of TFEMPR. This study has arisen from the very
nature of 8-bit quantized video data. Because TFEMPR is not a restricted method on
target array, overflow values are observed during the implementations. To tackle with
this problem modular arithmetic can be used. By this way overflows can be squeezed
into the interval [0,255].

It is well known that hyperspectral imaging features an important issue in remote
sensing and applications. Requirement to collect high volumes of hyperspectral data in
remote sensing algorithms poses a compression problem. To this end, many techniques
or algorithms have been developed and continues to be improved in scientific
literature. In this thesis, also we propose TFEMPR as a lossy compression method by
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applying TFEMPR on hyperspectral images. Compression performance of TFEMPR
is compared with state-of-the-art methods such as Compressive-Projection Principal
Component Analysis (CPPCA), Matching Pursuit (MP) and Block Compressed
Sensing (BCS) algorithms etc. via average peak signal-to-noise ratio. Experiments
with AVIRIS dataset indicate a superior reconstructed image quality for the proposed
technique in comparison to state-of-the-art hyperspectral data compression methods.

In order to verify the feasibility of TFEMPR on more than-three-ways arrays, not only
3-way arrays are taken into consideration but also 4-way arrays are taken. TFEMPR is
applied on 4-way real climate data and artificial data.

In addition to these, comparative analysis of TFEMPR and state-of-the-art
decomposition methods, Tucker and CP, is given in the thesis. Methods are applied
on chemical datasets. The results in terms of relative errors are given and computation
times of the each method are analysed.
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1. GIRIS

Bilimsel aragtinmlarin bir¢ogunda, sorunlarin yapisi geregi, cokdegiskenlilik ve
cokyonliiliik kavramlar1 her zaman ilgi odagi olmustur. Cok 0geli bi¢cim (ing:
polyadic form) tanimlamasi ile ortaya c¢ikarilan ¢okyonlii dizi kavrami, ¢okyonlii
dizi ayrigtirimi ve carpanlarina ayiris (ing:tensor decomposition and factorization) ilk
defa 1927 yilinda Hitchcock tarafindan ortaya ¢ikarilmistir. Hitchcock bir ¢okyonlii
dizinin, 6zdiizeyi bir olan ¢okyonlii dizilerin sonlu toplami olarak yazilabilece8ini
ileri siirmiigtiir [1, 2, 28]. 1944 yilinda beyinbilimi (ing:neuroscience) ile ilgili
sorunlarla ilgilenen Cattell, yaptig1 ¢alismalarda ¢okyonlii dizi kavramini kullanmis
ve gelistirmigtir [3, 28]. 1966 yilinda adim1 yontemi ortaya koyan kisiden alan
Tucker ayristirtmi, Tucker [4, 5, 28] tarafindan gelistirilmistir. 1970 yilinda ¢okyonlii
dizi aynigtirimi i¢in bu yaklagimlar ve yontemler Carroll ve Chang’in [6, 7, 28]
ongordiigii Yasacil (ing:canonical) Ayristirrm (CANDECOMP) ve bagimsiz olarak
Harshman’in [8-10, 28] gelistirdigi CANDECOMP yontemi ile esdeger yontem olan
Kosut Carpan Coziimleyisi (PARAFAC) ile daha cok ilgi ¢cekmeye baglamigtir. Mock,
PARAFAC’1 beyin goriintiilenisi ile ilgili sorunlarla ilgilenirken, bu yontemi yeniden
ele alip, gliindeme getirmistir [11,28]. Bu buluslar ¢cokyonlii dizi ayrigtirnmi yanisira
bu aynistirmin tekligi ve bilesen sayisinin nasil secilmesi gerekti8i ile ilgili bazi
salikverimler (tavsiyeler) icermekteydi. Bu calismalar Harshman [8, 28], Kruskal
[12, 13, 28], Carroll ve Chang’in [6, 7, 28] ongordiigii ¢calismalar ¢ercevesinde tutarl
kaliyordu.

Bu caligmalarin cogu oOnceleri psikometrik ¢alismalarda kullaniliyordu. Cokyonlii
dizi ayristirrmi 1981-1998 yillar1 arasinda Appellof, Davidson ve Bro tarafindan
kemometride de kullanilmaya baslamistir [14, 15, 28]. Cokyonlii dizi ayristirimi
yontemleri ¢ok eskiden ongoriiliislerine karsin, son yillarda arastirimcilarin daha ¢ok
ilgi alanina girmeye baglamistir. Ozellikle bu konu iizerinde, Comon [16, 17], Kolda
[18-20] , Lathauwer [21-27], Cichochki [28] ve daha bir¢ok kisi ¢calismaya baglamigtir

[29, 30]. Bu konu bilim diinyasinda matematikte, sinyal islemede, veri islemede,



beyinbilimde, kemometri, psikometri, goriintii analizi ve graf analizi vb gibi bircok

alanda kullanilmig ve aragtirimlara yol agmustir.

Bilimsel yazinda yaygin olarak kullanilan ayristirimlar olan
CANDECOMP/PARAFAC (CP yontemi olarak da bilinir) ve Tucker ayristirimi temel
bilesen coziimleyisini [32] veya yiiksek kerteden tekil deger ayristirimini [21,22] ele
alan yontemlerdir. CP ayristirimi, bir ¢okyonlii dizinin 6zdiizeyi bir olan ¢okyonlii
diziler toplamu tiiriinden yazilmasina dayali bir yontem olup [18, 28], 2~ € RI*/*K
3-yonlii dizisi i¢in 6gecil diizeyde (ing: elementwise) asagidaki gibi verilir.
R
Xk~ Y apbjrcy i=1---1, j=1---J k=1---K (1.1)
r=1
Yiiksek kerteden temel bilesen ¢oziimleyisi olarak bilinen Tucker ayristirimi , bir
cokyonlii diziyi her yonde dizey carpani olan ¢ekirdek ¢okyOnlii dizilere aristiran bir
yontemdir [18,28]. Ozelsiz yapis1 6gecil diizeyde bir 2~ € R!*/*K 3_yonlii dizisi igin

asagidaki gibi verilir.
P O R

xi~ Y, Y Y gpgpraiphjgcre i=1--1, j=1---J, k=1---K (12
p=1qg=1r=1

Bir diger yaygin kullanilan yontem, problemin yapis1 geregi girdi verisi cogunlukla
eksi olmayan verilerin ayristirrmini ele alan NMF (Nonnegative Matrix Decomposition
) ve NTF (Nonnegative Tensor Decomposition ) yontemleridir [28]. Bu yontemlerde
amag, sorunun yapisina bagli olarak carpanlara ek ozellikler getirilebilen, carpanlarin
da eksi olmadig1 verilerden olusan ayristinm elde etmektir. Bu ayristirimlarin genel
yapist,

Y =AX+E, Y =ADX+E (1.3)

bicimindedir.  Bu tiir ayristirm yontemlerinde Ozelsizde carpanlar, hata (E)
enkiiciiklemesi (ing:minimization) yoluyla elde edilmektedir. Bu minimizasyon
isleminde ise en kiiciik kareler yontemi olan ve yapisinda dizey evrigi (ing: inverse)

islemi bulunduran Alternating Least squares (ALS ) kullanilmaktadir [18,28].

Son yillarda cokyonlii dizi ayrigtirimu ile ilgili Demiralp ve toplulugunca da yeni
yontemler gelistirilmektedir.  Bu yontemlerin temelinde Yiiksek Boyutlu Bice
Gosterilimi (YBBG, ing:High Dimensional Model Representation (HDMR)) olarak

bilimsel yazinda bilinen bir ayrnigtirim kullamilmistir. YBBG, ilk olarak 1957 ylinda
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Kolmogorov’un siirekli bir ¢ok degiskenli bir islevin tek degiskenli islevlerin toplami
biciminde yazilabilecegi goriisii ile, 1993 yilinda Sobol tarafindan ortaya ¢ikarilan
istatistik kokenli bir ayristirrm yontemidir [33, 34]. Rabitz ve Demiralp tarafindan
geligtirilen bu yontem [35-39], Onceleri cokdegiskenli islevler i¢in kullanilirken,
bu yontemin ¢okyonlii diziler i¢in de kullanilabilece8i ortaya c¢ikarilmig ve bir cok

uygulama alaninda yer bulmustur [40—48].

2 € RI>xxIv N_yonlii dizisi icin, YBBG ayristirmi

Diaiy = ZOL Y 24 T U oy i),
j1=1 J1:j2=1
J1<i2
ij=12,.,n; j=12,.,N (1.4)

seklindedir. YBBG yonteminin etkinligini giiclendirmek amaciyla Demiralp ve toplu-
lugunca YBBG aciliminda destek kullanimi giindeme getirilerek, Cokdegiskenliligi
Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi (CYCG, ing:Enhanced Multivariance Products
Represantation (EMPR)) [49-59] yontemi gelistirilmistir. CYCG, YBBG uygulanacak
islev yapisinin, yontemin iglerligine olumsuz etkilerini ortadan kaldirmak ve daha az

terimle etkin bir bicimde ¢alisabilmek amaciyla ortaya konulmustur.

Cokyonlii bir dizi i¢cin CYCG acilimi asagidaki gibi verilir [50,57].

L H (1) H g Up) H (J)
%17127"'71}1 S + Z C%' S _I— Z l]17l]2 S
J1=1 J1:J2=1 j=1
J#Jl J1<i2 J#i1:J2

4. +%’(/17]2> 7]N> ljzl,zj,nj j:172’,,.7N (15)

11,02,

=z

Daha sonralar1 cokyonlii diziler ile ilgili indirgeyimcil ¢aligmalar gerceklestirilmis
ve canlandirimlar iizerinde uygulamalar yapilmistir [58—60]. Ayrica Demiralp ve
toplulugunca ¢ok yakin zamanda yeni bir yontem olan Cokdegiskenliligi Yiikseltilmig
Carpimlar Uckosegencil Dizey Gosterilimi(CYCUDG, ing: Tridiagonal Matrix
EMPR) gelistirilmistir [61-70]. Bu yontem, dizeyin CYCG agilimindaki ikili terimine
ardisik olarak CYCG uygulanmasi ile elde edilen, 3 c¢arpanli TDA benzeri bir
ayristinnmdir. CYCUDG ayristirimi,

4 =1 14
A=Y o] + ) Buiv +Y vl =UEV',  I<m (1.6)
i=1 i=1 i=1

olarak verilir. Bu ¢arpanlarina ayiris yontemi, ¢cekirdeginde TDA yonteminden degisik
olarak iickdsegencil bir dizey bulundurur ve TDA yoOntemindeki yineleyigli yapidan

degisik olarak da dzyinelemeli bir yontemdir.
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Bu savda amac, kathidizeyler kullanarak Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Gosterilim (CYCG) yontemini ¢cokyonlii diziler icin yalmzca dizey cebri iizerinden
gerceklestirip, Ozelsiz bir kuram olusturmaktir. Bir bagka deyisle, CYCUDGyi
cokyonlii diziler icin elde etmektir. Ayristirim yapildigi zaman kathidizeyi, 2 carpanh
(ing: binary product) yapilarin toplami olarak yazmak amaclanmigtir. Bu konu ile ilgili
daha once yapilan calismalar (CP, TDA vb.) her bir yonii bir carpan olarak diisiiniip
her yonde ayristirimi dile getirmislerdir. Bu savda ayristirilan ¢arpanlarin da cokyonlii
diziler oldugu, ikili ayristirim yapist giindeme getirilmistir. Bu bi¢cimdeki yaklagimin
nedeni ise cebirde kullanilan Orgii kavramimi daha kolay irdelenebilen yapilar
durumuna doniistiirecegini diisiinmemiz yani dizey cebri Ozelliklerinin ¢okyonlii

dizilere aktarilmasidir.

Bu baglamda savin 2. boliimiinde gelistirilen yOnteme taban olan kavramlar
ve yontemlere yer verilmistir. Oncelikle gelistirilen yontem cokyonlii dizilerin
ayristirimi i¢in One siiriildiiglinden, oncelikle cokyonlii dizi kavrami tanitilmis ve
ozelliklerine yer verilmistir. Yontem olarak ¢alismanin alt yapisinda yer alan CYCG
tabanli CYCUDG’nin ortaya cikarilis1 burada ayrmtih olarak anlatilmistir. Dizeyler
icin gelistirilen CYCUDG yontemi temel alinarak, yoneyler igin ikili Kronecker
carpimlarin toplami olarak yazilabilen yeni bir ayristirrm yontemi gelistirilmistir. Bu
ayristirim, Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Yoney Gosterilimi
olarak adlandirilmigtir. Savin 3. bdliimiinde bu yoney ayristirrmi yontemine iligkin
taban ve uygulayiglara yer verilmistir. Savin 4. boliimiinde, destek yoOneyleri
kullanilarak gelistirilmis olan CYCUDG yonteminde dizey destekleri kullanimi
giindeme getirilmis ve bu yeni yontem Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Obekcil Uckosegencil Dizey Gosterilimi olarak ozelsizlestirilmistir.  Desteklerin
dizey olarak ele alinmasi cekirdek dizeyinde obekg¢il tickdsegencil yapilar1 ortaya
cikarmistir.  Ayrica destek yoneylerinin birbirine diklii yerine dizeycil dikgenlik
kavrami giindeme getirilmistir. Elde edilen bu yeni yontem ile ilgili sinayiglar
gerceklestirilmis ve sonuglar ilgili boliimde altbolim olarak paylasilmistir. 5.
Boliimde ise ¢okyonlii dizilere yeni bir bakis acis1 getiren, dogrucul cebirin dizey
ozelliklerinin ¢okyonlii dizilere aktarilmasinmi saglamak ve her yondeki ayristirrmin
hesaplama ederini azaltmak amaciyla ¢ok yeni olarak gelistirilen kathdizey (ing:

folded matrix) ve katliyoney (ing: folded vectors) kavramlar1 ayrintili bir bicimde



giindeme getirilmistir. 6. Bolimde ise kathidizey kullanimi ile ¢okyonlii dizi
ayristirrmina degisik bir bakis acis1 getiren yontemimiz Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis
Carpimlar Uckosegencil Katlidizey Gosterilimi (CYCUKG) ele alimmistir. Kavrameil

kuram ve uzis (ing:algorithm) ayrintili bir bi¢imde bu béliimde verilmistir.

CYCUKG yontemine iliskin uygulayislar 7. boliimde incelenmis olup, bir cok
alanda uygulanabilirligi gosterilmistir. Yontem gercek canlandirim (video) verileri,
askinizgecil (hiperspektral) veriler ve iklim verileri iizerinde sinanmistir. Ayrica
yontemin yitimli bir sikistirma yOntemi olarak ele alinabilece8i gosterilmistir.
Tiim bunlarin yanisira bilimsel yazinda yer alan Tucker ve CP ayristirimlan ile
kargilastirmali inceleyisleri gerceklestirilmistir. Ayrica yonteme iligskin esnekliklerin
uygulayimcil inceleyislerine de yer verilmistir. Savda iiretilen tiim yontemlere ve
uygulayislara iliskin degerlendirmeler ve gelistirilen yontemin uygulama alanlart 8.

boliim olan sonug¢ kesiminde 6zetlenmistir.






2. CALISMANIN KURAMCIL VE UZBILIMCIL ALTYAPISI

2.1 Cokyonlii Diziler

Bilimsel yazinda gerey/tansor (ing:tensor, aslinda, siirekli ortam igley bilim
(ing:Continuum Mechanics) inceleyisde kullanilan ve dogabilirimcil gosterilim
nitelikleri olan uzbilimcil biiyiikliiktiir. Yazar ve danismani bu kavramin cok ozelsiz
coklu dizi simgeleyisinde kullanimini dogru bulmamaktadir. Nedeni de gereylerin
stirekli ortam mekanigine 6zgii bir kesim kisitlayict doniisiim 6zellikleri tastyisidir.)
olarak da bilinen cokyonlii diziler, 68eleri birden ¢ok sayida da olabilen altsirasayilarla
tanimlanan, 6geler toplulugu olarak bilinir [18, 28,78, 79]. Her bir altsirasayr ayri
bir yon tanimlar ve bu yonlerin birbirine dik dogrularla betimlendigi diisiiniiliir. Bu
baglamda, siradan cebirin yoneyleri (ing: vector) “bir yonlii”, dizeyleri (ing: matrix)

ise “iki yonlii” dizilere karsilik gelir.

Bir N-yonlii dizinin genel terimi, 1,5, --- ,Iy € N olmak iizere 2~ € RI*2XxIv jlg
ve bu dizinin d8eleriise i, € 1,2,--- ,Iy ve 1 <n <N olmak iizere x;,,...;y ile gosterilir
[18,28].

Cokyonlii diziler i¢in boy (ing: norm) tanimi tiim 6gelerinin dordiilleri toplaminin

dordiilkokii olarak verilir [18,28]. 2~ € RIi*Lx*Iv olmak iizere, boy

i If)
2=,y ) - Z 2o @.1)
i1=lip=1 in=1
olarak, 2", % € RI <IN qym boyutlu iki cokyonlii dizi olmak iizere, i¢ carpim tiim
yonler iizerinde toplam olarak, asagidaki gibi tanimlanir [18,28].

1) I

Z Z Z xlll2 lNylllz -IN (22)

i1=lip=1 in=1

Bu i¢ ¢carpim tanimi

(2. 2) =2 (2.3)
yazmamiza olanak verir.

Eger bir ¢cokyonlii dizinin her yondeki altsirasayisi es ise bu ¢cokyonlii diziye askinkii-
bik (ing: hypercubic) cokyonlii dizi denir [18]. Kiibik bir ¢cok yonlii dizinin 6geleri
7



altsira sayilarinin yerdegistirimleri altinda es kaliyorsa bu diziye yetkin bakisik (ing:
supersymmetric) cokyonlii dizidenir [18]. Ornegin,

Xijk = Xikj = Xjik = Xjki = Xkij = Xkji Vi, j,k=1,---,1 (2.4)
2 € R ¢ yonlii dizisi bu tiirden bir yapr gosterir
N-yonlii bir ¢okyonlii dizi 2~ € RI*2XxIv olsun. Eger 2~ ¢okyonlii dizisi, "o"
discarpim simgesi olmak iizere,

2 — aloa@o...0aW™
(2 N .
Liiyiy = al( )3(2)“'3(,\,) 1<i, <1, (2.5)

yapisinda N sayida yoneyin dig ¢arpimi olarak yazilabiliyorsa 2 ¢okyonlii dizisine

ozdiizeyi 1 olan cokyonlii dizi denir [18].

2.2 Yiiksek Boyutlu Tekil Deger Ayristirimi

Cokyonlii dizilerin bilimsel yazinda bir ¢cok uygulamada kullanilmakta olusuna karsin
dogrucul cebirin tim ozellikleri yeterli ve uygun bir bicimde cokyonlii dizilerde
kullanilamaz. Bu nedenle ¢okyonlii diziler ile ilgili arastirnmlar bilimsel yazinda cok
genis yer bulmustur. Tekil Deger Ayristirimi (TDA) da bu arastirim konularindan
biri olup ¢okyonlii diziler i¢in bilimsel yazinda Lathauwer [21-23] tarafindan ele
alinmigtir. Lathauwer tarafindan ¢okyonlii diziler i¢cin TDA 6zelsizlestirilmis olup

TDA ile ilgili kanitsavlar asagidaki gibi verilmistir:

Kanitsav 1: (Dizeylerde TDA) I} x I, tiiriinden F dizeyi,
F=UDS V" =8, UM x, VO =8 x; UM x, U@ (2.6)

yapisinda ayristirilabilir [21]. Burada,

1. U = (Ugl)Ug) .. .U§11)> dizeyi I; x I; tiiriinde birimcil (ing: unitary) dizey
2. U = (Uﬁz)ng) y ~U§22)) (= V®") dizeyi I, x I» boyutlu birimcil dizey
3. S dizeyi ise I x I, tiiriinde dizey olmak iizere

i) S dizeyi S = diag(01,02,"* Opin(s, 1)) Yapisinda sozdekosegencil bir

dizeydir.



1) o1 <0op---< Oumin(ly 1) < 0 bi¢iminde siralidir.

o;’ler F dizeyinin tekil degerleri ve UEI) ve Ul(z) yoneyleri de bu tekil degerlere karsilik

gelen sirasiyla sol ve sag tekil yoneyleridir.

Kanitsav 2: (Cokboyutlu TDA) I} X I x ---Iy ¢okyonlii A dizisi asagidaki gibi
ayrnigtirilir [21]:
A=8x, U1 5, U ...y U 2.7)

Burada,

1. g = (Ugn)Ugn) . .UX’)> dizeyi I, x I, tirtinde birimcil dizey

2. S, Iy x I x - Iy ¢cokyonlii dizisinin .7 —4 ile simgelenen alt¢okyonlii dizileri n.

sirasay1 o ile degismezlenerek elde edilir ve asagidaki 6zellikleri vardir:

i) Diklik: . ¢oky®onlii dizisinin .}, —o, -, —p altgokyonlii dizileri & # [ olmak

n

tizere her n, @ ve f icin birbirine diktir

(Frmar—p) =0 (2.8)

ii) Altcokyonlii dizilerin boylar1 siralidir.

L=t < [ Fy=ll < - < =0l <0 (2.9)

Burada ¢}"’ler ||.#},—;|| Frobenius boyunu gostermek iizere n. yondeki A ¢okyonlii
(n)

dizisinin tekil degeri ve U;” de n yoniindeki i. tekil yoneydir.
2.3 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Dizey Gosterilimi

(CYCUDG)

Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi (CYCG), Yiiksek Boyutlu
Bice Gosterilimi (YBBG) yonteminin ayrik veriler iizerindeki etkisini gérmek
amaciyla goriintii ¢oziimleyis alaninda yapilan uygulayislar sonucu ortaya ¢ikmis bir
yontemdir. Bu ¢aligsmalarda bir goriintii iki sirasayili dizi olarak ele alinip, bu diziler
tizerine YBBG uygulanmigtir. Ancak uygulamalar YBBG yonteminin bir goriintii
coziimleyisi lizerinde olumlu sonu¢ vermedigini ortaya c¢ikarmistir. Bunun nedeni,

dort bilesen iceren bir goriintiiniin YBBG ag¢iliminda; degismez ile bir degiskenli
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islev bilesenlerinin yeterince onemli bilgiler icermeyisi olarak belirtilmistir. Diger
bir deyisle, asil bilginin son terimde kalisi nedeniyle sifirinci ve birinci kerteden
yaklastirnmlar sonucunda goriintii elde edilememistir. Co6ziim olarak, Demiralp ve
toplulugu, bilgiyi ilk bilesenlere olabildiince kaydirmak amaci ile, destek yoneyleri
kullanarak terimlerin birbirlerine gore baskinliklarini yeniden diizenlenmistir [49-59]
.Bu kesimde savin uzbilimcil altyapisini olusturan yontem olan Cokdegiskenliligi
Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Dizey Gosterilimi (CYCUDG, ing: Tridiagonal
Enhanced Multivariance Products Representation (TMEMPR)) ayrintili bir bicimde,
cikis noktasi olan CYCG yonteminden baglanarak ele alinmistir [61-67].

Bu baglamda bir ¢ok degiskenli f (xj,...,xy) islevi i¢cin CYCG agilimu:

N N
fxnnxn) = fot+ Y i) [Tsi(x))
i=1 Jj=1

J#
N N
+ Z filiz (xilaxiz) H Sj (xj)+"'
I}IZZI jézl,iz
+  fr.n (X1, .xN) (2.10)

yapisindadir. Burada destek islevlerini kullanarak cokdegiskenliligi sifir olan degismez
terimin ¢okdegiskenliligini N’ye , cokdegiskenliligi bir olan birli terimleri benzer
usbilimle birli terimdeki islevin bagimsiz degiskenine ait destek islevi diginda diger
tiim bagimsiz degiskenlere ait destek islevleri ile ¢arparak ¢ok degiskenliligini N’ye
yiikseltmektedir. Benzer usbilim tiim terimler i¢in kullanilarak tiim terimlerde
N. diizeyde ¢okdegiskenlilik elde edilmistir. Bu yapidan dolayr Cokdegiskenliligi
Yiikseltilmis Carpimlar kavrami kullanilmistir. Burada CYCG yonteminin ayrik

veriler tizerindeki gosterilimi iizerinde durulacaktir [50, 57].

Iki sirasay1li bir dizinin, diger bir deyisle m x n tiiriinde siradan bir A dizeyinin YBBG

acilimi asagidaki gibi verilir.
A:aoI+all,{+lmag+A1’2 (2.11)

Burada ao degismez bilesen olup sayildir; bir dizeyin genel terimi a; ; olarak ele
alindiginda a; i. yondeki bilesen olup m x 1 6geli yoney, a, j. yondeki bilesen olup
nx 1 6geli yoney ve A 5 ise her iki yondeki katkidan gelen bilesen olup m X n tiirlinde
bir dizeydir. Ayrica 1, ve 1,, sirasiyla 6gerleri birlerden olusan n x 1 68eli ve m x 1

ogeli yoneylerdir. Burada beklenti, bir goriintii dizeyinin birinci kerteden YBBG
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yaklastirimi sonucunda goriintiiniin elde edilmesidir. Ancak goriintiiniin asil bilgisinin
ikili terimlerde kalmas1 nedeniyle goriintii elde edilememesi sonucu destek yoneyi
kullanimi giindeme getirilmistir. Bu nedenden dolay: islevler iizerinde calisirken
kullanilan destek iglevleri, ayrik yapilarda destek yoneyi olarak ele alimp CYCG

ayristirrmi uygulanmaktadir. CYCG yontemi iki sirasayili bir dizi icin

A =apuv’ +a,vl +ual +A;,

wa €RY vaeR" g eR,  AA R (2.12)

olarak verilir. Bu yap1 iic dig carpim ve bir artik dizeyin toplamindan olusan bir
ayristirim olup u ve v destek yoneyleridir. Bu acilimda A dizeyinin, u ve v yoneylerinin
verildigi diisiiniilerek ag,a;,ap ve A bilesenleri bulunmaktadir.  Bilesenlerin
belirlenimi i¢in bazi kosullar1 verilmistir. Sobol’un calismalarinda kullandig1 gibi,
agirlik degismez olarak ongoriilmiistiir [34]. Destek yoneylerinin boyunun 1 olma
kosulu yoneylerin bulundugu kartezyen uzay gtz oniinde bulundurularak asagidaki
gibi verilmisgtir.

wvu=1 viv=1 (2.13)
Burada u birinci ¢ boyutlu Kartezyen uzayda ve v m boyutlu kartezyen uzayda
taniml1 yoneylerdir. Bilesenlerin essiz bi¢imde belirlenebilmesi icin verilen sifirlanim

kosullar1 su bicimdedir.

uT31 =0
vTaz =0
u’Aj, = 0}
Apv = 0y (2.14)

(2.12) denklemini sol yandan u” ve sag yandan v ile carpilarak,
u’Av = a0+uTa1 +ava+uTA172V (2.15)

elde edilir. Burada sifirlanim kogullar1 nedeniyle esitligin sag yanindaki ao disindaki

tiim terimler sifirlanmakta ve ag terimi asagidaki gibi elde edilmektedir.
ap = u’ Av (2.16)

Burada degismez terim ag dordiil bir islev yapisindadr.
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a; terimini elde etmek amaciyla (2.12) denklemi sagdan v ile ¢arpilir.
Av = agpu+a; 2.17)

a; asagidaki gibi elde edilir.
aj :AV—aoll (2.18)

a,’yi elde etmek icin (2.12), soldan u’ ile ¢arpilir.
u’A =aqgv’ +a} (2.19)

Buradan a,
a, = ATu—agv (2.20)
olarak belirlenir. (2.12) aciliminda belirlenen tiim terimler asil dizeyden ¢ikarilirsa,

A172:A—a0uvT—a1VT—uag 2.21)

A1 icin yukarnidaki esitlik elde edilir. (2.12) esitli§inde daha tikiz bir yapi igin ag
yerine (2.16)’daki esiti yazilirsa, a; asagidaki gibi elde edilir.

a; = Av-— u’ Avu
= Av—uu’Av
= (I;—uu’)Av (2.22)

a;’in yapisi incelendiginde uu’ biciminde boyu bir olan bir dis carpim gozlemlenir.
Bu dis ¢arpim bir izdiigsim dizeyidir. Bu izdiisim dizeyi w’nin orttiigli eksene
izdiisiiriir. (I, —uu’) ise w’nun tiimleyeni olan dikgen bolgeye yani u yoneyine dik
olan yoneylerin olusturdugu uzaya izdiisiirii. Bu inceleyigler altinda a; terimi u
destek yoneyini, A dizeyinin v yoneyi iizerindeki etkisinden c¢ikarilarak elde edildigi

sOylenebilir. Bu islemler ¢ boyutlu Kartezyen uzay iizerinde gergeklesir.

Andiran iglemler a i¢in de yapilacak olursa sonug,
a = (L,—vv)ATu (2.23)

olarak elde edilir. a; terimindeki andiran usbilim burada da s6z konusudur. a, terimi
de v destek yoneyinin AT dizeyinin u yoneyi iizerindeki etkisinden ¢ikarilarak elde

edilir. Ikili terim A > ise agagidaki gibi belirlenmektedir.

Ap = (I —uu”)A(L, —w) (2.24)
12



Bu yapi, v yoneyinin Aj,’nin sag sifir uzaymnda oldufunu, u yoOneyinin ise
sol sifir uzayinda oldugunu gostermektedir. Bunun dogrulugu A;, dizeyi ile v
yOneyi carpildifinda, u yoneyi de A;;’nin devridi ile carpildiginda goriiliir. Bu
ise, destek yoneylerinin A’dan iiretilen Aj>’nin sifir uzayma yeni iiyeler olarak
girdigini gostermektedir . Bu durum A ’nin artik u ve v yOneyinin bulunmadig:
uzaylar arasinda doniisiim yaptigi sonucunu ortaya c¢ikarir ki bu da 6zdiizeyin bir
diistiigiinii gostermektedir. Ozdiizey diistiigii icin CYCG ayristirimindaki terim sayis1
da diismektedir. CYCG’deki bu yeni yontem, Tekil Deger Ayristinmindaki gibi
yalnizca asal kdsegen iizerinde ayristirrm yerine bir dizey icin iickdsegencil ayristirim

yapmaktadir.

Ozyineli yapmin elde edilebilmesi icin yeni destek islevleri tanimlama durumu
sozkonusudur. Burada u ve v destek yoneylerini, ag, a; ve a;’yi iirettikleri icin {iretec
olarak diisiiniilebilir. Yeni destek yoneylerini tanimlamak amaci ile a; ve a’nin boylari
ele alinmaktadir.
lai]| = (ala))!?= (v AT(I; - uu’)Av)'/?
o] = (alay)'/? = (u'A(L, —w)ATw)!/2
(2.25)

Bu boy tanimlar1 ile yeni destek iglevleri bastaki destek yoneylerine dik olarak

secilmekte ve

1
w = ——aj
]|
1
VvV = a (2.26)
22|

olarak tanimlanmaktadir. Bu tanimlamalarla CYCG ayristirimi
— T T T
A =oquv) + Biupvy +7upv, +Aqp 2.27)

olarak verilmektedir. Bu ayrigtiim birim boylu yoneyler iizerinde olusturulan
discarpimlarin dogrusal birlesimi ve bir dizeyin toplami olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
Burada u; ve u; yoneyleri ve vy ve vp yoneyleri asagidaki gibidir.

(I, —ululT)Avl
=u, = 2.28

(Ln—vivi)ATwy
VI =V, V) = 2.29
: 2 AL, —vivI)ATw]!/2 (229)
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A=A ve Alp= A, (2.12) denkleminde yazilirsa,
AO = 061111V1T + BluzvlT + ylulvg +AW (2.30)

elde edilmektedir. CYCG ayristirmmu A1) dizeyine yeniden uygulandiginda asagidaki

yap1 karsimiza ¢ikmaktadir.
AV = 1AL, —viv])
A = ouv! + Busvl + puyvi + A2 (2.31)

Burada katsayilar asagidaki gibi tanimlanmistir.

o = ugA(l)vz
B = |1 —upul)AWy,|]
B = [|(Ly—vavi)AD )| (2.32)

Bir 6nceki denklemin terimlerinden iiretilen destek yoneyleri ise benzer diisiinceyle

asagidaki gibi verilmistir.

1

uy = —(Ig—llzllzT)A(l)Vz
B
1

V3 = —(Im—vzva)A(l)Tuz
7)

A? = (L —wul)AD T, —v,v])

= (I —wu! —wud)AT, —vivl —vyv))

(2.33)
Bu 6zyineleyis j. adim i¢in yazilip, 6zyineli yap1 elde edilmektedir.
AY = o 1wV BrjaaV T+ VgV, AU (2.34)
Denklemde katsayilar, destek yoneyleri ve artik terim sirasiyla,
i1 = u]T‘+1A(j)Vj+l
Bisi = [|(L—ujul AUy, ||
AT
Yier = |[(Ln— Vj+1VJT'+1)A(j) ujl|
1 ,
uip = — -l AUy
Bj+1
! T YA
Vj+2 = —(Im_Vj+1Vj+1)A uJ‘+1
Yi+1
A(]—H) = (Ig — uj+1u]T~+1)A(]) (Im — Vj+1V§+1)
Jj+1 j+1
= I— Y wu)A@L,— Y wvi) (2.35)
k=1 k=1
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seklindedir. Yukarida denklem ifadelerinde de yer alan asagidaki 6zdeslikler birim

dizeyin izdiisiim dizeylerine ayrigtirrmini simgelemektedir.

¢
(Iz—zuku;{> = Opxy
k=1

m
(Im—kaV,{> = 0pxm
k=1

(2.36)

Bu yontemdeki amacg, Ozyineleyis ile her adimda onceki destek yoneylerine dik
destek yoneyleri bumak ve her adimda artik terim olan A > dizeyinin dzdiizeyini bir
diisiirmeye calisarak, A terimini sifirlamaktir. Belli bir 6zyineleyis asamasinda bu
sifirlanig gerceklesmektedir ve dzyineleme adimlari sonlanmaktadir. Bu bi¢cimde en
son Ozyineli yapida salt discarpimlardan olusan bir yap1 elde edilmektedir. Bu 6zyineli

ayristirim sonucunda TDA’daki yazima benzer tikiz bir yap1 ortaya ¢ikmaktadir. Bu

yapi,

¢ -1 4
T T r
A = Y o] + ) By + Yy

= UV, ‘t<m (2.37)

bicimindedir. Burada U dizeyi diisey siralar1 birbirine dik u yoneylerinden olusan ve
V dizeyi ise diisey siralari birbirine dik v yoneylerinden olusan dikgen dizeylerdir. ¥
ise Tekil Deger Ayristirrmindan degisik olarak iickdsegencil bir yap1 icermektedir. Bu
dizeyin yapisina bakildiginda asal kdsegen iizerinde ¢, bir alt kosegende f3; ve bir
ist kosegende ¥ katsayilarindan olugmaktadir. Bu katsayilar dig carpimlardan gelen

katkiy1 belirleyen sayillardir.

[y 7 0 0 0
Bi & p» 0 O
= 0 B w p»n O

(2.38)
0 0 B au 1

YoOntemin yapisinda sozii edilen sifirlanig, 6zyineleme adim sayisi ile ilgili olup,
bu sifirlanig dizeyin enkiiciik boyutu kadar 6zyineleme adiminda gerceklesmektedir.
(2.37) gosteriliminde belirtildigi iizere ¢ < m iken en fazla ¢ adimda artik terim

sifirlanmaktadir. ¢ ve m’ye gore X’ nin yapisi ortaya ¢ikmaktadir.
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3. COKDEGISKENLILiIGi YOKSELTILMIS CARPIMLAR
UCKOSEGENCIL YONEY GOSTERILIMI (CYCUYG)

Bu boliimde, dizeyler icin gelistirilmis bulunan Cokdegiskenliligi Yiikseltilmig
Carpimlar Uckosegencil Dizey Gosterilim (CYCUDG), ya da ingilizce adiyla
Tridiagonal Matrix Enhanced Multivariance Products Representation (TMEMPR)
yontemi temel alinarak [61-67], yoneyler i¢in yeni bir ayristirm yOntemi gelistir-
ilmektedir. Gelistirilen bu yeni yontem Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Uckosegencil Yoney Gosterilimi (CYCUYG, ing: Tridiagonal Vector Enhanced
Multivariance Products Representation (TVEMPR)) olarak adlandirilmaktadir [107].
Bu yoney ayristiriminda ikili Kronecker ¢arpimlarindan yararlanilmakta ve bu amacla,
katlilastirim ve katsizlastirim eylemlerinden yararlanilabildigi gibi yoneyden yoney

ireten 0zel doniisiimlerden yararlanilabildigi de bu boliimde gosterilmektedir.

Bu béliimde, CYCUYG yontemi gelistirilirken temelde Kronecker ¢arpimlari ve dizey

kathilagtirim katsizlagtirnm eylemleri kullanilacag: i¢in kisaca deginilmektedir.

3.1 Kronecker Carpimi

CYCUYG yontemi, Kronecker carpim tabanli olarak gelistirilmis olup burada, bilim-

sel yazinda yer alan Kronecker carpim tanimi ve 6zellikleri kisaca animsatilacaktir.

Strasiyla m X n ve p x g tiirtinde A ve B dizeylerinin Kronecker ¢arpimi, ® Kronecker

carpim semboliinii gostermek iizere asagidaki bicimde tanimlanir:

a|1B a12B alnB
a1B a»B - a,B

AoB=[aB]=| T T (3.1)
amB apB - ay,B.

Burada, A ® B Kronecker ¢carpimi (mp) x (nq) tiirtinde bir dizey iiretir. Benzer bigimde
m x 1 ve n x 1 tiirlinde a ve b yoneylerinin Kronecker ¢arpimi,
alb
a2b
a®b=[qb] = i (3.2)

a,b.
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biciminde verilir ve mn x 1 tiiriinde yoney iiretir.

Bu savda kullanilan Kronecker carpimina iligkin bazi1 oOzellikler asagidaki gibi

verilebilir.

i) LI, =L,
ii) (A®B)(C®D) = (AC)® (BD) (Dagilma o6zelligi),
iii) a sayil olmak iizere, x (A®B) = (2tA) @B = A ® (aB),
iv) Hera=[aj a3 ...an]" ve b= [b| by ...b,,|T icin, ab’ =a®@b! =b! ®a,

v) (A9B) =AT@B.

Bu savda, Kronecker carpimi ile ilgili bu kadar bilgi ile yetinecegiz. Daha ayrintili

bilgiye bilimsel yazindan erisilebilir [71-74].

3.2 Dizey Katsizlastirnmi

Bir dizeyin “Katsizlagtirrmi” onun &gelerinin dogrucul bir bi¢cimde yeniden
siralanisidir. Katsizlastirim sonrasinda dizeyin hangi 68esinin nerede konum alacagy,
biitiiniiyle, katsizlagtirrmin nasil tanimlandigina bagimlidir ve bu eylem sonucunda
bir yoney olusur. Bu yoneyden, katsizlastirim Oncesi dizeye doniisii gerceklestiren
eyleme de “Katlilastirm” denebilir [18, 28, 47]. Burada, katsizlastirm eylemini
gerceklestiren igleci, ingilizcedeki “Unfolding” sozctigiinii cagristirmak amaciyla,
% ile simgeleyecegiz. Bu baglamda, katlhilastinm eylemini gerceklestiren isleci
de, ingilizcedeki “Folding” sozciigiinii ¢cagristirmak amaciyla, .7 ile simgeleyecegiz.
Ancak, gerek katsizlagtinm ve gerekse katlilastirim eylemleri essiz olmadiklarindan
degisik tiirlerini birbirinden ayirdedecek onlemler de almak gerekebilmektedir. Yine
de burada, bir dizeyin soldan saga diiseysiralarin1 yukaridan asagiya dizerek yoney
olusturumu evrencil katsizlagtirim olarak nitelendirilecektir. Bu dizis eyleminin evrigi
de evrencil kathlastirnm olarak nitelendirilecektir. Burada, degisik bir belirtime

gidilmedikce bu evrencil eylemler anlatilmak istenecektir.

Yukarida anlatilanlar baglaminda bir A dizeyinden bir a yoneyinin iiretilisi ve onun

evrik eylemi, yani, a yoneyinden A dizeyinin {iretilisini, uzbilim dilinde, asagidaki
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esitliklerle betimleyebiliriz.

a=%(A), A =.%(a) (3.3)

Inceleyislerimizde, o©ncelikle discarpimlarin katsizlastirrmina odaklanimda yarar
bulunmaktadir. Bu yolda 6nce, u ve v, sirasiyla, m ve n 68eli yoneyler olmak {lizere,

uv’ discarpimina odaklanacagiz. Bunun igin asagidaki esitlikler yazilabilir.

%(uvT) = [Uvy .. UpV] UIVD . UpVD .. UV .. umvn]T

T

= [viu .vnuT}T:V®u (3.4

Bu boliimiin baginda, F isleciyle U islecinin birbirlerinin evrigi oldugunu belirtmistik.

Bu nedenle, (3)’ten asagidaki esitlige gecilebilir.

F (vau) =uv’ (3.5)

3.3 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Yoney Gosterilimi

Bu boliimde, Kronecker carpim tabanli yeni bir yoney ayristirnmi olarak bu
sav calismalart sirasinda gelistirilen Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Uckosegencil Yoney Gosterilimi (CYCUYG) yontemi odaga alinmaktadir [107]. Bu
yontem, Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Dizey Gosterilimi
(CYCUDG) yonteminin ortaya ¢ikmasindaki esas diisiince baz almarak, yoneye
ozyinelemeli olarak Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi (CYCG)
uygulanmasi sonucu elde edilmistir. Yoneye 6zyinelemeli olarak CYCG uygulayisi
sonucunda, CYCUDG yontemindeki dis ¢arpimlarin toplami seklinde elde edilen
gosterilim yerine, Kronecker ¢arpimlarin toplami seklinde yazilabilen bir ayrigtirim

elde edilmektedir.

CYCUYG yontemini olusturmak igin, bir dizeyin CYCUDG acilimin1 burada yeniden

ele alalim:
A :aouvT—i—alvT%—uag—i—A],z 3.6)

Bu agilimin her iki yanina katsizlagtirim igleci %7 uygulanirsa, (3.6) esitligi asagidaki

gibi elde edilir.

U (A)=ayveu+vea +ayou+ % (A)) (3.7)
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Burada, (3.7) esitliginde yer alan asil dizey ve artik dizey katsizlagtirimlari i¢in
a=%A), aln =% (A1) (3.8)
tanimlar1 kullanilirsa,
a=qyvut+va+a@u+taj; 3.9

esitligi elde edilir. Bu, Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Yoney
Gosterilimi (CYCUYG) nin bir ara asamasinin uzbilimcil anlatimidir. Burada a
odaktaki yoneyi simgelemekte olup ap, a;, ap, ve de aj, ile odaktaki yoOneyin,
sirastyla, degismez, sol ve sag yoneyler, ve de kalan yoney CYCUYG bilesenlerini
simgelemektedir. Bu esitlikte, u ile v, sirasiyla, m ve n 6geli ve birimboylu
destek yoneylerini simgelemektedir. Destek yoneyleri, bu konuda bilimsel yazindaki
arastirimlarda ortaya konan bicimi ile kullanilmistir [Burcu, Siiha]. Bu destekler ile

ilgili bagintilandirimlar uygulama kesiminde verilecektir.

(3.9) ile verilen esitligin sag yanindaki bilinmeyen bilesenlerin belirlenmesi
gerekmektedir. Bu amagla (3.9)’nin her iki yam soldan v ® u’nin devrigi ile ¢arpilirsa
asagidaki esitlik elde edilir.

(vouwa=ay+(vou) (vea)+ (vou)’ (ay@u)+ (V®u)TaLz (3.10)

Kronecker carpiminin dagilma 6zelli§i ve destek yoneylerinin birimboyluluk

kosulundan asagidaki esitlikler yazilabilir.

(vou) (vea;)=u’a, (vouw (a®u) =v a, (3.11)

(3.9)’den salt ap’mn essiz olarak belirlenimini saglamak amaciyla, asagidaki diklik

kosulluklarinin dngériimiilmesi gerekir.
u’a; =0, viay =0, (V®u)Ta1,2 =0 (3.12)

Bu kosullar ayn1 zamanda sifirlanim kosullaridir. Bunlarin gecerli olusu durumunda

(3.10) esitliginden ag, asagidaki gibi elde edilir.
ap=(veou) a (3.13)
(3.9) esitligi soldan I, @ u” ile carpilirsa asagidaki denklem elde edilir.
Leu)a = a(I,ou") (vou)+ (I,ou’) (vea)

+(L,ou") (a®u)+ (I,®u’)a, (3.14)
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Bu arasonucu yalinlastirmak i¢in agagidaki esitlikleri kullanmak yeterlidir.

(Liou") (veu) = (L,v)® (u'u) = v

(L,ou") (vear)=(I,v)® (u’a;) =0

(Lou") (a2 ®u) = (La) @ (u'u) =a, (3.15)
Bunlarin kullanimiyla (3.14), asagidaki yapiya biiriindiiriilebilir.

(In®uT)a = aov—i—az—l—(ln@uT)a]’z. (3.16)

Burada, a;’nin egsiz olarak belirlenebilisi icin sag yandaki en son anlatimin
orada bulunmayis1 yeterlidir. Bu nedenle, herhangi bir beklenmedik olumsuzluk

yaratilmamak kosulu altinda, asagidaki 6ngoriime gidilebilir.
(L,@u")a;, =0 (3.17)
Bu 6ngoriim altinda (3.16),
(L,eu")a = aov+ap (3.18)

olarak elde edilir. Benzer bicimde a; bilesenini belirleyebilmek amaci ile (3.9)
esitliginin her iki yam1 sagdan (VT®Im) ile carpilip, andiran iglemler uygulanir.

Burada ongoriilen sifirlanim kogulu,
(v ®L,)a;p=0 (3.19)
bicimindedir ve bu 6ngoriim altinda a;
(v ®L,)a = apu+a (3.20)

biciminde elde edilir. Boylece, ag, a;, ve de, a bilesenlerinin essiz olarak belirlenisi
icin gerekli denklemler olusturulmug olur. Bu denklemlerin ¢oziimlerinin (3.9)’de
kullanimiyla a; bileseni de egsiz olarak belirlenebilir.  Artik yoney olarak da
adlandirilan a;», (3.9) aciliminda aynigtirnm odagindaki asil yoneyden sag yanda
bulunan ilk ii¢ teriminin toplaminin ¢ikarilmasi ile elde edilir. Boylece, tim CYCUYG

bilesenleri belirlenmis olur.

Bu kesime kadar verilenler, bir yoneyin CYCG agilimmin Kronecker carpimlari

aracihigiyla nasil olusturuldugunu gostermektedir. Bu kesimden sonra, CYCUYG
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yonteminin olusumuna iliskin islemler verilecektir. Bu amagla CYCUDG yénte-
mindeki ayni diisiince ile artik yoneye 6zyinelemeli olarak CYCG uygulanacaktir.
Bu 0zyineleme islemi icin he radimda yeni destek yOneylerinin belirlenmesi
gerekmektedir.  Yeni destek yoneyleri sol ve sag yoneylerden asagidaki gibi

uretilmektedir.

u= Ha1||*la1,

v=|ay] a, (3.21)
Bu bicimde belirlenen yeni destekler birbirine diktir.

Ozyineleme adim1 yoneyin katlilastirilmis yapisi gozoniinde bulundurularak belirlen-
mektedir. Bu 0zyineleme adimlar asagidaki bicimde verilen bir ayristirnm yapisi
tiretmektedir.
Ng g y
a—= ZOﬂilli®V,~T+Zl3illi+1®V,~T+Z%lli®ViT+1 (3.22)
i=1 i=1 i=1

Burada o;, f; ve ¥; sayillart her 6zyineleme adiminda elde edilen ag, ||a;|| ve ||az]]

olmak iizere, elde edilen Kronecker ¢carpimlarindan gelen katkiy1 ifade etmektedir.

Odaktaki yoneyin katlilastirilmig yapisit m X n tiiriinde olmak iizere toplamlardaki tist

sinirlar agagidaki bicimde belirlenir.

ng = min{m,n}

nBE{ ng m<n nyE{n ng m>n (3.23)
a

ng — 1 m>n —1 m<n

3.4 CYCUYG Uygulamalan

Bu alt kesimde CYCUYG yontemini dogrulayici sayisal uygulamalara yer verilmistir.
Uygulamalara baglamadan 6nce uygulamalar ile ilgili baz1 6nemli noktalar1 asagidaki

gibi sirasayilandirabiliriz:

e Yontemin uygulanabilirlidi icin odaktaki yoneyin boyutunun m,n € Z ve m,n >
1 olmak iizere mn x 1 tiirlinde olmas1 gerekmektedir. Bagka bir deyisle, yoneyin

boyutu iki tamsayinin ¢arpimi seklinde olmalidir.

e Katsizlastirim, yapisi nedeniyle tek tiirlii degildir. Bu nedenle CYCUYG de
tek tiirlii degildir. Ornegin 6 x 1 tiiriinde bir yoney, 3 x 2 veya 2 x 3 tiiriinde

katlilagtirilabilir. Bu degisik durumlar icin degisik CYCUYG elde edilir.
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e Yontemdeki Oteki Onemli nokta ise baglangic desteklerinin nasil secildigidir.
CYCUYG uygulamalarinda baglangic destek yoneylerinin iki degisik bicimi
kullanilmigtir. Bunlardan ilki en yalin durum olarak bilinir ve asagidaki bicimde

elde edilir.

1 1

Burada destek yoneyleri, 1,, ve 1, sirastyla m ve n 6geli olup, 6geleri 1 olan birim
boylu yoneylerdir. Bu tip destekler Olaganlastirilmis Es Ogeli Destekler (OEOD)
olarak adlandirilmaktadir. Diger destek bi¢imi ise, odaktaki yoneyin Oziinden
tiretilen destek yoneyi olup Olaganlastirilmig Yonlii Ortalamali Destek (OYOD)

olarak adlandirilir ve asagidaki bi¢cimde belirlenir.
~1
w= | 1) a " (o 1])a
v=|[(LreL)al™ (1, 01,)a (3.25)

Sirast ile m ve n 68eli bu destekler odaktaki yoneyden {iretilebilmesi nedeniyle

“Oziine Uyumlu” olarak tanimlanir.

e CYCUYG o6zyinelemeli bir yontem olup yoney boyutu sonlu oldugu siirece
Ozyineleme sayis1 da sonludur. En biiyiik 6zyineleme sayisi, kathilagtirilmis dizeyin
(. (a)) boyutunun en kiigiik olan1 kadardir. .% (a), m x n tiirtinde bir dizey olmak
iizere 6zyineleme sayisi en ¢ok min(m,n) kadardir.

Ik uygulamalara olarak, asagidaki gibi 6 x 1 tiiriinde bir yoney ele alalim.

x=[12345¢" (3.26)

Bu yoneye iliskin katlilagtirilmis dizeyler 3 x 2 ve 2 x 3 tiiriinde 2 degisik bi¢cimde

yazilabilir.
b4 13 5
X =%x)=|2 5 X, = Z(x) = (3.27)
36 2 4 6

Her iki durum icin de 6zyineleme sayisi en ¢ok 2’°dir. X; durumunda baslangi¢ destek
yoneyleri asagidaki gibi 3 x 1 ve 2 x 1 olup, OEOD olarak secilmistir. Her adimda
elde edilen destekler asagida U ve V’nin diisey siralar1 olarak verilmistir.

0.5774 —-0.7071 —0.6061
U=[u; u; uz]=| 0.5774 —0.0000 —0.5152 (3.28)
0.5774  0.7071 —0.6061
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0.7071 —-0.7071

0.7071  0.7071 (3.29)

V=|[vi »] =
andiran bi¢cimde X; durumu ele alindiginda, U dizeyinin yerine V, V’nin yerine ise U
dizeyinin elde edildigi durum ortaya ¢ikmaktadir.
Ikinci uygulama olarak, 12 x 1 tiiriinde bir yoney ele alalim.
y=[123456728910 11 IZ]T (3.30)

Bu durumda kathlagtirnm ile ilgili olarak karsimiza 4 degisik durum cikmaktadir.

Bunlar sirasiyla 4 x 3, 3 x4, 6 x 2 ve 2 X 6 tiiriinde dizeylerden olugmaktadir.

1 5 9
2 6 10

Yi=ZM=|53 7 (3.31)
4 8 12

Burada yalmzca 4 x 3 ve 6 x 2 tiiriindeki durumlar i¢in sonuclar verilecektir. Bunun
nedeni diger durumlarda destek yoneylerinin yer degistiriminden dolayi andiran

sonuglarin elde edilmesidir.

4 x 3 tiiriinde katlilagtirilmis dizey Y, asagidaki gibi verilir. Bu dizey i¢in 6zyineleme

sayis1 encok 3 olup, destek yoneyleri asagidaki bicimde elde edilir.

0.5000 —-0.6708 —0.2236 —0.0217
0.5000 —0.2236 0.6708  0.4050
0.5000 0.2236 —0.6708 0.1370
0.5000 0.6708  0.2236 —0.9037

U= u uz uyl= (3.32)

0.5774 —0.7071 —0.5721
Vi=[vi v2 v3]= | 0.5774 —-0.0000 —0.5876 | . (3.33)
0.5774  0.7071 —0.5721

6 x 2 tiiriindeki Y, dizeyi ise,

1 7
2 8
3 9
L=Z0=|1 10 (3.34)
5 11
| 6 12 |
olarak verilir. Destek yoneyleri asagidaki gibi bulunur.
[ 0.4082 —0.5976 —0.3775 |
0.4082 —0.3586 —0.4452
0.4082 —0.1195 —0.4400
U2 = [u1 up 113] = (3.35)

0.4082 0.1195 —-0.3619
0.4082 0.3586 —0.3931
| 04082 0.5976 —0.4244
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0.7071 —-0.7071

Vo= vl=1| 07071 07071

(3.36)

Bu béliimde ayrica degisik destekler altinda CYCUYG, bir yoneye uygulandiginda
elde edilen ilk katkinin (¢t;’in) baskinligr ile ilgili de ¢oziimleyisler yapilmistir. Bu
amagla, ilk uygulama olarak ele aldigimiz x yoneyinin X; kathilastirimi durumuna,
OYOD ve OEOD kullanilarak CYCUYG uygulanmis ve elde edilen «; degerleri

Cizelge 3.1°de verilmigtir.

Cizelge 3.1 : x yoneyinin X; katlilagtirrmi durumunda degisik destekler icin elde
edilen ; sonuglari

u—3x1l v—=2x1
OEOD | OYOD
a; | 85732 | 9.5011

Ikinci uygulama yoneyi y icinde andiran inceleyis gerceklestirilmis olup farkl
kathlastirnm durumlarinda elde edilen oy degerleri Cizelge 3.2 ile verilmistir. Elde
edilen sonuglar OYOD tiiriinde destek ile elde edilen o degerlerinin daha baskin

oldugunu gostermektedir.

Cizelge 3.2 : y yoneyi icin degisik destek ve katlilagtirnm durumlarinda elde edilen o
sonuclari

OEOD 0YOD
Durumlar | u—4x1 |u—6x1 |u—4x1|u—=6x1
v—o3xl|v=o2x1l|v—=3x1|v—>2x1
o 22.5167 22.5167 25.4212 25.4789

Bu sayisal sonuclar incelendiginde CYCUYG yonteminin, CYCUDG yontemindeki
ozellikleri ve esneklikleri tasidigi goriilmektedir. Bunun nedeni ise kathilastirim
kavramimin kullammmidir.  Benzer bicimde Olaganlastirllmis Yonlii Ortalamali
Destek (OYOD) se¢iminin, c¢ekirdek dizeyinin kosegence baskinligini arttirdidr (o
degerlerinin daha biiyiik oldugu) goézlenmektedir. Bu beklenilen sonug¢ olup destek

secimlerinin ayrintili inceleyisi Boliim 7.2’de verilmistir.
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4. COKDEGISKENLILIGI YOKSELTILMIiS CARPIMLAR OBEKCIL
UCKOSEGENCIL DIZEY GOSTERILIMI (CYCOUDG)

4.1 Ikidegiskenli Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosteriliminde
Destek Dizeyi Kullanimi

Bu béliime, Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Obek Uckosegencil Dizey
Gosterilimine (CYCOUDG) alt yapr olusturmasi nedeniyle bir dizeyin iki destek
yoneyi kullanilarak elde edilen iki degiskenli Cokdegiskenliligi Yiikseltilmig
Carpimlar Gosterilimine animsatma yaparak baslayacagiz. mj x my tiiriinde bir A

dizeyinin 68ecil diizeyde CYCG agilimi1 agagidaki gibi verilir [5S5-57]:

1 2 12
Ajy iy = aoli, Vi, + agl )Viz + “ilalg) +Az(1 ,f2)7
i1:1,2,...,m1; i2:1,2,...,m2. (4.1)
Burada A; ;,, 1. yatay swra ile ip. diisey siranin arakesitinde yer alan

0geyl gostermektedir. Esitlifin sag yam ise iki degiskenli CYCG’nin terimleri
olarak adlandirilan 4 toplamcil terimden olugsmaktadir. Bu terimlerin her birinin
cokdegiskenliligi 2. dereceye yiikseltilmistir. Cokdegiskenliligin 2. dereceye
yiikselmesini, sol (u ) ve sag (v) destek yoneylerinin kullanimi saglamaktadir. Ilk
terimde yer alan olan ap, CYCG aciliminin degismez bileseni olarak adlandirilir. a;
ve ap tek degiskenli bilesenler olarak adlandirilir ve sirasiyla yataysira ve diiseysira
yoniindeki bilesenlere karsilik gelmektedir. A2 jse iki degiskenli CYCG bileseni
olup m; x my tiirindedir. Aymi1 zamanda artik terim (ing:remainder term) olarak da

adlandirilmaktadir.
Ogecil diizeydeki (4.1) gosteriliminin dizeycil gosterilimi,

A =aouv’ +a;vl + uag +A12 “4.2)
olarak verilir.

Bu gosterilimlerde A dizeyinin ve destek yoneylerinin bilindigi varsayilmaktadir. a,
aj, ap ve A, bilegenleri ise bilinmemektedir. (4.2) esitli§i bu bilinmeyenler igin
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yalnizca bir dizey denklemidir. Bu dizey denkleminden bilesenler asagidaki gibi

belirlenir.

ay = ulAv,

a = (

a = (Im2 — VVT) ATu,
(

Aip = (Lny—wa")A (L, —vv") (4.3)

Bu esitliklerin elde edilisi ile ilgili ayrintili bilgi Boliim 2.3’de yer almaktadir. Burada
L,, ve L, swrastyla my X my ve my x mp boyutlu birim dizeylerdir. (4.3)’de 4. satir
ile verilen artik terim esitligi yontem icin can alict noktay1 olusturmaktadir. Bu
esitlik, artik terimin Ozdiizeyinin 1 azaldigim1 gostermektedir. Destek yoneyleri u
ve v sirastyla artik terimin sol ve sag sifir uzayma girmektedir. Bu durum destek
yoneylerinin amag dizeyi A’nin sol ve sag sifir uzayinda yer almadig siirece saglanir.
Bu durumun ortaya ¢ikmasi oldukga seyrek karsilasilan bir durumdur. Bu nedenle,
artik terim yeni uygulanacak olan CYCG i¢in amag dizeyi olarak ele alinabilir ancak
ayn1 destek yoneyleri kullanilamaz. Bunun i¢in dnceki destek yoneylerine dik olacak
sekilde yeni destek yoOneyleri belirlenir ve bu bicimde islem siirdiiriilebilir. Bu
diistince, iickdsegencil ayristirimlarin temelini olusturmaktadir. Destekler arasindaki
dikligi saglamak amaci ile yeni destek yoneyleri CYCG bilesenlerinin orantilis1 olarak

secilmektedir. Desteklerin secimi ile ilgili ayrintilar bir sonraki boliimde verilecektir.

Bu noktaya kadar bilimsel yazinda yer alan destek yoneyi tabanh ikidegiskenli CYCG
yontemini burada tekrar amimsamak i¢in anlatim yapildi. Bu noktadan sonra ise yeni
gelistirilecek olan yonteme taban olusturmasi i¢in destek dizeyi tabanli CYCG agilimu
verilecektir. m x my tiirlindeki bir A dizeyi icin destek yoneyleri yerine destek dizeyi

kullanilarak elde edilen acilim asagidaki gibi yazilir [108]:
A=UAV" +A VI +UAT +A (4.4)

Bu acilimda sag yanda yer alan U, V, Ao, A, Ay ve Ay sirasiyla my X ny, mp X na,
ny X np, my X np, my X n; ve my X my tiriinde dizeylerdir. Bu ac¢ilimdaki yenilik
U ve V dizeylerinin sirasiyla sol ve sag destek dizeyi olmalaridir. Bilesenlerin
belirlenebilmesi i¢in tamimlanan Ozelliklerin andiranlar1 burada dizeycil diizeyde

yeniden tanimlanabilir. Destek dizeyleri iizerindeki birimboyluluk 6zelligi asagidaki
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gibi verilir.
v'u=1,, VIv=I, (4.5)

Burada I, ve I,,,, sirasiyla ny ve np boyutlu Kartezyen uzaydaki birim dizeylerdir.

Dizeycil destek tabanli CYCG bilesenlerinin egsiz bigimde belirlenimi i¢in dizeycil

diizeyde asagidaki sifirlanim kosullar1 tanimlanir.

UTAI = 0n1><n27 VTAZ = 0n2><’l17

U'A12=0,0m, A2V =0, (4.6)

Bu kosullar altinda (4.4)’da verilen bilesenler belirlenebilir. Ay’1 belirleyebilmek i¢in

andiran usbilim ile U7 ve V ile sirasiyla soldan ve sagdan carpilirsa,
U'AV =U"UAV V+UTUATV+ UTA VIV UTA LV 4.7)
elde edilir. (4.5) ile verilen birimboyluluk kosullari ile,
UTAV = Ag+AIV+UTA| +UTA| LV (4.8)
yalinlastirilir ve (4.6) ile verilen sifirlanim kosullari ile asagidaki esitlik elde edilir.
Ao =UTAV (4.9)
A bilesenini belirleyebilmek amaciyla (4.4), sagdan V destek dizeyi ile carpilirsa,
AV =UAg+A;+UATV+A,,V (4.10)
ve bu yeni esitlikte sifirlanim kogsullar1 kullanilirsa asagidaki sonug elde edilir.
AV =UAp+A; 4.11)
Ay esitligi (4.11) esitliginde yerine yazilirsa,
Aj =AV—UA( =AV - UU"AV (4.12)
A bilesenini belirleyen esitlik agsagidaki gibi verilir.
Ay = (I,, —UUT) AV (4.13)
A1’in elde edilisinden degisik olarak (4.4) denklemi soldan U7 ile ¢arpilirsa A

U'A = AV +UTA VT AT 1 UTA (4.14)
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olarak elde edilir.

Andiran diizenlemeler yapilarak, ilgili esitliklerden yararlanilirsa,
Ay =ATU-VA] =ATU-VVTATU (4.15)
A, su bi¢imde elde edilir:
Ay = (L,,—VV')ATU. (4.16)

Bu noktada Ag, A; ve A, cebircil olarak belirlenebilir durumdadir. Dolayisiyla A »,
(4.4) acilimindaki tek bilinmeyen olup, tiim bilinen bilesenler bu acilimda yerine

konulup, amag¢ dizeyinden bilinenler ¢ikarilarak elde edilir.
Ao =A—-UAV! —A VT —UAT (4.17)

Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilarak artik terim elde edilir. Destek dizey tabanl

ikidegiskenli CYCG bilesenleri asagidaki esitlikler ile belirlenir.

Ay = UTAV,

A; = (Ln,, —UUT)AV,

A, = (I,,—VV')A'U,

Ay = (L, —UU")A (L, —VVT) (4.18)

)

Bu ana kadar CYCG bilesenlerinin belirlenimi ile ilgilenildi. Bu noktadan sonra
ise ilerleyen adimlardaki ¢oziimlemeler icin destek dizeylerinin boyu (norm) ve ilgili
ozellikleri hakkinda daha ayrintili bir inceleyis gerceklestirecegiz. m X ny tiiriindeki

U destek dizeyi asagidaki gibi yazilabilir.
U=u; ... uy | (4.19)

burada u; yoneyleri destek dizeyinin diiseysira yoneyleri olup, m; 6geli birim boylu

Kartezyen yoneylerdir. Dolayisiyla, destek dizeyinin devrigi ile kendisinin ¢arpimi
U'U=G(uy,...,u,) =G (U) =1, (4.20)

olarak yazilabilir. Burada G, uw; yoney kiimesinin olusturdugu Gram dizeyidir
[75]. n; boyutlu Kartezyen uzayda gram dizeyi ile birim dizeyin birbirine
0zdesligi, uw; yoneylerinin n; elemanli birim boylu ve dikgen Kartezyen yoOney
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kiimesi olusturdugunu gostermektedir. Bu nedenle destek dizeyini olusturan diiseysira
yoneyleri birim boylu ve birbirine diktir. Bu, ayn1 zamanda destek dizeyinin
0zdiizeyinin n; olmasim giivence altina alir. Biitiin bunlarin yanisira (4.20) esitligi
yalmizca ny’in m;’den kiiciik ve esit oldugu durumlarda saglanir. Bu durum
gerceklenmezse, (4.20) esitliginin sag yaninda ilgili birim dizey elde edilemez. Bunun
yerine asal kosegen iizerinde birlerin yanisira sifirlar1 olan bir birim dizey elde edilir.
Bu baglamda destek dizeyleri bu ¢alismada, diiseysira sayilar1 yataysira sayilarindan
kiigiik olacak bicimde ele almacaktir. (4.20) esitligi "Birim Obekgil Boy(ing: Unit
Block Norm)" 6zelligi olarak adlandirilabilir. Bu durumda tim destek dizeyleri
birim 6bekg¢il boy 06zelligini saglamalidir. Bu 0zelligi olan destek dizeyleri yatay
dikdortgencil dizey olamazlar yalnizca dordiil dizey veya diisey dikdortgencil dizey

olabilirler.

Obekcil boy, yeni bir kavram olup, dordiil veya diisey dikdortgencil dizeyin
diiseysiralarinin karsilikli i¢ ¢arpimlarindan olusan Gram dizeyi olarak tanimlanir
[108]. Ayni Kartezyen uzay: orten iki dordiil dizey veya diisey dikdortgencil dizeyin
obekcil i¢ carpimi asagidaki gibi verilir.

T T
v'o=| . 4.21)
T 5 T3
u, Uy coou, Uy,

U ve U sirasiyla n ve n, diiseysira sayili dizeyler olup, u; ve u; sirasiyla U ve U
dizeyinin diiseysiralaridir. Eger (4.21) ile verilen i¢ ¢carpim ny X nj tiiriinde sifir dizeyi
iiretiyor ise, U ve U, Obekgil Dikgen(ing: Block Ortogonal) dizeylerdir. Bu dizeyler
ayni zamanda birim Obekcil boy ozelligini de sagliyorsa bu dizeylere aralarinda
Obekcil Birimboylu Dikgen (ing: Block Orthonormal) denir. Bu 6bekgil i¢ carpim
bildigimiz yoneyler arasindaki i¢ ¢arpimin Otesinde bir yapidir. Ciinkii dbekcil i¢
carpima giren dizeyler ayni tiirden olmak zorunda degildir. Bununla birlikte degisik
diiseysira sayili dikdortgencil dizeyler olabilen i¢ ¢arpima giren dizeyler ancak ayni

Kartezyen uzaya eslesmelidir.

Simdi dordiil veya dikdortgencil bir dizeyin nasil birim &bekgil boy formuna
getirilecegine bakalim. Bunun i¢in m > n olmak iizere m X n tiirlinde bir U dizeyi

ele alalim (m < n durumunda U yerine U7 ele alinabilir). I¢ carpim,

U'Uu=G(U) (4.22)
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olarak yazilir. G (U), U dizeyinin diiseysiralarinin Gram dizeyidir. Gram dizeyi
U’nun 06zdiizeyi n ve diiseysiralar1 birimboylu ve aralarinda dikgen olmadig: siirece
I,’e 6zdes degildir. U’nun 0zdiizeyinin n olmasi yani tam 6zdiizeyli dizey olmasi
islemleri kolaylagtirmaktadir. Ancak burada destek dizeyinin tam 6zdiizey olmasi
icin bir kisitlama yapilmayacaktir. Destek dizeyi U’nun 6zdiizeyi r ise, diiseysiralar
dogrusal bagimli ve bu nedenle G (U)’nun 6zdiizeyi de r’dir. Bunun 6tesinde Gram
dizeyi yar1 artt tamimli olur. Gram dizeyi ayn1 zamanda bakigik bir dizey oldugu

icin Ozdegerleri gercel ve r tanesi sifirdan farkhidir (Kathilik durumu da gézoniinde

bulundurularak). Ozdegerleri ve karsilik gelen birimboylu 6zyoneyleri sirasiyla A J(G)
ve g olarak gosterirsek, 6zdegerler ve 6zyoneyler tiirlinden Gram dizeyi agsagidaki gibi

yazilir.
GU)=Y 2%ggl (4.23)

r = n olmadig: siirece evirtilemez. g;’ler birim boylu dikgendir, Gram dizeyi bakigik

ve yari art1 tanimlidir. Yani sifir olmayan tiim 6zdegerler arti tanimlidir.
(4.22) esitliginden, asagidaki esitlikler yazilabilir.

g UTUg =gl G(U)g =296, =260,  kt=12...r (424

Burada & ¢ bilimsel yazindan bildigimiz k, £’ye esit oldugunda 1 degerini alan, diger

durumlarda 0 olan Kronecker simgesidir. Bu esitlik aracilifiyla,

1
Y, = Ug,, k=1.2,..r (4.25)

29

(4.25) esitligi yazilabilir. X, m x 1 tiiriinde bir yoneydir. Ayrica Yj’lar diiseysiralar
olusturacak sekilde Y dizeyi asagidaki gibi yazilir.

Y=Y, .. Y, ]= =Ur_, (G(U)) (4.26)

1 1
Y \/@gl mgr

Bu esitlikten,
A% v
I, (G(U)) = [/ll(G) g ... 19 gr] 4.27)

yukaridaki 6zelsiz yapi1 yazilabilir. Bu esitlik ile, amag¢ dizeyi ve Gram dizeyine

bagimlilik gosterilmis olmaktadir.
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I'y (G(U)) dizeyleri burada yapilacak incelemeler i¢in olduk¢a 6nemlidir. Gram

dizeyleri ile bagintili olan bu dizeyler icin asagidaki esitlikler yazilabilir.

Iy (G(U)Ty (G(U))" = T, (G(U)Iy(G(U)"

— T, (G(U))T, (G(U))

1 L
2 2

= G(U) (4.28)

Esitligin sag yan1 gram dizeyinin "Ikili Bakistk Carpimcil Ayristirimi" olarak
adlandirlabilir. Burada ¢arpanlarin tickdsegencil olma gerekliligi olmamasina kargin,

ayristirrm Cholesky Ayristirimini animsatmaktadir.

Bu ayristirim i¢in ayn1 zamanda agsagidaki esitligi yazabiliriz.

G (U) e (4.29)

—
)
=
5
)
=
9
I

Burada (res) ile verilen iist simge evrik alma isleminin g; yoneyleri ile 6rtiilen alt uzay

tizerinde sinirlandirildigini géstermektedir.

I'y (G (U)), n x r tiiriinde bir dizey, bu nedenle diisey dikdortgencil bir dizeydir. Bu

dizeyin sol evrigi essiz olup, asagidaki gibi belirlenebilir.

I (G (U))_l =I'.,(G (U)>T )
I, (GU)'Ty(GU))=I, (4.30)

(4.26) esitligini tiim bu inceleyigler altinda,
(G()) 4.31)

yazabiliriz.

Bu boliimii sonlandirmadan once (4.18) ile verilen artik terim esitli§ini yeniden
animsayalim. Bu esitli§in sag yan anlatiminda, amag¢ dizeyinin saginda ve solunda
sirasiyla ny ve np boyutlu sifir uzay1 olan dizey ¢arpanlar1 bulunmaktadir. Bu, Aj>
dizeyinin sol ve sag sifir uzayinin sirasiyla ny ve ny olarak artacagim gostermektedir.
Bu ilgili CYCG artik teriminin 6zdiizeyinde ani diisiis olusacagim1 gostermektedir. Bu
nedenle CYCUDG de destek yoneyi yerine destek dizeyi kullanimu, artik dizeyin daha

tez sifirlanigin saglar.
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4.2 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Obekcil Uckosegencil Dizey
Gosterilimi (CYCOUDG)

Bir onceki boliimde, daha oOnceki caligmalardan degisik olarak dizey tabanli iki
degiskenli CYCG acilimi gelistirildi, bilesenlerinin nasil belirlenecegi ve destek
dizeyleri ile ilgili ayrintili inceleyise yer verildi. Bu bolimde ise dizey tabanh iki
degiskenli CYCG acilimi temel alinarak Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Obekcil Uckosegencil Dizey Gosterilim yontemi yapilandirilacaktir [108]. Bu amagla
(4.4) ile verilen dizey tabanl iki degiskenli CYCG acilimini yeniden ele alalim.

A =U AV + A VT + U AT + A0 (4.32)

Burada (4.4) ile verilen acilim alt ve iist sirasayilar kullanilarak yeniden yazilmustir.
Altsirasayist 1 olan destek dizeyleri U; ve Vi baslangi¢ destek dizeyleridir. A(®)
ve AW sirastyla CYCG’deki amag¢ dizeyi ve artik terim olmak iizere ilerleyen
incelemelerde 6zyineleme sayis ile ilintili olacak olmasi nedeniyle iistsirasayilar ile
verilmisgtir. A©) baglangic amag dizeyi A’y artik terim olan A ise bir sonraki adimda

uygulanacak CYCG i¢in baglangi¢c amag dizeyini simgelemektedir.

Bu bagintida Ay, CYCUDG acilimindaki sayil olan «; sabit teriminin dizeycil
karsiigidir. CYCUDG agiliminin genisletimi olarak yeni gelistirilen bu yontemde
dizeycil yapilarin ortaya ¢ikmasi geceklesmesi beklenen bir durumdur. A dizeycil

yapisi icin asagidaki yeni gosterim bi¢imi kullanimi yeglenmistir.
Ap =0, (4.33)

Burada &, CYCUDG yontemindeki say1l o yapisiin evrigine nj X nj tiiriinde bir
dizeyi gostermektedir. Aslinda ;, ¢’ in ¢cok 6zel durumudur. n; = ny = 1 durumunda
o, 1 x 1 tiiriinde bir dizey olup sayila karsilik gelmektedir. Bu da CYCOUDG deki

obek yapisinin ilk belirtkesidir.

Simdi andiran bi¢cimde tek degiskenli bilesenler olan A; ve A,’yi belirlememiz
gerekmektedir. Onceki bolimden A; ve A, bilesenlerinin sirasiyla U; ve Vi
desteklerine 6bekgil dik olarak belirlenmesi gerektigi bilinmektedir. (Iml — U1U]T) ve
(Im2 — VlVlT) obekcil izdiisiim dizeyleri kullanilarak, bu dikgenlikler dizey yapilarina
da yansitilabilir. Izdiisiim dizeyleri sirasiyla ny (n; < my) ve ny (ny < mo) dzdiizeyli

dizeyler olup tam 6zdiizeyli dizeyler degildirler. A; ve A sirasiyla ny ve nj 6zdiizeyli
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(tam ozdiizeyli), diisey dikdortgencil dizeylerdir. Onceki boliimdeki destek dizeyleri

inceleyisleri A; ve A, nin asagidaki gibi yazilabilmesine olanak saglar.

A =0l (G @A), A= Vol' (G (A2)" (4.34)
Buradan yeni destek dizeyleri,

U2 = All"fl (G (Al)) y V2 = Azril (G (Az)) (435)

2 2
olarak elde edilir. U, ve V, dizeyleri, sirasiyla m; x n| ve my X ny tiiriinde olan U; ve

V1 ’nin aksine m; X ny ve my X ny tiriindedirler.

Buradan B dizeyi
AV =0 V], B, =T (G(A)" (4.36)

olarak elde edilir. B, gosterilimi, CYCUDG deki sayicil B; yapisindan esinlenerek
kullanilmis olup andiran usbilimle katsayr dizeyini gostermektedir ve np X np

tiirlindedir. Benzer durum asagida verildigi gibi ¥ i¢in de gegerlidir.
UAZ=UirV:, 1 =T(G(Ay) (4.37)

¥, n; X np tiriinde dordiil bir dizeydir. @;, B; ve ¥'min dizeycil yapilart 6bek
lickosegencil yapinin ilk belirtileridir. Bu katsay1 dizeylerini kullanarak CYCOUDG
icin ilk adim olan (4.32)’1 agagidaki gibi yazabiliriz

AD = U VI + 0B, VI +U 1y, VE +AD

vi
a
1 Ynyxm vI
2
AW burada artik terimdir ancak bir sonraki adimda ama¢ dizeyi olacaktir. Bunun
nedeni artik terime 6zyinelemeli olarak dizey tabanl iki degiskenli CYCG uygulayarak
stfirlanmasint saglamaktir. Artik terime uygulanacak CYCG icin baslangic destek
dizeyleri U, ve V; olacaktir. Burada boyut tutarliligini saglayabilmek adina her

Ozyineleme adiminda n ve ny degisimini unutmamak gerekir. Bu baglamda artik terim
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A()’in dizey tabanl iki degiskenli CYCG’si,

A = U0V +UsB, V) + Uy, Vi +A?)
\

= [0 Us]{ % T } +A® (4.39)
ﬁz 0n1><n2 \7:]3w

olarak elde edilir. Burada @, B, ve ¥, sirastyla ny X ny, n; X nj ve ny X ny tiiriindedir.

2. adim olan bu adimda elde edilen bilegenler su bicimdedir:

a, = UAWVE

B, = T, (G((Iml—Ung)A(l)VZDT,
v =T, (G((Imz—VszT)A(l)TU2>>,
Us = (L, —UGUHADV,B5 "

Vi = (Ly,— VoV A0 Uy, (4.40)

Elde ettigimiz 2. Ozyinelemeli denklem 1. ©6zyinelemeli denklemin bilesenleri ile
ilintilidir. Bu nedenle bu 6zyinelemeli yapiy1 daha 6zelsiz yapida verebiliriz. 1. ve

2. dzyineleme adimlarindan j. 6zyinelemeli denklem asagidaki gibi yazilir.

A(j) = Uj+1aj+1VjT'+1+Uj+2ﬁj+1VJT'+1+Uj+1'}'j+1VJT'+2+A(j+1)
\%A

o . j+1 )
= [Uj U_;+z}[ ah 76“} +AUTD (4.41)
B]+1 n Vv

N, j'nin tek ve ¢ift olma durumuna gore sirasiyla np X ny ve ny X ny olan dizey

boyutunu gostermektedir.

Bilesenler ise,

a1 = U AUVE

Bi.i = I <G<(Im1—Uj+1UJT'+1)A(j)Vj+1>>T,
Yin = Ty (G((Imz—Vj+1V,T-+1)A(j)TUj+1>),
Ujp2 = (Im1 +1U;+1)A(j) '+13;+117

1T
Vipp = (Imz J+2Vj+1)A() UJ+171—&1 (4.42)

ile verilebilmektedir. (4.41) denklemi dizeyin tiiriine gore her j > 0 degeri icin

gecerlidir. Bu durum amag dizeyi sonsuz olmadig siirece gecerlidir. j nin alabilecegi
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degerleri daha iyi anlayabilmek adina "tam eslesme" durumu olarak adlandiracagimiz
0zel durumdan soz edecegiz. Tam eglesme durumu, amag¢ dizeyinin yatay ve diisey
sirasayilarinin ny ve ny ile orantili oldugu durum olarak tanimlanir. m; X m tiiriinde bir
dizey i¢in tam eslesme durumunun saglanmasi i¢in asagidaki esitliklerin saglanmasi

gerekir.
mp; =mny, my = mony. (4.43)

Tam eglesmede, 3 degisik durum ortaya ¢ikarmaktadir.
(i) Obekgil Dérdiil Amag Dizeyi: m; = 7, ise es sayida diisey ve yatay dbek icerir.

(ii) Yatay Obekcil Dikdortgencil Amag Dizeyi: 7 < i durumu olup diisey dbek

sayis1 yatay obek sayisindan fazladir.

(iii) Diisey Obekgil Dikdortgencil Amag Dizeyi: 7y > mp durumu olup, diisey dbek

sayis1 yatay obek sayisindan azdir.

Yukaridaki ii¢ durumda da obek yapisi n; x np tiiriindedir. Bu obekler n; = n, ise

dordiil, n; < ny i1se yatay dikdortgencil ve ny > n; ise diisey dikdortgencil yapidadir.

| =, = m, Tam Eslesmenin Obek¢il Dordiil durumu olup bu durumda j, 0 ile 772 — 1
icerilmek iizere bu aralikta degerler alir. Bu durumda U;’den Uy’ ye ve Vi’den Vz'ye

m tane destek dizeyi iiretir. Ayricam — 1 tane B ve m — 1 tane ¥ katsayi dizeyi tiretir.

Yatay ve diisey obekg¢il dikdortgencil tam eslesme durumlarinda ise ) # my ve m =
min (77,77, )’dir. Bu durumlarda m, > m; ise ¥, My < m ise B ¢ekirdek dizeyine
bilesen olarak eklenir.

Bu inceleyisler altinda tam eslesme durumu i¢in asagidaki bagintilandirim yazilabilir.

J Jy

I B
A = YUio Vi + Y Ui Vi + Y U ¥ Vi (444)

J=0 j=0 j=0
Burada toplam dizilerinin iist sinirlar1 asagidaki gibi belirlenir.

_ my—1 for mp>m _ my—1 for m >mp
Ip = { my for my >m2 Ir= { m for mp>ml (4.45)

Benzer inceleyisler tam eslesme olmayan durumlar i¢in de yapilabilir. m; x m tiirlinde
bir amag dizeyi bu tiir durumlar icin n; ve n, tiiriinden asagidaki gibi yazilabilir.
my =my 1 (ny +ng) +my ony +r1, my =y 1 (ny +n1) +mpan + 12
(4.46)
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Burada r; ve rp, n; ve np sayilarinin her ikisine de tam boliinemeyeni (kalani)
gostermektedir. Tek sayili Ozyineleme adimlarinda artik terimin sol ve sag sifir
uzaylarinda sirasi ile n; ve ny boyutlu artis sozkonusu iken cift sayili 6zyineleme
adimlarinda np ve n; boyutlu artis sézkonusudur. Yatay ve diisey dikdortgencil
dizey durumlari icin sirasiyla sol ve sag sifir uzaylarinda artis1 siirdiirmek olanaklidir.
Ancak r; ve rp’nin sirasiyla n; ve np’den kiiciik kaldigr adima kadar ozyineleme
surdiiriilebilirdir. Bu nedenle bu tiir durumlarda artik terim sifirlanmasi sézkonusu
olmayip son adimda artik dizey n; ve ny’den daha kiiciik 6zdiizeye sahiptir. Buna bagh
olarak tam eslesme durumu gerceklesmedigi icin asil dizey tam olarak anlatilamaz,

yaklasik olarak belirlenir.

Yaklagtirim niteligini 6l¢mek amaci ile bu ¢alismada dizeylerin Frobenius boy tanimi
kullanilmigtir. Frobenius boy tanimi bir dizeyin devrigi ile kendisinin ¢arpiminin izi
olarak tanimlanir. Yaklastirim niteligi 6lgeni tanimlayabilmek amaci ile Oncelikle
kesme yaklastirimi tanimi yapilacak olursa,
k
Ty = 26 <Uj+1aj+lV]T+1 +Uj2B 1 Vi +Uj+17j+1V]T'+2> : (4.47)
j=
k. kesme yaklastiran1 yukaridaki gibi belirlenir. Buradan boy belirleyebilmek amaci
ile,
k T
T(T, = ]Zo (Uj1+1aj1+1V]T',+1 +Uj 2B Vi +Uj1+17j1+1VJT1+2)
=

k

T T T
<) (Uj2+1aj2+1vj2+1 +Ujp42B 1V +sz+17,~2+1ij+2) :
J2=0

(4.48)
yazilabilir.  Burada sag yanda 9 tane toplam bulunmakta ve bu toplamdaki

toplananlarin yapis1 UEV7 tiiriinde olup U ve V’ler siras1 ile sol ve sag destek

dizeylerini igermektedir. @, B ve ¥’lardan olusan X ise ¢ekirdek dizeydir.

(ﬁZIV) -~ (UX,V) carpimunin, U dizeyi U’ye 6bekgil dik oldugu siirece sifirlandig
aciktir. Bu (4.48)’nin agsagidaki gibi yalin bir bicimde yazilmasina olanak saglar.
T/'T,

J

k
+ Z VJ'+2'YJT'+1 '}'j+1V]T+2 (4.49)
=0

k k

T T r T

VjHajHajHVjH + Z Vj+1ﬁj+1ﬁj+1vj+l
=0 j=0
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Buradan Frobenius boy dordiil,

k 2 2
I, =110 = X (gl + B, + ) @50

j:
olarak belirlenir. ~ Bu inceleyisler yaklastirim niteligi ©lcenini asagidaki gibi

tanimlamamizi saglar.

2
= Imd
_ I
Al

k=0,1,2,... (4.51)

gi’lar, k arttik¢a iist sinir1 1 olan artan bir say1 dizisi olusturur. Tam eslesme olmayan
durumlarda artik terim kaldigi i¢in iist sinir olan 1’e ulagilamaz. Artik terimin

sifirlandig1 durumlarda 1 degerine erisilir.

4.3 CYCOUDG Uygulamalari

Bu boliimde, tam eslesme CYCOUDG yonteminin omurgasmi olusturdugu icin

CYCOUDG nin tam eslesme durumuna dayali uygulamalar ile ilgilenecegiz.

Yontemi sinamak ve dogrulugunu gostermek adina kiiciik boyutta dizeyler ile
calisacagiz. Bu nedenle oncelikle 2 x 2 tiiriinde bir dizey ele alarak CYCOUDG
uygulayacagiz. Burada 2 x 2 tiirlinde dizey icin destek dizeylerinin se¢imi icin 4

degisik durum s6zkonusudur. Bunlar sirasiyla,

(i) 2 x 1 tiiriinde sol ve sag destek yoneyler
(i1) 2 x 2 tiirtinde sol destek dizeyi, 2 x 1 tiiriinde sag destek yoneyi
(111) 2 x 1 tiirtinde sol destek yoneyi, 2 x 2 tiirlinde sag destek dizeyi

(1v) 2 x 2 tiiriinde sol ve sag destek dizeyleri

(i) durumu CYCUDG yénteminin 6ziidiir ve en yalin durumdur. Bu durum igin sol
ve sag destek yoneylerini ugi) ve Vgi) olarak gosterirsek, 2 x 2 tiiriinde dizeyin iki
degiskenli CYCG acilimi agagidaki gibi yazilir.
N yn T N nT N .
A =o'V 1allvi L ulad) 4 Al (4.52)

I
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Burada iist sirasay1 olan (i), yukarida saydigimiz durumlardan ilkini betimlemektedir.

CYCG bilesenleri daha 6nceki inceleyislerden bildigimiz gibi

. T .
o — uf Ay

all = (Iz_ugo;gﬂ) A,
afl = (Iz_vgﬂvgfﬂ) ATul),
AV, = (12 - u(li)ug")T) A (12 = vﬁ")vg")T> (4.53)
bicimindedir. Ayn1 zamanda a; ve a, bilesenlerinin sirasiyla ugi) ve VY)’C dik olarak

belirlenmekteydi. Bu temelde,

al) = g0ul, o) = 40yl (4.54)

esitlikleri yazilabilir ve burada f; ve y; asagidaki gibi verilir.
. kAN . . lENT .
[31(1) = H (Iz — u(ll)ugl) ) Avgl) ’ yl(l) = H (Iz — V(ll)vgl) ) ATugl)

Bilimsel yazindan dogrucul yoney uzaylarmin birim boylu dikgen taban takimi

(4.55)

olusturan yoneylerinin, o uzaydaki birim dizeyin 6zyoneylerine denk oldugu bilinir.

Bu bilgi ile asagidaki izgecil gosterilimler yazilabilir.
I, = ugi)ugi)T + ug)ug)T, I, = Vgi)vgi)T + Vg)vg)T (4.56)
Bu destek yoneyleri tiiriinden artik terim,
Agl)z = Ozz(i)ug)vg)T, aéi) = ug)TAvg). 4.57)
Tiim bu bagintilandirimlar A dizeyinin asagidaki gibi yazilmasina olanak saglar.
A= Otl(i)u(li)v(li)T + Bl(i)ug)v(li)T + }/l(i)ugi)vg)T + (xz(i)ug)vg)T (4.58)
Daha tikiz bir gosterilim ile (¢arpanlara ayrilmig yapisi)
A=Ug, V0 (4.59)

olarak verilir. Burada

v =[ul) uf]" VO= [\ W] =




(4.58) ve (4.59) 2 x 2 tiiriindeki dizeyin CYCOUDG agilimmin tiimii olup aslinda

destek yoneyleri kullanildig1 icin CYCUDG nin 6ziine karsilik gelmektedir. u(li) ve

V(li), A dizeyinin sol ve sag tekil yoneyleri olarak alindiginda, ¥ cekirdek dizeyinin

kosegencil dizey olacagi anlasilmaktadir. ug) and Vg) ’de A dizeyinin diger sol ve sag
tekil yoneyleridir. Tiim bunlar Tekil Deger Ayristirmminin CYCUDG yo6ntemindeki

cekirdek dizeyinin kisitlanmig bicimi oldugunu gostermektedir.

Simdi (ii) ile verilen sol ve sag desteklerin sirasiyla 2 x 2 ve 2 x 1 tiirlinde oldugu

durumu ele alalim. Bu durum i¢in CYCG acilimi

NN & o nT e T
A— U(ltl)Agt)Vgu) +A§u)vgu) —f—U(l”)Agl) +A§z’12 (4.61)

olarak verilir. (i) iist indisi CYCOUDG i¢in durumu gostermektedir. Bu agilim igin

stfirlanim kosullart,

oo Tl T e
Uﬁ”) Ai”) =021, Vg”) Aé”’ =012,

i (ii i i
U A =000, V7 AT =040, (4.62)

olarak verilir. Birinci ve iiclincii kosullar, sol destek dizeyinin 6zdiizeyi 2 oldugu
icin Agii) ve Agig’nin Oxdes olarak sifir oldugu anlamina gelir. Bu kosullar altinda
bilesenler,

.,)T

A(()ii) _ Ugu Avgii)’ Agii): 0.1,

i i) (i) T ii ii
AP (AT A e

esitlikleri ile verilir. Ugii)’in obek¢il birimboyluluk ozelligi kullamlarak yazilir.

Asagidaki izgecil gosterim aracilifiyla

ORI OO (4.64)
Agii) asagidaki gibi yazilir.
A = iy AT (4.65)
Asagidaki tanimlamalar ile,
a(lii) _ A(()ii)7 Ag‘i) _ Vgi) ygii)T7 v, = Ugii)TAVg‘i) (4.66)

A dizeyinin CYCOUDG acilimi,
.. N onT oy e T .. T
A— Ugu) agu)vgu) +Ugu) ﬂ”)vg') _ UE”) ):(il-)Vg”) (4.67)

41



olarak verilir. Burada Vgii) destek dizeyi 2 x 2 tiirlinde olup diiseysiralart sirasiyla
(i) (if) 5 (i) (i)

. e e e . ii
Vi’ ve v, dir. Ayrica ;) nin birinci diigeysirasini @, ikinci diiseysirasini ise ¥,

olusturmaktadir.

(iii) durumu ise (ii) durumunu andiran yapida olup sag ve sol yanin desteklerinin
yer degistirilmesiyle elde edilecek durumdur. (ii) yapisindan yola ¢ikarak (iii) i¢in

CYCOUDG agilin asagidaki gibi verilir.
A — ugzn)agm)vgm) +ug”)ﬁ§l”)TV§2) _ Ugnz)z(iii)v(lzlz) (4.68)
Burada agiii) ve B giii), 1 x 2 tiirtindedir. Cekirdek dizey E;;)’lin sirastyla & Yﬁ) ve B Yﬁ)

yataysiralarini olusturmaktadir.

(iv) durumu ise en yalin durum olup asagidaki gibi verilir:

T
A =0y (4.69)

Burada agiv), Ugiv) ve V(liv), 2 x 2 tiiriinde dizeylerdir.

Buraya kadar CYCOUDG yonteminin yapisimi daha iyi irdeleyebilmek adma 2 x 2
tiiriinde bir dizey i¢in tiim durumlarin acik yapisini incelemis olduk. Simdi bu
durumlar ile ilgili yontemi dogrulayan uygulamalar verecegiz. Bu amacla oncelikle

0zdiizeyi 2 olan asagidaki 2 x 2 tiirlindeki dizeyi ele alalim.

I 2
A:[3 4] (4.70)

Burada CYCOUDG yonteminin yukarida belirtilen (iv) durum igin agik yapisi
verilmistir. Bu durum icin daha 6nceki yaptigimiz inceleyislerden A’y1 tam olarak
anlatabilmek icin @ dizeyini belirlememiz yeterli olacaktir. A dizeyi icin elde edilen

CYCOUDG acik olarak asagidaki gibi elde edilmistir.

A—UaVT—[ 0.3939  0.9191 }[ 5.4627 0.1457 H 0.5547 0.8321

0.9191 —0.3939 || 0.0728 —0.3642 | 0.8321 —0.5547}(4'71)
Burada U ve V destek dizeyleri olup 6bekg¢il birimboylu dikgen dizeydirler.
Ayni1 dizey i¢in TDA acilimi agagidaki gibi elde edilir:

A—USVT—[ —0.4046 —0.9145 }[ 5.4650 0.0000 }[ —0.5760 —0.8174

~0.9145  0.4046 | 0.0000 0.3660 | 0.8174 —0.5760](4'72)
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CYCOUDG ile TDA sonucu karsilastirildiginda TDA yénteminin kosegencillik nedeni
ile daha {istiin oldugu acikca goriilmektedir. Ancak burada unutulmamasi gereken
nokta ise, CYCOUD yonteminin tek adimda ilk 6zdegeri buldugu ve dizey evrik
alma islemi gergeklestirmemesi ve boyut arttik¢a yontemin getirisinin ortaya ¢iktigi

gercegidir.

Tam egslesmenin diger durumlari icin acik anlatimlar burada verilmemis olup tiim
durumlar1 bir arada inceleyebilmek adina nitelik 6lcenleri araciligi ile tiim durumlar
icin sonuglar Cizelge 4.1 ile verilmistir. Cizelgede nitelik 6l¢enleri ¢, B ve ¥ tiiriinden

verilmistir. 1ki destek yoneyi kullanmilan (i) durumu icin sonuclar 1. diisey sirada
verilmistir. Daha oncede belirtti§imiz gibi bu durum CYCUDG y6nteminin 6ziidiir.
(4.58) ile agik yapisi verilen esitlikten o,06, B; ve ¥; sayillarinin tiimii belirlendiginde
dizey tam olarak gosterilir. Ancak her bir sayil ile elde edilen yaklastirimin niteligini
gostermek amaciyla Cizelge 4.1°de timii verilmistir. g(q, g, y,,0,) de8erinin 1 olmasi

tam gosterilim nedeniyle beklenen durumdur.

(i1) durumunda (4.67)’de elde edildigi gibi yalnizca & ve 7y belirlemek gerekli iken, (iii)
durumunda @, B belirlemek gerekmektedir. (iv) durumu icin ise yukarida agik yapisi

verildigi lizere yalnizca @ belirlemek yeterlidir. Burada nitelik 6lgeni ile ilgili olarak,

Cizelge 4.1 : (4.70) dizeyi icin CYCOUDG nitelik 6lcen sonuclart

Durumlar | U—2x1 | U—22%x2 | U—>2x1 | U—>2x2
Nitelik Olgenleri | V—=2x1 |V —=2x1|V—=22x2|V—=2x2
9(ay) 0.9947 0.9949 0.9954 1.0000

9(oy.B1) 0.9949 - 1.0000 -

9(aup1) 0.9954 1.0000 - -

9(on.Bi.m) 0.9956 B B B
9(0.Br.11,00) 1.0000 - ) B

9oy py,y) degerinin (4.51) ile verilen tanim geregi go’e esit oldugunu vurgulamak
gerekmektedir. Cizelge 4.1°de nitelik dlgenini bu bicimde yazmamizin nedeni dizey

boyutunun diisiik olmas1 nedeniyle ayrintili inceleme yapilmasidir.

Boyutu biraz daha arttirip, 4 x 4 tiiriinde tam 0zdiizeyli asagidaki dizeyi ele alalim.

1 2 3 4
9 6 7 8

A= 9 10 11 12 (4.73)
23 14 15 26
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Bu dizey i¢in yalmzca (iv) durumu ile ilgileneceg8iz. (4.73) ile verilen dizeye 4 x
2 tiiriinde U ve V destek dizeyleri alarak CYCOUDG uygularsak, a;,B,¥, ve &>
belirlememiz gerekmektedir. Burada bir diger 6nemli nokta ise 2 6zyineleme adimi
uygulama gerekliliginden dolay1 baslangi¢ destek dizeylerine 6bekgil dik yeni dizeyler
belirlenmistir. CYCOUDG tikiz gosterilimi asagidaki gibidir.

vi

A=[U, Uz]l gi glz } ) (4.74)
V2

Cizelge 4.2°de (4.73) dizeyi icin yaklastirnm niteligi ile ilgili sonuglar verilmistir.

Cizelge 4.2 : (4.73) dizeyi icin CYCOUDG nitelik 6lcen sonuglari

q(al) q(ahﬁl) q(alvﬁlvl}’l) q(a17ﬁ17717a2)
0.9962 0.9972 0.9979 1.0000

Bir diger uygulama i¢in, asagida verilen 6 X 6 tiiriinde 0zdiizeyi 6 olan dizey ele alalim.

1 2 3 4 5 6
9 6 7 8 9 10
2 9 10 11 12 13
5 23 14 15 26 27 (4.75)
7 14 16 17 18 19

| 20 21 25 26 27 29

Baslangic destek dizeyleri 4 x 2 tiiriinde se¢ilmistir. Bu durumda dizeyi tam olarak
temsil edebilmek icin 3 dyineleme adimi gereklidir. Son 6zyinele adiminda sadece &

belirlenmektedir. (4.75) i¢in tikiz gosterilim,

vi
a v 0
A=[U U, U3]| B, ar v, \'4 (4.76)
0 B, a;
Vi

seklindedir ve sonuclar Cizelge 4.3 ile verilmistir. Bu cizelgede yaklastirim niteligi

Ozyineleme sayisina gore verilmis olup ayrintilandirilmamistir.

Cizelge 4.3 : (4.75) dizeyi icin CYCOUDG nitelik 6lgen sonuglart

q0 q1 q2
0.99521 0.99991 1.0000
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5. KATLIDIZEY VE KATLIYONEYLER

5.1 Kathdizeyler ve Kathyoneyler

Cokyonlii diziler, 68eleri, birden ¢ok sayida da olabilen, altsirasayilarla tanimlanan,
ogeler toplulugu olarak bilinir. Her bir altsirasay1 ayr1 bir yon tanimlar ve bu yonlerin
birbirine dik dogrularla betimlendigi diisiiniilir. Bu baglamda, siradan dogrucul
cebirin yoneyleri (vektorleri) “bir yonlii”, dizeyleri (matrisleri) ise “iki yonlii” dizilere
karsilik gelir. Dizeylerde doniisiim niteligi de vardir ve yataysiralar dizeyin tanim
uzayinda bir takim dogrultulara izdiisiim gerceklestiren 68elerdir. Bunlarin her
birinin tanimladi81 izdiisiim bileseni dizeyin diisey siralarinin nasil dogrucul birlestirim
olusturacagini essiz bicimde belirler. Bu dogrucul birlestirim ise doniisiim sonrast,
dizeyin deger uzayinda, bir dogrultu tanimlar. Bu durumda, dizey 6gelerinin birinci
altsirasayist deger uzayindaki dogrultu ile ilintilendirilebilirken, ikinci altsirasayi

tanim uzayindan doniisiimii saglayan 6ge olarak diisiiniilebilir.

Katlidizey, siradan dogrucul cebirdeki dizeyin kavramcil genisletimidir. Bdyle bir
dizeyin Ogelerindeki altsirasayilardan bir kesimi bir ¢okyonlii diziler tanim uzayiyla
ilintilendirilirken; kalan kesimi cokyonlii diziler deger uzayiyla ilintilendirilir. Bu
tanim, Demiralp ve BEBBYT toplulugunca giindeme getirilmis ve kullanima acilmigtir

[67,76,77,108-112].

Savin bu boliimiinde kathidizey ve katliyoneylerin kavramcil yapisi agik bir bicimde

verilecektir.

5.1.1 Kathdizeyler (Folded matrices)

Kathdizey aslinda diisey siralar1 ve yatay siralar1 katlanmig bir dizey olarak tanimla-

nabilir ve katlidizey asagidaki gibi verilir:

Y(j)eG
AGL;GR = [A(i);(J)]in))eGGf¢_>’ L= x--- le, R=Jix--- X]n, (51)
Burada, (i) ve (j) asagidaki sirali coklular1 gostermektedir.

D)= (i1yerim), m=1,23,.. ()= (1yerfn), n=12,3,... (5.2)
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Burada, sirali ¢oklulardaki iz, ve j, altsirasayilar olup, sirasiyla 1’den [;’ya ve 1’den
Jy’ye kadar tamsay1 de8erler almaktadir. [; ve Jy'ler her bir yonde kag¢ tane 6ge

(diigtim) oldugunu gostermektedir.

Yukarida (i) ve () ile verilen 6rgiileri G, ve Gg olarak agagidaki gibi tanimlayabiliriz:

GL=Zi x---x L] (5.3)

GREZZX---XZZ (5.4)

Burada, I > 0 tamsayisi Z;“ sonlu kiimesi lizerinde degerler almaktadir. Andiran
bicimde J > 0 tamsayisi Z}“ sonlu kiimesi iizerinde degerler almaktadir. Bu
orgiileri, kiimelerin ortak 6zellik yontemi ile gosterimini kullanarak asagidaki gibi

tanimlayabiliriz.

GLE{(il,...,im)\iPEZ;rp,pEZ;} (5.5)

Gr = { (jtsw i)l ip € 2 p € 2 } (5.6)

G ve Gpg sirastyla m ve n 68eli kiimelerdir. Burada m ve n aym1 zamanda G ve Gg’nin
bulundugu Kartezyen uzayin boyutunu da gostermektedir. Ayni zamanda bu sayilar
dogrusal cebirdeki dizeylerin diisey ve yatay sira yoniindeki katlayis diizeylerini de
gostermektedir. Dizey 6zelliklerinden yararlanmak amaciyla gosterilim olarak yukarda

verilen Gy, ve G tanimlamalarim kullanmay1 yegliyoruz.

5.1.2 Kathyoneyler (Folded vectors)

Siradan dogrucul cebirde yoneyin, dizeylerin diiseysira 68esi oldugu diisiincesi ile
katliyoney tanimi yapilacak olursa, bir katliyoney kathdizeyde n = 0 oldugu durum
olarak verilebilir. Katliyoneylerin genel yapist a(;), olarak verilir. Burada (i), G,
orgiisline aittir ve t = I} X --- X I, dir. Daha 6nce de sOziinii ett§imiz gibi kisa
gosterilim olarak ag,., t = ) x --- x I, kullanacagiz. Burada m orgii boyutunu
nitelendirmekte olup, 6zel olarak m = 1 alindiginda dogrucul cebirin yoneylerini verir.

Bu baglamda katliyoney tanima,

ag,; = [a(i);}v(i)eG,U P=0 X X (.7

olarak verilir. Burada m katliyoneyin kathilik diizeyidir.
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5.1.3 Kathdizeylerde ve kathyoneylerde devriklik

Yukarda verilen tanimlamalar altinda bir katliyoneyin devrigi asagidaki gibi verilir.

agi; =ag,, t=L x---x1I, (5.8)

T _ _
G, = [a;(i)}v(i)eG,ﬁ’ P=1xe Xy (5.9)

Kathdizeyin devrigi ise,
AgzléGtz = AGQ;GI]’ nh=hx Xy, h=J1 X XJy (5.10)

. V(i) eGy, — . .
Agzl;Gtz = [A(j);(i)]V(j)Gthzi , W= x---x1L,, h=J1 xX---xJy (5.11)

olarak verilir. Siradan cebirdeki dizeylerin devrik tanimi burada da andiran yapida
Oziinii gostermektedir. Devrigi alinan bir kathidizeyin sag ve sol orgiilerinin yer

degistirdigi goriinmektedir.

5.1.4 Kathdizeylerin carpimm

Kathdizeylerin en 6nemli 6zelligi, yapilart nedeniyle dizey cebri Ozelliklerini ¢ok
yonlil dizilere aktararak ¢ok yonlii diziler ile dizeyler arasinda andirim kurmasidir. Bu
andirim ¢ok yonlii dizilerin ikili altsirasay1 topluluguna ayrilmasi ile kurulmaktadir.

Bu ikili aynigtinnm 0©zelligine dayanarak iki kathidizeyin carpimi asafidaki gibi

tanimlanmaktadir.
Copay = Aarap Py
L=1 x---x1I, R=Jy X - xJy, M=K x-xK, (5.12)
Bu ¢arpimun acik yapist,
Cor) = X AwwBuryy () €GL () €Cr (5.13)
(k)eGm

ile verilir. Burada dizey cebirinde oldugu gibi carpimin gerceklestirilebilmesi icin 1.
carpanin sag oOrgiisii ile 2. ¢arpanin sol orgiisiiniin Ortiismesi gerektigi goriinmektedir.
Kathdizeylerin c¢arpim tanimindan yola c¢ikarak bir kathdizey ile katliydneyin

carpimini da giindeme getirmek olanaklidir. Bu baglamda kathdizey ve katliyoney

carpimi asagidaki gibi verilir.

€G;: = AG, .Gy, L=Lx---xXIl,, R=Jyx---xJ, (5.14)
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ci.= ), Apibyy () EGL (5.15)

5.1.5 Kathdizeylerde i¢ carpim, boy ve iz

Iki kathidizey arasinda i¢ carpim asagidaki gibi tanimlanr.

(AGLGR,BGLGR Z A i;j7 LEIIX---XIm, R=J x---xJ, (516)
()ig?e

Burada i¢ carpimin gerceklestirilebilmesi i¢in i¢ carpima giren kathdizeylerin ayni

tiirden olmas1 gerekmektedir.

I¢ carpim araciligiyla boy tanimi dizey cebrinde oldugu gibi katlidizeylerde de 6ziinii

gostermektedir. Bu baglamda bir katlidizeyin boyu,
1
HAGL;GR” E(AGL;GRaAGL;GR)Za LEII X---le, REJ1 X---XJn (517)
olarak verilir. Iz tanim ise su bicimdedir:

Tr(Acuc,) = Y, Ap L=0 x--XI,, R=J;x---xJ, (5.18)
(i)eGL
Burada sag ve sol orgiilerin aym1 oldugu durum i¢in tanim verilmigtir. Sag ve sol

orgiilerin degisik oldugu durumlarda da iz tanim1 yapmak olanaklidir. I¢ ¢arpim tanim

1z tanimu aracilifiyla da tanimlanabilir.

(AGL;GR7BGL§GR) = Tr(AgL;GRBGUGR)

Tr (BEIJGRAGL;GR)

L=Lx---xIl,, R=J1x---xJ, (5.19)

Bu tanim aracilifiyla boy dordiil tanimi1 da asagidaki gibi verilir.

2
— T
HAG(Lm) G( ) = Tr (AGE,");GE:)AGEJm);GgL))
L=LXx---xIl,, R=J1xX---xJ, (5.20)
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5.1.6 Kathdizeylerde dis carpim
Iki katliyoney arasinda e simgesi kullanilarak dis carpim tanimi giindeme getirilebilir.
Iki katliyoneyin dis carpimu,

Cth;Gzzzath;.bGtz;’ n=hx--xXly b=JxX---xXJy (521)

Civ) = a@:biy. () €Gy, (J) €G, (5.22)
olarak verilir.

Ic carpim islemi iki kathdizeyden bir sayil iireterek yon sayisini diisiiriirken, dis
carpim islemi yon sayisim arttirmaktadir.  iki kathyoneyin dis garpimi yukarda
da goriildiigli gibi bir kathdizey tiretmektedir. Dig carpim iki katliyoney veya bir
kathyoney ile kathdizey arasinda da andiran yolla tanimlanabilir. Burada yalnizca
bu tamimlamalar1 vermekle yetinecegiz. Dizey cebrindeki andiran tiim Ozellikler

katlidizeylere aktarilabilir.
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6. COKDEGISKENLILiIGI YUKSELTILMIS CARPIMLAR
UCKOSEGENCIL KATLIDIZEY GOSTERILIMI (CYCUKG)

6.1 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Kathdizey Gosteri-
limi (CYCUKG)

Bu savda kathdizey kullanim amacimizin siradan dizey cebirinin 6zelliklerinden
yararlanmak ve ikili ayrigtirim yapisini giindeme getirmek oldugunu onceden de
belirtmistik. Bu amacla bu boéliimde kathidizeyler i¢in gelistirdigimiz ayristirim

yontemi olan CYCUKG’den sozedecegiz [108—112].

Kathdizey kavraminmi burada yeniden giindeme getirelim ve oncelikle bir kathdizeyin

Ozelsiz (genel) 6gesinin Aj, iy . iv:ji.jarejn Olarak verildigini animsayalim. Burada

noktali virgiil ile ayrilan altsirasay1 topluluklari kathdizeyin, sirasiyla, yatay ve diisey
altsirasayilarini icermekte olup her bir toplulukta, virgiiller ile birbirlerinden ayrilan
altsirasayilar, yatayda ya da diiseydeki yonleri betimlemektedir. Her bir altsirasayinin
tanim bolgesi Obiir altsirasayilardan bagimsiz olarak ongoriilmektedir. Bunun anlamu,
altsirasay1 ¢coklularinin (ing: tuple) dikdortgencil bir askingokyiizlii (ing: hyperprism)
icinde ve ¢evre yiizeylerinde yerlesik diigiim konumlarina (ing: nodal points) karsilik

(m,n)

geldigidir. Kathidizey simgeleyisi ise, bicem olarak, A yapisinda olup siradan
ayiraclar arasindaki ustsirasayilar, sirasiyla, yataydaki ve diiseydeki, yon sayisimi
simgelemektedirler. Bagka bir deyisle, m ve n, swrasiyla, yatay ve diiseydeki

kathilastirim diizeylerini simgelemektedirler.

Burada, dizey gosteriliminin kolaylig1 nedeniyle, katlidizeyleri orgiiler (ing: grid) ile

simgeleyeceBiz. A is....imij1.jn,....jn OZ€SINI Orgii lizerinde altsirasayilarla betimlenen
konumda yerlesik olarak diisiinecek olursak, Ag,.c, simgeleyisini de kullanabiliriz.
Bu simgeleyiste, altsimgeli G ile bir dikdortgencil askingokyiizlii anlatilmak
istenmektedir. BOyle bir Orgiiniin essiz olarak verilebilisi i¢in her yondeki konum
sayis1 soldan saga carpan olarak kullanilip aralara x simgesinin yerlestirimi ile essiz

olarak simgelenisi olanaklidir. Sozgelimi, 2 X 3 x 6 ile simgelenen bir orgii ii¢
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boyutludur ve birinci, ikinci, ve de, liclincli dogrultularda, sirasiyla, 2, 3, 6 konum
bulunmaktadir. Essizlik i¢in yon siralaniminin da essiz olusu gerekir. Bu amacla
altsirasayilarin soldan saga dizilisinin yonlerde de soldan saga es dizilimin var olacagi
anlamina gelecegini belirtmekte yarar bulunmaktadir. Ozelsizde (genelde) i simgesini
yatay yOnlere, j simgesiniyse diisey yOnlere karsilik gelen altsirasayilar gostermek
icin kullanaca8iz. Bu baglamda, iy, k. yatay yondeki konumu betimleyen altsirasayiy1

gosterirken; js, £. diisey yondeki konumu betimleyen altsirasayiy1 gosterecektir.

Bu cercgevede, iy, ..., 1, simgeler toplulugu, m boyutlu bir 6rgiide, bir ¢coklu olarak bir
diigiim noktas1 gosterecektir. Inceleyislerimizde, i; altsirasayisinin 1°den baslayip I
sonlu tamsayisina dek birer artarak dizilen tamsayilardan deger alacagi dngoriilecektir.
Bu ise, k. yatay yonde [; sayida diigiim konumu oldugu anlamina gelecektir. Andiran
durum j, icin de gecerli kalacak ama [; yerine J; kullanilacaktir. Bu durumda, G =

Iy x - x 1, ve Gg =J; X --- x J, orgii tanimlar1 da yapilabilecektir.

Bu bicimde yazim ile, kathidizeyin doniisiimciil niteli§ini de yansitabiliriz. Burada,
Gr ile simgelenen n boyutlu sag orgii, katlidizeyin tanim uzayinda konuslandirima,
Gy ile simgelenen m boyutlu sol orgii ise doniisiimiin yansitildig1 deger uzayinda
konuslandinma karsilik gelecektir. Bu tamimlayislar altinda Ag, .G, kathdizeyinin

CYCG acilimini diistinecek olursak asagidaki gibi bir ayristirim elde ederiz [108—112].
1 )T 1,2
AGL;GR = aOUGquR; + a(GL);V?;R; + UGL;a(Giz; + A(GL7§éR ©.1)

Burada dizey ayristirrminda iki yon i¢in kullandigimiz destek yoneyleri yerine,
artik, yatayda ve diiseyde destek katliyoneyleri devreye girmektedir. Bu destek
kathiyoneylerinin CYCG kosullarini saglayis1 gerekir. Bu amacla, destek katliyoneyleri

tizerinde birimboyluluk kosulu asagidaki gibi verilmelidir.

G0 = Y, ujy=1 (6.2)
{iteGL

GeiVom = Y, viy=1 (6.3)
{i}eGr

Kathdizeylerin CYCG ayristirrmindaki bilesenlerini belirleyebilmek amaci i¢in sifir-
lanis kosullart burada da verilmistir. Bu sifirlanis kosullart iki tiirdiir. Sayil diizeyde

sifirlanig kogullar::

UL,ah) =0 (6.4)
a? Vg, =0 (6.5)
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(1)

olarak verilir. Buradan ag; . katliyoneyinin Ug,; katliyoneyine dikgen oldugunu ve
aglz; katliyoneyinin de Vg,. kathyoneyine dikgen oldugu ve sirasiyla G;, ve Gy, orgiileri

tizerinde tamimlandigini sdyleyebiliriz.

Katlidizeyin orgii diizeyinde sifirlanim kogullart:

2
UL ALY =0, (6.6)
AL Vi, =06, (6.7)

olarak verilir. Birimboyluluk ve sifirlamig kosullart altinda ag de8ismez bilesenini

belirlemek i¢in (6.1) denklemini sagdan Vg,. ile, soldan UgL; ile carparsak,

1 )T 12
UL, AGL6: Ve = a0+ U5 al) +al2) Vg, + UL AL Vg, (6.8)

R

elde edilir. Bu denklemin sag yanindaki ag digindaki tiim bilesenler, sifirlanig kosullar

nedeniyle, diiser. Bu durumda ag i¢in
ao = U, .A6,:6x Var: (6.9)

esitligi elde edilir.

agL); bilesenini elde etmek i¢gin ise (6.1) esitligini sagdanVg,. ile carparsak,

AGL;GRVGR; = aOUGL; + 382; (6.10)

(1)

elde edilir. Buradan ag, . bilesenini yalniz birakirsak,

agL); = AGL;GRVGR; — a()UGL; (6. 11)

(1)

esitligi tretilir. Bu esitlikte ag i¢in yukarida elde edilen anlatim yazildiginda ag, .

bileseni asagidaki gibi bulunur.

1
al). = (16,6, — Uc,:U%,.) Ag,:6, Vo (6.12)

agL); ‘nin yapisina baktigimizda, UGL;U(T;L; biciminde, boyu bir olan bir dig ¢carpim

gozlemlenir. Bu dis carpim bir izdiigsiim kathdizeyidir. Bu izdiisim kathdizeyi
Ug, . nin orttiigii eksene izdiigiiriir. (IGL;GL — UGL;UZ;L; ) ise Ug, . nin tiimleyeni olan
dikgen bolgeye yani Ug, . kathiyoneyine dik olan katliyoneylerin olugturdugu uzaya
izdiigliriir.  Bu inceleyisler altinda agL); terimi Ug,. destek kathiyoneyinin ag katini,

Ag, .G, kathidizeyinin Vg, katliyoneyi tizerindeki etkisinden ¢ikararak elde ederiz.
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Andiran usbilimle (mantikla), agz

. terimini elde etmek i¢in (6.1) esitligini soldan UZ;L;
ile carptigimizda,
n T
UL, AG,:6, = ao Vi, +a%). (6.13)

(2)

elde edilir. Buradan a; yi yalniz birakirsak,

2
a(GIZ§ - AgLQGRUGL; —ao VG (6.14)

esitligi ortaya ¢ikar. Andiran bigimde, esitligi daha tikiz bir yapida yazabilmek icin
yukaridaki esitlikte ag bileseninin yukarida belirlenen degeri onun yerine yerlestirilir-
se,

aG). = (6x0x — Vor Vo) Ab,i6,Uc: (6.15)
elde edilir.

(1) (2)

Burada, yukarida, ag,. icin verilen yorumlar, andiran bigimde, ag.. i¢in diisiiniildii-

giinde; agz . bilesenini belirlerken V¢, destek katliyoneyinin ag katini A(T;L;GR altinda

Ug, . katliyoneyinin goriintiisiinden cikarilarak belirlendigini gozlemliyoruz. AgL’;%R

bileseni ise,

T
Agﬁg;R — Ag,.Gx —a0Ug, V5. — a(GlL);VZR; — UGL;agg; (6.16)

biceminde elde edilir. Bu yap1 daha tikiz olarak,

1,2
AE;L;();R = (IGL;GL - UGL;UgL;) AGL:Gr (IGR;GR - VGR§V2L;) (6.17)

ile verilir. Bu esitlik incelendiginde, AgL’.ZC);R’nin, destek katliyoneylerini sifir uzayina

alacak bicimde, belirlendigi goriilir. Onceden de soziinii ettiimz gibi, kalan

bilesen olan AgL’;zéR’deki bilginin ¢ikarimi amaciyla her adimda elde edilen kalan

terime yeniden CYCG uygulayarak bir ayristirm yapisi ortaya ¢ikmaktadir. Bu
yiizden A(G}LzéR yapisindan, erek katlidizeyimizin 6zdiizeyinin her adimda bir diistiigi
cikarimini yapabilmekteyiz.

Ozyineli yapiy1 elde edebilmek amaciyla burada yeni destek islevleri tanimlama

durumu sézkonusu olup, yeni Ug,. ve Vg, destek katliyoneylerini a(GlL). ve a(Gzlz.

iizerinden iiretece8iz. Bu yilizden, a(GlL); ve a(Gzlz; katliyoneylerini destek katliyoneyi

iiretecleri olarak diisiinebiliriz.

Baglangi¢c adimi icin destek katliyoneyleri bizce yonteme verilmektedir. Bu destek
katliyoneylerini
1
Ul =ug, (6.18)
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VI = Vg, (6.19)

o =
olarak diisiinebiliriz. Bu destek katliyoneylerine dikgen olacak bigcimde yeni destek

(1) (2)

katliy6neyleri, a;’. ve a; "nin boylart yardim ile agagidaki gibi belirlenir.

2 G
Ug), = ——2g, (6.20)
lag,:|
2 I e
Vo = —5 % (6.21)
lag.

(1) (2)

Yazim kolayligi agisindan, ag;'. ve ag 'nin boylarmi asagidaki gibi yeniden

adlandirabiliriz.
B =ay)| (6.22)
2
PV = a8 (6.23)
Yukaridakilere ek olarak
2
all) = aop, AGL;GR(O) = AG,.Ggs AGL;GR(l) = A(GIL’;éR (6.24)

tanimlayiglar1 da giindeme getirilirse

T T
Ac ¥ = aVUg, VY + B, AV, (6.25)

T
+ y(l)UGL?(l)VgIZ; + A(GIL)§GR

iligkisi yazilabilir. Burada erek katlhidizeyle kalan kathidizeyin tiirdesligi simgecil
olarak vurgulanmakta, salt iistsirasayida degisiklikle ayirdedis saglanmaktadir.

n

0 yerine AGL;GR icin UGL;(z) ve V(Gz,z; destek katliyoneyleri tiirlinden

(25)in AL
esdegeri yazilmak istenirse (25)’te istsirasayilari, yeni biiyiikliikler yukaridaki

inceleyislerle tutarli kalmak kosuluyla, bir yiikseltmek yeterlidir. Bu durumda yeni

tistsirasayili biiyiikliikler dogacak ve bu kez de A(G}L);GR yerine A(GzL);GR icin Ug,. (3)

ve V(Gzlz; destek katliyoneyleri tiiriinden esdeger giindeme getirilecektir. Bu bi¢imde,
ilerleyerek A(G]2§GR icin 6zyineli yap1 asagidaki bicemde elde edilir.

. . . T . ) NT
Ag g = a(1+1)UGL;(J+1)V(J+1) +ﬁ(’+1)UGL;(]+2)V(]H) (6.26)

Gg; Gg;
. ) T .
+ 7<j+1)UGL;(j+1)Vg;2) +A8;_é2€
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bu 6zyineleyisteki biiytikliikler,

i) = gAY U

R | A s P

P = H (IGR;GR = V(ngl)Vg:l)T) A(GjZ:GRTU(GjZI)

v = [ﬁ (IGL;GL - Ugj;l)Ugi])T) Adlo Ve

Vg:;@ = ﬁ (IGR;GR - V(G]: I)Vg;::l)T) AgZ;GRTUg:l) (6.27)

tanimlayiglariyla verilir.

Burada amag, 6zyineleyis ile her adimda 6nceki destek katliyoneylerine dikgen destek

kathyt')neyleri bularak her adlmda Ozdiizeyi bir diisiirmeye calismak ve kalan bilesen

(+

olan yeni A G, (Yani A ) bilesenini sifirlamaktir. Bu bicimde, en son 6zyineli

yapida salt d1§garp1mlardan olugan bir yap1 elde edilmektedir.

T
AGGe = Z a;U J+1 GJ]:I i Z B:Ug J+2 (G],:l)
{i}eGr {iteGL
T
+ Z f}/l (]+1)Vg;;2)
{iteGL

T

ﬁGL;GLZGL;GRVGR;GR ) (628)

= |G| ve n = |Gpg| sirasiyla sol ve sag orgiiler tizerindeki konum (6ge) sayis1 olmak

iizere, carpanlarin acik yapisi asagidaki gibi verilir.

Usc, = |Ug,), - UG | (6.29)
Vouen = | Vo -~ Ve (6.30)
[ay 7 O 0 0 0]
Bi v P 0 O 0
) y . .
A I (6.31)
: : e Y1 O 0
0 0 Bn-1 Cm Ym 0

Ustii ¢izgili U ve V biiyiikliikleri, destek katliyoneyleri iizerinde olusturulan dondiiriim

kathdizeylerinin yatayda katsizlastirimina karsilik gelmektedir. Boylesine yar1 katsiz-
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lastiriml bir gosterilim kullantminin nedeni son bagintidaki tickdsegencil dikdortgen

dizey kullanimina olanak saglayabilmek i¢indir.

6.2 CYCUKG Uzisi

Bu bsliimde CYCUKG yontemine ait uzisi (ing: algorithm) verilmistir.

Algorithm 1 CYCUKG Uzisi

1 Aynistirima girecek ¢okyonlii dizi A; j,...;, belirlenir.
2 Bagslangi¢c adimlar

2.1 Sol (Gr) ve sag(Gr) orgiiler belirlenir. (Tiir ayristirumi)

2.2 Amag katlidizeyi Ag,.Gp AE?L);GR olarak, yani baslangic amac katlidizeyi
olarak atanir.

2.3 Bagslangi¢ destek katliyoneyleri ug,. vevg,. tir ayristirmmina gore amag

(1) (1)

katlidizeyinden iiretilir ve bu destek katliybneyleriu'. ve v, . olarak atanr.
L> R>
3 for i=1:odzyineleme sayist

3.1 Dus carpumlardan gelen katkilari belirleyen @, 3 ve y sayillart belirlenir
3.2 Yaklastirum nitelik olceni oy belirlenir.

3.3 AE; Zc);R belirlenir.

L,
L

3.4 ASL’;Z();R stfir ise dongiiden ¢cikilir, degilse A(G}L";Z();R

bir sonraki dongii icin amag
katlidizeyi Ag)L;GR olarak atanir.

3.5 Baslangi¢ destek katlryoneylerine dik, bir sonraki dongii icin ugr,l) ve Vg:.l)
destek katliyoneyleri belirlenir ve atama yapilir

4 Istenilen dzyineleme adimda yaklastirim katlidizeyi elde edilebilir.
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7. CYCUKG UYGULAMALARI

Bu boliimde ¢okyonlii dizi ayristirimi icin gelistirdigimiz Cokdegiskenliligi Yiik-
seltilmis Carpimlar Uckosegencil Kathidizey Gosterilimi yontemine iliskin genis
capli uygulamalara yer verilmigtir [108-113]. Bu uygulamalarin temelde yontemin
dogasindan gelen esneklikler (destek secimi ve tiir ayrigtirimu) ile ilgili inceleyigler
ve yontemin uygulama alanlarimi gosteren gercek veri kiimeleri iizerinde inceleyisler

olmak iizere 2 kesimden olustugu sdylenebilir.

Yontem sinayislarini gergeklestirebilmek icin MATLab R2015a (2,7 GHz Intel Core 15
islemcili bilgisayarda) ve R2016a (3,4 GHz Intel Core 17-2600 islemcili bilgisayarda)
sirimleri kullanilarak betik yazilmistir. Bu betiklerde 32 basamak duyarlilikta

belirleyisler gerceklestirilmisgtir.

Uygulamalarda, yontemin etkinligini belirleyebilmek amacli bazi olcenler kul-
lanilmistir. Bu 6lcenlere iligkin bilgilendirimler giris kesiminde verilmistir. Yontemin
esnekliklerinden biri olan degisik destek kullanimi ile ilgili inceleyisler 6.2
boliimiinde, bir diger esneklik olan tiir ayrigtirim1 durumular ise 6.3 bdoliimiinde
incelenmigtir.  YOntemin uygulama alanlarindan biri olan canlandirim verilerine
uygulayiglar gerceklestirilmis olup bu gercek veri kiimeleri ile ilgili ayrintili
inceleyislere 6.4 kesiminde yer verilmistir. 6.5 bolimii ise bir diger gercek veri
kiimesi olan agkinizgecil veriler lizerinde yontemin uygulayislarint icermektedir. Bu
kesime kadar CYCUKG yontemi, 3-boyutlu veriler iizerinde smanmis olup daha
yiiksek verilerde de etkinligini gormek/gostermek amaci ile 6.6 kesiminde 4-boyutlu
veriler izerinde uygulayislar gerceklestirilmistir. Veri boyutu arttik¢a, verinin ¢ok yer
kaplamasi giliniimiizde c¢oziilmesi gereken bir sorun olarak ortaya ¢ikmig olup veri
sikigtirma yontemleri arayisina neden olmustur. Yontemimizin, yapisi nedeniyle bu
tiir sorunlarda bir ¢oziim olarak sunulabilecegini gdstermek amaci ile 6.7 boliimiinde

yontemin sikigtirma oram iizerinde durulmustur. Ayrica yontemi dier yontemlerle
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karsilagtirabilmek ve yontemi biitiiniiyle ortaya koymak amaci ile 6.8 boliimiinde

bilgisayim (hesaplama) karmasiklig1 verilerek uygulamalar sonlandirilmisgtir.

7.1 Uygulamalara Giris

Biitiin uzbilimcil yontemlerde oldugu gibi CYCUKG yonteminin de islerligini ve
etkinligini 6lcmemiz gerekmektedir. Bu 6lciim CYCUKG yontemi igin iki yolla
yapilabilmektedir. Bu 0Olcenlerden ilki yontemin yapisindan tiireyen Yaklagtirim
Niteligi olarak adlandirdigimiz ¢ 6l¢enidir. ¢’nin nasil belirlendigini gosterebilmek
amaci ile CYCUKG esitligini yeniden ele alalim.

Ng, ng iy
0T 0T e+ T
Ace =Y, oV, OVE) " +Y UG, HIVE) " + Y U, OVEEDT (1)

Bu esitligin her iki yanmnin, katliyoneylerin diklik ve birim boyluluk kogsullar:

gozetilerek Frobenius boy dordiiliinii alirsak,

2 < 2 & 2 &
1A eell’= Y o7+ Y B+ Y 7% (7.2)
(=N+1 (=N+1 (=N+1

elde edilir. Bu esitlik bize yaklastirim niteliginin discarpimlardan gelen katkilar
gosteren o, B ve Y katsayilari ile belirlendigini gostermektedir. (7.2) esitligin her iki
yanim ||A[|?’ye bolersek,

n 2 | B 2y a0
|- Zvn G+ ey B By %

2
1AGL:Gell

(7.3)

yazilabilir. Bu esitlik bize en biiylik 6zyineleme sayisinda yaklastirm niteliginin 1
olacagim gostermektedir. En biiyiik 6zyineleme sayisi, katlidizeyin sol ve sag orgii

boylarindan en kiigiigiine esittir. Herhangi bir k. 6zyineleme adim i¢in ise yaklagtirrm

niteligi,
k 21 R2 A2
o+ B+
=) S (74)
LA
olarak verilir. Buradan o} degerlerinin azalmayan bir dizi olusturdugunu
sOyleyebiliriz.

Bu savda kullanilan bir diger yaklastirrm Olceni ise bilimsel yazinda goriintii ve
sinyal igsleme alaninda sikc¢a kullanilan Peak Signal to Noise Ratio (PSNR)’dir [80].
PSNR tanimi, yanilgt dordiilleri toplaminin ortalamasi olan MSE (mean squared error)

araciligiyla verilmektedir.

R2
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Burada R, goriintii ve sinyal isleme sorunlarinda bir goriintiiniin en biiyiik olas1 piksel
degerini gostermektedir. Yani bir piksel 8 bit degerinde ise ise R = 2% — 1 =255 olarak

belirlenmektedir.

PSNR o6l¢enini yontemimiz agisindan herhangi bir veri tiirii i¢in yeniden tanimlamak

istersek asagidaki gibi yazabiliriz.

mMax G, Gz) <7Ci2,j;k>

1

MSE = = [[Aca - A (1.6

e s . PNV TFEMPR ;
Burada p1 ve v sirasiyla Gy, ve Gg orgiilerindeki 6ge sayilarini, Ag,.g, ve Ag " ise

sirastyla asil katlidizeyi ve yaklastiran kathidizeyi gostermektedir.

< v varsaymm altinda N Ozyineleme adiminda kesme yapilmis CYCUKG

yaklastirani icin asagidaki esitligi yazabiliriz.

Ny nﬁ
i o’
AGLiGr — E%;R -5 , ; lagUGL;(E)V(Gi; +£ ; lﬁEUGL;(”l)V(GI)Q;
=N+ =N+
'l O+ T
¢=N+1

Bu esitlik bize amag katlidizeyi ile yaklastiran arasindaki farkin, belirlenmemis a, 8
ve Y katsayilarindan gelecek katkilar kadar oldugunu gosterir. Bu ise, bu farkin boy

dordiiliiniin asagidaki gibi belirlenebilecegini gosterir.

No nﬁ ny
|AGc, —ALERP= Y o2+ Y B+ Y 7 (7.8)
(=N-+1 (=N-+1 {=N-+1

Bu inceleyisler altinda MSE bagintist

mn -\ ;N1 (=N+1 (=N+1

o g n
MSE:i( Y o+ Y B+ Zy y,f) (7.9)

olarak yeniden yazilabilir. Bu esitlik ise N arttikca MSE degerinin sifira yaklastiZini

gostermektedir.

7.2 Yapay Veri Uzerinde Degisik Destek Kullanim Inceleyisleri

Bu alt bolimde CYCUKG yonteminin esnekliklerinden biri olan baglangic destek

katliyoneylerinin nasil belirlenecegi sorusu ile ilgilenilmigtirBu amacgla degisik
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destek katliyoneyi secimi giindeme getirilmistir YBBG tabanli yontemlerde destek
kullanim1 ilk kez Demiralp ve toplulugunca ortaya konmus olup, ayristirrm
yapilacak 6genin yapisina gore ayni usbilimle iiretilmis tanimlamalar verilmistir[ref].
Bu tanimlamalardan ilki siirekli islevlerin ayristirimi ve yaklastirimi sorunlarinda

kullanilmis olup, destek islevi asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

Fif(X1,...,xn)

si(x) = (7.10)
W = 1G]
by bi_1
I = Wi (xq)dxy - Wi (xi—1)dxi—
ap ai—1
bit1 by
X Wi+1(xi+1)dxi+1'“/ W (xn)dxy
ait1 aN
(7.11)

Bu destek islevi esitligi incelendiginde, yaklastirim yapilacak islev iizerinde, o
yon disinda ortalama alinip, olaganlastirilmasi (normalize edilmesi) ile belirlendigi

goriilmektedir. Bu tamim ayrik yapilarda,

ny nj_1nj41 nn
IR I U R
sl(jf): A N - (7.12)
ni nj—1nj+1 ny
YL E o Y Zhes,
i1=1 ij—l ij+1 iy=1

olarak ortaya cikmaktadir. Tanimdan yola c¢ikarak destek katliyoneyleri andiran
diisiince ile, hangi yon/yonlerde a¢ilim gergeklesecek ise o yon/yonler diglanarak kalan

yon/yonler lizerinde ortalama alinacak bigcimde asagidaki gibi belirlenmistir.

ZG XGL'GR
U, = ZGr 201 (7.13)
- it
ZG XGL'GR
VGp = ———= (7.14)
N IGLl|

Destek katliyoneyleri, birimboyluluk kosulunu saglamalar1 i¢in, boylarina béliinerek

birimboylulastirilir.

Bu diisiince ile ortaya ¢ikarilan destekler Olaganlastirilmis Yonlii Ortalamal Destek
(ing: Normalized Directional Average Support(NDAS)) olarak tanimlanir. Bundan

sonraki anlatimlarda yazim kolaylig1 acisindan kisaca OYOD olarak adlandirilacaktir.

Bir diger 6zelsiz destek kullanimi ise tiim Ogelerinin es olarak belirlendigi durum
olup, Olaganlastirlmis Es Ogeli Destek(ing: Normalized Equal Element
Support(NEES)) adlandirilir ve kisaca OEOQOD olarak yazilacaktir.
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OYOD ve OEOD kavramm daha iyi gormek amaci ile asagidaki X333

3-yonliidizisini ele alalim:

1 2 3 10 11 12 19 20 21
X(,u)=|4 56 |X(u2)=]13 14 15 |X(;,13)=|22 23 24
7809 16 17 18 25 26 27
(7.15)
Burada, OEOD
[ L[
Ug.==|1 1 1] Vgu.=—— (7.16)
31111 V3|
ve OYOD
| 10 11 12 . 5
Ug,. = 13 14 15| Vgu=-——| 14 (7.17)
VI8 16 17 18 V730 | 23

olarak elde edilir.

OEOD ve OYOD desteklerinin etkinligi, sol ve sag destek katliyoneylerine agirliklar
etki ettirilerek arttirilabilir. Bu agirliklar sol ve sag destek katliyoneyleri i¢in asagidaki
gibi belirlenir.

W, = AGL;GRA(T?L;GR Wk = A(T?L;GRAGL;GR (7.18)

Bu agirliklar altinda yeni destek katliyoneyleri asagidaki gibi belirlenir:

UGL; < WLUGL;
VGR; — WRVGR; (7.19)

Yukaridaki yeni destek tamimindan, agirliklarin OEOD iizerine etki ettirilmesi sonucu
elde edilen yeni destekler Birinci Dereceden Agirhkh Olaganlastirilmus Es Ogeli
Destek (BDAOEOD), agirliklarin OYOD iizerine etki ettirilmesi sonucunda elde
edilen yeni destekler ise Birinci Dereceden Agirhkh Olaganlastirilmis Yonlii
Ortalamali Destek (BDAOYOD) olarak tanimlanir. Burada dereceyi belirleyen ise,
WFKdir. Bu calismada sadece k = 1 durumu icin inceleyisler yapilmistir. Bunun nedeni
ise daha yiiksek dereceden agirliklandirimlarin, 6zellikle amag kathidizeyinin boyutu

cok biiyiikse, islem ederini arttirmasidir.

Burada yukarida tanimlanan 4 degisik destek katliyoneyinin etkinligini gostermek
amaci ile [0,1] araliginda 3 x 4 x 5 tiiriinde seckisiz (ing: random) olarak iiretilen

3-yonlii veri ele alinarak CYCUDG uygulanmistir. Bu veri i¢in G ve Gg orgiileri
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strastyla 3 x 4 ve 5 tiiriindedir. Bu tiir ayristirimina gore uygulayislarda elde edilen
cekirdek dizeyi boyutu 12 x 5 olup yatay dikdortgencil bir dizeydir. Bu durumda
sonuglarda kosegen iizerinde 5 tane o, 5 tane B ve 4 tane y degeri bulunmasi
gerekmektedir. Bu gereklilik, sonug c¢izelgelerinde goriilmektedir. Son adimda

belirlenen B oldukga kiigiik bir say1 olarak elde edilmektedir.

Sonug cizelgeleri, 6zyineleme adim sayisina (ing: recursion step number) bagli olarak
o, B, v degerlerini, yaklagtirim niteligini (o), Asamali Dordiil Kosegence Baskinlik
(ADKB, ing: Stepwise Square Diagonal Dominancy (SSDD)) ve Birikimli Dordiil
Kosegence Baskinlik (BDKB, ing: Cumulative Square Diagonal Dominancy (CSDD))
degerlerine gore diizenlenmistir. Burada Asamali Dordiill Késegence Baskinlik her
adimda o dordiillerinin o,  ve 7y dordiilleri toplamina orani geklinde, Birikimli
Kesimcil Dordiil Kosegence Baskinlik ise birikimli olarak gelinen adima kadar o

dordiilleri toplaminin ¢, B ve y dordiilleri toplamina orani olarak belirlenir.

Yukaridaki inceleyisler baglaminda baslangic destek katliyéneyinin OEOD olarak
secilip CYCUKG uygulanmasi ile elde edilen sonuglar asagidaki Cizelge 7.1 ile
verilmigtir. Her bir yatay sira o 6zyineleme adimina karsilik gelen ¢ekirdek dizeydeki
o, B ve 7y degerlerinin yanisira o, ADKB ve BDKB degerlerini icermektedir.

Ozyineleme sayisimi gostermek amaci ile gizelgelerde kisaca OS kullanilmustr.

Cizelge 7.1 : OEOD tabanli CYCUKG i¢in «, 8, ¥, 6, ADKB ve BDKB degerleri

0S o B Y ooep ADKB BDKB

1 42352 09808 0.6122 0.8203 0.9306 0.9306
2 -0.0582 0.7036 0.3431 0.8465 0.0055 0,9019
3 -0.3219 0.6274 0.2685 0.8707 0.1820 0,8819
4 0.1761 1.4541 0.2762 0.9653 0.0140 0,7969
5 04591 0.7773 — 1.0000 0.2594 0,7782

Andiran diisiince ile, sirasiyla OYOD, BDAOEOD, BDAOYOD kullanilarak elde
edilen CYCUKG sonuglari, Cizelge 7.2, 7.3 ve 7.4 ile verilmistir.

Cizelge 7.5 ile destek tiirlerine gore ilgili 6zyineleme adimindaki ¢ baskinliklarin

yani ilgili yataysiradaki kosegence baskinliklar1 gostermektedir.

Cizelge 7.6 ise desteklerin, BDKB degerlerine gore yani tiim yapi iizerindeki

kosegence baskinligi gostermektedir. Bu durumda ¢izelgenin son yatay sirasindaki
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Cizelge 7.2 : OYOD tabanli CYCUKG i¢ina, 8, ¥, 6, ADKB ve BDKB degerleri

0S o B Y oovop ADKB BDKB
1 43860  0.1044 0.0894 0.8194 0.9990 0.9990
2 -0.7070  0.5807 0.4987 0.8657 0.4604 09702
3 -0.3850  0.7544 0.2587 0.8991 0.1890 0,9412
4 0.4051 1.7828 0.2619 0.9999 0.0693 0,8533
5 0.0341 3.59E-14 — 1.0000 1.0000 0,8433

Cizelge 7.3 : BDAOEOD tabanli CYCUKG i¢in @, 8, 7, 6, ADKB ve BDKB
degerleri

0S a B Y o©paoep ADKB  BDKB

4.3878 0.0187 0.0206 0.8194 0.99995 0.99995
-0.8310 0.5595 0.4427 0.8705  0.5756  0,9750
-0.9021 0.2923 0.9856 0.9501 0.4350 00,9298

0.2195 0.7802 0.7124 0.9996 0.0413  0,8857
-0.0914 1.42E-13 — 1.0000 1.00000  0,8858

DB W -

Cizelge 7.4 : BDAOYOD tabanli CYCUDG i¢in «, 3, ¥, o, ADKB ve BDKB
degerleri

OSs (04 ﬁ Y OBDAOYOD ADKB BDKB

4.3879 0.0047 0.0040 0.8194 0.9999 0.99999
-0.8200 0.4878 0.8080 0.8859 0.4301 09572
1.2469 0.5317 0.2008 0.9658 0.8280  0,9465
-0.1207 0.6809 0.5689 0.9999 0.0181 0,9148
0.0144 4.24E-13 — 1.0000 1.0000 0,9148

DN W =

Cizelge 7.5 : Farkli desteklere iliskin ADKB degerleri

OS OEOD OYOD BDAOEOD BDAOYOD

1 0.9306 0.9990 0.99995 0.99999
2 0.0055 0.4604 0.5756 0.4301
3 0.1820 0.1890 0.4350 0.8280
4 0.0140 0.0693 0.0413 0.0181
5 0.2594 1.0000 1.0000 1.0000

degerler sistemin kosegence baskinligin1 gostermekte olup, c¢ekirdek dizeyin genel

kosegence baskinligina karsilik gelmektedir.

Yukaridaki ¢izelgelerden, B ve 7y degerleri baskilandik¢a yani sifira yaklastikca

kosegence baskinlik artar.  Biitlinliyle sifirlandi@inda ise iickdsegencillik yerini
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Cizelge 7.6 : Farkli desteklere iliskin BDKB degerleri

OS OEOD O0OYOD BDAOEOD BDAOYOD

I 0.9306 0.9990 0.99995 0.99999
2 09019 0.9702 0.9750 0.9572
3 0.8819 0.9412 0.9298 0.9465
4 0.7969 0.8533 0.8857 0.9148
5 0.7782 0.8533 0.8858 0.9148

kosegencillige birakir ve Tekil deger Ayristirimi elde edilir. Bunun nedeni ise 3
ve Yy degerlerinin destek katliyoneyleri ile denetlenebilisidir. Bu olgu, cizelgelerde
gozlemlenmektedir. Ayrica OEOD seciminin en gii¢siiz, BDAOYOD seciminin ise
en giiclii sonuclar iirettigi goriilmektedir. BDAOYOD’un en iyi se¢cim olmasinin
nedeni ise amac dizeyinden yonlii ortalama alinarak iiretilen desteklere yine amac
dizeyinden iretilen agirliklarin etki ettirilmesidir. Burada bu etki dereceiye bagh
olarak arttirllabilir.  Yani birinci dereceden agirliklandirim yerine daha yiiksek
dereceden agirliklandirnmlar kullanilabilir ve kosegence baskinlik c¢ok hizli bir
bicimde arttirilabilir. Burada yalnizca birinci dereceden agirliklandirim kullanilmagtir.
Bu agirliklandirimin derecesi arttirilabilir ancak bu artis islem ederini de birlikte

getirmektedir.

7.3 Degisik Tiir Ayristirimlarimm Incelenmesi

Boliim 5’°de ayrintili olarak verilen katlidizey yapisindaki ikili ayrigtirimin amaci dizey
cebrinden faydalanmak ve bu yapis1 aracilifiyla dizey cebri 6zelliklerini ¢okyonlii
dizilere aktarabilmektir. Cokyonlii dizilerde ikili ayristirim, bu ikili ayrigtirimin nasil
secilmesi gerektigi sorusunu giindeme getirmektedir ki biz bu durumu tiir ayristirimi
olarak adlandirmaktayiz. Bu boliimdeki uygulamalarda degisik tiir se¢cimleri altinda

nasil sonuclar elde edildigi irdelenecektir.

Tiir ayrigtirimi durumunu daha iyi kavrayabilmek i¢in X; ;. 3-yonlii dizisini ele alalim.
Bu 3-yonli dizi i¢in degigik tir ayngtinnmlart X;jx, X, Xj; bigiminde ve 3
durum sdzkonusudur. Bu 3 durum bilimsel yazinda yer alan sirasiyla 6n (ing: frontal),
yatay (ing: horizontal) ve yanal (ing: lateral) tiir ayristirimlarina karsilik gelmektedir
[18]. Bagka bir deyisle i j; k ¢cercevelerin 3 boyutlu kiip iizerinde k yoniinde siralanisini,

i; jk, 1 yoniinde siralanisini, ik;j ise j yoniinde siralanisini gostermektedir. Bu ii¢
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durumun CYCUKG yontemi iizerindeki islerliginin nasil degistigini gorebilmek adina
asagida bazi uygulamalara yer verilmistir. Bu uygulamalarda sonuclar OEOD tiiriinde

destek katliyoneyleri kullanilarak elde edilmistir.

5 x5 x5 tiirtinde salimiml bir iglevle 68eleri belirlenen asagidaki gibi bir 3-yonlii

yapay veri ele alalim.
Xijk = Sin(lOOi)3C05(20(j_|_k)>3
i,j,k=1,2,3,4,5 (7.20)

Bu bicimde tanimlanan 3-yonliidizi i¢in tiir ayristirimina ve 6zyineleme adimina

bagli nitelik Olgenleri de8erleri Cizelge 7.7 ile verilmistir. Cizelge incelendiginde

Cizelge 7.7 : (7.20) icin degisik 6zyineleme adimlarinda CYCUKG nitelik sonuglari

Yaklastirim Niteligi

Tiir Ayristirimi 1 2 3 4 5
Xk 0.01825 0.6000 0.8842 0.9956 1.0000

X, ik 0.3812 1.0597 1.0597 1.0597 1.0597

Xk j 0.01821 0.6000 0.8842 0.9956 1.0000

Xik;j aynstirnm ilk Ozyineleme adimi disinda X;;x ayrigtirimu ile benzer etkinligi
gosterdigi gorlilmektedir. Ancak X j degerlerinin ilk adimdan sonra hata verdigi

gozlemlenmistir.

Yukarida verilen uygulamadan tiir ayristirrmi i¢in kesin bir yargiya varilamamaktadir.
Ancak bununla birlikte iglevin salimmli yapisinin etkisinin ne oldugu tartigilabilir.
Buradaki iligkiyi aciklayabilmek adina tiir ayristirimu ile ilgili CYCUKG uygulamalart
gercek veri kiimesi olan canlandirim verileri iizerinde incelenmigstir. Bunun nedeni
ise canlandirim verilerinde devinim yoOnii ile tiir ayrigtirrmi arasinda bir ilinti
olup olmadiginin irdelenmek istenmesidir. Bu inceleyisler baglaminda https://
pixabay.com/en/videos bulunaginda bulunan degisik yonlerde devinim igceren
canlandirim verileri ele alinmugtir [100]. Bu canlandirim verilerinin ¢erceve boyutlari
360 x 640 olup cerceve sayilar1 farklilik gostermektedir. Uygulamalarda cerceve
say1s1 36 olarak alinarak 360 x 640 x 36 tiiriinde veriler ile ilgilenilmigstir. Tiir
ayristinmlar se¢eneklerinde elde edilen yaklastirimlar i¢in 18. ¢erceve temel alinarak

gorsel karsilastirmalar yapilmasgtir.

Birincisi, Sekil 7.1 ile verilen kumsalda voleybol oynayanlarin ve voleybol topunun

degisik yonlerdeki devinimini igeren “Beach.mp4”adli canlandirim verisidir. Sekil
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7.1 ile verilen cerceveler incelendiginde ij;k ayristirimin daha iyi sonug¢ verdigi

goriilmektedir.

(a) Asil cergeve (b) 1;kj

(c) ikij (d) ij:k

Sekil 7.1 : “Beach.mp4”, 18. cerceve icin CYCUKG sonuglar.

Uygulama olarak ele alinan bir diger veri ise “ScubaDiving.mp4”’canlandirim verisidir.
Dalis hareketi yoniinden bagimsiz olarak ij;k tiir ayristirrmi icin en iyi sonug¢ elde

edilmistir. Sekil 7.2°da da bu sonug agikca goriilmektedir.

(c) ik3j (d) ij:k

Sekil 7.2 : “ScubaDiving.mp4”, 18. cerceve icin CYCUKG sonuglari.

“juggle.mp4”’canlandirim verisi, 3 top sektiren bir kisinin ve topun devinimini

icermektedir. Burada topun saga-sola, asagi-yukar1 devinimleri yer almaktadir.
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Degisik tiir ayristirrmlart altinda CYCUKG yontemi bu veriye uygulandiginda yine

ij;k secimi en iyi sonucu vermistir.

(c) ik;j (@ ij:k

Sekil 7.3 : “juggle.mp4”, 18. cerceve icin CYCUKG sonuglari.

Son olarak “MountainBike.mp4”ile adlandirilmig canlandirim verisi ele alinmigtir.
Bu veri dag bisikleti siiriisii yapan birinin kasketindeki kamera ile elde edilmis
goriintiilerdir. Devinim yOnii k yoniindedir. Burada ise i;kj ayristirrminin en iyi verdigi

gozlemlenmisgtir.

(a) Asil cerceve (b) i;kj

(c) ik;j (@ ij:k

Sekil 7.4 : “MountainBike.mp4”, 18. cergeve icin CYCUKG sonuglar
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Tiim bu canlandirim verilerine degisik tiir ayristirrm segimleri altinda CYCUKG
uygulanmasi sonucu elde edilen PSNR degerleri, Cizelge 7.8 ile verilmistir.

Cizelgedeki PSNR degerleri de Sekillerde verilen sonuglart dogrulamaktadir.

Cizelge 7.8 : Tiir Ayristirimi inceleyislerindeki canlandirimlara iligkin PSNR
degerleri

Canlandirim i:kj ij:k ik;)

ScubaDiving.mp4 18.2565 22.1139 16.5501
MountainBike.mp4 21.8049 20.9378 21.6128
Beach.mp4 18.5032 27.4174 20.1312
Juggling.mp4 20.7324 27.1027 21.2541

Tiir ayristirimlari sonuglari incelendiginde, devinimsiz kamera ile elde edilen verilerde
ij;k ayristirrminin her zaman daha iyi sonu¢ vermekte oldugu, devinimli kamera ile
elde edilen verilerde ise kamera devinimi yoniinde ayristirimin daha iyi sonug verdigi
gozlemlenmistir. Ancak bu konu ayrintili bir goriintii isleme problemi oldugu icin bu

savda bu diizeyde inceleme ile yetinilmistir.

7.4 Canlandirim Verilerinde CYCUKG Uygulamalari

Bii boliimde CYCUKG yo6ntemi, gercek veri kiimesi olan canlandirimlar iizerine uygu-
lanacak ve sonuclar irdelenecektir. Uygulamaya gecmeden Once canlandirimlardan

kisaca sozedelim:

Canlandirim, bir dizi resmin arka arkaya yerlestirilerek hareket ettirilmesinden
olugmaktadir. Buradan bir canlandirimin en yalin tanimi olarak 3 yonlii diziden
olustugunu, ilk iki yOniiniin cerceve boyutlarini 3. yOniiniin ise cerceve sayisini
gosterdigini soyleyebiliriz. Ornegin 60 x 80 x 36 boyutlu bir canlandirim igin 60 x 80
cerceve boyutunu vermekte, 36 ise kac tane cercevden olustugunu belirtmektedir.
Burada goriintii verileri goriintii tiirline bagl olarak elde edilmektedir Boz boyali
goriintiilerde veri 60 x 80, boyali goriintiilerde ise 60 x 80 x 3 tiiriindedir. uint8

tirtindeki bu veriler [0,255] arasinda deger almaktadir.

Canlandirim verilerinde daha ¢ok degisken eklenerek yon sayisi arttirilabilir. Ornegin
ses, parlaklik, doygunluk degiskenleri vs. gibi. Bu savda, canlandirim verisi yalnizca

3 yonlii olarak ele alinmig olup, uygulamalar boz (ing: grayscale) ve boyali (ing:
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rgb) veriler olarak 2 alt baglikta verilmistir. Uygulamalarda yonlii ortalamalardan elde

edilen destek katliyoneyleri kullanilmagtir.

7.4.1 Bozboyali canlandirim verilerinde CYCUKG

Bu uygulamada 240 x 320 x 36 tiiriinde boz verilerden olusan canlandirim verisine
CYCUKG uygulanmistir. Burada boz veriler [0,1] arasinda degerler almaktadir.
Canlandirim olarak Matlab’in kendi i¢inde yer alan ‘xylophone.mp4’ele alinmustir.
Bu canlandirim ksilofon ¢alma esnasindaki tokmak devinimini icermektedir. Bu
uygulamada degisik 6zyineleme sayilarindaki 18. ¢erceve icin elde edilen goriintiiler
kiyaslanmistir. Soldaki goriintiiler CYCUKG ile elde edilmis yaklastirmlari sagdaki
ise asil goriintiiyli gostermektedir. Destek katliyoneyi olarak yonlii ortalama alinarak

belirlenen destek kullanilmistir.

Sekil 7.5, Sekil 7.6, Sekil 7.7 ve Sekil 7.8 swrasiyla 5, 10, 20 ve 30 6zyineleme
adiminda elde edilmis sonuclar1 gostermektedir. Sekillerden ¢ikarilan en agik sonucun
Ozyineleme sayisi arttik¢a tokmak deviniminin netlestigidir. Bir 6teki nokta ise arka
plan (devinimsiz nesne saptayis1) CYCUKG ile diisiik 6zyineleme adimlarinda bile iyi

sonuglar vermektedir.

Sekil 7.5 : Bozboyal1 “xylophone.mp4”, 5 6zyineleme adimi, 18. ¢cerceve.

Sekil 7.6 : Bozboyal1 “xylophone.mp4”, 10 6zyineleme adimi, 18. cergeve.

Bu uygulama i¢in yOnlii ortalamali ve es 0geli destek yoneyleri karsilagtirimi da

yapilmig olup bu degisik iki destek katliyoneylerinden yonlii ortalamali destek
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Sekil 7.8 : Bozboyali “xylophone.mp4”, 30 6zyineleme adimi, 18. gerceve.

katliyoneylerinin daha etkin sonug verdigi gézlemlenmistir. Bu sonuglar, Cizelge 7.9

ile verilmigtir.

Cizelge 7.9 : Boz boyal1 “xylophone.mp4”, degisik destek katliyoneylerinde
CYCUKG nitelik 6lcenleri

oS CoEOD Ooyop

5 0.9943 0.9949
10 0.9968 0.9972
20 0.9989 0.9990
30 0.9997 0.9998
36 1.0000 1.0000

7.4.2 Boyah canlandirim verilerinde CYCUKG

Bu uygulamada 240 x 320 x 3 x 36 tiiriinde boyal1 (RGB) verilerden olusan can-
landirim verisine CYCUKG uygulanmustir. Burada boyali veriye CYCG uygulanirken
veriler boyada birlestirimsiz olarak alinmis olup, al degeri icin 240 x 320 x 36,
yesil degeri icin 240 x 320 x 36 ve mavi renk i¢in 240 x 320 x 36 boyutlarinda
veriler elde edilmistir. Bu al, yesil ve mavi 3 yonliidizilerine CYCG uygulandiktan
sonra birlestirilip yaklastinm i¢in canlandirim elde edilmistir.Canlandirim olarak
Matlab’in kendi i¢inde yer alan ‘xylophone.mp4’ele alinmistir. Bu canlandirim
ksilofon ¢alma esnasindaki tokmak devinimini icermektedir. Bu uygulamada degisik
Ozyineleme sayilarindaki 18. cerceve icin elde edilen goriintiiler karsilagtirilmistir.

Soldaki goriintiiler CYCUKG ile elde edilmis yaklastirrmlar sagdaki ise asil gergeveyi
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gostermektedir. Matlab’da 32 basamakta sonuclar elde edilmis olup destek katliyoneyi
olarak da yonlii ortalamalardan elde edilen destekler kullanilmistir. Her boya i¢in ilgili

3 yonliidizi tizerinde ortalama alinarak destek olusturulmustur.

Sekil 7.9, Sekil 7.10, Sekil 7.11 ve Sekil 7.12 sirasiyla 5, 10, 20 ve 30 6zyineleme
adiminda elde edilmis sonuglart gostermektedir. Sekillerden ¢ikarilan en acik sonucun
Ozyineleme sayisi arttik¢a tokmak deviniminin netlestigidir. Bir 6teki nokta ise arka
plan (devinimsiz nesne saptayis1) CYCUKG ile diisiik 6zyineleme adimlarinda bile iyi

sonuglar vermektedir.

Sekil 7.12 : Boyal1 “xylophone.mp4”, 30 6zyineleme adimu, 18. cerceve.
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Cizelge 7.10°da, degisik destek katliyoneyleri kullanimina iligkin sonuclar verilmistir.
Bu sonuclar incelendiginde yonlii ortalamali destek katliyoneyi kullaniminin es 6geli

destek kullanimindan daha iyi sonug verdigi goriilmektedir.

Cizelge 7.10 : Boyali “xylophone.mp4”verisi, degisik destek katliyoneylerinde
CYCUKG nitelik 6lcenleri

OS O0EOD OoYOoD
5 0.993374 0.993934
10 0.996397 0.996855
15 0.998182 0.998295
20 0.998830 0.998915
25 0.999388 0.999407
30 0.999689 0.999760
36 1.00000 1.000000

CYCUKG uygulanacak bir bagka canlandirim verisi' ise 180 x 320 x 3 x 36
tiriindedir ve yagmur altindaki ciceklerin devinimini icermektedir. Bu verinin gercek
boyutu 360 x 640 x 3 x 141 tiirtindedir. Ancak cok biiyiik verilerle ugragmaktan
kacinmak i¢in canlandirim yeniden boyutlandirilmistir. Cerceve sayis1t 36 olarak
alinmigtir.  Canlandinnm, yagmur ve cigeklerin yagmur altindaki hareketinden
olusmaktadir. Burada CYCUKG her bir renk verisine ayr1 ayr uygulanmgtir. Boyada
ayrisik CYCUKG kullanilmis olup elde edilen yaklastiranlar yeniden birlestirilerek

canlandirim verisi elde edilmistir.

Sekil 7.13,Sekil 7.14, Sekil 7.15 ve Sekil 7.16 sirasiyla 5, 10, 20 ve 30 6zyineleme
adimlarindaki yonlii ortalama ile elde edilmis CYCUKG sonuglarini gostermektedir.
Sonuglar yukarida oldugu gibi 18. ¢erceve iizerinden verilmis olup sag yandaki resim

as1l, sol taraftaki ise CYCUKG ile elde edilmis yaklastiran1 gostermektedir.

Sekil 7.13 : Boyali “flowers.mp4”, 5 6zyineleme adimi, 18. cerceve.

Degisik desteklerin kullanimi bu uygulama icinde giindeme getirilmis olup, Cizelge

7.11°de yaklastirim Olcenleri degisik 6zyineleme adimlari i¢in verilmistir.

'https://pixabay.com/en/videos/flowers—-rain-summer-wet-garden-1806
bulunaginda yer almaktadir.
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Sekil 7.16 : Boyali “flowers.mp4”, 30 6zyineleme adimu, 18. cerceve.

Cizelge 7.11 : Boyali “flowers.mp4”, degisik destek katliyoneylerinde CYCUKG
nitelik ol¢enleri

0S CoEGD Ooyop
5 0.991222 0.991388
10 0.994074 0.994403
15 0.995895 0.995939
20 0.996977 0.997033
25 0.998074 0.999407
30 0.998975 0.999046
36 1.00000 1.000000

Ayrica bozboyali canlandirim verileri i¢cin PSNR 6lciimleri Cizelge 7.12 ile verilmistir.

Cizelge 7.12 : Bozboyal1 canlandirim verileri i¢in elde edilen PSNR sonuglar1

oS xylophone.mp4 flower.mp4

1 24.0376 27.3354
5 30.2559 29.6608
10 32.9384 31.2763
15 35.4426 32.5605
20 37.5787 33.9711
25 40.2378 35.7240
30 43.8265 39.0909
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7.5 Askinizgecil (Hiperspektral) Verilerde CYCUKG

Askinizgecil (Hiperspektral) goriintii algilayicilart standart goriintii algilayicilarinin
evrigine elektromanyetik izgeden (spektrumdan) ardisik ve dar dalga boyu aralikla-
rinda (0.1 um araliklarla) yiizlerce bilgi toplayarak bu bilgiyi islemektedir. Burada
askinizgecilligi bant sayisindan ¢ok bantlarin ne kadar dar oldugudur. Bu nedenle
her goriintii icin yiiksek spektral ¢oziiniirliik elde edilmektedir. Askinizgecil veriler
elde edilirken goriintiileme Sekil 7.17°da verildigi gibi 3 adimda yapilmaktadir. On
optik 1s1min odaklanmasinmi saglar. Spektrometre ise gelen 1sinin izgecil (spektral)
eksende izgesine ayrilarak duyarga (sensor) iizerinde degisik gozelere diismesini
saglar. Boylece duyarga iizerinde okuma yapilarak askinizgecil veriye ulagilmaktadir

[81,82,113].

On optik Spektrometre Sensér
(Fore Optic)
(Odaklama)

Sekil 7.17 : izgecil goriintiileme.

Askinizgecil bir veri dendiginde Sekil 7.18 ile gosterilen 3 boyutlu bir veriden
s0z edilmekte olup bu iki boyutun ilk ikisi uzamcil yapiyi, iigiincii boyut ise
izgecil bilgiyi gostermektedir. Uzamcil konum (x,y) pikselin konumunu gostermekte
olup o pikseldeki tek boyutlu veri ise izgecil im yada izgecil onayimi (imzay)

olusturmaktadir [83].

uzamsal (y)

uzamsal (x) LA o
I my I |

BE

I
imge faf”

Sekil 7.18 : Askinizgecil veri dikgengokyiizliisii ve izgecil im.
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Askinizgecil (Hiperspektral) goriintii, uzaktan algilamada ©Onemli bir arastirma
konusudur. Bircok uygulama alanda kullanilmaktadir. Ornegin arkeolojik alan
saptayisinda, hava kirlilik ol¢timlerinde, uyduruk ila¢ saptayisinda, geri doniisiim
ayristiriminda, petrol kesfinde, askeri hedef ve kamuflaj saptayisinda ve daha bir ¢cok
alanda yaygin olarak kullanilmaktadir. Bunun nedeni ise nesnelerin veya malzemelerin
daha dnceden belirlenmis izgecil onayimleri araciliiyla kolayca saptanabilmesidir ve

bu nedenle uygulama alanlar1 genistir [83—85].

Askinizgecil (Hiperspektral) veriler cok sik ve ¢ok dar bant genisliginde elde
edildiginden c¢ok genis verilerdir. ~ Bu sorun sikistirma sorununu beraberinde
getirmektedir [85]. Bu boliimde hiperspektral veri iizerine yontemimiz CYCUKG’yi
uygulayip sikistirma yapilacaktir. Bu baglamda CYCUKG 3 farkli askinizgecil veri
tizerine etki ettirilecektir. Bu veriler AVIRIS duyargasi ile elde edilmis NASA
verileridir?>. Bu veriler ayarlanmis (ing: calibrated) veriler olup, bu verilere iliskin

ozellikler Cizelge 7.13 ile verilmistir.

Cizelge 7.13 : AVIRIS agkinizgecil verilerinin 6zellikleri [99]

Ad (H) Ornek Cizgi Bant Bit Ucus Numarasi Yil
Sayisi Sayisi Sayisi
Jasper Akarsuyu 614 2587 224 16 £970403t01p02_r03 1997
Diisiik Yiikselti 614 1432 224 16 £970623t01p02_r07 1997
Lunar Golii 614 3689 224 16 £960705t01p02_r05 1996

Bu calismada cok yiiksek boyutlu veri ile calismamak ve daha 6nce yapilmis ¢alismalar
ile karsilastirabilmek amaci ile veriler 512 x 512 x 224 olarak kirpilmistir. Ayrica
destek yoneyleri olarak OYOD kullanilmis olup sonuglar bu destek kullanimi altinda

verilmistir.

Askinizgecil verilerde CYCUKG yonteminin etkinligini gostermek amaci ile bps (bit
per sample)’'ye gore elde edilen PSNR sonuglart verilmisti. CYCUKG yo6ntemi

baglaminda bps 6zyineleme sayisina bagh bir islev olarak asagidaki gibi verilir.

bps(0S) = (L HKx (08 1305 64 72D

Ornegin 1 6zyineleme adimu icin bps degeri asagidaki gibi hesaplanur.

[(512x5124224) x 2+ 3] x64
bps(l) = “555m090x16

~ 0.035. (7.22)

http://aviris.jpl.nasa.gov/data/free_data.html bulunaginda yer almaktadur.
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Cizelge 7.14 : CYCUKG yo6nteminin ve bilimsel yazindaki cesitli kayipli sikistirma
yontemlerinin agkinizgecil veriler tizerindeki basarimlar1 [97,98, 113].

ASKINiZGECIL GORUNTULER (H)

BPS YONTEM Jasper Akarsuyu Diisiik Yiikselti Lunar Golii
BCS PL-3DBS + 3DWPT 56.78 54.70 61.34
BCS PL-2DBS + 2D DDWT 50.60 47.97 54.62
BCS SPL-2DBS + 2D DDWT 50.30 48.02 54.05
CPPCA 30.20 47.47 48.43
01 SIP 58.06 58.34 58.86
’ gOMP 59.40 59.79 58.37
BP 59.41 59.96 59.55
LASSO 59.30 59.59 59.54
TFEMPR (0S=5) 71.62 72.41 75.52
BCS PL-3DBS + 3DWPT 64.21 61.74 69.38
BCS PL-2DBS + 2D DDWT 54.18 51.67 59.39
BCS SPL-2DBS + 2D DDWT 53.67 51.46 58.18
CPPCA 71.31 60.98 72.19
03 SIP 66.74 66.18 70.71
gOMP 70.01 70.28 73.84
BP 69.23 70.16 73.85
LASSO 70.67 68.85 73.34
TFEMPR (0S=16) 81.77 80.33 82.21
BCS PL-3DBS + 3DWPT 69.95 67.08 72.62
BCS PL-2DBS + 2D DDWT 57.11 54.45 63.06
BCS SPL-2DBS + 2D DDWT 56.45 54.40 61.35
CPPCA 76.40 70.01 76.82
0.5 SIP 71.34 71.20 72.39
' gOMP 71.14 72.68 74.92
BP 71.71 73.24 76.55
LASSO 73.17 73.52 75.20
TFEMPR (0S=27) 84.19 82.44 83.35

0S: Ozyineleme Sayist

Burada 1 6zyineleme i¢in bps degerinin ¢ok kiiciik oldugunu gorebiliriz. Bilimsel
yazinda verilen yontemler ile karsilastirabilmek amaci ile bps degerini yiikseltmemiz
gerekmektedir. Bu da Ozyineleme sayisinin arttirilmas: gerektigini anlatmaktadir.

OS > 5 olacak bigimde sonuglar Cizelge 7.14’de paylagilmustur.

Bilimsel yazinda yer alan diger yontemlerden degisik olarak veriden bagimsiz
bir ayrnistirrm yontemi olan CYCUKG yontemi, oteki yontemler gibi kayiplt
sikistirma yontemi olarak kullanilabilir ve bilimsel yazinda yaygin olarak kullanilan
sikistirma yontemleri ile karsilagtirabilir. Bu nedenle burada Cizelge 7.14’de verilen

yontemlerden kisaca s6z etmemiz gerekir.
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Bilindigi gibi agkinizgecil veriler dogasi geregi yiiksek ilintili (korelasyonlu) verilerdir.
Verilerin ilintisizlestirilmesi Temel Bilesen Analizi (TBA, ing: Principal Component
Analysis (PCA)) ile elde edilebilir ancak bilgisayim karmasiklig1 ¢ok yiiksektir
[86, 87]. Bu da bilgisayim ederini arttirmaktadir. Bu bilgisayim sikintisi ile
basedebilmek i¢in, bilimsel yazinda bilgisayim yiikiinii sifre ¢oziiciiye (ing: decoder
part) kaydirarak alternatif gericatma (ing: reconstruction) stratejisi olarak ingilizce
adiyla, Compressive-Projection PCA yontemi gelistirilmis olup [88, 89], yontem
AVIRIS verilerine uygulanmistir. Daha 6nceden elde edilmis bu sonuclar Cizelge 7.14
ile verilmigtir [97,98].

Cizelgede sonuglari verilen diger yontemler ise, seyrek kodlamaya(ing: sparse-coding)
ve sozliik 6grenme (ing: dictionary learning) algoritmasina dayali veriye 6zel (ing:

data spesific) sikistirma yontemleridir [90-94].

Seyrek gosterilimler; ingilizce adi ile Greedy Pursuit algoritmalari [92,95] ve £, norm
diizenleme tabanli (ing: /¢, norm regularization based) algoritmalar olarak 2 gruba
ayrilabilir [96, 97].Matching Pursuit algoritmalart Greedy Pursuit Algoritmalarinin
onciisiidiir. Bu algoritma ¢y normuna gore enkiiciikleme (ing: minimization) yapmay1
amaglar. Sozliik 6geleri her adimda tiim sozliikten secilir. Bu, bir 6genin birden
cok secilme durumuna sebeb olur ki istenilen bir durum degildir. Bu durumun
istesinden gelebilmek amaci ile Orthogonal Matching Pursuit (OMP) algoritmasi
geligtirilmistir [95-97]. Bir adimda birden ¢ok 68e secilmesi ile de OMP, gOMP olarak

genisletilmistir.

Basis Pursuit (BP) algoritmasi £, norm diizenlemesine dayali algoritmadir. SIP, yiiksek
boyutlu verilerdeki ¢; norm diizenleme sorunlarini ¢ézmek i¢in ortaya c¢ikmistir.
Adim belirlemek i¢in Onceden Egitilmis Eslenik Yon (ing: Preconditioned Conjugate
Gradient) algoritmasii kullanir. Ingilizce adlani ile Least Absolute Shrinkage and
Selection Operator (LASSO) yontemleri ise yine ¢; normuna dayalidirlar, ancak
tabaninda ingilizce adiyla Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM)

yontemini kullanirlar [96-98].

¢, normuna dayali yontemler sinifindaki bir diger yontem ise ingilizce adiyla Bayesian
Compressive Sensing (BCS)’dir. Bu gosterilim, 2 boyutlu resmin alt 6beklere ayrilarak

her bir 6bege yontemin ayr1 ayri islenmesine dayalidir [97,98]. Bu yontem tabaninda
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Cizelge 7.15 : Lunar Golii agkinizgecil verisi icin CYCUKG sonuglari

0Ss BPS PSNR Yaklastirim Niteligi
25 0.4 82.8966 0.9999918
50 0.8 84.5927 0.9999945
75 1.2 85.7693 0.9999958
100 1.6 87.0644 0.9999968
125 2 88.6697 0.9999978
150 24 90.0118 0.9999984

ingilizce adiyla Projected Landweber (PL) iterasyonunu kullanir. Cizelgede bu
yontemin c¢esitli boyutlarda doniisiim, filtre ve biiziistiirme islegleri altinda gelistirilen
tirevleri icin sonuclar verilmistir [97,98]. (3DWPT: 3 Dimensional Wavelet Packet

Transform, 3DBS: 3 Dimensional Bivariate Shrinkage)

Cizelge 7.14’de 3 degisik veri icin degisik bps degerlerinde CYCUKG ve oteki
yontemler i¢in PSNR degerleri verilmisti. Bu degerler incelendiginde CYCUKG
yonteminin ¢izelgedeki diger tiim yontemlerden daha iy1 sonug verdigi goriilmektedir.
Cizelgede diger yontemlerdeki bps degerlerine erisebilmek icin 0.1 bps’de 6
Ozyineleme adimi, 0.3 bps ve 0.5 bps degerlerinde ise sirasiyla 20 ve 30 dzyineleme

adimi1 kullanilmistir.

Cizelge 7.13’de verilen 3 degisik askinizgecil veri icin daha yiiksek Ozyineleme
sayilarinda durumu gérmek amaci ile PSNR ve CYCUKG yo6nteminin nitelik 6lceni
olan ¢ degerlerine gore sonuglar ¢izelgeler ile verilmistir. Ayrica her bir veri icin
256 x 256 konumundaki pixelin olusturdugu izgecil imler ¢izdirilmistir. Cizelge 7.15,
Lunar Golii verisine iligkin 6zyineleme sayisina bagh degisen PSNR ve ¢ degerlerini;
Sekil 7.19 ise bu veri i¢in 150 6zyineleme adiminda elde edilen CYCUKG yaklastirani

ile gercek verinin 256 x 256 konumunda ¢izdirilmis izgecil imini gostermektedir.

Lunar Géli Verisi
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Sekil 7.19 : Lunar Golii agkinizgecil verisi, 256x256 pixelindeki izgecil im.
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Cizelge 7.16 : Jasper Akarsuyu askinizgecil verisi icin CYCUKG sonuglari.

oS BPS PSNR Yaklastirim Niteligi
25 0.4 83.0167 0.9999755
50 0.8 85.7080 0.9999868
75 1.2 86.9874 0.9999902
100 1.6 88.2913 0.9999927
125 2.0 89.6401 0.9999946
150 24 91.1007 0.9999962

Cizelge 7.16, Jasper Akarsuyu verisine iligkin Ozyineleme sayisina bagli deisen
PSNR ve o degerlerini; Sekil 7.20 ise bu veri i¢in 150 6zyineleme adiminda elde edilen
CYCUKG yaklastiran1 ile gercek verinin 256 x 256 konumunda cizdirilmis izgecil

imini gostermektedir.

Jasper Nehri Verisi
T

3. yondeki (256,256) pi

Konum (3.y8ndeki)

Sekil 7.20 : Jasper Akarsuyu askinizgecil verisi, 256x256 pixelindeki izgecil im.

Cizelge 7.17, Diisiik yiikselti (Low Altitude) verisine iliskin 6zyineleme sayisina baglh
degisen PSNR ve ¢ degerlerini; Sekil 7.21 ise bu veri i¢in 150 6zyineleme adiminda
elde edilen CYCUKG yaklastiran ile gergek verinin 256 x 256 konumunda ¢izdirilmis

izgecil imini gostermektedir.

Cizelge 7.17 : Diisiik yiikselti askinizgecil verisi icin CYCUKG sonuglari

0S BPS PSNR Yaklastirrm Niteligi
25 0.4 81.6208 0.9999715
50 0.8 83.8801 0.9999830
75 1.2 85.0906 0.9999872
100 1.6 86.2197 0.9999901
125 2.0 87.4191 0.9999925
150 2.4 88.8485 0.9999946
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Low Altitude Verisi
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Sekil 7.21 : Diisiik yiikselti agkinizgecil verisi, 256x256 pixelindeki izgecil im.

Askinizgecil veriler i¢in hangi tiir ayrigtirim seciminin en iyi oldugu durumu da
incelenmigtir. Burada agkinizgecil veri yapisi tiir ayrigtirimi i¢in belirleyici olmustur.
Bunun nedeni ise ilk iki yoniin uzamcil koordinatlari, {i¢lincii yoniin ise o uzamcil
noktadaki izgeyi gostermesidir. Bu yap1 A; ;.x se¢iminin en iyi oldugu sonucuna bizi

gotiirmektedir ve bu sonug Jasper Akarsuyu i¢in Sekil 7.22 teki gibi verilmistir.

-_ -

13

PSNR(dB)
3
T T T \‘

50 1 | I I I I I I
0.1 0.2 03 0.4 05 06 07 08 0.9 1

Rate(bps)

Sekil 7.22 : Farkl tiir ayristirimlarinda Jasper Nehri i¢in PSNR sonuclart.

A; jx seciminin en iyi sonucu vermesi, agkinizgecil verinin yapisindaki, izgecil
yondeki ("k") giiclii korelasyondan kaynaklanmaktadir. Sekil 7.22°e gore i, j;k en iyi

ayristinnm, i;kj ve ik; j ise hemen hemen ayni degerlerde olup i;k jdaha iyidir.

7.6 4-Boyutlu Verilerde CYCUKG Uygulamalan

Bu bolimde CYCUKG yonteminin islerligini yiiksek boyutlarda da gostermek
amactyla uygulamalar verilmigtir. Uygulamalarda 4 yonli diziler iizerinde caligilmig
olup X;j tlir ayngtimi ele alinmigtir.  Baglangic destek Katliyoneyleri olarak

olaganlastirilmis yonlii ortalama destekleri (OYOD) kullanilmustir.

Ik olarak asagida verilen 5 x 4 x 5 x 5 tiiriinde salimmli islevler araciligiyla elde
edilmis 4 yonlii yapay veri iizerine CYCUKG uygulanmustir.
X(i, j.k,1) = sin(100i1)3 cos(20(j +k))? (7.23)
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Bu veri kiimesi i¢in tiir ayrigtirimi taban alindiginda 20 adimda asil verinin elde
edilmis olmas1 gerekmektedir. Asagidaki ¢izelgede 5 6zyineleme adiminda elde edilen
cekirdek dizeyi parametreleri degerleri ve yaklastirim niteligi verilmistir. Bu ¢izelgede

4. adimda asil veri elde edilmektedir.

Cizelge 7.18 : 4 yonlii yapay veri icin CYCUKG sonuglar

oS alfa beta gama Yak. Niteligi
1 1.8050 0.6031 0.4764 0.3097
2 0.3836 0.8663 0.7075 0.4223
3 -2.3411 0.1110 1.1206 0.9654
4 -0.6559 0.0000 0.0000 1.0000
5 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

MATLab’da 32 basamak duyarlilikta, 20 adim i¢in yanilgt degeri MSE = 2.2542¢ — 33

elde edilmistir. Bu da beklenilen sonugtur.

Bir diger uygulama olarak CYCUKG yonteminin islerligini yiiksek boyutlardaki
gercek veri kiimesi iizerinde de gostermek amaciyla 235 x 169 x 29 x 121 tiiriinde

4 boyutlu iklim verisi ele alinmigtir. Bu veri igin X;.; tiir ayrigtirimi kullanilmagtir.

Veri hakkinda detayli bilgi vermek gerekirse, bu veri WRF atmosfer modeli ile
Akdeniz tizerinde 27 km yersel ¢oziiniirliige sahip bir benzetim tarafindan iiretilmistir.
Veri 4 boyutlu olup, zaman, seviye, enlem ve boylama gore riizgar hizin1 icermektedir.
Atmosferde bilindigi gibi yiikseklik ile birlikte riizgar hiz1 artmaktadir. Riizgar hizinin
eksi olmasi ise bunun boylam olarak dogu yoniinde degil, bati yoniinde estigini

gostermektedir.

235 x 169 x 29 x 121 boyutundaki esinti hiz1 verisine 100 6zyineleme adiminda
CYCUKG uygulanmis olup sonuglar agagidaki Sekil 7.23 ile verilmisti. Bu
sekilde yaklastirnmin ¢ok iyi olmadigi gozlemlenmektedir. Bu, veri boyutunun
biiylik olmasina karsin 6zyineleme sayisinin az olmasindan kaynaklanmaktadir. Tiir
ayristirimi se¢imi nedeniyle, sag ve sol orgii boyutlarindan en kiiciik olan 29 x 121
kadar 6zyineleme adiminda tam olarak veriyi elde etmemiz gerekmektedir.Bu nedenle
100 6zyineleme adimi, asil veri icin 1yi bir yaklastirim vermemektedir. Bu amagcla veri
boyutu 20 x 20 x 10 x 20 tiirtinde kirpilarak yeniden boyutlandirilmis ve elde edilen
bu veriye CYCUKG uygulanmistir. Sonuglar Sekil 7.24 ile verilmistir.
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(120,80,10) i riizgar hizi (Ozyi sayisi 100)
T T T T

I Ol
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Sekil 7.23 : iklim verisi, 100 6zyineleme adimi, CYCUKG sonucu.

(10,10,5) degisen riizgar hizi (Ozyii Sayisi 50)
T T T T T

Sekil 7.24 : Yeniden boyutlandirilmis iklim verisi, 50 6zyineleme adimi, CYCUKG
sonucu.

Yeniden boyutlandirilmis 20 x 20 x 10 x 20 tiiriindeki veri i¢cin CYCUKG yaklastirim

niteligi sonuglart agagida verilmistir.

Cizelge 7.19 : Yeniden boyutlandirilmis iklim verisinin CYCUKG nitelik 6lcenleri

0.S. 10 20 30 40 50
o 0.9965 0.9989 0.9995 0.9997 0.9999

7.7 Bilimsel Yazindaki Diger Yontemlerle Karsilastirnm

Uygulayislara iliskin bu alt kesimde, CYCUKG yontemi bilimsel yazinda ayristirim
yontemi olarak yaygin olarak kullanilan Tucker ve CP ayristirimlari ile karsilastirila-
caktir [4,5,18-20,28,57]. Tucker, CP ve CYCUKG ayristirim yontemleri gergek veri
kiimeleri tizerinde uygulanmig, karsilastirma olciitii olarak da bagil yanilgi degerleri
ele alinmistir. Tucker ve CP icin MATLab programinda Tensor Ara¢ Kutusu (ing:
toolbox) kullanilmigtir [102]. Tucker ve CP ayrnistirimlarin altyapisinda en ¢ok
kullanilan yontem Alternating Least Square (ALS) oldugu i¢in, ara¢ kutusundaki

altyapisinda ALS kullanan Tucker ve CP ayristirimlar: kullanimi yeglenmistir.
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Cizelge 7.20 : Degisik yontemler i¢in ¢esitli veri kiimelerinde bagil yanilgi sonuglari

Ayrnistirnm Yontemleri

Ozdiizey Veri Tucker CcP CYCUKG

1 Aminoasit Verisi 1.976e —01 1.976e—01 6.166e—02

Enzim Verisi 1.195¢—02 1.195¢—02 5.901e—03

Elektronik Burun Verisi 5.374e—04 5.374e—04 5.237¢—04

5 Aminoasit Verisi 9.190¢ — 05 2.614e—04 7.982¢—05
Enzim Verisi 2.374¢—03 3.877¢—03 0.00e+0

Elektronik Burun Verisi 8.218¢ —07 6.032¢ —06 6.506¢ —07

Cizelge 7.21 : "xylophone.mp4" i¢in degisik 6zdiizeylerde bagil yanilg1 sonuglar

Ozdiizey Tucker Cp CYCUKG
10 1.382¢ — 02 1.478e — 02 1.745¢ — 03
20 7.880e — 03 9.615¢ —03 5.662¢ — 04
30 4.961e — 03 7.256e — 03 1.351e — 04

Kargilagtirim i¢in sirasiyla 5 x 201 x 61 tiirtinde aminoasit verisi [15, 103], 3 x 3 x
3 x 3 x5 tiirlinde 9 x 9 x 5 olarak yeniden boyutlandirilmig enzim verisi [104] ve
18 x 241 x 12 tiiriinde 1yi ve kotii meyankdoklerini birbirinden ayirmak icin kullanilan
elektronik burun (ing: e-nose) verisi [105] kullamlm1§t1r3. Bu verilerin yanisira
canlandirim uygulamalarinda ele alinan “xylophone.mp4”verisi iizerinde de bu ii¢

ayristirrm yontemi icin karsilagtirim yapilmistir.

Cizelge 7.20 degisik yontemlerin cesitli veri kiimelerine uygulanisi sonucu elde
edilen bagil yanilgi sonuglarin1 icermektedir. Bu cizelgede 0zdiizey ayni zamanda
CYCUKG yontemi icin 6zyineleme sayisim da gostermektedir. Cizelge 7.20°da
verilen bagil yamlgr sonuglarina gére CYCUKG yo6nteminin diger yontemlere gore
daha 1y1 yaklastirnm elde ettigi gozlemlenmistir. Ayrica enzim verisine 5 6zyineleme
adiminda CYCUKG uygulandiginda elde edilen bagil yanilg: degerine gore, asil veri
tam olarak elde edilmektedir. Bu, CYCUKG yonteminin yapisi geregi elde edilmesi

gereken bir sonuctur.

Ayrica, 7.4 altkesiminde ele alinan boz boyali xylophone.mp4 canlandirim verisi
tizerine de ayn1 yontemler uygulanmis ve bagil yanilgi sonuglar1 elde edilmistir. Bu

sonuclar Cizelge 7.21°de verilmistir.

Bu altkesimde bagil yanilgilarin yanisira, yontemlerin bilgisayim siireleri ile ilgili

de sayisal sonuclar paylasilmistir. Bu verilere iliskin cpu zamanlar1 da benzer

3Bu verilere http://www.models.life.ku.dk/datasets bulanagindan erisilebilir.
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Cizelge 7.22 : Degisik yontemler uygulayis: altinda gesitli veri kiimeleri i¢in
bilgisayim siireleri

Ayristirim Yontemleri

Ozdiizey Veri Tucker CP CYCUKG
1 Aminoasit Verisi 0.62 0.21 0.04
Enzim Verisi 052 0.21 0.01
Elektronik Burun Verisi  0.56  0.22 0.03
xylophone.mp4 0.69 0.24 1.35

bi¢imde elde edilmistir. Cizelge 7.22 ile verilen bilgisayim siirelerine gére, CYCUKG
yonteminin ilk 3 veri i¢in bilgisayim siiresi acisindan daha hizli oldugu, canlandirim
verisinde daha yavas oldugu goriilmektedir. Bunun nedeni ise CYCUKG yonteminin
tamsayil1 verilerde tagsmalar nedeniyle diizeltme islemine gereksinim duymasidir.
Ayrica Tucker ve CP icin kullanilan uzisler, Tensor Toolbox i¢inde olup eniyilenmis
uziglerdir ancak yazilan CYCUKG uzisi (ing: algoritmasi) eniyilenmis bir uzis
degildir.

Bilimsel yazinda veri tiiriine gore ozellikle tamsayili ve ikili say1 (0,1) verilerinde
Tucker ve CP ayristinm yoOntemleri i¢in iyilestirme caligsmalar siirdiiriillmektedir.
Benzer durum CYCUKG yontemi icin de gegerli olup, bu tezde de iyilestirme

gerekliligi sayisal sonuglar ile ortaya konulmustur.

Bu kesimde ayni zamanda [57] referansinda ortaya konulmus olan CYCUDG
yonteminin uygulandigi Lena* test goriintiisii ele almmus ve ilgili referanstaki
sonuglar ile kargilagtirilmistir. CYCUDG yontemi Lena goriintiisii iizerine 50 ve 100
Ozyineleme sayisinda etki ettirildiginde sirasiyla bagil yanilgi degerleri 0.0615 ve
0.0288 olarak elde edilmistir [57]. CYCUKG yonteminde ise, ayni Lena test goriintiisii
icin 1 0zyineleme adiminda bagil yanilg: degeri 0.0091, bilgisayim siiresi 0.1 olarak

elde edilmistir.

7.8 CYCUKG Yonteminin Sikistirma Oram

CYCUKG yontemi yukarda da belirtttigimiz iizere cokyonlii diziler icin bir ayristirim

ve ayni zamanda carpanlara ayirma yontemidir. Bu alt boliimde yontemin sikistirma

4 [571de kullanilan bu veri 256 x 256 x 3 boyutunda boyal1 goriintii verisidir.

86



oranini aciklayabilmek i¢in (6.28) denklemini burada yeniden ele alalim:

min{m,n} Nold) T min{m,n}—1 ’ (0) T
/+1
AGL;GR = [—21 aEUGL;( )VGR; + K_Zl BZUGL;( * )VGR;
min{m,n} T
+ Y wUg, OV (7.24)
=1

Denklemden de anlagilacag: gibi katlidizeyi tam olarak elde edebilmek i¢in min{m,n}
ozyineleme adim yeterlidir. min{m,n} 6zyineleme adimindan daha diisiik 6zyineleme
adimlari ile asil kathidizeye yaklastirim elde etmek olasidir. Bu bi¢cimde belirli diizeyde
ozyineleme ile belirli diizeyde yaklastiranlar elde edilmis olur. (6.28) denkleminin
sag yani incelendiginde, yaklagtirnm kathdizeyi i¢in o, 8, ¥ sayillarinin yanisira destek
katliyoneylerini bellekte tutmak gerektigini gormekteyiz. Tim bunlar goz Oniinde

yontemimizin sikistirma orani agsagidaki gibi belirlenmektedir.

kX(I] X12—|—I3)+I3—|—3Xk—1
I ><12><I3

(7.25)

Bu sikigtirmanin belirli diizeyde kesmelerden yola ¢ikilarak elde edilmesi nedeniyle

yitimli bir sikistirma yontemi olacagi apagiktir.
240 x 320 x 36 tiriindeki Bolim 7.4°de ilgilenilen "xylophone.mp4" bozboyali
canlandirim verisi icin 20 6zyineleme adiminda sikistirma orant,

20 x (240 x 320436) +36+3 x 20— 1
240 x 320 x 36

~ 0.56 (7.26)

olarak elde edilir. Andiran bi¢imde ayn1 canlandirim verisinin boyali olani i¢in ise bu

sikigtirma oranini asagidaki gibi elde edilir.

3x20x (240 x320+36)+3 x36+3x3x20-3
240 x 320 x 3 x 36

~0.56 (7.27)

Burada her bir renk i¢in CYCUKG uygulandig1 icin 3 ¢arpam gelmektedir ancak bu

sikistirma oranini degistirmemektedir.

7.9 CYCUKG Yonteminin Bilgisayim Karmasikhg

X € RlixbxxIv ye [ = [, = ... = [y = I olmak iizere yiiksek kerteden Tekil

deger ayrigtirrminin (ing: HOSVD) bilgisayim karmagikligi &'( I v “)) olarak bilimsel
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yazinda yer almaktadir [106]. CYCUKG yontemi incelendiginde, bilgisayim
karmagikligi €' (IV) oldugu goriilmiistiir.

CYCUKG yonteminin en 6nemli dzelliklerinden biri de, bilgisayim karmasasi yiiksek
mertebeden TDA yonteminden diisiik olmasina karsin, kosegencillikten 6diin veriyor
olmasidir. Ayrica TDA iteratif bir yontem olup, yapisinda dizey evrigi alma islemi
bulundururken; CYCUKG yontemi 6zyinelemeli ve evrik alma islemi bulundurmayan

bir yontemdir.

CYCUKG yonteminde 6zyineleme sayisi arttik¢a yaklastirm niteliginin artis hizi
azalmaktadir. Bu, ilk adimlarda belirlenen destek katliyoneylerinin baskin olmasindan
kaynaklanmaktadir. Bu aymi1 zamanda, 6zyineleme sayisi arttikca dig ¢carpimlardan
gelen katkilarin (e, B,y degerlerinin) sifira ¢ok cok yakin degerler olarak ortaya
cikmasi anlamina gelmektedir. Bu nedenle 6zyineleme sayisi arttik¢ca, PSNR degerleri

artmakta ancak PSNR degerlerindeki artig hiz1 azalmaktadir.

88



8. SONUCLAR

Bilimsel yazinda yer alan bir¢cok ayristirim yontemi, bir dizeyden veya bir ¢okyonlii
diziden anlamli bilgileri/6zelliklerini ortaya cikaracak yoney/dizey/cokyonlii dizi
carpanlant seklinde yazma felsefesine dayanmaktadir. Bu carpanlar belirlenirken
tim bilimsel sorunlarda oldugu gibi az eder ile daha iyi sonug¢ elde etmek veya
yaklastirim elde etmek tabandir. Cokyonlii dizi ayristirimi olarak bu savda gelistirilen
CYCUKG yontemi bir ¢okyonlii diziyi kathidizey olarak ele alip, katliyoneylerin
discarpimlarindan olusan, bagka bir deyisle carpanlarinin katliyoneyler biciminde
oldugu, bir ayristirrmdir. Kathdizey kullanimi, bilimsel yazindaki yontemlerin her
yonde ayristirim zorlugundan kaginmak ve ikili ayristirnm (ing: binary decomposition)
elde etmek amaciyla ortaya ¢cikmistir. Bu bicimdeki ayristirrm her yondeki ayristirimin

bilgisayim ederini azaltmaktadir.

CYCUKG yontemi bilimsel yazindaki iteratif yontemlerin aksine sayitim (istatistiksel)
tabanli ve 6zyinelemeli (ing: recursive) bir yontemdir. Ayrica bilimsel yazinda yer alan
yontemlerden farkli olarak yapisinda dizey evrigi alma iglemi bulundurmamaktadir.
Bilindigi gibi dizey evrigi alma islemi bilgisayim ederi yiiksek bir iglemdir 6zellikle

veri boyutu ¢ok biiylikse.

CYCUKG, yontemin yapisi geregi iki tiir esneklige sahiptir:

1. Tiir Aynistirnmi: CYCUKG yonteminde kathidizey kullanimi sonucu elde edilen
ikili ayrigtirim yapisi, sag ve sol oOrgiilerin nasil secilmesi gerektigi sorusunu
dogurmustur. Bu esneklik bu savda tiir ayristirimi (ing: decomposition type)
olarak adlandirilmistir. Evrencil bir se¢im bulunmamasina karsin veriler arasindaki

korelasyonun bu secimde etkin oldugu saptanmistir.

2. Baslangi¢ Desteklerin Secimi: Baslangic destek katliyoneyleri secimi, temelinde
bulunan 6teki yontemler gibi CYCUKG yonteminde de esneklik olup, en iyi
destek belirlenimi ile ilgili bilimsel yazinda ¢alismalar bulunmaktadir. Bu savda

Ozelsiz egilim olan asil ¢okyonlii diziden yonlii ortalama alinarak elde edilen
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destek kullanimi giindeme getirilmistir. Bu bi¢gimdeki se¢im, ¢ok Ozyineleme
adimina gerek duyulmaksizin, etkin bir yaklastirim elde edilmesini saglamaktadir.
Ayrica her 0zyineleme adiminda elde edilen bibirine dik bir sekilde belirlendigi
icin dikgen bir taban takimi da elde edilmektedir. Ayrica desteklerin etkinligi
asil ¢okyonlii diziden elde edilen agirliklar ile arttirilabilmektedir. Bu sekildeki
secimler iickdsegencil cekirdek dizeyin kosegencil baskinlifini arttirmaktadir.
Ancak agirliklandirim derecesi arttikga islem ederini arttigi icin ¢ok yiiksek

derecede agirlik kullanimi yeglenmemistir.
Uygulamalardan elde edilen sonuglart agagidaki gibi sirasayilandirabiliriz:

e Gercek yasama iliskin veri tiirii olan goriintii ve canlandirim verileri iizerinde
CYCUKG yonteminin islerliginin gosterebilmek amaciyla sinayislar gerceklesti-
rilmis olup yOntemin etkinligi yontemin nitelik 6l¢eni ve bilimsel yazinda cok
kullanilan bir 6l¢en olan PSNR degerleri ile sayisal olarak dogrulanmigtir. Ayrica
goriintiiniin yeniden olusturulmasi (ing: reconstruction) sorunlarinda isler oldugu
gozlemlenmis, Ozellikle arka goriiniim kestiriminde (ing: background reconstruc-

tion) dzyinelemenin ilk adimlarinda bile iyi sonuglar verdigi gézlemlenmistir.

Canlandirim verileri ile ilgilenirken, CYCUKG yontemine iligkin iyilestirme
yapilmasi gereken bir durum ile kars1 karsiya kalmmistir. CYCUKG yontemi
stirekli aralikta ¢aligsan bir yontemdir ve tam sayili verilerde calisildiginda verilerde
tasmalar gézlemlenmigtir. Bunun nedeni yontemin yapisinda bulunan bolme ve
dordiilkok alma islemlerinin olmasidir. Bu baglamda tamsayili verilerde yontemin
iyilestirilmesi gerektigini burada vurgulamak gerekir. Uygulamalar sirasinda bu
tasmalar mod alma ya da aralik doniisiimii ile giderilmigtir. Bilimsel yazinda da
veri tiirlerine iliskin ayristirim yontemlerinin iyilestirilmesine iligkin ¢alismalar yer

almaktadir. CYCUKG icin de benzer durum sézkonusudur.

e CYCUKG yontemi, bir diger gercek veri kiimesi olan agkinizgecil verilere
uygulanmis, kayipl sikistirma yontemi olarak kullanilabilecegi ortaya ¢ikarilmistir.
Bu tiir verilerdeki etkinligini gostermek amaci ile bilimsel yazinda agkinizgecil
veriler i¢in kullanilan diger sikistirma yoOntemleri ile karsilagtirilmigtir.  Ayrica
yontem i¢in hangi bps degeri icin ka¢ 6zyineleme adimi kullanilmasi gerektigi ile

ilgili bagintilandirim ortaya ¢ikarilmstir.
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e CYCUKG yonteminin daha yiiksek boyutlarda da islerligini gostermek amaci
ile yapay verilerin yanisira 4 boyutlu gercek oOl¢iimlerden elde edilmis iklim
verisi lizerinde inceleyisler gerceklesitilmis olup yaklastirm yoOntemi olarak

kullanilabilecegi gosterilmistir.

e CYCUKG yontemi, bilimsel yazinda ¢okyonlii dizi ayristirrmlari icin yaygin
olarak kullanilan Tucker ve CP ayristirnm yontemleri ile karsilagtirilmigtir. Bu
kargilagtirimlarin sayisal sonuglar1 bagil yanilgi tiiriinden verilmis olup, CYCUKG

yonteminin etkinligi gosterilmistir.

Tiim bunlarin yanisira savda, CYCUDG vyonteminde dizey destekleri kullanimi
giindeme getirilerek cekirdeginde Obekler (ing: blocks) bulunan Cokdegiskenliligi
Yiikseltilmis Carpimlar Obekgil Uckodsegencil Dizey Gosterilim (CYCOUDG) yon-
temi ortaya cikarilmigtir. Bilimsel yazinda oldugu gibi kisitlar degistirilerek yontemin
yapist genellestirilmistir.  Ayrica destek dizeyleri kullanimi dizeycil dikgenligi
sorununu beraberinde getirmis olup, dizeycil dikgenlik tanimlanmistir. Y 6ntemin

islerligi, yiiksek olmayan boyutlardaki yapay veriler lizerinde dogrulanmastir.

CYCUDG yonteminin ortaya cikis diisiincesi goz oniinde bulundurularak dizey
ayristirnmina ek olarak bu savda yoOney ayristirrmi yontemi de gelistirilmistir.
Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Ugkosegencil Yoney Gosterilimi (CYCYG) olarak
adlandirilan bu yeni ayristirim yontemi, ikili Kronecker ¢arpimlarin toplami seklinde
yazilabilen bir gosterilim olarak elde edilmis ve yoneyler iizerinde yontemin islerligi

simanmistir.

CYCUKG yontemi sayitim tabanli, ¢okyonlii diziler i¢in ortaya ¢ikarilmis 6zgiin
bir yontem olup, cokyonlii dizi ayristirrmlarinin s6z konusu oldugu tiim sorunlarda
uygun bir bicimde uygulanabilir. Bu savda yapilan calismalarda 6zellikle goriintii
ve video isleme, askinizgecil goriintiileme (ing: hyperspectral imaging) ve sikistirma
sorunlarinda uygulanabilirligi gosterilmistir. Yontem yalnizca bu alanlarda sinirh
olmayip kemometride, beyinbiliminde, uzaktan algilama, veri isleme ve makina

ogrenmesi gibi bir¢cok alanda etkin bir bicimde uygulanabilirdir.
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EK A.1 Boyal Canlandirim Verileri

Bu bolimde, CYCUKG’nde veri degerlendiriminde c¢oklu bilesenler iizerine
yogunlagilacaktir. Bu ana dek gergeklestirilen arastirnmlarda, uygulayimcil olarak,
canlandirimlar tizerinde durulmustur. Yalinlik acisindan, boya boz olarak secilmekte
ve islev degerleri boz’un degisik diizeyleri olarak giindeme getirilmektedirler.
Bagimsiz degiskenler ise cerceve sirasayisi, odaklanilan cercevede yatay ve diisey
konum bilesenleri olarak giindeme getirilirler ve her biri ayr1 olabilen bastan sonlu
sayida art1 tamsay1 iceren kiimelerden deger alirlar. Bozluk diizeyi, aslinda, bellekte 1
bayt uzunlukta yer alabilen sayilarla verilirler. Bu, 0’dan baglayip 255’te sonlanan bir
araliktaki tamsayilarin tanimbdlgesini olusturdugu anlamindadir. Kimi yazilimlarda,
bozluk degeri [0,1] araliginda degerlerle de verilir. Ama aslinda bunlar 1 bayttaki
tamsayilara cevrilerek kullanilirlar ve bilgisayim tabanini sorgulamayan kullanicilar,
cogu zaman, bunun ayirdinda da olmazlar. Boz (gri) aslinda aym baytla verilen
al, yesil, mavi boya bilesenlerinden olusur. Bu yiizden tek bir boya bileseni
gibi de diisiiniilebilirler. Boya bilesenleri, bellekte, cogunlukla, 1 bayt olarak yer
alacak bicimde kullaniliyor olsalar da, 6zellikle saglik bilimlerinde (sdzgelimi kanser
tanisinda) 1 bayt’inkinden cok c¢oziiniirliikte verilere de gereksinim duyulabilir. Bu
amacla, bellekte, her bir ana boya bilesenine 2 bayt ayrilir ve derecelendiris de
[0,65535] kapali araligindaki tamsayilar kullanilarak gergeklestirilir.

Boyah Canlandirimlarda Tam Birlestirimli Islev Degeri Kullanimi

IIk olarak, boz (gri) boyadan &zelsiz boya durumuna gegelim. Bu durumda, 6zelsiz bir
boyanin bir ka¢ ana bilesenin dogrucul birlesimi olarak verilebilecegini vurgulamakta
yarar bulunmaktadir. Bu baglamda, uygulayimlarda birden ¢ok bicem bulunmaktadir.
Bunlardan, Once, ingilizce kisaltitmla RGB (red, green, blue) bilesenleriyle boya
tanimini giindeme getirelim. Burada, ana boyalar, al, yesil, mavi durumundadir.
Boyayi, ya bu bilesenleri 6ge olarak alan bir yoneyle ya da bunlarin sayicil degerlerinin
birlestirimiyle anlatmak olanaklidir.

Yoney gosterilim durumunda, boyanin, canlandirimin veri tutamagindaki her bir
gorilintii biriminin (3 bayt) ilk, ikinci, ve de, {i¢lincii baytlar1, sirasiyla, al, yesil,
ve de, mavi baytlarina ayristirilabilecegini us’ta tutmakta yarar bulunmaktadir (bu
ayristirimda sira degistirilebilir de; ancak, hangi siralayisin giindemde oldugu bilinmeli
ve degistirilmemelidir). Tutamaktan bu ayrstirrmin gerceklestirimi i¢in ya kullanimda
varolan yazilimlardan, ya da buyrukdizilerden veya betiklerden yararlanisin olanakl
olabilecegi bir gercektir. Oteki bir yol ise tutamagi ham tutamaga cevirip yazilacak
bir buyrukdizi ya da betikle ayristirmaktir. Hangi yol izlenirse izlensin, anaboyalar
birbirlerinden ayrilmig olur ve her biri i¢in, boz canlandirimlarda yapildig1 gibi, her
bir ana boya verisi lizerinde 1 baytlik goriintii degerli veri igin CYCUKG uygulayist
gerceklestirilebilir. Boylece, iic ayrt CYCUKG nin gerceklestirimi s6z konusudur.
Ancak, bu durumda, anaboyalar arasi, soziimona, etkilesimlerin devre dis1 kalacagi
da diisiiniilebilir.

Birlestirimli durumu belirtik olarak anlatabilmek i¢in al, yesil, mavi bilesenlerin birer
baytlik sayicil degerler olarak verildiklerini ve bu degerleri al, ye, ve de, ma ile
simgeledigimizi varsayalim. Bu durumda, bo ile simgeleyecegimiz boya sayicil degeri
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asagidaki uzbilimcil anlatimla verilebilir.
bo = al x 65536+ ye x 256 +ma = al x 2'% + ye x 28 + ma (A.])

Buradaki anlatimla verilen boya degeri, aslinda, canlandirimin belli bir ¢ercevedeki
belli bir konumda yerlesik goriintii birimi i¢indir. Bu yiizden, tiim cergevelerdeki
tiim konumlardaki goriintii birimleri (pixel) birer boya degeri tagimalidirlar. Bu da,
canlandirim verisinin bir boya degerler kiimesi ile bir konuglandirim kiimesinden
olustugu anlamimna gelir.  Konuslandirim icin ce ile simgeleyecegimiz cerceve
sirasayist; yk ile simgeleyecegimiz, o cergevedeki konum yatay bileseni; dk ile
simgeleyecegimiz, o ¢ercevedeki konum diisey bileseni; iic 68eli bir yoneyin 6geleri
olarak ya da ii¢ yonlii bir ¢okludizinin 68elerinin altsirasayilar1 olarak diisiiniilebilir.
Bu durumda, boya degerini simgeleyen bo’nun ce, yk, ve de, dk ile simgelenen
degiskenlere bagh bir islev oldugu diisiiniilebilir. Bu ise agsagidaki anlatimin gecerliligi
demektir.

bo = bo (ce,yk,dk) (A.2)

Bu esitlikte, bagimsiz degigsken olan ce, yk, dk biiyiikliikleri sirasay1 niteliklidirler.
Bu yiizden, tanimbdélgeleri art1 tamsayilar kiimesinden tekdiize artan degerlerden birer
sonlu sayida kesimini i¢eren altkiimelerdir. Bu durum asagidaki bagintilarla uzbilimeil
olarak verilebilir.

ce € Z,J{ce, vk € 7t dk € 7.}

Tyk? Nk

(A.3)

Bu tamimlarda, nc., ny, ng ile, sirasiyla, cergeve sayisi, gercevelerin yataydaki
ortak goriintii birimi sayisi, c¢ercevelerin diiseydeki ortak goriintii birimi sayisi
simgelenmektedir. Tikiz gosterilim agisindan orgii (grid) kullanimina ydnelmekte
yarar bulunmaktadir. ~ Burada ve Ozelsiz inceleyislerimizde dikgen c¢okyiizlii
ya da agkin c¢okyiizlii kullanmak durumundayiz, bunun nedeni de yapicildir.
Buradaki inceleyislerimizde, bagimsiz degiskenlerden her birinin tanimbdlgesinin
obiir degiskenlere bagli oldugu durumlara odaklanim sdzkonusu degildir. Burada
tanimlayacagimiz orgii, altkiime olciileri, bagimsiz degisken siras1 gozetilecek olursa,
Nee X Ny X ngy tiiriinde olmak durumundadir.  Siralanig degistirilirse oOrgil tiirti
de degisir. Ancak, karsilagilacak orgii tiirleri, uzamcil doniisiimlerle, birbirlerine
dontistiiriilebilirler.

ce, yk, dk degiskenlerinin sirasay1 nitelikli oluglari, onlarin altsirasay1r olarak
kullanimini us’a getirir. Bu da, asagidaki esitligin yazimina gotiiriir.
CDho = [boceskak] (1cGyyy v (1) = (ceyhsdk) (A4)
ce ny xXn
Bu esitlikte, CD ile “cokyonlii dizi” cagristirimi yapacak bir simgelestirim
kullanilmaktadir.

Yukaridaki anlatimlar, aslinda, savin evreleri siirecinde gerceklestirilen arastirimlara
yabancit ya da onlardan cok yeni bilgiler icermemektedirler. Ancak, savin ilk
evrelerinde, hep boz boyali verilerle ilgilenilmis olundugundan ozelsiz boyali
uygulayislar i¢in gerekli vurgulayiglarin dile getirimine yonelmek biiyiikk Onem
kazanmaktadir. Bu nedenle bu anlatimlar yaziya dokiilmiistiir. Ancak, burada salt
cokludizi diizeyinde kalinmis; kathdizilerle ya da kathidizeylere gecisle ilgili konular
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yinelenmemigtir. Bunun da nedeni, bu dogrultuda, arastinmlarimizla ¢ok giiclii
denilebilecek bir tabanin olusturulmus oldugu goriisiidiir.

Yukarida ( A.1) esitligi ile verilen birlestirim tek tiirlii olmayip yukardaki esitlige
ek olarak tiim iiclii birlestirimleri giindeme getirecegiz. Bu tiirliilestirim anaboya
bilesenleri arasinda birlestirim ayrilik ya da aykiriliklart varsa onlar1 yakalamak ya da
en azindan varliklar ile ilgili imlerin varoldugunu ya da olmadigini saptamak amacina
yonelik olarak diistiniilmelidir.

bo = al x 65536 +ma x 256+ ye = al x 2'® + ma x 2% + ye (A.5)
bo = ye X 65536+ al x 256 +ma = ye x 2'% +al x 2% + ma (A.6)
bo = ye X 65536 4+ ma x 256 +al = ye x 2'% +ma x 28 +al (A7)
bo = ma x 65536+ al x 256+ ye = ma x 2'¢ + al x 2% + ye (A.8)
bO:max65536—l—yex256—i—al:ma><216+ye><28+al (A9

Anaboyada Ayrisik Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil
Kathdizey Ayristirimi

Yukarida, boliimiin baslarinda verildigi iizere, Ozelsiz boyali canlandirim icin
kullanilabilecek yontemlerden biri de anaboya bilesenleri arasinda etkilesim
yokmuscasina is gormektir. Bu durumda, asagidaki esitlikler yazilabilir

(1) : al =bo(ce,yk,dk)
(2) : ye=bo(ce,yk,dk)
(3) : ma=bo(ce,yk,dk) (A.10)

Bu bicimdeki se¢im ile, ana boyalar arasi islevcil iligkiler ortadan kalkmis olur. Bu
yiizden, bu durumdaki CYCUKG’in boz boyali canlandirimdaki durumdan higbir
degisik yanm yoktur. Ancak, ayristirim eyleminin her bir anaboya bileseni icin
ayrt ayr1 gerceklestirimi ve onun sonrasinda, olusan yaklasik ayrigtirrmlarin bir
tutamakta birlestirimi ve bdylece 6zelsiz boyali ayrigtirim olarak kullanimi gereklidir.
Uygulayislarda boyali canlandirimlar i¢in bu bicimdeki islev degeri kullanilmagtir.

Boya Verisinin Sayicil Bicemi

Yukaridaki inceleyislerimizde bo ile simgeledigimiz, tam anaboyali birlestirimlerde
veya birlestirimsiz durumlarda, bo’nun sayicil veri yapisi tamsay: tiiriindedir. C ve
onu andiran dillerde birden ¢ok tamsay1 veri tiirleri vardir. Bunlar arasinda, 2, 4, ve de,
8 bayt uzunluklu olan ve sirasiyla “kisa tamsay1”, “tamsay1”, ve de, “uzun tamsay1”
olarak adlandirilan verilerden sozedilebilir. Ote yandan, betikleyis gerceklestiren
bilgisayar dillerinden bir kesiminde bdylesine kati veri ayrimi olmayabilmektedir ve
betigin gerektirdigi diizeyde, bellekte, yer ayrilabilmektedir. Bir kesim betik dilinde
de, (Maxima, Mathematica) orancil sayilar, ya da, oteki deyisiyle, iileskeler iizerinde

islem yapilabilmektedir. Bu yiizden, CYCUKG uygulayislarinda kullanim icin segilen
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dil ya da yazilimin ozelliklerini iyi bilmek ve bo i¢in verinin bellekte tam dogru
olarak saklanimini saglayacak yapilar1 segmekte yarar bulunmaktadir. Eger veri,
yeterli basamagi olan tamsay1 diizeyde degilse, sozgelimi kayar noktali veri kullanimi
gerekiyorsa, tamsay1 veriyi bu tiire, ya da, bu tiirii tamsay1 tiire cevirecek olanaklarin
kullanimini giindeme getirmek gerekir.

Veri gosterilimi acisindan sorun yasanmadigi diisiiniilecek olursa, ©Ongoriiniime
cikacak olgu her bir bo degerinden anaboya bilesenlerinin nasil ¢ekilecegidir. Eger,
tam birlestirimli durum s6z konusuysa, her bir bo degerinden anaboya bilesenlerini
belirleyecek islemler asagidaki esitliklerle verilebilir.

al = bo /65536
ye = (bo — al x 65536) /256
ma = bo — al x 65536 — ye x 256 (A.11)

Burada / simgesiyle belirtilen islem kalansiz ya da tamsay1 bolmedir. Oteki bir deyisle,

anaboya bilesenleri “Kipgil Islemler”, ya da, “Bélen-Kalan Tabanl Islemler (ing;
modular aritmetic)” ad1 verilen islemlerle belirlenebilmektedir.
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