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GENISLETILMIS OZET

Bu ¢alismada serbest birlesmeli cebirler ve alt cebirlerin yapisi ile ilgili
Cohn (1963) un makalesinden elde edilen sonuglar ve bu sonuglarin serbest Lie
cebirlerindeki uygulamalari incelenmistir.

Serbest degismeli ve birlesmeli cebirler, degismeli halka teorisi ve cebirsel
geometri de 6nemli bir yere sahiptir.

Bir serbest grubun herhangi bir alt grubunun da serbest oldugu Schreir
(1927) tarafindan gosterilmistir. Birlesmeli olmayan lineer cebirler igin benzer bir
sonu¢ Kuros (1947) tarafindan ( ayrica Witt (1953) ve Shirshov (1954) tarafindan
ve Lie cebirleri i¢in Shirshov (1953) ve Witt (1956) tarafindan ispatlanmistir. Bu

ifadenin tersi, F cismi tizerinde {x} tarafindan iiretilen serbest birlesmeli cebirlerin
serbest olmayan alt cebirleri olduguna bir 6rnek F [x’,x’] polinom cebiri olarak

verilebilir. O halde simdiki sorun kendisi serbest olan serbest birlesmeli cebirlerin
alt cebirlerini karakterize etmektir. Tek iiretegli durumlar igin, F[x], F cismi
lizerinde tek x serbest iireteci ile serbest birlesmeli cebir ve R de F[x] in bir alt
cebiri olsun. "R nin serbest olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin tam kapal
olmasidir". Bu sonug¢ ayn: zamanda tek iiretecli birlesmeli ve degismeli cebirler
icin de gegerlidir, ama bu sonug birden fazla iiretece sahip cebirler igin gegerli
degildir. Bunun ana sebebi Liiroth' un teoreminin yiiksek boyutlu cebirler igin
basarisiz olmasidir. A serbest birlesmeli cebirinin alt cebiri olan B nin serbest
olmasi igin bazi kosullar vardir. Bunlarin bir uygulamasi olarak sonlu rankli bir
serbest Lie cebirinin otomorfizm grubunun elemanter déniigiimler yardimiyla elde
edilebilecegi sonucu Cohn (1963) tarafindan elde edilmistir.

Ayrica Poincare-Birkhoff-Witt teoremi serbest Lie cebirinin bir serbest
grubun alt merkez serileri ile baglantili oldugunu ispatlar. Bir serbest Lie cebirinin
otomorfizmi elemanter otomorfizmler tarafindan iiretilir ve bir Jacobian matrisi ile

karakterize edilir. (Reutenauer, 2003)
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Witt (1956) ve Shirshov (1953) bir cisim iizerindeki bir serbest Lie
cebirinin her alt cebirinin serbest oldugunu gostermiglerdir. Schreier (1927) bir
serbest grubun her alt grubunun da serbest oldugunu gostermistir. Witt bu ispat:
cebire uygulamustir. Shirshov ise Lie cebirinin M. Hall tarafindan insa edilen bazini
kullanarak bir serbest Lie cebirinin her alt cebirinin serbest oldugunu ispatlamistir.
Bir serbest Lie cebirinin bir alt cebirinin serbest olup olmadigi, serbest Lie
cebirinin lizerinde tanimlandig1 degismeli halkanin bir cisim olup olmadigina
bagldir. Ayrica, bir cisim iizerinde tanimli serbest Lie cebirlerinin serbest iireteg
kiimeleri ile bu kiimelerin Jacobian matrisi arasinda bir iliski vardir. Bu konudaki
ilk ¢aligma Mikhalev,Shpilrain ve Zolotykh (1996) tarafindan yapilmis ve sonlu
uretilmis alt cebirlerin rankinin iireteg kiimesinin Jacobian matrisinin satirlarinin
sol rankina esit oldugu ispatlanmigtir.

Bu tez toplam 8 boliimden olusmus olup her bir bdliimiin igerigi asagida
Ozetlenmigtir:

Birinci bélimde tez konusunun temelini olusturan tanmim, teorem ve
orneklerden soz edilip, serbest birlesmeli cebir ve tensdr cebirinin insasi
yaptlmigtir.

ikinci bolimde F cismi iizerinde x iireteci ile serbest birlesmeli F[x]
cebirinin serbest alt cebirlerini tammlayabilmek igin gerekli tanim ve teoremler
yapilmis ve konuyla ilgili 6rneklere yer verilmistir.

Uglincii bsliimde "Bir serbest birlesmeli cebirin alt cebiri ne zaman serbest
olur?" sorusuna cevap aranmig ayrica F[x] in alt cebirlerinin serbest olmasi igin
ikinci bir kriter elde edilmistir.

Dérdiincii bolimde Lie cebirinin tanimi yapilarak, evrensel zarf cebirinin
ingas1 yapilmis. Son olarak Poincare-Birkhoff-Witt teoreminin ispatina yer
verilmistir.

Besinci boliimde bir serbest Lie cebirinin her alt cebirinin serbest oldugu
gosterilmistir
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Altnci bdliimde "Bir serbest birlesmeli cebirin bir alt kiimesi verildiginde
bu alt kiimenin bir serbest iirete¢ kiimesi olup olmadigina karar verilebilir mi?"
sorusuna cevap aranmistir.

Yedinci boliimde elemanter Lie déniisiimleri ve serbest Lie cebirlerinin
otomorfizmleri incelenmistir.

Sekizinci boliimde serbest birlesmeli cebirlerin uygulamalari olarak ters
fonksiyon teoremi ispatlanmis ve serbest birlesmeli cebirlerin serbest olmayan alt

cebirlerine ait 6rneklere yer verilmistir.
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1. GIRIS Nida OZBILEN

1. GIRIS

Bu béliimde P. A. Grillet' in "Graduate Texts in Mathematics" kitabindan
faydalanilmustir.

R bir birim elemanli, degismeli halka ve tiim modiiller birimli kabul
edilecektir.
Tanmm 1.1. Bir de8ismeli R halkasi iizerindeki bir A R-modiil alalim.

¢:AXx A —> A olmak lizere eger her a,b,c € AvereR igin

i.ae(b+c)=aeb+aec

ii.(a+tb)ec=aec+bec

iii.(ra)eb=ae(rb)=r(aeb)
kosullar1 saglaniyorsa A ya R iizerinde bir cebir, kisaca R-cebir denir.

Herab,ce Aiginae(bec)=(aeb)ec kosulunu da sagliyorsa A ya
birlesmeli cebir , herae Aigin lea=a=ael ise birimli cebir , "®" islemine
gore degismeli ise degismeli cebir denir.

Ayrica A R-cebiri yukarndaki kosullarla bir birimli halka olarak
diistiniilebilir.

Ornek 1.2. R[x], (R[(x;),] ) ( bir ya da ¢ok degiskenli ) polinom halkalari,
R[[x]l, (R[[(X;);]] ) kuvvet serisi halkalart R-cebirlerdir. C  cebiri ve
H (quaternion cebiri) R-cebirlerdir. Her halka bir  Z -cebirdir. Ayrica her

degismeli R halkasi ve a, R nin bir ideali olmak iizere % boliim halkasi bir

R-cebirdir. M, (R) nxn tipindeki matris halkalar1 bir R-cebirdir. Lie cebirleri ve

Leibniz cebirleri birlesmeli olmayan R-cebirlerdir.
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1. GIRIS Nida OZBILEN

Bir A R-cebirinde her r,s € R igin

rl +sl =(r+s)1 ve (r1)(sl) =(rs)1
olup 4(r)=rl seklinde tanimlanan ¢:R — A  doniisiimii  bir halka

homomorfizmidir. Hera e A igin (r1)a=ra=a(rl) oldugundan her rl, A da

merkezdedir. Dolayisiyla £ bir merkezi homomorfizmdir.

{ birebir ise, rl yerine r alabiliriz, o zaman R, A nin bir alt halkas: olur;
Ornegin R bir cisim ve A # 0 oldugu durumlarda, A iizerindeki R-modiil yapis1 £
ile belirlenir.

P RxA-A

(s, [} )= s(rl) =(sr)1 = £(rs)
{(r)
doniigiimiiyle birlikte A bir R modiildiir.

Her A halkasi i¢in, R den A ya merkezi halka homomorfizmlerinin

arasinda bir birebir denklik vardir ve A iizerindeki R-modiil yapilart A y1 R-cebir

yapar.

Tammm 1.3. A ve B R-cebirler olsun. ¢ : A — B doniisiimii verilsin.
Eger hera,be A ver € R igin

1. p(a+b)=p(a)+ep(b)

ii. p(ab) = p(a)p(b)

iii. p(ra) =rep(a) ve p(1) =1

ise @ ye bir R-cebir homomorfizmi denir.
Agikga R-cebirlerinin bir homomorfizmi aym zamanda R-modiil

homomorfizmi olan bir halka homomorfizmidir.

Tanim 1.4. A bir R-cebiri olsun. A nin bir S alt cebiri, A nin bir alt halkasi ve bir

alt modiilii olan bir alt kiimesidir.
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Tamm 1.5. A bir R-cebir, I, R nin bir alt kiimesi olsun. I, A nm bir ift yanli

ideali ve bir alt modiilii ise, o zaman I ya A R-cebirinin bir ¢ift yanli ideali denir.

% bdliim halkast ayni zamanda béliim modiilii oldugundan bir R-

cebirdir. Bu cebire boliim cebiri denir. Ayrica A—)‘% izdiigimii bir cebir

homomorfizmidir.

Teorem 1.6. Eger ¢: A — B R-cebirlerinin bir homomorfizmi ise Gére, B nin

alt cebiri, Ceke, A nin ideali ve

®
A— B

| -
A — Gor
/Cek(p 0 v

diyagrami degismeli olacak sekilde bir 0:A/Cekp — Gore cebir izomorfizmi

vardir.

Ispat. Halkalar ve modiiller igin olan homomorfizm teoremlerinden bir @
izomorfizmi  yukaridaki diyagrami saglar. Aym doniigiimlerle 6 bir cebir

izomorfizmidir.

Teorem 1.7. I, bir A R-cebirinin iki yanl ideali olsun. Cekirdegi I y1 igeren her

cebir homomorfizmi igin
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diyagrami degismelidir.
‘% nin alt cebirleri ile A nin I y1 igeren alt cebirleri arasinda birebir bir

denklik vardir.

Ispat. Benzer teorem halkalar ve modiiller i¢in ispatlanmistir. Dolayisiyla aym w

homomorfizmi ile yukaridaki diyagram saglanir. y bir cebir homomorfizmidir.

Tamm 1.8. A bir R-cebiri olsun. Eger her m,n > 0 igin
LA=0® A,
ii. le A,
iii. AJA, AL,

olacak sekilde (A,),,, alt modiilleri varsa A ya bir derecelendirilmis R-cebiri
denir. A nin elemanlar n dereceli homojen elemanlardir.

Herhangi bir derecelendirilmis A =® , A, cebirinde her ac A, a , a
nin n. homojen bileseni olmak iizere a=znaoan olacak sekilde tek tiirlii
yazilabilir. ( Sonlu tane n disinda a, =0 dir.) Eger a#0 ise 0 zaman a nin
derecesi a, # 0 olacak sekildeki en biiyiik n dir. 0 in derecesi ise —o0 alinir.

Ornegin; f(x,y)=x’+y’+7x-3y+1eR[x,y] verildiginde f nin
homojen bilesenleri x*+y’, 7x - 3yve 1 dir. f nin derecesi 2 dir, fakat homojen
degildir.
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Ornek 1.9. R[x] polinom cebiri derecelendirilmis bir R-cebiridir. A alt modiilii
derecesi n olan tiim homojen polinomlari igersin.

A, ={a0| a, eR}

A, ={alx| a € R}

A, = {azle a, € R}

A = {anx“| a, € R}
A A = {amx’"anx“l a,.a, € R} ={a,a,x""|a,a, eR}cA,,,
olup R[x]=® , A, dir.
Ornek 1.10. R[x,y] polinom cebiri derecelendirilmis bir R-cebiridir. A, ile
derecesi n olan tiim homojen polinomlarin kiimesini gosterelim.
A,=R
A = {a]x+a2y| aa, e R} =Rx +Ry
A, = {alx2+a2xy+a3y2| a,a,a, € R} =Rx’+ Rxy + Ry’

ve R[x,y]=® A, elde edilir.

Genel olarak R[x,,X,,...x ] polinom cebirinin derecelendirilmis cebir

seklinde devam edilirse A_ A c A

oldugu benzer sekilde gosterilir.

Tamm 1.11. A=® , A, ve B=® , B, derecelendirilmis R-cebirleri verilsin.
Her n>0 i¢in o(A )= B, olacak  sekildeki p:A—>B

R-cebir homomorfizmine derecelendirilmis cebirlerin bir homomorfizmi denir.

Tamm 1.12. Sc A olacak sekildeki S derecelendirilmis cebirine A=® , A/
derecelendirilmis R-cebirinin bir derecelendirilmis alt cebiri denir. S, A nin bir

derecelendirilmis alt cebiri ise S ,A_  nin alt cebiri olmak iizere S=@ ,,S,

seklindedir. O zaman S =A ~S veher m,n i¢in S S < S, seklindedir.

m+n

5



1. GIRIS Nida OZBILEN

Tanmm 1.13. A nin bir I alt modilii igin 1=@®_,,I  olmak iizere I ya

n20“n

A= ,,A, derecelendirilmis cebirinin bir derecelendirilmis ideali denir. O

zaman [ =INA_ vehermnigin A I <1 .

mn

ve LA cl .. dir.

n

Ornek 1.14. Z[x] de gift katsayili polinomlar bir derecelendirilmis ideal

olustururlar, fakat x* +1 in katlar1 olusturmaz.
1=27[x]={a,*a,x+..| a, € 2Z}, Z[x]=® A,
I, , derecesi n olan ¢ift katsayili homojen polinomlar olmak iizere

[ AL cl

[=0 .1, vel A I, dir

m+n

I=(x*+1) Z[x]={(x*+ l)p(x)l p(x) € Z[x]} alalim. x*+1 homojen
olmadigindan Z[x] de bir f polinomunun homojen bilesenleri x*+1 tarafindan
boliinemez. I nm n dereceli tim homojen elemanlari kiimesi olan I_sadece 0

icerirve [#®__ 1 dir.

n

Ornek 1.15. R[x,y] nin x-y tarafindan iiretilen I ideali bir derecelendirilmis
idealdir. x-y homojen oldugundan R[x,y] nin bir f polinomunun x-y tarafindan
boliinebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul f nin her homojen bileseninin x-y
tarafindan béliinebilmesidir. Béylece I, I nin derecesi n olan tiim homojen

elemanlarinin kiimesi olmak iizere 1=@ 1  dir.

Fakat R[x,y] nin x’ -y tarafindan iiretilen J ideali bir derecelendirilmis
ideal degildir. Ciinkii x* -y sifirdan farkli homojen garpani olmadigindan J nin n
dereceli tiim homojen elemanlar: kiimesi olan J  sadece 0 igerir ve
J#£® ,,J, dir.
Ornek 1.16. Bir A=®__ A, derecelendirilmis cebirinin bir S=@ (A, NS)

derecelendirilmis alt cebiri her m,n > 0 igin
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i.le A;nSve
i. (A, NSYA , NS)c A NS

oldugundan kendisi de bir derecelendirilmis cebirdir.

Derecelendirilmis  bir  1=® (A NI) ¢ift yonlii ideali ile
derecelendirilmis bir A=®_ A_ cebirinin A/I bslim cebiri
All=®_ (A +D)/I

derecelendirilmis bir cebirdir.

I=(A,ND®A,NDD..BA, NDO...

AL=A/(A,NDBA,NDO...OA, ND)D..)
=(A/(AND)@A/(A,N]))D... (Cinkalan teoremi)
A, PA,D..QA )D../(AND)D(A @A, D..@

A D.)/(A,ND)D..
_A A
_%,nl ® %zrﬂ@"‘

. . A ~ A+I -
2. izomorfizm teoreminden Aml_ 4 oldugundan

A/l = Al*% @ Az”I 3.

elde edilir.

Teorem 1.17. ¢: A — B derecelendirilmis R-cebir homomorfizmi ise Gérp , B
nin derecelendirilmis alt cebiri, Cek¢ , A nin derecelendirilmis alt ideali ve

4—2 >3

-

Al Cek(p——?Gdr(p

diyagrami degismeli olacak sekilde derecelendirilmis cebirlerin bir
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0:A/Cekp —> Gorg

izomorfizmi vardir. (Grillet, 2007)

1.1. Serbest Birlesmeli Cebirler

Bu bolimde M. R. Bremner' in "Free Associative Algebras,
Noncommutative Grobner Bases, and Universal Associative Envelopes for
Nonassociative Structures, 2013" makalesi temel alinarak serbest birlesmeli
cebirler i¢in gerekli olan tanimlara yer verilecektir.

PERART 0L

Tanmim 1.1.1. X = {xl,x X ,} sonlu ya da sayilabilir sonsuzlukta bir belirsizler
kiimesi olsun. X kiimesi iizerinde i <j olmasi igin gerek ve yeter kosul x < X;
seklinde bir tam siralamanin tanimli olmasidir. X° ile x,,x,,...x, € X ve k20
iken w=x,x,---x, kelimelerinin (monomiallerinin) kiimesini gosterelim. k=0,

0 X

1l

w=1 bos monomialini gosterir. W=X; X, ---X, monomialinin derecesi icerdigi

harflerin sayisidir, tekrarlarda dahildir : deg(w)=k.
X" iizerinde herhangi bir u,v € X" igin;
(u,v) > uv

ikili islemini birlesmeli olacak sekilde tanimlayalim. Bu islemle X' a X
tarafindan iiretilen serbest monoid denir.

Ornek 1.1.2. X={a} tek elemanli ise, X' ={aklk20}, a nn tim negatif

olmayan kuvvetlerinin kiimesidir. X" iizerindeki ¢arpma;
a'al =a"

ile verilirse X" degismelidir.
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X, iki ya da daha fazla elemana sahipse, X" degismeli degildir. Ornegin

X={a,b} ise tiim k > 0 i¢in derecesi k olan 2% tane ayrik kelime vardir:

k=0: 1

k=1: a,b

k=2: a’ab, ba, b’

k=3: a’, a’b, aba, ab’, ba’, bab, b’a, b’

k=4: a‘,a’b, a’ba, a’b’,aba’ abab, ab’a, ab’,ba’,ba’b, baba, bab?,b’a’,bab, b’a, b*

Tamm 1.1.3. Eger bazi v,,v, e X igin w=vuv, ise bos olmayan bir ue X’

kelimesine w € X" 1 bir alt kelimesi denir.

v, =1 ise u,w nin bir sol alt kelimesi, v, =1 ise u, w nin bir sag alt

kelimesidir. Eger u # w ise u, w nin bir 6z alt kelimesidir denir.

Tamm 1.1.4. X iizerindeki tam siralamayr X' iizerindeki tam siralamaya

genisletelim. Bu siralama asagidaki sekilde tanimlidir ve buna deglex (degree

lexicographical) siralama denir. u, w € X" ise,
u<w < deg(u) <deg(w)

Burada v, u’, w' e X' i¢in u=vxu’ ve w=vx.w' , x.<x. dir.
> i ) 1 J

(x;,x;€X)

Ornek 1.1.5. X={a,b} ve a<b olsun. X" 1n derecesi <3 olan kelimelerini

deglex siralamasiyla listeleyelim.

l<a<b<a’<ab<ba<b’<a’<a’b<aba<ab’<ba’<bab<b’a<b’.
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Ornek 1.1.6. X={a,b,c} ve a<b <c olsun. X'' i derecesi <3 olan kelimelerini

deglex siralamasiyla listeleyelim.

2
] <a<b<c<a’ <ab<ac<ba<b’ <bc<ca<cb<c’<a’<a’b<a’c<aba<ab’<abc<aca<acb
2 2
<ac’ <ba’<bab<bac<b’a<b’ <b’c<bca<bcb<bc’ <ca’<cab<cac<cba<cb’<cbe<c’a

<¢’b<c’

Tamm 1.1.7. Eger tiim u, v, w e X' i¢in u<v iken uw <vw ve wu<wv ise
X" iizerindeki tam siralama garpimsaldir denir. (Kisaca her u, v, w,, w, € X" igin

w uw,<w vw, olur.)

Tanim 1.1.8. X' iizerindeki tam siralama w, 2w, >...>w_>... iken bir n igin

w_=w_ =.. iseazalan zincir kosulunu (DCC) saglar. (w ,w,,..,W_,...€ X9

n n+l

Lemma 1.1.9. Tanim 2.1.4 de verilen X" iizerindeki " <" siralamasi ¢arpimsal ve

DCC yi saglar.
Tanmm 1.1.10. F bir cisim olsun. F<X> ile F iizerinde X' bazi tarafindan iiretilen

vektor uzayini gosterelim. F <X> tizerinde ;

(Za,uij[ijvj) =Y abuv, (ab eFu,v eX)
i j

1)

carpimint tanimlayahm. Bu ¢arpim ile F<X>, F iizerinde X tarafindan iiretilen
serbest birlesmeli cebirdir. Bos kelime birim eleman oldugundan bu cebir
birimlidir. F<X> in elemanlar1 X' daki monomiallerin lineer kombinasyonlardir

ve bu elemanlar degismeli olmayan polinomlardir.

Ornek 1.1.11. X={a} ise , F(X) bir degiskenli F[a] birlesmeli polinom cebiri ile
aymdir. X , iki ya da daha fazla elemanl ise, F(X) ile F[X] aynmi degildir. Ciinkii
F[X] degismeli fakat F(X) degismeli degildir.

10
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1.2. Tensér Cebiri

Bu boliim de bir modiiliin tensér cebirinin yapist P. A. Grillet, 2007,
"Graduate texts in mathematics, second edition" kitabindan faydalanilarak
incelenecektir.

Bir modiiliin tensor cebiri o modiil tarafindan "serbest" olarak iiretilmis bir

cebirdir.

R bir degismeli birim elemanli halka, tim modiiller birimli, tiim cebirler
ve tensor carpimlari R {izerinde tanimli, R degismeli oldugundan n tane R-modiiliin
tensor ¢arpimi bir R-modiildiir.

A bir R-cebir olsun. A nmin alt cebirlerinin her kesisimi, A nin bir alt
cebiridir. O halde A nin her S alt kiimesi i¢in S yi igeren A nin bir en kiiciik alt
cebiri vardir. A nin S yi igeren tiim alt cebirlerinin kesisimi olan M =<S8> alt
cebiri S tarafindan iiretilir.

Bir A R-cebiri verilsin. M, A min bir alt modiilii olsun. A nin M tarafindan

tiretilen alt cebiri rl, + aa,..a,,a, € M, 1, e R formundaki elemanlari igerir. M
nin elemanlar genellikle A daki bazi bagintilar: saglar.

Mnin n>2igina,..a, elemant M nin a,,..,a, elemanlarinin bir n-lineer
fonksiyonudur ve bu fonksiyon a, ®..®a_ i a,..a, 'ye doniistiren M®..®M
den A ya bir R-modiil homomorfizmi belirler. O zaman ¢:R > Avei:M > A

homomorfizmleri verildiginde
y(r,m,(m&®m),...) =¢(r)+i(m) + (i(m) + i(m)) +...

seklinde tanimlanan
yv:ROEME(MAOIM)®...» A

déniigiimii bir 6rten modiil homomorfizmidir.

11
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Insa. M bir R-modiil olsun. M nin n. tensor kuvvetini T°(M) yada @M ile

gosterelim. T°M)=R,T'M)=Mve n>2 iken T"(M=M®..®M olsun.
Herm,n >0 igin
T"M)T" M) =T™" (M)
oldugundan
T"M) xT"M)——=T"M)®T" (M) ——>T"" (M)
dir ve dolayisiyla

(a,®a,®.®a_ ,b®b,®..0b )—a ®a,®..Qa Ob ®b,®.®b,

seklinde tanimlanan bir bilineer

T"M)x T"(M) = T™™ (M)
carpimi vardir.
Benzer sekilde hern >0 i¢in R nin T"(M) iizerindeki sag ve sol etkisi ve

R nin kendi iizerindeki ¢arpimi bilineer ¢arpimlardir. Herr,se T°(M)=R ve

te T"(M) igin

RIT'"M)=T'M)QRT"M) =T"(M)
r ® t ort

T"M)®R =T"' (M) QT (M) = T" (M)
t & r —>tr

ROR =T’ M)®T’M) = T°'(M)

r ® s —ors
dir.

Tamm 1.2.1. Bir M R- modiiliiniin tensor cebiri

oo )Ry ¥0) = 2t @1

ile tanimlanan ¢arpma ile birlikte TM) =@ _ T"(M) dir.

12
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Onerme 1.2.2. Bir M (birimli) R-modiiliiniin T(M) tensdr cebiri bir derecelenmis

R-cebiridir ve M tarafindan iiretilir.

Onerme 1.2.3. Bir serbest M R-modiiliinden bir A R-cebiri igine her modiil

homomorfizmi T(M)den A ya bir cebir homomorfizmine tek bir sekilde

genisletilir..
M—=>T(M)
o -

A

Ispat.p:M — A bir modiil homomorfizmi olsun. Hern > 2 ve her a,,a,,....a, € M
i¢in A daki ¢arpim ile bir
M'—A
(a,...,a,) > o(a)..o,)
n-lineer doniigiimii vardir. Bu doniisiim her a ,a,,...a, € M igin

¢ (a,®.®a)=0).p@,
seklinde tanimlanan
p,:T"M)—> A
modiil homomorfizmini belirler.

@,(r)=r.1 olacak sekilde ¢,:R >A ve ¢ =¢:M—>A olsun. n20

icin @, homomorfizmlerini

o> t)=Y o.(t,),

seklinde tanimlanan q;: T(M) - A modiil homomorfizmine genisletelim.

t=a, ®..®a_, ve u=b®..®b, swasiyla, T"(M) ve T'(M) nin

tiretecleri olmak lizere g(t)g_o(u) = 5(tu) esitligi saglanir.
13
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(m=0 ya da n=0 oldugunda ¢, bir modiil homomorfizmidir.)
Ayrica ;(1) =¢,(1)=1 vehertueT(M) i¢in yine yukaridaki esitlik
saglanir. Boylece (—0 bir cebir homomorfizmidir.

v, (; nin ozelliklerini saglayan bagka bir cebir homomorfizmi olsun. O

zaman
s={te TM)| y ()= p(0)}
M yi igeren T(M) nin bir alt cebiri olup S =T(M) ve y :(_o elde edilir.

Sonug¢ 1.2.4. M, bir X kiimesi iizerinde serbest R- modiil ise T(M), X kiimesi

{izerinde serbest R-cebirdir.

Ispat. X den bir A R-cebirine olan her déniisim M den A ya bir modiil
homomorfizmine tek sekilde genisletilir. Onerme 1.2.3 den M den A ya her modiil

homomorfizmi T(M) den A ya tek bir sekilde genisletilir.

diyagrami degismelidir.

Sonug¢ 1.2.5. Eger M bir X kiimesi iizerinde serbest R-modiil ise, 0 zaman T(M)
n>0 ve x,..x, € Xigin tim x, ®...®x elemanlarinin olusturdugu baz ile bir

serbest R-modiildiir.

14
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2. F[x] 'IN ALTCEBIRLERI

Bu boliimde P.M.Cohn, 1963 makalesinden yararlanilmigtir.
F bir cisim ve F[x], F cismi iizerinde x iireteci ile serbest birlesmeli cebir
olsun. F[x] in serbest alt cebirlerini tam olarak tanimlayabilmek i¢in 6ncelikle bazi

gerekli tanimlar1 ve teoremleri verelim.

Tanmm 2.1. R bir halka ve S de R yi igeren bir R-cebir olsun. Eger
X"+rx"™ + o+ x+r =0

olacak sekilde bir neZ ve r,...,r, e R elemanlar varsa bir x € Selemanina R

tizerinde kapalidir denir.

R iizerinde kapali olan S nin tiim elemanlarinin kiimesine S de R nin tam
kapanist denir. Eger S nin her elemani R iizerinde tam ise S, R {izerinde tamdir
denir.

Eger R nin tam kapanisi R ye esit ise R halkasina tam kapalidir denir.

Tamim 2.2. R bir tamlik bolgesi olsun. 0 # r € R , r birim olmasin.

i. r=p,.p,..p, » p; € R indirgenemezler.
ii. Eger r=q,.q,...q,, , r nin bagka bir pargalanig1 r=p,....p, varsa;
uq, =p, (ubirim)ve m=s (i=1,2,..,n)

kosullar1 saglaniyorsa, R ye tek ¢arpan bolgesi denir.

15
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Teorem 2.3. Her tek ¢arpan bélgesi tam kapalidir.

Ispat. R bir tek garpan bolgesi olsun. K da R nin kesirler cismi olsun. ue K , R

lizerinde tam ise bazi ¢,,...c_, € R igin
n n-1 =
u'+c_u"+.+c, =0 N

dir. (1) denkleminde u=%, a,be Ryazarsak, R tek ¢arpan bolgesi

oldugundan a ve b nin birimden farkli hi¢ ortak bdéleni yoktur. b" ile

(1) denklemini garparsak

a"+c_.ba"'+c_,.b’.a"+.+cb" =0

2

elde edilir.
d, b nin indirgenemez bir boleni olsun. b = d.k olur ve R tek g¢arpan bolgesi

oldugundan d asaldir.

d/a, olup, d asal oldugundan d /a dir.
d/a ve d/b ised,aileb nin birim olmayan bir ortak bolenidir. Halbuki a
ve b nin birimden farkli hi¢ ortak boleni yoktur. O halde b bir birim olmalidir , b

birim ise u € R olmalidir.
O halde R tam kapalidir. (Rm, 2013a)

Onerme 2.4. F[x] in bir R alt cebirinin serbest olmasi igin gerek ve yeter kosul R

nin tam kapali olmasidir.

Ispat. (Cohn, 1963)
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Ornek 2.5. F[x] in F[x*,x’] alt halkasini diisiinelim. F[x*,x’] in kesirler

3
.. X . . .
cisminde x= — elemani vardir. Bu eleman bir z -x* polinomunun bir kokii
X
oldugundan F[x’,x’] de tamdir. Fakat x, F[x*,x’] in bir eleman degildir. O

halde F[ x*, x’ ] tam kapali degildir ve bu yiizden serbest degildir.

Ornek 2.6. Z[\/g] halkasini diigtinelim.

_I+\/§

eQ igin 2u-1= \/g ve 4u’-4u-4=0 oldugundan u, Z[\/g]

de kapaldir fakat uer/g dir. Dolayisiyla Z[\/g] tam kapali degildir ve bu
yiizden serbest degildir. (Rm, 2013b)

Ornek 2.7. R=Z[x/§,\/§] in serbest olmadigini gosterelim. Q[\E,\/g],

R = Z[</2,+/3] nin kesirler cismidir.

\/—+\/_ Rfkt{\/_ \/—J —2+\/§veu—2 \/—dlr

\/g-;\/a e Q[\/E,\/g] alalm. (x> -2)’-3=0€eZ[x] polinomunun kokii

R nin elemani olmadigindan R, Q[\/E,\/g] iizerinde tam kapali degildir. O

halde serbest degildir.

\/g;\/f 7Z[x] de bir polinomunun kékii oldugundan Z iizerinde tamdir.

’

(Rm, 2013b)
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Ornek 2.8. [K : Q] < oldugunda O, kesir cismi tam kapalidir. Eger ue K , g
lizerinde tam ise Zc Q. < O, [u] dir ve u, Z lizerinde tamdir ve tanimdan

ue @, olur. O, Knin Z deki tam kapanisi olarak tanimlanabilir. (Rm, 2013b)

Ornek 2.9. C[x,y]/ (y* - x’) nin tam kapali olmadigim gosterelim.

y*-x’ indirgenemez oldugundan y’- x’tarafindan iiretilen (y*-x’) ideali

maksimal idealdir. Birimli bir halkada her maksimal ideal asal idealdir. Dolayisiyla

(y*-x’) asal idealdir.R bir birimli halka ve I, R nin bir asal ideali ise R/I bir
tamlik bolgesidir. Boylece C[x,y]/(y’-x’) bir tamlik bdlgesidir.

C[x,y]/ (y*-x’) iin tam kapali olmadigini gdsterelim.

J:C[x,y] » C[t]
x>t

yo>t

doniigiimiinii alalim. Her a=a(x,y), b=b(x,y) € C[x,y] i¢in;

8(ath) = 5((atb)(x,y)) = (atb)(t’,t') =a(t’,t’) + b(t*,t’) = 5(a) + 5(b)
5(a.b) = 8(a.b(x,y)) = a.b(t’,t*) = at’,£).b(t*,t’) = 5(a).5(b)

oldugundan & bir halka homomorfizmidir.

Gekd ={aeC[xy] | 6(a) =0}
S(y*-x*)=6(y")-6(x*)=t°-t* =0 olup (y*-x") e Ceks dir.

Bu déniisiimiin gekirdegi (y*- x’), goriintiisii C[t*,t°] tiir.

18
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1. izomorfizm teoreminden;
Clx,y]/ Cekd = 6(C[x,y])
Clxyl/(y*-x’) = 8(C[t" t'])

elde edilir. C[t], C[t’,t’] in kesirler cismidir. te C[t], C[t’,t'] iizerinde

tamdir.

z=t alalm. Z’=t" = 72’-t* =0, p(z) =z’-t* fakat tg¢ C[t’,t’] dir. O
zaman C[t’*,t’] tam kapah degildir. C[t>,t'], C[t] nin tam kapanisi degildir.
Dolayisiyla serbest degildir. (Rm, 2013b)

Ornek 2.10. A =C[x,y,z]/(z’- xy) tam kapali dolayisiyla serbest oldugunu

gosterelim.

0 :C[x,y,z] > C[u,v]
x—u’
y >V

Z—->uyv

doniistimiinii tanimlayalim. Ceko yi belirleyelim.
5(z*-xy) =6(z") - 6(x).8(y) =u’v’-u’v’ =0

B=Gord = C[u’,v’,uv]
Vil

Xy\/;(;

B igin tam kapali oldugunu gosterelim.

r,s € C[x,y] igin bir r + s\/x—y e C[x,y,\/xy] elemanini, C[x,y] iizerinde tam

olacak sekilde segelim.
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Z=r+ 84Xy
(z-1)’=s’xy

(z-1)’-s’xy=0

bulunur. Benzer sekilde r-s\/xy € C[x,y,\/xy] elemani da C[x,y] iizerinde

tamdir.

(r+syxy) +(r-syxy)=2r, C[x,y] iizerinde tamdir.

C[x,y] bir tek ¢arpan bolgesidir. Her tek ¢arpan bolgesi tam kapali
oldugundan C[x,y] tam kapalidir. 2re C[x,y] ve re C[x,y] , si/xy, C[x,y]
tizerinde tam ve s’xyeC[x,y], se C[x,y] olup r+syxye Clx,y~/xy] dir.

Clx,y/xy], C[x,y,\/g ] nin tam kapanigidir.
O halde B tam kapalidur.
1. izomorfizm teoreminden;
CIx,y,z]/ Cekd = B
C[x,y,z)/ (z*- xy) =B olup B tam kapal oldugundan C[x,y,z]/(z’-xy) de tam
kapalidir. Dolayistyla serbesttir. (Rm, 2013b)
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3. SERBEST BIRLESMELI CEBIRLERIN ALT CEBIRLERI

Bu bsliimde P.M.Cohn, 1963 makalesinden faydalanilmistir.

Tamm 3.1. R bir halka olsun. Her a € R igin
i. Her stfirdan farkli a € R igin d(a) > 0ve d(0) = -0

ii. d(a - b) < max (d(a) , d(b))
iil. d(ab) = d(a) + d(b)
kosullart saglantyorsa R ye bir d derece fonksiyonuna sahiptir denir.
Tamm 3.2. R bir halka olsun. Hera,be R, b# 0 igin d(r) <d(b) olacak sekilde

a=bq +r esitligini saglayan q,r € R var ise R ye bir d derece fonksiyonuyla bir

bélme algoritmasina sahiptir denir.

Tamm 3.3. R bir halka olsun.
d(a,b)=d(a,b,)=...=d(ab,)> dZ(aibi) , d(a‘) >d(a;) (i=2,..r) kosulunu

saglayan a,...,a , b ,...b, € R elemanlar verilsin.

r?

d(a-) ac)<d(,), d(ac)<d(,)

olacak sekilde c,,...c. eR elemanlari varsa d derece fonksiyonuna

genellestirilmis algoritmayi sagliyor denir.
Bu derece fonksiyonuna sahip bir halkaya genellestirilmis algoritmay:

saglar denir.

Tamm 3.4. R bir halka ve d bir derece fonksiyonu olsun.
i. Eger a,,a,,...,a, € R elemanlari igin,
d(a,b)) = d(a,b,)= ... =d(a,b,)>dD (ab,)
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olmak iizere b,,..,b. € R elemanlari varsa a,,a,,...,a_elemanlarina sag R-bagimh

denir.
ii. Bir ae R igin eger a=0 veya
d(a-Y ac)<d(@), d@ac)<d@ i=l,.r

olacak gekilde c,....c. €R elemanlar1 varsa a ya R nin a a,,..,a, elemanlan

iizerinde sag R-bagimli denir.

Asagidaki 6nermede Cohn , serbest birlesmeli cebirlerin alt cebirlerinin

karakterizasyonunu verir.

Onerme 3.5. A, F cismi iizerinde X serbest iireteg kiimesi tarafindan {iretilen
serbest birlesmeli cebir olsun. O halde A nm bir B alt cebirinin serbest olmast igin
gerek ve yeter kosul B de genellestirilmis algoritmay: saglayan bir derece

fonksiyonunun var olmasidr.

A daki ( X kiimesine bagli) dogal derece fonksiyonunu inceleyerek B de bir

derece-fonksiyonu tanimlamak igin yeterli bir sart1 elde edebiliriz.

Sonug 3.6. A, F cismi iizerinde X serbest iirete¢ kiimesi tarafindan iiretilen serbest
birlesmeli cebir olsun. A nin X-derecesine bagli genellestirilmis algoritmay:

saglayan her alt cebiri serbesttir.

Bu ifadenin tersi dogru degildir, yani A serbest, B alt cebiri de serbest

oldugu halde B algoritmayi saglamayabilir.

Ornegin, A, x ve y iizerinde serbest ve B de u=x + yz, v=y’ tarafindan
iiretilen alt cebir olsun. A nin swasiyla u , v yi x,y’ doniistiiren

X = Xx-y’, y =y doniisiimii tarafindan iiretilen 8 otomorfizmi igin,
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B(u) =O(x+y")=0(x) +6(y")=x-y* +y’ =x
6(v)=6(y’)=y’

ve X, y3 tarafindan iiretilen cebir de serbesttir. Dolayisiyla B de u , v iizerinde

serbesttir.
B genellestirilmis algoritmay1 sagliyor olsun.

d(uv) =d(xy’+y’) =5,
dovu)=dy’x +y’) =5,
d(uv-vu) = d(xyz- y3 X)=4,
olup, d(uv - vu) <d(uv) =d(vu) yani,u,v B-bagimhdir.
B deki bazi ¢ ler igin d(v - uc) <3 olur, o halde u ve v yi inceledigimizde c

nin c=y+a(aeF) formundaolmak zorunda oldugunu goriiriiz;

dv-uly+w)=d(y’ -x+y )y +a)=dy' -xy-xa-y'-y'a)=2
ve d(u.c)<d(y’) dir.

Bu da B, y yi igerir demek olacaktir (yy=y’eB) ve buradan

x=u-y’ yani B= A dir. Fakat A nin @ otomorfizmi B den x ve y’ tarafindan

iiretilen A nin bir 6zalt cebirine tanimlanmisti. Dolayisiyla v, u iizerinde B bagimit

degildir. B genellestirilmig algoritmay1 saglamaz.

Yine de homojenlikten yararlanarak gerekli ve yeterli sartlar1 elde edebiliriz.

Onerme 3.7. A, F cismi iizerinde bir X serbest iirete¢ kiimesi tarafindan iiretilen
serbest birlesmeli cebir olsun. Homojen elemanlar tarafindan tiretilen herhangi bir
B alt cebirinin serbest olmasi igin gerek ve yeter kosul B nin X-derecesine bagl

genel algoritmay saglamasidir.
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Onermenin ispat1 igin eger B, Y de serbest ve Y deki her bir y, nin derecesi

n, pozitif tam sayisi ise B,
d(z Yir yirail,..ir) = max{nil to.otn o O i * 0} (2)

seklinde tanimlanan derece fonksiyonuna bagh algoritmay: saglar. Simdi n, yi
y,’nin X-derecesi olarak alalim; o halde (2) denklemi , B nin herhangi bir

elemanimin X-derecesini verecektir, buradan ispat tamamlanir.

Genel olarak, A bir serbest birlesmeli cebir ise, herhangi bir X serbest lireteg

kiimesi genellestirilmis algoritmay: saglayan bir d_ derece-fonksiyonu tanimlar,

burada d_ 'e kisaca bir algoritmik derece-fonksiyonu denir.

A daki her algoritmik derece-fonksiyonu igin bir serbest iirete¢ kiimesi
vardir ve A daki iki serbest iirete¢ kiimesinin ayni derece-fonksiyonunu
tanimlayabilmeleri igin gerek ve yeter kosul aralarinda bir lineer déniisiimiin
tamumli olmasidir. A nin serbest iireteg¢ kiimeleri A nin tiim otomorfizmlerinin
grubu Aut(A) ile elde edilir. Boylece algoritmik derece-fonksiyonlart da Aut(A)
tarafindan belirlenir. B, A nin bir serbest alt cebiri olsun, o halde Onerme 3.5 den

B iizerinde algoritmik derece-fonksiyonlari vardir, fakat geriye su problem kalir:

A ve B nin ikisi de genellestirilmis algoritmay: saglayacak sekilde A

tizerinde her zaman bir derece-fonksiyonu var midir?

A=F[x] i¢in Aut(A) x > ax+b(a=0) lineer doniigiimlerinden olusur ve
F[x] de bir tek algoritmik derece fonksiyonu vardir. Buradan F[x] in alt cebirlerinin

serbest olmasi igin bir ikinci kriter daha elde edilir.

Onerme 3.8. F[x] in bir R alt cebirinin serbest olmasi igin gerek ve yeter kosul

R’nin bélme algoritmasini saglamasidir.
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Serbest birlesmeli cebirlerin altcebirlerinin serbest olmasi igin daha
kullanigh bir yeterlilik kosulu belirlemek iizere, bir d-derece fonksiyonuyla birlikte
F lizerinde herhangi bir R cebirini diigiinelim. Bir (sag) M R-modiiline M nin

sifirdan farkli her X elemani igin d(x)>0 ve d(0)=-c ile birlikte
. d(x - y) < max(d(x), d(y))
ii. d(xa)=d(x)+d(a) x,yeM,aeR

kosullar1 saglantyorsa bir d derece fonksiyonuna sahiptir denir.

Not 3.9. R, kendi iizerine bir modiil olarak derece fonksiyonuna sahiptir, bu derece
fonksiyonuna d diyelim. Daha genel olarak, eger S, R nin herhangi bir alt halkas:
ise, R deki derece fonksiyonu S nin de derece fonksiyonudur ve R deki orijinal

derece-fonksiyonu R, S-modiil olarak diisiiniildiigiinde hala kullanilabilir.
(i) ve (ii) den heru, e M ve hera, e R igin,
d(Zu;a,) < max {d(u,) + d(a,)}
olur.

Tanmm 3.10. Eger R nin elemanlarinin herhangi bir (ai)iel ailesi igin (bazi

elemanlar: diginda hepsi sifir ),

d(Xua) = max{d(ui) + d(ai)}

ise M’ nin elemanlarinin bir U=(u,), , ailesine R-bagimsizdir denir.

Bir M, R-modiilii, R-bagimsiz bir U iireteg kiimesi tarafindan iretiliyorsa

serbesttir. O halde artik ana sonucu verebiliriz.
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Teorem 3.11. A, F cismi iizerinde bir serbest iirete¢ kiimesi ile tanimlanan derece
fonksiyonu ile birlikte bir serbest birlesmeli cebir olsun. B , A nin B-bagimsiz
baziyla serbest sag B-modiilii olacak sekilde herhangi bir alt cebiri ise B, F

tizerinde serbest birlesmeli cebirdir.

Ayni sonug¢ sol modiiller igin de yazilabilir. B nin genellestirilmis
algoritmay: sagladigi gosterilir. (A ya Onerme 3.5 ve Sonu¢ 3.6 nin
uygulanmasiyla derece-fonksiyonuna gore ispatlanir.) Simetriden dolayr B nin
herhangi sol B-bagimsiz alt kiimesinin, maksimal dereceli herhangi bir elemaninin

diger elemanlar iizerinde sol bagimli oldugunu gostermek yeterlidir.

U=(uy),,; A nm bir sa§ B-bagimsiz bazi ve U da derecesi sifir olan bir
elaman olsun. Genelligi bozmaksizin bu elemani u, =1 alabiliriz. Verilen
herhangi bir sol B-bagimli { bl,...,bk} kiimesi igin, b, maksimal dereceli olsun. O

zaman A daki genellestirilmis algoritmadan, b, b,,..b, iizerinde sol A-bagim

29008

olur, yani
d(c,b,) <d(b,), d(c) <d(b,) 3)
olmak iizere

b, =>cb +c' (c,.c'€A) 6]

r>|

dir. Burada

¢, =Xua,, c'=Yua, (a,,a €B)

alinirsa ve bu degerleri (4) deki denkleme yerlestirirsek;
l:)l = ZaOrbr + a0
r>1

dan
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ub, =>>uab + Zuia'i

iirr
™l i

elde ederiz.

Bundan bagka (3) den ve U nun sag B-bagimsizligindan,

d(a,b,) <d(c,b,)<d(b,) ve d(a )< d)<d(b)

olur.

Buda b,....b, iizerinde b, in sol B-bagimli oldugunu gosterir. Boylece B

g

genellestirilmis algoritmay1 saglar.

Cohn, 1963 de  genellestirimis algoritmay:r saglayan bir derece-
fonksiyonuna sahip bir R halkasinin bir R-bagimsiz baziyla her sag idealinin
serbest oldugunu gosterir. Ayni ispat genellestirilmis algoritmay1 saglayan bir
derece-fonksiyonuna sahip bir R-modiiliin serbest oldugu gercegine ulasmak igin

de kullanilabilir. Buradan su sonug elde edilir.

Sonug 3.12. A, F iizerinde bir serbest birlesmeli cebir olsun. B, A nin bir altcebiri
ve A bir B-modiil olarak genellestirilmis algoritmay: sagliyor ise B bir serbest

alt cebirdir.

Sonu¢ 3.13. A bir serbest birlesmeli cebir olsun. B, A nin homojen elemanlar
tarafindan iretilen bir altcebiri ve A bir serbest B-modiil ise B homojen

elemanlardan olusan bir serbest iireteg kiimesine sahiptir.

Teorem 3.11 e gore B serbesttir. B nin herhangi bir elemaninin homojen
bilegenleri de yine B ye aittir. B nin genigletme idealinin herhangi bir sag B-

bagimsiz iireteg kiimesi cebir olarak B nin bir serbest iirete¢ kiimesidir.
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4. LIE CEBIRLERI

Tamim 4.1. L bir F cismi iizerinde bir vektdr uzay olsun. L iizerinde "Lie ¢arpim1”

denilen bir [,]:LxL —L bilineer fonksiyonu tanimli ve asagidaki kosullar

saglaniyorsa L ye F cismi iizerinde bir Lie cebiri denir.
i. HerxeL igin [x,x]=0
ii. Herx,yze L igin [x, [y, Z]]*+[y, [z, x]J+{z, [x, y]] = 0

A bir birlesmeli cebir olsun. Heru,ve A igin [u,v]=u.v-v.u islemiyle
A bir Lie cebiridir ve bu cebiri [A] ile gdsterecegiz.

Tamm 4.2. L bir Lie cebiri olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan birim elemanli

birlesmeli U(L) cebirine L nin evrensel zarf cebiri denir.

i. Lden [U(L)] yebir i:L —[U(L)] kanonik homomorfizmi vardir.

ii. F cismi iizerindeki her birim elemanli birlesmeli W cebiri ve her
J:L > [W]

homomorfizmi igin J =y oi olacak sekilde bir tek
v [UL)] - [W]
homomorfizmi vardir. (Tvalavadze, 2010)
Simdi L bir Lie cebiri olsun. L nin U(L) evrensel zarf cebirini insa edelim.

L nin cebir yapisini bir an i¢in unutup sadece bir vektdr uzay: olarak

diisiinelim. T(L) tensor cebirini kuralim.

TL)=FOLOTLS...
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T(L) de bir I idealini asagidaki gekilde tamimlayalim: x,y e L olmak

lizere,

[,=x®y-y®x-[x,y] seklinde elemanlar: diisiinelim. Bu elemanlar

tarafindan dogrulan ideale I diyelim.

I={Zt®lx‘y®t' | tt e T(L) ,x,yeL}

x,yeL

UL = T(L% boliim cebirini ve z:T(L) - U(L) kanonik projeksiyonu

nu diisiinelim.

7()=0 (IeCekr) ve

7(x®y-(yOx)-[x,y) = 2(x)7z(y) - 7(y)7m(x) — 7[x, y] = 0
([x, y] =xy - yx)

U(L), = ile birlikte bir Lie cebiridir.

Bir X kiimesi tarafindan dogrulan bir Lie cebirinin ingasini inceleyelim.

X # ¢ olsun.

V(X) = {Z cx)x |c(x)eF,xe x}

xeX

kiimesi bir vektor uzayidir.
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V(X) de toplama ve ¢arpma asagidaki sekilde tanimlansin.

Z c(x)x + Z d(x)x = Z (c(x) + d(x))x

A c(x)x = Y (Ac(x))x

T(V(X)) tensor cebirini diisiinelim. T(V(X)) iizerinde u,ve T(V(X))
i¢in;
[LW]=u®v-v&®u

¢arpimini tanimlarsak T(V(X)), Lie cebiri elde edilir.

T(V(X)), iginde X i igeren biitiin alt cebirlerin kesisimi X tarafindan

dogurulan Lie cebiridir. Bu cebir L(X) ile gosterilir.

4.1. Poincaré - Birkhoff - Witt Teoremi

Bu bolim N. Jacobson , 1962, Lie Algebras kitabindan yararlanilarak
hazirlanmistir,

J bir kiime iken {u;|je J} V nin bir bazidir. O halde n dereceli (n > 1)

u, ®u, ---®u, monomialler kiimesi V, igin bir bazdr.

1 2

J indeks kiimesinin elemanlarinin sirali oldugunu diigiinelim ve herhangi
n >1 igin verilen monomiallerin kiimesinde bir kismi siralama tamimlamak igin bu

stralamayi kullanalim.

31



4. LIE CEBIRLERI Nida OZBILEN

Tanim 4.1.1. Bir u= u; ®u, ---®u; monomialinin indeksi i <k igin
0 ,j<, ise
Ny = ..
1, =] ise

ile birlikte
ind(u; Qu; ---®u, )= Zryik
i<k

seklinde tanimlanir.

indu=0 olmasi igin gerek ve yeter kosul j <j, <---<j olmasidir. Bu

oOzelligi saglayan monomiallere "standart monomial” denir.

Ornek 4.1.2. n=5 olsun. j <j,<j <j, <j, iken u, ®u Ou, Qu;, Qu,

monomialinin indeksini bulalim.,

ind(ui- ®ujz ®uj] ®uj¢ ®“j,)=Z’7ak =Ty 10y F 1054 F 1045 =0+0+0+0+0=0
i<k

elde edilir.

Not. j, > j,, olmak iizere ;

ind(ujl ®uj2---®uj") ve ind(ujl ®ujz---®ujm Qu, ®~-®uj“)

monomiallerinin indekslerini karsilastiralim. Burada 2. monomial u; ,u, 'inyer

degistirmesiyle elde edilmistir. 77, , 2. monomialin 7 sini belirtsin. O halde,

iLnztttlise 7 =7,

. . ' '
1<tise nit = ni,tﬂ 2 ni,ﬁ'l = nit’

. ! [}
n>t+lise n = Nrn s Mrn = M

32



4. LIE CEBIRLERI Nida OZBILEN

ve 0., =0, 7., =1 elde edilir. Buradan

ind(u; ® u - Qu)=1+ ind(u;, ® u, - Qu; ®u @---®u,) olur.
Ornek 4.1.3. n=6 olsun. J; >, iken

ind(ujl ®ujz ®uj_1 Qu, ®ujs ® ujs) ve ind(uj‘ ®ujz ®uj‘ ® u; ®u).5 ®uj6)
monomiallerinin indekslerini karsilagtiralim.

ind(ujl Qu, Qu; Qu;, Qu, Qu, )= Znik ST, F My F 1 + 10,5 + 175 =1

oy L S B T ]

0 0 1 0 0
. — ro 13 ! ! ! 14 _—
md(ujl®ujz®uj‘®uj]®uj5®uj6)—z:77ik _@3+7233+@3+22+71§3_0

i<k 0 0 0 0 0

olup,

ind(uj‘ Qu; ®u;, Qu; ® u, ®u, )=1+ind(u, ® u, ®u, Qu, Qu;, u, ) elde

edilir. Buradan,

ind(u, ®ujz - ®u, )=1+ind(u, Qu; ---Qu, Qu;, ®---Qu,) olur.

Bu ifadeyi U(L)=T(L% cebirine uygulaylp, siradaki Onermeyi
ispatlayalim.

Onerme 4.1.4. T(L) nin her elemam standart monomiallerin bir lineer

kombinasyonuna modI kongruentdir.

Ispat. Onermeyi monomialler igin ispatlamak yeterlidir. Bu monomialleri

derecelerine ve indekslerine gore siralariz. Iddiayr tiimevarim y&ntemiyle
ispatlayalim. Bir u; ®u, ---®u; monomiali verildiginde hipotezin daha diigiik
dereceli monomialler ve verilen monomialden diigiik indeksli olan ayn1 n dereceli

monomialler igin dogru oldugunu varsayalim.
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Monomialin standart olmadigini varsayalim. J, >j., olsun.

u. ®---®uj“ =u; ®"'®ujm ®ujl ®-~®uj" - ®~-®ujhI Qu; ®---®uj" +u;
®--®u,

=u, ®--®u Qu; Q- Qu, +u, Q- ®(u; Qu; -u; ®u)®
- Qu,

In
u; ®uj“I -u; ®u = [u;,u; ] (modl) oldugundan

u ®--~®uj" =u, ®"'®qu ®ujl ®---®an +u; ®"'®[UJ.’UL..]®”'®UL (modl)

v
verilen monomialden disitk indeksli digik dereceli monomiallerin bir lineer kombinasyonu

Sag taraftaki 2. terim diigiik dereceli monomiallerin bir lineer
kombinasyonu iken, ilk terim verilen monomialden daha diisiik indekslidir.

Dolayisiyla ispat tamamlanir,

1" in kosetlerinin ve standart monomiallerin lineer bagimsiz ve U(L) igin
bir baz oldugunu gosterelim. Bunun igin i <i, <---<i, i;€] olmak iizere
u, ®u, ---®u, baziyla birlikte 8, vektér uzayim diistinelim.

P=FRLDL D
Gerekli olan bagimsizlik sart1 agagidaki énermeden elde edilir.
Onerme 4.1.5. o(1) =1, i, <i, <--<i_ ise;
0'(uiI ®uiz---®ui"):uiluiz-~uin ®))
o(u, ®-®u, -u ® - ®u, ®u ® ®u)=0c(u, ® -u,u ]®-®u) (6)

olacak sekilde bir

o : T(U) — B lineer doniisiimii vardir.
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Ispat. (1) =1 ve L, L nin derecesi n ve indeksi < J olan monomialler tarafindan
gerilen alt uzay1 olsun.

Bir o lineer doniigimii bu uzaydaki monomialler igin (5) ve (6) w1
saglayan, FOL @L,®---®L_, i¢in daha 6nceden tamimlanmis olsun. Derecesi
n olan standart monomialler igin o(u, ®uiz - ®u, )= u;u, ---u, uygulayarak o'
yi
FOL ®OL,®---®L,_ DL, alineer olarak genisletecegiz.

FOL ®L,®--®L,_ O®L,,, i¢in o' nin tammlandiini , bu uzaya ait

monomialler igin (5) ve (6) nmin saglandiim1 kabul edelim. i>1 indeksli

u, ®u, ---®u, monomiallerini alalim.
t 2 n

J, > )., oldugunu kabul edelim. O halde

o(u; ®---®u, )=0(u; Q:-Qu; Qu, ®---®u )

@
+cr(uj] ®---®[uj‘,ujm]®-~-®ujn)

i-1

olur.

Sag taraftaki iki terim FOL ®L,®---@L_,®L, ., de oldugundan ifade

anlamhdir.

Oncelikle (7) denkleminin (j, , j.,), j, >j., ¢iftinin segiminden bagimsiz
oldugunu gosterelim. j, > j,, olacak sekilde baska bir (j ,j,,) ¢iftini alalim. O

halde 2 durum vardir.

Durum L | > t+1 Durum II. [ = t+1
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Durum 1. U, =u, u  =v, u =w, u =Xx olsun. O halde

o(u, ®®1 )=0("-QVRUB- OWBX®)+0(B[u]® OWwBX®--")
=0(-QvOUB - BXOWR - )+0(-BVRUR:-Q[wx]®---)

yazabiliriz. +0(-BuV]® - OXOW®-) + 5 (- O[uv]®- - Q[wx]®--)

Gy »Ji,) ile baslarsak;

0'(uJl ®---®ujn)=o-(-~-®u®v®---®x®w®---)+o-(~--®u®v®---®[wx]®---)
=o(--QVOuUR---QXxOWR ) +0(- Quv]®-- RXxOW®--+)

+0(-QvOuUR- - Q[wx]®--)+0(--O[uv]®---Q[wx]®---)
elde ederiz. Ik denklem ile ayn1 sonug elde edilir.

Durum II. U =u U =SvVEuLu =W olsun. O halde;
{ t+1

i? LB

(- QudVRIW®--)
=o(QVOUAOWR )+ 0o(--Quv]QwW®---)
=0(-QVOWRU® - )+0(--®VvRUW]®--)+0o(-- Quv]OW®--+)
=0(-QWOVOUR )+ 0(Q[vW]Ru®--)+o(--- ®VvA[uw]®--)
+0(-Quv]@w®R®--)
elde edilir. Benzer sekilde;
(- QuAVOW®--+)
=0(-QuOWRVR - )+o(--Qu[vw]®:-)
=o(--OWRUAVR - )+ o(--Quw]®V®:-- )+ o(--- QuA[vW]®---)
=o(--OWROVOUR - )+0(--QWRuV]®-- )+ o(--- Quw]®OV®R®--+)
+0(--Olu®[vw]®---)
elde edilir. Sonug olarak;
o(--OWRVQuUR--)+0o(--B[vW]RU® )+ 0(-- QO VvO[uw]®--)
+0(-Quv]OwW®---)
=0(-QWOVOUR: - )+o(--QwWOuv]® - )+0o(---B[uw]OVvR---)
+0(-Qu[vw]®--+)

olur.
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(- ®[vw]®u--)—(---@ud[vw]-+)
+(--OvO[uw]- ) - (- Quw]®v--+) ®
+ (- QUV]®W-) = (- @ w B[uv]-+-)

elemanini alalim.
abel, iken (---a®b--)eL , ise

o(-a®b--)=(--b®a--)+(---[ab]-+")

olup
o(-a®b--)~(---b®a--)—(---[ab]--) =0

bulunur. Sonug olarak o, (8) ye uygulanirsa;
o @[VWu] @)+ 0 (- B[Vuw]]®--) + o(- ®[wIW]®-)  (9)

elde edilir.
([vwlulH[v[uw]] + [[uv]w] = [[vw]u] ~ [v[wu]] + [[uv]w]

=[[vwlu]+[[wu]v] +[[uv]w] =0
oldugundan (9) daki elemanin degeri sifirdir.
Bu durumda (7) denkleminin sag kismi da tek sekilde belirlenir.

o yi tammmlamak igin (7) denklemini derecesi n ve indeksi i olan

monomiallere uygulayalim. Bu doniigiimiin L, uzaymna lineer genislemesi

kosullarimizi saglayan FOL ®L,®---®L_ @®L , izerinde bir doniisiim verir.

Teorem 4.1.6. ( Poincaré - Birkhoff - Witt) 1 in kosetleri ve standart monomialler
uUL) = T(L% i¢in bir bazdr.

Ispat. Onerme 4.1.4 her kosetin 1+] nin bir lineer kombinasyonu oldugunu

gosterir. Onerme 4.1.5 de (5) ve (6) denklemlerini saglayan bir o :T(L) > S

lineer doéniigiimiinii verir. | idealinin her elemani1
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u ®--Qu, -u ®---®u).w Qu, Q---Qu,; -u; ®---®[ujl,ujm]®---®uj“)
formundaki elemanlarin bir lineer kombinasyonudur. o doniisiimii bu elemanlari
HOM o s e e _ .« . _T(L) .

0" a gétiirdiigiinden o(I)=0 olur ve béylece o, bir U(L) = s S lineer

doniisiimiinii belirler.

(5) denklemi saglandigindan, belirlenen déniisim, 1 in kosetlerini ve
u, ®---®u, standart monomialini sirasiyla 1 ve uu ---u, ye gotirir. Bu
goriintiller B  de lineer bagimsiz oldugundan, 1 in kosetlerinin ve standart

monomiallerin U(L) de lineer bagimsiz oldugunu elde ederiz.
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5.SERBEST LiE CEBIRLERININ ALT CEBIRLERi

L, bir F cismi iizerinde bir serbest cebir olsun, o halde L nin evrensel
birlegmeli zarfi olan A bir serbest birlesmeli cebirdir (Jacobsan, 1962).

Eger M, L nin herhangi bir alt cebiri ise M, A ya gomiilebilir ve M
tarafindan iiretilen A nin B alt cebiri M nin evrensel birlesmeli zarfidir. Simdi B
nin serbest birlesmeli cebir oldugunu géstermek igin Teorem 4.11 uygulayacagiz,

ve buradan da M nin serbest Lie cebiri oldugu sonucunu gikaracagiz.

Asagidaki teorem (Shirshov, 1953) ve (Witt, 1956) tarafindan verildi.
Teorem 5.1. Bir serbest Lie cebirinin herhangi bir alt cebiri serbesttir.

Ispat. F bir cisim, L F iizerinde bir X serbest iireteg kiimesi tarafindan iiretilen bir
serbest Lie cebiri ve A, L nin evrensel birlesmeli zarfi olsun. O halde A, F

iizerinde X tarafindan iiretilen bir serbest birlesmeli cebirdir. M, L nin herhangi bir

alt cebiri olsun. M nin bir V=(v,) bazini ve L deki M nin tiimleyenleri igin bir

U=(ui) bazini alalim, boylece UV , L nin bir bazi olur. Eger UU 'V, V nin

tiim elemanlar1 U nun elemanlarindan 6nce gelecek sekilde tam sirali ise Birkhoff-

Witt teoreminden

uv =uil"‘uirvj1"‘v (11 <L) S5 )

J S

is’
formundaki artan monomialler A nin bir bazidir.

M, L nin bir alt cebiri oldugundan, v, A mn bir B alt cebirini gerer. B, M

nin evrensel birlesmeli zarfidir( v, nin lineer bagimsizhigindan), fakat bu gergege

ihtiyacimiz yok. Simdi de elimizdeki
d(z uv,a,)= max{d(u,vj) a, # O};
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ifadesi u, 'nin sag B-bagimsiz oldugunu gosterir. Ayrica u, A y sag B-modiil
olarak iirettiginden, A ve B Teorem 3.11 in hipotezini saglar. O halde B serbest

birlegmeli cebirdir. Bundan baska v, artan monomiallari

dQ_v,a,) = max{d(v,): &, # 0}.
kosulunu saglar.
B nin Y serbest iireteg kiimesi M de diisiiniilebilir. Boylece eger M,, Y
tarafindan iiretilen Lie cebiri ise M,, Y iizerinde serbesttir. Ciinkii B, Y iizerinde
serbest birlesmeli cebirdir. Ayrica B, M tarafindan iretilmistir ve buradan M,

tarafindan iiretilen B, serbest birlesmeli cebiri B tarafindan igerilir.

Eger M, #M ise M 'nin V bazi M, i iiretmez. O halde B, # B olur. Diger
taraftan Y ¢ B, c Bve B, Y tarafindan iiretildiginden, B,= B olur. Bu ise bir

¢eligkidir. O halde M,=M dir ve ispat tamamlanmis olur.
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6. SERBEST BIRLESMELi CEBIiRLER VE SERBEST LIiE
CEBIRLERINDE DENKLIK KUMELERI

A herhangi bir birlesmeli cebir olsun; A nin herhangi bir X alt kiimesi igin
<X>, X tarafindan iiretilen A nin alt cebirini gostersin. Eger <X > alt cebiri X
lizerinde serbest ise, A nin X alt kiimesine serbest denir. Serbest birlesmeli
cebirlerin alt cebirlerinin ne zaman serbest olacagina karar vermedeki problem
belki simdi daha kesin form da belirtilebilir:

Bir A serbest birlesmeli cebirinin bir X alt kiimesi verildiginde X in serbest
olup olmadigina karar verilebilir mi?

Daha 6zel olarak sunu sorabilirizz Eger A nin bir sonlu X alt kiimesi
verilirse ve <X > alt cebiri bir Y kiimesi iizerinde serbestse, bir dizi elemanter
doniisiimler yardimiyla X den Y ye gegmek i¢in bir standart prosediir mevcut
mudur?

Tamim 6.1. A bir serbest birlesmeli cebir ve X , A nin bir sonlu alt kiimesi olsun.
X kiimesine uygulanan ve agagidaki sekilde tanimlanan déniisiimlere elemanter
doniisiimler denir.

i. X' e uygulanan tersinir lineer déntisimler

ii. xe X elemanim x+ f(xl,...,xk) elemani ile degistiren

doniisimlerdir. Burada x,...,x, € X\ {X} ve f(xl,...,xk), X,,--»X, cinsinden bir
elemandir.

X bir serbest kiime ise elemanter doniisiimler ile X den elde edilen
herhangi bir kiime yine serbesttir. Eger elemanter doniisiimlerle bir kiimeden
digerine gegilebilir ve sifirlar eklenip ¢ikarilabilir ise bu iki kiimeye denktir denir.

Boylece yukaridaki problem simdi ifade edilebilir:
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X, bir A serbest birlesmeli cebirinin < X > Y iizerinde serbest olacak
sekilde bir sonlu alt kiimesi olsun. X, Y ye denk olmak zorunda midir?

Ozellikle X , A nin bir serbest iireteg kiimesi ise A nin herhangi iki
serbest iireteg kiimesi denktir. A nin herhangi bir otomorfizmi A nin bir serbest
iirete¢ kiimesinden bir baska serbest iireteg kiimesine déniigiimii oldugundan ve bu
doniisiim otomorfizmin tamamint belirlediginden, A nin otomorfizm grubu
elemanter doniisiimlerle iiretilir.

A, F iizerinde X serbest iireteg kiimesi ile serbest birlesmeli cebir olsun.

Eger U={u1,...uk} A nin bir sonlu alt kiimesi ise,

d(U)=> d(,)

yazabiliriz.
0eU ve elemanter doniisiimlerle d(U) yu kiigiiltemiyorsak, U
indirgenemezdir denir. Bir sonlu U kiimesi tarafindan iiretilen alt cebirin serbest

olup olmadigina karar verebilmek igin, sifirlar ¢ikarilarak ve elemanter

doniigiimlerle U dan elde edilen herhangi bir sonlu U' igin <U>=< U >
oldugundan U nun indirgenemez oldugunu varsayabiliriz. Agik¢a, her sonlu kiime
bir indirgenemez kiimeye denktir; bundan bagka A nin homojen elemanlarinin bir

sonlu kiimesi, homojen elemanlarin bir indirgenemez kiimesine denktir.

Simdide daha 6nce ortaya atilan sorunun homojen kiimeler igin olumlu

cevaba sahip oldugunu gosterecegiz.

Teorem 6.2. A, bir serbest birlesmeli cebir ve U da homojen elemanlarin bir sonlu
indirgenemez alt kiimesi olsun. O zaman B = < U > nun serbest olmasi igin gerek

ve yeter kosul U nun sag B-bagimsiz olmasidir.
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Ispat. Oncelikle B nin serbest oldugunu ve Y nin (Teorem 5.11 Sonug 5.13 den
homojen olarak alinabilir.) bir sol B-bagimsiz serbest iirete¢ kiimesi oldugunu
varsayalim, a =X u;b; (b;eB, u;,eU) verilsin,

d(a) < max_{d(u;b;)}
olsun. En yiiksek dereceli terimleri esitleyerek asagidaki formda bir denklem elde
ederiz.

Z:uibi =0 (b, €B, b, homojen) 10)

Bazi i ler igin b, # 0 varsayilirsa, (10) daki her bir sifirdan farkli terim

ayni n derecesine sahip olur. Bdylece daha diigiik dereceliler igin bdyle bir bagntt

yoktur. B = < U > oldugundan her bir b. yi U' nun elemanlari cinsinden ifade

edebiliriz ve boylece (10) dan U’nun elemanlari arasinda derecesi sifir olan

b.olmadiBin1 gdsteren (U nun indirgenemez olusundan) bir baginti elde edilmis

olur. Simdi de Y iizerinde sol B-bagimli olan her bir bi i¢in sunu sdyleyebiliriz,
b=2 b,y (yeY) (1
Denklem (11) i denklem (10) a eklersek,
ub y=90

iy

elde ederiz ve boylece , Y nin sol B-bagimsizligindan
zuibiy =0 olur.

Fakat denklem (10) diisiik dereceliler igin asikar olmayan bir bagintidir, bu

yiizden Y deki tiim y ler ve tiim i ler igin b, =0 olur; bunun sonucu olarak
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b, => b,y =0 olur.
Bu ¢eligki denklem (10) un korunmadigini ispatlamis olur, yani U sag B-
bagimsiz olmak zorundadir.
Tersine, U nun sag B-bagimsiz oldugunu varsayalim ; U serbest degilse
ue U lar arasinda asikar olmayan bir baginti mevcuttur. Bu bagintiy: su sekilde

ifade ederiz;

Z:uiai =0.

Buradaki a, € B lerin hepsi ayn1 anda sifir degildir. Bu U’ nun B-bagimsiz

olmasi ile gelisir, ve buradan U serbest ve B, U iizerinde serbest olup ispat

tamamlanmuis olur.

Not. “B-bagimsiz” ifadesinin “A-bagimsiz” ifadesi ile degistirilmesi
durumunda bu teoremin dogru olmadigmna dikkat edelim. Her A-bagimsiz kiime
ayrica B-bagimsiz olmasina ragmen, tersi dogru degildir. Ornegin, A x,y
tizerinde serbest ise xy ve x tarafindan iiretilen alt cebir de serbesttir ( ¢iinkii
{xy, x} B-bagimsizdir.), ama {xy, x} A-bagimsiz degildir.

Teorem 7.2 nin ispatinda, U nun serbest oldugu gosterildi, bu sayede asagida

verilen daha agik ifadeye sahip oluruz.

Teorem 6.3. A bir serbest birlesmeli cebir olsun. O halde homojen
elemanlardan olusan bir sonlu indirgenemez U kiimesinin serbest olmasi igin

gerek ve yeter kosul B =<U> iken bu kiimenin sag B-bagimsiz olmasidir.

Bu teorem Teorem 6.2 igin verilen ispatin bir sonucudur. Kosulun yeterliligi
icin U nun homojen oldugunu varsaymamiza gerek yoktur. Ancak bu varsayim

tamamen g6z ardi edilemez:
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Ornegin A, x,y iizerinde serbest ise U= {x+y2,y3} kiimesi

indirgenemez ve serbesttir; bdylece B tarafindan iiretilen alt cebir serbest olur,
fakat U  B-bagimsiz degildir. Bununla birlikte, U, A nin serbest iiretegli
X'=x+y’,y'=yelemanlarindan olusan serbest iretg  kiimesiyle homojen
baglantihdir; boylece U ayni zamanda X',y tarafindan tanimlanan derece-

fonksiyonuna gére de B-bagimsizdir.
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7. SERBEST LiE CEBIRLERININ OTOMORFiZMLERi

Tamm 7.1. U, L nin bir sonlu alt kiimesi olsun. U kiimesine uygulanan ve
asagidaki sekilde tanimlanan doniisiimlere elemanter Lie ddniisiimleri denir.

i. U nun elemanlarina singiiler olmayan lineer doniigiimler uygulayan
dontisiimler

ii. f, u dan farkli olan U nun u,...u, elemanlar ile ifade edilirken, U nun
bir u elemanini u + f(ul,...,uk) ile degistiren doniisiimler

Ag¢ikga L nin bir serbest iirete¢ kiimesine uygulanan herhangi bir
elemanter Lie doniisiimii bir otomorfizm tanimlar.

Simdi de L sonlu iiretegli ise, herhangi bir otomorfizmin béyle adimlarin

ard1 ardina uygulanmastyla elde edilebilecegini gosterecegiz.

Teorem 7.2. L, F tizerinde bir sonlu X serbest iirete¢ kiimesi tarafindan iiretilen
bir serbest Lie cebiri olsun. L nin her otomorfizmi X e elemanter Lie
doniistimlerin ard arda uygulanmasiyla elde edilebilir.

Ispat. L yi X iizerindeki A serbest birlesmeli cebirine gomebiliriz. o € Aut(L)
olsun ve Y = a(X) alalim; o halde Y, L nin bir serbest iirete¢ kiimesi olup buradan
<Y > = A elde edilir. Y ye elemanter Lie doniisiimleri uygulanarak, Y ye esdeger
Z indirgenemez kiimesi elde edilir ( X tarafindan tanimlanan derece fonksiyonuna
gore) Her bir elemanter Lie doniisiimii bir otomorfizm ifade ettiginden

p:X>Z
otomorfizmi vardir. Eger #  elemanter Lie doniisiimlerin bir ¢arpimi seklinde

yazilabilirse bir lineer doniigtimdiir.
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Bir zeZ verilsin, z*, z nin leading terimi(yiiksek dereceli homojen
bileseni) olsun. Z* da bu leading terimlerin kiimesi olsun. O halde Z* in
indirgenemez oldugu agiktir. B = < Z* >, A nin bir serbest alt cebiridir,Teorem 5.1
den B, Z* evrensel birlesmeli zarfidir. Bu nedenle Teorem 6.2 den Z*, sag B-
bagimsiz olur ve serbesttir. Z nin elemanlarinin leading terimleri B-bagimsiz

oldugundan iizerlerinde bir bagnt1 yoktur.

X = {XppXi} » Z={Z},..,24} olsun. f:X = Z otomorfizmi var

oldugundan , bu otomorfizmin tersinden

X, =f.(zm2) (=1, (12)

i

elde edilir.
Elemanter déniisiimlerden her bir fl nin sabit terimi sifirdir. Eger , bazi i

ler igin fi’ z,...,z, da lineer degilse en yiiksek X-dereceli terimleri esitleyerek z

nin leading terimleri arasinda sifirdan farkit bir bagint1 elde edilir. Bu da Z* in
serbest olmasi ile geligir; buradan (12) deki elemanlar lineer olup f: X > Z de

lineerdir ve boylece gostermek istedigimiz gibi X den Y ye elemanter Lie

dénuigtimleriyle gegebiliriz.

Sonug¢ 7.3. L, F iizerinde {x,y} serbest iirete¢ kiimesi ile bir serbest Lie cebiri
olsun. L nin her otomorfizmi X ve y nin bir lineer doniisiimii tarafindan belirlenir.
Iki elemanli kiimenin her elemanter Lie doniigiimii lineerdir ¢iinkii bir

degiskenli bir Lie polinomu lineer olmak zorundadr.

Ayni yontemle asagidaki 6nerme ispatlanir.

Onerme 7.4. L, F iizerinde X serbest iirete¢ kiimesi ile bir serbest Lie cebiri olsun.
Eger Y, L’nin herhangi bir sonlu alt kiimesi ise Y, L nin bir serbest alt kiimesine

denktir.
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Ispat. L, X={X,,...,X, } kiimesi iizerinde serbest olsun ve T de herhangi bir

elemanter Lie doniigiimii olsun;
O halde X’e uygulanan T, L nin bir r otomorfizmini tanimlar.
L=<X>=<T(X)>

7:L—>L
x = T(x) = r(x)

Eger Y, L nin herhangi bir serbest iireteg kiimesi ise Y = a(X) olacak

sekilde L nin bir @ otomorfizmi vardir,

a:L->L L=<X>=<Y>
Xy a(x)=y,xeX,yeY
buradan
T(Y) = T(a(X)) = 7(a(x)) = T a(x) (13)
elde edilir.

Teorem 7.2. den herhangi bir otomorfizm Ti bir elemanter Lie doniisiimii

olmak iizere T..T formundadr. 7, , Ti nin X e uygulanmasiyla elde edilen

otomorfizm olsun;

7,:L—>LxeR
7,(x) = T,(x)

O zaman
T..T,TX)=7,..7,7,(X)

oldugunu iddia ediyoruz.

49



7. SERBEST LIE CEBIRLERININ OTOMORFiZMLERI Nida OZBILEN

r=1 oldugunda, 7, in tanimindan ifade dogrudur, T, (x) =7,(x)

r> 1 olsun ve r iizerinde tiimevarim uygulayahm. Tiimevarim
hipotezinden, r - 1 igin
T T,T(X) =7,,..7,(X) olsun.
Denklemin her iki tarafina T, uygulayarak ve (13) denklemini kullanarak,

T.(T, - T,T,(X) = T,(z,,..7,(X)) = 7,(z,.;..7,(X))

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 7.5. L, F {izerinde {xl,...,xk} serbest lirete¢ kiimesi ile bir serbest Lie

cebiri olsun. O halde L’ nin otomorfizm grubu X;»--X, tarafindan gerilen alt uzay

izerindeki genel lineer grup ve
TX Xt f(xz""’xk)’ X; > X, (i=1).

otomorfizmi tarafindan iiretilir.

Sonug 7.6. Eger L, F iizerinde { X;»-0Xy } serbest iireteg kiimesi ile bir serbest

Lie cebiri ise, L nin otomorfizm grubu

a = Ax), X, 2> x; (i#]) (AeF,4#0),

PRSI

T, X —>x1+f(x2,...,xk), X; > X, (i=#1).

171

doniisiimleri tarafindan iiretilir. (Jacobson, 1943)
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8. SERBEST BIRLESMELI CEBIRLERIN UYGULAMALARI

8.1.Ters Fonksiyon Teoremi

Bu béliimde "V.A. Romankov’un The Inverse Function Theorem For Free
Associative Algebras" adli makalesinden yararlanilmistir.

8.1.1. Serbest Fox Tiirevleri
X, ={X,,...x, } bir serbest F, grubunun serbest iireteg kiimesi olsun. KF,

herhangi bir K cismi tizerinde F, nin grup cebiri olsun.

i:KF"—>KFn ,0/0%, ya da i, i=1,.,n ile KF nin kismi
ox ox

i i

tiirevlerini belirtelim.

Kismi tiirev,
axi
P 6, (Kronecker symbol)
j
M:aﬁ+ﬁﬂ, a, feK, u,veKF,
o ox ' ox,
a(UV)‘_—ﬂ ( )+u—, u,VGKFn
ox 0x

ozellikleriyle tek olarak belirlenir.

€:KF, - K homomorfizmi F, nin elemanlarini "1" e gotiiriir. £(x,)=1

> %(xi-l)w—g(w), w eKF, (14)

=1,..,n i

N i
ox

j

zdesligi saglanir. y € EndKF, nin Jacobian matrisi J, =
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oy(x)) Oy(x) oy (x,)

axl axz axn
op(x) Op(x)  Ow(x)
1,=| e, x,

op(x,) Odw(x) oy (x,)
ax o

1 2 n nxn

Birman Teoremine (Birman J. S., 1973) gére y € EndF, endomorfizminin
bir otomorfizm olmasi igin gerek ve yeter kosul , J, matrisinin, KF, cebiri

tizerinde tersinir olmasidir. Montgomery teoremine (Montgomery M. S., 1969)
gore herhangi bir grup iizerindeki bir matrisin tek tarafli tersinirligi, kendisinin
tersinirligine denktir.

K iizerindeki A, =K(x,,....x,) serbest birlesmeli cebirini KF grup

cebirine gomebiliriz.

0 ) . .
A, , — kismi tiirev altinda invaryant oldugundan, bunlar A_ nin serbest

n

Fox tiirevleri olarak diisiinebiliriz. Eger, w:A — A bir endomorfizm ise,

TG
x

j

gruplarda oldugu gibi ¥ 'nin Jacobian matrisi J, =

n

Onerme 8.1.1.1. Eger y € AutA  bir K cismi iizerinde A = K(x,,...,x ) serbest

oy(x;)

birlesmeli cebirinin bir otomorfizmi ise J, =———=  Jacobian matrisi A,

ox.

J

izerinde tersinirdir.
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Ispat. u, =w(x,), i=l,.,n belirtsin. X = {xl,...,xn}kﬂmesinin elemanlarini

U = {ul, .U } kiimesinin elemanlari cinsinden X, =w (u,,...,u ) seklinde

yazabiliriz. Bu ifadelerin tiirevlerini alarak,

Zaw au
0x,
ow.
formunda A=(—2%), i,k=1,.,n iken
axj
Al,=J A=E

elde edilir. O halde ispat tamamlanmuis olur.

Bir ¢,....c, € A, elemanlar1 verilsin, tiirevi

L 0 0 0 0
D=D(c,,...c,)= Z——ci =—¢,+—C, +..+—cC_,
i OX, 0X, ox, ox,
"0
Dw)= ) —c
(W) Z o
formiilii ile tanimlansin.
ow, .. _ e .
a; =X, i,j=1,..,n alalm. A= (a;) matrisi igin, tiirevleri
J
& 0
D,=Y—a, i=l..n (15)
=l axj :

tanimlayalim. Di(uj) = 5ij, i,j=1,..,n dir.
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J,A =E, Jacobian matrisinin tersinir oldugunu varsayalim, fakat y ' nin

tersinirligi hakkinda bir bilgimiz yok. (15) de oldugu gibi A nin girdilerini

;» 1J=1,..,n alalim. Bu durumda D,(u)=4, i,j=1,..n esitligi de saglanir.
Bu durumlar altinda su 6nermede gegerlidir.

Lemma 8.1.1.2. Baz1 b,ce A elemanlari igin D,(b) = D;(c), i=1,...n esitligi
saglantyorsa b-ce K dur.

. od
Ispat. (14) denklemi kullanilarak g =0, i=1,.,n ise bazs de A igin deK

dir.

> %(xi ~1)=d-e&(d)

i=1,....n i

0
0=d-¢g(d)
d=¢(d)olup d e K dir.

D,(b) =D, (c)
D,(b)-D,(c)=0
D.(b-¢)=0, i=1,..n

5 0(b-c¢)

Z A =

=1 ax,‘

Ma“ +..+ ob- C)am =0
0X, ox

n

M=O, i=1,.,n ise b-ceK dir.

i

O halde
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Yukaridaki gibi
¢&:KF ->K
homomorfizmi olsun.

Genelligi bozmaksizin &(u,)=0, i=1,.,n Kkabul edebiliriz. Bu durumda
herhangi b,,...,.b, igin
D,(byu,+..+b u, )

D,(bu,) + D,(b,u,) +.+ D,(b,u,)

n ab n
> 1 aﬁ+...+Z——ab"u" a,
=1 axj j=1 aX

]

n

ob .
Z—'s(u1)+bl%+...+zab
0K, 5 o, m OX,

n n

g(u)+b
0

ou _

b— +..+b, éu—'+...+bn o, _ b,
Ox, X, X,
RS a RS

D,(bu+..+bu )=b, i=1,..,n eldeedilir.

Tanim 8.1.2. Eger bir grubun her sonlu iiretegli alt grubu nilpotent ise bu gruba
yerel nilpotent denir.

Teorem 8.1.3.A = K(xl,...,xn> herhangi bir K halkas: iizerinde ranki n olan bir
serbest birlegmeli cebir olsun. O halde € EndA_  bir otomorfizmdir.

Diger bir deyisle € EndA_ bir otomorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul
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1y =)

v = “ox Jacobian matrisi A, :J A =E iizerinde tersinir ve

i

L, 0
2.A, nin D, = Z— a;, i=1,.,n dakigibi A=(a;) olarak
=1 j
tamimlanan D,i=1,.,n deki D=K< D,,...D, > cebirinin yerel nilpotent
olmasidir.
. u=x>+xy-x-1
Ornek 8.1.4. olmak iizere u,v A, =K<x,y> olsun. O
v=2x+y-x’-xy-1

halde y € EndA,, w(x)=u, w(y)=v igin,

oy(x) Oy (x)

ox

J, = matrisini bulalim.
oy(y) ow(y)

Ox oy

ox* A(x. ox ox
=ﬁ=—.s(x)+x@=l+xve —Z=%.£(y)+x2y-=l oldugundan
Xk xT X xS
1 1 1 0

_ou_ =—+——-—-—=1+x elde edilir.
% Ox ox ox, Ox 0x 0Ox
w7
2
ox _a(xx)uzx-g(x)-f-x?j:ov _aﬂz_a_x_.g(y)-fxgz oldugundan
S ¥ X5y
= T T
2
Op() _u_o0x+xy-x-D) _ox' Gy & 0 e
» e aaey
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2
o = Oxx) :ix-.a(x)+x.a—x=l+xve ﬂzﬁ.g(y)+x.—al=l oldugundan
0x ox ox — X ox oOx —— 0x
T T T R

x  ox ox ox ox ox  ox  ox
(S B v Ryl s

edilir. Son olarak;

ox” _ O(xx) :%_g(x)+X X _0ve @:-a—x,g(y)-f—x.gx: x oldugundan
¥ o ¥y Y
Ov(y) O _0@xty-x’-xy-l) ,ox dy &' Oy 8 _
o oy o A PG
olup,

I+x x » [-x -x .
JW = ve I = elde edilir.
-x l-x 4 x l+x

8.2. Serbest Birlesmeli Cebirlerin Serbest Olmayan Alt Cebirleri

Bu boliimde serbest olmayan alt cebirlere bazi 6rnekler verecegiz.
Onerme 8.2.1. A, bir serbest birlesmeli cebir ve I, A nin sifirdan farkl bir ideali
olsun. B, A nmn I tarafindan iiretilen A dan farkh bir alt cebiri ise B serbest degildir.
ispat. A, X iizerinde serbest ve B de Y iizerinde serbest olsun. x e X,yeY
alalim ve YVo€L aeF ikeny =Yy, a olsun.

Eger a=xy,,b=yx ise abel ve y a=by, olur.

Yani y, ve b sag B-bagimlidir. B deki genellestirilmis algoritmadan (ve

y, 1n Y-dereceli olmasindan)
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b=yc+pf, ceB,pfeF
bulunur. Buradan y (x - ¢) = 8 elde edilir.

Sonug olarak da f=0 ve x=ceB elde edilir. Bu ifade her x € X i¢in

saglandigindan, B = A sonucu elde edilir.

Ornek 8.2.2. X={x,y,z} ve § ,A(X) in

O(x) = xyx +x,
S6(y)=-yxy-y
I(z)=-=x

olarak verilen bir tiirev doniigiimii olsun. Cekd
a=xyzt+tx+z
b=yx + 1
c=xy+1

d=zyx+x+z

tarafindan iretilen alt cebir ile ¢akigir. ab=cd oldugundan , Cekd bir serbest alt
cebir degildir.
Ornek 8.2.3.

X={%y,Y, Y, 2}
Y={x,y,,¥,,¥,2 2}
Z={X’ XY YiY2Ys Yo Z}
olsun ve A ve B sirastyla Y ve Z tarafindan iiretilen A(X) in alt cebirleri olsunlar.

A ve B, A(X) in serbest alt cebirleridir, fakat A "B serbest degildir.
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Bir yonlii idealler igin Onerme 8.2.1. yanlistur.

Ornek 8.2.4. Eger A, x, y lizerinde serbest birlesmeli ise, ve B, xA sag ideali
tarafindan tretilen alt cebir ise A, sag B-modiil olarak disiiniildiigiinde 1,y, y’...
B-bagimsiz bazina sahip olur ve Teorem 3.11 den bir serbest birlesmeli

cebirdir.Aslinda xy" (r=0,1,2,...) formundaki elemanlar bir serbest iireteg

kiimesinin elemanlaridir.
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