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GENi~LETiLMi~ 6ZET

Bu calismada serbest birlesmeli cebirler ve alt cebirlerin yap lSI ile ilgili

Cohn (1963) un makalesinden elde edilen sonuclar ve bu sonuclann serbest Lie

cebirlerindeki uygulamalan incelenmistir,

Serbest degismeli ve birlesrneli cebirler, degismeli halka teorisi ve cebirsel

geometri de onemli bir yere sahiptir.

Bir serbest grubun herhangi bir alt grubunun da serbest oldugu Schreir

(1927) tarafmdan gosterilmistir. Birlesmeli olmayan lineer cebirler icin benzer bir

sonuc Kuros (1947) tarafmdan ( aynca Witt (1953) ve Shirshov (1954) tarafmdan

ve Lie cebirleri icin Shirshov (1953) ve Witt (1956) tarafmdan ispatlanrrusnr, Bu

ifadenin tersi, F cismi uzerinde {x} tarafmdan uretilen serbest birlesrneli cebirIerin

serbest olmayan alt cebirleri olduguna bir ornek F [x2,x 3] polinom cebiri olarak

verilebilir. 0 halde simdiki sorun kendisi serbest olan serbest birlesmeli cebirlerin

alt cebirlerini karakterize etmektir. Tek uretecli durumlar icin, F[x], F cismi

uzerinde tek x serbest ureteci ile serbest birlesmeli cebir ve R de F[x] in bir alt

cebiri olsun. "R nin serbest olmasi icin gerek ve yeter kosul R nin tam kapah

olmasidir". Bu sonuc ayru zamanda tek uretecli birlesmeli ve degismeli cebirler

icin de gecerlidir, ama bu sonuc birden fazla uretece sahip cebirler icin gecerli

degildir. Bunun ana sebebi Luroth' un teoreminin yuksek boyutlu cebirler icin

basansiz olmasidir. A serbest birlesmeli cebirinin alt cebiri olan B nin serbest

olmasi icin bazi kosullar vardir, Bunlann bir uygulamasi olarak sonlu rankh bir

serbest Lie cebirinin otomorfizm grubunun elemanter donusumler yardimiyla elde

edilebilecegi sonucu Cohn (1963) tarafmdan elde edilmistir,

Aynca Poincare-Birkhoff- Witt teoremi serbest Lie cebirinin bir serbest

grubun alt merkez serileri ile baglantrli oldugunu ispatlar. Bir serbest Lie cebirinin

otomorfizmi elemanter otomorfizmler tarafmdan iiretilir ve bir Jacobian matrisi ile

karakterize edilir. (Reutenauer, 2003)
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Witt (1956) ve Shirshov (1953) bir cisim uzerindeki bir serbest Lie

cebirinin her alt cebirinin serbest oldugunu gostermislerdir. Schreier (1927) bir

serbest grub un her alt grubunun da serbest oldugunu gostermistir, Witt bu ispatr

cebire uygularmstir, Shirshov ise Lie cebirinin M. Hall tarafmdan insa edilen bazuu

kullanarak bir serbest Lie cebirinin her alt cebirinin serbest oldugunu ispatlarmstir.

Bir serbest Lie cebirinin bir alt cebirinin serbest olup olmadigi, serbest Lie

cebirinin uzerinde tammlandrgi degismeli halkanm bir cisim olup olmadigma

baglrdir. Aynca, bir cisim uzerinde tarumh serbest Lie cebirlerinin serbest uretec

kumeleri ile bu kumelerin Jacobian matrisi arasmda bir iliski vardir. Bu konudaki

ilk cahsma Mikhalev,Shpilrain ve Zolotykh (1996) tarafmdan yapilrrus ve sonlu

uretilrnis alt cebirlerin rankmm uretec kumesinin Jacobian matrisinin satirlannm

sol rankma esit oldugu ispatlanrmstir.

Bu tez toplam 8 bolumden olusmus olup her bir bolumun icerigi asagida

ozetlenmistir:

Birinci bolumde tez konusunun temelini olusturan tarnm, teorem ve

omeklerden soz edilip, serbest birlesmeli cebir ve tensor cebirinin insasi

yapilrmsnr.

ikinci bolumde F cismi lizerinde x ureteci ile serbest birlesmeli F[x]

cebirinin serbest alt cebirlerini tamrnlayabilmek icin gerekli tamm ve teoremler

yapilmis ve konuyla i1gili omeklere yer verilmistir,

Ucuncu boltimde "Bir serbest birlesmeli cebirin alt cebiri ne zaman serbest

olur?" sorusuna cevap aranrms aynca F[x] in alt cebirlerinin serbest olmasi icin

ikinci bir kriter elde edilmistir.

Dordtmcu bolumde Lie cebirinin tarurru yapilarak, evrensel zarf cebirinin

insasi yapilrms, Son olarak Poincare-Birkhoff- Witt teoreminin ispatma yer

verilmistir.

Besinci bolumde bir serbest Lie cebirinin her alt cebirinin serbest oldugu

gosterilmistir
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Altnci bolumde "Bir serbest birlesmeli eebirin bir alt klimesi verildiginde

bu alt kurnenin bir serbest uretec kumesi olup olmadigma karar verilebilir mi?"

sorusuna eevap aranrmstir.

Yedinei bolumde elemanter Lie donusumleri ve serbest Lie eebirlerinin

otomorfizmleri incelenmistir.

Sekizinei bolumde serbest birlesmeli eebirlerin uygulamalan olarak ters

fonksiyon teoremi ispatlanmis ve serbest birlesmeli eebirlerin serbest olmayan alt

eebirlerine ait omeklere yer verilmistir,
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I. GiRiS Nida bZBiLEN

1.ctuts

Bu bolumde P. A. Grillet' in "Graduate Texts in Mathematics" kitabmdan

faydalamlmistrr.

R bir birim elemanh, degismeli halka ve turn moduller birimli kabul

edilecektir.

Tamm 1.1. Bir degisrneli R halkasi uzerindeki bir A R-modUI alahm.

• :A x A ~ A olmak uzere eger her a,b,c EAve r E R icin

i. a.(b+c)=a.b+a.c

ii. (a + b). c = a. c + b. c

iii. (ra)» b = a. (rb) = rea • b)

kosullan saglamyorsa A ya R uzerinde bir cebir, kisaca R-cebir denir.

Hera,b,cEAi~ina.(b.c)=(a.b).c kosulunu da saghyorsa A ya

birlesmeli cebir , her a E A icin 1. a = a = a • 1 ise birimli cebir , "." islernine

gore degismeli ise degismeli cebir denir.

Aynca A R-cebiri yukandaki kosullarla bir birimli halka olarak

dusunulebilir.

Oroek 1.2. R[x], (R[(x)ied ) ( bir ya da cok degiskenli ) polinom halkalan,

R[[x]], (R[[(x)ieI]]) kuvvet serisi halkalan R-cebirlerdir. C cebiri ve

H (quatemion cebiri) R-cebirlerdir. Her halka bir Z -cebirdir. Aynca her

degismeli R halkasi ve a, R nin bir ideali olmak uzere Ya bolum halkasi bir

R-cebirdir. M, (R) nxn tipindeki matris halkalan bir R-cebirdir. Lie cebirleri ve

Leibniz cebirleri birlesmeli olmayan R-cebirlerdir.



I. GiRis Nida 6ZBiLEN

Bir A R-cebirinde her r,s E R icin

olup fer) = rl

rl +sl =(r+s)1 ve(rl)(sl)=(rs)1

seklinde tamrnlanan £ : R ~ A donusumu bir halka

homomorfizmidir. Her a E A icin (rl)a = ra = a(rl) oldugundan her r l , A da

merkezdedir. Dolayisiyla f! bir merkezi homomorfizmdir.

f! birebir ise, rl yerine r alabiliriz, 0 zaman R, A run bir alt halkasi olur;

ornegin R bir cisim ve A =I- 0 oldugu durumlarda, A iizerindeki R-modiil yapisi f!
ile belirlenir.

p:RxA~A

(s, !j )~ s(rl) = (sr) 1 = £(rs)
fer)

dontlsumuyle birlikte A bir R modiildiir.

Her A halkasi icin, R den A ya merkezi halka homomorfizmlerinin

arasmda bir birebir denklik vardir ve A uzerindeki R-modiil yapilan A yr R-cebir

yapar.

TamID 1.3. A ve B R-cebirler olsun. tp :A ~ B donusumu verilsin.

Eger her a,b EAve r E R icin

i. rp(a + b) = rp(a) + rp(b)

ii. rp(ab) = rp(a)rp(b)

iii. rp(ra) = rrp(a) ve rp(l) = I

ise qJ ye bir R-cebir homomorfizmi denir.

Acikca R-cebirlerinin bir homomorfizmi ayru zamanda R-modiil

homomorfizmi olan bir halka homomorfizmidir.

TamID 1.4. A bir R-cebiri olsun. A run bir Salt cebiri, A nm bir alt halkasi ve bir

alt rnodulu olan bir alt kumesidir,
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I. GiRiS Nida bZBiLEN

Tanim 1.5. A bir R-cebir, I, R nin bir alt kumesi olsun. I, A nm bir cift yanh

ideali ve bir alt rnodulu ise, 0 zaman I ya A R-cebirinin bir cift yanh ideali denir.

'){ bolum halkasi ayrn zamanda boltlm modulu oldugundan bir R-

cebirdir. Bu cebire bolum cebiri denir. Aynca A ~ '){ izdusumu bir cebir

homomorfizmidir.

Teorem 1.6. Eger tp :A ~ B R-cebirlerinin bir homomorfizmi ise Gore , B nin

alt cebiri , Ceke , A mn ideali ve

A----+B

1 r~
AI ----+ GOfcpICeke ()

diyagrami degismeli olacak sekilde bir e: A / Ceko ~ Goro cebir izomorfizmi
vardir.

Ispat. Halkalar ve rnoduller icin olan homomorfizm teoremlerinden bir e
izomorfizmi yukandaki diyagrarru saglar, Aym donusumlerle e bir cebir

izomorfizmidir.

Teorem 1.7. I, bir A R-cebirinin iki yanh ideali olsun. Cekirdegi I yr iceren her

cebir homomorfizmi icin

3



1. GiRiS Nida OZBiLEN

B

diyagrami degismelidir.

'){ nm alt cebirleri ile A run I yi iceren alt cebirleri arasinda birebir bir

denklik vardir,

ispat. Benzer teorem halkalar ve rnoduller icin ispatlanrmstir. Dolayisiyla ayru If

homomorfizmi ile yukandaki diyagram saglamr. If bir cebir homomorfizmidir.

Tamm 1.8. A bir R-cebiri olsun. Eger her m,n ~ 0 icin

i. A = EBn~OAn

ii. 1EAo

olacak sekilde (An )n~Oalt modulleri varsa A ya bir derecelendirilmis R-cebiri

denir. An nin elemanlan n dereceli homojen elemanlardir.

Herhangi bir derecelendirilmis A = EBn~OAn cebirinde her a E A, an' a

run n. homojen bileseni olmak uzere a = Ln~o an olacak sekilde tek turlu

yazilabilir, ( Sonlu tane n dismda an = 0 dir.) Eger a::j:.0 ise 0 zaman a nm

derecesi an ::j:. 0 olacak sekildeki en buyuk n dir. 0 m derecesi ise -00 ahrnr,

Ornegin; f'(x, y) = x2+/+ 7x - 3y + 1ER[x, y] verildiginde f nm

homojen bilesenleri x2+ y2, 7x - 3yve 1 dir. f nin derecesi 2 dir, fakat homojen

degildir.
4



1. GiRiS Nida 6ZBiLEN

Ornek 1.9. R[x] polinom cebiri derecelendirilmis bir R-cebiridir. An alt rnodillti

derecesi nolan turn homojen polinomlan icersin,

Ao = {ao I ao E R}

A1 = {a1x I a1 E R}
A2 = {a2x21 a2 E R}

olup R[x] = EBn~OAndir.

Ornek 1.10. R[x,y] polinom cebiri derecelendirilmis bir R-cebiridir. An ile

derecesi nolan turn homojen polinomlann kumesini gosterelim.

Ao=R

A, = {a,x+a2yl a"a2 E R} = Rx + Ry

A2 = {a,x2+a2xy+a3y21 a"a2,a3 E R} =Rx2+ Rxy + Rl

seklinde devam edilirse ArnAn ~ An+rn ve R[x,y] = EBn~OAnelde edilir.
Genel olarak R[x"x2, ...,xnl polinom cebirinin derecelendirilmis cebir

oldugu benzer sekilde gosterilir,

Tamm 1.11. A = EBn~OAnve B = EBn~OBn derecelendirilmis R-cebirleri verilsin.

Her n2:0 rem olacak sekildeki
R-cebir homomorfizmine derecelendirilmis cebirlerin bir homomorfizmi denir.

Tamm 1.12. S ~ A olacak sekildeki S derecelendirilmis cebirine A = EBn~OAn

derecelendirilmis R-cebirinin bir derecelendirilmis alt cebiri denir. S, A nm bir

derecelendirilmis alt cebiri ise Sn' An nin alt cebiri olmak uzere S = EBn~OSn

seklindedir, 0 zaman S, =A, (l S ve her m,n icin SmSn~ Sm+nseklindedir,

5



1. GiRiS Nida QZBiLEN

Tamm 1.13. A nm bir I alt modiilii icin I = EB >0 I olmak iizere I yan n Y nz n

A = E8n;o,oAn derecelendirilmis cebirinin bir derecelendirilmis ideali denir. 0

Ornek 1.14. Z[x] de cift katsayih polinomlar bir derecelendirilmis ideal

olustururlar, fakat x2 + 1 in katlan olusturmaz,

1= 2Z[x] = {ao +a.x+ ...1aj E 2Z}, Z[x] = E8n;o,OAn

In ' derecesi n olan cift katsayih homojen polinomlar olmak iizere

1= (x ' + 1)Z[x] = {(x2 + l)p(x)1 p(x) E Z[x]} alahm. x2 + I homojen

olmadigmdan Z[x] de bir f polinomunun homojen bilesenleri x2 + I tarafmdan

bolunemez. I mn n dereceli tiim homojen elernanlan kiimesi olan In sadece 0

icerir ve I:;t:EBn~oIn dir.

Ornek 1.15. R[x,y] nin x-y tarafmdan iiretilen I ideali bir derecelendirilmis

idealdir. x-y homojen oldugundan R[x,y] nin bir f polinomunun x-y tarafmdan

boliinebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul f nin her homojen bileseninin x-y

tarafmdan bolunebilmesidir. Boylece In' I mn derecesi nolan tum homojen

elemanlarmm kiimesi olmak iizere 1= E8n;o,oIn dir.

Fakat R[x,y] nin x2 - y tarafindan iiretilen J ideali bir derecelendirilmis

ideal degildir. Ciinku x2 - y sifirdan farkh homojen carparn olmadigmdan J nin n

dereceli tiim homojen elemanlan kiimesi

J :;t: EBn;o,OJ n dir.

Ornek 1.16. Bir A = E8n~oAn derecelendirilmis cebirinin bir S = EBn;o,O(An nS)

olan J n sadece 0 icerir ve

derecelendirilrnis alt cebiri her m,n :?: 0 icin

6



1.GiRiS Nida 6ZBiLEN

i. 1 E Ao n S ve

oldugundan kendisi de bir derecelendirilmis cebirdir.

Derecelendirilmis bir I = EBn~O(An n I) cift yonlu ideali ile

derecelendirilmis bir A = EBn~oAn cebirinin A/I bolum cebiri

derecelendirilmis bir cebirdir.
I= (AI nI)$(A2 nI)$ ...$(An nl)$...

All =A / «AI n I)$ (A2n I)$...$ (Ann I)$...)

== (A / (AI n I)) $ (A / (A2n I)) $... (Cin kalan teoremi)

=«AI $A2$...$A.) $ ...1 (AI n I))$«AI $A2$ $

An $...)/(A2 nI)) $ .

2. izomorfizm teoreminden

$ A~2 nIEB ...

A+){ oldugundan

All

elde edilir.

Teorem 1.17. (jJ: A ~ B derecelendirilmis R-cebir homomorfizmi ise G6np , B

nin derecelendirilmis alt cebiri, Ceke ,A nm derecelendirilmis alt ideali ve

A rp )B

~ tc
AI C;ekrp~G6rrp

diyagrarm degismeli olacak sekilde derecelendirilmis cebirlerin bir

7



I. GiRiS Nida 6ZBiLEN

e :A / Ceke ~ Garcp

izomorfizmi vardir, (Grillet, 2007)

1.1.Serbest Birlesmeli Cebirler

Bu bolumde M. R. Bremner' in "Free Associative Algebras,
Noncommutative Grabner Bases, and Universal Associative Envelopes for
Nonassociative Structures, 2013" makalesi temel almarak serbest birlesmeli
cebirler icin gerekli olan tammlara yer verilecektir.

Tamm 1.1.1. X = {xpxZ'""xn , ••• } sonlu ya da sayilabilir sonsuzlukta bir belirsizler

kiimesi olsun. X kiimesi iizerinde i <j olmasi icin gerek ve yeter kosul Xi<Xj

seklinde bir tam siralamanm tanirnh olmasidir, X· ile XipXiZ"",XikEX ve k z 0

iken W=Xi1Xi2"'Xik kelimelerinin (monomiallerinin) kiimesini gosterelim. k=O,

w=l bos monomialini gosterir, W=Xi1Xiz"'Xik monomialinin derecesi icerdigi

harflerin saytsrdir, tekrarlarda dahildir : deg(w) = k.

X· iizerinde herhangi bir u,v E X· icin;

(u,v) ~ uv

ikili islernini birlesmeli olacak sekilde tammlayahm. Bu islernle X" a X
tarafmdan iiretilen serbest monoid denir.

Ornek 1.1.2. X = {a} tek elernanh ise, X· = {akIk :2: o], a nm turn negatif

olmayan kuvvetlerinin kiimesidir. X· iizerindeki carpma;

ile verilirse X· degismelidir.

8



1.GiRiS Nida OZBiLEN

X, iki ya da daha fazla elemana sahipse, X· degismeli degildir. Ornegin

X= {a,b} ise turn k z 0 icin derecesi k olan 2k tane aynk kelime vardir:

k=O:
k=l: a, b

k=2: a2,ab, ba, b2

k=3: a", a2b, aba, ab", ba", bab, b'a, b'

k=4: a.a'b, a2ba, a2b2 .aba ' ,abab, ab'a, ab' .ba' .bab, baba, bab' ,b2a2 .b'ab, b'a, b4

TamID 1.1.3. Eger bazi v"v2 EX' icin W = VIUV, ise bos olmayan bir U EX'

kelimesine W E X· m bir alt kelimesi denir.

VI = 1 ise u, W nin bir sol alt kelimesi, v, = 1 ise u, W nin bir sag alt

kelimesidir. Eger U 1= wise u, w nin bir oz alt kelimesidir denir.

TamID 1.1.4. X lizerindeki tam siralamayi X· lizerindeki tam siralamaya

genisletelim. Bu siralama asagidaki sekilde tarnmhdir ve buna deglex (degree

lexicographical) siralama denir. u, W E X· ise,

u < W ¢:> deg(u) ~ deg(w)

B d "X' . . , '< d'ura a v, u, W E rem u= VXiU ve w= VXjW ,Xi Xj rr.

Ornek 1.1.5. X={a,b} ve a<b olsun. X· m derecesi :$3 olan kelimelerini

deglex siralamasiyla Iisteleyelim.

9



I. GiRi~ Nida (>zBiLEN

Oroek 1.1.6. X= {a,b,c} ve a < b < c olsun. X" m derecesi :::;3 olan keIimeIerini

deglex siralamasiyla listeleyelim.

1<a<b<c<a2 <ab<ac<ba<b2 <bc<ca<cb<c2 <a3 <a2b<a2c<aba<ab2 <abc <aca<acb

<ac' <ba 2<bab-cbac-cb'acb' <b'c-cbcacbcb-cbc' <ca 2 <cab-ccac-ccba-ccb' <cbc-cc'a

<c'b-cc'

Tamm 1.1.7. Eger turn u, v, WE X· icin u < v iken uw < vw ve wu < wv ise

X· iizerindeki tam siralama carpunsaldir denir. (Kisaca her u, v, wI' W2 EX' icm

w1uw2<w1vw2olur.)

Tamm 1.1.8. X· uzerindeki tam siralama WI;:::W2 ;::: ••• ;::: Wn ;:::... iken bir n icin

wn =wn+1 = ... iseazaIanzincirko~ulunu(DCC)saglar. (WI'w2,···,Wn,···EX·)

Lemma 1.1.9. Tamm 2.1.4 de veri len X· uzerindeki "<" siralamasi carpunsal ve
DCC yi saglar,

Tamm 1.1.10. F bir cisim olsun. F (X) ile F uzerinde X· bazr tarafindan uretilen

vektor uzaymi gosterelim. F(X) Iizerinde ;

carpimnu tamrnlayahm. Bu carpim ile F (X), F uzerinde X tarafmdan uretilen

serbest birlesmeli cebirdir. Bos kelime birim eleman oldugundan bu cebir

birimlidir. F(X) in elemanlan X· daki monomiallerin lineer kombinasyonlandir

ve bu elemanlar degismeli olmayan polinomlardir.

Oroek 1.1.11. X={a} ise, F(X) bir degiskenli F[a] birlesrneli polinom cebiri ile

aymdir. X , iki ya da daha fazla elemanh ise, F(X) ile F[X] ayrn degildir, Cunku

F[X] degismeli fakat F(X) degismeli degildir.
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I. GiRiS Nida 6ZBiLEN

1.2. Tensor Cebiri

Bu bolum de bir modiiliin tensor cebirinin yapist P. A. Grillet, 2007,
"Graduate texts in mathematics, second edition" kitabmdan faydalamlarak
incelenecektir.

Bir modiiliin tensor cebiri 0 mod iiI tarafmdan "serbest" olarak uretilmis bir

cebirdir.

R bir degismeli birim elemanh halka, tiim modiiller birimli, tiim cebirler

ve tensor carpimlan R iizerinde tammh, R degismeli oldugundan n tane R-modiiliin

tensor carpmu bir R-modiildiir.

A bir R-cebir olsun. A run alt cebirlerinin her kesisimi, A nm bir alt

cebiridir. 0 halde A nm her S alt kiimesi icin S yi iceren A nm bir en ktlcuk alt

cebiri vardir, A nm S yi iceren tiim alt cebirlerinin kesisimi olan M =< S > alt

cebiri S tarafmdan iiretilir.

Bir A R-cebiri verilsin. M , A nm bir alt modiilii olsun. A nm M tarafmdan

iiretilen alt cebiri Ii1M + a,a2 ".aj, aj E M, rj E R formundaki elemanlan icerir. M

nin elemanlan genellikle A daki bazi bagmtrlan saglar,

M nin n z 2 icin a,,,.an elemam M nin a"".,an elemanlanmn bir n-lineer

fonksiyonudur ve bu fonksiyon a, <29". ® an i a,,, .an 'ye donusturen M ® ". ® M

den A ya bir R-modiil homomorfizmi belirler. 0 zaman ip :R ~ A ve i :M ~ A

homomorfizmleri verildiginde

'I/(r, m, (m <29m),,,.) =cp(r)+ i(m) + (i(m) + i(m)) + ".

seklinde tammlanan
'1/ : REB M EB(M ®M) EB". ~ A

donusumu bir orten modiil homomorfizmidir.

11



1. GiRiS Nida bZBiLEN

Insa, M bir R-modiil olsun. M nin n. tensor kuvvetini T" (M) ya da 0n Mile

gosterelim, TO(M) = R, T)(M) = M ve n z 2 iken T" (M)=M 0 ... 0 M olsun.

Her m, n > 0 icin

Tm (M) ® Tn(M) ~ Tm+n(M)

oldugundan

Tm (M) X T" (M) ~ Tm (M) ® r: (M) ~ Tm+n(M)

dir ve dolayisiyla

(a) ®a2 0 ... 0am,b) ®b2 0 ...®bJ~a) ®a2 ® ... ®am 0b)0b2 0 ... 0bn

seklinde tammlanan bir bilineer

Tm (M) x Tn(M) ~ Tm+n(M)

carpmu vardir,

Benzer sekilde her n > 0 icin R nin T" (M) uzerindeki sag ve sol etkisi ve

R nin kendi iizerindeki carpirm bilineer carpimlardir, Her r, SET" (M) = R ve

t E Tn(M) iyin

R ®Tn(M) = TO(M)® Tn(M) ~ T"(M)

r ® t -o rt

Tn(M) 0 R = Tn(M) ® TO(M) ~ Tn(M)

t ® r -o tr

R ® R = TO(M) ® TO(M) ~ TO(M)

r ® s ~rs
dir.

Tamm 1.2.1. Bir M R- modulunun tensor cebiri

ile tammlanan carpma ile birlikte T(M) = $n;,oT"(M) dir.

12



1. GiRiS Nida QZBiLEN

Onerme 1.2.2. Bir M (birimli) R-modiiliiniin T(M) tensor cebiri bir derecelenrnis

R-cebiridir ve M tarafindan iiretilir.

Onerme 1.2.3. Bir serbest M R-modiiliinden bir A R-cebiri icine her modiil

homomorfizmi T(M) den A ya bir cebir homomorfizmine tek bir sekilde

genisletilir ..

M C)T(M)

qJJ /'
AV'1P

ispat. qJ :M ~ A bir modiil homomorfizmi olsun. Her n 2:: 2 ve her a, ,a2 , ... ,an E M

icin A daki carpim ile bir

Mn~A

(a" ...,aJ ~ qJ(aJ ...qJ(aJ

n-lineer donusumu vardir, Bu donusurn her a"a2, .. ,an EM icin

seklinde tammlanan

modiil homomorfizmini belirler.

qJo(r)= r.I olacak sekilde qJo: R ~ A ve qJ, = qJ: M ~ A olsun. n 2:: 0

icin qJl1 homomorfizmlerini

q;cItil) = I qJl1(til)'
nz O n~O

seklinde tammlanan tp :T(M) ~ A modul homomorfizmine genisletelim,

t = a, ® ... (8) am ve u = b, (8) ... ® b n sirasiyla, T" (M) ve T" (M) nin

uretecleri olmak uzere qJ(t)qJ(u) = qJ(tu) esitligi saglamr.

13



1. GiRiS Nida OZBiLEN

(m=O ya da n=O oldugunda (jJn bir modul homomorfizmidir.)

Aynca (/)(1) = (/)0(1) = 1 ve her t,u E T(M) rem yine yukandaki esitlik

saglamr. Boylece cp bir cebir homomorfizmidir.

If/' , cp nin ozelliklerini saglayan baska bir cebir homomorfizmi olsun. 0
zaman

M yi iceren T(M) nin bir alt cebiri olup S = T(M) ve If/' = (/) elde edilir.

Sonuc 1.2.4. M, bir X kurnesi iizerinde serbest R- modul ise T(M), X kiirnesi

uzerinde serbest R-cebirdir.

ispat. X den bir A R-cebirine olan her donusum M den A ya bir modiil

homomorfizmine tek sekilde genisletilir, Onerme 1.2.3 den M den A ya her modiil

homomorfizmi T(M) den A ya tek bir sekilde genisletilir.

diyagrami degismelidir.

Sonue 1.2.5. Eger M bir X kumesi uzerinde serbest Rvmodul ise, 0 zaman T(M)

n ~ 0 ve x" ... ,xn E X icin turn XI Q9 ... Q9 xn elemanlannm olusturdugu baz ile bir

serbest R-modiildilr.
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2. F[x]' iN ALT CEBiRLERi Nida 6ZBiLEN

2. FIx] 'iN ALTCEBiRLERi

Bu bolumde P.M. Cohn, 1963 makalesinden yararlamlmisnr.

F bir cisim ve F[x], F cismi iizerinde x iireteci ile serbest birlesmeli cebir

olsun. F[x] in serbest alt cebirlerini tam olarak tammlayabilmek icin oncelikle bazi

gerekli tammlan ve teoremleri verelim.

Tamm 2.1. R bir halka ve S de R yi iceren bir R-cebir olsun. Eger

olacak sekilde bir n E Z ve rp...,rnE R elemanlan varsa bir XES elemanma R

iizerinde kapahdir denir.

R iizerinde kapah olan S nin tiim elemanlanrun kiimesine S de R nin tam

kapamsi denir. Eger S nin her elemam R iizerinde tam ise S, R iizerinde tamdir

denir.

Eger R nin tam kapamsi R ye esit ise R halkasma tam kapalidtr denir.

Tamm 2.2. R bir tamhk bolgesi olsun. 0"# r E R , r birim olmasm.

i. r = p,.P2 ••• P, ' Pi E R indirgenemezler.

uqi = Pi (u birim) ve m = s (i = 1,2,...,n)

kosullan saglamyorsa, R ye tek carpan bolgesi denir.
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2. F[x] , iNALT CEBiRLERi Nida 6ZBiLEN

Teorem 2.3. Her tek carpan bolgesi tam kapahdir.

Ispat, R bir tek carpan bolgesi olsun. K da R nin kesirler cismi olsun. u E K , R

uzerinde tam ise bazi Co' ... 'Cn., E R icin

(1)

dir, (1) denkleminde
a

u=-
b' a,b E R yazarsak, R tek carpan bolgesi

oldugundan a ve b nin birimden farkh hie ortak boleni yoktur. b" ile

(1) denklemini carparsak

n+ b n.'+ b2 n.2+ + b" 0a Cn., .. a cn.2.·a ... Co =

elde edilir.
d, b nin indirgenemez bir boleni olsun. b = d.k olur ve R tek carpan bolgesi

oldugundan d asaldir.

d / an olup, d asal oldugundan d / a dir.

d / a ve d / b ise d, aile b nin birim olmayan bir ortak bolenidir, Halbuki a

ve b nin birimden farkh hie ortak boleni yoktur. 0 halde b bir birim olmahdir , b

birim ise u E R olmahdir.

o halde R tam kapahdir. (Rm, 2013a)

Onerme 2.4. F[x] in bir R alt cebirinin serbest olmasi icin gerek ve yeter kosul R

nin tam kapah olmasidir,

Ispat, (Cohn, 1963)
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2. F[x] , iN ALT CEBiRLERi Nida GZBiLEN

Ornek 2.S. F[x] in F[ x2 , x"] alt halkasmi dusunelim. F[ x2 , x3] in kesirler

3

cisminde x = :2 elemam vardir, Bu eleman bir Z2 _x2 polinomunun bir kokii

oldugundan F[ x2 , x"] de tamdir, Fakat x, F[ x2 , x"] in bir elemani degildir. 0

halde F[ x2 , x3] tam kapah degildir ve bu yiizden serbest degildir.

Ornek 2.6. Z[ J"S] halkasmi dusunelim.

U=I+J"S EQ icin 2u-I=J"S ve 4u2-4u-4=0 oldugundan u, Z[J"S]
2

de kapalidir fakat u ~ zJ"S dir. Dolayisiyla Z[J"S] tam kapah degildir ve bu

yiizden serbest degildir, (Rm, 20 13b)

Ornek 2.7. IR.=Z[.J2,.J3] in serbest olrnadigmr gosterelim, Q[.J2,.J3],
IR.= Z[.J2, .J3] nin kesirler cismidir.

J6 + .J2 (J6 + .J2 J2 t: 2 r::.u = 2 ~ IR.fakat 2 = 2 + 'V 3 ve u - 2 = 'V 3 dir.

lR nin elemaru olmadigmdan R, Q[.J2,.J3] iizerinde tam kapah degildir. 0

halde serbest degildir.

J6+.J2---, Z[x] de bir polinomunun koku oldugundan Z iizerinde tamdir.
2

(Rm,2013b)
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2. F[x] I iN ALT CEBiRLERi Nida 6ZBiLEN

Ornek 2.8. [K: Q] < 00 oldugunda QK kesir cismi tam kapahdir, Eger u E K , QK

iizerinde tam ise Z cQK C QK [u] dir ve u, Z iizerinde tamdir ve tammdan

U E QK olur. QK K run Z deki tam kaparnsi olarak tammlanabilir. (Rm, 2013b)

Ornek2.9. qx,y]/ (y2 - x") nin tam kapali olmadrgim gosterelim.

y2_x' indirgenemez oldugundan y2_x' tarafindan iiretilen (i- x') ideali

maksimal idealdir. Birimli bir halkada her maksimal ideal asal idealdir. Dolayisiyla

(l- x") asal idealdir.R bir birimli halka ve I, R nin bir asal ideali ise R / I bir

tamhk bolgesidir. Boylece qx,y]/ (y2- x") bir tamhk bolgesidir.

qx,y] / (l- x') iin tam kapah olmadigim gosterelim.

0: qx,y] ~ qt]

x~e
y~e

donusumunu alahm. Her a = a(x,y), b = b(x,y) E qx,y] icin;

o(a+b) = o((a+b)(x,y» = (a+b)(e i) = aCei) + b(t2i) = o(a) + o(b)

o(a.b) = o(a.b(x,y» = a.btt" ,e) = ace ,e).b(e,e) = o(a).o(b)

oldugundan 8 bir halka homomorfizmidir.

<;eko={aEqx,y] lo(a)=O}

Bu donusumun cekirdegi (l- x') , goruntusu q e ,e] tiir.
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2. F[x] , iN ALT CEBiRLERi Nida 6ZBiLEN

1. izomorfizm teoreminden;

qx,y] / <;ekb"== b"(qx,y])

qx,y] / (l- x') == b"(qe,e])

elde edilir. qt], qe /] iin kesirler cismidir. t E qt], qe /] iizerinde
tamdir.

z =t II 2 2 22 0 () 22a a tm. z = t => z - t = , P z = z - t fakat t ~ qe,e] diir. 0

zaman qe,e] tam kapah degildir. qe,e], qt] nin tam kapamsi degildir.

Dolayisiyla serbest degildir, (Rm, 2013b)

Ornek 2.10. A = qx,y,z] / (Z2 - xy) tam kapah dolayisiyla serbest oldugunu
gosterelim.

£5: qx,y,z] -+ qu,v]

donusumtinu tammlayahm. <;ekb"yi belirleyelim.

B=Gorb"= qu2 ,v2 ,uv]
,!, ,!, ,!,

x yFY

B icin tam kapah oldugunu gosterelim,

r,s E qx,y] icin bir r + sFY E qx,y,.J;cy] elemamrn , qx,y] iizerinde tam
olacak sekilde secelim,
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2. F[x]' iN ALT CEBiRLERi Nida 6ZBiLEN

z = r + s.j;.Y

(z - r)2= s2xy

(z - r)2- s2xy=0

bulunur. Benzer sekilde r - s.j;.Y E qx,y,.j;.Y] elemam da qx,y] lizerinde
tamdir.

(r + s.j;.Y) + (r - s.j;.Y) =2r, qx,y] lizerinde tamdir.

qx,y] bir tek carpan bolgesidir. Her tek carpan bolgesi tam kapah

oldugundan qx,y] tam kapahdir. 2r E qx,y] ve r E qx,y] , s.j;.Y, qx,y]

lizerinde tam ve s2xyE qx,y], S E qx,y] olup r + s.j;.Y E qx,y,.j;.Y] dir.

qx,y,.j;.Y], qx,y,.j;.Y] nin tam kapamsidir.

o halde B tam kapahdir.

1. izomorfizm teoreminden;

qx,y,z] / <;ekS == B

qx,y,z] / (Z2- xy) == B olup B tam kapah oldugundan qx,y,z] / (Z2- xy) de tam

kapahdir. Dolayisiyla serbesttir. (Rm, 2013b)

20



3. SERBEST BiRLESMELi CEBiRLERiN ALT CEBiRLERi Nida bZBiLEN

3. SERBEST BiRLE~MELi CEBiRLERiN ALT CEBiRLERi

Bu bolumde P.M.Cohn, 1963 makalesinden faydalarulnustrr.

Tamm 3.1. R bir halka olsun. Her a E R icin

i.Her sifirdan farkh a E R icin d(a) > 0 ve d(O)= -00

ii. d(a - b) ~ max (d(a), deb»~

iii. d(ab) = d(a) + deb)

kosullan saglaruyorsa R ye bir d derece fonksiyonuna sahiptir denir.

Tamm 3.2. R bir halka olsun. Her a, b E R, b :f; 0 icin d(r) <d(b) olacak sekilde

a = bq + r esitligini saglayan q, r E R var ise R ye bir d derece fonksiyonuyla bir

bolme algoritmasma sahiptir denir.

Tamm 3.3. R bir halka olsun.

d(ajbj) = d(a2bJ = ... = d(a,b,) > d~::CaibJ, d(a);?: d(aJ (i = 2, ...,r) kosulunu

saglayan ap ....a, b., ....b, E R elemanlan verilsin.

olacak sekilde cp ....c, E R elemanlan varsa d derece fonksiyonuna

genellestirilmis algoritmayi saghyor denir.

Bu derece fonksiyonuna sahip bir halkaya genellestirilmis algoritmayi

saglar denir.

Tamm 3.4. R bir halka ve d bir derece fonksiyonu olsun.

i. Eger apa2, ••• .a, E R elemanlan icin,

d(ajbj) = d(a2bJ = ... = d(a,b,) > d~)aibJ

21



3. SERBEST BiRLESMELi CEBiRLERiN ALT CEBiRLERi Nida OZBiLEN

olmak iizere bl'".,b, E R elemanlan varsa al'aZ,,,.,a, elemanlanna sag Rsbagunh

denir.

ii. Bir a E R icin eger a = 0 veya

d(a - L>;cJ < d(a), d(ajc):::; d(a) i = l,,,.,r

olacak sekilde cl'''''c, E R elemanlan varsa a ya R nin al'az,.",a, elemanlan

iizerinde sag Rsbagnnh denir.

Asagidaki onermede Cohn , serbest birlesmeli cebirlerin alt cebirlerinin

karakterizasyonunu verir.

Onerme 3.5. A, F cismi iizerinde X serbest uretec kiimesi tarafmdan iiretilen

serbest birlesmeli cebir olsun. 0 halde A nm bir B alt cebirinin serbest olmasi icin

gerek ve yeter kosul B de genellestirilmis algoritmayi saglayan bir derece

fonksiyonunun var olmasidir.

A daki ( X kiimesine bagli) dogal derece fonksiyonunu inceleyerek B de bir

derece-fonksiyonu tamrnlamak icin yeterli bir sarti elde edebiliriz.

Sonuc 3.6. A, F cismi iizerinde X serbest uretec kiimesi tarafindan iiretiJen serbest

birlesmeli cebir olsun. A mn X-derecesine bagh genellestirilmis algoritmayi

saglayan her alt cebiri serbesttir.

Bu ifadenin tersi dogru degildir, yani A serb est, BaIt cebiri de serbest

oldugu halde B algoritmayi saglamayabilir.

Ornegin, A, x ve y iizerinde serbest ve B de u = x + v'. V = i tarafindan

iiretilen alt cebir olsun. A nm sirasiyla u , v yi 3x,y donusturen

x ~ x -v'. y ~ y donusumu tarafmdan iiretilen () otomorfizmi icin,
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3. SERBEST BiRLESMELi CEBiRLERiN ALT CEBiRLERi Nida 6ZBiLEN

B(u)=B(x+l)=B(x)+B(l)=x-l +l =x

B(v) =B(l) = l

3ve X, y tarafmdan uretilen eebir de serbesttir. Dolayisiyla B de u , v uzerinde
serbesttir.

B genellestirilrnis algoritmayi saghyor olsun.

d(uv) = dtxy' + y5)= 5,

d(vu) = dty'x + y5) = 5,

d(uv-vu) = dtxy' -y'x) = 4,

olup, d(uv - vu) < d(uv) = d(vu) yani, u , v Bvbagimhdir.

B deki bazi e ler icin d(v - ue) <3 olur, 0 halde u ve v yi inceledigimizde e

nin e = y + a (a E F) formunda olmak zorunda oldugunu goruruz;

d(v - u(y + a)) = d(yl - (x + l)(y + a)) = d(yl - xy - xa - yl -la) = 2

ve d(u.e)::;;dty") dir.

Bu da B , y yi icerir demek olacaktir (y.y= l E B) ve buradan

x = u - y2 yani B= A dir, Fakat A run B otomorfizmi B den x ve l tarafindan

uretilen A nm bir ozalt eebirine tammlanrrnsti. Dolayisiyla v, u iizerinde B bagimh

degildir. B genellestirilmis algoritmayi saglamaz.

Vine de homojenlikten yararlanarak gerekli ve yeterli sartlan elde edebiliriz.

Onerme 3.7. A, F cismi uzerinde bir X serbest uretec kilmesi tarafmdan iiretilen

serbest birlesmeli eebir olsun. Homojen elemanlar tarafindan iiretilen herhangi bir

B alt eebirinin serbest olmasi icin gerek ve yeter kosul B nin X-dereeesine bagh

genel algoritmayi saglarnasidir.
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3. SERBEST BiRLESMELi CEBiRLERiN ALT CEBiRLERi Nida OZBiLEN

Onermenin ispati icin eger B, Y de serbest ve Y deki her bir Yj nin derecesi

n, pozitiftam sayrsi ise B,

seklinde tammlanan derece fonksiyonuna bagli algoritmayi saglar. Simdi nj yi

Yj'nin X-derecesi olarak alahm; 0 halde (2) denklemi , B nin herhangi bir

elemanmm X-derecesini verecektir, buradan ispat tamarnlarur.

Genel olarak, A bir serbest birlesmeli cebir ise, herhangi bir X serbest uretec

kiimesi genellestirilmis algoritmayi saglayan bir dx derece-fonksiyonu tanirnlar,

burada d, 'e kisaca bir algoritmik derece-fonksiyonu denir.

A daki her algoritmik derece-fonksiyonu icin bir serbest uretec kurnesi

vardir ve A daki iki serbest uretec kumesinin ayru derece-fonksiyonunu

tammlayabilmeleri icin gerek ve yeter kosul aralannda bir lineer donusumun

tammh olmasidir, A run serbest uretec kiimeleri A run turn otomorfizmlerinin

grubu Aut(A) ile elde edilir. Boylece algoritmik derece-fonksiyonlan da Aut(A)

tarafindan belirIenir. B, A mn bir serbest alt cebiri olsun, 0 halde Onerme 3.5 den

B tizerinde algoritmik derece-fonksiyonlan vardir, fakat geriye su problem kahr:

A ve B nin ikisi de genellestirilrnis algoritmayi saglayacak sekilde A

tizerinde her zaman bir derece-fonksiyonu var midir?

A=F[x] icin Aut(A) x ~ ax + b (a 1= 0) lineer donustlmlerinden olusur ve

F[x] de bir tek algoritmik derece fonksiyonu vardir, Buradan F[x] in alt cebirlerinin

serbest olmasi icin bir ikinci kriter daha elde edilir.

Onerme 3.8. F[x] in bir R alt cebirinin serbest olmasi icin gerek ve yeter kosul

R'nin bolme algoritmasim saglamasidir.
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3. SERBEST BiRLESMELi CEBiRLERiN ALT CEBiRLERi Nida 6ZBiLEN

Serbest birlesmeli cebirlerin altcebirlerinin serbest olmasi icin daha

kullamsh bir yeterlilik kosulu belirlemek ilzere, bir d-derece fonksiyonuyla birlikte

F ilzerinde herhangi bir R cebirini dusunelim. Bir (sag) M R-modillilne M nin

sifirdan farkh her X elemam icin d(x) ~ 0 ve d(O)= - a: ile birlikte

i. d(x - y) ~ max( d(x) , dey»~
ii. d(xa) = d(x) +d(a) x,y EM, a E R

kosullan saglamyorsa bir d derece fonksiyonuna sahiptir denir.

Not 3.9. R, kendi ilzerine bir modul olarak derece fonksiyonuna sahiptir, bu derece

fonksiyonuna d diyelim. Daha genel olarak, eger S, R nin herhangi bir alt halkasi

ise, R deki derece fonksiyonu S nin de derece fonksiyonudur ve R deki orijinal

derece-fonksiyonu R, S-modill olarak dusttnuldugunde hala kullamlabilir.

(i) ve (ii) den her ul E M ve her aj E R icin,

olur.

Tamm 3.10. Eger R run elemanlannm herhangi bir (aj )iEI ailesi icin (bazi

elemanlan dismda hepsi sifir ),

d(IujaJ = max {d(uJ + d(aJ}

ise M' nin elemanlarmm bir U=(ui )iEI ailesine Rvbagrmsizdir denir.

Bir M, R-modillil, Rsbagunsiz bir U iiretec kilmesi tarafmdan ilretiliyorsa

serbesttir. 0 halde artik ana sonucu verebiliriz.
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Teorem 3.11. A, F cismi iizerinde bir serbest uretec kumesi ile tarnrnlanan derece

fonksiyonu ile birlikte bir serbest birlesmeli cebir olsun. B , A run Bvbagimsiz

baziyla serbest sag B-modiilii olacak sekilde herhangi bir alt cebiri ise B, F

iizerinde serbest birlesmeli cebirdir.

Ayru sonuc sol modiiller rein de yazilabilir. B mn genellestirilmis

algoritmayi sagladigr gosterilir, (A ya Onerme 3.5 ve Sonuc 3.6 nm

uygulanmasiyla derece-fonksiyonuna gore ispatlamr.) Simetriden dolayi B nin

herhangi sol Bsbagimsiz alt kiimesinin, maksimal dereceli herhangi bir elemamrnn

diger elemanlar iizerinde sol bagimh oldugunu gostermek yeterlidir.

U = (Uj )jEI A run bir sag Bsbagrmstz bazi ve U da derecesi sifir olan bir

elaman olsun. Genelligi bozrnaksizm bu elemam Uo = 1 alabiliriz. Verilen

herhangi bir sol Bsbagimh {b" ...,bk} kiimesi icin, b, maksimal dereceli olsun. 0

zaman A daki genellestirilrnis algoritmadan, b., b2'"oo,bkiizerinde sol Avbagrmh
olur, yani

(3)

olmak iizere

b, = Icrbr +c' (cr'c' E A)
rc-l

(4)

dir. Burada

c' = "uoa:£.... I I (a .a E B)
" I

aluursa ve bu degerleri (4) deki denkleme yerlestirirsek;

b, = Iaorbr + ao
r>!

dan
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3. SERBEST BiRLESMELi CEBiRLERiN ALT CEBiRLERi Nida 6ZBiLEN

uob, = "" u a. b +I u a'~~ 1 If r I I
r>! i

elde ederiz.

Bundan baska (3) den ve U nun sag Bvbagrmsrzhgmdan,

olur.

Bu da b2, .•. .b, uzerinde bI in sol Bvbagrmh oldugunu gosterir. Boylece B

genellestirilmis algoritmayi saglar,

Cohn, 1963 de genellestirilmis algoritmayi saglayan bir derece-

fonksiyonuna sahip bir R halkasmm bir Rsbagimsiz baziyla her sag idealinin

serbest oldugunu gosterir, Aym ispat genellestirilmis algoritmayi saglayan bir

derece-fonksiyonuna sahip bir R-modiiliin serbest oldugu gercegine ulasmak icin

de kullamlabilir. Buradan su sonuc elde edilir.

Sonue 3.12. A, F iizerinde bir serbest birlesmeli cebir olsun. B, A run bir altcebiri

ve A bir B-modiil olarak genellestirilmis algoritmayi saghyor ise B bir serbest

alt cebirdir.

Sonue 3.13. A bir serbest birlesmeli cebir olsun. B, A run homojen elemanlar

tarafindan uretilen bir altcebiri ve A bir serbest B-modiil ise B homojen

elemanlardan olusan bir serbest uretec kumesine sahiptir.

Teorem 3.11 e gore B serbesttir. B nin herhangi bir elernanmm homojen

bilesenleri de yine B ye aittir. B nin genisletme idealinin herhangi bir sag B

bagnnsiz uretec kiimesi cebir olarak B nin bir serbest iiretec kumesidir.
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4. LiE CEBiRLERi

Tamm 4.1. L bir F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. L iizerinde "Lie carpmu"

denilen bir [,]: L x L ~ L bilineer fonksiyonu tanimh ve asagidaki kosullar

saglamyorsa L ye F cismi iizerinde bir Lie cebiri denir.

i. Her x E L icin [x,x] = 0

ii. Her x,y,z E L icin [x, [y, z]]+[y, [z, x]]+[z, [x, y]] = 0

A bir birlesmeli cebir olsun. Her u,v E A icin [u,v] = u.v - v.u islemiyle

A bir Lie cebiridir ve bu cebiri [A] ile gosterecegiz.

Tamm 4.2. L bir Lie cebiri olsun. Asagidaki kosullan saglayan birim elemanh

birlesmeli VeL) cebirine L nin evrensel zarf cebiri denir.

i. L den [VeL)] ye bir i :L ~ [VeL)] kanonik homomorfizmi vardir,

ii. F cismi iizerindeki her birim elemanh birlesmeli W cebiri ve her

J:L~[W]

homomorfizmi icin J = If/ 0 i olacak sekilde bir tek

If/ : [VeL)] ~ [W]
homomorfizmi vardir, (Tvalavadze, 2010)

Simdi L bir Lie cebiri olsun. L nin VeL) evrensel zarf cebirini insa edelim.

L nin cebir yapisuu bir an icin unutup sadece bir vektor uzayi olarak

dusunelim. T(L) tensor cebirini kurahm.
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4. LiE CEBiRLERi Nida bZBiLEN

T(L) de bir I idealini asagidaki sekilde tammlayahm: x,y E L olmak
iizere,

I"y = x ® y - y ® x - [x, y] seklinde elemanlan dusunelim, Bu elemanlar

tarafindan dogrulan ideale I diyelim.

1= {It ® I"y ® t' I t,t' E T(L) ,x,y E L}
x,YEL

U(L) = T(Ll{ bolum cebirini ve st :T(L) ~ U(L) kanonik projeksiyonu

nu dusunelim.

n : T(L) ~ T(Ll{

n(l) = 0 (IE Cekzr) ve

n(x ® y - (y ® x) - [x, y]) = n(x)n(y) -n(y)n(x) -n[x, y] = 0

([x, y] = xy - yx)

U(L), nile birlikte bir Lie cebiridir.

Bir X kumesi tarafindan dogrulan bir Lie cebirinin insasmi inceleyelim.

X"# ¢ olsun.

VeX) = {~c(X)X I ctx) E F,x E X}

kumesi bir vektor uzayidir,
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VeX) de toplama ve carpma asagidaki sekilde tammlansm.

LC(X)X +Ld(x)x = L(c(x) + d(x»x

AL c(x)x =L (AC(X»X

T(V(X» tensor cebirini dusunelim. T(V(X» uzerinde u,v ET(V(X»

[u,v] = u ® v - v ® u

carpmnm tarumlarsak T(V(X»L Lie cebiri elde edilir.

T(V(X»L icinde X i iceren butun alt cebirlerin kesisimi X tarafindan

dogurulan Lie cebiridir. Bu cebir L(X) ile gosterilir,

4.1. Poincare - Birkhoff - Witt Teoremi

Bu bolum N. Jacobson , 1962, Lie Algebras kitabmdan yararlamlarak
hazirlanrrusnr.

J bir kume iken {uj U E J} V nin bir baztdrr. 0 halde n dereceli (n ~ 1)

u. ® u .... ® u. monomialler kumesi V icin bir bazdir.
J')2 In n

J indeks kumesinin elernanlanmn mail oldugunu dustmelim ve herhangi

n ~ 1 icin verilen monomiallerin kiimesinde bir kismi siralama tammlamak icin bu

siralamayi kullanahm,
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Tamm 4.1.1. Bir u = u. Q9u .... ® u. monomialinin indeksi i< k icin
J1 12 In

,ji<i, ise
.i = jk ise

ile birlikte

ind(u. ®u ···®u.)= "17.k11 J2 In L...J I
i<k

seklinde tarumlarur.

indu = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul j, ~ j2 s ...s jn olmasidir. Bu

ozelligi saglayan monomiallere "standart monomial" denir.

Ornek 4.1.2. n=5 olsun. j, ~ j2 s j, s j4 s j, iken u. Q9u Q9u Q9u Q9U
JI J2 h ~ ~

monomialinin indeksini bulahm.

i<k

elde edilir.

Not. jt > jt+' olmak tizere ;

ind(u. ®u "'Q9u) ve ind(u Q9U "'Q9U ®u Q9"'®u)
JI 12 In JI 12 J'+1 J, In

monomiallerinin indekslerini karsilasnrahm. Burada 2. monomial u. ,u. 'in yer
J, J1q

degistirmesiyle elde edilmistir. 17:k ,2. monomialin 17sini belirtsin. 0 halde,

i < t ise

n > t + 1 ise n' - n n' - n"tn - "t+l,n ' "I+I,n - "tn
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ve '7:,1+1 = 0, '71,1+1 = 1 elde edilir. Buradan

ind(u. ®u "'®u )=l+ind(u. ®u ···®u. ®u ®···®u) olur.
JI J2 In J[ J2 Jt+l Jt In

Ornek 4.1.3. n = 6 olsun. j) >j4 iken

ind(u ®u ®u ®u ®u. ®u.) ve ind(u ®u ®u ®u ®u ®u)
~ h b h h h ~ h h b b •

monomiallerinin indekslerini karsilastirahm.

olup,

edilir. Buradan,

ind(u ®u ···®u )=l+ind(u. ®u ···®u ®u. ®···®u) olur.
JI J2 In J1 Jz J1+I J1 In

Bu ifadeyi U(L) = T(L}{ cebirine uygulayip, siradaki onermeyi

ispatlayahm.

Onerme 4.1.4. T(L) run her elemam standart monomiallerin bir lineer

kombinasyonuna modI kongruentdir.

is pat. Onermeyi monomialler icin ispatlamak yeterlidir. Bu monomialleri

derecelerine ve indekslerine gore siralanz. Iddiayi tiimevanm yontemiyle

ispatlayahm. Bir u. ® u .... ® u. monomiali verildiginde hipotezin daha dusuk
J, Jz In

dereceli monomialler ve verilen monomialden dtisuk indeksli olan aym n dereceli

monomialler icin dogru oldugunu varsayahm.
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Monomialin standart olmadigmi varsayahm. jt > jt+l olsun.

0···0u
J.

= u. 0···0u. 0u. ®···®u +u. ®···0(u. ®u -u. ®u.)0
JI J1+1 J, In JI ), JI+1 ),+] J,

···0u.
J.

olup,

u 0u. -u ®u =[u,u ] (modI) oldugundan
J, J1+1 h'l J. J, )I+J

veri len monomialden dusuk indeksli dusuk derecelimonomiallerin bir lineer kombinasyonu

dir.

Sag taraftaki 2. terim dusuk dereceli monomiallerin bir lineer

kombinasyonu iken, ilk terim veri len monomialden daha dusuk indekslidir.

Dolayisiyla ispat tarnamlarnr.

l' in kosetlerinin ve standart monomiallerin lineer bagimsiz ve U(L) icin

bir baz oldugunu gosterelim. Bunun icin i1:=; i2 :=; ••• :=; in' ij E J olmak ilzere

u. ® u ... ® u baziyla birlikte /3, vektor uzayim dusunelim.
I] 12 In n

Gerekli olan bagimsrzhk sarti asagidaki onermeden elde edilir.

Onerme 4.1.5. 0-(1) = 1, i1:=; i, :=; ••• :=; in ise;

(5)

olacak sekilde bir

0- :T(U) ~ f3 lineer donusumu vardir.
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ispat. 0-(1) = 1 ve L , L nin derecesi n ve indeksi ::;;j olan monomialler tarafindan
gerilen alt uzayi olsun.

Bir 0- lineer donusumu bu uzaydaki monomialler icin (5) ve (6) yt
saglayan, FEBL] EBL, EB... EBLn.] icin daha onceden tarumlanmis olsun. Derecesi

nolan standart monomialler icin a(u (8) u ... (8) u ) = u. u ... u. uygulayarak 0-'
'1 '2 'n I) 12 'n

yl

FEBL] EBL, EB... EBLn_]EBLn,o a lineer olarak genisletecegiz.

FEBL] EBL, EB... EBLn_]EBLn,i_] icin 0-' nin tammlandiguu , bu uzaya ait

monomialler icin (5) ve (6) mn saglandigmi kabul edelim. i z 1 indeksli

u (8) u ... (8) u monomiallerini alahm.
't 12 'n

jt > jt+] oldugunu kabul edelim. 0 halde

a(u. ®···®u )=a(u ®···®u ®u ®···®u)
1. In .It )1+1)' In

i-I

olur.

Sag taraftaki iki terim FEBL] EBL, EB... EBLn_]EBLn,i-I de oldugundan ifade

anlamhdir.

Oncelikle (7) denkleminin Ut ' jt+])' jt > jt+] ciftinin seciminden bagimsiz

oldugunu gosterelim. jl > j]+] olacak sekilde baska bir U1 ' jl+]) ciftini alahm. 0

halde 2 durum vardir,

Durum I. I> t+ 1 Durum II. 1= t+ 1
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Durum I. u = u, u. = v, u =w, u = x olsun. 0 halde
(

J, )1+1 h JI+1
0' u. 0 ..·0u )=O'v .. 0v0u0 .. ·0w0x0 .. -)+O'(.. ·0[uv]0 ... 0w0x0 ... )h In

=0'(· .. 0 v0u 0 ..·0x 0w 0''')+0'(- .. 0 v0u 0 ..·0[wx]0 ..·)
+0'( ... 0[uv]0 ..·0 X 0 W 0 ..·)+0'( ... 0[uv]0 ..·0[wx]0 ..·)

yazabiliriz.

O'(u 0 ..·0u) =O'(.. ·0u 0v0 ..·0x 0w 0 .. ·)+O'(.. ·0u0 v0 ..·0[wx]0 ..·)11 In

=0'(···0 v0u 0···0x 0w 0···)+O'(···0[uv]0··· 0x 0 w0···)

+0'(···0 v0u 0···0[wx]0···)+O'(···0[uv] 0···0[wx]0···)
elde ederiz. ilk denklem ile aym sonuc elde edilir.

Durum II. u. = u, u. = v = U., u. =W olsun. 0 halde;
J, J'+1 JI Jl+1

O'(-··0u0v0w0···)
= O'(···0v0u ®w0···)+ O'(···0[uv]0w ®...)
=O'(·..0v0w ®u0· ..)+O'(.. ·0v®[uw]®· ..)+O'(·..®[uv]0w ®...)

= O'(···0w 0v®u 0···)+ O'(···0[vw]0u ®···)+O'(···0v0[uw]0···)

+O'(···®[uv]0w0···)
elde edilir. Benzer sekilde;

O'(···0u0v0w0···)
= 0'( ... ®u 0w 0v0···)+ O'(···0[u ®[vw]®···)

= O'(···0w 0u ®v0···)+ O'(···0[uw]0v®···)+O'(···®[u 0[vw]®···)
= O'(.. ·®w 0v®u 0 .. ·)+ o'("·®w 0[uv]® .. ·)+O'(.. ·0[uw]0v0· ..)

+ 0'( ... ®[u ®[vw]®...)
elde edilir. Sonuc olarak;

0'(... ®w 0v® u®...)+ O'(.. ·0[vw]® u®...)+ o'("·® v®[uw]®...)

+O'(···®[uv]®w0···)
= O'(···®w 0 v® u0··-)+ 0'(... ®W ®[uv]®···)+ 0'(- ..®[uw]® v0···)

+o'(-··®[u ®[vw]®...)
olur.
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(.. ·0[vw]0 u .. ·)-( .. ·0 u ®[vw] .. ·)

+( .. ·®v®[uw] .. ·)-( .. ·®[uw]®v .. ·) (8)

+ (...®[uv]0w .. ·) -( ... ®w ®[uv] .. ·)

elemamm alahm.

a.b e Liken (... a ® b ... ) ELise, 1 n-I

O'(.. -a 0 b .. ·) = (". b ® a .. ·)+ (.. ·[ab] .. ·)

olup
O'(.. -a 0 b .. -) - (... b ® a .. ·) - (" ·[ab] .. ·)= 0

bulunur. Sonuc olarak 0', (8) ye uygulamrsa;

0'(- .. ® [[vw]u] 0···) + 0'(···0 [v[uw]] 0···) + 0'( ... ® [[uv]w] 0···) (9)

elde edilir.
[[vw]u]+[v[uw]] + [[uv]w] =[[vw]u] - [v[wu]] + [[uv]w]

= [[vw]u] + [[wu]v] + [[uv]w] = 0

oldugundan (9) daki elemarnn degeri sifirdir.

Bu durumda (7) denkleminin sag kismi da tek sekilde belirlenir.

a yi tanimlamak icin (7) denklemini derecesi n ve indeksi i olan

monomiallere uygulayahm. Bu donusumun Ln,. uzayina lineer genislernesi

kosullanrmzi saglayan F$L, $L2$...$Ln.,$Ln,i uzerinde bir donusum verir.

Teorem 4.1.6. ( Poincare - Birkhoff - Witt) 1 in kosetleri ve standart monomialler

U(L) =T(L/( icin bir bazdir.

is pat. Onerme 4.1.4 her kosetin 1+1 nm bir lineer kombinasyonu oldugunu

gosterir, Onerme 4.1.5 de (5) ve (6) denklemlerini saglayan bir 0': T(L) ~ f3
lineer donusumunu verir. I idealinin her elemam
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formundaki elemanlann bir lineer kombinasyonudur. (J' donusumu bu elemanlan

"0" a goturdugtmden O'(I) = 0 olur ve boylece (J', bir U(L) = T(LX ~ f3 lineer

donusumunu belirler.

(5) denklemi saglandigmdan, belirlenen donusum, 1 in kosetierini ve

u. 0 .. ·0 u standart monomialini strasiyla 1 ve u. u .... u ye goturur. Bu
I] In I] '2 In

goruntuler fJ de Iineer bagimsiz oldugundan, 1 in kosetlerinin ve standart

monomiallerin U(L) de iineer bagimsiz oldugunu elde ederiz.
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5.SERBEST LiE CEBiRLERiNiN ALT CEBiRLERi

L, bir F cismi tizerinde bir serbest cebir olsun, 0 halde L nin evrensel

birlesmeli zarfi olan A bir serbest birlesmeli cebirdir (Jacobsan, 1962).

Eger M, L nin herhangi bir alt cebiri ise M, A ya gornulebilir ve M

tarafmdan tiretilen A nin B alt cebiri M nin evrensel birlesmeli zarfidir. Simdi B

nin serbest birlesrneli cebir oldugunu gosterrnek icin Teorem 4.11 uygulayacagiz,

ve buradan da M nin serbest Lie cebiri oldugu sonucunu cikaracagiz,

Asagidaki teorem (Shirshov, 1953) ve (Witt, 1956) tarafmdan verildi.

Teorem 5.1. Bir serbest Lie cebirinin herhangi bir alt cebiri serbesttir.

Ispat, F bir cisim, L F tizerinde bir X serbest uretec ktimesi tarafmdan tiretilen bir

serbest Lie cebiri ve A, L nin evrensel birlesmeli zarfi olsun. 0 halde A, F

tizerinde X tarafmdan tiretilen bir serbest birlesmeli cebirdir. M, L nin herhangi bir

alt cebiri olsun. M nin bir V=( Vi) bazmi ve L deki M nin ttimleyenleri icin bir

U=( u] bazuu alaltm, boylece UuV , L nin bir bazi olur. Eger U u V , V nin

ttim elernanlan U nun elemanlarmdan once gelecek sekilde tam sirah ise Birkhoff

Witt teoreminden

formundaki artan monomialler A nm bir bazidir.

M, L nin bir alt cebiri oldugundan, v] A run bir BaIt cebirini gerer. B, M

nin evrensel birlesmeli zarfidrrt v] nin lineer bagunsrzhgmdan), fakat bu gercege

ihtiyacimiz yok. Simdi de elimizdeki
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ifadesi uI 'nin sag Bvbagimsiz oldugunu gosterir. Aynca UI A yi sag B-modtil

olarak urettiginden, A ve B Teorem 3.11 in hipotezini saglar. 0 halde B serbest

birlesmeli cebirdir. Bundan baska v J artan monomiallari

kosulunu saglar.

B nin Y serbest uretec klimesi M de dusunulebilir, Boylece eger M(, Y

tarafmdan liretilen Lie cebiri ise M(, Y lizerinde serbesttir. Ctmku B, Y lizerinde

serbest birlesmeli cebirdir. Aynca B, M tarafindan uretilrnistir ve buradan M(

tarafindan liretilen B( serbest birlesmeli cebiri B tarafmdan icerilir.

Eger M( 7:Mise M 'nin V bazi M( i liretmez. 0 halde B( 7: B olur. Diger

taraftan Y ~ B( ~ B ve B , Y tarafmdan uretildiginden, B(= B olur. Bu ise bir

celiskidir. 0 halde M(=M dir ve ispat tamamlanrms olur.
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6. SERBEST BiRLE~MELi CEBiRLER VE SERBEST LiE

CEBiRLERiNDE DENKLiK KUMELERi

A herhangi bir birlesrneli cebir olsun; A mn herhangi bir X alt kumesi icin

<X >, X tarafindan uretilen A nm alt cebirini gostersin, Eger < X > alt cebiri X

ilzerinde serbest ise, A run X alt kumesine serbest denir. Serbest birlesmeli

cebirlerin alt cebirlerinin ne zaman serbest olacagma karar vermedeki problem

belki simdi daha kesin form da belirtilebilir:

Bir A serbest birlesmeli cebirinin bir X alt kumesi verildiginde X in serbest

olup olmadigma karar verilebilir mi?

Daha ozel olarak sunu sorabiliriz: Eger A run bir sonlu X alt kumesi

verilirse ve <X > alt cebiri bir Y kiirnesi uzerinde serbestse, bir dizi elemanter

donusnmler yardmuyla X den Y ye gecmek icin bir standart prosediir mevcut

mudur?

Tamm 6.1. A bir serbest birlesmeli cebir ve X, A run bir sonlu alt kiimesi olsun.

X kiimesine uygulanan ve asagidaki sekilde tamrnlanan donusumlere elemanter

donusumler denir.

i. X' e uygulanan tersinir lineer donusumler

ii. x E X elemarum x + f (Xl ,... ,Xk) elemam ile degistiren

donusumlerdir. Burada Xl"",Xk E X \ {x} ve f (Xl , ... ,Xk), Xl"",Xk cinsinden bir

elemandir.

X bir serbest kiime ise elemanter donusumler ile X den elde edilen

herhangi bir kiime yine serbesttir. Eger elemanter donusumlerle bir kilmeden

digerine gecilebilir ve sifirlar eklenip cikanlabilir ise bu iki kumeye denktir denir.

Boylece yukandaki problem simdi ifade edilebilir:
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X, bir A serbest birlesmeli cebirinin < X > Y tizerinde serbest olacak

sekilde bir sonlu ait kilmesi oisun. X, Y ye denk oimak zorunda rmdir?

Ozellikle X , A run bir serb est iiretec kiimesi ise A run herhangi iki

serbest uretec kumesi denktir. A nm herhangi bir otomorfizmi A run bir serbest

uretec kumesinden bir baska serbest uretec kumesine donusumu oldugundan ve bu

donusum otomorfizmin tamamnu belirlediginden, A run otomorfizm grubu

elemanter donusumlerle tiretilir.

A, F uzerinde X serbest uretec ktimesi ile serbest birlesmeli cebir oisun.

Eger U={u1, ...uk} A nm bir soniu ait kumesi ise,

k

d(U) = Id(ur)

yazabiliriz.

o ~ U ve elemanter donusumlerle d(U) yu kucultemiyorsak, U

indirgenemezdir denir. Bir soniu U kumesi tarafindan uretilen ait cebirin serbest

olup olmadigma karar verebilmek icin, sifirlar cikanlarak ve elemanter
,

donusumlerle U dan eide edilen herhangi bir soniu U' icin < U > = < U >

oldugundan U nun indirgenemez oldugunu varsayabiliriz. Acikca, her sonlu kume

bir indirgenemez kumeye denktir; bundan baska A run homojen elemanlarinm bir

sonlu kumesi, homojen elemaniann bir indirgenemez kumesine denktir.

Simdide daha once ortaya atilan sorunun homojen kiirneler icin oIumiu

cevaba sahip oldugunu gosterecegiz.

Teorem 6.2. A, bir serbest birlesmeli cebir ve U da homojen elemaniann bir sonlu

indirgenemez alt kurnesi olsun. 0 zaman B = < U > nun serbest olrnasi icin gerek

ve yeter kosul U nun sag Bvbagunsiz olmasidir,
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is pat. Oncelikle B nin serbest oldugunu ve Y nin (Teorem 5.11 Sonuc 5.13 den

homojen olarak ahnabilir.) bir sol Bvbagrmsrz serbest uretec kurnesi oldugunu

varsayahm , a = L: u,bj (b, EB, u,EU) verilsin,

d(a) <maXj {d(ujbJ}

olsun. En yuksek dereceli terimleri esitleyerek asagidaki formda bir denklem elde

ederiz.

(10)

Bazi i ler icin b. '* 0 varsayihrsa, (10) daki her bir sifirdan farkh terim
I

ayru n derecesine sahip olur. Boylece daha dusuk dereceliler icin boyle bir bagmtr

yoktur. B = < U > oldugundan her bir b. yi U' nun elemanlan cinsinden ifade
I

edebiliriz ve boylece (10) dan U'nun elemanlan arasinda derecesi sifir olan

b.olmadignu gosteren (U nun indirgenemez olusundan) bir bagmtr elde edilmis
I

olur. Simdi de Y uzerinde sol Bsbagunh olan her bir b. icin sunu soyleyebiliriz,
I

(11)

Denklem (11) i denklem (10) a eklersek,

LujbjyY=O

elde ederiz ve boylece , Y nin sol Bvbagirnsizhgmdan

Fakat denklem (10) dusuk dereceliler icin asikar olmayan bir bagmndir, bu

yiizden Y deki tum y ler ve tum i ler icin bjy = 0 olur; bun un sonucu olarak
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bi =Lbjyy = 0 olur.

Bu celiski denklem (l0) un korunmadrgmi ispatlarms olur, yani U sag B

bagimsiz olmak zorundadir,

Tersine, U nun sag Bvbagimsiz oldugunu varsayahm ; U serbest degilse

U E U lar arasmda asikar olmayan bir bagmti mevcuttur. Bu bagmtryi su sekilde

ifade ederiz;

Buradaki al EB lerin hepsi ayni anda sifir degildir, Bu U' nun Bsbagirnsrz

olmasi ile celisir, ve buradan U serbest ve B, U uzerinde serbest olup ispat

tamamlanrms olur.

Not. "Bvbagunsrz" ifadesinin "Avbagimsiz" ifadesi ile degistirilmesi

durumunda bu teoremin dogru olmadigma dikkat edelim. Her A-baglmslz kiime

aynca Bvbagimsiz olmasma ragmen, tersi dogru degildir, Orne gin, A x, y

uzerinde serbest ise xy ve x tarafmdan uretilen alt cebir de serbesttir ( cilnkil

{xy, x} Bsbagunsrzdir.), ama {xy, x} Asbagrmsiz degildir.

Teorem 7.2 nin ispatmda, U nun serbest oldugu gosterildi, bu sayede asagida

verilen daha acik ifadeye sahip oluruz.

Teorem 6.3. A bir serbest birlesmeli cebir olsun. 0 halde homojen

elemanlardan olusan bir sonlu indirgenemez U kumesinin serbest olmasi icin

gerek ve yeter kosul B =<U > iken bu kiimenin sag Bsbagimsrz olmasidir.

Bu teorem Teorem 6.2 icin verilen ispatm bir sonucudur. Kosulun yeterliligi

icin U nun homojen oldugunu varsaymamiza gerek yoktur. Ancak bu varsayim

tamamen goz ardi edilemez:
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Omegin A, x, y lizerinde serbest ise U= {x + y2, y3} kumesi

indirgenemez ve serbesttir; boylece B tarafmdan liretilen alt eebir serbest olur,

fakat U Bvbagimsiz degildir. Bununla birlikte, U, A run serbest uretecli

x' = x + y2, y' = y elemanlanndan olusan serbest uretc kurnesiyle homojen

baglantihdir; boy Ieee U ayrn zamanda x', y' tarafmdan tarumlanan dereee

fonksiyonuna gore de Bvbagrmsizdir.
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7. SERBEST LiE CEBiRLERiNiN OTOMORFiZMLERi

Tamm 7.1. U, L nm bir sonlu alt kumesi olsun. U kumesine uygulanan ve

asagidaki sekilde tammlanan donusumlere elemanter Lie donusurnleri denir.

i. U nun elemanlanna singuler olmayan lineer donusumler uygulayan
donusumler

ii. f, u dan farkh olan U nun uj ...uk elemanlan ile ifade edilirken, U nun

bir u elemamm u + f(u1 , ... ,uk) ile degistiren donusumler

Acikca L nin bir serbest uretec kumesine uygulanan herhangi bir

elemanter Lie donusumu bir otomorfizm tammlar.

Simdi de L sonlu uretecli ise, herhangi bir otomorfizmin boyle adimlann

ardr ardma uygulanmasiyla elde edilebilecegini gosterecegiz.

Teorem 7.2. L, F iizerinde bir sonlu X serbest uretec kumesi tarafindan ilretilen

bir serbest Lie cebiri olsun. L nin her otomorfizmi X e elemanter Lie

donusumlerin ard arda uygulanmasiyla elde edilebilir.

Ispat. L yi X iizerindeki A serbest birlesmeli cebirine gomebiliriz, a E Aut(L)

olsun ve Y =a(X) alahm; 0 halde Y, L nin bir serbest uretec kumesi olup buradan

< Y > =A elde edilir. Y ye elemanter Lie donusumleri uygulanarak, Y ye esdeger

Z indirgenemez kiimesi elde edilir ( X tarafmdan tammlanan derece fonksiyonuna

gore) Her bir elemanter Lie donusumu bir otomorfizm ifade ettiginden

otomorfizmi vardir. Eger fJ elemanter Lie donusumlerin bir carpmu seklinde

yazilabilirse bir lineer donusumdur,
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Bir Z E Z verilsin, z*, z nm leading terimi(ytiksek dereceli homojen

bileseni) olsun. Z* da bu leading terimlerin ktimesi olsun. 0 halde Z* in

indirgenemez oldugu acrktir. B =<Z* >, A mn bir serbest alt cebiridir,Teorem 5.1

den B, Z* evrensel birlesmeli zarfidrr, Bu nedenle Teorem 6.2 den Z*, sag B

bagirnsiz olur ve serbesttir. Z nin elemanlanrun leading terimleri Bsbagimsiz

oldugundan tizerlerinde bir bagmn yoktur.

x = {xj, ...,xd ' Z = {ZI> ...,zd olsun. f3: X ~ Z otomorfizmi var

oldugundan , bu otomorfizmin tersinden

(12)

elde edilir.

Elemanter donusumlerden her bir f. nin sabit terimi sifirdrr. Eger , bazi i
1

ler icin fj, zl' ... 'Zk da lineer degilse en ytiksek X-dereceli terimleri esitleyerek z

nin leading terimleri arasmda sifirdan farklt bir bagmn elde edilir. Bu da Z* in

serbest olmasi ile celisir; buradan (12) deki elemanlar lineer olup f3: X ~ Z de

lineerdir ve boylece gostermek istedigimiz gibi X den Y ye elemanter Lie

donusumleriyle gecebiliriz,

Sonuc 7.3. L, F uzerinde {x,y} serbest uretec ktimesi ile bir serbest Lie cebiri

olsun. L nin her otomorfizmi x ve y nin bir lineer donusumt; tarafmdan belirlenir.

iki elemanh ktimenin her elemanter Lie donusumu lineerdir cunku bir

degiskenli bir Lie polinomu lineer olmak zorundadir,

Aym yonternle asagidaki onerme ispatlarnr.

Onerme 7.4. L, F tizerinde X serbest uretec ktimesi Be bir serbest Lie cebiri olsun.

Eger Y, L'nin herhangi bir sonlu alt ktimesi ise Y, L nin bir serbest alt ktimesine

denktir.
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is pat. L, X={ xP,··,Xk} kiimesi iizerinde serbest olsun ve T de herhangi bir

elemanter Lie donusumu olsun;

o halde X'e uygulanan T, L nin bir t: otomorfizmini tammlar,

L = <X > = < T(X) >

r:L~L

x ~ T(x) = rex)

Eger Y, L nin herhangi bir serbest uretec kumesi ise Y = a(X) olacak

sekilde L nin bir a otomorfizmi vardir,

(
a:L~L

x~y
L=<X>=<Y> )
a(x) = y, x E X, YE Y

buradan
T(Y) = T(a(X)) = r(a(x)) = t 0 a(x) (13)

elde edilir.
Teorem 7.2. den herhangi bir otomorfizm T. bir elemanter Lie donusumu

1

olmak iizere T)".T formundadir. t: , T. nin X e uygulanmasiyla elde edilenr 1 I

otomorfizm olsun;

t :L~LxER
J

o zaman

oldugunu iddia ediyoruz.
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r = 1 oldugunda, 'I in tammmdan ifade dogrudur, TI (x) = ') (x)
r> 1 olsun ve r iizerinde tiimevanm uygulayahm. Tiimevanm

hipotezinden, r - 1 icin

Denklemin her iki tarafma T uygulayarak ve (13) denklemini kullanarak,r

Tr(Tr_I..·T2~(X» = Tr('r_I""I(X» = 'r('r-I""I(X»

elde edilir. Boylece ispat tamamlanrrus olur.

Teorem 7.5. L, F iizerinde {xl""'xk} serbest uretec kiimesi ile bir serbest Lie

cebiri olsun. 0 halde L' nin otomorfizm grubu xl"",xk tarafmdan gerilen alt uzay

iizerindeki genellineer grup ve

otomorfizmi tarafmdan iiretilir.

Sonuc 7.6. Eger L, F iizerinde {xl ""'Xk } serbest uretec kiimesi ile bir serbest

Lie cebiri ise, L nin otomorfizm grubu

dontlsumleri tarafmdan iiretilir. (Jacobson, 1943)
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8. SERBEST BiRLESMELi CEBiRLERiN UYGULAMALARI

8.1.Ters Fonksiyon Teoremi

Bu bolumde "V.A. Romankov'un The Inverse Function Theorem For Free
Associative Algebras" adh makalesinden yararlarulmistir.

8.1.1. Serbest Fox Tiirevleri

X,={XI,...,xn} bir serbest Fn grubunun serbest uretec ktimesi olsun. KFn

herhangi bir K cismi tizerinde Fn nin grup cebiri olsun.

a
- : KF ~ KF ,0/ Ox ya daOx. n n ,,

a
Ox' i = l, ...,n ile KFn nin kismi

,

ttirevlerini belirtelim.

Kismi ttirev,
Ox.-' = 8. (Kronecker symbol)Ox. 'J

J

ozellikleriyie tek olarak belirlenir.

e :KF ~ K homomorfizmi F nin elemanlanm "1" e g6ttirtir. c(x.) = 1n n ,

OwI -(Xj-l)=w-c(w), WE KFn
i=l ,...,n Oxj

(14)

d F . J bi .. J O\j!(Xj) d'ozdesligi saglarur, I{/ E En K n mn aco Ian matnsi 'I' = Ox. ir.
J
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81f/(x, ) 81f/(x, ) 81f/(x, )

ax, ax, ax
n

81f/(x, ) 81f/(xJ 81f/(xJ

J = ax, ax, ax
I{/ n

81f/(x.) 81f/(x.) 81f/(x.)

ax, ax, ax
n nxn

Birman Teoremine (Birman J. So, 1973) gore If/ E EndFn endomorfizminin

bir otomorfizm olmasi icin gerek ve yeter kosul , J I{/ matrisinin, KFn cebiri

tizerinde tersinir olmasidir, Montgomery teoremine (Montgomery M. So, 1969)

gore herhangi bir grup tizerindeki bir matrisin tek tarafli tersinirligi, kendisinin

tersinirligine denktir,

K tizerindeki An =K(xl'ooo,xJ serbest birlesrneli cebirini KFn grup

cebirine gomebiliriz,

a
A , - kisrni ttirev altmda invaryant oldugundan, bunlar A nin serbest

n & n
I

Fox ttirevleri olarak dusunebiliriz. Eger, If/: An ~ An bir endomorfizm ise,

1 d Id ~ ibi ,0 J bO 0 0 J CAv(x;) dOgrup ar a 0 ugu gi 1 If/ mn aco tan matnsi I{/ = rr.
&j

Onerme 8.1.1.1. Eger If/ E AutAn bir K cismi tizerinde An= K(xl'ooo,xJ serbest

birlesrneli cebirinin bir otomorfizmi ise J = CAv(x;) Jacobian matrisi An
I{/ Ox.

J

tizerinde tersinirdir,
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Ispat, uj = II/(xj), i=l, ... ,n belirtsin. Xn = {Xl , ... ,Xn} kumesinin elemanlanm

Un = {U" ...,UJ kumesinin elemanlan cinsinden X, =Wj(U"...,UJ seklinde

yazabiliriz. Bu ifadelerin turevlerini alarak,

Ow.
formunda A = (-'), i, k = l, ...,n iken

Oxj

AJ =J A=E'I' 'I'

elde edilir. 0 halde ispat tamamlanrms olur.

Bir Cl""'Cn E An elemanlan verilsin, turevi

n a
D(w) =I- Cj

i=J &j

formula ile tammlansm.

= Owjajj Ox.' i,j= l, ...,n alahm. A = (aj) matrisi icin, turevleri
J

n a
D, =I ;)...ajj, i= 1,...,n

j=I UlI.j

(15)

tammlayahm. Dj(u) = t5jj, i,j = 1,...,n dir.
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J \VA = E, Jacobian matrisinin tersinir oldugunu varsayahm, fakat If/ I nin

tersinirligi hakkmda bir bilgimiz yok. (15) de oldugu gibi A run girdilerini

aij, i,j = 1,...,n alahm. Bu durumda Di(u) = Ojj' i,j = 1,...,n esitligi de saglamr.

Bu durumlar altmda su onermede gecerlidir.

Lemma 8.1.1.2. Bazi b, e E An elemanlan icin Di(b) = Di(e), i = 1,...,n esitligi

saglaruyorsa b - e E K dir,

. ad
Ispat. (14) denklemi kullanilarak - = 0, i = 1,...,n ise bazi dEAn icin d e Kax.j
dir.

adL -(Xi -1)=d-c(d)
i=I,""",naxi

0= d -c(d)

d = c(d) olup d e K dir.

Di(b) = Di(e)

Di(b) - Di(e) = °
Di(b - c) = 0, i = 1,...,n

~ a(b - e).a = °
~::l.. )1
j=I UXj

a(b - c) a(b - c)
---a," + ...+ a"=0ax 1 ax m

1 n

O halde a(b - c) = ° b Ki = I,...,n ise - C E dir,ax. '
t
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Yukandaki gibi

B:KF ~Kn

homomorfizmi olsun.

Genelligi bozmaksizm B(u) = 0, i = I, ...,n kabul edebiliriz. Bu durumda

herhangi b, ....b, icin

Dj(b,u, +...+b.u.)

nabu nabu
"" I I "" n nL-J-- a + ...+L-J-- a
j=! axj JI j=l axj JI

~i ~j aUn
b,-+ ... +b.-+ ... +b -=bax lax naxI I I'-v-' '-v-' ......,,_,

o I 0

Tamm 8.1.2. Eger bir grubun her sonlu uretecli alt grubu nilpotent ise bu gruba

yerel nilpotent denir.

Teorem 8.1.3.An = K (x" ...,xJ herhangi bir K halkasi uzerinde ranki nolan bir

serbest birlesmeli cebir olsun. 0 halde If E EndAn bir otomorfizmdir.

Diger bir deyisle If E EndAn bir otomorfizm olmasi icin gerek ve yeter

kosul
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1. J,u = Q\v(xj) Jacobianmatrisi A :J A = E iizerindetersinir ve
T Ox n 'I'

j

n 0
2.An nin OJ =I- ajj, i = 1,...,n daki gibi A = (aj) olarak

j=I axj

tammlanan OJ' i = 1,....n deki D = K <01' ...,On > cebirinin yerel nilpotent

olmasrdir.

2
U= x + xy - x-I

Ornek 8.1.4. olmakuzere u,v E A2 = K< x,y> olsun.0
v = 2x + Y- X2

- xy - 1

halde If/E EndA2, If/(x)= u, If/(y)= v icin ,

Olf/(X) Olf/(x)-- --
ax ay

J = matrisinibulahm.'f/ olf/(Y) Olf/(Y)--
ox ay

ax2 o(x.x) ax ax axy ax ay
-=--=-.&(x)+x.-=I+xve -=-.&(y)+x.-=1 oldugundan
ax ax ax ...............ax ax ax ...............ax

'-v-' 1 '-v-' '-v-' 1 '-v-'
1 1 I 0

Olf/(X) = ou = O(X2+ xY -x - 1)= ax2 + axy _ ax _ _Q_ = 1+ x elde edilir.
ax ax ax ax ax ax ax

'-v--' '-v--' '-v-' '-v-'
l+x 1 1 0

ax2 o(x.x) ax ax axy ax ay
- = -- = -.&(x) + x.- = 0 ve - = -.&(y) + x.- = x oldugundan
ay ax ~i tz ay ~i ~

o 0 0 1

Olf/(X) au O(X2+ xy - x-I) ax2 axy ax 0
--=-= =-+-----=X eldeedilir.ay ay ay ay ay ay ay

'-v--' '-v--' '-v-' '-v-'
o 0 0
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ax2 o(x.x) ax ox axy ax Oy ~
-=--=-.t:(x)+x.-=I+xve -=-.t:(y)+x.-=I oldugundanax ax ax'__"__' ax ax ax'__"__' ax

~ I ~ ~ I ~
I I I 0

Olf/(y) = av = o(2x+y-x2-xy-l) =2ax + Oy _ ax2 _ axy -~=-x elde
ax ax ax ax ax ax ax ax~ ~........,_. ........,_. ~

I 0 l+x I 0

edilir. Son olarak;

ax2 o(x.x) ax ax axy ax Oy
-=--=-.t:(x)+x.-=O ve -=-.t:(y)+x.-=x oldugundan
Oy Oy ~i ~ Oy ~i t:

o 0 0 I

Olf/(y) av o(2x+ y - x2 - xy -I) ax Oy ax2 axy 0
--=-= =2-+-------=I-x

Oy Oy Oy Oy Oy Oy Oy Oy
~ ~........,_. ........,_. ~
o I 0 0

olup,

-x J elde edilir.
ls- x

8.2. Serbest Birlesmeli Cebirlerin Serbest Olmayan Alt Cebirleri

Bu bolumde serbest olmayan alt cebirlere bazi ornekler verecegiz,

Onerme 8.2.1. A, bir serbest birlesmeli cebir ve I , A run sifirdan farkh bir ideali

olsun. B, A run I tarafindan iiretilen A dan farkh bir alt cebiri ise B serbest degildir.

Ispat, A, X iizerinde serbest ve B de Y iizerinde serbest olsun. x E X,YE Y

alahm ve YoE I, a E F iken y = Yo+ a olsun.

Eger a = xYo'b = Yox ise a,b E I ve yoa= by, olur.

Yani Yo ve b sag Bsbagnnhdir. B deki genellestirilmis algoritmadan (ve

Yom Y-dereceli olmasmdan)
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b = Yoc + /3, c E B, /3 E F

bulunur. Buradan Yo(x - c) = /3 elde edilir.

Sonuc olarak da /3 = 0 ve x = c E B elde edilir. Bu ifade her x E X icin

saglandrgindan, B = A sonucu elde edilir.

Oroek 8.2.2. X={x.y ,z} ve 8 ,A(X) in

Sex) = xyx + x,

S(y) = -yxy - Y

S(z) =-x

olarak verilen bir tiirev donusumu olsun. <;ekS

a=xyz+x+z

b= yx + I
c= xy+ I
d=zyx +x + z

tarafindan iiretilen alt cebir ile cakisir. ab = cd oldugundan , <;ekS bir serb est alt

cebir degildir.

Oroek 8.2.3.

X= {x,yp Y2'YJ' z}
Y={x, YP YJ' y2z, z}
Z={x, xYP Y'Y2-Y3' Y2' z}

olsun ve A ve B sirasiyla Y ve Z tarafmdan iiretilen A(X) in alt cebirleri olsunlar.

A ve B, A(X) in serbest alt cebirleridir, fakat An B serbest degildir.
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8. SERBEST BiRLESMELi CEBiRLERiN UYGULAMALARI Nida OZBiLEN

Bir yonlu idealler icin Onerme 8.2.1. yanhsnr.

Ornek 8.2.4. Eger A, x, y iizerinde serbest birlesmeli ise, ve B, xA sag ideali

tarafindan iiretilen alt cebir ise A, sag B-modiil olarak dusunnldngunde 1, y, y2...

Bvbagunsrz bazma sahip olur ve Teorem 3.11 den bir serbest birlesmeli

cebirdir.Aslmda xy' (r = 0,1,2, ...) formundaki elemanlar bir serbest uretec

kiimesinin elemanlandir.
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