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COKDEGISKENLILiGI YUKSELTILMIiS CARPIMLAR
UCKOSEGENCIL GOSTERILIMINDE
CEKIRDEK AYRISTIRIMI

OZET

Giinlimiiz kosullarinda tez gelisen uygulayim bilimi ile birlikte ortaya ¢ikan 6l¢gmenlik
(miithendislik) sorunlar1 ¢okdegiskenli islevlerin incelenisini her gecen giin biraz
daha onemli kilmaktadir. Islevlerin degisken sayilar1 arttikca ortaya cikan islem
karmagikligini1 ve yiiksek ederi enkiigiiklemek gerekli konuma gelmektedir. Oldukca
yakin zamanda gelistirilen Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi
ile cokdegiskenli bir islev, destek islevi olarak adlandirilan bir kesim islevler
yardimiyla daha az degiskenli islevlerin toplamu tiiriinden anlatilabilmektedir. Ayrica,
bu gosterilimde kesmeler yaparak gosterilimi yaklastirim yontemine doniistiirmek
de olanaklidir. Bu savin odak konusu, Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Gosterilimi (CYCG) taban alinarak ¢ok yakin bir zamanda gelistirilmig bir gosterilim
olup Ozgiin bir calisma niteli§i tasimaktadir.  Gelistirilen bu yeni gosterilimler
yardimiyla ¢okdegiskenli bir islevi, ayrica, carpimcil dizey ayristirim tiiriinden yazmak
olanakli duruma gelmektedir. Bu ¢arpimcil ayristinm c¢ekirdek dizeyi ile sol ve sag
yan destek yoneyleri gelistirilen yontemlerin niteliklerine gore tiirliiliik kazanmaktadir.
Ik olarak savda sol ve sag yan yoneylerinin dikgen ve birim boylu olup cekirdek
dizeyinin lickdsegencil yapida elde edildigi Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Uckosegencil Cekirdek Gosterilimi (CYCUCG) yer almaktadir. Bunun yani sira,
tekdegiskenli islevlerin digscarpimlarinin toplamu tiiriinden yazilabilen ikidegiskenli
islevler i¢in, cekirdek dizeyinin Ortiistiiriilmiis dordiil obek bi¢ciminde olup sol ve
sag yan dizeylerinin dogrucul bagimsizlastirilmis destek yoneylerinden olusan, ve,
dizey carpimlar yardimiyla belirlenen Paylagimli Dérdiil Obek Cokdegiskenliligi
Yiikseltilmis Carpimlar Uckodsegencil Cekirdek Gosterilimi (PDOCYCUCG) olarak
adlandirilan yontem de 6zgiin bir ¢alisma olarak savda yer almaktadir. Savda ayrica
tickosegencillestirim olgusunun yani sira tikiz gosterilimde ¢ekirdek dizeyinin okuglu
durumda belirlenebildigi baska bir 6zgiin yontem de yer almaktadir. Cokdegiskenliligi
Yiikseltilmis Carpimlar Okuclu Cekirdek Gosterilimi (CYCOCG) olarak adlandirilan
yontem tekde8iskenli islevlerin discarpimlarinin toplami tiiriinden yazilabilen
ikidegiskenli islevler i¢in gelistirilen bir gosterilimdir. Ancak, ikidegiskenli islevlerin
CYCUCG ile dizey aynistiriminda islevlerin niteligine gore birtakim belirlenim
karmagiklig1 ile karsilagilmaktadir. Okuclu gosterilim yardimiyla digcarpimlarinin
toplamu tiirlinden ayrigtirilabilen iglevler i¢in tiim bu yontemlerin temelinde var olan
bol ve yonet olgusunu uygulayarak ilerleyis olanakli duruma gelebilmektedir. Savda
yukarida belirtilen tiim bu olgular ve yeni bulgular esliginde diizenleyis s6z konusu
olmaktadir.
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KERNEL DECOMPOSITION IN TRIDIAGONAL KERNEL ENHANCED
MULTIVARIANCE PRODUCTS REPRESENTATION

SUMMARY

Technological developments that are occurring every day rapidly develop and diversify
the problems of human life. This situation, in scientific terms, is seen as an increase in
the components affecting the problems in our studies or in other words, the increase of
multivariance. This thesis is based on multivariate function decomposition that takes
its roots from high dimensional modelling. High Dimensional Model Representation
(HDMR) was first proposed by I.M.Sobol and extended by H. A. Rabitz (and his group)
and then by M. Demiralp. M. Demiralp and his group studies brought a lot of HDMR
variaties. Recent efforts to increase the effectiveness and quality of HDMR, have
resulted in the birth of a new representation called as Enhanced Multivariance Products
Representation (EMPR). EMPR is used for representing a multivariate function in
terms of less variate functions with the aid of support functions. In other words,
EMPR, which can be considered as the extended form of HDMR, involves univariate
support functions each of which depends on a different independent variable. EMPR
has not been developed only for continuous functions. Its discrete forms also have
been developed for decomposition of the arrays like vectors, matrices or multiway
arrays. To this end, it is focused on the decomposition of infinite matrices involving
denumerable infinitely many rows and columns.

Tridiagonal Matrix Enhanced Multivariance Products Representation (TMEMPR) is
a method which decomposes a rectangular matrix into a product of three matrices;
an orthogonal matrix, a rectangular tridiagonal matrix and another orthogonal
matrix. When the target matrix is consisted of only outer products, a new
version of decomposition method is proposed and called “Arrowheaded Enhanced
Multivariance Products Representation for Matrices (AEMPRM). There are also a lot
of matrix-factor-product-decomposition methods derived from TMEMPR to enhance
the area of applications.

Applying these methods on the univariate integral operator kernels which are also
bivariate functions, have resulted in the birth of recent decomposition methods
Tridiagonal Kernel Enhanced Multivariance Products Representation (TKEMPR)
which is the basic idea of this thesis. This work has been devoted to the development of
a new version of high dimensional modelling. In this developed method, support and
weight functions are used in expansion. The choice of support and weight functions
used in the method significantly affects the quality of the method. In this study,
progress was made in the structure where the selected kernel had no singularity. In case
of singularity, the developed method should be revised accordingly. The constraints
encountered in each of the problems posed during the studies provided important
contributions to the development of new methods by shedding light on the emergence
of new method. In these methods, the basic aim is to describe the essential function
as much as possible by using only a few components, rather than the display of all the
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components. In other words, by means of fewer components, it is much better to reveal
the original structure of a target multivariate function. In practice, the general tendency
is to process up to two variables and not to take other variables into account. There are
lots of studies whose results have been appearing in the proceedings of international
conferences.

When it is specifically focused on the bivariate kernel functions which are the finite
sum over certain binary products of two univariate functions each of which depends
on a different independent variable, another decomposition method, “Arrowheading
Enhanced Multivariance Product Representation for a Kernel (AEMPRK)” has been
proposed by M. Demiralp and his group. By using this method a bivariate kernel
function which is the finite sum over certain binary products can be given in three
matrix product form whose midfactor is in an arrowheaded form, and, left and right
factors are support function including vectors. It can be expressed in the concise matrix
format of singular-value-decomposition-like three factor matrix product whose kernel
is in arrowhead matrix form which can be converted to a tridiagonal form.

All these studies led to the birth of another new version of Tridiagonal Kernel
Enhanced Multivariance Products Representation (TKEMPR). It is based on the
bivariate EMPR of a binary product of univariate functions each of which depends
on a different independent variable. The weight functions and initial left and right
support function of EMPR needs to be given. Then the bivariate EMPR produces
new left and right support functions which can be used to proceed to the next binary
product as being initializing left and right support functions. Even though this is the
expected action, depending on the target binary product, these new support functions
may become undetermined by EMPR. Then we need to define these functions at our
favor even though there seems to be indefinitely many options. For each additive term
of a binary product series a 2 X 2 square is obtained as core matrix of triple factor
representation. When summed up these squares become the overlapped blocks of
a denumerable infinite tridiagonal core matrix in triple factor product representation
such that the lower rightmost element of the jth square is added with the upper
leftmost element of the (j+ 1)th square and is located on the main diagonal of
the core matrix. For this reason we call the entire procedure’s result “Overlapped
Square Blocks Tridiagonal Kernel Enhanced Multivariance Products Representation
(OSBTKEMPR)”.

Thesis is organised as follows. Second section focuses on the main philosophy
for the decomposition of the kernel of a linear integral operator via bivariate
Enhanced Multivariance Products Representation (EMPR). The third section includes
detailed explanation of the Tridiagonal Kernel Enhanced Multivariance Products
Representation (TKEMPR) while the fourth section deals with effect of weight and
support functions on the method. The fifth section deals with the decomposition
of a single binary product. This section also mentions the details of mutual
orthonormalization of left and right support functions in two separate sets. There
are two basic methods called Arrowheading Enhanced Multivariance Product
Representation for a Kernel (AEMPRK) and Overlapped Square Blocks Tridiagonal
Kernel Enhanced Multivariance Products Representation (OSBTKEMPR) in this
section. It presents many details of these methods over the binary products. This
section also contains certain confirmative applications. The sixth section finalizes the
thesis with the concluding remarks. In this section which constitutes the last chapter
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of the thesis, there are inferences that reveal all aspects of the decomposition method
developed by integrating the findings obtained in the context of all the researches and
the processing of the argument. The nature of the method and its contribution to the
existing problems are discussed clearly.
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1. GIRIS

Cokdegiskenli islevlerin incelenisinin gerekliligi olgusu zamanla arttik¢a, bu konuda
yapilan ¢alismalarin sayisinda da 6nemli bir artis olusmustur. Bizim calismalarimizin
temelini olusturacak adimlarin ilki olarak 1957 yilinda A. N. Kolmogorov’un “On
the Representation of Continuous Functions of Many Variables by Superposition of
One Variable and Addition” [1] adli yazisim1 gostermek olanaklidir. Kolmogorov
bu calismasinda, siirekli (ing: continuous) ¢okdegiskenli islevlerin, tekdegiskenli
islevlerin toplam tiirlinden yazilabilecegini ortaya koymustur. Daha sonra 1993
yilinda I.M. Sobol’un “Sensitivity Estimates for Nonlinear Mathematical Models” [2]
adli calismasiyla Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilim (YBBG; ing: High Dimensional
Model Representation (HDMR)) bilimsel yazinda yerini almigtir. ~ Sobol bu
calismasinda Kolmogorov’un yonteminden yola ¢ikarak [0,1] aralifinda tanimlh
cokdegiskenli bir iglevi birim agirlik kullanarak daha az degiskenli islevlerin toplami
tiirtinden anlatilabilisin olanakli oldugunu gostermistir. Ardindan, H. Rabitz birim
agirlik ve [0,1] aralig1 olgusunu genellestiren calismalar ortaya koymustur [3]. Ayrica
M. Demiralp bu tiir konularla ilgili caligmalara agirlik vererek Rabitz ile bir kesim
calismalarda bulunmusgtur. Tiim bunlarin sonucu olarak da 2003 yilinda “High
Dimensional Model Representation and Its Application Varieties” [4] adl1 bildirisinde
YBBG’nin genel ozelliklerini vermis ve ayrica gelistirilen diger YBBG tiirlerini ele
almistir. Boylece YBBG bilimsel yazinda da yerini almistir. Bu gosterilim ile ilgili
calismalar bu anda da siirmektedir. Ancak, gosterilimin yalnizca toplamcil yapidaki
islevler i¢in iyi sonucglar vermesi olgusu yeni gosterilimlerin arayisinin gerekliligini
giindeme getirmigtir. Bu baglamda bir¢ok gosterilim gelistirilmistir. Bunlarin ilki
carpimcil islevleri daha iyi yansitabilmek adina gelistirilen Carpimsal YBBG (ing:
Factorized High Dimensional Model Representation) ’dir [5-7]. Ardindan, iistel
yapil islevler igin gelistirilen Evrik Ustel (Logaritmik) YBBG (ing: Logarithmic
High Dimensional Model Representation) [8], hem toplamcil hem de carpimcil
yapidaki islevler icin gelistirilen Melez YBBG (ing: Hybrid High Dimensional Model
Representation (HHDMR)) [9, 10] gosterilimlerinden de s6z edilebilir. Tiim bu
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gosterilimlerin en 6nemli ortak 6zelligi kullanilan agirlik islevlerinin ¢carpimcil yapida
olusudur. Bu olguyu bir adim 6teye tasiyabilmek adina agirligin ¢arpimcil olmadigi
durumlar1 da i¢ine alan Genellestirilmis YBBG (ing: Generalized High Dimensional
Model Representation (GHDMR)) gelistirilmistir [11]. Giiniimiizde de, M. Demiralp
ve ITU BEBBYT (Bilisim Enstitiisii Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri Toplulugu) bu
konu ile ilgili caligmalarinm siirdiirmekte ve yeni gosterilimler gelistirmektedir.

Son donemlerde agirlikli olan bir diger YBBG gosterilimi de Metin Demiralp ve
calisma toplulugu tarafindan gelistirilen Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Gosterilimidir (CYCG) [12-15]. CYCG’nde, cokdegiskenli bir islev, bir kesim
destek islevleri yardimiyla birbirine dik ve bagimsiz, de8isken sayis1 giderek artan
daha yalin yapili iglevlerin toplami tiiriinden anlatilabilmektedir. Ayrica, bizim
sav calismalarimizin altyapisint olusturan CYCG yoOntemleri de yakin zamanda
gelistirilmistir. 1k olarak 6zdiizeyce baskin dizeyler igin gelistirilen Cokdegiskenliligi
Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Dizey Gosterilimi (CYCUDG)(ing: Tridiagonal
Matrix Enhanced Multivariance Products Representation (TMEMPR)) [16-19]
ve hemen bunun yam sira gelistirilen Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Uckosegencil Cekirdek Gosteriliminden (CYCUCG) (ing: Tridiagonal Kernel
Enhanced Multivariance Products Representation (TKEMPR)) s6z edebiliriz [20-25].
Bu gosterilimin ardindan gelistirilen bir kesim diger yontem de Cokdegiskenliligi
Yiikseltilmis Carpimlar Okuglandirimli Dizey Gosterilimi (CYCODG)’dir (ing:
Arrowheading Enhanced Multivariance Products Representation for a Kernel

(AEMPRK)) [16, 17,26].

CYCG taban alinarak gelistirilen yOntemleri irdeleyis sirasinda, Kkarsilagilan
sorunlarin niteligi ve cesitliligi yeni gosterilimlerin iiretilmesi gerekliligini ko-
rumaktadir.  Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Kathdizey
Gosterilimi (CYCUKG) (ing: Tridiagonal Folmat Enhanced Multivariance Products
Representation (TFEMPR))de bu yontemlerden biridir [27-32]. CYCUDG taban
alinarak cokyonlii diziler i¢in kathdizey kavrami odakli gelistirilen bir yontemdir.
Ayrica, yine CYCUDG’nde destek yoneyleri yerine destek dizeyleri kullanimi ile
belirlenen bir diger ayristirnm yontemi Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Obekcil Uckodsegencil Dizey Gosterilimi (CYCOUDG) dir(ing: Block Tridiagonal
Matrix Enhanced Multivariance Products Representation (BTMEMPR)) [30, 32].



CYCG yonteminin yoneylere iliskin uygulayislari Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis
Carpimlar Uckosegencil Yoney Gosterilimi (CYCUYG) (ing: Tridiagonal Vector
Enhanced Multivariance Products Representation (TVEMPR))olarak adlandirilan bir

bagka ayristinma da 151k tutmaktadir [32,33].

Yukarida verilen tiim bu anlatimlarda da goriildiigii gibi CYCG yontemi bircok
bagka ayristirnm yoOntemleri icin taban olusturan bir gosterilim durumuna gelmis
bulunmaktadir. Var olan sorunlarin cesitliligine gore hangi ayristirim yontemi ile
calisilacagi belirlemek olanaklidir.  Bu savda siirekli ve ikidegiskenli islevlerin

irdelenisi dogrultusunda ilerleyis s6z konusu olmaktadir.

1.1 Savin Amaci

Bu zamana dek gelistirilen gosterilimler icin temelde istenen olgu tiim bilesenlerinin
belirlendigi acilimlardan Ote, yalmizca birka¢ bileseni kullanilarak asil islevi
olabildigince daha iyi nitelikte anlatabilmektir. Diger bir anlatisla, daha az bilesenler
yardimiyla cokdegiskenli bir islevin asil yapisim1 ¢ok daha iyi gosterebilmektir.
Cogunlukla, en cok iki degiskene baglh bilesenlere dek belirleyise giderek diger
bilesenler icin acilima kesme uygulanmakta ve elde edilen yaklastirimin niteligini
olabildigince yiikseltmeye yoOnelik uygulamalar gelistirilmektedir. Bu savin da
asil amaci bu yapida bicimlenmektedir. Boylece, savda CYCG temel alinarak
gelistirilen yontemler yardimiyla ikidegiskenli bir islevi ¢cekirdegi iickdsegencil yapida
carpimcil dizey ayristirimi tiiriinden yazmak olanakli duruma gelmektedir. Andiran
bicimde, cok yakin zamanda gelistirilen bir diger yontem olan Paylasimli Dordiil
(ing: squared)Obek Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Cekirdek
Gosterilimi (PDOCYCUCG) ile tekdegiskenli islevlerin discarpimlarinin toplam ile
anlatilabilen ikidegiskenli bir iglev, Ortiistiiriilmiis dordiil blok dizey ile c¢arpimecil
dizey ayrigtirmu ile anlatilabilmektedir. Bilimsel yazinda da kullanilan bilgisayim
yotemlerine yeni bir secenek olusturmasi baglaminda, savda gelistirilen tiim bu
yontemler giiniimiizde var olan ¢ok sayida sorunun ¢oziimiine destek saglayabilecek

nitelikte yontemler olma yolunda hizla ilerleyislerini siirdiirmektedir.



1.2 Savda Yer Alan Boliimler

Bu baglamda, savin ikinci boliimiinde yiiksek boyutlu bige gosterilimin bilesenlerini
olusturan islevlere etki ettirilen tiimlev islecleri ve izgecil 6zellikleri yardimiyla
ile gelistirmis oldufumuz yoOntemin temeli ortaya konmaktadir. Bagka bir
deyisle dayanaklarinin ne oldugu ayrintilandirilmaktadir. Ayrica yontemin temelini
olusturan 1iki asil yontem olarak da niteleyebilecegimiz Yiiksek Boyutlu Bice
Gosterilim (YBBG) ve Cokdegiskenliligi Yiikseltilmig Carpimlar Gosterilimi (CYCG)
ele alinmaktadir. Savin {iciincli boliimiinde savda gelistirilen asil yontem
olan Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Cekirdek Gosterilimi
(CYCUCG) ve gosterilimin islemcil siireci ayrintili bir bicimde anlatilmaktadir.
Ayrica, tekdegiskenli dogrucul tiimlev iglecinin ayristirimi olgusuna da yine bu
bolimde yer verilmektedir. Savin bir sonraki bolimii olan dordiincii boliimde
ise agirliklandirrmli CYCUCG yontemi yalinlastirilmis ve enozelsizlestirilmis yapist
ile yer almaktadir. Agirlik olgusunun yam sira destek islevlerinin se¢cimi ve bu
secimin gosterilime katkisi {izerinde de durulmaktadir. Bu baglamda sozii edilen
destek islevlerinin katkilarim1 ortaya koymaya yonelik aciklayimcil uygulamalara
da yine bu bolimde yer verilmektedir. Savin besinci boliimiinde, daha Onceki
boliimlerde anlatilan CYCUCG yontemini bir adim daha ileri tagiyarak ayristirnmdaki
cekirdek yapiy1 tiirlii doniistiiriimler yardimiyla anlatarak yeni yontemler gelistirmek
amaclanmaktadir. Bunun yani sira daha 6nce belirtmis oldugumuz ¢arpimeil yapidaki
islevler olgusunu gelistirerek ayristirrm bilimsel yazinda oldukg¢a sik kullandigimiz
belli baghh yontemlere katki saglayacak bicimde ortaya konmaktadir. Bu savin
odak konusu Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi (CYCG) taban
alarak yakin bir zamanda gelistirilen bir diger gosterilim olan Cokdegiskenliligi
Yiikseltilmis Carpimlar Okuglandirimli Cekirdek Gosterilimi (CYCOCG) araciligiyla
tekdegiskenli islevlerin digcarpimlarinin toplam tiiriinden anlatilabilen ¢okdegiskenli
bir iglevi, sayilabilir sonsuz sayida 6gesi olan yatay ve diisey sirali ve de asal kdsegenli
okuclu yapida bir dizey ile carpimcil ayristirnm tiiriinden yazmak olanakli duruma
gelmektedir. Bu gosterilime iliskin genel anlatimlara besinci boliimde deginilmektedir.
Bunlarin yani sira yontemi daha iyi anlatabilmek adina Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis

Carpimlar Uckosegencil Cekirdek Gosterilimi (CYCUCG) ni de iginde barindiran
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bir takim sayicil uygulamalar da yine ayni boliimde yer almaktadir. Savin bu
boliimiinde 6zel olarak Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi (CYCG)
taban alinarak yakin bir zamanda gelistirilen bir diger yontem olan Paylasimli
Dordiil Obek Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Cekirdek
Gosterilimi (PDOCYCUCG) anlatilmaktadir. Bu yontem araciligiyla tekdegiskenli
islevlerin discarpimlarinin toplam tiiriinden anlatilabilen ¢okdegiskenli bir islevi
ortistiiriilmiis dordiil blok dizey ile carpimcil ayrigtirnm tiiriinden yazmak olanakl
duruma gelmektedir. Savin amacina yonelik ilerleyiste gelistirilmis olan yonteme
iliskin genel anlatimlara ek olarak, yontemi daha iyi anlatabilmek adina CYCUCG
ve PDOCYCUCG’ni icinde barindiran bir takim sayisal uygulamalar da yine aym
boliimde yer almaktadir. Savin son boliimiinii olusturan altinci boliimde savin
islenisi ve yapilan tiim arastinmlar baglaminda elde edilen bulgular biitiinlestirilerek
geligtirilen ayrigtinm yonteminin tiim yoOnlerini ortaya koyan cikarimlara yer
verilmektedir. YOntemin niteli8i, var olan sorunlara katkilari, acik bir bicimde ortaya

konarak sonug boliimii ele alinmaktadir.






2. CALISMANIN KURAMCIL VE UZBILIMCIL ALTYAPISI

2.1 Tiimlev Islecleri

Bu calismadaki amacimiz asagidaki bicimde tanimlanan dogrucul bir 7 timlev

islecini ayristirmak olacaktir [34].

-~

7100 = [ ke o) )
Uzerine etki ettirilen f(x) islevi dordiilii tiimlevlenebilen tekdegiskenli islevlerin
dogrucul yoney uzayinin bir 68esi olmak durumundadir. Bir tiimlev islecinin temel
ya da, belki, en onemli 0gesi tiimlevleneni iireten islev islecidir. Bu iglev islecinin
tanimbolgesi 68eleri de, degerbolgesi 6geleri de dordiilii tiimlevlenebilen islevler
olmalidir. Saglikl ilerleyis i¢in, 6nce, bir [a,b] (a,b € R) aralig1 iizerinde ¢oziimciil
olan ve dordiilii timlevlenebilen iglevler uzayimi tanimlamakta yarar bulunmaktadir.
Dordiilii tiimlevlenebilirlik kosulunun sonlu araliklar i¢in ek olarak verilisine gerek
yoktur. Ama a ve/veya b, sirasiyla, —oo ve/veya +oo’a gidecek olursa, sonsuzluktaki
aralik ucu kapalidan aciga doniisiir ve aralik ya agik ya da yar1 agik yapiya biiriiniir.
Sonsuzlugun getirebilecegi tekillik, dordiilii timlevlenebilirlik ek kosulunu gerektirir.
K(x,y) ikidegiskenli ¢ekirdek islevi de andiran bi¢imde dordiil [a,b]z iizerinde
tanimli, dordiili timlevlenebilir olmalidir. Bu denklikte verilen tiim bilesenler gercel

degerlidir. Ancak karmagik degerli durumlarini da dile getirmek olanaklidir.

K(x,y) ¢ekirdek islevi tim (x,y) degerleri i¢in K(y,x) = K(x,y) 6zelligini sagliyorsa,
bagka bir deyisle bakisim varsa 6ziine estir. Bakisim bize islevin 6zdegerlerinin gercel
degerli oldugunu giivence altina almaktadir. Ayrica g islecinin degisik 6zdegerlerine
karsilik gelen 6ziglevleri birbirine dikgendir. Eger 6zdegerlerde katlilik s6z konusu ise
cebircil ve uzamcil katlilik ayni olacaktir. Tiim bunlar 6ziine es tiimlev igle¢lerinin
izgecil kanitsavindan kolaylikla goriilebilmektedir [35]. Bu olgular yardimiyla K (x,y)
cekirdek islevi

K(xy) =) xx)x»),  xyelab] (2.2)
i=1

biciminde acik olarak yazilabilmektedir. Bu gosterilimde k; i. 0zdeger ve y; ona

karsilik gelen dordiilii tiimlevlenebilen ve 1 degerini iireten 6zislevi simgelemektedir.
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Asagida (2.3) ile verilen izdiisiim isleclerini tamimlayalim.

~

b
PfW= [ d@no)e).  i=1.23. 23

P izdiistim islecleri esgiiclii (ing: idempotent) ve dikgendir. Boylece

)

f:imi (2.4)
i=1

ile .7 islecinin agik gosteriliminden s6z etmek olanaklidir. Ayrica yine esgiicliiliik ve

dikgenlik olgusu bize eksi degerli olmayan m biitiinsayilar i¢in
gm=Y x"P (2.5)
i=1

ile verilen iglecin {iisliilerinin agik gosterilimini yazmaya olanak saglamaktadir [34].
(2.4) ile verilen bagint1 en yaygin bilinen tiimlev isleci ayristinmidir. Temel bilesen
coziimleyisi (ing: Principal Component Analysis, PCA) gibi yaklastirim yontemleri
bu ayrigtirima dayanmaktadir [36]. Ancak bunun gercel degerli ve bakisik durumlar
icin kisitlandigini unutmamak gerekir. Bu ayristirrma izgecil ayristirim demek de
olanaklidir. Siirekli islevler icin gecerli olan bu gosterilimi ayrik yapilara tasimak da
olanaklidir. Tiimlev gosterilimin yerini ayriklikta sonlu ve/veya sonsuz toplam olgusu

almaktadir.

Izgecil ayristirrm yalmzca g isleci icin gegerli degildir. Ayn1 zamanda, (2.2) ile ve-
rilen esitlikten de goriildigii gibi, K(x,y) ¢ekirdek islevi i¢in de gecerlidir. Dordiil-
lerinin ikikath tiimlevi sonlu deger yaratan islevlere "Hilbert-Schmidt Cekirdekleri"

denmektedir [37]. Sonsuz toplam olgusu da sonlu toplama doniistiigiinde ise ¢ekirdek

"Pincherle-Goursat Cekirdegi" adin1 almaktadir [38].
Bakisim olgusu ele alindiginda g islecinin 6ziine es oldugunu belirtmistik. Bunun
anlam 6ziiniin ve esinin tiimlevinin essiz oldugudur. Ote yandan bakisik olmayan
islec icin
- b
)= [ dkG0f0) 26)
a
ile verilen .# ' es islecini tammmlamak olanaklidir. Burada (2.2) ile verilen ¢ekirdek
islevini
K(x,y) =2(x) K 2(y) 2.7)
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ile tammlamak gerekmektedir. Burada K ve X (x) ile sirasiyla sayilabilir sonsuzluktaki

dordiil kosegencil dizey ve yoney islevleri amaglanmaktadir.

Bakisim olgusu gozardi edildiginde (2.7) ile verilen baginti bize 1ile simgelenen

islecin dordiilii timlevlenebilen bir f(x) islevine etki ettirilisiyle

If(x)=x(x)" / ’ dyK x(») £ () (2.8)

biciminde bir gosterilim yazma olanagi saglamaktadir. Bakisim olgusu altinda sol ve
sag yan Oziglevleri ayn1 olurken bakisim ortadan kalktiginda bu durum degismektedir.
Her nasilsa 6zdegerlere odaklanim olanakli olsa da gercel degerlilik ve katlilik olgusu
sikintiya diigmektedir. Bu durumdan kaginmak icin "Siirekli Tekil Deger Ayristirimi-
na" odaklanim daha yerinde olacaktir [39]. Yeniden asagidaki bagintilar yardimiyla

izgecil ayristirima odaklanildiginda

fv(x) = ou(x), fATu(x) = ov(x) (2.9)
ile verilen igleci ve esini tanimlamak olanaklidir. Bu isle¢ i¢in ¢ekirdeginin degisik
oldugunu bir kez daha vurgulamak gereklidir. Bu isleglere sirasiyla sol yandan esini

ve Oziinii uyguladigimizda

~ o~ 2

T 7v(x) =), I Tu(x) = c%u(x) (2.10)
biciminde yazmak olanaklidir. Bu esitlikleri ayrica

,\ b ) ~ b )
Iv(x) = [ Akl no™), ) = [ dyKe(ey)otulx) @D

olarak asagidaki

b b
Kivy) = [ dnKMOKMY).  Ke(y) = [ ankxmKem)  @12)

tamimlar1 baglaminda yazilabilmektedir. Burada L ve R sirasiyla "Sol" ve "Sag"
anlaminda kulla- nilmaktadir. Bu ayristirrmin nedeni ise JAL ve JAR isleclerinin
tanimlanan .¥ islecinin sol ve sag yan ¢arpimcil bakisik durumu olmasidir. K7 (x,y)
ve Kg(x,y) ¢ekirdek islevleri bakigik oldugundan fAL ve fAR islecleri Oziine estir.
(2.11) ile verilen esitliklere ayn1 6zdegerleri olan iki ayr1 6zdeger sorunu olarak
bakmak olanaklidir. Ayrica JAL ve JAR isleclerinin eksi degerli olmadigini da belirtmek

gerekmektedir. Burada yer alan ¢>’nin art1 degerli oldugu agiktir. Ancak o degeri
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icin iki degisik durum ortaya ¢ikmaktadir. Bu durumda da art1 degerli olanin sec¢imi
yontemin Ozelsizlestirilmesi i¢in biiyiik bir kisit olusturmayacaktir. Tiim bu iglemler
sonucunda elde edilen o degerleri 7 islecinin "Tekil Degerleri" adin1 alirken karsilik
gelen u(x) ve v(x) islevleri de sirastyla "Sol ve Sag Tekil Islevleri" adini almaktadir

[40].

Yukarida sozii edilen siirekli tekil deger ayristiriminin ¢oziimii asagidaki ayristirim

sorununun ¢6ziimil icin belirtiklik getirmektedir.
= 2 oiui(x)vi(y) (2.13)
Bu esitlik ayrica asagida verilen tikiz g;sterilim ile de anlatilabilmektedir.
K(x,y) =u"(x) Zv(y) (2.14)

Burada ¥ dizeyi ile, sifirdan degisik 6geleri asagi dogru artan sirasayiyla siralanmis
tekil degerler olan, dordiil ve kosegencil sayilabilir sonsuzlukta 6ge iceren dizey
amaclanmaktadir. Andiran bi¢cimde u(x) ve v(y) sayilabilir sonsuzlukta agagi dogru
artan sirasayili u(x) ve v(x) tekil iglevlerini iceren tekil oziglevlerdir. £ bakisik dizey

oldugundan asagidaki esitlikleri yazmak olanaklidir.

I f(x) ):/ dv) ), IR ):/ dyu(y)f(y) (2.15)
Bu esitliklere sirasiyla eslenigi ve 0zii etki ettirildiginde
T f(x) = v (x) £2 / dyv(y (2.16)
veE
I 7T f(x) x) £? / dyu(y (2.17)

ile verilen bagintilar elde edilmektedir. £ dizeyinin bakisim1 olgusu altinda ise

b b
/a dxu(x)u(x)’ =L, /a dxv(x)v(x)T =L, (2.18)

yazilabilmektedir. L. sayilabilir sonsuzlukta 6geden olusan birim dizeyi yardimiyla

tekil iglevlerin dikliginden s6z etmek olanaklidir.

Tiim bu islecler ile iickdsegencillestirim i¢in gerekli tiimlev islecini endzelsiz bigcimde
tammlamak amaclanmaktadir. Ilk olarak kosegencil yapidaki islegler ve bu isleclerin

ilgili izdiistim isle¢lerini asagidaki bicimde yazmak olanaklidir.
Z o:P; (2.19)

10



P herhangi dordiilti tiimlevlenebilen bir f(x) islev iizerinde taniml izdiisiim islecidir.

R b
Bf(x) = / dyu(xvi)fO),  i=1,23,.. (2.20)

Yukarida yer alan u;(x) ve v;(x) islevleri sirasiyla sol ve sag yan tekil uzaylarinmn i.
eksenini orten tekil islevlerdir. P izdiisiim isleci sag tekil uzayin i. ekseninden sol
tekil uzayin i. eksenine izdiisiiriirken eslenigi sol tekil uzayindan sag tekil uzayina
izdiisiirmektedir. }?ZT}?, ve EISIT islecleri sag ve sol tekil uzayda yer alan herhangi
bir islevi sag ve sol tekil uzaym i. eksenine izdiisiirmektedirler. Ote yandan i ve j
altsirasayilarinin degisik oldugu carpimcil ETI/J\] veya 13,137 izdiistim islecleri diklik

olgusundan sifir deger tiretmektedir.

Ayrica daha 0zelsiz yapidaki izdiisiim isleglerini agagidaki bicimde de tanimlamak

olanaklidir.

- b
T f(x)= / A )F0),  bi=1,23,.. 221)

Bu gosterilim i ve j altsirasayilarinin birbirinden degisik oldugu ongoriimii icin gecerli
olacaktir. Aymi i - j degerleri bizi Doniisiim Islecleri (ing: Transition Operators)
ad1 verilen isleclere gotiirmektedir. Her nasilsa bilgisayim karmagasi yiiksek olan
izgecil sorunlart ¢6zme yineleyisli asamalar gerektirse de bu ana dek yapilan tiim
coziimlemeler bizi 6zdeger sorununa gotiirmektedir. Bu sorunlar 6zelsizde dizey ve
isle¢ kosegencillestirime dayanmaktadir. Bilgisayim ederini arttiran en temel olgu
da bu yapidir. Ote yandan yineleyis yerine dzyineleyis kullanarak kosegencillestirim
bilgisayim ederini oldukga diisiirmektedir. Uckosegencillestirimde (2.19) ile verilen

esitlik yerine asagidaki isle¢ kullanilmaktadir.
g = Z (aiﬁi + ﬁiﬁ+1,i + %fi,m) (2.22)
i=1

Bu esitlikte o, B ve y, degeri bilinen degistirgeleri, u(x) ve v(x) islevleri ise
ileride ayrintili bir bicimde ele alinacak tekdegiskenli islevleri anlatmaktadir. Bu
durumda asil olarak tekde8iskenli dogrucul tiimlev islecinin tickdsegencillestirimi
incelenmek istenmektedir. Bu olgu da cekirdek ayristirnmi yardimiyla gercekles-
tirilmeye calisilmaktadir. Bu baglamda yiiksek boyutlu bigcegdsterilim ile yeni bir
tickosegencillestirimli ayristirrm yontemi ilerleyen boliimlerde ayrintili bir bigcimde

ortaya konacaktir. Bildirimin bundan sonraki boliimlerinde 6ncelikle YBBG ve CYCG
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icin 6n animsatim yapilacaktir. Daha sonra CYCUCG’ne gecilecek ve dogrucul tiimlev
islecleri yardimiyla gosterilimin 6zelsiz yapisi ortaya konacaktir. Ardindan i¢garpim,
boy ve destek islevlerinde agirlik islecinin kullanilmasi ile olusacak yeni yapilandirim
lizerinde durulacaktir. Ayrica CYCUCG ile agirlik isleci kullanimi olgusu biraraya
getirilecektir. Agirlik isleci kullaniminin gosterilime katkis1 ve yontemi 6ziiyle tutarh
yonteme yaklastiran olgular da ilerleyen boliimlerde ele alinacaktir. Son olarak da
tim bu calismalar1 daha anlagilir ve belirtik duruma getiren uygulayimcil 6rneklere

yer verilecektir.

2.2 Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilim (YBBG)

Yiiksek Boyutlu Bice Gosterilim (YBBG) Yontemi, ¢okdegiskenli f(xi,...,xxn)
islevinin daha az degiskenli birbirine dikgen islevlerin sonlu toplami olarak
yazilmasma olanak saglayan bir yontemdir. Illk olarak I. M. Sobol tarafindan
tasarlanan yontem, 1993 yilinda " Sensitivity Estimates for Nonlinear Mathematical
Models" isimli yazida yaymlanmistir [2]. Belirtilen calismada YBBG bilesenlerinin
[0,1] araliginda ve birim agirlik altindaki temel 6zelliklerine yer verilmisti. YBBG
yonteminin 6zelsiz hali ise H. Rabitz tarafindan ortaya konmustur [3]. Bu yontemle
ilgili caligmalar, incelenen iglevin yapisi toplamsal ise yontemin iyi sonuglar verdigini
ortaya koymaktadir. Ancak, toplamsal olmayan islevler icin istenilen sonuclar elde
etmek oldukc¢a giictiir. Bu giicliikleri ortadan kaldirmak amaciyla bir takim yeni
yontemler M. Demiralp ve grubu tarafindan gelistirilmistir [4]. Bu gosterilim ile,
cokdegiskenli bir f(xi,...,xy) islevi
N N
Fmxn) = fot+ Y fuo i)+ Y fin (i,x5,)

i1=1 i1,ih=1
i1<ip

+ o f123, 8 (X XN) (2.23)
biciminde sirasiyla degismez, tekdegiskenli, ikidegiskenli ve andiran bicimde N
degiskenli birbirine dikgen islevlerin sonlu toplami ile anlatilabilmektedir [9, 12].
(2.23) agiliminin sag yaninda toplam 2V sayida anlatim vardir. Bu anlatimlar sirasiyla
fo sabit anlatim, N sayida f; (x;,) tekdegiskenli anlatim, w adet f;i, (xi,,%i,)
ikidegiskenli anlatimlar ve andiran bi¢imde devam etmek iizere fio. n(x1,...,XN)
N degiskenli terim olarak adlandirilmaktadir. Her bir tekdegiskenli anlatim bagl

bulundugu bagimsiz degiskenin islevin ¢oziimciil yapisina tek basina yapmis oldugu

12



katkiy1, cokdegiskenli anlatimlarin her biri ise bagli bulundugu bagimsiz degiskenlerin
islevin ¢oziimciil yapisina birlikte yapmis oldugu katkiy: belirtmektedirGosterilim ile

ilgili daha ¢ok ayrintilandirima gerek duyulmamaktadir.

2.3 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi (CYCG)

Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi (CYCG) YBBG ile esdeger

olarak bol-yonet diisiincesine dayanmaktadir. Bu gosterilim ile N de8iskenli bir iglevi

N N
f(-xla "'v-xN) = fO +Zfl (xi) +Z ﬁ]iz (xil ,ij) +- - '+f1...N (Xl, .--,XN) (224)
=1 i1,ir=1
’ hh
biciminde birbirine dikgen ve bagimsiz, daha az sayida degisken iceren islevlerin
toplami tiiriinden yazmak olanakhdir [12-14]. Dolayisiyla, bu gosterilimin igleyis

yapisini bol-yonet diisiincesine dayandirmak oldukca yerinde bir yaklasim olacaktir.

CYCG i¢in de ayn1 temel diisiinceler s6z konusudur. Cokdegiskenli bir iglevi

N N N N N
Flersean) = o Tsj () + X fiGe) [ Tsi (1) + X frio Geinsxin) [ T 55 (x7)
4 = A Fes v

ile, CYCG yardimiyla, agmak olanaklidir. A¢ilimin sag tarafinda s;(x;) ile simgelenen
tekdegiskenli N adet destek islevi vardir. Gosterilimin yalin YBBG ile ayrildig ilk ve
belki de en temel nokta neredeyse istenildigi gibi secilebilen bu islevlerin varligidir.
Bu islevler yardimiyla agcilimin ¢okdegiskenliliginin yan1 sira niteligi de yiikseltilmis
olmaktadir. Ayrica destek islevleri degismez islev olarak se¢ildiginde gosterilim yalin
YBBG gosterilimine doniismektedir.

YBBG gosteriliminde bilegenlerin belirlenimi igin, kuskusuz, bir kesim kogullar
gereklidir. Ancak, bilimsel yazinda gosterilim oldukca sik yer aldigi ve benimsendigi
icin bu caligmada yineleme geregi duymamaktayiz. Benzer kosullar CYCG i¢in
de soz konusudur. Ik olarak bu acilimda diger agilimlarda da oldugu gibi
agirliklandirim vardir.  Agirliklandirim iglemi aslhinda bircok anlamda gosterilime
katki saglamaktadir. Ama en temel anlamda ¢oziimciil olmayan bir islevi agirlik
islevleri yardimiyla ¢6ziimciil duruma getirmek olanaklidir. Bu da bize kullandigimiz
islevler i¢in esneklik kazandirmaktadir. Bu gosterilimde kulladigimiz N degiskenli

agirhik iglevi tekdegiskenli W;(x;) ile simgelenen agirlik islevlerinin ¢arpimi olarak
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tanimlanmaktadir. Bu agirlik islevleri i¢in
bi
/ dWix)=1;  1<i<N (2.26)
a;

ve

b;
/ dxiWi(x;) (si(xi))*=1; 1<i<N (2.27)

ile belirlenen olaganlastinm (ing:normalization) ya da, birimboylulastirnm kosulu s6z
konusudur. Ayrica CYCG bilesenlerinin belirlenimi i¢in gerekli diger kosullar da

asagida verilen sifirlanim kosullaridir.
b;
/ dXiVVi (xi)s,- (x,')fil'_.,‘k ()Ci1 s ...,x,-k) =0 i= 1, ..,n (2.28)
a;

Tiim bu kosullar yardimiyla CYCG bilesenlerini essiz olarak belirlemek olanaklidir.
Bunun i¢in (2.25) ile verilen esitligi ilgili agirliklar ile ¢arpip yine ilgili araliklarda
tiimlevini alma ile tanimlanan bir kesim islegler kullanilmaktadir. Asa8ida verilen I

islecini CYCG agilimina uyguladigimizda

=

by by
fof(xl,...,xN) = /dxlwl(x1)~--/deWN(xN)Hsj(xj)f(xl,...,xN) (2.29)

a ay J=1

esitligini elde ederiz. Islem kolayli§1 saglamak amaciyla tanimlanan I; islecleri,
i. degisken disinda tiim diger degiskenlere gore ilgili agirlik ve destek islevleri
ile tiimlevleyis islecini simgelemektedir. Boylece, asagida sirasiyla verilen CYCG

bilesenleri tek tiirlii belirlenmis olmaktadir.

by by N
fo= | daWi(xi) ... [ deyWn(xn) []si(x)f (x1,ennxn) (2.30)
ay an j:l
by bi—1
fi(xi) = dx1W1(x1) / dx,'_l‘/Vi_l(x,’_l)
ap ai—1
bit1 by
X / dx,-+1Wi+1(x,-+1) deWN(xN)
aiy] an
N
X [TsiGef ey snn) = si(xi) fo (231)
j=1
J#

Benzer bicimde iki ve daha cok sayida degisken iceren bilesenleri de yine daha

cok altsirasay1 iceren ancak ayni temel igleme dayanan islecler yardimiyla asagidaki
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bicimde elde edebiliriz.

by bi; 1
f,-liz(xil,xiz) = dx1W1(x1) / dXilflvvilfl(xilfl)

ai ai; 1
bij+1 biy -1

X / dxi, 1 Wiy 11(xi41) / dxiy _1Wi,—1(xiy—1)
ai1+1 aiz_l
bi2+l by

X / dxi2+1W/,-2+1(x,~2+1) deWN(XN)
Ajn+1 an

X II_VI $i(x) fxr, ey xn) = iy (i) fiy (i)

i

Siy (Xiy ) fin (Xiy) — iy (i )i (X3) fo (2.32)
Yukarida (2.32) ile verilen bagintida i;. ve i,. degiskenle ilgili biiyiikliikler dislana-
rak tanimlanan tiimlevleyis isleci kullanilmaktadir. Kuskusuz, daha c¢ok sayida bile-
sen iceren terimleri de andiran bicimde belirlemek olanaklidir. Ancak, bu uygulama-
da bize uygulayimcillik getirmemekle birlikte islem ederini de oldukcga yiikselten bir
olgudur. Ozelsizde yaygin olarak en cok ikidegiskenli analtimlar1 icerecek bicimde
belirleyisler gerceklestirerek acilimda kesme islemine gidis yeglenmektedir. Boyle-
ce gosterilim acilimdan bagka bir boyut kazanan bir yaklagtinm yontemi durumunu
almaktadir. Gosterilim kolaylig1 getirmesi agisindan asagida S; (x1, ..., xy) ile simgele-

nen yaklastirrmlar tanimlanmustir.

N
SO(xla"'va) = fOHSJ<xJ)
j=1
N N
S1(x1,exn) = So(xr,.xn)+ Y filx) [T si(x5)
i=1 =1
J#i
N N
S2(x1;--~7xN) = 5 (x17-~-7xN)+ Z ﬁ1i2<xi17xi2) H Sj<xj)
=1 =1
lliliiz JFi1i2

(2.33)

Bu esitliklerde yaklastirimlar sirasiyla sifirinci kerteden yapilan kesmeler icin sifirinct
kerteden yaklastirnm, birinci kerteden yapilan kesmeler icin birinci kerteden yak-
lagtirim ve en son (N — 1). kerte i¢in (N — 1). kerteden yaklastirim adin1 almaktadur.
N. kerteden kesme yapmanin anlamsiz oldugu, bagka bir deyisle bunun asil islevin 6zii
oldugu da acgik¢a goziikmektedir.

Daha 6nceki yazilarimizda ilgili CYCG bilesenlerinin dikgenliginden sézetmistik. Bu
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olguyu l <1 <...<i <N, 1<ji<...<jj<Nvel <k<Il<N olmak iizere

asagidaki bicimde tanimlamak olanaklidir.
b by N N
dx W (xl)m/ doxyW (ew) [T sia) [T 85 forifinjy =0 (234)
anN —

aip

=l J=1
bl )

Bunun sonucunda da asagida (2.35) bagintisi ile verilen esitlik yardimiyla iccarpimdan

sozedebilisimiz s6z konusudur.

N N by
fl'l..‘ik H Si fjljl H S = dX1W1(XI)
i—1 i—1 ay
i#’!l’"'vik j7é§1 77777 Ji
by
X deWN(xN)
ay
N
T si(xi) fir i (X5 oo i)
o
N
< [T siG)fir (o) (235)
=l
JFEJ el

Daha da ileri gittigimizde 1 <ij < ... <iy <N ve 1 <k < N i¢in boy tanimindan s6z

edebilir duruma geliriz.

2
N N N
fow T 51| = [ T s fi 11 s
i ik it
2
= | fir..l (2.36)

(2.34) ve (2.36) bagintilar1 goz Oniinde bulundurularak (2.25) ile verilen CYCG
acilimimin her iki yanmn ilgili agirliklar ile carpip tiim degiskenlere gore tiim-
levledigimizde

2

N N
+Z fiHSj ot iz (2.37)
i=1 1

=1
J#

N2
foH

Sj
J=1

If1? =

ile verilen esitligi elde ederiz. Bu esitligin her iki yanini sol yanda elde ettigimiz
asil islevin boy dordiiliine boldiigiimiizde ise sol yanin 1’e esit oldugu, sag yanin
ise asagidaki gibi gosterilen ayr1 ayri toplamlar tiiriinden verildigi esitligi elde etmis
oluruz. Burada sag yanda gordiigiimiiz her bir anlatim, aslinda, gosterilimi yaklastirim
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yontemine doniistiirdiiglimiizli varsaydigimizda niteligi baska bir deyisle asil islevi ne
kadar iyi gosterip gostermedigine iligkin 6l¢iimleri vermektedir.

2

N

ZZ H b — Nl @38
Jj=
J

N 2

— foH
J=

IFI

T

Bu anlatimlarin her birini yaptigimiz kesmenin kertesine gore adlandirmak olanaklidir.
Ornegin, asagida da acik durumu ile verilen, sirasiyla, sifirinci kerteden kesme
yaptigimizda elde edecegimiz sifirinci kerteden nitelik 6lceni, birinci kerteden kesme
yaptigimizda elde edece8imiz birinci kerteden nitelik Olceni ve en son olarak N.

kerteden nitelik 6lgeni tantmlanmaktadir.

2
1 fﬁ
Oy = — 5 ||J0 S
(Al j=1
2
N N
o = o+ b il
1£11
1791
0y = 2 Z | firia H Sj||2
Hf” i1,ibr=1 j=1
i1<ip JFi,in

(2.39)

N. kerteden nitelik Olgeninin 1’e esit ve nitelik dl¢enlerinin asagida (2.40) ile verilen
esitsizlikteki gibi (uygulayimcil agidan, uzbilimcil agidan degil) iyi sirali oldugu
aciktir.

0<op<o1<o,<---<ony=1 (2.40)

Bu gosterilim ile ilgili son zamanlarda yapilan ¢aligmalar bize istenildigi gibi secilen
destek iglevlerinin asil igleve Oykiiniirliigiiniin artisinin yaklagtirimin niteligini de art-
tirdigin1 agikga gostermistir.

CYCQG ile ilgili yapilan caligmalar bugiin de siiregitmektedir. Cok yakin zamanlarda
gelistirilen ve bu anda da gelistirilmekte olan gosterilimlerden ilki CYCUCG, bu savda

ayrintili bir bigimde ele alinmistir [20-22].
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3. UCKOSEGENCIL CEKIRDEK AYRISTIRIMI

3.1 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckésegencil Cekirdek Gosterilimi
(CYCUCG)

YBBG yonteminin dogusu ile Metin Demiralp ve ¢alisma toplulugunun cokyonlii
calismalar1 giin gectikce ivme kazanmugtir.  Ortaya konan her bir yontem ile
daha bagka sorunlarin varligi ve bu sorunlara ¢oziimlerin ayirdina varilmakta ve
yeni bulgular yeni arastirmlara yon vermektedir. Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis
Carpimlar Ugkosegencil Cekirdek Gosterilimi (CYCUCG) yontemi de bu bicimde
ortaya konan yontemlerin arasinda yer almaktadir. Bu yontemi ayrintilandirabilmek
adina ikidegiskenli islevler icin CYCG agilimini yine irdelemek gerekmektedir. Daha
onceki boliimlerde I dogrucul tiimlev iglecinin cekirdegi olan K (x,y) ikidegiskenli

islevi icin CYCG acilimi asagidaki bicimde yazilabilir.
K(x,y) = Hou(x)v(y) + A1 (x)v(y) + u(x) Aa(y) + H12(x,y) 3.1

Yukarida sag yanda goriilen %" islevleri belirlenecek CYCG bilesenlerini anlatmak-

tadir. Bu bilesenler sirasiyla

A= [ax b Ay ()W ()W ()K (5,9), (3.2)
by
Hi00) = [ an()Wa0)K () — Hou(x), (33
by
H50) = [ dxuWa (K (x.9) ~ Hov(), G4
Hia(y) = K(x3) = Hou(ao () — AWV — B0, G

ile tek tiirlii elde edilmektedir. Ayrica dogrucul tiimlev isleci gosterilimi yardimiyla

bilesenleri agsagidaki bicimde de belirlemek olanaklidir.

i) = (1-R) [ antwa0)ke), 66
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) = (b-P) | duu(Wi (0K (x.5). (3.7)

A y) = (L-R) (L=R) K(x) (3:8)
Yukarida yer alan esitliklerdeki I, ve IAy islecleri sirasiyla x ve y bagimsiz degiskenlerine
bagh tekdegiskenli islevlerin orttiigii uzaydaki birim islecleri simgelemektedir. P
tiimlev isleci, iizerine etki ettigi terimi u(x) destek islevinin 6rtmiis oldugu uzaya
izdiisiiriir. Andiran bicimde, Q tiimlev isleci ise, iizerine etki ettigi terimi v(y) destek
islevinin Ortmiis oldugu uzaya izdiisiiren isle¢ olarak tanimlanmaktadir. Bagka bir
deyisle Pve Q isleclerini
R by by
Puf)=uo) [ dEu@WiE)FE).  Pal)=v0) [ “dmmWa(m)a(n)39)
olarak yazmak olanaklidir. Ikinci boliimde YBBG ve CYCG yontemlerini agiklarken
dikgenlik olgusundan s6z etmistik. Bu olgunun varolusu tiimlevleme ve iccarpim ara-
sindaki iligkiden kaynaklanmaktadir. Daha agik olabilmek adina i¢garpimi asagidaki
esitlikler yardimiyla yinelemek gerekmektedir [41].
by by

(Fof)e= [ dhi@OWW@AR.  (are), = [ “dn ()W) @10
Yukarida f and g ile simgelenen islevler dordiilii tiimlevlenebilen islev olma 6zelligini
tasir. Bu i¢ccarpimlardan baglh bulundugu degiskenlere gore yonlii iccarpimlar olarak
s6z edilebilmektedir. Oteki bir anlatimla x degiskenine bagli iccarpim icin "Birinci
Yonlii Icgarpim”, y degiskenine bagl igcarpim igin "Ikinci Yonlii Igcarpim” demek
olanaklidir. Ikidegiskenli islevler icin CYCG’nde i¢carpim, bu iki yonlii durumun
birlesimiyle tanimlanmaktadir. CYCG ile cekirdek islevi i¢in asagidaki i¢carpim

esitliklerini yazmak olanaklidir.

(u,71), =0, (v, #2), =0 (3.11)

(u,C%/]’z)x :O, Vy - [az,bz], (V,%/Lz)y :O, Vx € [a1,b1] (3.12)

Her iki P, ve P, isleci de 6ziinedonendir (ing: idempotent). Ayni zamanda da bu iki
islecin degistirimli oldugu da agiktir. Bir de (ZC —ﬁ) ve (IAy — Q) isleclerinin de
karsilik gelen bagimsiz degiskenlerine bagh tekdeg8iskenli islevlerin ortmiis oldugu

eksene dikgen bir boyutlu alt uzaya izdiisiiren islecler olduklarini da sdyleyebiliriz.
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Bu durumda her asamada boyut bir diisiiriilerek bir yap1 elde edilmesi ve kesmelerle

yaklastirrm yapilmasindan s6z edilebilmektedir.

u(x) ve 1 (x) islevleri ile andiran bigimde v(y) ve %3 (y) islevleri arasindaki dikgenlik
sirastyla destek islevlerinin birinci yondeki kiimelenimi (x-yonii, sol yon), ve ikinci
yondeki kiimelenimi (y-yonii, sag yon) olarak ele alinabilmektedir. Bunun sonucu

olarak asagida (3.13) ve (3.14) ile verilen esitlikleri yazmak olanaklidir.

ui(x) = u(x), up(x) = é%fl(x), (= (Kl,K1)% (3.13)
nO) =vG),  mb)= %thz(y), 1= (K k) (3.14)

Boylece ikidegiskenli CYCG aciliminin yinelemeli yapidaki ilk adimi olan

gosterilimini (3.15) ile

K(x,y) = oqui (x)vi(y) + Brua(x)v1(y) + 1iur (x)v2(v) + K1 2(x,y) (3.15)

o) = Ky olmak iizere tanimlamak olanaklidir [20]. Acilimin sag yamindaki ilk ii¢
toplamcil terim tekdegiskenli islevlerin ikili carpimlari tiirtindendir. Ama son anlatim
olan Kj »(x,y) kalan anlatim bu tiirden degildir. Bu nedenden CYCG ag¢ilimini bu
kez kalan anlatima uygulayarak gosterilimin niteligini ylikseltme yoluna gidilmektedir.
Yineleyiste yontem icin gerekli destek islevleri, bir Onceki yontemde belirlenen
tekdegiskenli CYCG bilesenlerinden tiiretilerek elde edilmektedir. Yineleyis i¢in
gerekli alt yapiyr ve gosterilimi endzelsiz durumu ile ortaya koyabilmek adina

asagidaki iistsirsayilandirim ile yeniden simgelemek gereklidir.
KDy =K(xy), KP(xy) =Kalxy) (3.16)
Boylece
KW (x,y) = oaur (01 () + Brua () vi () + i ()v2 () + KD (x,y) - (B.17)

yazilabilmektedir. Bu esitlik ile u; (x) ve v (y) baslangic destek islevleri ve K1) (x, y)

asil iglevi anlatacaktir. Yineleyisin ilk bulgular da sirasiyla

by by :
o = [ dx [ dyu (o W W2 ()R ), (3.18)
ay a

K@) = [ dyi )W)k (x,y), (3.19)



veE

by
1
K0) = [ dan (W (0K (x,), (3.20)
ap
Olcekleyis degistirgeleri (ing: scaling parameters) ile ikincil CYCG bilesenleri
olacaktir. Bir sonraki yineleyis i¢in gerekli tiiretilmis destek islevleri de

~

1 /- R
wa (x) = 5 <1x—Pul> KV,  wmh) = ” (Iy —PV1> V) (3.21)

ile belirlenecektir. Kalan terim ise dogrucul tiimlev islecleri yardimiyla tikiz olarak
K (x,y) = (L= Py) (L- R, ) KD (x,y) (3.22)

biciminde yazilabilecektir. Yineleyis bu defa K(?) (x,y) ikidegiskenli kalan terimine
CYCG agiliminin up(x) ve vo(y) tiiretilmis destek islevleri yardimiyla uygulanigiyla
stirdiiriilecektir. Boylece agilimin sag yanindaki toplamcil terim sayisinda artig

olusacaktir. Bir sonraki adim i¢in elde edilecek gosterilim

K (x,5) = oo (x)va(v) + Bous (x)v2(3) + ot (¥)v3 () + KV (x,y) - (3.23)

bigiminde olacaktir. Burada elde edilen (3.17) ve (3.23) ile verilen esitlikler CYCUCG
gosteriliminin birinci ve ikinci adimi olarak tanimlanmaktadir. Bunu herhangi bir ;.

adim i¢in de yazmak olanaklidir.

K (x,y) = atjuj(x)v;(v) + Bjujo1 (x)v; () + ¥ju;(x)v i1 (v) + KU (x,y), (3.24)

oyle ki,
b by .
o :/ dx | dyu;(x)v;(y)Wi (X)Wz(y)K(])(x,y), (3.25)
aj ap
; %
1 . R . )
pr= ([ oo [1-2, | 00
. by

K@= [ dwi)Wm)KY (x,y), (3.26)

az

by . N Y . 2
Y= ( dyKy” (y)Wa(y) [ly—Pv,;] K (y)) :
a

K= [ da(x)Wi (0K (x,y), (3.27)



SN 1 N
w9 =7 (Ix —Puj) Kx),  via() = - (Iy —ij) kY ). (3.28)
J J

Boylece j. adim icin tikiz gosterilim asagidaki bicimde yazilabilmektedir.

KU (xy) = (L=B,) (E—B, ) KD (x.y) (3.29)

Artik (3.24) ile j. adim i¢in verilen agilim, her bir j = 1,2,...,n i¢in biraraya
getirildiginde

KOG = X (@0 Bt () + 7302051 0)
n K<"+1>(x,y) (3.30)

ile sag yanda toplamcil bir a¢ilimi elde etmek olanaklidir. A¢ilimin sonunda yer alan

K"+ (x,y) anlatimi ise
K" (x,y) = [n (I;—I?ui)] [n (fy_ﬁ/,-)

- (2-£R) (- £ ) ko 331
i=1 i=1

ile tikiz gosterilimi verilen kalan anlatim olacaktir. Gosterilimde izdiisiim islecleri

KW (x,y)

icin var olan esgiicliiliikk ve yoketme 6zelliklerinden otiirli n degeri biiyiidiikce kalan
anlattimin sifirlanacagi sonucu ortaya ¢ikmaktadir. Bu olgular 1s18inda, asagidaki

esitlikle verilen sonsuz toplamcil a¢ilimi yazmak olanaklidir.
Z otjuj(x)v(y) + Bjuj1 (x)v; (v) + Vi (x)v i1 () - (3.32)

Bu gosterilim ikidegiskenli iglevler i¢in Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar
Uckosegencil Cekirdek Gosterilimi (CYCUCG) acilimi olarak adlandirilmaktadr.

Acilim ayrica tikiz gosterilim ile
K(x,y) =u(x)"Zv(y) (3.33)

biciminde de yazilabilmektedir. Yukarida ortiik yapida verilen ayrigtirim gosterilimin-
de U(x) ve V(y) ile, u;(x) ve v;(y) destek islevlerinin olusturdugu sayilabilir sonsuz
boyutlu yoneyler anlatilmak istenmektedir. X ile ise, yine sayilabilir sonsuz boyutlu
tickosegencil dizey anlatilmaktadir. Bu X dizeyinin kogsegen Ogeleri, yineleyisli

yapidan elde ettifimiz ve aslinda CYCG degismez bilesenlerinin olusturdugu o

23



degistirgeleri, kosegenin alt ve iist komsuluktaki ogeleri ise tekdegiskenli CYCG
terimlerinin olusturdugu B ve y degistirgeleridir. Bu ayristirnm ayrica ikidegiskenli
cekirdek iglevlerin tekdegiskenli tiimlev isleclerinin aciliminda da kullanilabilir.
Bu yiizden acilim Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckosegencil Cekirdek
Gosterilimi (CYCUCG) adimi almistir [20-24,42,43].

3.2 CYCUCG Islemcil Siireci

Bu boliimde CYCUCG’nin islemcil siireci asama asama sirasayilandirilarak verilecek-

tir.

1. Baslangic olarak sirastyla K()(x,y), u; (x) ve v (y) ile simgelendirecegimiz K (x, y)

asil igleviyle u(x) ve v(y) baslangic destek islevlerinin belirtilmesi gerekmektedir;

2. Ilerleyebilmek adina K,El)(x) ve Ky(l)(y) bilesenleri belirlenmelidir. Bu sag yan
bilesenlerinin belirlenmesinde (3.19) ve (3.20) ile verilen esitliklerden yararlanmak

olanaklidir;

3. Bir sonraki adim f3; ve ¥, 6l¢ekleme degistirgelerinin elde edilmesidir. Bunun igin

de (3.19) ve (3.20) esitlikleri kullanilmaktadir;

4. Elde edilen B; ve v degistirgeleri ile (3.21) bagntis1 yardimiyla yeni up (x) ve v (y)

destek iglevleri tiiretilmektedir;

5. Yineleyisli yapmin ilk adimimi tamamlayabilmek icin CYCUCG nin temel bile-
seni olan K 2) (x,y) kalan anlatimin1 belirlemek gerekmektedir. Bu belirleyis i¢in
(3.22) ile verilen bagmtilandirimdan yararlanmak olanaklidir. Ayrica CYCUCG

aciliminin 6ziinden yararlanilarak asagida verilen

K@ (x,y) = KW (x,y) — aqus (x)v1 () = Brua (x)v1 () — v (x)v2(y) ~ (3.34)

esitligi yardimiyla daha yalin bir belirleyis yoluna gitmek de olanaklidir. Yukarida

verilen esitlik (3.17) ile kolayca elde edilebilmektedir;

6. Yukarida ilk adim olarak verilen islemler dongii olarak (j — 1). adima dek

yinelenmektedir;
7. K)Ej ) (x) ve Ky(j ) (v) bilesenleri (3.26) and (3.27) esitlikleri yardimiyla belirlenmek-
tedir;

24



8.

0.

10.

Ardindan yine f8; ve y; degistirgeleri (3.26) and (3.27) ile belirlenecektir;

Elde edilen B; ve 7y; degistirgeleri yardimiyla yeni tiiretilmis u;11(x) ve vjy1(y)

destek iglevleri belirlenmektedir;

Daha onceki islemcil siireci sonlandirim andiran bicimde asil islevden acilimin
ikili carpimlar tiiriinden anlatilan toplamcil anlatimlarin ¢ikarilimiyla elde edilen
K (j“)(x,y) kalan terimin belirlenimi gerceklestirilmektedir. Bunun i¢in agagidaki

esitlikten yararlanmak olanaklidir.

KU (xy) = KD (x,y) — atjuj(x)vi(y) — Bjujr (x)v;(y)

= Yui(x)vir(y) (3.35)

K(x,y) cekirdek islevinin CYCUCG agilimi ile elde edilen sonsuz toplamcil
gosteriliminin bir n biitiinsay1 degeri icin kesildigi varsayildiginda

n

Kip(x,y) = ; (otjuj(x)v; () + Bjujs 1 (x)v; () + vjuj(x)vj1(v))

0y U1 () Vg 1(9)- (3.36)
ile verilen asil igleve yakin bir islev elde edildigi goriilmektedir. Sag yanda var
olan tiim iglev ve degistirgeler yukaridaki adimlarda dongii icerisinde belirlenen
degerlerdir. Dolayisiyla acilim bu asamadan sonra bir cekirdek ayrigtiriminin

yaklagtirim yontemine doniismektedir.

3.3 Tekdegiskenli Dogrucul Tiimlev islecinin Ayristirmm

Daha onceki boliimlerde elde edilen bulgular biraraya getirip dogrucul tiimlev islecleri

izerine etkisini anlagilir bir bicimde yansitmak gerekmektedir. Yapmis oldugumuz

tiim bu calismalar bizi cekirdegi CYCUCG ile islenmis v dogrucul tiimlev islecinin

ayristirim olgusuna gotiirmektedir. Onceden yapmis oldugumuz tiim anlatimlar bu

anda da gecerliligini korumaktadir. Bagka bir deyisle (2.22), (2.20), ve, (2.21) esitlik-

leri icin
I = Z (aii);‘i‘BiT\i—i-Li‘f"}/iﬁ,i—i-l) (3.37)
i=1
oyle ki,
Pf() =[ dyui(x)vi)f (), T f(6) =[ dauix)v;(0) (), i.j=12,... 3.38)
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yazilabilmektedir. Tek fark artik u;(x) vev;(y) islevleri sirasiyla birincil ve ikincil
yonlii (x-yonlii ve y-yonlii) destek islevleridir. Ayica a, B ve y degerleri CYCUCG nin

Olcekleme degistirgeleridir.

26



4. CYCUCG AGIRLIK VE DESTEK ISLEVLERININ BELIRLENISI
Bu boliimde daha onceden (3.10) bagintisi ile tanimlanan agirliklandirimli i¢carpim

olgusunu bu kez W, ve VAVzaglrhk islecleri yardimiyla yeniden ele alalim. Bu durumda,

by

b N ~
LRy = | dxhxWihix), (82 = | dvai(y)Waga(y). (4.1

a a

esitliklerini yazilabilecektir. I¢carpimda kullanilan f ve g islevleri ilgili aralikta
dordiilii tiimlevlenebilir niteliktedir. Iccarpimdaki altsimgelendirim de ilgili yonii
anlatmaktadir. Bu gosterilimler agirlik islecleri tiiriinden bakildiginda yeni
tammlanmig gosterilim niteligindedir. Ozelsizlestirim adina bu isleclerin dziine es
(bakisim icin) ve art1 tanimli olmas1 gerektigi olgusu gz oniinde bulundurulmalidir.
YBBG yonteminin evrigine, CYCG’nde agirhik birimboylulastinnm ille de gerekli
degildir. Bunun nedeni de, CYCG’nde destek iselvlerinin varligi ve birimboylu
olusudur. Bakisim ve arti tanimhili§in varligi bize asagida (4.2) ile verilen esitligi

yazmaya olanak saglamaktadir [18,22].
W; = Zl w§’>ﬁwy>, o>0, i=12 4.2)
]:

Bu gosterilim izgecil ayristirrmdan bagka birsey degildir. @ degerleri 6zdegeri ve

w karsilik gelen oOzislevleri simgelemektedir. 13W<,-> isleci WE—i) Ozigleci tarafindan
j
ortillen uzaya izdiigiirmektedir. Bu izdiigiirimde i¢ccarpim birim igle¢ ile alinmak

durumundadir.

V/[\/i isleclerinin art1 tanimlilig1 bize asagidaki bicimde dordiil kok durumlarini da tanim-

lama olanag1 saglamaktadir.

]
(S

W= Y of
! J
j=1

5 (0) .
P @)>0, i=172 (4.3)

Simdi, bu dordiil kok tanimlar: yardimiyla (4.1) ile verilen i¢carpimi

by

by ~ 1 ~1 _ _ _
Uit = [ e (WA Wi = [ Ty 0B0 = (7.2

a
~1 by
2

by ~ 1
e, = [0 (W)a0Ba0) = [~ 0)m0) = @e); 6

az
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olacak bicimde yazmak olanakhidir.  Esitliklerin en saginda yer alan iistcizgili
gosterilim ile her bir iglevin ilgili agirlik islecinin etki ettirilmesiyle elde edilen
durumlar1 anlatilmaktadir. Bagka bir deyisle, birim islec altinda islevlerin ilgili agirlik

ile 6lceklendiginin de bir gostergesi olarak ele alinabilmektedir.

Artik, daha 6nce agirlik iglevi altinda (3.24), (3.25), (3.26), (3.27), (3.28) ile verdigimiz
esitlikleri dordiil koklii agirlik islecleri tiiriinden yeniden diizenlemek olanaklidir.

~

— (i ~1 <1 . 1 ~ 1
Ky = WiWe KD (y), (0 = Winix),  50) = Wivi(v),
— (i ~ 1 ; _(: 1 .
K0 =w k),  BY0) =Wk (y) 4.5)
oyle ki,
KV (w,y) = ami(x)7,0) + B (970) + 1 () + KV V(). 46)

ve,

- bld bzd T 5. f(]) 4.7
aJ_ X qu(X)VJ(y) (X,y), ( . )
aj ay

b . A il . 2
Bi= ( alldxfxm(x) [Ix—Puj]Kx(J)(x)) :
by

ay
,, %
2 (i ~ = — (7
’}/j = ( dyKy(j) (y) [Iy _PVJ‘:| Ky(J) (y)> )
a
RO ey 20 4.9
y V)= XMJ(X) (-xay)u ( ’ )
aj

I [~ = —(j 1 [~ = —(j
uj1(x) = B (lx —Pu@) K0, viab) = p < y —Pv(n)) &y .10
J J

J J
yazilabilsin. Yukarida, izdiisiim isleclerinin i¢carpimi birim agirlik isleci altinda tanim-

lanmaktadir.

(4.6), (4.7), (4.8), (4.9) ve (4.10) ile verilen esitlikler CYCUCG nin birim agirlik isleci
tiiriinden (ya da agirliksiz CYCUCG) tanmimlanmus bigimidir. Bu agirlik olgusunun
etkisini yitirdiginin gostergesi olarak ele alinmamalidir. Evrigine, agirlik isleci
yontemin daha en baginda asagida verilen esitlikler yardimiyla giindeme getirilecektir.

— ~ 1

&V (xy) = Wi K 20 (x) = W7 500y =W v(y) @11
(xvy) 1 2 (xuy)7 u (X) IM(X), v (y) Zv(y) ( . )

(]
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4.1 Oziiyle Tutarh CYCUCG ve Agirhk Islecleri, Destek Islevlerinin Secimi

Bu boliimde agirlik islegleri ile destek islevlerinin secimi ve bu se¢cimlerin gosterilime
katkis1 ele alinacaktir. Secimlerin dizey ayrigtirimu tiirtinden ele alindiginda cekirdek

dizeyde kosegenlige etkisi vurgulanacaktir.

4.1.1 Agirhik isleclerinin secimi

Bugiine dek YBBG ve CYCG yoOntemlerinin bircogunda agirlik isleci kullanmayis
yoluna gidilmistir. Daha dogru bir anlatimla birim agirlik altinda inceleyis yeglen-
migtir. Bunun en temel nedenlerinden biri uygulayimcil kolaylik saglanigidir. Ancak,
kuskusuz gelistirilmis ve bu anda da gelistirilmekte olan tiim gosterilim yontemleri i¢in
birim agirhik disinda da ozelsizlestirilmis agirlik kullanmak olanaklidir. Ote yandan
ozelsiz agirlik isleci kullaniminin gosterilime katkis1 da oldukca yiiksek diizeydedir.
Oncelikle, uygun kisitlar altinda istenilen agirlik isleci ile ¢alisilabiliyor olusun
getirdigi esneklik s6z konusudur. Secilen uygun agirliklar yardimiyla gosterilimin
niteligini, etkinligini yiikseltmek olanaklidir [22]. Bu durumu daha Oncelerde
YBBG ve CYCG’ nde agirlik eniyileyisine iliskin yapilan c¢alismalar agikca ortaya
koymaktadir. Ayrica bir kesim ara diizenleyisler yardimiyla ¢ekirdekte tekil islevlerin
de kullanilabilecegi ve acilim gergeklestirilebilecegi bilinmektedir. Kuskusuz, burada
dizeylerin izgecil gosteriliminden yola ¢ikilan toplamdizi yontemlerinin ele alinis
gibi bir kesim uzbilimcil yaklagimlardan yararlanmak gerekmektedir. Konu ile ilgili
anlatimlar burada sonlanmig gibi goriinse de ileride yapilacak calismalar ile bu olgu

daha derin bir bicimde ele alinacaktir.

4.1.2 Destek islevlerinin se¢imi

Destek islevlerinin secimi, gosterilimin 6ziinde var olan birimboy ve dordiil
tiimlevlenebilme (varsa agirlik altinda) kisitlar1 goz ardi edildiginde se¢ime baghidir.
Bugiine dek siklikla genel e8ilim de8ismez islev se¢imi lizerine olmustur. Ancak,
baz1 durumlarda birim degismez islev eger tiimlev islecinin sifiruzayinda ise bu durum
bizi sifir degerli destek islevleri sonucuna gotiirmektedir. Bunun da gosterilime
pek cok katki sagladigin1 da sdylemek olanakli degildir. Aslinda, var olan kisitlar
g6z Oniine alindiginda "destek islevi secimi"nin bir eniyileyis sorunu oldugu da

sOylenebilmektedir. Bu konu ile ilgili calismalar olup bu anda da ele aliniglart
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stirdiirilmektedir [44]. Bu calismalarda de8ismez nitelik 6l¢eni yardimiyla destek
islevi eniyilenisi ilizerine odaklanilmaktadir. Bu nedenle savda ve evrede destek
islevlerinin secimi ile ilgili ayrintili bilgi verilmeyecektir. Ote yandan, kuskusuz
secilen degisik destekislevlerinin etkisi uygulayimcil diizeyde ilerleyen boliimlerde ele

alinacaktir.

4.1.3 Oziiyle tutarh CYCUCG

Asagida dogrucul tiimlev islecinin ¢ekirdegini olusturan iglevin tekil deger ayrigtirimi-

n1 ele alalim.
x,y) =Y, Giki(x)pi(y) (4.12)
i=1

Ayristirrmin sag yaninda yer alan o; degerleri i’nin artan degerli siralandiriminda
ozdegerleri anlatirken A;(x) ve p;(y) islevleri kargilik gelen sol ve sag yan oziglevleri
olarak nitelendirilmektedir. Bu ayristirim bize sirasiyla A; ve p; ile ortiillen uzayda

tanimlt herhangi iki f(x) ve g(y) islevi i¢in

FF 0= % ot [ dEMOMEIE) @13

veE

—~ ©0 b
wzgﬁédwwmmmm (4.14)

ile verilen esitlikleri yazma olanag1 vermektedir.

Bu anda, ote yandan da, agirliklarin 6ziiyle tutarhilastirimi ve uyumlulugu adina

asagidaki gosterilim ile verilen agirlik isleclerini ele alalim.
W = (ﬁﬁ) ow= (ﬁi) 2 a=0,123,... (415

Bu esitliklerde eksi degerli olmayan n biitiinsayisina bagimlilik iistsimge olan (n)
gosterilimi ile anlatilmaktadir. Bu agirlik tanimlari yardimiyla asagida (4.16) ve (4.17)

ile verilen baglangic¢ destek islevlerini yazmak olanaklidir.

8=

1 oo 2
1" @) = (W, *u) "W <Z "ﬁc) Y ol 2(x) (4.16)



(sfc) tstimlendirimi ile tekil islev katsayilari (ing: singular function coefficient)

anlatilmaktadir.
K"y = Y o a(x)pi(y) (4.18)
i=1

Son ii¢ esiktlik bize 6lgeklenmis ﬁl(") (x) ve Vl(") (y) destek islevlerinin, A; (x) ve pi(y)

islevleriyle, n sonsuza giderken hicbir u(lsf 9 ve v(lsf °) degerinin sifirlanmadig1 ve
g (x,y) islevinin yanagik olarak 67" 1 (x)p; (y) anlatimina esit oldugu durumlar
icin 1 veya —1 orancil degismezleri ile yanasik olarak orantili oldugunu ortaya

koymaktadir.

Daha ileri gidebilmek adina asagidaki esitlikleri yazmak olanaklidir.

_1

b 4 & S C ' sjc
z/ dyv\" ()& " (2 (sfe) ) Y 92, (xx4.19)
a j:l

=

k=1

77 o0 - oo
/ dx K ln (Z GZn sfc) ) <Z Sf‘) > ZG]?n+lvl(<SfC)ul(:fC)(4'2O)

Yukarida son elde ettigimiz ve daha onceki bulgular yardimiyla (4.10) ile verilen
esitligin sol yanindaki tiiretilmis destek islevleri 6zelsiz yapisi 1s1ginda asagidaki

orancil esitligi yazmak olanaklidir.
ﬁz(x) o (E_Fﬁj) E)(cj) (Z G2nu (sfe) > Z G3n+1 (Sfc)k (X)
<Z sfc sfc)zckusfc i(x

4n+1
5n+1 [( ) sfc (sfc) <2) M(ISfC)uéSfC)VgSfC)] M(X)
o1
3n+1 n
+015n+1 [( ) sfc (ch) B (%) Mgsfc)ugsfc)vésfc)] )Lz(x)
0.]4n+162 (sfc) (sfc) (Sfc);L (x) 4.21)

Kuskusuz, ilerleyen bireycil c¢oziimleyisler n sonsuza gittikge ugn) (x) ve vs.") (y)
islevlerinin Aj(x) ve p;(y) islevlerine yakinsayacagini imgelemektedir. Ancak bu
cOziimleyis bu asamada ikincil goriiniimde kalacak olup ayrica uzbilimcil kanitlayig

olgusunu da gerektirmektdir. Bir baska varsayim da yine n degeri biiyiidiikce
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lickosegencil ayrigtirim tiiriinden anlatilan CYCUCG nin kosegencil baskinligidaki

artigtir.

4.2 Aciklaymmcil Uygulayislar

Bu boliimde uygulama icin 6rnekleri ¢cogaltmak yerine belli bagh 6rnekler {izerinden
Oziiyle tutarli olmasi durumunun gosterilime olan katkilarina iligkin anlatimlara yer
verilecektir. Bu baglamda, [0,7]* dordiil bolgesinde tanimh K(x,y) = cos (x+y)
cekirdek iglevini ele alalim. Bu ¢ekirdegin tiimlev islecinin sifirdan degisik 6zdegerleri
n/2 ve —m/2, bu ozdegerlere karsilik gelen ozislevleri de sirasiyla v/2cosx/\/7
ve v/2sinx/y/m olacaktir. Oteki tim 6zdegerler sifir degerine sahiptir. Baska bir
deyisle, bu cekirdek islevinin tiimlev iglecinin iki tane sifirdan degisik ve sayilabilir
sonsuz kathilikta sifir 6zde8eri bulunmaktadir. Sifir degerli 6zdegerlere karsilik
gelen ozislevler v/2cosx//T ve v/2sinx/\/T ozislevlerine dikgen islev uzayinda
yer almaktadir. Tim bunlar bize asagida verilen izgecil gosterilimi yazma olanagi

saglamaktadir.

K(x,y) = cos(x+y)

B T \/z \/E T \/E . \/5 . 4.2
= 5 ﬁcosx ﬁcosy ) ﬁsmx ﬁsm)’ (4.22)

Cekirdegin tekil deger ayristirrmimna ve 1ilgili dogrucul tiimlev islecine go6z
gezdirdigimizde, yalmizca bir ¢ift /2 degerinde tekil degerlerin varlig1 s6z konusudur.
Bunlara karsihk gelen ozislevler ise v/2cosx/\/7 ve v/2sinx/y/7 ile 1 veya evrik
imlisi —1 orancil katsayilari ile orantili 6zislevlerdir. Yani, tekil 6zislevler birbiri ile
evrik imlidir. Sonug olarak, cos (x+y) c¢ekirdek iglevi i¢gin tekil deger ayristirimini

asagidaki bicimde yazmak olanaklidir.

2 2
Ai(x) = —/=cosx, P (x) = iﬂcosy,
V2 V2
Ab(x) = = sinx, p2(x) = ~ siny (4.23)

Uygun tutarlilik sinirlandirimlar: altinda im se¢imi bizim istegimize bagli oldugundan,

V2 V2

bu 6rnek i¢in ayrica A, (x) = —Vz sinx, pa(x) = NG siny almak da olanaklidur.



4.2.1 CYCUCG’ne uygulayis ve destek islevlerinin secimi

Bu bélimde CYCUCG’ni isleyebilmek adina gerekli destek islevlerinin secimine
deginilecektir. Destek islevlerinin se¢ciminde aslinda tam anlamiyla kisitsiz olundugu
soylenememektedir. Eger ./ (ﬂA ) ve N (ﬂA ‘L> sifir uzaylar1 bos degilse, ne u(x) ne
de v(y) destek islevleri bu uzayda yer alan iglevler olarak se¢ilememektedir. Ayrica
gosterilim i¢in ortaya c¢ikan bir baska kisit da oy, B;, ve, 1 degistirgelerinin sifir
degerli ¢ikabilme durumunda kalan anlatiminin yine asil isleve esitlenmesi olgusudur.
bu durumdan da kacinmak adina destek islevlerinin belli kisitlar alitinda se¢imi sz
konusudur. Ornegin yukarida uygulayimcil olarak ele alinan cos (x+y) islevi igin

baslangi¢ destek islevlerini u(x) = 1//7 ve v(y) = 1/+/7 segmek olanakli degildir.

Ote yandan, asil islevin yonlii ortalamasim1 da kullanmak burada islemeyecektir.

Bunun nedeni bu degerlerin bizi sifir destek islevine gotiirmesidir.

Verilen cekirdek islevinin izgecil bilesenlerine baktigimizda tamamiyla 7 tiimlev
islecinin sifir uzayinin disinda kalan (sol ve sag sifir uzaylari isle¢ 6ziine es oldugundan
aynidir) yalnizca iki tane islevi vardir. Bu durumda, destek islevlerini bu islevlerden
segmek CYCUCG igin ilerleyebilme kolaylig1 getirecek énemli bir olgudur. Béylece,
u(x) = v2/\/mcosx ve v(y) = V/2/y/mcosy secimi ile ) = /2, B; =0 ve ¥ =
0 degerlerini elde etmek olanaklidir. Bu secim ile ayrica ilk adimda elde edilen
tekdegiskenli CYCUCG bilesenleri sifirlanacak olup kalan anlatim — sinxsiny iglevine
esit olacaktir. fB; ve y; 6l¢ekleme degistirgelerinin sifirlanmasi bir sonraki adim i¢in
gerekli destek islevlerinin bir nceki adimdan tiiretilemeyecegi, baska bir deyisle, ilgili
kisitlar altinda yeniden belirlenisi gerekliligini ortaya koymaktadir. Bunun yani sira,
kalan anlatimin iki tekdegiskenli islevin ¢arpimu tiiriinden yazilabilmis olmasi, destek
islevlerini up (x) = /2/msinx ve vo(y) = \/2/xsiny bigiminde secebilme kolaylig1 da
kazandirmaktadir. Boylece bir adim daha 6teye gitmek olanakli duruma gelmektedir.
Bir sonraki adimda ise yalmzca a, = —m/2 degismezi elde edilip oteki tiim deger ve

islevler sifirlanmistir. Dolayisiyla, yineleyis bu asamada sonlanmaktadir.

Andirimli olarak u(x) = v/2/+/Zsinx ve v(y) = V2 /+/Tsiny segimi i¢in de ayn1 goriis
gegerlidir. ilerlendiginde, a; = —x/2, B = 0, 71 = 0 degistirge degerleri ve yine
sifirlanan tekdegiskenli bilesenlerin yani sira cosxcosy kalan anlatimi elde edilecektir.

Ardindan yine B; ve 71 6l¢ekleme degistirgelerinin sifir olusu nedeniyle yeni destek
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islevleri tiiretme yoluna gidilecek olup uy(x) = y/2/mcosx ve vo(y) = \/2/7mcosy

secimi ile ap = 7 /2 sonraki yineleyis ile belirlenecek ve oteki tim degerler sifira
esit olacaktir. Dolayisiyla, yineleyis benzer olarak burada da sonlanmaktadir. Sonug

olarak, her iki ayristirim gosterilimi asil islevi kesin olarak yansitmaktadir.

Olgeklenmis kosiniis islevleri ile destek islevlerinin secimi kuskusuz tek secenek
degildir. Ayrica, asagida degisik bicimde secimler sonucunda elde edilen degerlere

iliskin gosterilimler yer almaktadir.

Asagida ilk olarak verilen gosterilim icin segilen u(x) = v/2/y/Tcosx and v(y) =
N /+/7siny destek iglevleri ile elde edilen gosterilim ele alinmaktadir.

K(x,y) =cos(x+y) = aqui(x)vi(y)+Bruz(x)vi(y) + nui(x)va(y) (4.24)

oyle ki,
T 2 2
=0, fi=n= > up(x) = —% sinx, vo(y) = %COSY (4.25)
yazilabilmektedir. Yukarida ilk iki secimdeki andiran yap1 asagida u(x) = v/2/+/Z sinx
ve v(y) = v/2/+/Tcosy destek islevlerinin seciminde de goziikmektedir. Burada da bir

onceki secime esdeger yapida sonuglar elde edilmektedir. Boylece, gosterilim,
K(x,y) =cos(x+y) = oqui(x)vi(y)+ Biua(x)vi(y) + niui(x)v2(y), (4.26)

T 2 2
=0, fi=n= > up (x) = %COSX, va(y) = —% siny 4.27)
biciminde yazilabilmektedir. Burada destek islevlerinin /2/mcosx ile /2 /msinx,
ve, y/2/mcosy ile y/2/msiny islevlerinin dogrucul birlegsiminden se¢imi olgusunun
CYCUCG ni kolaylastirdigin1 yinelemek gerekmektedir.

4.2.2 Uyumlu destek islevleri ve oziiyle tutarh CYCUCG

Bir onceki boliimde, destek islevlerinde kolaylik saglayisin gosterilim icin oldukca
onemli yer tutan sorunlardan biri oldugu vurgulanmaktadir. Bunun i¢in en azindan
bu ana dek bilinen bir yontem ortaya konmustur. Bu, verilen bir destek islevi i¢in
g dogrucul tiimlev islecinin sifir uzayindaki bilesenleri yok eden uygun agirliklar

kullanma yoludur. Burada sozii edilen yonteme iliskin asagida verilen agirlik islevini
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ele alalim.

Wi =77 f0) =775 f) = | " vk () £ (),

Kp(x,y) = g cos (x — y) (4.28)

Yukarida ele alinan cekirdek islevi icin bakisimin oldugu 6ngoriilmektedir. Bu

durumda,

~

W f(x)= gcosx/oﬂdycosyf(y) + g sinx/ondysinyf(y) (4.29)

~

yazilabilmektedir.  f(x) islevinin belirtilen agirlik isleci altindaki goriintiisii, .#
islecinin sol ve sag sifiruzaylarimin biitiiniiyle disinda kalmaktadir. Bagka bir deyisle,
sifiruzay bilesenleri w isleci altindaki goriintiisiinden ¢ikarilmisti. Bu olgu bize

asagida yer alan destek islevlerini tantmlama olanagi saglamaktadir.

= A;VT/ Ug(x), v(x) = A;VT/ Vg(x) (4.30)
#7503 H

u(x)
W v (x) H

Burada u,(x) ve v,(x) islevleri bir bicimde elde ettigimiz iiretec destek islevleridir
(ing: generating support functions). Artik, (4.30) ile verilen esitlikleri daha belirtik bir

yapida yazabiliriz.

2
u(x) = uci COSX + Uy——sinux,

VT VT
1 (= 1 (=
=— | d =— [ dysi
wo= o [aveosyug0), == [“dysingig )

T 2 n 2
Upr = \/(/0 dycosyug(y)> + (/0 dysinyug(y)) (4.31)

Yukarida, u(x) destek islevi i¢in verilen esitlikleri andirimli olarak v(x) destek islevi

icin de yazmak olanaklidir. Bu ¢ikarim destek islevlerinden sifiruzay1 bilesenlerinin

yokedimi olgusunun gerceklestigini gostermektedir.

(4.28) ile verilen agirlik islecini ayrica 7 ile bziine esinin ¢carpiminin sliileri tiirtinden
tanimlamak da olanaklidir. Bu durumda degisen tek sey 7/2 degerinin kuvvetleri
olacaktir. Destek islevlerinin sonucunda herhangi bir degisim gozlenmeyecektir.
Bunun nedeni secilen agirlik islecinin izgecil ozelligidir. g islecinin sifirdan degisik

yalnizca iki 6zdegeri vardir.
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5. CYCUCG ILE iKiLi CARPIM AYRISTIRIMI

5.1 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpmmlar Gosterilimi ile Ikili Carpim
Ayristirmmi

Ikili ¢arpimlarin yer aldig1 toplamdizi a¢ilimlar bir cok uygulayimeil alanda yaygin
olarak kullanilmaktadir. Bu olgu CYCG yonteminin ilgili alanlarda irdelenisine
yol agmistir. Dogrucul tiimlev isleglerinin ikidegiskenli ¢ekirdek islevini asagidaki

bicimde
Kpp(x,y) = ¢ (x)@(y), x € [ai,b1], y€[ax,b] 5.1)

ile tekdegiskenli iki islevin dig¢arpim tiiriinden segtigimizi varsayalim. CYCUCG’ne
taban olan ikidegiskenli CYCG yardimiyla

b] b2
a=0p, o= [ dWNuX9kx), p=[ dWmEid)ed), (2)

aj a

by 1/2 by 1/2
mzp(acmm@m@f—&), nzo(acM%@m@V—pﬁ (53)

1 2

\

un(x) = ¢x) — o (x) 1a(y) = ) —pvi(y) (5.4)

19 — ouill, lo —pvilly
esitliklerini yazmak ve boylece uy(x), vo(y) tiiretilmis destek islevleri ile a;, B ve 71
degistirgelerini elde etmek olanaklidir. Tiim bu bilesenler ilgili agirlik islevlerinin de
icerildigi tiimlevler yardimiyla belirlenmektedir [21,22,26]. Yukarida (5.1) ile verilen

discarpimlar tiirtinden secilmis ikidegiskenli cekirdek islevini
Kpp(x,y) =u(x)"Zpp v(y) (5.5)

ile dizey ayistirnmui ile yazmak olanaklidir. BP ile ikili ¢carpim (ing: binary product)

anlatilmak istenmektedir. £pp cekirdek dizeyi agik olarak

1/2
op o (lloll; ~p?)
ZBP = (56)

p(lo12=0*)" (Io12=02)" (lol2—p?)""
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biciminde dig¢arpimcil 6gelerden olugsmaktadir. Ayrica sol ve sag yandaki yoneyler,

u() =[un(x) w@)]", v =) ] (5.7)

ile verilen destek yoneyleridir. Burada cekirdek dizeyini ve cekirdek islevi icin

degistirgeler tiiriinden ikidegiskenli CYCG acilimini

e ] = S 69
olacak bicimde yazmak olanaklidir. Xpp dizeyinde yer alan oy degistirgesi, o =
B171/0op ile hesaplanmaktadir. Ayrica yeni elde edilen u;(x) ve v (x) destek islevleri
"sol ve sag yan tiiretilmis destek islevleri" olarak adlandirilmaktadir. Bir sonraki adima
gecis igin 1s1K tutan bir bulguyu burada yinelemekte yarar vardir: Xpp bir discarpim

olarak ele alinabilir. Ayrica bu dizey tiim 6geleri sifirdan degisik olan dolu bir dizeydir.

Boylece dordiil obek yapisina gidiste ilk imler ortaya ¢cikmis goziikkmektedir [45].

5.1.1 Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Okuclu Cekirdek Gosterilimi
(CYCOCG)

Bu boliimde amag, bir onceki boliimde anlatilan CYCUCG yontemini bir adim daha
ileri tasiyarak ayristirrmdaki ¢ekirdek yapiyr okuclu duruma doniistiirmektir. Bunun
yanisira daha once belirtmis oldugumuz carpimecil yapidaki islevler olgusunu gelis-
tirerek ayristirimi bilimsel yazinda oldukga sik kullandigimiz belli bagli yontemlere

katki saglayacak bicimde ortaya koymaktir.

Yakin zamanda yapmis oldugumuz ¢alismalarda CYCUCG icin bilimcil uygulayimlar
gerceklestirmis  ve tekdegiskenli islevlerin carpimi  biciminde tanimlanmis
ikidegiskenli islevler i¢in bir kesim cikarimlarda bulunmustuk [21]. Bu anda ise
bu olguyu daha da 0zelsiz duruma getirmeye calisacagiz. Bunun i¢in elimizde
tekdegiskenli islevlerin carpimlarinin sonlu toplamindan olusan ikidegiskenli bir

islevin oldugunu varsayalim. Bu iglevi
m
foy) =) 6i(0eiy) (5.9)
i=1

biciminde kapali yapida gostermek olanaklidir. Burada m degeri artitanimli sonlu
degerli bir sayili simgelemektedir. Ayrica ¢ ve ¢ ile simgeledigimiz tekdegiskenli
islevlerin bilindigini 6ngorelim.
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Daha onceki uygulayimcil calismalarimizda elimizde tek bir carpimla simgelenen
islevler vardi. Dolayisiyla, ayristinmda olusturdugumuz sol ve sag destek
yoneylerinde yalnizca yeni destek islevlerinin eklenisi ile boyut kazandirilan bir
yap1 s0z konusuydu. Ancak, simdi elimizde bu islevlerin sonlu toplamindan olusan
bir yap1 vardir. Bu durumda ise, her bir anlatim i¢in ilk adimda ayn1 u;(x) ve v;(y)
baglangic destek islevleri ile baslamig olsak da, anlatimlardaki yineleyis sonrasinda
degisik destek islevleri elde edecegimiz agiktir. Bu degisiklik toplamdaki terimleri
olusturan iglevlerin degisik olusundan kaynaklanmaktadir. Bu nedenle aradaki
degisiklesimi de vurgulamak adina ¢;(x)@;(y) carpimcil anlatimlarinin ayrigtirimi ile

elde edilen sol ve sag destek iglevlerini u;4 1 (x) ve vy (y) ile simgelendirebiliriz.

(5.9) ile verilen sonlu toplamdaki her bir ¢;(x)@;(y) anlatimi tek tek irdeleyelim.

Boylece i = 1,2,3,...,m olmak iizere

G()P0) = T (i0) + Bftigr (v () + Fur (Vi1 ()
+ i1t (X) Vi1 (y) (5.10)
ile her bir anlatim i¢cin CYCG yontemi ile elde edilecek acilimi1 yazmamiz olanaklidir.
Asagida (5.11) ve (5.12) esitlikleri, (5.10) ile acik yapist verilen sonlu toplamda yer

alan her bir anlatim icin CYCUCG ag¢ilim1 uygulanisi sonucu elde edilen bilesenleri

simgelemektedir.

. 1 1
a'=cp, o= /O dxuy ()9i(x),  pi= /0 Ay ()eiy), (.11

_ i i
Biit Ep,-\//o dx¢i(x)2 — 0?2, Vi EG,'\//O dx@;(y)? — p?. (5.12)

Ikidegiskenli carpimcil f(x,y) islevi, aslinda, iki ayri tekdegiskenli islevin ¢arpimin-
dan olustugu i¢in tiimlev belirleniminde bize ikikath tiimlevleri tekkatl tiimlevlerin
car- pimu tiiriinden belirleyis kolaylig1 gibi olduk¢a 6nemli bir katki saglamaktadir. Bu
durum da bize ﬁgi) degismez bilegenleri iki ayr1 tiimlevin ¢arpimi biciminde tanimlama
olanagi vermistir. Ayrica yine belirleyis kolaylig1 getirmesi acisindan her bir anlatimda

aymi baglangi¢ destek islevleri ile yola ¢itkmamiza kargin, bu agilhimdaki 7, (x) ve

Vir1(y) ile elde edecegimiz tiiretilmis destek islevleri baslangicta secilen uj(x) ve
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vi(y) destek iglevlerine dikgen ve birimboylulasgtirilmis ancak birbirine de dikgen olma

zorunlulugu olmayan islevler bi¢cimindedir. Bu islevlerin acik yapisini

By () = B =000 gy S GOIZPM) o5 s
19i — O | 19i — pivi |
ile yazmak olanaklidir. Tiim bu bulgu ve tanimlamalar 15181nda ikidegigkenli asil
islevimizi
f(x,,Y) = Zal ui +Zﬁiﬁi +Z’}/lu] VH']
i=1 i=1

Ql

—

+ i+ 181 (X)Vig1(y) (5.14)

biciminde yeniden yazmamiz olanaklidir. Ayrica asagidaki gibi daha tikiz bir goste-

rilim ile de islevi simgelendirebiliriz.

F(x,) = Wn(x) " KaViu (). (5.15)

Burada,

W (%) = [w1(x) (%) o T ()] Vu3) = 1) 20) V()] (5.16)

ile geleri destek islevleri olarak tanimlanan yoneyler ve

S (i) (m+1) (m+1 - (m+1) m+1 & m+1 (m+1)T
Ky = ZOH € € Zﬁz i+1 Z z+1
i=1 i=1 i=1
4 (m+1) (m+1)T
+ Y el el (5.17)

I
—_

ile okuclu yapida tanimlanan ¢ekirdek dizeyi simgelenmektedir. K4 ¢ekirdek dizeyinin
okuclu yapisin1 agarsak, yalnizca kosegen ile ilk yataysira ve diiseysirada yer alan

Ogelerin sifirdan degisik, diger Ogelerin sifir oldugu dizey amacglanmaktadir. Ky

(m+1)

dizeyinin agiliminda sag yanda e;

ile simgelendirilen yoney ise i. 0Ogesi 1
diger o6geleri O degerini alan m 4 1 6geli yoneyleri anlatmaktadir. Tiim bu bulgular
sonucunda gosterilim yontemi Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Okuclu

Cekirdek Gosterilimi (CYCOCG) adim1 almaktadir.
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5.1.1.1 Cokdegiskenliligi yiikseltilmis iickosegencil ve okuclu cekirdek gosteri-

limleri arasindaki iliski

Yukarida ayrintilandirdigimiz her iki gosterilim de temelde CYCG yontemi taban
alinarak gelistirilmistir. Dolayisiyla, bir kesim ara islemler yardimiyla iki gosterilim
icin bir iligki tanimlamak olanaklidir. Bunun icin, 6ncelikle, iki yontemin birbirinden
ayrildig1 noktalara deginmek gerekmektedir. Kuskusuz, gosterilimler arasinda bir¢ok
ayrilik s6z konusudur. Ancak bunlardan en temel olant CYCUCG’ nde elde edilen
destek iglevlerinin birbirine dikgen oldugu olgusudur. CYCOCG icin bdyle bir
kisithlik s6z konusu degildir. Bu ayrihigin nedeni CYCUCG gosteriliminden elde
edilen ikidegiskenli CYCG bilesenine yinelemeli olarak sifirlanim gergeklesinceye
dek acilimin uygulanmasidir. CYCOCG ’nde ise ayri ayri toplamcil anlatimlara
yontem uygulandifindan degisik tiirde destek islevleri elde edilmektedir. Bu
yiizden bu islevlerin birbirine islevcil dikgenligi gerekli degildir. ki gosterilim
arasindaki iligskiyi belirleyebilmek adina dikgenlik olgusunu taban alarak bir kesim
ara islemler gerceklestirece8iz. Bilimcil yazinda oldukg¢a sik kullanilan dikgenlestirim
yontemlerinden aklimiza ilk gelen Gram-Schmidt dikgenlestirim yontemidir. Bu
yontem yardimiyla birbirine dikgen olmayan yoney 68elerini dikgen duruma getirmek

olanaklidir.

Bir onceki boliimde yer verdigimiz CYCOCG’nin ortiik bi¢cimde yazilmig dizey
ayristirrmini ele alalim. Bu ayrigtinnmda sol ve sag yandaki u,,(x) ve v,,(y) destek
yoneylerine Gram-Schmidt dikgenlestirim yOntemini uygulayistmiz olanaklidir.

Ayrintilarina ¢ok deginmeye gerek duymadan bir kesim iglemler sonucunda asagida

u,(x) = T, (x), Vi (y) = TrVu(y) (5.18)

ile gosterilen esitliklerde yer alan (m+ 1) x (m + 1) boyutlu T, ve Tg altiiggencil
sol ve sag yan dizeyleri yardimiyla dikgen ve birimboylulastirilmis w,,(x) ve v,,(y)
ile gosterilen yoneylere gecis olanaklidir. Boylece (5.15) ile anlatilan esitligin sag

yanindaki ayrigtirim i¢in asagidaki esitligi yazmak olanakli duruma gelecektir.
— — -1 _
T () KV () = ()7 (T{ KTy 1) v(y). (5.19)

Yukaridaki bu gosterilimin sag yaninda ayiraglar icinde yer alan c¢ekirdek dizeyin

tickosegencil olus gerekliligi yoktur. Ancak, bazi diizenleyisler yardimiyla bu
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dizeyi iickdsegencil yapiya getirmek olanaklidir. Bunun i¢in sirasiyla Ry ve Rp ile
gosterdigimiz sol ve sag yan doniisiim dizeylerinden yararlanabiliriz. Bu doniisiim
dizeylerini ilk adimda (5.18) bagintis1 ile verdigimiz esitliklere uyguladigimizda
dikgenlik ve birimboylulugu etkilemeyen ancak iickOsegencillestirim saglayan bir

doniisiim elde etmemiz olanakli duruma gelecektir.
u,(x) =R Tru,(x), Vin(y) = RRTrV(y). (5.20)

Boylece (5.19) ile verilen bagint1 yerine asagida (5.21) ile verilen ayristirnrm yazilabil-

mektedir.
_ _ -1 _
U (%) KV (y) = (x)" (RLTZ KATR1R£) v(y) = un(x) Krv(y). (5.21)

Bu esitlik ile K4 okuglu dizey gosteriliminden K7 tickdsegencil dizey gosterilimine
gecisin tikiz yapisi belirlenmis olmaktadir. Bagka bir deyisle, CYCOCG ile CYCUCG

arasindaki iligkilendirim tanimlanmastir.

5.1.1.2 Okuclu dizey gosterilimden iickosegencil gosterilime doniisiim

CYCUCG yonteminin ¢ekirdek dizeyinde iigkdsegencil bir dizey yer alirken
CYCOCG’nde okuglu bir dizey gosterilimi yer almaktadir. Bilimcil yazinda ve
var olan bir ¢ok bilimcil sorunda uygulama kolaylig1 getirmesi acisindan daha ¢ok
tickosegencil yapilar veya bu yapilara gecis yeglenmektedir. Bu baglamda gelistirilen

iki yeni yontem arasinda bir gegis ortaya koyabilmek onem kazanmaktadir.

Bu yolla ilerleyis i¢in asagida verilen 2 x 2 boyutlu A dizeyini ele alalim.

(0G|

A=
B

. (5.22)

Dordiil yapidaki A dizeyini 0zii geregi hem iickdsegencil hem de okuglu olarak
degerlendirmek olanaklidir. Bu nedenle, asagida Qp ve Q; ile simgelenen doniisiim

dizeylerini tanimlamak olanaklidir.

10 0 1
le[o 1], QZZ[I O] (5.23)
Boylece, asagidaki bicimde verilen ¢arpimcil gosterilim yazilabilmektedir.
0 n
AQq = =A. 5.24
Ql Ql ,Bl a :| ( )
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Ayrica aym1 A dizeyi icin bir diger doniisiim dizeyi ile degisik dizilimi olan bagka bir

tickosegencil dizey olusturmak da olanaklidir.

Q:AQ; — { % P (5.25)

n o

Dordiil dizeyler, doniisiim yOnteminin gelistirilebilmesi i¢in yeterli degildir. Bu
baglamda, boyut artisina gidilisi ve inceleyisin ayritili bir bicimde siirdiiriiliisii

gerekmektedir. Ilk adim olarak 3 x 3 dizey gosterilimini olan okuglu A dizeyi ele

alalim.
a n %
A= ,31 a 0 . (5.26)
B 0 o3

Ayrica, 3 x 3’lik Qq, Qz ve Q3 doniisiim dizeylerini asagida verildigi bi¢cimde

tanimlayalim.
1 00 010 0 01
Q=01 0], Q=|100]|, Q3=[01 0]. (5.27)
0 0 1 0 0 1 1 00

Yukarida (5.27) ile verilen doniisiim dizeyleri yardimiyla inceleyisimizi siirdiirelim.
A dizeyin sol ve sag yandan Q; doniisiim dizeyi ile carptigimizda asagidaki bicimde

tickdsegencil bir dizey elde etmek olanaklidir.

(07 ﬁ] 0
QAQ=| n o P |. (5.28)
0 B w

Bu kez, A dizeyini sol ve sag yandan Q3 doniisiim dizey ile ¢arptigimizda bagka bir

okuclu gosterilimi olan dizey elde etmek de olanaklidir.

oz 0 P
QAQz3=| 0 o B |. (5.29)
Y n o0

(5.29) ile elde ettigimiz dizeye ardindan Q; doniisiim dizeyini uyguladigimizda

o3 B 0O
Q:Q:AQ:Q:=| » 1 N (5.30)
0 Bi o

ile verilen iickdsegencil dizeyi elde etmek olanaklidir. Bu ¢alismalar bize doniisiimiin
endzelsiz durumunun tanimlanisinin ashinda diisiintildiigii diizeyde yalin bir olgu

olmadiginin izlerini vermektedir.
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5.1.1.3 Bilgisayimcil uygulayislar

Bu boliim, verilen ikidegiskenli islevler icin bir dizi sayicil uygulama sunarak
bu yontemin inceleyisine olanak saglamaktadir.  Ayrica, CYCOCG ayristirim
yontemini kullanarak birden ¢ok carpimcil ikidegiskenli islevler yardimiyla asil
islevi genigleterek yeni bir bakis acis1 da getirmektedir. Bilgisayimeil uygulayiglar
10.0.2.0 siirtimlii Wolfram Mathematica ile 50 basamak duyarlilik kullanilarak ortaya
konmustur.

Ornek 1:

Ik olarak carpimcil yapisi goz ardi edilerek islenecek olan cos(x+7y) islevi ile
baslayalim. Bu ikidegiskenli isleve CYCUCG ayristirma yontemini uyguladiktan

sonra, 0zelsiz yapis1 asagida belirtilen

_ | 0.496751 0.227949
Kr= { 0.227949 —0.041087 ] (531
cekirdek dizeyi ile
U= 1
| —2.179220+ 3.691485co0s(x) —2.016675sin(x) |’
V= ! (5.32)
~ | —2.179220 4 3.691485c0s(y) — 2.016675sin(y) '

sol ve sag yan destek yoneylerini elde ederiz.

Secilen islevin inceleyisinde ilk asamada dordiil yapida dizey kullanilarak yaklasim
ele alinmustir. Oteki bir deyisle, iki adim icin 6zyineleyis kullamlmistir. Asil islev
ile yaklagik olarak olusturulan islevin boy degisimi 0.0005 olarak belirlenmistir. Bu
bulgular1 inceledigimizde, dordiil yaklagimin asil iglevi gostermek icin yeterli olmadigi
sonucuna variriz. Asagida Cizim 5.1 ile 2 x 2 boyutlu yaklagik islev ile asil islevin
cizimleri yer almaktadir. Kirmizi yiizey, asil iglevi gosterirken mavi olani ise yaklasik

isleve karsilik gelmektedir.
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(a) Sag yandan bakig (b) Sol yandan bakis

(c) Ustten bakis (d) Alltan bakis
Cizelge 5.1 : cos(x+y) islevi igin 2 yinelemeli CYCUCG ¢izimleri

Burada, fyp) CYCUCG ayristinnm yontemi ile belirlenen isleve karsilik gelmektedir.
Boyutu 3’e yiikselttigimizde, CYCUCG ile elde ettigimiz yeni ayristirim dizey ve
yoneyleri asagidaki bicimde olacaktir.

0.496751 0.227949 0.
Kt = | 0.227949 —-0.041087 0.012163 (5.33)
0. 0.0121633 —0.001016
oyle ki,
- . -
U=| —2.179220+3.691485cos(x) —2.016675sin(x) |,

| —26.101985 +23.748004cos(x) 4+ 13.310332sin(x)

1
V=| —2.179220+3.691485cos(y) —2.016675sin(y) | . (5.34)
| —26.101985 4 23.748004cos(y) + 13.310332sin(y) |

Boyutun bir arttirilmasi, yontemdeki kalan bilesen yokedimine dayanan yineleyisin
ic adim icin kullanildig1 anlamina gelmektedir. Asil islevin gosteriliminin niteligini
olgmek adina yamlg: inceleyisi yapildiginda 1.281152.1073% gibi bir deger elde
edilmistir  Bu da bizi yontemin asil islevi oldukca iyi gosterdigi ¢ikarimina

gotiirmektedir.
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(a) Sag yandan bakig (b) Sol yandan bakis

1.0 10

(c) Ustten bakis (d) Alttan bakis
Cizelge 5.2 : cos(x+y) islevi igin 3 yinelemeli CYCUCG ¢izimleri

Cizim 5.2 boyut artisginin etkilerinin tiirliiliigiinii acik bir bigcimde gostermektedir.
Ayrigtirimin boyutunun  arttirthsinin CYCUCG  yonteminin niteligini  arttirdigimi
ayirdetmek olanaklidir.

Ornek 2:

Oteki bir 6rnek uygulama olarak (e*+e”)/(1+x+y) islevi segilmistir. Andirir
bicimde, ilk olarak yontemi 2 x 2 dizey ayristirimu ile inceleyis gergeklestirilmigtir.
Ancak oOnceki ornekle karsilastirnmli olarak, bu islev, yapisina bagli olarak daha
cok bilgisayim karmasiklig1 gosterir. Bu nedenle yalnizca ¢ekirdek dizeyini, yazim

kolaylig1 a¢isindan, asagidaki bicimde vermek olanaklidir.

_ | 1.720984 0.034872

Kr=1 0034872 0.004772

(5.35)

Asagida Cizim 5.3 ile 2 x 2 boyutlu yaklasik islev ile asil iglevin ¢izimleri yer
almaktadir. Daha 6nceki c¢izimlere andirimli olarak kirmizi yiizeyi ile asil islev, mavi
yiizey ile ise yaklagik islev anlatimak istenemktedir. Yanilg1 boy degeri 0.0000378336
olarak belirlenmistir.

Ornek 3:

Bir sonraki 6rnek olan iigiincii uygulamada islev sin (x) + cos(2y) +e* +y'? 4-1 olarak

secilmistir. Dizey boyutu 2 x 2 olarak ele alinmistir. Boylece Kt iickdsegencil
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cekirdek dizeyi

| 3.723537 0.329522
Kr= { 0.736390 —2.551521 x 103 } (5.36)
olarak elde edilmektedir. Sol ve sag yandaki destek yoneyleri ise
U= !
| 1.357976(—2.17798 + ¢* +sinx) |’
V= ! (5.37)
~ | 3.034697(—0.545558 4 y'? 4 cos 2y) '

yoneyleri biciminde yazilabilmektedir.

— f(x.y) 3
00 | — fapplx, ¥) )

0.0~ 1.0

(a) Sag yandan bakis (b) Ustten bakis

10| — 1y B
— faley) | s

(c) Sol yandan bakig (d) Alttan bakig
Cizelge 5.3 : sin (x) + cos(2y) 4 € +y'0 4 1 islevi icin 2 yinelemeli CYCUCG ¢izimi

Bu savdaki tiim iglevler sinayis islevleri olarak seckisiz olarak alimir. Burada, bu
yeni gelistirilen yontemlerin niteliginin tiirliiliigiinii gdstermek amaglanmaktadir. Bu
nedenle degisik islevler i¢in arastirimlar gergeklestirilmigtir. Tiim bunlarin yani sira
orancil yapidaki islevlerin inceleyisi de gerceklestirilmistir. Ancak, bu islevler icin
yonteme uygun destek ve agirlik islevi se¢cimlerinin gerektigi gézlenmektedir. Baska
bir deyisle, ice aktarim zorluklarindan kaynaklanan bilgisayim karmagikliklar1 vardir.

Bu durum oldukga ayr1 bir inceleyis konusudur.
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Ornek 4:

Son uygulama (x®+1) (y°— 1) + "™ + sin(2x) cos(y) islevini taban almaktadir. Bu
sinay1s islevinin belirlenis siiresi (x6 +1) (y6 —1), " vesin(2x) cos(y) islevlerinin
ayr1 ayr belirlenisinde daha yiiksektir. Ayri ayn inceleyis ve ardindan cekirdekte
okuclu yapida bir dizey ayristinmiyla biraraya getiris belirlenisi kolaylastirsa da
okuclu yap1 sonrast elde edilen sol ve sag yan destek yoOneylerinin bilegenleri

arasindaki dikgenlik olgusu ortadan kalkmaktadir.

[k adim baglaminda (x6 + 1) (y6 — 1) islevine CYCUCG yontemini uyguladigimizda

_ [ —0.979592  0.271690
K= [ 0.203767  —0.0565149 1 (5.38)
tickosegencil ¢ekirdek dizeyini ve
U= :
~ 1 0.600925 — 4.206476x° |’
1
V =| —0.600925 + 4.206476x° (5.39)

sol ve sag yan dikgen ve birim boylu destek islevlerinden olusan destek yoneylerini

elde ederiz. Andiriml bicimde, ¢ islevi i¢in yontemi uyguladi§imizda,

_ [ 2.952492 0.845345
K= { 0.845345 0.242036 } (540)
cekirdek dizeyi ile
U= :
~ | 1.18295(1.718280e* — 2.952490) |’
V= ! (5.41)
~ | 1.18295(1.718280e” — 2.952490) '

sol ve sag yan destek yoneylerini elde edeirz. Son olarak Ornekte yer alan

sin(2x) cos(y) islevine CYCUCG yontemini uyguladigimizda da,

0.595823 0.098244 } (5.42)

Kr= [ 0.256935 0.042365
tickosegencil ¢ekirdek dizeyini ve

- 1
U= [ —2.318969 4 6.550018 sin(x) cos(x) } ’
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1

V=1 6.064754+7.207324 cos(y)

(5.43)

sol ve sag yan destek yoneylerini elde etmek olanakhidi. CYCUCG yontemini
kullanarak asil iglevi olusturan bu ii¢ islevi ayr1 ayn iickdsegencil dizey gosterilim
tiriinden anlatmig olduk. Bu anda ise CYCOCG yontemi yardimiyla bu iglevlerin

toplamlar1 tiirlinden gosterilen asil islevi tek bir dizey gosterilimi tiiriinden yazisimiz

olanaklidir
2.568723  0.271690  0.845345 0.098244
1 0.203767 —0.0565149 0 0
Kr= 0.845345 0 0.242036 0 (5.44)
0.256935 0 0 0.042365

Bu birlestirimden elde edilecek olan sol ve sag yan destek islevleri yoneyleri ise
sirastyla,

1
0.600925 — 4.206476x°
U=| 1.18295(1.718280¢e" —2.952490) |,
—2.318969 + 6.550018 sin(x) cos(x)

1
—0.600925 + 4.206476x°
V = 1.18295(1.718280e” — 2.952490) (5.45)
—6.064754 +7.207324cos(y)

biciminde olacaktir.

10 | = fixy) 10 | — f(xy)
— fan(X,¥) — fapl(x,¥)

(a) CYCUCG, 0.0040402 (b) CYCOCG, 4.151266 x 10~12
Cizelge 5.4 : (x6 +1) (y6 — 1) + €7 + sin(2x) cos(y) islevi i¢in 2 yinelemeli gizimler

CYCUCG yontemi, ikidegiskenli islevin CYCG yontemiyle yineleyisli ayristirrmindan
tiretilmistir. Yontemi ikiden ¢cok degiskeni olan islevler i¢in de gelistirmek olanaklidir.

Bu konu, ¢ok yeni bir gelecek ¢calisma konusu olarak ele alinacaktir.
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Bu boliimde verilen 6teki bir ayristirrm yontemi de, ¢ekirdek dizeyinin bir ok ucu
yapis1 barindirdigi, sol ve sag destek yoneylerinin ise, 6geleri karsilikli olarak dikgen
olmayan destek islevlerinden olusan CYCOCG yontemidir. Bu yontem, ikidegiskenli
islevler icin esnek bir ayarlayls yapmamizi saglamaktadir. Dis carpimlar tiiriinden
sonlu toplamdan olusan islevler tekdegiskenli iglevlerin CYCOCG gosterilimi ile ele
alinabilir. Taylor toplamdizilerinin yakinsayisi ile baglantili olarak yontemin yiiksek
niteligi olarak tez bir yakinsayis elde etmek olanaklidir. Bu boliimde ayrica, kisaca,
okuclu yapidan doniigiim iizerine de odaklanilmistir. Bilimcil yazinda ilickdsegencil
dizey yapisinin uygulayimcil kolayliklari olusu nedeniyle daha sik kullanildig1 aciktir.
Bu o6zellik yogun bir calismadir ve yakin gelecekte Ozelsizlestirilebilir bir yontem

gelistirmek amaglanmaktadir.

5.1.2 Paylasimh Dérdiil Obek Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Uckose-
gencil Cekirdek Gosterilimi (PDOCYCUCG)

Bu boliimde amag, onceki boliimde anlatilan CYCUCG yontemini bir adim daha
ileri tasiyarak ayristinmdaki cekirdek yapiyr ortiistiiriilmiis dordiil 6bek duruma
doniistiirmektir. Bunun yanisira daha once belirtmis oldugumuz ¢arpimcil yapidaki
islevler olgusunu gelistirerek ayristirtmi bilimcil yazinda oldukca sik kullandigimiz

belli bagl yontemlere katki saglayacak bicimde ortaya koymaktir.

Yakin zamanda yapmis oldugumuz ¢alismalarda CYCUCG igin bilimcil uygulayislar
gerceklestirmis ve tekdegiskenli islevlerin carpimi  biciminde tanimlanmis
ikidegiskenli islevler icin bir kesim ¢ikarimlarda bulunmugtuk. Bu anda ise bu olguyu
daha da genel duruma getirmeye calisacagiz. Bunun i¢in elimizde tekdegiskenli
islevlerin carpimlarinin sonlu toplamindan olusan ikidegiskenli bir iglevin oldugunu

varsayalim. Bu iglevi

BPS (x,y) (5.46)

I\Ms

biciminde kapali yapida gostermek olanaklidir. Burada m degeri artitanimli sonlu
degerli bir sayili simgelemektedir. Ayrica ¢ ve ¢ ile simgeledigimiz tekdegiskenli
islevlerin bilindigini 6ngorelim. Burada BPS ile ikili carpimlar toplami (ing: binary
product sum) sdylenmek istenmektedir. Daha 6nceki uygulayimcil ¢alismalarimizda

elimizde tek bir carpimla simgelenen islevler vardi. Dolayisiyla, ayristirnmda
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olusturdugumuz sol ve sag destek yoOneylerinde yalmizca yeni destek islevlerinin
eklenisi ile boyut kazandirilan bir yap1 s6z konusuydu. Ancak, simdi elimizde bu
islevlerin sonlu toplamindan olusan bir yap1 vardir. Bu durumda ise her bir dig¢arpim
anlatiminin baglangictaki destek islevleri u;(x) ve v;(x) olmak iizere buradan tiireyen
(i+1). destek islevleri bir sonraki adim i¢in baglangi¢ destek islevleri olacaktir. Bagka
bir deyisle, birinci adimda yer alan ¢; (x)@; (y) anlatimini ele alalim. Burada baglangi¢
destek islevleri i¢in secilen uj(x) ve vi(x) destek islevleri ile yontemi uyguladigimizi
varsayalim. Buradan tiiretecegimiz us(x) ve vo(x) sol ve sag yan destek islevleri bir
sonraki ¢carpimeil anlatim olan ¢, (x)@>(y) icin basglangic destek islevleri olacaklardir.

Boylece ardarda baglanmig bu yapi ile her bir discarpim

o (x)@i(y) = ai(l)ui(x)vi()’)+ﬁiui+1(x>vi(y)+7i”i(x)vi+l()’)

e D (v (), i=1,2,3,.. (5.47)

ile yazilabilmektedir. Bu ilerleyis bize ayrica ardisik tiiretilen destek islevlerinin
dikgen ve birimboylu olusu olgusunu da kazandirmaktadir. (5.47) ile verilen

acilimdaki bilesenler agik olarak

by by
oV =cp, a=[ AWE@uEx), pi=[ dWEV)e), (5.48)

1/2 1/2
B=pi(lol-0?)." w=ai(lell-p?). (5.49)
wipy () = R o) - @) =pmily) 55 (550

10i — oyl loi —pivill,

ile belirlenmektedir. Tiim bu bulgu ve tamimlayiglar 1s181inda ikidegiskenli asil

islevimizi
Kps(6y) = Y o Vui(oviy) + Y Bt (6)vi(y) + Y. waai(x)vi 1 (v)
i i=1 i=1
+ Y o1 (it () = v () Zipvn () (5.51)

biciminde yeniden yazisimiz olanaklidir. Ayrica agagidaki gibi daha tikiz bir gésterilim

ile de islevi simgelendirebiliriz.
Kyps(6,7) = ()T Zgpsvin(y) (5.52)
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oyle ki,

un(0) = [w1(x) w2(x) ot (0], V() = 1) v20) - V1 ()] (5.53)

veE

m o m+1) (m+)T L m+1) (m+D)T L m+1) (m+n)T
T PN S A

(m+1) (m+1)

T
(mile a=a", g=a®+al), i>1 (554

+ i1 i

m
o;1€

i=1

(m)

olsun. Xp,¢ dizeyinin agiliminda sag yanda e(m;r])

ir1 ~ ile simgelendirilen yoney ise i.
0gesi 1 diger 6geleri 0 degerini alan m + 1 6geli yoneyleri anlatmaktadir. Goriildiigii
gibi ¢ekirdek dizeyininin sifirdan degisik 6geleri dizeyin kdsegeninde ve kosegenin
komsulugunda yer almaktadir. Boylece Zg;)s dizeyi 2 x 2 tiirlinde paylagimli dordiil
obeklerin kdsegen iizerinde yer aldig1 iickdsegencil bir duruma doniismektedir [17,45].
Bu nedenle, sag yan agilimi "Paylasimli Dordiil Obek Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis
Carpimlar Uckosegencil Cekirdek Gosterilimi (PDOCYCUCG) kesimi" olarak adlan-

dirilmaktadir.

5.1.2.1 Paylasimh Dérdiil Obek Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpmmlar Ucko-
segencil Cekirdek Gosteriliminde destek islevlerinin dikgenlik ve birimboyluluk

coziimleyisi

Daha onceki boliimlerde (5.53) ile verilen u(x) destek islevleri i¢in tiimiiniin birbirine
dikgen oldugunu sdylemek olanakli degildir. Ornegin us(x) L uy(x) ve uz(x) L
up(x) iken uj(x) ile uz(x) destek islevleri arasinda dikgenlik olmak zorunlulugu
yoktur. Daha da ozelsizlestirmek istersek yalmzca her j degeri igin u;(x) L ujiq(x)
olgusundan s6z etmek olanaklidir. Bu durum Zl(gnl% ile Kgé asil cekirdek islevin
izgesi arasinda degisiklige neden olmaktadir. Baska bir deyisle cekirdek islevin dizey
gosterilimini tamamiyla anlatamamaktadir. Ancak, Zg;l,)s dizeyi cekirdek islevinin
izgesi ile ilgili temel anlamda bilgileri tutmaktadir. Ayrica, asil iglevin izgesini tam

anlamiyla yansitan uygun bir doniisiimiin tanimlanmasi gerekliligini de vurgulamak

gerekmektedir.

Bu anda, u;(x) destek iglevlerinin Gram dizeyini ele alalim [46].

by (ul’ul)x (ulaum+l)x
G(u,) = dxtt, (x)u,,(x)T = : : . (5.55)

“ (Ut u1)e o (Umr1s Ump1),
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1 ile m+1 degeri arasinda kalan j altsirasayili destek islevlerinin olusturdugu dogrucul
bagimsiz kiimenin kapsadigi 6gelerden olusan dizey art1 tanimli olacaktir. Bu olgu bizi
Gram dizeyinin Cholesky ayristirrminin incelenisi sonucuna gotiirmektedir [47]. L,
altiicgensel dordiil dizey olmak tizere, Cholesky ayristirrmi ile Gram dizeyini
G(u,) =LL'= [ dxu,(x)u,x)" (5.56)
ai
biciminde yazmak olanakhidir. Boylece, asagida verilen inceleyis ile dikgenlik
olgusundan s6z etmek artik olanakli duruma gelebilecektir.
h 1 1 T b T
dx(L,, "u,(x))(L, uy(x))’ = dxty, (x)u,(x)" =L (5.57)
ap ay

oyle ki,
(%) = [ (%) .. e ()] =L Nay(x). (5.58)
(5.57) ile verilen esitlik bize
(wj,mg) =ik,  jk=1,2,..,m+1 (5.59)

yazim olanag1 saglamaktadir. Andiran durumlar diger yan destek islevleri icin de

gecerli olacaktir. Yukaridaki adimlar1 v;(y) destek islevleri icin de uyguladigimizda

by (V],V1>y (v17vm+1)y

G(v)= | dyvu()Vvm()" = : : . (5.60)

’ (Vm-i-lavl)y (Vm+1vvm+l)y

by
G (V) = LLT = / Ay () V() (5.61)
by 1 1 T by T

| ) )T = [ a0 0)T =Tt 562
V() = [710) - 1] =Ly (), (5.63)
(7 7%), = 0jk,  Jok=12,..m+1. (5.64)

bicimindeki olgulara erisilecedi acikca goriilmektedir. Tiim bu ¢oziimleyisler bizi

K (5,y) = W (x) T Z s Vin () (5.65)
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ile verilen tikiz gosterilime gotiirmektedir. Bu gosterilimin ¢ekirdek dizeyi asagida

(5.66) ile verilen yapida olacaktir.
T =LIEIm Y, (5.66)

Yeni elde edilen dizey ayristirrmindaki fén;)s cekirdek dizeyi artik lickdsegencil
bicimde degildir. Ancak, izgeleri i¢in (m sonsuza yaklastiginda) degisiklik ortadan
kalkacaktir.

5.1.2.2 Iikili carpim toplamdizileri ve kesimcil yaklastirnmlar: PDOCYCUCG

Bilimcil yazinda yer alan bir¢ok ikili ¢carpim tiiriinden islevin toplamcil gosterilimi
=2 9i(®)9;(y) (5.67)
j=1

ile yazilabilmektedir. Ancak 6zelsiz egilim m degeri art1 tanimli sonlu degerli bir sayili

simgelemek lizere

N=Y 000y, m=123,.. (5.68)
j=1
tiriinden kesmeler yaparak isleve yaklasim uygulamaktir. Yaklasik isleve

PDOCYCUCG ile acilim uyguladigimizda

fm(xay) = Zai(l) +Zﬁlul+l +Z%ut Vz+1
i=1
+Y o up 1 (i (v) (5.69)
i=1

biciminde bir sag yan a¢ilimi elde etmek olanakli olacaktir. Daha tikiz bir gosterilim

ile acilimu

Fn(%,) = U () ESA V() (5.70)

tiiriinden gostermek olanakhidir [17,45]. Ilgili islevin boy dordiilii icin de asagida

(5.71) ile verilen esitlikten yararlanilmaktadir.
2 [ Tyl T (m)
Il = [ Wa()dyvn ) Efs G () v, (571
2

Ayni zamanda bu esitlik £5,¢G (u,,)Epps dizeyinin v,,(y) yoney islevi altindaki
beklenen degeridir. Beklenen degeri cekirdek dizeyi u(x) destek islevleri dogrucul

bagimsiz oldugu siirece bakisik ve arti tammmlidir. Bu nedenle (5.71) ile verilen boy

54



dordiil tanimim1 m. kerteden kesimcil yaklastirnminin nitelik 6l¢eni bileseni olarak
ele almak olanaklidir. Boy dordiiliiniin belirlenimindeki olas1 giicliik veya kolayliklar

tiimlevlenen yapilara bagli olmaktadir.

Yukaridaki bagintilar yardimiyla gelistirilen yaklastirim yontemi i¢in nitelik 6l¢eni

_ ful?
A1

olarak tanimlanmaktadir. Yakinsak bir f(x,y) islevi i¢in o, nitelik 6l¢eninin m sonsuza

=1,2,3,... (5.72)

m

gittikge yakinsayis1 beklenmektedir. PDOCYCUCG i¢in bazi1 durumlarda o;, dizisinin

tekdiize olarak artan anlatimlardan olugmasi gerekir ve dizinin eregi 1 olacaktir.

5.1.2.3 Sayicil uygulayislar

Bu béliimde uygulama i¢in ornekleri cogaltmak yerine belli bash 6rnekler iizerinden
Oziiyle tutarli olmasi durumunun gosterilime olan katkilarina iligkin anlatimlara

yer verilecektir. Segilen islev cekirdek islevini amimsatimi agisindan K(x,y) ile

gosterilecektir.
Ornek 1:
IIk olarak
K(x,y) = ! , o<v<l, x,y € [0,1] (5.73)
1—vxy

tiiriinden segilmis bir ¢ekirdek islevini inceleyelim. Bu iglevin (x,y) bolgesinde yakin-
sayan asagidaki toplamdizi gosterilimini ele alalim.

K(x,y:v) = Y Kj(x,y:v), Ki(xy:v)=v/i W lyml j=123.. (574

j=0
Bu gosterilimde PDOCYCUCG ne iliskilendirimin goriilebilmesi acisindan sag@
yandaki islev bilesenlerini asagidaki bigimde ikili ¢arpimlar tiiriinden ayristirdigimiz

varsayalim.
o) =vTal g =viIyl j=1,23,.. (5.75)

Simdi, ilk toplamcil anlatimdan baslamak iizere PDOCYCUCG ni sag yandaki

anlatimlara uygulamaya baglayalim. Baslangi¢ destek islevlerini

up(x) 1y, x,y € [0,1] (5.76)

1y, vi(y)
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olarak segtigimizi varsayalim. Burada 1 ile heryerde 1 degerini alan degismez iglev
anlatilmak istenmektedir. Ayrica yine iglemlerde kolaylik saglamasi acisindan ilgili
[0,1] aralig1 i¢in degismez agirhik altinda galistiimizi varsayalim. Bu durumda bu
agirlik da ashinda 1y ile anlatilan degismez igleve es olacaktir. Bu kisitlar altinda, ara

islemleri atlayarak elde edecegimiz sonug
alV=1, B =0, pn=0 a?=0 (5.77)

biciminde olacaktir. Boylece ilk toplamcil anlatim igin yazacagimiz PDOCYCUCG
acilimi

(0)

K1(x,y) = oV (e (3) = [11 (v) u2<x>1[°‘g) 8“28]. (5.78)

bicimindedir. Bu anda, cekirdek dizeyinin salt en iist ilk anlatimi dolu olsa da bu
gosterilim aslinda ¢ekirdekte bir dordiil 6bek gosteriliminin varligini cagristirmaktadir.
Biraz daha ilerledigimizde bunu acgik¢a gormek olanakli duruma gelecektir. (5.77)
ile verilen esitliklerde sifirlanan Olcekleyis degistirgeleri bizi tiiretilecek destek
islevlerinin sifir de8eri iiretecegi sonucuna gotiirmektedir. Gelistirilen bu yontemin
belki de en dnemli noktalarindan biri budur; destek islevleri sifirlansa bile bu durum
yontemde herhangi bir tikanikliga yol agmamaktadir. Yontemin gerektirdigi kisitlar
altinda yeni dikgen ve birimboylu destek islevleri iireterek ilerleyisi siirdiirmek
olanaklidir. Bu uygulama icin baslangicta secilen sol ve sag yan destek islevleri
degismez islevler tiirlinden se¢ilmisti. Bagka bir deyisle sifirinci kerteden ¢okterimliler
tiriindendi. Bu anda da ilgili degiskenine bagh birinci kerteden cokterimliler oalrak

secilebilirler. Omegin,
w(x) =vV3(2x—1), vy =v3(2y—1) (5.79)

bicimde sol ve sag yan destek iglevleri tiirettigimizi varsayalim. Burada bu se¢imin
kuskusuz tek tiirli olmadigini belirtmekte yarar vardir. Daha onceki evrelerde de
tizerinde sik¢a durdugumuz bir olguyu animsatalim. Destek islevlerinin secimi

yontemin yaklastirrm niteligine dogrudan etki eden olduk¢a 6nemli olgulardir.

Bu tanimlayislar ve secimlerin ardindan asil cekirdek islevinin ikinci toplamcil

anlatimina dogru ilerledigimizde asagidaki esitlikleri yazisimiz olanaklidir.

K> (x,y) = vxy, 0 (x) = /v, ¢ () =V vy. (5.80)
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Bu ilerleyis sonucunda agagidaki esitlikler elde edilecektir.

V3 (1 _ v (o) _V V3
Gz—Pz—?\/V; a, =1 Q, =1 ﬁz—Yz—EV (5.81)
A%
62— ouall = o —pally = XX, w@ =15 w)=1, (8

Burada secilen destek islevleri bir 6nceki anlatimda de se¢cmis oldugumuz baslangic
sol ve sag yan destek islevleri ile aymi olacak bicimde ele alinmiglardir. Secimin
istege bagh olusu yonteme esneklik kazandiran ve ederini diisiiren 6nemli bir olgudur.
Bu durum ayrica, olusturulan destek islevleri arasinda dogrucul bagimlilifin olasi

varliginin kanitidir.

Tiim bu bulgular 15181nda ¢ekirdek dizey yapisi

[ 1 0 0
A% \/§
2) _ R
Ypps = 0 12 12v (5.83)
0 ﬁv _
L 12 4 A

biciminde olacaktir. Sol ve sag yan destek yoneyler ise
T T
wm(x) = |1, V3(2x—1) 1f] . wml) =1, V3y-1) 1 (5.84)

ile verilen dogrucul bagiml yoneyler olarak goziikecekleridir. Ancak, bu dogrucul
bagimlilif1 ortadan kaldirmak olanaklidir. Bunun i¢in dizey gosterilimini bir boyut
indirgeyerek uygun diizenleyislerle yeniden yazimla ele almak gerekmektedir. Bagka
bir deyisle, 3 x 3 tiirlinden 2 x 2 tiirline bir diizenleyis yaparak dogrucul bagimliligi

ortadan kaldirmak olanaklidir. Boylece, yontem i¢in bu adimda

K2 (0, y:v) = g ()T v, . (), (5.85)
we@ =1y V3-D], v =[1 V-], 536
1+! ﬁv
20) 4 12
Tpps = (5.87)
Vi,
12 12 A




esitliklerini yazmak olanakli duruma gelecektir.  Destek islevlerinin secilebilir
olusununun yontemi ne diizeyde oteye tasidig1 da agik¢a goriilmektedir.
Bir sonraki toplamcil anlatim ve onun ikili carpimlarini ele alalim.

Ky v)=viadhy?, ) =vd, es(y) = vk (5.88)

Bu anlatim i¢in de andirimli adimlarin uygulayisimi gerceklestirecegiz. Yine, baslangic

destek iglevini 1 ile esdeger bicimde segelim. Bu durumda,

2 2
v (1 Vv 2) 4v 2V/5 ,
= = — = — = — = = — 5’89
03 = P3 3’ 05 9’ 05 45’ B3 V3 45 Ve, ( )
2v5
193 — o3u3 ||, = [l — p3vsll, = 5
V5 V5
ug(x) = —-(3 2= 1), V4(Y):7(3y2—1) (5.90)
yazilabilir. Bu durumda cekirdek islevi,
(1 0 0 0 |
12 12
(B) _
12 4 9 45
2V'5 4v?
0 0 7\/_\,2 ave
L 45 45
biciminde olacaktir. Yeni elde edilen destek yoneyleri ise
- 1T
5
wx) = |1 V3(2x—1) If \/7—(3)52—1) )
- T
V5
vily) = |1 V3Q2y—1) 1 7(3y2—1) (5.92)

ile verilen dogrucul bagimli duruma doniisecektir. Daha 6nceki adimlardan da bilindigi

gibi dogrucul bagimlilig1 ortadan kaldirmak olanaklidir. Bunu gergeklestirdigimizde

Ké?s(x»y; V) =u3, (X)T21(9315§)V3,c(y), (5.93)
w(x)= |1y V3(2x—1) \/75(3x2—1) ,

5
vie(y) = |1y V3(2y—1) §<sy2-1> , (5.94)
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esitliklerini yazmak olanakli duruma gelecektir.

_ 2 -
1 _|_ X + L ﬁ ﬁvz
4 9 12 45
3,6) _ 3 \%
iy = \lgv o0 (5.95)
2 2
7\/3\/2 0 4L
L 45 45

Son esitliklerdeki gosterilimler

acilimin tikiz bir gosterilimi olarak da ele alinabilir.

PDOCYCUCG ile cekirdek islevi sa§ yan bilesenler igin islemleri siirdiirmek
olanaklidir. Yine her bir toplamcil anlatim i¢in baslangic destek islevlerinin es secimi
yukarida (5.95) ile verilen okuclandirnmli cekirdek dizey elde edimine varacaktir.
Ancak, kuskusuz degisik destek islevleri ile ilerlemek de olanaklidir.  Ancak,
bu durumda, gerek anlatimlarda gerek de uygulamalarda goriildiigii lizere, destek
islevlerinin dogrucul bagimlilig1 s6z konusu olabilmektedir.

Ornek 2:

Simdi de asagida (5.96) ile verilen bilimsel yazinda da Legendre cokterimlilerinin

tirettigi islev olarak bilinen cekirdek islevini ele alalim [48].
IR ,
K(x,y;v) = (1-2vxy+ v2x2) ‘= Z V/P;(y)x/,
J=0
o<v<l, x,y€e[—1,1]. (5.96)

[—1,1] arahgimda CYCG yonteminin kisitlari altinda baglangic destek islevleri
Ozgiirce istenildigi bicimde secilebilmektedir. Ayni durum kuskusuz agirlik islevleri
icin de gecerlidir. Bu kisitlar altinda yine kolaylik getirmesi agisindan agirlik
islevlerini Wi(x) = 17/2 ve Wh(y) = 17/2 olacak bi¢imde degismez islevler
olarak secelim. Andirnmli olarak baslangic destek islevlerini de sifirinci kerteden
cokterimliler tiirlinden se¢gmek olanaklidir. Bu se¢imin iyi isleyecegi aciktir. Bir dnceki
uygulayista andirimli bir yol izlenisi buna 6rnek olarak verilebilir. Ancak, bu yol
izlendiginde her adim i¢in destek iglevlerinin sifirlantmindan otiirii yeni destek islevleri
tiiretme olgusu karsimiza c¢ikacaktir. Bu durumu her adim icin kiyisiz bircok destek
islevi secene8i ile karsi karsiya kalmak olarak da degerlendirmek olanaklidir. Bu
kiyisizlig1 gidermek i¢in daha yiiksek kerteden cokterimli destekler kullanma yoluna

gitmek olanaklidir. Boylece destek islevleri

wi(x) =2j— 171 i) =2 1Pi(y), j=123,... (597
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olarak secilebilmektedir. Bu secim bizi asagida (5.98) ile verilen PDOCYCUCG

acilimina gotiirecektir.

vi(y) (5.98)

K(x,y;v Z

Bu yapiy1 (5.96) ile verilen agilimdan elde etmek olanakhidir. Bagka bir deyisle, (5.96)
actlimi dogal bir PDOCYCUCG agilimudur.

Andirmmli bigimde bir bagka dogal PDOCYCUCG acilimi da

1

0 1 —1,1 5.99
—vxy’ <v<l, xye[-1,1] (5.99)

K(x,y) =

cekirdek islevi icin verilebilmektedir. Bu islev (5.73) ile verilen islevin degisik bir

aralikta incelenisinden ortaya ¢ikmaktadir. Bu aralik secimi ile destek islevleri

wix)=/2j— 171 v =v2i- 1y j=1,23,...  (5.100)

olarak ozelsizlestirilebilmektedir. Boylece 1/(1 — vxy) islevinin toplamdizi agilimi

icin dogal bir PDOCYCUCG dir demek olanaklidir.

o)

K(x,y;v

—1,1 5.101
l_va J: y)? x?.y[ ) ] ( )

Ornek 3:
Bu uygulayislara ek olarak asagidaki yine bilimcil yazinda oldukga sik karsilastigimiz
Laguerre ¢okterimlilerinin iirettigi bir diger islevi ele alabiliriz.

vxy
e 1—V.X'

K(x,y;v) = , o<v<l, xe[—1,1], y€[0,00) (5.102)

I —vx
PDOCYCUCG i¢in bu kez agirlik iglevlerini Wy (x) = 17/2 ve Wa(y) = e, ve,
baslangi¢ destek islevlerini de u(x) = 15 ve vi(y) = 1 olarak se¢mek olanaklidur.

Bu durumda destek iglevlerinin 6zelsizlestirimi i¢in

—

wi(x)=/2j- 17 vi0) = WLj—l(y) (5.103)
J— .
yazmak olanaklidir. Boylece,
vxy
1 —vx 2
e
0<v<1 ye[O o) (5.104)
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ile cekirdek islevinin PDOCYCUCG acilimindan soz edebiliriz.  Bu boliimii
sonlandirmadan Once bir olguya vurgu yapmakta yarar vardir. Asagida genel sonsuz

acilimi verilen ikidegiskenli cekirdek islevlerini ele alalim.
K(x,y:v) =Y 6;(x)9;(y) (5.105)
j=1

1I’den daha yiiksek olan tiim art1 j degerleri icin ¢;(x) ve @;(y) islevlerinin sirastyla
¢j—1(x) ve @;_1(y) islevlerine dikgen oldugu tiim durumlarda yukarida verilen (5.105)
islev agilim bir dogal PDOCYCUCG acilimimna doniismektedir. Boyle durumlarda
acilimin ¢ekirdek dizeyi ilgili ¢ ve ¢ islevlerinin boy carpimlarindan olusan kdsegen

dizey durumuna doniismektedir.
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6. SONUCLAR

Bu caligsmada yiiksek boyutlu bicelendirilim yardimiyla dogrucul tiimlev ayristirimi
tizerinde odaklamilmugtir.  Yontem yakin zamanda gelistirilen Cokdegiskenliligi
Yiikseltilmis Carpimlar Gosterilimi (CYCG) kullanilarak tiiretilmigtir. Bu gosterilim
Yiiksek Boyutlu Bigce Gosterilim (YBBG)'nin gelistirilmis bicimi olarak ele
alinabilmektedir. Ayrica yine bu yontem c¢ekirdegi tickdsegencil ¢arpimcil dizey
ayristirimi tiirlinden bir ayristirnm yontemi ortaya koymaktadir. Boylece, gelistirilen
yeni yontem Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Ugkosegencil Cekirdek
Gosterilimi (CYCUCG) adin1 almaktadir. Uygun kesmeler ile gosterilim iigkdsegencil
yaklastirim yontemi olarak da ele alinabilmektedir. Uckosegencil yap1 yineleyis ile
elde edilen bir yapida oldugundan, gosterilim izgecil veya tekil de8er ayristirimi
ile kargilagtirildiginda, hesaplama karmagikligini oldukg¢a diisiik tutan bir ozellige
sahiptir. Uckosegencillestirimi belli bir adimda keserek kesmeleri yaklastirim olarak

da kullanmak olanaklidir.

Destek islevleri gosterilimin belki de en seckin bilesenleri olarak diisiinebilmektedir.
Bu iglevler kesme niteligini etkileyen en onemli bilesenlerdir. Seckisiz tanimlanan
her destek islevi i¢in yontemin iyi isleyeceginin giivencesi kuskusuz yoktur. Bazi
secimler gosterilimde kalan terim disinda sifir degerler iireten sonuclar verebilir.
Bu da bir sonraki yineleyiste ¢ikmaza sokan olgular iiretebilmektedir. Ancak yine
de var olan kisitlar altinda yeni destek islevlerinin tiiretilmesiyle yineleyise devam
etmek olanaklidir. Bu sikintilar genellikle sifiruzay1 bos olmayan islecler i¢in ortaya

cikmaktadir.

Agirlik isleci kullanimi ¢oziimleyisi kolaylastiran bir olgudur. Ozellikle islecler
carpimcil bakisik secildiginde oldukga etkin olup sifiruzay1 bilesenlerinin sifirlanisi
ile destek islevleri tiiretiminde onem kazanmaktadir. Agirlik isleci kullaniminda
lissiinii alma yoluna da gitmek olanaklidir. Bu durum degisik 6zdegerlerin ¢ok oldugu

durumlar i¢in gosterilimde belirgin bir yansima yapacaktir.
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Bu calismada secilen c¢ekirdegin tekilliginin olmadig1 yapida ilerleyis gerceklesti-
rilmigtir. ~ Tekillik durumunda gelistirilen yontemin tekrar gdzden gecirilmesi ve
diizenlenmesi gerekmektedir. Calismalar sirasinda ortaya konan her bir sorun i¢in
karsilasilan kisitlar 6zgiin ¢alismalarin dogusuna 151k tutarak savda yeni yontemlerin
geligtirilmesine 6nemli katkilar saglamiglardir. Bu baglamda gelistirilen bir diger
gosterilim yontemi de Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Okuglu Cekirdek
Gosterilimi (CYCOCG)’dir. Bu gosterilimde tekdegiskenli iglevlerin ¢carpimlarinin
sonlu toplami ile Ozelsiz hali verilen ikide8iskenli cekirdek islevlerin ayrigtirimi
incelenmistir. Aslinda, bu gosterilim daha 6nce de belirtilmis oldugu gibi CYCUCG
gelistirildigi sirada belirleyis karmasikligi olan islevler lizerinde calisilirken gelistirilen
bir yontemdir. Aslinda bu gosterilim de tipki oteki toplamcil gosterilimler gibi
bol ve yonet isleyisiyle ilerleyisi temel almaktadir. Toplamcil yapida verilen
islevleri ayr1 ayr1 anlatimlar olarak ele alip her birine CYCUCG uygulanmasinin
ardindan uygun diizenleyisler yardimiyla asil islev yine ortiik bir bicimde biraraya
getirildiginde ¢ekirdekteki lickesegenci dizey bu kez kendini okuglu bagka bir dizey
olarak gostermektedir. Ancak, burada gozden kagirilmamas: gereken ¢ok onemli bir
olgu yer almaktadir. Okuclu ortiik dizey ayristiriminda sol ve sag yanda elde edilen
destek yoneyleri icin tickosegencil ayristirnrmdaki gibi dogrucul bagimsizliktan s6z
etmek ilk adimda olanakli degildir. Bununla birllikte, kuskusuz uygun doniisiimler
ve dikgenlestirim yontemleriyle destek yoneylerini dikgen hale getirmek olanaklidir.

Ancak, boyle bir durumda da cekirdek dizeyinin de de8isecegi aciktir.

Dogrucul bagimsizlik ve dikgenlik sorununda ilerleyis gosterilime yeni bir bakis
acis1 kazandirmaktadir. Ikili ¢arpim toplamdizileri tiiriinden secilen ¢ekirdek islevleri
icin her bir anlatima yine CYCUCG uygulayis1 siirdiiriilmektedir. Ancak, bu kez
destek islevlerinin se¢iminin istege bagli olusundan yararlanilmaktadir. toplamdizide
yer alan ek anlatim i¢in secilecek baslangi¢ destek islevlerinin bir 6nceki anlatimda
yer alan destek islevlerinden secilmesi yonteme degisik bir boyut kazandirmaktadir.
Bu bicimde tasarlanan ¢ekirdek ayristirnmi, ayni se¢cim altindaki destek islevlerine
karsilik gelen ¢ekirdek dizey bilesenlerinin biraraya gelmesinde olusan dordiil 6bek
yapilarda Oziinii gosterecektir. Ayrica, ¢ekirdek dizey ilickdsegencil degil bu kez

okuclu yapida olacaktir. Boylece elde edilen yeni gosterilim Paylasimli Dordiil
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Obek Cokdegiskenliligi Yiikseltilmis Carpimlar Ugkosegencil Cekirdek Gosterilimi
(PDOCYCUCG) olarak adlandirilmaktadhr.

Tim bu caligmalarin yan1 sira karsilagilan bir baska cosku verici olgu ise bilimcil
yazinda da olduk¢a sik kullamlan iirete¢ islecleri ile PDOCYCUCG agilimimin
kesigsimidir. Savda destek ve agirlik islevlerinin se¢iminin gosterilimin nitegiline
katkisindan bir ¢ok boliimde soz edilmektedir. Bu secimlerin bir bagka getirisi de
sayicil uygulayislar sirasinda gozlenmistir. Uygun agirlik ve destek islevi segimiyle
Legendre, Laguerre ve daha bir ¢ok cokterimlinin tirettigi ikidegiskenli ¢ekirdek islevi

acilimlar1 dogal bir PDOCYCUCG agilimidir.
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