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AYRISIK KONUMLARDA ARTAN TUREVLER ACILIMI
(AKATA), TAYLOR TOPLAMDIZI
ACILIMLARI iLE KARSILASTIRIM

OZET

Bilimcil yazinda, agik yapisi verilen bir islevi yaklastirmak i¢in kullanilan bir¢ok
yontem bulunmaktadir. Bu yaklastirnmlarin bir yolu sonlu ¢okterimliler seklinde
yazilamayan iglevleri, sonsuz bilesenli cokterimliler seklinde yazip kesmelerle
yanilg1 degeri diisiik toplamdiziler elde etmektir. En ¢ok kullanilan yontemler
Taylor toplamdizileri veya dikgen c¢okterimlilerin dogrucul birlesimlerinden olusan
sonsuz toplamdizilerden kesmeler ile elde edilen yaklastirnm yontemleridir. Taylor
toplamdizileri iglevleri artan tiirev degerlerini iceren bilesenleri yardimiyla goster-
mektedir. En yaygin olarak kullanilanlar tek degiskenli islevler iizerinde olsa
bile c¢okdegiskenli islevler i¢in de olusturulmus yapilar bulunmaktadir. Taylor
toplamdizi agiliminda bilesenler olusturulurken her bir tiirev degeri tek bir acilim
konumunda belirlenmektedir. Savda yer alan “Ayrisik Konumlarda Artan Tiirevler
Acilimi (AKATA)” yontemi ise Taylor toplamdizi a¢iliminin 6zelsizlestirimi olarak
diistiniilmiis ve gosterilimde kesmeler yaparak tek degiskenli islevlere yaklastirim
yontemi olarak ortaya atilmistir. AKATA “tiirevin tiimlevi 0zdesligine” dayanan
bir yontemdir ve Ozdesligi degisik araliklarda ve yineli bir bi¢imde kullanarak
olusturulmugstur. Bu araliklarin bir ucu birbirinden degisik degeri olan diigiim
konumlar1 iken diger ucu bagimsiz de8isken olarak verilmektedir. Her bir tiirev
degeri, degisik diigiim konumu degerlerinde belirlenmekte ve taban ¢okterimlileri
bu degerlere bakarak belirlenmektedir. Dolayisiyla tiim diigiim konumlarinin ayni
alindig1 6zel AKATA durumunda AKATA ve Taylor toplamdizilerinin eslestigi
sOylenebilir. Savda iki diigiim konumunun devirli olarak kullanildig1 6zel AKATA
durumu ele alinmis ve bununla ilgili bagintilandirimlar elde edilmistir. YOntem
Taylor toplamdizileri ile yakindan iligkili oldugu icin uygulama yoniinde ucaycil
tekillige sahip birtakim iglevlerle ¢alisilmis ve hem yontemin nasil ¢calistig1 gosterilmis
hem de Taylor toplamdizileri ile AKATA sonuclar karsilastirilmistir. Bu bulgular
cesitli cizim ve cizelgeler yardimiyla desteklenmigstir. Tek degiskenli islevler salt
gercel degerler icin gecerli olmak zorunda olmadigindan gercellikten karmagikli§a
gecis konusu da ele alinmigtir. Bu yapilirken “Saptirnm Ag¢ilimlar1” yonteminden
yararlanilmistir. ' Yontem bir yaklastirim yontemi oldugundan yakinsayis bolgesi
saptayis1 onem kazanmaktadir. Bu yapilirken yine AKATA ve Taylor toplamdizilerinin
yakinsaklik bolgeleri karsilastirilmigtir.  AKATA diigiim konumlarinin birden ¢ok
olusu durumunda yakinsaklik bolgesi degisik yapilar olarak ortaya ¢ikacaktir. Savda
tiim bu belirtilen olgular ve bulgular esliginde diizenleyis s6z konusu olmaktadr.
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SEPARATE NODE ASCENDING DERIVATIVES EXPANSION
(SNADE), COMPARISON WITH TAYLOR
SERIES EXPANSION

SUMMARY

Scientific literature involves many methods for the approximation of a given univariate
or multivariate function. One group of these methods have been developed to construct
infinite series to represent certain given functions in such a way that the finitely many
additive components including truncations of the produced infinite series can be used
as approximations to the target function. Truncations are expected to represent the
target function in a quality increasing as the trunction’s component population grows.
If this happens then one can mention the convergence of the infinite series. Otherwise,
the divergence may be encountered by depending on how quality changes. In many
practical applications divergence can be cured by using rather nonlinear algorithms
like Borel summation even though these algorithms is kept out of the scope of this
thesis.

The abovementioned infinite series are constructed over the rather much simpler
structured functions like certain orthogonal polynomials for the case of univariance
or orthogonal multinomials for the case of multivariance with certain weight functions
behaving same as or different than unit constant functions at least in the orthogonality
domain of the independent variables. The set of basis function can be constructed in
accordance with various different philosophies. As mentioned above orthogonality is
one of the important issues and in many cases are somehow related to the interpolation
even though more general and more robust interpolative methods are also in widely
use.

We do not intend to attempt for making a complete classification of these simpler
functions which can be called “basis functions”. However we need to emphasize on
one quite specific basis function set which is composed of monomials proportional to
integer powers of independent variable(s). Taylor series or their very specific forms,
Maclaurin series are such infinite series. They are not only for univariate functions
and can be constructed for some multivariate functions under certain appropriate
conditions, even though the convergence investigation is of course more easy for the
case of univariance, as long as some very specific multivariate functions are not on the
focus.

Taylor and therefore Maclaurin series represent a univariate function in ascending
derivative values. These series expansions are based on the very well known “integral
of derivative” identity. When obtaining components in these series, each derivative
value is calculated at a single nodal point which is zero for Maclaurin series while their
nonzero values correspond to Taylor series. Both type series’ convergence can be better
investigated on the complex plane of the independent variable and the singularities of
the target function arise most important agents in the investigations. The singularity
investigation stands as a quite comprehensive issue and is basically based on the

Xix



Cauchy contour integrals. Even this issue is not deeply recalled in this thesis, its certain
important aspects are revisited when they are needed somewhere in this thesis.

In this thesis, we propose and focus on a new method, method we call “Separate
Node Ascending Derivatives Expansion” which can also be called as an acronym
SNADE. SNADE has been developed as a result of the studies realized by Metin
Demiralp and his group members. SNADE is closely related to Taylor Series. It can be
considered as if a new Taylor Series Expansion. The method is based on the “integral
of derivative” identity like Taylor Series. To formulate the SNADE, this identity is used
repetitiously but not on the same interval. One of the boundaries of these intervals are
different nodal points while the other ones are located on the position represented by
the independent variable. Each derivative value is evaluated at a different nodal value
and basis polynomials are determined by these values. So it can be said that SNADE
involves Taylor Series as a specific case where all nodes match.

Although SNADE has been declared as based on multi nodes this must not be taken as
denumerable infinitely many nodal points. Uniqueness is not mandatory in the nodal
points. Finitely or infinitely many of them may be equivalent and this may facilitate
the method’s construction and practical utilization. For example, in our studies we
focus on a specific case where the SNADE nodal sequence is composed of elements
alternating between two nodal values and we obtain related formulae therein. Because
the method is closely related to Taylor Series, in implementations it is studied with
functions which have polar singularities and two actions have been realized: (1) it
has been shown how the method works and the results of the Taylor Series and the
SNADE have been compared. These findings were supported by various figures and
tables. Even though the SNADE is considered for real valued univariate functions it
is in fact defined in a more general way including the complex variables and complex
planes. For this situation, it has been taken support from Perturbation Theory. Since the
method is an approximation method, it is important to identify a region of convergence.
While this was done, regions of convergence of the SNADE and Taylor Series were
compared. If there are more than one nodal point in SNADE, this region will appear
as different structures.

Thesis is organized as follows. Second section focuses on the main philosophy for
the decomposition of the given univariate function via SNADE and theoretical and
mathematical correlations related to the method are explained.

In the third section, firstly explicit expressions of basis polynomials in the two-node
SNADE and recursion correlations between them are obtained. In the context of these
correlations, convergence investigations of the method have been carried out. As a
result of these investigations, the validity of the two-node SNADE has been proven.
The functions discussed up to this stage of the thesis have been selected as analytical
in all finite regions.

However, in the fourth section, the rational functions which have polar singularities are
analyzed in detail. Numerical implementations have been realized by using theoretical
findings obtained in the previous sections. In some of these implementations, the
results of comparisons between Taylor series which are well-known in scientific
literature and the SNADE have also been shown in this section.

In the fifth section, wider investigations were conducted regarding the convergence of
the SNADE, including complex values. Therein, Borel summation type algorithms
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have also been brought to the scene. Although we have declared that these types
of divergence will be kept out of the scope of this thesis this is not a complete
contradiction since we use the relevant theory’s very limited aspects not comprehensive
recall from it.

The sixth section finalizes the thesis with the concluding remarks. Therein, not only
important findings but also some remarks have been given in itemized format.
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1. GIRIS

Bilimcil arastirmalarin bir¢gogunda iglevlerin verilen bir konumdaki sayicil degerini
bulmak ve buna ek olarak tiirlii uzbilimcil (ing: mathematical) islemleri daha yalin
gerceklestirebilmek adina tiirlii yaklastirim yontemleri ele alinmig ve gelistirilmigtir.
Bu yontemlerin olusturulugsunda kullanilan yollardan biri de islevi (ing: function) bir
toplamdiziye acip istenilen islemleri gerceklestirmektir. Bu toplamdizi tiirlerinden
biri olan Taylor toplamdizileri, islevleri artan tiirev degerleri yardimiyla gosteren
ve kullanimlart bilimcil yazinda ¢ok bilinen bir yaklagimdir [1-10]. En yaygin
olarak kullanilanlar tek degiskenli islevlerde olsa da, ¢cok degiskenli islevler i¢in
de tasarlanmig bagintilar elde bulunmaktadir. Taylor toplamdizileri, tiirevin tiimlevi
tizerine kurulu bir 6zdesligin yineli bir bicimde ve ardisik kullanimiyla olusturulur.
Ancak, bunun gecerliligi icin kalan anlatimin istenildigi diizeyde kiiciik kilinisinin
olanakli olusu gerekir.  Taylor toplamdizileri, ag¢ilim odagindaki islevin tiim
tiirevlerinin tek bir konumdaki degerini sarmalar. Bu ac¢ilim adin ingiliz matematikgci
Brook Taylor’dan almistir. Eger toplamdizi acilim konumu sifir alinirsa, Taylor
toplamdizi aciliminin 6zel durumu olarak degerlendirilebilen Maclaurin toplamdizisi
elde edilmis olur. Bu 6zel toplamdizi adin1 isko¢ matematik¢i Colin Maclaurin’den

almistir.

Taylor toplamdizisi, Taylor cokterimlilerinin ereyi (ing: limit) olarak da goriilebilir. Bu
cokterimliler ve kalan anlatim tek degiskenli bir islevin Taylor ayristirimini tanimlar.
Cokdegiskenlilik durumunda c¢okboyutlu bir Euclid uzayinda iki konum arasinda
andiran bir ayristinm yapilabilir. Taylor toplamdizisinin yakinsakligi cokterimli
derecesi sonsuza gittikce ve kalan tiimlev anlatimi sifira yaklastikca saglanmig olur.
Her iglevin Taylor toplamdizisi yakinsamakla yiikiimlii degildir. Yakinsayis i¢in
stireklilik ve tiirevlenebilirligin yaninda islevin ¢oziimciil (ing: analytical) olusu da

gereklidir. Coziimciil, gercel ya da karmagik degerli bir f(x) islevinin a gergel ya da



karmagik bir say1 olmak iizere Taylor toplamdizisi asagidaki sekilde tanimlanir.

flx) = )—|—m(x—a)+L('a>(x—a)2+~-~+@(x—a)"+m
fn

fla
- LA
n=0

Taylor toplamdizilerinde, yukarida goriildiigii gibi, tek bir a¢ilim konumu vardir ve

a
1! 2! n!
(x—a)" (1.1)

biitiin tiirev belirleyisleri bu konumda gergeklestirilir.

Taylor toplamdizileri tek bir a¢ilim konumunda yapilabilecegi gibi birden ¢ok acilim
konumu kullanmak da degerlendirilebilecek bir yapidadir. Bunun i¢in bilimcil yazinda
ilk olarak “Two-point Taylor Series Expansions” [11] adl1 bir yazi yayimlanmis ve
bu yazida Taylor toplamdizi acilimi iki konum igerebilecek sekilde diisiiniilmiistiir.
Burada izlenen yolun yarar1 tek konumlu Taylor toplamdizi aciliminda 2n sayida
tirev kullanarak elde edilen duyarliliga iki konumlu Taylor toplamdizi aciliminda n
sayida tiirev kullanarak ulagilmasidir. Bu cizemin (ing: scheme) elde edilebilmesi
icin baslangi¢ olarak Hermite cokterimlilerinden yola ¢ikilmigstir. “Multi-node higher
order expansions of a function” [12] adl1 yazida ise Taylor, Bernstein ve Lagrange
cokterimlileri ile ¢aligsilmig ve verilen konumlarda islevin ve islevin tiirev degerlerinin
belirlenmesi ile olusturulan cizemler elde edilmistir. 2002 yilinda “Two-point
taylor expansions of analytic functions” [13] adli yazida ¢Oziimciil iglevlerin
Taylor toplamdizi acilimlart iki konumlu olarak gozoniine alinmistir.  Ag¢ilimdaki
katsayilar ve kalan anlatim i¢in Cauchy tiirii tiimlevler verilmis ve yakinsaklik
bolgeleri gosterilmistir. Bu agilimlarin tiimlevlerin diizgiin yanagik ag¢ilimlarinda nasil
kullanilacagi gosterilmis ve ayrica yontem iki konumlu Laurent acilimi elde etmek
icin de kullanilmistir. 2004 y1ilinda ise bu yaz1 6zelsizlestirilmis ve “Multi-point taylor

expansions of analytic functions” [14] baglig1 ile bilimcil yazinda yerini almigtir.

Yukarida sozii edilen tiimlevin tiirevi 6zdesligini, degisik konumlarla bagimsiz
degiskenle betimlenen konum arasinda kullanarak ve bu kullanimi yineli bi¢imde
de gerceklestirerek ¢cokkonumlu bir agilimin olanakli olabilecegi gosterilmistir. Bu
amagla ingilizce olarak “Separate Node Ascending Derivatives Expansion (SNADE)”
[15-24] olarak adlandirilip, Tiirkge’de “Ayrisik Konumlarda Artan Tiirevler Acilimi
(AKATA)” baglig1 altinda sunulan bir yontem ilerisiiriilmiis ve bir kesim bildiriler ve

yazilarla budunlararasi (ing: international) diizeyde duyurulmustur.



AKATA sayilabilir sonsuzlukta diigtim konumu (ing: nodal point) iceren yeni bir
ozelsizlestirilmis Taylor acilimi olarak diisiiniilebilir. Bu ac¢ilim, “tiirevin tiimlevi
0zdesliginin” tek degiskenli islevin degisik konumlarda agiliminda kullanimi ile
olusturulmustur.  AKATA her dereceden tiirev icin ayrigik olabilen konumlar
kullanimina dayanir.  Yontem ilk olarak Metin Demiralp’in ““‘Separate node
ascending derivatives expansion (SNADE) for univariate functions: Conceptuality and
formulation” [15] adli bilimcil yazisinda ortaya atilmis ve bu calismada yontemin

kuramecil yonleri ile agilimla ilgili bagintilandirimlar agiklanmigir.

Bu ¢alismanin ardindan N. A. Baykara ve Metin Demiralp “Separate Node Ascending
Derivatives Expansion (SNADE) for Univariate Functions: Polynomial Recursions,
Remainder Bounds and the Convergence” [16] adli calismalarinda acilimda goriinen
cokterimliler arasindaki 6zyineleyisleri ve kalan anlatim icin kiyilar (ing: bounds)
ele almislardir. Bu 6zyineleyisler hem belirtik hem de ortiik bicimde olusturulmustur.

Ayrica yontemin yakinsakligi da ayni calismada gosterilmistir.

Budunlararas1 diizeyde duyurulan bir diger ¢alisma ise N. A. Baykara ve Ercan
Giirvit'in ortaklasa gerceklestirdigi “Separate Node Ascending Derivatives Expansion
(SNADE) for Univariate Functions: Univariate Numerical Integration” [17] adl
calismadir. Bu calisma diger iki ¢calismada ele alinan kuramlar iizerine oturtulmustur.
AKATA yontemi kullanilarak tek degiskenli bir iglevin tek degiskenli sayisal
timlevinin bulunusuna odaklanilmistir. Bu amacla AKATA kalan islevinin
timlev gosterilimi birim askindordiil (ing: hyperrectangle) c¢izeminde yeniden

bagintilandirilmistir.

Bu dortli calismalarin sonuncusu Ercan Gilirvit ve N. A. Baykara yazarlig
altinda diizenlenen “Separate Node Ascending Derivatives Expansion (SNADE) for
Univariate Functions: Node Optimization via Partial Fluctuation Suppression” [18]
adli ¢alismadir. Bu calismada ise kalan anlatimin yoksayildigi AKATA cokterimlisi
ile erek (hedef) islevin arasindaki Oklid uzakligim1 betimleyen diigiim degerlerinin

belirlenisine odaklanilmigtir.

Savin 2. boliimiinde AKATA ile ilgili kuramcil ve uzbilimcil bagintilar anlatilmistir.
3. boliimde ise ilk olarak taban ¢okterimlilerinin iki konumlu durumda belirtik

anlatimlar1 ve aralarindaki Ozyineleyis bagintilar1 elde edilmistir. Elde edilen bu



bagintilar baglaminda yontemin yakinsayis inceleyisleri gerceklestirilmistir. Bu
inceleyigler sonucunda da iki konumlu AKATA aciliminin gegerlilik kanitlayis
gerceklestirilmigtir. Savin bu evresine dek ele alinan iglevler tiim sonlu bolgelerde
¢Oziimciil olarak secilmistir. Ancak, savin 4. bdliimiinde, bunlarin 6tesinde, 6zel
olarak ucaycil tekillikleri (ing: polar singularities) olan, orancil iglevler ayrintili
bir bicimde incelenmistir. Bir Onceki evrede elde edilen kuramcil bulgulardan
da yararlanilarak sayicil uygulayislar gerceklestirilmistir.  Bu uygulayislarin bir
kesiminde bilimcil yazinda (ing: scientific literature) ¢ok bilinen Taylor toplamdizileri
ile AKATA yoOntemi arasinda kargilastirim sonuglar1 da gosterilmigtir. 5. boliimde ise
acilimin yakinsakligi ile ilgili, karmagsik degerler de igerilecek bicimde, daha genis

arastinmlara yonelinmigtir.



2. CALISMANIN KURAMCIL VE UZBILIMCIL ALTYAPISI

2.1 Tiirevin Tiimlevi Ozdesligi

Tek degiskenli islevleri tiirlii yaklastirim yontemleri ile gostermek olanaklidir. Bu
yontemler arasinda Taylor toplamdizileri sikca kullanilan araglardan biridir. Taylor
toplamdizileri, bilegenleri islevin tiirev degerlerinin tek bir konumda belirlenisi ile elde
edilen sonsuz toplamdizilerdir. Taylor toplamdizilerinin en temel 6zellii “tiirevin
tiimlevi 6zdesligine” dayanir. x € [a,b] bolgesinde ¢oziimciil oldugu diisiiniilen tek

bagimsiz degiskene bagimli bir f(x) islevi igin

F) = fn) + /:déf’(é), xx1 € [a,b)] @.1)

esitligi yazilabilir. Bu denklemde goriilen f(x) ve f'(&) sirasiyla f/(&) ve (&) ile

yerdegistirildiginde bu durum bizi

¢
F(E) = f () + / d& f" (&) 22)

esitligine gotiiriir. Taylor toplamdizisi bunun yineli bir bicimde tiirevlerin degistirilerek
kullanimu ile giindeme getirilen bir yapidir. Ayrisik Konumlarda Artan Tiirevler Acili-

mi da bu yapiy1 kullanarak ortaya ¢ikmistir [15-24].

2.2 Ayrisik Konumlarda Artan Tiirevler Acilimi (AKATA)

(2.1) ve (2.2) denklemleri birlestirildiginde agik yapili olan yani islevcil yapilar belli

olan anlatimlar ve ardindan da kalan anlatimin giindemde oldugu

X &i
f(X)zf(x1)+f'(x2)(x—m)+/x d@l/x dé f" (&) (2.3)

yapisinda elde edilir.  Taylor toplamdizilerinde tek bir acilim konumu vardir
ve belirleyisler bu agcilim konumunda yapilir. Burada ise bu ana dek islevin
x1 konumundaki ve tiirevinin ise x, konumundaki de8eri giindeme gelmektedir.
Ilerledikce her bir tiireve degisik bir konum olabilecek bicimde bir tasarim giindeme

gelecektir.



Bir asama daha gidecek olursak, biraz 6nceki anlatima ek olarak asagidaki yapida

£ = P+ () m) + g () (e — 200 ()

v [ 5 i@ | 5 d& S (&) 24

ikinci dereceden bir ¢okterimli giindeme gelmektedir. Taylor toplamdizilerinde bu
yap1 (x—xp)’in islistiniin o iisse kargilik gelen carpiimina (ing: factorial) boliimii

ile verilmektedir.

Yukarida elde edilen yap1 simgecil bicimde

fx) = fx) Aol + f (x2) A1 (x0) 1 g+ f7 (x2) I (x1,%2) 1+ o (x5.x1, 32, %3)  (2.5)

olarak yazilabilir. ~Burada gorillen 1y, [a,b] aralifinda birim degismez islevi

simgelemektedir.

2.3 Tiimlev Islecleri
Yukarida verilen .# isleci (ing: operator)
X 61 émfl
Inlotsin)g@) = [ ai [T dga [T dEng(En).
X1 X2 Xm

m=12,---, Fgx)=g(x) (2.6)
esitligiyle tanimlanmaktadir. Burada m. isle¢ m katli bir tiimlev aracilig ile verilmek-
tedir. g(x) ise tiimlevlenebilen herhangi bir islevi simgelemektedir.

Kalan anlatim ise
fggm(x;xlf"7-xm+1>Ejm+l(-x17"'7xm+l)f(m+l)(x>7 m:071727"' (27)

yapisinda elde edilir ve “m. dereceden artik islev” olarak degerlendirilir. Bu tanimla-

yislardan sonra (2.5) denklemi 0zelsizlestirilerek
m
F@) =Y fO i) i, ) L+ B (631, K1), m=0,1,--+ (2.8)
i=0

cizeminde yazilabilir. Burada sag yanda dogrucul (ing: linear) bir birlesim olan
yap1 giindeme gelir. Bu yapi, her birinin 6geleri ayr1 olan ¢cokterimliler ve bir kalan

anlatimdan olugmaktadir.

Kalan iglev, m biiyiidiikce, sifirlanim egiliminde oldugundan (2.8) esitligi

o)

@) =Y D) A, x)ly (2.9)

i=0
6



biciminde yazilabilir. Bu esitlik “Sonsuz Kerteden AKATA” olarak adlandirilabilir.
Kertesi yiikselirken artik islevin sifirlandig1 tiim x degerleri icin yakinsar. Bu yapa,
aslinda, bir icdegerbicimden (ing: interpolation) iiremis gibi diisiiniilebilir ve dyle

oldugu kanitlanabilir.

2.4 Taban Cokterimlileri
Taban ¢okterimlilerinin 6zelsiz tanimi
q)j(x;xl,---,xj)Efj(xl,---,xj)lf, jZO,l,--- (210)

yapisindadir. Sag yanda j kath tiimlev aracilif ile verilen (1’in degisik araliklardaki
Jj katli tiimlevleri ile ortaya ¢ikan) cokterimliler bulunmaktadir. Tanimlanan bu 6zdes-

likten yola ¢ikarak ilk ii¢ ¢ islevi

¢o(x) = 1,
¢i(x) = (x—x),
m(x) = (x—xl)(%x-l—%x]—xz) (2.11)

biciminde elde edilir. Burada agagidaki bicimde verilen bir 6zyineleyis (ing: recursion)

bulunmaktadir.

Oi(x;x1,--,x;) = /xd&(l’i—l(ﬁl,xz,“',xi),

(Pi(i)(X;X],"',Xi) =1, i=1,.2,-- (2.12)

Bu 6zyineleyisten, ayni Taylor toplamdizilerinde oldugu gibi, i. cokterimlinin i. tiirevi-
nin 1 oldugu olgusu ¢ikmaktadir. Yazmis oldugumuz bu 6zyineleyisten tiirev araciligi

ile asagidaki dzyineleyise gitmek olanaklidir.
(pi(j)(x;m,“' X)) = ‘Pi(jTl)(x;xz"" X)), i=1,23,-; j=12,--,i (2.13)

Bu kanitlayistan sonra ilerledigimizde 6nemli bir yargiya variyoruz. i. ¢okterimlinin
Jj. tiirevini aldi§imizda onun i¢inde i sayida konum bulunmaktadir. Bu tiirev bir diisiik
tirevliye gecildiginde sona dogru olan salt (i — 1) konumun varoldugu bir ¢okterimli
durumuna gelmektedir. Bir kez daha tiirevi azaltacak olursak sona dogru olan (i —2)
konum igerir duruma gelmekte ve en sonunda x;’den x;’e dek olan konumlar: igeren

bir ¢okterimli yapis1 giindeme gelmektedir. Son anlatimda ilk tiimlevin x;’den x;’e dek

7



olusundan dolay1 x yerine x; yerlestirildiginde sifirlanacag1 goriilmektedir. Bu yap1 ise

Lagrange icdegerbicim ¢okterimlilerinin [25,26] genel 6zelligini yansitan niteliktedir.

j i—1 j—2
o (x| = o7 (wpi, | = 0V [ xjis, o
i i—1 i—2
1
= o [z | =0
i—j+1
io= 1,235 j=12,--,i—1 (2.14)

Ayrisik Konumlarda Artan Tiirevler A¢ilimi (AKATA) i¢degerbi¢imcil bir bagintilan-
dirimdir. Buradan, Taylor toplamdizilerinin de icdegerbi¢imcil olduklari ¢ikarilabilir.
Bu yargiya, taban ¢okterimlilerinin yapisina bakarak, ¢ok daha kisa yoldan varilabilir-

di.

. i=0,1,2,-- (2.15)

(Pi(j)(x];xl):&‘,j, i,j=0,1,2, (2.16)



3. IKI KONUMLU AYRISIK KONUMLARDA ARTAN TUREVLER
ACILIMI (AKATA)

Burada, “iki konumlu ayrisik konumlarda artan tiirevler acilimi (AKATA)” demekle
anlatilmak istenen, AKATA konumlarinin x;, x,,... degismezleriyle (ing: constants)
simgelenmesi durumunda, altsirasayilart 2’nin katlar1 olmayan art1 biitiinsayilar (yani
tek biitiinsayilar) icin konum x; olmakta geriye kalan konumlar (yani altsirasayilan cift
biitiinsay1 olanlar) x; ile simgelenmekte olundugu anlatilmak istenmektedir [23, 24].
Bu tiir konumlu AKATA icin asagidaki tanimlayislar gerceklestirilerek inceleyislere

baglanacaktir.

A X ¢
irw= | g / CdEif(&) 3.1)

Py(x)=Jf,  k=0,1,2,... (3.2)

(3.1) ve (3.2) bagmularindan iki konumlu AKATA cokterimlilerinin yalin bir
bicimde Ozelsizlestirilebilecek yapilarini elde edebilmek icin asagidaki islemleri

gerceklestirmekte yarar bulunmaktadir.

P = Ny =int = [ g /xfdél - [t

1 1
= E(x_m)z_i(xl —x2)2 (3.3)

Ayni iglem Py (x) i¢in de gergeklestirilecek olursa agsagidaki esitlik yazilabilir.

~ o~ ~ —~ 1 ~
P(x) =1, =J(J1f) = JPy(x) = 5J<x—xz)2 —5 —x2) 1y (3.4)

Bu esitliklerden en sagdakinin sag yanindaki ilk anlatim i¢in asagidaki esitlikler

yazilabilir.

~ X ¢ X
T = [dt [ a6 & -ny =3 [ a&E—x)’

1 1

= ﬁ(x—x2)4— ﬁ(xl —x2)4 3.5)



Bu ara sonug ve J1 #’nin P, (x) olus gercegi (3.4)’iin en sagindaki anlatimda kullanilirsa

asagidaki esitlik yazilabilir.

Pl = gl = g -t S - | - 5 (-
— 214 (x— x2)4—%(x1—x2)2(x—xz)2+<%—%) (xl—x2)4
_ 214 (v =2)* =6 (11— 1) (v —:2)* 45 (11 ) (3.6)

Bu cokterimliler arasinda asagidaki 6zyineleyis tanimin1 yapmak olanaklidir.

~

Py (x;x1,x2) = J(x1,x2) Py (x3x1,x2), k=1,23,..., B=1 (3.7

Bu oOzyineleyisten yola c¢ikarak ve v = x| — xp ile u = (x—xp) /v tammlayiglart
gerceklestirilerek, ara islemler verilmeksizin sirasiyla P>, Py, P, ve Py ¢okterimlileri

asagidaki gibi yazilabilir.

Py (x;x1,x0) = 2 (u —1),
Py(x;x1,x0) = Z( — 6u’ +5)
V6
Ps (x;x1,x) = a(u —15u* +75u° 61),
8
R(rnm) = o (u —28ub + 350u* — 1708u2—i—1385> (3.8)

Burada, goriildiigii gibi, cokterimlilerde, uisliiler iizerindeki dogrucul birlesimler
salt bir tek biyiiklige, u(x)’e bagl olmakta, v’nin tek bir iisliisii ongarpan olarak
bulunmakta, dogrucul birlesim katsayilar1 da salt biitiinsayilardan olugmaktadir.
Bunlar ¢cok onemli yalinlastirici olgular olup, bunlardan da o6te, carpinimli bir ortak
bolen, cokterimlilerde 6nemli Slgiide boy indirgeyisine neden olmakta ve AKATA

yakinsayigina biiyiik katkida bulunmaktadir.

Burada verilen ¢okterimli anlatimlarindan izlenimler asagidaki 6zelsizlestirim ongorii-

miine goturur.
2%k k

v .
sz(x) = mj;)kau(x)z]’ k=0,1,2,... 3.9)

Burada, py ; ile simgelenen ve salt sayilar olan biiyiikliikler, egsiz olarak belirlenebile-
cek olursa bu ongoriim gecerli bir 6zelsiz anlatim durumuna doniisiir. Bu belirlenisin

gerceklestirilebilisi i¢in asagidaki esitlikler yazilabilir.

2k .
Poya(x) = TPy (x) = (;k Zpk, (u(x)¥),  k=0,1,2,.. (3.10)

10



Ozenli bir inceleyis asagidaki 6zelsiz bagmtinin gegerli oldugunu gosterir.

2
™ 27\ _ v 2j+2 _
J (u(x)7) = OESETES) [u(x)¥*>—1],  j=0,1,2,... (3.11)

Bu esitligin (3.10)’da kullanimi asagidaki esitliklere gotiiriir.

k2 [k k
" (2k+2)! = 2]+1 2j+2) = 2]+1 2j+2) ’
2k+2 k k+1
v 2) (2k+1)(2k+2) 2i
_ Z pij+ Y ¥ | 312)
Ck+2)1 | Fe )P & e Proj-11(x)

Ote yandan, (3.9)’da k yerine (k+ 1) yerlestirilecek olursa asagidaki esitlik yazilabilir.

2k+2 k+1

P2k+2( ) mzpk+l,ju(x)2j7 k=0,1,2,.. (3.13)

(3.12) ve (3.13)’lin sag yanlarinin esit olusunun gerekliligi, p katsayilari i¢in asagidaki

esitliklerin yaziligina olanak verir.

(2k+1)(2k +2)
= — o k=0,1,2,...
pk+l70 Z 2]+1 2j+2>pk7j7 ) Ly <y
2k—|—1 2k+2 .
Pkt1,j = ( (2].2(1)2], )pk,j_l, k=0,1,2,... j=1,2.3,...k+1 (3.14)

Bunlar (k+ 1) altsirasayili cokterimlinin katsayilarini, & altsirasayili ¢okterimlinin kat-

sayilar tiiriinden belirleyisi olanakli kilan 6zyineleyislerdir.

3.1 Cokterimli Katsayilarinda Ozyineleyis

Pk, j katsayilari (3.14) esitligine doniip yeniden

2k)(2k — 1 .
%Pk Lol k=123, =123k (3.15)

biciminde yazilabilir. Bu esitlikte j yerine k yerlestirilecek olursa

Pkj =

Pik = Pk—14—1, poo =1, Pk =1, k=1,2,3,.. (3.16)

ara sonucuna ulagilabilir. Boylelikle, en azindan py ; igin, 6zelsiz (k eksi olmamak
lizere hangi biitiinsay1 olursa olsun) bir sonug elde edilmis olur. Ozelsiz bulgu elde
edimini siirdiirmek igin (3.15)’te j yerine (k — 1) yerlestirilecek olursa

(2k)(2k — 1)
(2k—2)(2k—3

Dk j—1 = )Pk—l,k—z, k=23,.. (3.17)

11



yazilabilir. Buradan da, yineleyislerle, asagidaki esitliklere ulasilabilir.

(2k)(2k — 1)
Pkik—1 = (2k —4)(2k — S)Pk72,k73
(2k)(2k — 1)
(2k —6)(2k —7)Pk-3k-4
(2k)(2k — 1)
(2k —2j)(2k —2j — 1) Pk ik=i-l

2k) (2K — 1 o*
_ %pl,o:(z)m,o, k=123,...  (318)

Burada, payda sifirlanimlar eksi altsirasayili ve dolayisiyla sifir olan bir biiyiikliikle

carpildigindan sorun yaratmamaktadir. Bu durum, en sagdaki anlatimin &’ nin tiim art1

biitiinsay1 degerleri icin gecerli olusundan da anlagilmaktadir.

Yukaridaki inceleyisler (3.15)’te j yerine k — 2 konuldugunda elde edilecek esitlik
tizerinde de gergeklestirilebilir ve, ara asamalar belirtik olarak verilmeksizin, agsagidaki
sonuca ulagilabilir.

2k
Pkik—2 = < 4 ) P20, k= 273747“‘ (319)

(3.16), (3.18) ve (3.19) cok daha ozelsiz esitsizliklerin yazimina olanak saglar. Bu
esitlikler, kanitlayisa girismeksizin, asagida verilmektedir.
2k ) 2k .

DPij—j = <2j) Pjo, k=7,3,4,..., prj= <2k—2j)pk_j’0’ j=0,1,2,...(3.20)
Burada, ikinci esitlik birincisinden, j yerine k — j yerlestirerek elde edilmistir ve iki
altsirasayili bir bilinmeyeni bir altsirasayili bagka bir bilinmeyene baglamaktadir. Bu
altsirasayi indirgeyisi, kuskusuz, bir 6zelsizlestirimdir, ancak yine de bilinmeyen bir
yap1 yaratmaktadir. Bu bilinmezligin giderimi i¢in py ¢’1n, k eksi olmayan biitiinsay1
olmak lizere ne olursa olsun, belirlenisi gerekmektedir. Bu amagla, (3.14)’teki ilk
denkleme odaklanim gerekmektedir. O denklemde k yerine k — 1 yerlestirilirse

=l (2k)(2k—1)

Pko = — ; ; Pk—1,j5
];)(2]4—1)(2]—1—2) /

k=1,2,... (3.21)

yazilabilir. (3.20)’deki ikinci esitlikte k yerine k — 1 yerlestirip elde edilen esitlik
(3.21)’de kullanilir ve j yerine j — 1 yerlestirilirse, ara asamalar verilmeksizin,

asagidaki denklem elde edilir.

k
2k

Z( -)pkjiozo, k=1,2,... (3.22)
2] ’



Bu esitligin her iki yani, k’nin tiim degerleri i¢in O olmayan (2k)!’e boliiniir ve en
0zelsiz durumda herhangi bir karmagik deger alabilen bir z degiskeninin 2k iisliisiiyle

carpilip k’nin biitiinsay1 degerleri {izerinde 1’den sonsuza dek toplanirsa

g k
1
2k
) : yiPkeio =0 (3.23)
1;1 EE)(ZJ)!(Zk—zj)! k=0

ve buradan da, her iki yana 1 ekleyip solda toplamdizilerin Cauchy carpimindan

yararlanarak,
- 1 2j —  Pk0 2%
’ =1 3.24
(Q(m)zz )(é(zsz .24
buradan da,
" PRO 2k 1
= 3.25
,;;)(21()!Z coshz (3:25)

esitligine ulagilir. Bunun anlami, sol yandaki toplamdizinin, aslinda, sag yandaki

islevin z’ye gore Maclaurin acilimi olusudur. Bu ise

d* (1
= — | — k=0,1,2,3,... 3.26
Pk,0 {dZZk (COShZ) }Z_()? 3Ly 4y Iy ( )

belirtik ve somut sonucuna gotiiriir. Bu esitligin (3.20)’deki ikinci esitlikle birlestirimi

asagidaki sonuca gotiiriir.

2k d*-2i 1
;= . k=0,1,2,...; j=0,1,2,...,k(3.27
Pkd <2k—2]) {dZZsz <COShZ) }Zzov ) Ly & J ( )

Boylece, py ; katsayilarinin belirtik olarak belirlenip somut bagintilarla anlatilabiligi

saglanmis olur. iki konumlu AKATA cokterimlilerinde, degismez olan1 disinda, her
bir katsay1 daha diisiik dereceden bir AKATA cokterimlisinin degismez katsayisi ile
orantilidir. Orant1 katsayist, ilgili ¢okterimli derecesi (k) sayisinda 6genin, degismezin
cokterimlisinin derecesi (j) sayisinda, katisimidir (ing: combination), ya da, k.
dereceden ikiterimlinin j. katsayisidir. Bu durum, degismez disindaki anlatimlarin
katsayilarinin salt degismezlere indirgenebildigi anlamina gelir ve degismezlerin
belirlenisine yadsinamaz bir onem kazandirir. Buraya dek atilan adimlarla, iki
konumlu AKATA c¢okterimlilerinin derecesi ikinin tam katlar1 olanlarinin essiz
anlatimlari belirlenmis olmaktadir. Bu ¢okterimlilerin, 2010’a yakin yillarda 6nerilmis
olan ve “Isvicre Cakis1” [27,28] olarak bilinen ¢okterimlilerle, ¢ok yakindan iligkileri

oldugu gozlenmistir. Ancak, bu durum, bir kesim yalinliklar getirse de, AKATA
13



cokterimlileri 6ziine 6zgiindiir ve yeni bir kuramin gereksinimlerinden dogmustur.
Burada elde edilen bulgulardan yararlanarak yakinsayis inceleyislerine de girisilebilir.

Bu dogrultuda, (3.9)’dan yararlanarak asagidaki esitlikler yazilabilir.

2k 2k ( >2j 00 o0 2k 2k ( )2]‘

o) oo k
2k VoTTTUX vz u(x
Py (x) = Pk—j0 = Pk .0
kg’) ,;)25(2]).(21(—2]) , @) 2k =217
o e R 2k 2y ()2
|

J=0k=j
2j ( )2] 2j oo 2k 2k
viu(x)“z vz
; Pko = : Pk,0
j=0k=0 (2/)!(2k)! EZ) (2))! =0 (2k)!
= vz cosh (vu(x)z)

= cosh (VM(X)Z)I;) (2k)! PrO == oh (vz)

(3.28)

Yukaridaki iiretec islevi, gercel degerli v ve uv ile karmagik degerli z’ye bagimlidir.
Bilinen iglevlerden olusan bu islevin payr ve paydasi tam islevlerdir. Sonluda
tekillikleri yoktur.  Ancak, vz, n bir dogal say1r olmak iizere, +i(n+ 1/2)%
degerlerinden birisini alirsa, payda sifirlanir. Dolayisiyla belli bir v icin z degigkeni +i
(n+1/2)(m/v) degerlerinden birisini aldiginda tekillikle yiizlesilir. Salt bu yiizden,
s0z konusu {iirete¢ islevinin z’deki Maclaurin toplamdizisi, vz’nin karmasik boyu (ing:
norm) 7/2’den kiigiik kaldiginda, yakinsar yoksa iraksar. Ancak, cosh iglevlerinin
orant olan islevi bu iirete¢ icin tiim karmagsik diizleme ¢oziimciil uzatimi olarak

diistiniip kullanmak olanaklidir.

(3.25)’ten agagidaki esitligi yazarak yeni bir inceleyise gecmekte yarar bulunmaktadir.

8(2) Z (3.29)

coshz

Bu yeni esitlik, py o katsayilarinin, bir iirete¢ islevinden toplamdizi agilimiyla elde edi-
lebildigini gostermektedir. Bu tiir islevlere “Ureteg Islevi (ing: Generating Function)”

adi verilir. Islevde g(z) simgesinin kullanilig nedeni de budur.

(3.29)’un her iki yanmmin z’ye gore (2j). tiirevi alinacak olursa asagidaki esitlikler

yazilabilir.

' a* ! V< Pro 2j _ v Prtjo
D=z ) =L gme = )9 2% i=0,1,...(3.30
g7 dz% <coshz) kg’j(Zk—Zj)!Z kg(’) (Zk)!z , J=0,1,...(3.30)

Ote yandan, (3.28)’de de bir iiretec islevi tanimi bulunmaktadir. Oradaki degisiklikler
toplamdizi yapisinda ve iiretilecek biiyiikliiklerin bagka bir degiskene bagli olusunda-

dir. Yine de, (3.28) Py (x) cokterimlilerini tiretmek i¢in yapilabilecek tek iiretec iglevi
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tanim1 degildir. Asagidaki tanim da, o amagla kullanilabilir.
(2k) v u(x) 2 72K
2)H2k=2j)r P40
i i (2k) WPku(x)2 72K
; N7 Pk—j,0
S0 (2)1(2k=2j)1 T
v v CEE27)! a0 k2
= Z k; (2]) (2k>!pk70\/ M(X) Z

= (I & (2k42))!

viu(x)“z J): 2k 2k

=) : PkovV™ 2 (3.31)
j=0 (2))! k=0 (2k)!

Burada, goriildiigii gibi, en sagdaki kesimde sonsuz toplamlar ayrisik degildir. Tkinci
toplamdizinin iirettigi deger ilk toplamdizinin sirasayisi olan j biitiinsayisina baghdir.

Ilerleyebilmek icin asagidaki tanimdan yararlanilabilir.

© (2k+2/)!
Yi(2) = k:ZO %Pk,oz% (3.32)

Burada, iireteg islevi nitelikli olan ve 7;(z) ile simgelenen, sayilabilir sonsuz sayida,
islevler tanimlanmaktadir. Oteki bir deyisle, tek bir iiretec islevi yerine bir “Uretec

Dizilimi (ing: Generator Sequence)” tanimui giindeme getirilmektedir.

(3.31) esitligi, (3.32)’den yararlanarak, asagidaki bi¢imde yeniden yazilabilir.
= > v u(x)2i 7%

Y (k)1 Py(x)* =Y

10 (3.33)
k=0 j=0 :

Buradan ilerleyebilmek igin ;(vz) islevlerinin belirlenimi gerekmektedir. Bu amagla,

(3.32)’nin agagidaki bigimde yeniden yazimiyla yola ¢ikilabilir.

_ _ - 2k+2j _ —1,2j 2k 2k
Yi(z) = Z(Zk PkO/ drt e 'k / dte™'t Z 2k S PRot 2
) *l‘t2]
- /0 dtcosh(zt), =02 (39

Boylece, bu iiretec islevlerinin tiimlev gosterilimleri de belirlenmis olur. Bu anlatim-
larin (3.29)’da kullanim1 ve ortaya ¢ikan toplamdizinin ¢oziimciil toplam1 asagidaki

sonuca gotirir.

> e " cosh(vu(x)zt)
G(z) = k:zb(Zk Py (x / dt cosh(var) (3.35)

(3.35) esitligiyle, aslinda, G(z) ile simgelenen bir iirete¢ islevinin 6zii yerine tiimlev
gosterilimi verilmektedir ve iirete¢ islevinin Oziiniin belirlenisi icin bu tiimlevin
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belirtik sonucunun bulunusu gerekmektedir. Boyle de olsa, bu iiretecin taniminda,
P cokterimlilerinin diginda bir islev ya da islevler kullanilmamaktadir. Oysa ki,
irete¢ taniminda, islev kullanim1 da olanaklidir. Bu baglamda asagidaki iireteg islevi

giindeme getirilebilir.

e}

F(2)=Y ) (2) Py(x) (3.36)

k=0
Burada, f(z) islevi z karmagik diizleminde, sonlu ve bos olmayan bir teker iginde,
¢oziimciil olarak ongoriilmektedir. (3.32)’de, toplamdizi yerine tiimlev gosterilimli bir

anlatim varolsun istenirse asagidaki ¢evirge tiimlev gosteriliminden yararlanilabilir.

)= z%.fédég(—_gi (3.37)

Burada, C ile saatinkine evrik yonde cevrimcil olan bir ¢evirge simgelenmektedir. Ce-
virge, Ozelsizde, karmasik diizlemde herhangi bir kapali yol ya da yolak (keci yolu)
olarak diisiiniilebilir. Ancak, yakinsaklik inceleyislerinde, cevirge olarak z 6zekli (ing:
center) bir cember alinmaktadir. Bu ¢emberin yaricapinin da, z’ye en yakin tekillik
konumuna olan uzakliktan az olmas1 gerekmektedir. Yoksa, cevirge tiimlev gosterilimi
gecerliligini yitirir.

(3.37), cevirge tiimlevinin c¢evreledigi tekerin herhangi bir tekillik icermemesi
durumunda, z’ye gore istenildigince cok sayida ardisik olarak tiirevlenebilir ve ¢ikan
sonug da bagtaki teker i¢inde gegerli kalir. Boylece, asagidaki esitlige ulagilir.

GRS ({9 RS 3.38)
1@ = o b (

an fo _Z)k+] )

Bunda, k yerine 2k yerlestirerek elde edilen esitlik (3.32)’de kullanilirsa asagidaki

esitlikler yazilabilir.

FQ) = 5 fat 2; Pl = 6100 ()

g @ e e (Y
- —ﬁdcg—/o dre wSh(C)

2 — v
T z (C_—tZ>
= F o 2.
- =Y o) (3.39)
j:()( ])- ]:0
((: eftth

dg—15) /dti, i=0,1,2,... (3.40)
= 2”’7{ (-2 o cosh(év_—t2>
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(3.39)’un en sagindaki toplamdizinin yakinsaklik durumunu incelemek igin Fj
katsayilarinin j’ye gore degisimini ayrintili olarak belirlemek ya da, en azindan,
karmagik boyca davranigini saptamak gerekir. Bu amacla, (3.40)’ta, r, z 6zekli cevirge
cemberinin yaricapt ve 6 bu ¢ember iizerinde konumu belirten a¢1 degiskeni olmak
iizere, { = rexp(i0) + z degisken doniisiimii yapilirsa asagidaki esitlik yazilabilir.
—142J

Fi= 27rr2]/ dge 0 f (z+re ) / dtm, j=0,1,2,... 3A1)

F; katsayilarinin yapisini iyi anlayabilmek i¢in bu esitligin sag yanindaki ikinci

tiimleve odaklanimda yarar bulunmaktadir. Boylece, asagidaki esitlikleri yazarak yola

cikilabilir.
/d : = 2/ dttzfe—b
cosh Ve—’e) l4+e (Bre i)
_ i ~1)*
1+(2k+1); i0)2/+!

i\ 2J+] o k
i re (—1) )
=27 ( 2v ) Z <k w0\ 2717 j=012,..
+5 +’ )

(3.42)

Burada, en sagdaki sonsuz toplam, asagidaki bicimde, iki kesime ayristirilabilir.

oo _1)k
X 1) - pm L

O(k_|_ n e’9>2j+]

|
o\ 2T
(k+ n 69)

1
22]+l Z

(k 34l ) o

Bunun (3.42)’de kullanim1 agagidaki esitligin yazilisina olanak saglar.

o0 e 112 reif\ 1 e 1
dt——— =22))! | — .
/0 cosh (%te_’e) ( ]) ( 4y ) Z (k—l— + re’9)2J_H

0\ 2/l o 1 ioN 2j+1
) Z Y it
4y (k—|— + 619>2]+1 4y

i 3 reie . 1 relG
CH{Z4= ) @) (= .

Burada, l//(zj) ile, ingilizce ad1 “polygamma” olan ve v ile simgelenen iglevin (2;).

(3.43)

tiirevi gosterilmektedir. Ingilizce’de “digamma” olarak da adlandirilan v islevi,
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bilimsel yazinda “T" Islevi” olarak iyi bilinen islevin evrikiistelcil (ing: logarithmic)

tiirevi olarak tanimlanir:

v(z) = ) (3.45)

- 1 1
v(z) = —v+ Z, (IH——l - k—+z) (3.46)

Burada, y ile Euler-Mascheroni degismezi simgelenmekte olup; buradan her iki yanin

(2j) kez ardisik tiirevlenimiyle asagidaki toplamdizi esitligine ulagilir.
. - 1
vy (@) = -2y,

—_ 3.47
= (k+2z)2+1 (.47

Bu esitlik, biraz 6nceki kesimlerde kullanilmis olup, z eksi biitiinsay1 ya da 0 olmayan

herhangi bir karmasik deger olmak iizere gecerliligini hep korur.
(3.40)’1n (3.37)’de kullanim1 agagidaki esitligin yazimina olanak verir.

1 [2= . . rei®\ 21! V(3 re N1 ret®
Fi= | dge—i2i8 —i0) o @ (=2 _v)(Z 3.48
1= 523, 49 flzre)2( 2 v+ ) v () | G4

Bunun (3.39) ile birlestirimi asagidaki sonuca gotiiriir

ref® r2n NS 1 (x—x)¥ N (3 ret? A1 et
— —i _ {2 L= Y _ @)=
F@) 4v71/o dof (”re )}2;) 2))! 422 ["’ <4 e ) v <4 R ” (349

Bu esitligin sag yaninda iki Maclaurin toplamdizisi bulunmaktadir ve onlar i¢in

asagidaki esitlikler yazilabilir.
y L x—x)¥ o) (3, e\ _
(2))! 427y 4 4y

j=0
1 3 re?  (x—x) 3 re? (x—x)
) [W<Z+ 4v * 4v )—HV<Z+ 4y 4y )} (3.50)

2j i0
3 1. (x—x) JW(Zj) 1 ey _
(2))! 4%iv2i 4 4y

j=0
1 1 re® (x—x) 1 re®  (x—x)
(S T (5 ) Jesy

Son iki esitligin gecerli olabilisi i¢in asagidaki esitsizliklerin, k’nin tiim dogalsay1 de-

gerleri lizerinde, saglanist gereklidir.

5| [x—x2|
— <1 <1, k=0,1,2,... (3.52)
’k_|_%_|_"ii/ ’(4]("’3)\/"’7‘6’ ‘

18



22|
IR

|x—x7 | <1 k=0,1,2,... (3.53)

<! | (4k+ 1)y +re®| =7

Bunlar, 6zel yapilarindan dolay1, asagidaki tek bir esitsizlik kiimesine indirgenebilir.

|x—x7 |
<1, k=0,1,2,... 3.54
| (2k+1)v+rei® | G4

Son ii¢ bagintida, dnceden de oldugu gibi, diisey boru simgeleri karmagik boyu

simgelemek amaciyla kullanilmaktadir.

(3.54)’1 yalinlagtirabilmek icin paydadaki boy’a odaklanmak ve asagidaki esitsizligi

yazmak olanaklidir.

(2k+1)v+re® | > [ (2k+1)|v| -]

|x—x3 |
N <1, k=0,1.2,.. 3.55
(k£ 1) v[=7] (355

Burada, en sagdaki esitsizlikte paydanin, k’nin belirli 6zel bir K degeri i¢in belen (en

az) degerini aldig1 6ngoriilecek olursa; asagidaki bagintilar yazilabilir.

1
<K+_)_ﬁ:a — L _okt1-20, -—=<a< (3.56)
1%

2 [v]

| —
N —

Burada, r/|v| degeri 2K + 1 biitiinsayisina gergel eksen iizerinde soldan ya da sagdan
en yakin durumda olabilir. Bu ikililigin yansitimi i¢in hem eksi hem de art1 deger
alabilen bir degistirgeye (ing: parameter) gerek duyulmustur. Yukaridaki esitlikte, o

degistirgesi i¢in ongoriilen aralik bu yiizden o yapida verilmistir.

(3.56)’nin (3.55)’te kullanimi agagidaki esitsizlige gotiirtir.

[x—x | <2|a| (3.57)

Boylece, (3.49) yerine, (3.50) ve (3.51)’in (3.49)'da kullanimuyla, asagidaki esitlik

yazilabilir.
o = 2 (oo [o (32 £52)
() v ()
v G " rie e va2>) } (3.58)

~

Burada, z yerine x; 4+ i0 alinacak olursa, iki konumlu AKATA’'nmin yalmzca J

islecinin isliileri altindaki goriintiilerden olusan kesimi belirlenmis olur. Bu durumu
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biitiiniiyle belirtik olarak gosterebilmek amaciyla, AKATA bagintilandiriminin en

0zelsiz durumunu asagida yeniden vererek ilerleyise baglayabiliriz.

flx) = Zf I (51, 0001) 1,

~

&
Fi (it xi) 1y = /xdé/x dél.../x, d& 11y, &=, & =x(3.59)

Burada, isle¢ tanini degil islec altinda goriintii tanim1 yapilmaktadir. sle¢ tanimi igin

ilgili esitlikte 17 yerine herhangi bir tiimlevlenebilir iglev yerlestirmek olanaklidir.

Burada, iki konumlu 6zellestirim i¢in xo; = x| ve xp;.1 = Xxp tanimlar1 yapilirsa,

asagidaki tanimlar yazilabilir.

)
~

Fi(x) =Y £ (x1) S (051, ooox20) 1,
i=0

)

R =Y fH (x) Ini i1 (651, e X2i1) 1,
i=0

J= S (xx1,x7) (3.60)

Bunlar ve xp; = x| esitligi asagidaki bagintilarin yazimina olanak verir.

(o)

j;i(x;xl,...,xzi):ﬁ, Fl(x):Zf( )(xl J 1f Zle )C1 le( ) (361)
i=0

Buradaki ikinci esitlik, (3.36)’da, F(z) yerine Fj(x), z yerine x, ya da tam uzbilimcil
anlattmiyla, (x; + i0) yerlestirimiyle elde edilebilecek yapidadir. Bu nedenle,
(3.58)’den

ref® 2m o 3 re?  (x—x)
Fi(x) = vn/o de(xH—re )[I/J(Z+ 1 + 1 )
3 re? (x—x) 1 re® (x—x)
—HI/<Z+ 4v v )_W<Z+ 4v+ 4v )
1 re®  (x—x)
(o)

esitligine ulasmak olanaklidir. Boylece, bu altbolimde, AKATA nin bir kesiminin

belirtik ama tiimlev gosterilim altinda yapisi tiretilmis olmaktadir.
3.2 Iraksak Toplamdizili Uretec Islevi Belirleyisi: G(z,u,v)

)

G(z,u,v) = Y (2k) Py (x,x1,%2) 2 :/ dt

= 0 cosh(vzt)

e cosh(vuzt) (3.63)
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Burada, daha 6nce u’nun belirtik olarak gosterilen x’e olan bagimlilig1, daha yalin
anlatimlarla caligsabilmek icin, gosterilmemektedir. Bu tiimlev gosterilim taniminda
u=(x—x2)/(x1 —x2) ve v =x; —xp tamimlartyla verilen u ve v biuyiikliikleri,
ilk asama inceleyislerimiz siiresince gercel degerli ongoriilen x, x1, x degisken ve
degistirgelerine bagh olduklarindan, gerceldir. Salt iiretec islevi olusturumu icin
giindeme getirilen z degistirgesi ise, olabildigince 0zelsiz tutulmak istendiginden,
karmasik degerli olarak ongoriilmektedir. ¢ tiimlev de8iskeni olarak kullanilmakta ve
gercel olarak ongoriilmektedir. Ama, aslinda, onu da karmasik degerli olarak 6ngoriip
tizerindeki tiimlevin karmagik diizlem iizerinde baglangic ((0,0)) konumundan ¢ikan
ve aslinda eksisiz gercel yar1 eksen olan 151n boyunca gergeklestirildigini diislinmekte
yarar bulunmaktadir. Bu yoldan, ilerideki inceleyislerimizde, ¢ iizerinde karmagik

diizlemde ¢evirge iizerinde tiimlevlere odaklanabilis olanakli olacaktir.

3.2.1 Sanal z degerleri icin ¢céziimleyis

Inceleyislerimizi, z'nin ozelsizliginde gerceklestirmek yerine, 1sinlar iizerinde
bulundugu durumlara ayirarak irdeleyis gerceklestirmekte yarar bulunmaktadir. Bu
baglamda, z’nin eksisiz yar1 sanal eksen iizerinde bulundugu (bu bir 151n demektir)
durumla inceleyislerimize baglamakta yarar bulunmaktadir. Boylece, ozelsizde z =
& +in anlatimiyla verilen bu degistirge i¢cin R(z) = & =0 ve sonucta, z = in yazilabilir.
Bu ise (3.63) esitligi yerine
) > © e tcos(vunt
G(in,u,v) EI;)(Zk)!sz(x)zzk — /O dtw (3.64)
yazilabilisine olanak saglar. Bu yeni esitliklerin en sagindaki tiimlevin tiimlevleneni,
¢t sonsuza giderken, tiimlevlenebilen bicimde soner. Dolayisiyla, tiimlev sonsuzda
timlevlenebilir tiirdendir. Ancak, ¢ gercel degerler alarak 0’dan sonsuza giderken,
paydadaki cos islevi devirli olarak sifirlanir. Bu, ¢ tizerinde sifirlanig degerleri, aslinda,
tiimlevlenenin yalin ucay (ing: pole) tekillikleridir. Bu tekillik konumlar1 #;’larla
simgelenecek olursa asagidaki tanim esitlikleri yazilabilir.
f = <k+%> % k=0,1,2, .. (3.65)
(3.64)’teki tiimlev bu ucay tekillikleri nedeniyle 1raksar. Oysaki, amacimiz, iraksak bir
toplamdizinin yakinsak bir tiimlev esdegerini yaratmakti. Ucay tekillikleri nedeniyle

bu eylem gergeklestirilememis olmaktadir. Bunun nedeni de (2k)! carpiniminin tiimlev
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gosteriliminde ¢evirge olarak eksisiz yar1 gercel ekseni olan 1g1nin alinmig olugudur ve
bu 1510, iizerinde, sayilabilir sonsuz sayida ucay igermektedir. Bu nedenle, (2k)!’nin
tiimlev gosterilimi i¢in baska bir 1s1n cevirge olarak kullanilmalidir. Bu amacla,
asagidaki ¢cok daha 6zelsiz bir 151n ¢evirge lizerinde bir tiimlev gosterilimine gitmekte

yarar bulunmaktadir.
(2) = s / di (st)?e 'k = 0,1,2, . (3.66)
0

Burada, s ile yapis1 belirtik olarak asagida verilen bir karmagik degistirge

simgelenmekte olup karmagik boyu 1 olarak ongdoriilmektedir.

T T
= —— — 3.67
s=e", 2<c5<2 ( )

Burada, (3.66)’daki tiimlevin yakinsayip varolusu, bu degistirgenin gergel kesiminin
art1 ve, dolayisiyla, cembercil konaglardaki (ing: coordinate) saat yoniindeki agisinin

—m/2 ile /2 arasinda olugunu gerektirmektedir.

(3.66)’n1n (3.63)’te, z = in ile birlikte, kullanim1 asagidaki esitligin yaziligina olanak

saglar.

fe)

G(in,u,v) = Z (Zk)!(—l)szk (x,x1,X2) n2k = s/oodte”
k=0 0

cos(vumnst)

cos(vnst) (3.68)

Inceleyisleri yalinlastirim icin, cos islevinin degisken imi degisimi altinda degismez

olusunu kullanarak asagidaki esitlikler yazilabilir.

cos (vumst) = cos (|vun|st) = cos(— |vun|st),

cos (vnst) = cos (|vn|st) = cos (—|vn|st) (3.69)

Burada, a¢1 durumuna gore irdeleyis istedigimiz karmagik s degistirgesi ile eksisiz
degerli ¢ degiskeni, bilingli olarak imsiz deger alimindan diglanmistir. Bu, ikiser
esitlikten olusan esitliklerden, birinciler, birinci-ikinci, ikinci-birinci, ikinciler olarak
ortaya cikan dort degisik yapida esitlik seciminden salt imsiz degerleri alan secenek
gozoniine alinarak, asagidaki bilesik islevli esitliklere gecilebilir.

cos (vunst) _ cos(jvun|st) o1 +eP2(0)

= = —_— 3.70
cos(vnst)  cos(|vn|st) 1+e9() (3-70)
Bunlarin (3.68)’de kullanimiyla asagidaki esitlik yazilabilir.
oo . 1+ e®(0)
Gl u,v) = (cos(0) +isin(0)) [ dre(cos@sismlenzan LEE 371y
0 1+ e%(f)
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Burada goziiken yeni iglevlerin tanimlar1 asagida verilmektedir.

01(t) = (jvun|—|vn|)(sinc —icoso)t,

= 2(i|vun|cosoc — |vun|sino)t,

—~
~
~—

I

2(ilvn|cosoc —|vn|sino)t (3.72)

~~
~

~—
Il

Bunlar iiretilirken o agisinin art1 oldugu 6ngoriilmiistiir.

(3.71)’de tiimlevdeki oran, ¢ sonsuza gotiiriildiigiinde, iistel anlatimlarin sifira gidisi
nedeniyle, 1’e gider ve bu nedenle sonludur. Ustel anlatimin de, ¢ sonsuza giderken,
sOniisii ya da sifira gidisi, timlevin yakinsayabilisi acisindan, gereklidir. Bunun
icin ise listelin, ¢ ile orantili olan, iissiindeki katsayinin gercel kesiminin eksi kalisi
gereklidir. Yukaridaki esitliklerden ¢ikarilabilecegi tizere, asagidaki esitsizligin gecerli

olusu gereklidir.
—coso + (|vun|—|vn|)sino < 0 (3.73)

Eger burada |vun| — |vn| > 0 oldugu Ongoriilirse (3.73)’ten asagidaki esitsizlige
gecilebilir.
tano < b (3.74)
vun|—vn|
Bu esitsizlik, 6’ nin art1 olug 6ngoriimiinden dolayi, sag yanindaki oranin paydasindaki
anlattmin art1 olusu durumunda ¢6ziim iiretebilir ve, bu durumda, 6’ nin degisim aralig1
en genis olarak (0,tan™'(1/|vun|— |vn|)) olabilir. Burada, 0’in dislanis nedeni ¢ =
0 durumunda 1s1n iizerinde ucay tekilliklerinin bulunusudur. Bdoylece, bu durumda,
kiy1 degerlerden olabildigince uzak kalisin yolu olarak asagidaki secimin en uygun
olacagini akila getirmektedir.
6= tan! (;) (3.75)
2 vun | —vn]
lvum| — |vn| = 0 esitliginin gecerli oldugu durum u = 1 durumuna kargilik gelir ve bu
durumda odaktaki 1raksak toplamdizinin ilki digindaki tiim anlatimlari, derecesi arti
biitiinsay1 olan AKATA cokterimlilerinin tiimiiniin sifirlanigindan dolayz sifirlanir. Bu

yiizden, bu durumu burada ayrica irdeleyise gerek yoktur.
vum| — |vn| < 0 esitsizliginin gegerli oldugu durumda (3.73) esitsizliginin sol yani,
o > 0 6ngoriimii altinda, hep eksi kalir. Oteki bir deyisle, 6’ nin, (0, £/2) araligindaki,
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tim degerleri (3.73) esitsizligini saglar. Bu durumda, u¢ degerlerden olabildigince

uzak kalmak i¢in o degerinin /4 olarak seg¢ilisi uygundur.

Yukaridaki irdeleyisi, en azindan ¢ agisindan biitiinlestirebilmek i¢in, ¢ < 0 ongdriimii
altinda inceleyisleri de giindeme getirmek gerekir. Bu ongoriim altinda (3.71) yerine
asagidaki esitligi yazarak yola cikilabilir.
oo . 1+ e®2()
G(in,u,v) = (cos(c) +isin()) / die(os(o)isin(@)+7, () T 3 96
0 1 4+e®()

Buradaki yeni iglevler asagidaki esitliklerle tanimlanmaktadr.

(1) = (pn|—=|vun|)(sinc —icoso)t,
O,(t) = 2(—i|vun|coso + |vun|sino)t,
@3(t) = 2(—i|vn|coso+|vn|sino)t (3.77)

Bu yeni durumda, (3.73)’iin yerini agsagidaki esitsizlik alir.
—coso + (Jvn|—|vun|)sinc < 0 (3.78)

Bu esitsizlik, |vn| — [vun| > 0 olusu durumunda, 6’nmin (—7x/2,0) araligindaki tiim
degerleri i¢in saglanir. Buradaki, kiy1 degerlerden olabildigince uzak kalabilmek igin,

o degerinin — 7 /4 olarak secilisi uygundur.
Ote yandan, |vn| — [vun| < 0 durumunda, ¢oziim igin asagidaki esitsizlik yazilabilir.

1
tano > —— (3.79)
lvn|—[vun|

Bunun anlami, 6’nin (tan~! 1/ |vn| — |vun|,0) araliginda bulunusunun gerekliligidir.
Burada da, kiy1 degerlerden olabildigince uzak kalabilmek icin, o degerinin asagidaki
bi¢cimde secilisi uygundur.

6= ttan! <;> (3.80)

2 vn| = vun|

Buraya dek yansitilan inceleyislerde salikverilen 6zel o degerleri, deyim yerindeyse,
birer “olmazsa olmaz” degildir. Duruma gore, gecerli degerlerden baskalar1 da
secilebilir.  Bu nedenle, bu ana dek anlatilanlardan ulagilan vargilar asagidaki
bagintilarla verilecek ve bununla yetinilecektir.

_E
2

%), lvun|—Jvn| <0
GE{ (—tan " (i ) -tan (Wﬂ Vm)z) vun|— | >0 8D
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3.2.2 Ozelsiz z degerleri icin coziimleyis

(3.63)’te z oOzelsiz bir degistirge olarak diisiiniildiigiinden, z’nin bu durumu i¢in de
coziimleyis gerceklestirmek gerekir. (3.63)’te z degiskeni cosh iglevlerinin degisken-
lerinde carpan olarak goriinmektedir. cosh islevinin degiskeninin im degisimi altinda
degismez kalisi, z’nin gercel kesiminin eksisiz oldugu durumlarla ilgilenisin yerinde

olacagi anlamina gelir. Ucaycil konaglarda z i¢in asagidaki esitlik yazilabilir.

6. 714 714
b

z=re 0<r; <o,  —2<0.<7 (3.82)

Burada, 0, acisinin tamim bolgesinin kisitlanisi, z i¢in karmagik diizlemdeki tanim
bolgesinin gercel kesimi eksisiz olan sayilarin orttiigii yar1 diizlem olarak secildigi

anlamina gelmektedir ki, bu da yukaridaki ilgilenis 6ngoriimiiyle tutarlidair.

Yukaridaki 1 ile simgelenen gercel biiyiikliik, aslinda r,sin®, dir. Inceleyislerde
n, imsiz degerleriyle, ¢oziimleyise girmektedir ve bu durum, o agisinin tanim
bolgelerinde bakisim (ing: symmetry) olarak 6ziinii gostermektedir. Bu yiizden,
burada da, 0,’nin salt [0, /2] araligindaki degerleri i¢in ¢6ziimleyisi gergeklestirimi

yerinde bir tutumdur.

Bu kesimdeki ¢oziimleyisi gergeklestirim icin (3.63) yerine agagidaki esitligi yazarak
yola ¢ikilabilir.

[e)

G(z,u,v) = Z(Zk)!sz (x,x1,%2) 22 = slsz/ drs
k=0 0

—s182t cosh(VMSlSZZt)

3.83
cosh(vsyspzt) (3.83)

Burada, bir tek s degistirgesi yerine s1 ve s ile simgelenen iki karmagik degerli degis-
tirgenin kullanimu bilingli olarak ve ¢6ziimleyisi yalinlastirmak amacl olarak giindeme
getirilmektedir. 51 ve s, karmasik boylar1 1 olan degistirgeler olup belirtik anlatimlari

asagida verilmektedir.

. T T
sj=e%, j=12, —Z<otem<y (3.84)

Burada, 0,’yi, soz carpimini ar1 sanal yapiya biiriindiirecek bicimde se¢gmek olanakh-

dir. Bu amacla asagidaki esitlikler yazilabilir.
. T
$2Z = i1, o, + 0, = ) (3.85)

Bunlar gerceklestirilecek olursa, 8, nin dar ag1 olarak 6ngoriiliisiinden dolay1, o, de bir

dar ac1 olarak ortaya ¢ikar. Bu durumda, s; yerine de s yazilacak olursa, (3.83) esitligi
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(3.68) esitligine doniisiir. Bundan sonrasi, biitiiniiyle, (3.68) sonrasi ¢oziimleyisle

ortiisiir. Bu nedenle, burada, yinelenisine gerek duyulmamaktadir.

3.2.3 Tiimlevlerin belirlenisi

(3.71)’de ve (3.76)’da goriinen tiimlevlerin belirlenimi i¢in 6nce agagidaki karmagik
deger de alabilen, iki degistirgeli tiimlevin belirlenisi ¢6ziimleyisin odagina alinabilir.
e~ Kit
@ (k1,5) / a’t1+e o R(k)>0,  R(k)>0 (3.86)
Orancil yapidan yararlanarak toplamdizicil belirleyis yoluna gidilecek olursa asagidaki
esitlik yazilabilir.

o) o)

g(Kl,Kz) = /dte (k1+jR)t Z

j :

KH-Kl

% J;)(ZKzJﬂLKl 27<2J+1<2+K1)
1 & 1
S 1cd Z (3.87)
2 (J + 21('2) (J + + 21('2)

Burada elde edilen son anlatim y (digamma) isleviyle yakindan ilintilidir. Bunu gos-

termek ve ¢ iglevini y islevi tiiriinden anlatabilmek i¢in once, z, karmagik degerli de

olsa, sonlu bir deger olmak kosulu altinda asagidaki esitlik yazilabilir.

1
=Tt Z <n+1 n+z) (3.88)
Buradan,
_ — 3.89
v(a) - v(z) ng()(nﬂz n+zl) Z’ (n+z2)(n+2z1) (3-89)

arasonucuna ulagilabilir. Buradan da, asagidaki esitligin yazimina gecilebilir.

(K1, K / dt— e ! —1—1 l
1, K2) Tte 20"\ 2 "2) Y2/ I

R(k)>0, R()>0 (3.90)

Boylece, bir tiimlevin ¢oziimciil olarak belirlenisi saglanmis olmaktadir.  Bu
arasonucun (3.71) ve izleyen tanimlardan olusan yapida kullanimi1 asagidaki sonucun

yazilabilisine olanak saglar.

b (L DYy () (R 1), (mt
G<’"’”’V)_2K2@’(2K2+2) "’(219)“”( 2% +2) "’( 2% )}691)
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Ancak, bunun gegerli olabilisi icin klarin asagidaki esitliklerle tanimlaniyor olusu

gerekir.
Ki = coso+isino— (jvun|—|vn|)(sinc —icoso),
K, = —2(ilvn|cosc —|vn|sino),
k3 = —2(i|vun|cosc — |vun|sino) (3.92)

3.2.4 1ki konumlu AKATA’nin gecerliligi

Bu altkesimde, inceleyislere (3.61)’deki ikinci esitlik yeniden yazilarak baglanacaktir.
Zf”‘ xi)J (x1,:)F Zf (x1) Poy (1, v) (3.93)

Burada, 6nceden kullanilan simgelestirimler biraz degistirilmis ve boylece hem daha
cagristirict hem de 6ziiyle ¢cok daha uyumlu duruma getirilmiglerdir. Bu baglamda,

yeni simgelestirimlerin belirtik tanimlart agagida verilmektedir.

T (x1,%)8 /d&/ dég (&

1 d* [ cosh(vuz)
P =
2k (u,v) (2k)! {dz,2k < cosh(vz) ) }Z—(”
X—X2

u= , V=X —Xp (3.94)
X1 — X2

Buradaki Py (u,v) yerine yazilabilecek olan anlatim, (3.28)’in her iki yam z’ye gore

(2k) kez tiirevlenip z yerine O yerlestirilerek elde edilmistir.

(3.94)’te verilen Py (u,v) tamiminin sagindaki anlaimda goriinen 1/cosh(vz) ile
cosh(vuz) nin ¢arpimu tizerindeki (2k)nci tiirev, Leibniz kuralina gore, yeniden yazilir

ve sifirlanan toplamcil anlatimlar dile getirilmezse, asagidaki esitliklere ulagilabilir.

1 & 2k [ d% 1 d*=2J cosh(vuz)
Por(u,v) = Z . 77 2%—2;
(2k)! = 2j) \dz# \cosh(vz) / | ._ dz*k==J =0

k 2k—2j 27
_ (vu) =~ d% 1 -
- Z 0 (2))1(2k—2j)! {a’zzi <COSh(vz)> }2:0, k=0,1,2,... (3.95)

Burada en altta goriinen anlatim (3.93)’te kullanilirsa, agsagidaki esitlik yazilabilir.

ok 2k—2j 2j
x) = (26) (y (vu)™ - :
Fy(x) )3 Zf (x1) (2))1(2k —2)! {dz2f (cosh(VZ))}z_o’
(

k=0 j=0
R =R UG PR () e i A
Jg)l;jf o) (2/)1(2k —2j)! {dz2j <COSh(vz)> }2:0,
= 3 1 d* 1 ( )Zk
= j;) (2))! {dzZJ (Cosh(\;z)) }Z O;f 2k+2] (x1) T (3.96)
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Burada, f ile ilgili toplam1 biraz olsun yalinlagtirmak olanaklidir. Bu baglamda asagi-

daki esitlikler yazilabilir.

i f(2k+2j) (x1) (W)Zk _ i f(2k+2j) (x1) (X—xz)Zk
k=0 (Zk)| k=0 (2]()'
= %f@j) (x+x1 —xz)—l-%f(zj) (x1 +x2—x) (3.97)

Bunun gecerli olabilisi igin, f islevinin, bagimsiz degiskeninin (x—+x; —xp) ve

(x1 +x2 —x) degerlerinde ¢oziimciil olusu gereklidir.

(3.97) esitliginin (3.96)’da kullanimi asagidaki esitligin yazilisina olanak saglar.

; (211) {j;]’ (COS}:(VZ))}Z_O

x5 [ £ (et =)+ 12 (11432 —x) | (3.98)

F1 (x) =

s

i L

Artik, (3.60)’taki ikinci esitlie odaklanilacaktir. Bu dogrultuda asagidaki esitlikler

yazilabilir.

Bx) = Y P (x) St (w31, ey x01) 1

k=0

— i (2k+1) /ng (2,21 ¥ ;
k=0

= FEED /d5P2k( Xz—xl)
& 1—u

= Zf(ZkH) (xz)(—v)/ dvPy (v, —v) (3.99)
k=0 0

Burada, f’nin (2k 4+ 1)’inci tiirevinin garptig1 tiimlevli anlatim bir ¢okterimlidir ve
derecesi (2k + 1) olup bir tek islev simgeler. Bu ¢okterimlinin Ps;. | ile simgelenisi
yerinde bir eylemdir. Bu cokterimli i¢in ise yarar bir anlatim elde etmek amaciyla,
(3.28) esitligi yeniden yazilacaktir.

h
ZPZk u, )2k = Sosh(vuz) (3.100)
cosh(vz)

Bu esitlikte, her iki yanda, u yerine v, v yerine —v yerlestirildikten sonra ele gecen

esitligin her iki yanmmn v’a goére [0,1 —u] aralif1 tizerinde tiimlevi alinip olusan
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esitligin her iki yan1 —vz ile carpilacak olursa asagidaki esitlikler yazilabilir.

[%s) l_u [
Y 2t () / doPy(v,—v) = Y 2Py (u,v)
k=0 0 k=0

= (o [T ahln

cosh(vz)

__sinh(v(1 —u)z)
= cosh(v2) (3.101)

Burada, cosh islevinin, degiskeninin im degisimi altinda korunur olusu kullanilmagtr.

Bu esitlik yalin olarak

2kt sinh(v(1 —u)z)
P =— 3.102
k:ZOZ 2k+1 (l/l, V) COSh(VZ) ( )
anlatiminda yeniden yazilirsa, Py 1 (u,v) igin asagidaki esitlik yazilabilir.
1 d**+1 /sinh(v(1 —u)z)
P - _ 3.103
21 (U, v) k)] {dzz"“ ( cosh(v2) ) }z_o (3.103)

Burada, z’ye gore (2k+ 1). tiirevi alinan orani, 1/cosh(vz) ile sin(v(1 — u)z) islev-
lerinin ¢carpimi olarak diisiiniip Leibniz kuralindan yararlanilir ve sifirlanan toplamcil

anlatimlar gosterilmeden sonug¢ yazilmak istenirse asagidaki esitlikler yazilabilir.

1 2kt1 /op 4] d’ 1
P = — o dzl
o1 (U5 V) (2k+1)! j;) ( J ) {dzJ (COSh(VZ)) }z—O

2k+1
{%(smh( (l—u)z))} .

B 1 Z 2k+1 d?
k) S dz? COSh vz)) | ._o

d2k+1 2j
X ¢ ————— (sinh(v(1 —
{dZZk-H—zj (sinh(v( M)Z))}zo

2k+1 2](1 )2k+l—2j d2] 1
- ; N(2k+1—2))! {dzzj (cosh(vz))}z_o

k 2k+1-2) 2
_ (x_xl) o d¥ 1
- ZE)(ZJ')!(ZIHL]—Z])! {dﬂ (Cosh(vZ))}Zzo (3.104)
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Bu yazilanlar yeniden asagidaki yapida yazilabilir.

[e)

Bx) = Y O (x) Py (u,v)
k=0

_ i if(2k+l) (X2 (x—x )2k+172j { d% ( 1 )}
k=0 j=0 (2))1(2k+1—=2/)! | dz¥ \cosh(vz) ) |
= i ikaH (x—xl)”‘“‘zf { d2 ( 1 )}
=0k 2/)1(2k+1—2j)! | dz% \cosh(vz) ) | .,
1

= (2k+2j+1)
= Lo {dzzf (cosh<vz>)} LS ) S

7=0 k=0
- 4% 1
= ; {dZ2J (cosh(vz)) }z=0
3 [0 () = 7P (g 42— )| G109

Ara esitlikleri dislayarak yazacak olursak bu esitlik asagidaki yapiya biiriiniir.

Bx) = ;(;j)!{j;jf (COS}1<VZ))}z—O

X% [f(zf') (x—x1 +x2) — ) (x +x2—x)] (3.106)

(3.98) ve (3.106) asagidaki esitligin yazimina olanak saglar.

Fi(x)+F(x) = g (23)! {j;}/ <c0sﬁ(VZ>) }z=o

x% [f<21'> (x4 x1 —x2) + 3D (x— x, +x2)] (3.107)

Buradan ilerleyebilmek icin en sagdaki koseli ayiraglar arasindaki anlatimdaki islevleri
(x1 —x2)’nin dogalsay iisliileri tiiriinden toplamdizilere agmakta yarar bulunmaktadir.

Bu yapilirsa asagidaki esitlikler yazilabilir.

Fi(x) + Fy(x) = io (2; { j;], (COSSM)} y (;")! PUETI
- i(zi) {5; (cosﬁ@z))} :
B e ()L

d2k 2j
X {m (cosh(z))} . (3.108)

Buradaki sonlu toplam aslinda biri 1/cosh(z) otekisi cosh(z) olan iki islevin

carpiminin Leibniz kuralinca yazilan (2k). tiirevinin z = 0’daki degeridir. Oteki bir
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deyisle asagidaki esitlikler yazilabilir.
K2k [ d¥ 1 >
) — ——- (cosh(z
> Gl (i) |}

d** (cosh(z) d2k
{ﬁ < coshz )}ZZO = {@ (1>}ZZO = o (3.109)

Bu sonucun (3.108)’de kullanimi ulagmak istedigimiz asagidaki vargiya gotiiriir.

Fi(x) + Fa(x) = £(x) (3.110)

Boylece, 2 Konumlu AKATA’nin odaktaki f(x) iglevini gosterdigi kanitlanmig olmak-
tadir. Ancak, bunun tam anlamiyla gegerli olabilisi i¢in f(x) islevinin, yukaridaki ka-
nitlayista goriinen anlatimlarinda, bagli oldugu anlatimlarin her birinin islevin

karmasik diizlemde, ¢coziimciil oldugu bolge icerisinde olusu gerekmektedir.

Konumlar1 n sayida ayrik konum iizerinde cevrimcil devirli olarak gezinen bir
yerlesimde olan AKATA icin de, buradaki coziimleyisten esinlenen, inceleyisler

gerceklestirilebilir.
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4. UCAYCIL TEKILLIKLERIN AKATA YAKINSAKLIGINA ETKISi

Bu boliimde ucaycil tekilliklerin AKATA nin yakinsaklik 6zellikleri tizerindeki etkisi
incelenecektir. ~AKATA yeni bir Taylor toplamdizi agilimi olarak benimsense
de, degisik diigiim konumlart kullanimindan dolay1, Taylor toplamdizi a¢ilimindan
ayrilmaktadir. A¢ilimin yakinsaklig1 ve gecerliligiyle ilgili ayrintilandirimlar asagida

verilmekte olup elde edilen bulgular tiirlii ¢cizim ve ¢izelgeler ile desteklenmisgtir.

4.1 Ucayail Tekillikli islevler

Bu ana dek ele alinan iglevler tiim sonlu bolgelerde ¢oziimciil olan islevlerdi ve
iraksay1ls durumu ile karst karsiya kalinmamisti. Bu andan baglayarak amacimiz
tekillikler ile, ozellikle ucaycil tekilliklerle, ugrasmak olacaktir. Bu dogrultuda iki
iglevin oran1 bi¢iminde yazilan, ucaycil tekillikleri olan, f(z) iglevini gozoniine alirsak;

n(z) ile d(z) birer ¢cokterimli olmak iizere,
n\z
fo="22 @)

esitligi bir orancil (ing: rational) islev tamimlar. Ancak, burada orancillik bir
anlamda kisitlayis demektir. Bundan belli 6l¢iide kurtulmak amaciyla, n(z)’nin
cokterimlilik 6tesinde bir “biitiinislev (ing: entire function)” oldugu; d(z) ninse, z1,...,
zy konumlarinda, sirasiyla, my, ..., my katlilikta sifirlar1 olan bir islevi betimledigi
ongoriilebilir.  Giicliik ¢ekmeksizin ayirdina varilabilecegi gibi, pay ve paydada
cokterimlilik durumu bu 6ngériimde bir 6zel altyapr konumuna diiser. Bu durumda,

bu 6ngoriimii bir 6zelsizlestirim olarak nitelendirmek olanaklidir.

d(z)’nin bir ¢okterimli oldugu diisiiniilecek olursa, (4.1) yerine asagidaki esitlik

yazilabilir.

N,
fl2) = <Z y Ik k) n(z) (4.2)

=tim (@=2z))
Burada ¢oklu ucaycil konumlarin ya da tekilliklerin varolabilisine karsin inceleyisler
tek bir ucaycil tekilligi olan islevler lizerinden yapilacaktir. Bunun 6tesinde paydaki

iglev olan n(z), degeri her yerde 1 olan degismez bir iglev olarak ele alinacaktir.
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Bu asamada asagidaki islevi gozoniine alalim.

- _ (.t
f(x):(x—xp)_ Xp <1_i> (4.3)

Xp

Burada x ve x,’nin gergel de8erli oldugu ongoriilmektedir. Bu iglev, uzamcil (ing:
geometric) bir toplamdizi agilimi iiretir ve gercel eksen iizerinde, x € (—x,,x,)
degerleri icin yakinsar. Bu islevin tiirevleri i¢in de es yakinsayistan soz etmek

olanaklidir.

Ardisik tiirevleyislerle, asagidaki esitligin gecerli oldugunu gostermek olanaklidir.

; 27!
f(%(ﬂzﬁ, j=0,1,2,... (4.4)

Buradan, (3.97)’de goriinen tiirevlerin degerlerine asagidaki bagintilarla gecilebilir.

(2))!

, 2j)! .
f(2J) (X1 +x —x) = - (2J) )2j+1’ j=0,1,2,... (4.6)
X1 TX2 —X—Xp

(4.5)’teki toplamdizinin yakinsayisi i¢in x’in imsiz degerinin (x; — x> —x,) nin imsiz
degerinden kiiciik kalis1 gerekir. Ote yandan, (4.6)’daki toplamdizinin yakinsayisi
i¢in de x’in imsiz degerinin (x1 +x2 —x,) nin imsiz degerinden kiigiik kalis1 gerekir.

Boylece, asagidaki esitlikler yazilabilir.

— ’xl —xz—xp’ <x< ’xl —X2 —Xp

—’xl-l—xz—xp’ <x< ’xl—I—xz—xp’ 4.7)

Buradan da f3) (x4x; —x2) + f) (x; +x, —x) islevinin x’in eksi olmayan
biitiinsay1 tisliileri tiiriinden yazilan toplamdizisinin yakinsayisi i¢in

xg = min (|x; —x2 = x|, [x1 +x2 — xp)) (4.8)

olmak iizere —xp < x < xp kisitinin gegerli olacagi yargisina varilir. Bu kisit1 gergek-

lemeyen x degerleri i¢in yakinsayis iraksayisa doniisecektir.

Bu an i¢in durum goézlemi amac ile (4.5) ve (4.6) esitlikleri (3.98)’de kullanilirsa

asagidaki esitlige ulagilabilir.

F(xx,x) = li < :
HWGXLX2) = 5 dz?J \ cosh(vz) 7=0

=0
I cY)!
()C—I—xl—xz—xp)zjJrl (X1 +x2 —x—2xp
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Cauchy cevirge tiimlevlerinden bilindigi lizere asagidaki esitsizlik yazilabilir.
d% 1 _ B(2))!
dz?) \cosh(vz) ) J._o| = p%

Burada B Cauchy cevirge tiimlevinde cevirge tizerinde iist kiy1 olarak belirlenebilen,

(4.10)

gercel ve art1 bir degismez degerini simgelemekte olup p art1 degerli bir degistirge
olarak 1/coshvz islevinin z bagimsiz degiskenine gore yakinsaklik yaricapindan kiigiik

bir degeri gostermektedir.

Yakinsayis bu andan baslayarak bir bagka acidan incelenecektir. Bu amagla, 6nce
(3.1)’e odaklanalim. Eger x > x, > x; ongoriimiiyle yola ¢ikilacak olursa, x, —x; > 0

olacagindan

f(xl,XQ)lf = /}:d&/jldizlf
— /xxd@(é]—XQ)S/xxdél(@—)q):%(x—xl)z 4.11)

yazilabilir. Bu esitsizlikten asagidaki bagintiya gecilebilir.

P (x,x) 1 = /):dél/ledﬁz{ (&2 —x1) } /dél/ dﬁz{ 52—?61)}

1
< —(x—x)* 4.12)
41
Bunun o6zelsizlestirimi, yine x > xp > x| icin, ara islemleri vermeksizin, asagidaki

esitsizlige gotiiriir.

1
T (x1,x0) 15 < )(x—xl)Zk, k=0,1,2,... (4.13)

(2K)!

Bunun (3.2)’de kullanimi, x > x > x1 i¢in

1
P (x:x1,30) < 01 x—x)*, k=0,1,2,... (4.14)

esitsizligine ulastirir.

Eger (3.60)’taki ilk esitlige odaklanirsak, x > x, > x; icin asagidaki esitsizlik yazilabi-
lir.
- o ‘f(Zj) (xl)‘

A (cx,x0)| <) )fﬁj) ()Cl)) Py (x;x1,%2) | <

) (x—x1)%(4.15)
j=0 j=0 :

Bu durumlarda f islevi ile ilgili

flx) = , T (4.16)



esitlikleri yazilabileceginden (4.15) yerine, yine yukaridaki x > x, > x; durumu icin

gecerli kalan

> (x—xl)zj

A (ox,x)| <) 5T (4.17)
770 1 = 25|
esitsizligine ulagilabilir. Burada sagdaki toplamdizinin yakinsayabilisi i¢in
2
(’67)51)2 <1 (4.18)
‘x 1—X p‘

esitsizliginin saglanig1 gerekir. Bu esitsizlikten x’in bir ikinci derece ¢okterimlisinin

kokleri arasinda kaliginin gerekliligini ¢ikarmak ve

x2—2x1x+x%— (x%—lexp-i-x?,) <0 = x*—2xx—+ (2x1xp—x?,) <0

= (x—xp) (x—2x14x,) <0 (4.19)

esitsizliklerini yazmak olanaklidir. Son esitsizlikte goriinen ikinci derece ¢okterim-
lisinin kokleri x, ve 2x; —x,’dir. x; > x, olmak kosuluyla, ilk kok ikincisinden
biiyiik olamaz ve ¢okterimlinin eksi olabilisi i¢in x’in x, < x < 2x1 —x,, esitsizliini
sa8layis1 gerekir. x; < x, durumunda, bu koklerin siras1 degisir ve ikinci kok birinciden
biiyiik olamaz duruma gelir. Bdyle olunca da hemen yukarida yazi i¢inde verilen
esitsizlik 2x; —x, < x < x), esitsizligine doniigiir. x; > x, i¢in olusturulmus olan

xp < x < 2x1 — xp esitsizli§inden

Xp—Xp <x—x3 < 2x1 — X2 —Xp (4.20)
yazilabilir. x —x2 > 0 olusu gerektiginden (4.20)

2x1—x2—x, >0 xp—x<0 4.21)

kosullarin1 gerekli kilar.

4.2 Biiyiiltke Uzerinden Yakinsayis Inceleyisleri

Bu andan baslayarak yakinsaklik inceleyisleri biiyiiltke (ing: majorant) {izerinden siir-
diiriilecektir. Bu amagla, F| islevindeki toplam dizinin yakinsayisina odaklanilacaktir.
Fy’in taban f(x) islevi, x,, gergel degerler alabilen bir degistirge olmak iizere, f(x) =
1/(x —xp) esitligiyle tanimlanacaktir. Ayrica, yine x > x, > x1 > x,, siralanigina o-

daklanilacaktir. Bu baglamda, (3.60) ve (4.4) birlestirilecek olursa asagidaki esitlik
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yazilabilir.

= ()
F (x;xl,xz,xp) = Zmp2j(x;x]’x2) 4.22)

Bu esitligin sag yanindaki toplamin toplananinin paydasindaki 27+ 1 iislii anlatim,
x > xp > x| ongoriimiinden dolay1, eksisiz (ing: nonnegative) niteliktedir. Ote yandan,
x> xp > x1 ongoriimii de Psj(x;x1,x2) ¢okterimlisinin eksi olmazligini giivence altina
alir. Bu nedenle (4.22)’deki toplamdizinin toplananlar1 eksisiz biiyiikliiklerdir. Onlari,
bir bicimde biiyiilterek bir biiyiiltke olusturulabilir. Bu amacla, (4.14)’i g6zoniinde

bulundurarak asagidaki tanim yapilabilir.

1 > [ x—Xx1 2J
B (x;x1,x2,% = 423
1 (331,32, %p) (x]_xp)g(x]_xp) (4.23)

Bu, biiyiiltke olarak diisiiniilebilir ve onun toplananlar1 es bir tabanin ikiyle boliinebilen
biitiinsay1 usliileridir. ~ Biiyliltkenin toplamdizisinin yakinsadigi x degerlerinde
Fi (x;x1,x2,xp) islevinin toplamdizisi de yakinsar.  Bilyiiltke toplamdizisinin
yakinsayisi icin o toplamdizi toplananlarindaki iisliilerin tabaninin, 1’°den kii¢iik kalis1
gerekir. Ama o taban 1’e ne diizeyde yaklasirsa, o diizeyde yavas bir yakinsayis
elde edilir. Tabanin alacagi en yiiksek deger 1 degil de, ondan kii¢iik ama art1 olan,
sozgelimi p ile simgelenen bir deger olarak ongoriiliirse, p kiigiildiik¢e yakinsaklik
tezlesir, yani toplamdiziden yeterince ama az sayida anlatim alarak yaklastirim
gercgeklestirilir. 1/p degerine “yakinsay1s tezligi” ad1 verilebilir. Tiim bu anlatilanlarin

sonunda, x icin asagidaki esitsizlikler yazilabilir.

X—Xx2 < X — X1

< < (4.24)
X1 —Xp X1 —Xp

X <x<xi+p(x1—xp) (4.25)

Son esitsizlik, “x,, x;’den ne diizeyde kiiciikse, x’in 1/p yakinsayis tezlikli yakinsays
aralig1 da o diizeyde biiyiik olur” anlamindadir. x —x; > 0 kosulundan dolay1 asagidaki

sonuglara ulagilabilir.

x1+p(x1—xp)—x2>0 (4.26)
X2+ pxp

Pp 4.27

x> = i (4.27)
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Sonugta, x, dyle sec¢ilmelidir ki, xy, x; ile x,’nin 1, p agirlikl ortalamgindan biiyiik
olmalidur.
Eger, x igin yakinsayig araligi [xp,xp + ;| olarak tamimlanacak olursa asagidaki

esitlikler yazilabilir.

Oy —
bLe=x1—x24+p (x1—xp), xp:x1—¥ (4.28)

Son esitlik, 1/p yakinsayis tezliginde, x yakinsayis araliginin uzunlagtirima igin x,,"nin,
gercel say1 ekseni iizerinde, x;’den sola dogru 6telenisini gerektirir. Oteki bir deyisle,

ucay (x,) konumu yakinsayis aralid1 uzunlugu i¢in ¢ok 6nemli bir belirleyicidir.

X > xp > x1 durumu i¢in (4.13) ve (4.14) asagidaki yapilara kavusur.

1
7k 2k -
J* (x1,x2) Iy > (2k>!(x—XQ) , k=0,1,2,... (4.29)
Py (x;3x1,x2) > L(x—xz)zk k=0,1,2,... (4.30)
) — (2k>! ) b b}

Bunlar bizi (4.23)’teki gibi bir toplamdizi yapisina gotiiriir; 6yle ki, bu toplamdizinin

her toplamcil anlatimi F7’in karsilik gelen anlatimindan kiigiiktiir.

1 = [ x—x 2j
Kl (X,XI,XQ,XP) = m];) (xl _xp) (431)

Bu islev anlatim anlatim F;’den kii¢iik oldugundan buna kiiciiltke (ing: Minorant) ad1
verilebilir. Bunun raksadig1 tiim x degerleri icin F; de iraksar. Bu iglevin toplamdizi-
sinin raksay1s kosulu

X—X2

> (4.32)

ile verilir. Bunun x’i yalin olarak iceren kosulu
X 2> X]+X2—Xp (4.33)

esitsizligidir. Bu esitsizlikte (4.28)’in esitliginden yararlanilirsa

x>0+ &‘Jﬁ%xl (4.34)

ve buradan da iraksayis igin xg—i—&‘ﬂf.%xl,oo> yar1 sonsuz aralif1 elde edilir.
Buradan, yakinsayisin bittigi yer ile iraksayisin basladigi konum arasindaki aralikta

yakinsay1s ya da 1raksayisin belirsiz kaldig1 goriiliir. Bu da beklenen bir olgudur.
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4.3 Sayicil Uygulayislar

Bu boliimde bir kesim uygulayis sonuglart verilecektir. Bu uygulayislarda ele
aliman islevler orancil islevler olup, payinda degeri her yerde 1 olan de8ismez
islev, paydasinda ise ucaycil konumunda sifir1 olan birinci dereceden bir ¢okterimli
bulunmaktadir. Uygulayislar 6nceki boliimlerde verilen ¢izem ve bu cizemle ilgili
elde edilen yapilar iizerine kurulmustur. Bu boliimdeki tiim uygulayislar yakinsaklik
yaricapt p 1/2 secilerek gergeklestirilmigtir.  Cizimler elde edilirken AKATA
acitliminin ilk 10 anlatimi kullanilmistir. Cizimlerde kesikli egriler yaklagik islevi

gosterirken, kalin egriler asil islevi betimlemektedir.

[k ¢izim x, = —15, 6teki bir deyigle 1/(x+ 15) islevi i¢in elde edilmistir. Bu ¢izimde
x1 = 10 ve xo = 11 olarak se¢ilmis olup, x i¢in aralik uzunlugu ¢, 10 olarak alinmistir.

Dolayistyla, x’in yakinsaklik araligi ¢izimde goriilebilecegi iizere [11,21]dir.

0038 -
N
0036 N

o0y ) N Asil islev
oaml S — — - AKATA

0.030 - ~

0.028 | ~.
L L L L L L L L L L L L L L L L L L

Sekil 4.1 : x, = —15,x; =10, x, = 11, £, = 10

Yukaridaki c¢izimdeki xj, x, ve ¢, degerlerine bagl kalarak, sapis1 gozlemleyebilmek
i¢in x,, degeri saga kaydirilip 1 olarak almmis ve 1/(x — 1) islevi i¢in agagidaki ¢izim

elde edilmistir.

\ 0101
\

\
0.09 |x,

0.08 - N )
N Asil islev

0.07 | N — — - AKATA

0.06 -~ ~

0.05 -

Sekil 4.2: x, =1,x1 =10, x, =11, £, = 10
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Asagidaki ¢izim, raksayisi gozlemleyebilmek igin 1/(x + 15) islevini [33,50]

araliginda cizdirerek elde edilmistir.

. 1 . . 1
45 50

Asll islev
— — - AKATA

Sekil 4.3 : x, = —15,x; =10,x, =11, 4, =10

Asagidaki cizim x, = —2, oteki bir deyisle 1/(x + 2) islevi icin, elde edilmistir.
$ag ¢ p Y18 $ ¢

Bu cizimde x; = 10 ve x, = 11 olarak secilmis olup, x i¢in aralik uzunlugu ¢, 5

olarak alinmistir. Dolayisiyla x’in yakinsaklik aralig1 ¢izimde goriilebilecegi iizere

[11,16] dir.

0.075 |-
0.070 L
0.065 L

0.060 [

Asil iglev
— — - AKATA

16

Sekil4.4: x,=—-2,x; =10,x, =11, 4, =5

Yukaridaki ¢izimdeki x;, xp ve ¢, degerlerine bagh kalarak, sapist gozlemleyebilmek

i¢in x,, degeri saga kaydirilip 5 olarak alinmis ve 1/(x —5) islevi i¢in asagidaki ¢izim

elde edilmisgtir.
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016 \

014 S
N Asil iglev

r ~ — — - AKATA
012 N

0.10 -

Sekil4.5: x,=5,x1 =10,x,=11,4, =5

Asagidaki c¢izim, 1raksayigsi gozlemleyebilmek igin 1/(x 4+ 2) islevini [16,30]
aralifinda cizdirerek elde edilmistir.

0.06 |-

™~
L -_—-
-
-
F -
—_

0.04 ~

0.02 \

i % 28 =0 Asil iglev
002f — — - AKATA
-0.04 7

-0.06 [ \

-0.08 -

Sekil 4.6 : x, = —-2,x; =10,x2 =11, 4, =5

Ciplak goz gozlemleri bazi durumlarda islev davraniglarimi en ince ayrintilariyla
veremeyebilir. Bu durumda c¢izelgelerin kullanimi gézlemleyis i¢in ¢ok daha iyi

olabilmektedir.

Ik ii¢ cizelge (Cizelge 4.1, 4.2, 4.3) Cizim 4.1 ve 4.2’yi destekleyecek bilgileri
icerecek bi¢cimde olusturulmustur. Bes ayr1 x degeri icin erek islev degerleri ve bu
islevin AKATA ile olusturulmus yaklagik islev degerleri cizelgeye islenmis olup, her

cizelge yalnizca tek bir isleve odaklanmaktadir.

Cizelge 4.1 : 1/(x+ 15) icin AKATA ve erek islev degerleri.

X 1/(x+15) AKATA
12 0.03703703703703703  0.03703703703703706
14 0.03448275862068966  0.03448275862358785
16 0.03225806451612903 0.0322580646731505
18 0.0303030303030303  0.03030302100251332
20 0.02857142857142857  0.02857118161379826
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Cizelge 4.2 : 1/(x+7) icin AKATA ve erek islev degerleri

X 1/(x+7) AKATA
12 0.05263157894736842  0.05263157894737015
14 0.04761904761904762  0.04761904787346256
16 0.04347826086956522  0.04347828731252655
18 0.04  0.03999997048622637
20 0.03703703703703703  0.03702892097657892

Cizelge 4.3 : 1/(x— 1) icin AKATA ve erek iglev degerleri

X 1/(x—1) AKATA
12 0.0909090909090909 0.0909090909111111
14 0.07692307692307693  0.07692339760257755
16 0.06666666666666666  0.06671327561470259
18 0.05882352941176471  0.05959453101896436
20 0.05263157894736842  0.05612689366139465

Son ii¢ cizelge (Cizelge 4.4, 4.5, 4.6) Cizim 4.4 ve 4.5°1 destekleyecek bilgileri igerecek
bigimde olusturulmustur. Ug ayr1 x degeri icin erek islev degerleri ve bu islevin

AKATA ile olusturulmusg yaklasik islev degerleri ¢izelgeye islenmis olup, her cizelge

yalnizca tek bir isleve odaklanmaktadir.

Cizelge 4.4 : 1/(x+2) icin AKATA ve erek islev degerleri

X 1/(x+2) AKATA
11 0.07692307692307693  0.07692311638619329
135 0.06451612903225806  0.06451610309465517
16 0.05555555555555555  0.05555728630755036

Cizelge 4.5 : 1/(x—2) icin AKATA ve erek iglev degerleri

X 1/(x—2) AKATA
11 O1TT1T11111111111 0.1111137833168551
13.5 0.0869565217391404 0.0869548011935184
16 0.07142857142857142  0.07160202828275209

Cizelge 4.6 : 1/(x—5) icin AKATA ve erek islev degerleri

x [/(x—>5)

AKATA

11 0.1666666666666667
13.5 0.1176470588235294
16 0.0909090909090909

0.1669815114172975
0.1174483349234264
0.1182606202171925

Bu cizelgelerden ulagilan vargilar asagidaki bicimde sirasayilandirilmaktadir:
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1. xj, x arah@na yaklastik¢a, ilk sapis aralifin sag ucunda goriiniir ve yavas yavas ayni

araligin sol ucuna dogru yayilir.

2. Bu durum yaklagtirnm siirdiik¢e siirer ve sapis araligin sol ucuna ulastiktan sonra,

yanilginin aralifin sol ucunda en kiiciik olusuna karsin, AKATA gosterilimi

yanilgili sonuclar verir.

3. Bu gozlemler AKATA yaklastirrminin kesilme diizeyinden ve bilgisayar ortaminin

calisma duyarliligindan etkilenebilir.

Asagidaki ¢izim ise 1/(x — 1) islevi i¢in Cizim (4.2)’ye ek olarak Taylor yonteminin

de ince ¢izgiyle goziiktiigii yapida yeniden cizdirilerek elde edilmistir. Burada Taylor

toplamdizi agilimi icin acilim konumu AKATA ile tutarli olusu acisindan 11 olarak

alinmuis ve her iki yontem i¢in de ilk 10 anlatim alinarak yaklastirimlar elde edilmistir.

=, 0.10 }
0.08 }
0.06 }
0.04 }

0.02 -

Asll islev
— — — AKATA

~
-~
~——_——
- -

Taylor

Sekil 4.7 : x, = 1,x1 =10, x, = 11, £, = 10

Taylor a¢ilimiyla karsilastirimi gézlemleyebilmek i¢in asagidaki ii¢ ¢izelge olusturul-

mustur. Her bir ¢izelgede tek bir isleve odaklanilmis olup cizelgeye her iki yontem i¢in

elde edilen bagil yanilgi (ing: relative error) degerleri islenmistir.
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Cizelge 4.7 : 1/(x+ 15) i¢in AKATA ve Taylor yontemi bagil yanilgi degerleri

X AKATA Taylor Yontemi
12 5.66704 x 10~ 1° 7.0838 x 101
14 8.40477 x 10~ ! 4.18292 x 1010
16 4.86767 x 107° 6.91778 x 1078
18 3.06917 x 1077 2.001 x 107

20 8.64352 x 107° 2.46997 x 107

Cizelge 4.8 : 1/(x+7) icin AKATA ve Taylor yontemi bagil yanilgi degerleri

X AKATA Taylor Yontemi
12 3.295x 10~ 14 2.80075 x 10~ 13
14 5.34271 x 10~° 1.65382 x 1078
16 6.08188 x 107 273511 x 107
18 7.37844 x 1077 7.91144 x 1073

20 2.19134 x 10~4 9.76563 x 1074

Cizelge 4.9 : 1/(x— 1) icin AKATA ve Taylor yontemi bagil yanilgi degerleri

X AKATA Taylor Yontemi
12 222222 x 10~ 11 1.x 10710
14 4.16883 x 107 5.9049 x 10~°
16 6.99134 x 104 9.76563 x 10~
18 1.3107 x 1072 2.82475 x 1072
20 6.6411 x 1072 3.48678 x 10!
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5. KARMASIK DUZLEMDE AKATA YAKINSAKLIK INCELEYISLERI

5.1 AKATA Tiimlev Katsayilar1 Tamimlayislar

AKATA, sayilabilir sonsuz sayida toplamcil anlatimin toplami olarak yazilabilen bir

yapidadir. Bunun i¢in, dnce,

Jie(2) /dckg &), k=123 5.1)

esitlikleriyle verilen tiimlev isleclerini, sonra da, bunlarin sonlu sayida c¢arpan iceren

ve asagidaki tanimlayiglarla verilen ¢carpimlarini giindeme getirmek yeterlidir.

lig(2) = 112+ Jig(2) [HJ] ), k=0,1.2,.. (5.2)

Bu esitliklerde, g(z), f(z)’nin i¢inde bulundugu islev uzayindan alinan herhangi bir

islevi simgelemektedir.

Son esitlikteki sonlu ¢arpimda, “bir islecler carpiminin alt kiyisi iist kiyisindan
biiylikse o carpim birim igle¢ alinir” uylagiminin (ing: convention) gecerli oldugu

ongoriilmektedir.

AKATA’'nin 6nceki boliimlerde verilen bagintilandirimi cercevesinde asagidaki

esitlikte verildigi gibi yazilabilecegi bilinen bir gercektir.
Zf () 1+ T fY V@), k=0,1,2,... (5.3)

Burada (j) yapisindaki tistsimge, j biitiinsayis1 kertesindeki (ing: order) tiirevi

anlatmaktadir. 1, ise birim (degeri 1 olan) degismez islevi simgelemektedir.

(5.3)’teki sonlu toplamdan geriye kalan anlatim k — oo i¢in sifira giderse (5.3) yerine

asagidaki esitlik de yazilabilir.
Zf (zj+1) I (5.4)

Bu esitlikle verilen gosterilime “Ayr1§1k Konumlarda Artan Tiirevler Acilimi” adim

vermis ve bunun icin “AKATA” kisalttmin1 kullanmistik.
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5.2 AKATA Tiimlev Katsayilarimin Saptirnm Acilimlari ve Kiyillandirimlar

Bir onceki boliimde amimsatilan AKATA bagintilandirimindaki katsayilarda 1, ile
simgelenen degismez islevin, (5.2)’de verilen, fk isleci altindaki goriintiilerinin

belirlenisi AKATA’nin en 6nemli bileseni olmak durumundadir.

(5.2)’den bir bakista ayirdina varilabilecegi gibi, Io, uylasim geregi, I ile
simgeleyebilecegimiz birim iglece Ozdestir. Bir iglevin, boylesine yalin yapidaki
islecin altindaki goriintiisii 6ziine esit oldugundan bu goriintiiniin belirlenisi son derece

yalindir.

Yine (5.2)’den yola c¢ikarak, ama bu kez (5.1)’den de yararlanarak, asagidaki esitlikleri

yazmak olanaklhidir.
R R b4
hp=Jity= [ dg=z-z (5.5)
21

(5.4)’ten ve buradan tez olarak ayirdina varilabilen olgu, Il 1 ile Il ¢ timlevleyis
sonucu elde edilen anlatimlarin, z’nin, sirasiyla 0. ve 1. dereceden, cokterimlileri
olusudur. Ancak, bu cokterimlilik olgusu salt bu iki goriintiiye 6zgii degildir.
Tim ch r goruntiileri igin gegerlidir.  Uzbilimcil tiimevarim (ing: mathematical
induction) yoluyla kanitlanabilecegi gibi I s nin tiimlevleyisler sonrasi elde edilen
anlatimi, z’nin k. dereceden bir cokterimlisidir. Bu durumda, AKATA taban iglevleri
olarak adlandirilabilecek ﬁl f’ler, z’nin cokterimlileri olugunun yanisira, 6zyineli
ardigik tiimlevleyislerle belirlenebilirler ve bu eylemler kagit iistiinde de elyordamuyla,
bilgisayar ortamlarinda betikleyis ya da buyrukdizileyisle gerceklestirilebilir. Ancak,
elde edilecek anlatimlardan, salt bakigla, yakinsayis olgusu lizerinde vargilar iiretmek
yalin bir olgu degildir. Bu yiizden bunlarin belirlenisi i¢in uzbilimcil yontemlerden
yararlanarak, yakinsayis kanitlayisinda yalinlastiric1 yontemler olusturmak olanaklidir.
Bu dogrultuda, saptirim acilimlarindan yararlanmak, belki de ilk animsanacak

olgulardan birisidir.

Saptirim a¢ilimi olayina odaklanabilmek i¢in, 6nce, asagida tanimlari verilen AKATA

cokterimlileri giindeme getirilebilir.

s =hly,  k=0,1,2,... (5.6)
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Burada, ingilizce SNADE kisaltimini ¢cagristirmak icin s simgesi kullanilmis olup bu
AKATA c¢okterimlilerinin agilim konumlarina bagimliligi, yalinlik saglamak amaciyla,

belirtik olarak gosterilmemektedir.

Saptirrm acilimin etkili bicimde gergeklestirebilmek i¢in zj, zp,... konumlarinin z,.
ile simgelenen ve tanimi bizim isteklerimize gére ama anlamli olarak yapilan bir
“Ozek Konumu” cevresinde belli bir (kiiciik olusunda yakinsayisi olumlulagtiran)
teker icinde yerlestigini diisiinelim. Aslinda, bu her zaman diisiiniilecek bir olgudur
ama, konumlarin tlimiiniin, erekteki (ing: target) islevin tek bir Taylor yakinsayis
tekeri i¢inde kalisina 6zen gostermek gerekir. Yoksa, AKATA yakinsaklik bolgesinin
saptaniginda giicliiklerle, ya da giicliiklerin de 6tesinde, olanaksizliklarla yiizlesilebilir.

Bu durumda, asagidaki tanimlar yazilabilir.

Jig(a) = | dgl), Tresld) = / Ydtg(G), k=0.12..  (57)

Bu tanim, (5.1)’in asagidaki bicimde yeniden yazilisina olanak saglar.

~

j]\{g(Z):ch(Z)_j;(7cg(Z), k:()vl?za"' (58)
Buradan da,
il = [(f—flc) oo X (f—fkc)] l;,  k=0,1,2,.. (5.9)

yazimina gecilebilir.

Z’nin Ozekten (z.) yeterince uzakta olusu durumunda bir islevin J;C altindaki
goriintiisiiniin J. altindaki goriintiisiine gore karmagik boyca kiiciik kalacagini gormek
hi¢ de gii¢ degildir. Bu yiizden, J;c bir saptirim isleci olarak diisiiniilebilir ve € bir

saptirim degistirgesi olmak iizere, asagidaki saptirimli islecler

Tu(e)l, = [(fc—eﬁc) oo (fc—gfk,cﬂ l;,  k=0,12,... (5.10)
ve buradan da asagidaki saptirrmli AKATA c¢okterimlileri tanimlanabilir.

Si(z,€) = [(JZ-stC) X ee X (j;—eJA;{7c> } l;, k=012, (511
Buradaki s (x, €) ¢okterimlisi, £’a gore k. derecedendir. Bu yiizden,

k
siz€) =Y S (e, k=0,1,2,... (5.12)
k1 =0
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- 1 [9M5(z, €
sk,k,(z)zﬁ<%)go, k=01,2,.... k1 =012,k (513)

yazilabilir. Boylece, si(z, €) cokterimlisinin belirlenisi s «, (z) cokterimlilerinin belir-

lenisine doniistiiriilmiis olur.

Once, (5.13)’teki esitligin k; = 0 i¢in olanim kullanarak s (z)’1n belirlenigine odak-

lanabiliriz. Bu durumda,
85k.0(2) = sk (2,0), k=0,1,2,... (5.14)
yazilabilir. Bu (5.11)’in € = 0 i¢in yapisiyla biitiinlestirilirse agsagidaki esitlik yazila-
bilir.
Si0(z) =y, k=0,1,2,... (5.15)

Burada, 1;'nin jZ‘ altindaki goriintiisii ardigik tiimlevleyislerle, yalin bir bigimde,

belirlenebilir ve sonugta asagidaki esitlige ulagilir.

(z—z0)
kKl

Sto(z) = k=0,1,2,... (5.16)

(z — z¢)’nin karmagik boyunun R ile kiyilandirilmig olusu, buradan, asagidaki kiyilan-

dirima gotiiriir.
k

~ R
ISk0(z)| < K k=0,1,2,... (5.17)
Bir sonraki adimda, (5.13)’teki esitligin ki = 1 i¢in olanin1 kullanarak, sy 1 (z)’in belir-

lenisine odaklanabiliriz. Bu durumda,

3,@1(@5(%@’8)) . k=0,1,2,... (5.18)
e=0

yazilabilir. Burada, sag yandaki anlatimin belirtik anlatimini elde etmek i¢in (5.11)’in
her iki yaninin €’a gore tiirevini alip ele gegen anlatimda € = 0 yerlestirmek yeterlidir.
Bu amagla, (5.11)’in sag yanindaki anlatimi1 once ¢arpim simgesi altinda yazmakta

yarar bulunmaktadir.

k=1,

I1 (JC—EJAHM)] l;,  k=0,12,.. (5.19)

=0

sk(z,€) = [

Bu esitligin her iki yaninin €’a gore tiirevi alinirsa, 6zenli bir bakis agagidaki esitligin

yazilabilecegini gosterir.

95 z,€ k—1 =1, . . k—t=2 , N
%:_ Z H (Jc_gJEHrl,c) JE+1,C H (Jc_8~]£+£2+2,c>
€ i=o | L4=0 (=0
xlp  k=0,1,2,... (5.20)
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Burada € = 0 yerlestirilirse, agagidaki esitlige ulagilabilir.

33%(278)) Y o e
— = — Jo i1, 1y, k=0,1,2,... (5.21)
( oe ).y E) crirhee
Bu ise agsagidaki arasonuca gotiiriir.
k=1
S =— | Y I JET 1y, k=012, (5.22)
(=0

Bu esitlikte, JAHLC isleci altindaki goriintii z’den bagimsizdir. Oteki bir deyisle, de-
gismez niteliktedir. Bu nedenle, (5.22) yerine, herhangi bir 6zelsizlik yitimine neden
olmaksizin, asagidaki esitlik yazilabilir.

k—1

k) =—Y (fflf> <J5+1 Tk 1f> k=0,1,2,.. (5.23)
/=0

Burada goziiken iki anlatim i¢in asagidaki esitlikler yazilabilir.

= Gz 5.24
MY an 6=z (s —2)
J Cﬁ“l:/ d o) 3 5.5
ey = o dé (k—C—1)! (k—0)! (5:23)
Bunlar1 kullanarak (5.23) asagidaki yapiya biiriindiiriilebilir.
T =2 e —2)"
Ky =— k=0,1,2,... 5.26
Sk,l(z) E;() 0 (k_£)| ’ s Ly &y ( )
Eger,
lz1—2e| >l —ze| = 2> lam—2| = (5.27)
Ongoriimil yapilacak olursa, (5.26)’dan, asagidaki esitsizlikler yazilabilir.
~ o ke Lkt
}sk,l(z)] < Zk 1z EZ'( \ZH(}FZZ)I < Zk 1z EZ'( |Z](kfcf|)!
_ _ k _ k
(2 ZCH;(‘!ZI z])" _ (2 ka€|) , k=0,1,2,...
k
< etz —0,1,2,... (5.28)

Burada, en sondaki yataysiradaki anlatimda kotiimserlik daha da biiyiitiilmiistiir. Ama,
buna karsin anlatim, 6zellikle toplamdizilerde kullanim acisindan, cok daha yalinlag-
tirllmistir. Bundan sonra da, eger, yalinlik, islemlerimizi daha etkinlestirecekse, ona

karsilik gelen yiiksek kotiimserlik yeglenecektir.
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(5.28)’den, salt ilk yataysiradan yola ¢ikarak, asagidaki kiyilandirim sonucuna ulasila-
bilir.

(R+]a1 —z))*  RF < Rtz —z|)*
k! k! — k! ’

ISk1(2)| < k=0,1,2,... (5.29)

Bir sonraki adimda, (5.13)’teki esitligin k; = 2 i¢in olanini kullanarak s »(z) nin

belirlenisine odaklanabiliriz. Bu durumda,

Sk2(z) = o 5e2 )307 k=0,1,2,... (5.30)

yazilabilir. Burada, sag yandaki anlatimin belirtik anlattmini elde etmek icin (5.19)’un
her iki yaninin €’a gore iki kez ardigik tiirevini alip ele gecen anlatimda &€ = 0
yerlestirmek sonra da ele gecen anlatimi 2’ye bolmek yeterlidir. Bu yapilirsa, asagidaki
esitlige ulasilabilir.

k—1 k—{1—1

:vvk@(z) = Z Z <j;£1 1f> (jz1+l7cj321f> <j21+52+2,6j;k_€1_€2_21f)7
01=0 ¢>,=0

k=0,1,2,... (5.31)

Bu anlatim elde edilirken, yukarida s6zedilen islemler sonrasinda, degismez nitelikli
goriintiileri ayrigtirmak amaciyla, gerekli iki konuma 14 yerlestirimi de gerceklestiril-
misgtir.

(5.31)’de siradan ayiraglar arasindaki goriintiilerin belirtik anlatimlar1 kullanilacak
olursa, asagidaki esitsizlik yazilabilir.

k=1 k—£;—1 -z ’k—fl—fz—l

‘Kl ’Z£1+1 _ZC‘@'H ’Z£1+£2+2_ZC

.32
28 (€2+1)! (k—gl—gg—l)! (5.32)

Sk2(z)| <
(=0 £H=0

Bu esitligi daha uygun yapiya biirtindiirmek i¢in ¢, iizerindeki toplamda ¢, yerine ¢, —
1 yerlestirilecek olursa asagidaki esitsizlige ulagilir.

k—1 k*f] ‘Z_ZC ‘k—gl—fz

¢
\gl ’Z£]+l _Zc‘ : ’Z£,+£2+1 —Zc
0! 05! (k—t1—05)!

Sk2z)] < (5.33)

(1=0/0=1

Bu esitsizlikte de,

2044y +1 —zc] yerine, onun alabilecegi en biiyiikk deger olan,
}z41+2—zc] yerlestirilecek olursa; sag yan daha da biiyiitiilmiis olur ve asagidaki
esitsizlik yazilabilir.

k—1 k—{;

¢
Z 12— z.[" |20,41 — 2e| * |2e,42 — 2
0 0! k—t1—0)!

’ k—01—1o

Si2(2)] < (5.34)

01=0/4r=1
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Bu esitsizligin sag yanindaki ikinci toplamda, toplam ¢, = 1 yerine ¢, = 0’dan bag-
lanacak olursa, esitsizligin sag yani biiyiitiilmiis olur. Bu ise, (5.34) yerine asagidaki
esitsizligin yazilabilecegi anlamina gelir.

1 k— 1 k—01—4
| < e i L e e
- (120 =0 /1! 12y (k—&—ﬁz)!

15k2(2) (5.35)

Burada, ¢, iizerindeki toplamda, ikiterimli (ing: binomial) toplam1 kuralindan yararla-
nilirsa asagidaki esitsizlige ulasilir.

‘ Z ‘Z_Zc‘ : ‘Zf1+1 ZC’+’ZEI+2 Z“)k_él
(k—0))!

|Sk2(2 (5.36)

Bu esitsizlikte de, —zC’ + ’zglJrz—Zc} yerine onun en biiylik degeri olan

|z1 — z¢| + 22 — z¢| yerlestirilirse, sag yan daha da biiyiitiilmiig olur ve ele gegen toplam

cok yalin bir anlatimla belirtik olarak yazilabilir.
|)k—€1

} Z \z—zc\' (lz1 — z¢| + |22 — z¢

5.37
k—0p)! 637

’3}672 (Z)

Bu esitsizligin sag yanindaki toplam bir ikiterimli toplami oldugundan indirgenebilir
ve boylece agagidaki esitsizlige ulasilabilir.

k
!Zv“k,z(z)lsﬂz Zel kf6|+|zz ) ko012 (5.38)

Buradan, gii¢liik cekmeden, asagidaki kiyilandirim yapisina erisilebilir.

(R+ |21 — z¢e| + |22 — ze|)*
k! ’

|Sk2(2)| < k=0,1,2,... (5.39)

Ozelsizlige erisebilmek icin bir adim daha atmak iizere, (5.32)’deki bagmtilandirimin

biraz daha 6zelsizlestirilmigini iiretim yoluna gidebilir ve sonucta asagidaki esitsizlige

erisebiliriz.
N b+l G341
}‘%3(@’ = Zj - %4 e |Z_ZC|€1 ‘ZEI—H _ZC} ’ }Z€1+€2+2_ZC} ’
| = = N (G+1)!
k—0y—lr—03—-2
}Z£]+£2+£3+3 _Zc} (5 40)

(k=0 — L4y —t3—2)!
Burada, ¢, ve ¢3 yerine, sirasiyla, {5 — 1 ve {3 — 1 yerlestirilecek olursa asagidaki

esitsizlige ulagilabilir.

- —1 k=l k=t —lr—1 |Z—Zc|£] }Z€1+1 _ZCI& }Z€1+€2+1 _ZC}£3
<
|5k,3(2)] 204221 432::1 2 6! 0!

k—{01—lr—{3
‘Zfl +ly+03+1 — <c ‘

(k— 0, — b —03)!
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Burada, |z¢,41 —2c|s (20,4641 = Zc|s |2 +l240542 —zc]’nin yerine onlarin en biiyiik

degerleri olan, sirastyla, |21 —z¢|, |22 — z¢|, |23 — z¢| yerlestirilecek olursa, sag yandaki

anlatim biiyiitiilmiis olur. Boylece,

B k—1 k—£1 k—01—0r—1 |Z—Zc‘£] ‘Z] _Zc|£2 |Z2 _ZC‘£3
5k3(2)] <
7 0=00=1 (3=1 ! 05! 03!
|Z3 _Zc|k7£l*£2*£3

5.42
k=01 —tr—13)! (5:42)

Bu esitsizligin sag yani bir tigterimli toplamcil agilimidir (ing: trinomial additive ex-

pansion). Bu yiizden asagidaki bicimde tikiz (ing: compact) olarak yazilabilir.

- (2= ze| + |21 — ze| + |22 — 2| + 23 — 2z¢])*

I5k3(2)] < X , k=0,1,2,... (5.43)

Buradan, giicliik cekmeden, asagidaki kiyilandirima da gecilebilir.

R+ |21 — 2| + |22 — ze] + |23 — 2|
k! ’

15k.3(2)] g( k=0,1,2,... (5.44)

Buraya dek olan inceleyislerden ¢ikarimlarla son iki sonucu 6zelsizlestirmek olanakli-

dir. Bu baglamda asagidaki bagintilar verilebilir.

bl

~ (lz=ze|+|z1 —ze|Hlza—ze |+ H|ze—z])F
}Skj(Z)’ S C C 3 C C

k=0,1,2,..; £=0,1,2,....k (5.45)

Y

— p— e —_ k
’Sk,E(Z)‘ < (R+|z1—zc|+|z2 kfc\—o— +lze—zc])
k=0,1,2,...; £=0,1,2,....k (5.46)
Bu esitsizliklerin sag yanlarini, £’e degil, £’in alabilecegi en biiyiik deger olan k’ye dek

toplamlar icerecek bicimde biiyiiterek, daha kotiimser ama buna kargin ¢’den bagimsiz

anlatimlar elde edilebilir ve asagidaki esitsizlikler yazilabilir.

(12— 2| + |21 = ze| 4+ |22 — ze| + - 4 |z — z|)*

Skez)|] < X ,
k=0,1,2,..; £=0,1,2,....k (5.47)
~ R4z —ze| + |22 — ze] + -+ |ze — z])*
56| (R+ |21 —zc| +]2 ka| =zl
k=0,1,2,..; £=0,1,2,...k (5.48)
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Bunlar1 da, bu kez k’dan bagimsiz kilarak, daha kotiimserlestirmek ve daha yalin

kullanilabilir duruma getirmek olanaklidir. Boylece asagidaki esitsizlikler yazilabilir.

oo k
(|z—zc|+ 3 |zm—zc|)

[Se@)] < - ,
k=0,1,2,..; £=0,1,2,...k (5.49)
oo k
<R+ §1|Zm_Zc|)
Ske(z)] < — 5 :
k=0,1,2,..; £=0,1,2,...k (5.50)

5.3 Yuvalandirnmli Konum Tekerleri ve AKATA Tiimlev Katsayilarimin

Biitiineyaygin Kiyillandirimlari

Esitlik niteligi de tasiyabilen (5.49) ve (5.50) sirasayili esitsizliklerdeki, aslinda bir
toplamdizi olan, sonsuz toplam yakinsamadikca, ne (5.49) ne de (5.50) ise yarar
bir durumda olamaz. Onceki boliimde, |z, —zc|’lerin, m biiyiidiikce yerlesimini
genigletmeyen bir dizi olusturdugu Ongoriilmiistii. Ancak, bu 6ngoriim, (5.49) ve
(5.50)’deki o sonsuz toplamin yakinsayisi icin yeterli degildir. Bu 6ngoriim gegerli de
olsa, o sonsuz toplam yakinsamayabilir. Yakinsayis i¢in ek bir ongoriime gereksinim
bulunmaktadir. Bu bodliimde bu 6ngoriim asagidaki esitliklerin tiimiiniin gerceklenisi

olarak ileri suiriilecektir.
|Zm_Zc|:(Xm‘Z]_Zc|, (X]El, m:1,2,3,... (551)

Burada, tanim geregi tiim, o,’ler art1 gercel sayilar olarak ongoriilmekte olup, yine
tanim geregi, o, 0y, ..., dizisinin, altsirasayr biiyiidiikce biiyiimeyen ve tiimiiniin
toplam1 sonlu kalan nitelikte 6gelerden olustugu da ayrica ongoriilmelidir.  Bu
ongoriimler altinda, (5.51) asagidaki bicimde yeniden yazilabilir.

Y lam—ze| = (Z ocm> z1—2z], =1 (5.52)
m=1

Yakinsayigla ilgili biraz goriis olusturabilmek icin asagidaki bir ka¢ durumu dile

getirmek yeterlidir.

1. C gergel bir degismez olmak iizere, o, = C durumu, yakinsak bir sonsuz toplam

degil sonsuz deger iiretir.
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2. C bir gergel degismez olmak iizere, ¢, = C/m durumu da, yakinsak bir sonsuz

toplam degil sonsuz deger liretir.

3. C bir gercel degismez olmak iizere, o, = C/m? durumu yakinsak bir sonsuz toplam

ve dolayisiyla sonlu bir sayi iiretir.

4. C ve v gergel birer degistirge olmak iizere, @, = C/m" durumu, ancak v > 1 i¢in,
yakinsak bir sonsuz toplam ve dolayisiyla sonlu bir say1 iiretir. Oteki durumlarda

yakinsayis s0z konusu degildir, sonsuz degerli toplam elde edilir.

Yakinsayis durumu icin

i (5.53)

tanim1 yapilacak olursa, (5.49) ve (5.50), asagidaki bicimde yazilabilir.

(lz—ze| + a)z1 — ze|)F

Ske(z)| < = ., k=0,1,2,..; £=0,1,2,....k (5.54)
R —z|)*
“E}C,E(Z)’ < ( +a|]§11 - ‘) ’ k:O717275 62071727"'716 (555)

Boylece, AKATA tiimlevcil katsayilarinin saptirrm acilimlarinin en yalin durumlari

elde edilmis olur.

Artik, biraz daha 6teye gidilebilir ve (5.12)’den agagidaki esitsizlige gecilebilir.

k

5c(ze) = Y S @] lef,  k=0,1,2,... (5.56)
k=0

Bu esitsizlikte (5.54) ve (5.55)’ten yararlanilacak olursa asagidaki esitsizlikler yazila-
bilir.

—ze|+ o)z —ze|)
sk (z,€)] < <Z||> Xl )

k=0,1,2,..: £=0,1,2,....k (5.57)
k N k
|:5‘7<<Z,8)‘ < < |8|£ R+(X|Zl ZC|) ,
/=0
k=0,1,2,...; £=0,1,2,...,k (5.58)

Bunlarda, € = 1 alinacak olursa, saptirrlmamig AKATA Tiimlevcil Katsayilari i¢in a-
sagidaki esitsizliklere gecilebilir.

(12— zel +orfz — ze])*
k! ’
54

Ise(2)] < (k+1) k=0,1,2,... (5.59)



(R+ o]z —z|)*
Kl ’

Ise(2)] < (k+1) k=0,1,2,... (5.60)

Bunlar, saptirim olayindan bagimsiz olduklarindan, “biitiine yaygin” kiyilandirimlar

olarak nitelendirilmektedirler.

5.4 Erek Islevinin Tiirevlerinin Kiyllandirim

Bu boliime (5.4)’e yeniden odaklanarak baglanacaktir. (5.4)’ten, ?}1 ¢ yerine s5(z), j
yerine de k yerlestirerek, asagidaki esitsizlik yazilabilir.

o)

NGIES NI IE] (561)

k=0
Burada, sag yandaki sonsuz toplami kiyilandirmak gerekmektedir. Toplamdaki top-
lananin carpanlarindan ikincisi onceki boliimlerde kiyilandirilmistir ve erek islevi ile
ilgili degildir. Buna karsin, birinci ¢arpan erek isleviyle ilgilidir ve bu an i¢in kiyilan-

dirilmamig durumdadir. Bu boliimde onun kiyilandirimi gerceklestirilecektir.

Onceki kesimlerde, f(z)'nin i¢inde yakinsadig1 bir tekerden sozedilmis ve yaricapi
R ile 6zegi ise z. ile simgelenmisti. Bunun 6tesinde konumlarin bu teker icinde
yerlesik oldugu ve 6zege yakin bir toplanig gosterdigi de diisiiniilmiistii. zz,; de bu
konumlardan biri olup erek islevin bir bagka yakinsay1s tekeri i¢inde yerlesik olmalidir.
Oyle ki, tekerin 6zegi z4| olsun ve bu i¢ teker asil yakinsayis tekerine icten teget
olsun. Bu durumda, bu i¢ tekerin yaricapinin R — (z;. 1 — z.) olusu gerekecektir. Bu ise,
Karmagsik Coziimleyis’ten (ing: Complex Analysis) bilindigi lizere, asagidaki esitsizlik
ile yazilabilir.

kM,
(k) < k _
s <zk+1>\_(R_(ZkH_ZC))k, k=0,1,2,... (5.62)

Burada, M}, yukarida sozii edilen z;, | yarigapli tekerin ¢cevre cemberi iizerinde f(z) nin

karmasik boyunun alabilecegi en biiyiik degeri simgelemektedir. Bu deger f(z) nin
Zc Ozekli asil yakinsayis tekerinin ¢evre cemberi iizerindeki en biiylik karmagik boy

degerini asamaz. Bu deger M ile simgelenirse

k'M
(k) < ) k=0,1,2,... 5.63
)f (Zk-l—l)) (R— (Zk+1 _Zc))k ( )

yazilabilir. Bunlar, erek islevinin AKATA tiirev degerlerinin kiyilandirim bagin-

tilaridir.
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(5.63)’te sag yandaki anlatimin paydasinda z;,| yerine z; yerlestirerek sag yani daha
biiyiitmek, ama bunun karsiligini salt {istte birakmak olanaklidir. Boylece, (5.63) yeri-

ne, asagidaki bagint1 yazilabilir.

KM
‘f(k) (zk+1)‘ < . k=0,1,2,.. (5.64)

(R—(z1—2))"

Bu yapy, z icin yakinsay1s bolgesi saptayisinda, (5.63)’ten ¢ok daha yalin bir inceleyise

izin verecek niteliktedir.

5.5 AKATA’min Yakinsayisi

(5.59) ve (5.63)’iin (5.61)’de kullanimi1 asagidaki esitsizligin yazimina olanak verir.

i
|z —z¢| + ot ]z1 zcl) (5.65)

|f<z>|§Mk§)<k+1>( R— (21— 20

Burada sag yanda uzamcil bir toplamdizinin tiirevini i¢eren bir anlatim bulunmaktadir.

Bu toplamdizinin yakinsayisi i¢in asagidaki esitsizlik saglanmalidir.

|z—zc| + a]z1 — 2]
R—(z1—2)

<1 (5.66)

Bu
lz—zc| <R—(1+0)|z1 —zc| (5.67)

anlamina gelir. Boylece, AKATA i¢in yakinsaklik tekeri saptanmig olur. Bu durumda,

elde edilen bulgular asagida sirasayili bir bi¢cimde verilmektedir.

1. z. 0zekli ve R yaricaph Taylor toplamdizisi yakinsayis cemberi AKATA kullanimi

durumunda daralacaktir.

2. AKATA yakinsaklik cember daralisi, AKATA konumlar z. 6zeginden uzaklastik¢a
yiikselir. Ancak, burada onemli olan sonlu sayida konumun degil sonsuz sayida

konumun 6zekten uzaklagimidir.

3. Yukaridaki ongoriimlerde konumlarin ayni ¢cember iizerinde bulunabilisine izin
verilmektedir. Ancak, boyle bir ¢cok konumlu ¢ember iizerindeki konum sayisinin
sonlu kaldigr durumlarda, daraligla ilgili yukaridaki yorumlar gecerli kalacak

olmakla birlikte, cemberdeki konum sayis1 sonsuz olursa yorum degistirilmelidir.
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4. 3’teki altboliimcede sozii edilen cokkonumlu ¢cemberlerle ilgili en ilging ve uygu-
layimcil durum AKATA konumlarinin sonlu sayida konumun devirli ve ¢evrimcil
(ing: periodic and cyclic) olarak AKATA konumu olusudur. Belirtik olarak yazmak
gerekirse bu durumda, N art1 bir biitiinsay1 olmak {izere, asagidaki tanimlayislar

gecerlidir.

Zj—i—N(k—])EZj? j:1,2,...,N, k:1,2,3,... (568)

Burada yinelenen taban konumlar z’lerle simgelenmektedir. Yakinsaklik ¢6ziim-

leyisleri, bu durumlarda da, buradakileri andiran bigimlerde, gerceklestirilebilir.

5. Burada salt AKATA nin yakinsayisina odaklanilmakta, cokterimlili yapidaki kalan

anlatiminin kii¢iiliis ¢6ziimleyisine odaklanilmamaktadir.
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6. SONUC VE ONERILER

Tek degiskenli iglevler ¢esitli yontemler yardimiyla gosterilebilir ve her bir yontem
belli bir bilesenden baglayan ardisik sonlu toplamcil kesimler olusturularak elde edilen
sonlu anlatimlar ile erekteki isleve yaklastirnm yontemi olarak kullanilabilir. Bu

yontemler arasinda en bilinen ve yaygin kullanilan1 Taylor toplamdizi acilimlaridir.

Bu calismada, yakin zamanda Metin Demirap ve toplulugunun gerceklestirmis oldugu
inceleyisler sonucunda elde edilen ve Taylor toplamdizileri ile yakindan ilgili olan
“Ayrisik Konumlarda Artan Tiirevler A¢ilimi1 (AKATA)” olarak adlandirilan yonteme
odaklanilmistir. Bu yontem, bir anlamda, Taylor toplamdizilerinin 6zelsizlestirimi
olarak Ongoriilmiis ve salt bir bagimsiz degiskene bagimli islevlerin toplamdizi
gosterilimlerinde kullanilmistir.  Tabanda Tiirev-Tiimlev 6zdegligine dayanan bu
yontemde, Taylor toplamdizi a¢ilimindan degisik olarak her bir konuma degisik
bir tiirev degeri eslik etmektedir. Oteki bir soylemle, AKATA, “tiirevin tiimlevi
0zdesliginin” tek degiskenli islevin degisik konumlarda agiliminda kullanimi ile
olusturulmusgtur. Savda, yontemle ilgili elde edilen bulgular, ve de, Oneriler asagida

strasayilandirilmigtir.

e Yontem ile ilgili ilk olarak bagintilandirimlar gerceklestirilmis ve bu bulgular

tizerinde yontemin kuramcil yapisit olusturulmustur.

o AKATA, sayilabilir sonsuzlukta diigiim konumu iceren bir yap1 olarak 6ngoriilmiis
olsa da bu calismada diigiim konumlarinin iki de8er arasinda ardisik devirli
olarak sonsuz kez yinelendigi (xjxpxix;...) ¢izeme odaklanilmigtir. Bu yapidaki
AKATA “Iki Konumlu AKATA” olarak adlandirilmis ve biitiin inceleyisler bu ¢cizem

tizerinde gerceklestirilmistir.

e Ik olarak AKATA taban cokterimlilerinin belirtik anlatimlar1 ve bagmtilar elde

edilmistir. Bu cokterimlilerin Isvigre Cakust ile iliskili oldugu gozlenmistir.
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Cokterimliler elde edildikten sonra yontemin yakinsaklik inceleyisleri gerceklesti-
rilmis ve Iki Konumlu AKATA acilimmin gecerli oldugu ve erekteki islevi

gosterdigi kanitlanmagtir.

Bu bulgulardan sonra, tekillik iceren islevlerde yontemin nasil calistig1 goriilmek
istenmis ve 6zel olarak ucaycil tekilligi olan orancil islevler ele alinmistir. Elde
edilen kuramcil yapilardan yararlanarak yontemin yakinsaklik bolgeleri saptanmig

ve sayicil uygulayislarla desteklenmistir.

Bu uygulayiglar salt AKATA ve erek islev karsilastirimi ile kisith kalmamus,

yontemin Taylor toplamdizi agilimlariyla da karsilastirimi gerceklestirilmistir.

Daha sonra gergellikten karmagikliga gecise odaklanilmis ve karmagik diizlemde

yakinsayis inceleyisleri de gerceklestirilmisgtir.

Sonluda (sonlu bolge i¢inde) yerlesik diigiim konumlu AKATA’da yakinsaklik
bolgesinin Taylor toplamdizisininki ile es oldugu gosterilmistir. Ancak, sonlu
diiglim konumlarinin her birinin yakinsaklik bolgesi icinde kaliginin gerekliligi de

gosterilmistir.

Oteki bir 6nemli bulgu da, sonsuz yineleyisli diigiim konumlarinin sayisinin birden
cok olusu durumunda yakinsaklik bolgesinin Taylor toplamdizisi bolgesinden ¢cok
degisik yap1 gostermek durumunda olusu olarak ortaya cikarilmistir. Bu yapinin
saptanigt ve incelenisinin, ayr1 ve kapsamli bir inceleyisle gerceklestirilebilecegi
anlasilmig ve bu konu sav ardi calisma olarak tasarlanmig olup Ongalismalar da
baglatilmigtir. Savda konum sayis1 2 olan kesim verilmis olmakla birlikte 2’den
biiyiikk olan kesimler ayr1 ve degisik inceleyisler gerektirmekte oldugundan bu

olguya daha ¢ok deginilmemistir.

Burada, yakinsayis bolgesi saptayisinda yontembilimcilik agisindan en dogru yolun
belirlenisi ile ilgili karsilagilan sorunlarin saptirim acilimi yardimiyla iistesinden

gelinmistir.
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