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KESIKLI ORDINATLAR YONTEMINDE GAUSS-CHEBYSHEV
KUADRATURU ILE ISIN-ETKISININ ARASTIRILMASI

OZET

Niikleer reaktor fiziginin temel problemi, verilen bir sistemde (reaktor kalbi
gibi) nétron dagiliminin bulunmasidir. Bu nokta, reaktérde olusan farkhi niikleer
reaksiyonlarin olusum hizlarimin belirlenmesi  agisindan  6nemlidir. Notron
dagihiminin bulunmasi igin reaktdr i¢indeki notron transportu ele alimir. Notron
transportunu ya da bir bagka deyisle, nétron davramslarinin gergek tasvirini veren
bagnti, notron iiretimi ile kayiplan arasindaki matematiksel dengeyi gbsteren nétron
transport denklemidir.

Niikleer reaktorlerin dizayn ve analizinde transport denkleminin ¢oziimii
onemli rol oynar. Fakat bu denklemin ¢oziimii, basitlestirilmis model problemler
hari¢, ¢ok zordur. Ciinkii denklem yedi degiskenli integro-diferansiyel bir forma
sahiptir. Ayrica, ¢6ziimi zorlastiran bagka faktorler de mevcuttur; etkin kesitlerin
enerjiye bagh olmalari ve reaktdrde kullanilan malzemenin geometrik tanzimi gibi.
Bundan dolay1, nétron transport denklemi uygun siir kosullariyla birlikte (zamana
bagh problemlerde baslangi¢ kosulu da dahil), genellikle deterministik transport
kodlanyla ¢oziiliir. ‘

Bu caligmanin asil konusunu olusturan Kesikli Ordinatlar Yontemi, Sy,
Onemli deterministik analiz yontemlerinden birisidir. Yontem, transport teorinin en
temel yaklagimlarindandir ve transport kodlarinda yaygin bigimde kullanilmaktadur.
Yontemde, agisal degisken igin belirli dogrultular (ordinatlar) segilir ve yonsel aki bu
dogrultular i¢in belirlenir. Denklemde goriilen tiirev ve integral terimleri, genellikle
sonlu fark teknikleri ve niimerik integrasyon semalan (Ornek: Standart Gauss
kuadratiirleri) kullamlarak uygun bir kesikli formda yazilir. Boylece, bilgisayar
¢oziimiine uygun bir cebirsel denklem setine ulagiimis olur. Bundan sonra,
sdzkonusu set standart niimerik algoritmalar kullanilarak bilgisayarda ¢oziilebilir.

Transport denklemini ¢6zmede,ydntemin birgok avantajlar olmasina karsin,
uygulamada bazen istenmeyen problemlerle karsilagilmaktadir; 1sm-etkisi gibi.
Yontemin ayrilmaz bir pargast gibi goriinen 1sin-etkisi, iki veya ii¢ boyutlu
geometrilerde izole kaynak kullanan ve kiiglik sagilma degerine sahip problemlerdeki
skaler akida ortaya ¢tkan anormal dalgalanmalardir. Igin-etkisi problemini
azaltabilmek ya da tiimiyle giderebilmek amaciyla birgok ¢alisma ilen
siiriilmektedir. Sorunun ¢6ziimii i¢in en basit yol, Sy yonteminin derecesini (dogrultu
sayisin1) arttirmaktir. Fakat, genelde bu gergeklestiginde, osilasyonlar biiyiimeye
baslar ve fiziksel olanlarla kanstinlabilir. Son yillarda, isin-etkisi bozulmalarim
oldukga azaltan ya da tiimiiyle gideren yaklagimlarnn tiiretimi konusunda dikkate
deger bir ¢aba sarf edilmektedir.



Bu ¢alismada 151-etkisi bozulmalarini azaltmak igin, Sy transport kodlarinda
sitkca rastlanilan  Gauss-Legendre  kuadratiirii  yerine,  Gauss-Chebyshev
kuadratiiriiniin yonteme uyarlanigi ele alinmaktadir. Konu, kartezyen ve silindrik
geometrilerde, izotropik ve anizotropik sagilma igin incelenmistir. Calismanin amaci,
Gauss-Chebyshev kuadratiiriiniin 1g1n-etkisi kargisindaki davramisini gézlemek ve
Gauss-Legendre kuadratiiriine alternatif olarak kullanilabilme olastlifimi tartismaktir.
Bu nedenle, ¢ok taninan iki boyutlu Sy kodlarindan biri olan TWOTRAN-II segilir
ve iki kuadratiirii kiyaslamak amaci ile, dnce Gauss-Chebyshev kuadratiirii i¢in
yogun bir gekilde modifiye edilmis haliyle, sonra da Gauss-Legendre kuadratiirii i¢in
orijinal haliyle ¢aligtirilir..

Gauss-Chebyshev kuadratiir setinin hesaplama 6zelliklerini gostermek iizere,
(x-y) kartezyen geometride verilmis bir model problem (problem 1), ¢cok taninan bir
Benchmark problemi, test problemi olarak segilir. Problemde, iiniform izotropik bir
kaynak, kare seklindeki bir ortamin sol-alt kdsesinde yer almaktadir. Sinir kosullan
olarak, ortamin sol ve alt kenarlarinda yansitici sinir sag ve iist kenarlarinda ise
vakum sinir oldugu varsaytlmistir. Kod, once Gauss-Legendre, sonra da Gauss-
Chebyshev kuadratiirii ile ¢aligtirilmig ve skaler aki dagilimi, s6zkonusu problem igin
bulunmustur. Bundan sonra, problem 1°’deki vakum yerine yansitict smir
yerlestirilmis; boylece olugan problem 2, bir bagka test problemi olarak ele alinmaistir.
Bu problem de, iki kuadratiirle 6nceki gibi incelenmistir. Sonra, problemler silindirik
geometriye uyarlanmig ve kuadratiirlerin bu geometrideki davramslart da isin-etkisi
acisindan degerlendirilmistir. Calismada, programda bulunanin diginda, yakinsamay1
hizlandirmak i¢in hicbir iterasyon hizlandirict teknik kullaniimamastir.

Caligmanin sonunda, iki kuadratiirle dort cesit problemden elde edilen tiim
sonuglar, birbirleriyle ve literatiirdeki verilerle kiyaslanarak Gauss-Chebyshev
kuadratiiriiniin, 6zellikle silindirik geometride, Gauss-Legendre kuadratiiriinden daha
etkili oldugu sonucuna varilmistir. Ayrica ele alinan problemin tiiriine gére, Gauss-
Legendre kuadratiiriiniin kartezyen geometri i¢in, Gauss-Chebyshev kuadratiiriiniin
ise silindirik geometri i¢in Onerilebilecegi goriilmiistiir. Zaten, giinlimiizde bir¢ok Sy
kodunda, farkli yaklasimlarin degisik avantajlannmi kullanan melez (hybrid)
tekniklere oldukca sik rastlanilmaktadir.

Gauss-Chebyshev kuadratiiriiniin  bir bagka Onemli o6zelligi de, bir Sy
yaklasgiminda tiim dogrultular (veya noktalar) icin aymi kuadratiir agirhiklan
kullanmasidir. Bu 0zellik, bilgisayar hafiza ve calijma zamanmi bakimindan,
hesaplamalarda 6nemli bir avantaj saglamaktadir.
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INVESTIGATION OF RAY-EFFECT DISTORTIONS
BY GAUSS-CHEBYSHEV QUADRATURE
IN DISCRETE ORDINATES METHOD

SUMMARY

The main problem of reactor physics is the determination of neutron
distribution in a system; such as a nuclear core. This is important because of the
evaluation of different nuclear reaction rates. To determine the distribution of
neutrons, the process of neutron transport is investigated. The neutron transport, or
stated another way, the real behaviour of neutrons is given by the neutron transport
equation which states a mathematical balance on the physical production and losses
of particles.

In nuclear reactor design and analysis, the solution of the transport equation
plays an important role. However, it is very difficult to solve this equation except for
simple model problems, since it has an integro-differential form with seven variables.
Other factors have also an effect complicating the solution such as complex energy
dependence of cross sections and the geometrical arrangement of the materials in the
core etc. Therefore the neutron transport equation, together with the boundary
conditions (and initial condition, if required), is solved usually by deterministic
transport codes.

The Discrete Ordinates Method, Sy, that is the main subject of this study is
one of the important deterministic methods. The method is straightforward and
widely used in transport calculations. In this method, a set of discrete directions (or
ordinates) for Q is chosen and the directional fluxes are evaluated for these
directions. The derivatives and integrals appearing in the transport equation must be
replaced by a corresponding discrete representation by using finite difference
techniques and numerical integration schemes (i.e. standard Gauss quadratures). In
this way, one gets a set of algebraic equations which are suitable for computation.
Then, this set can be solved by using standard numerical algorithms on a computer.

Although the method has some advantages to solve the transport equation,
sometimes some deleterious numerical problems has been met, such as ray-effect.
The ray-effect distortions that plague the method are anomalous ripples that appear
in the scalar flux for problems with isolated sources and low scattering ratios in two
or three dimensional geometries. Several remedies for eliminating or mitigating the
ray-effect problem have been proposed. It seems that the practical remedy for the
ray-effect is to increase the order of Sy method (the number of directions). In
general, when this is done, the oscillations become higher and they can be confused
with physical ones. In recent years, considerable effort has been expanded in
deriving approaches that eliminate or strongly mitigate the ray-effect distortions.

Xit



In this study for the mitigation of the ray-effect distortions, the Gauss-
Chebyshev quadrature set is replaced by the Gauss-Legendre quadrature set that one
frequently encounters in Sy transport codes. Therefore, this quadrature set is
examined in cartesian and cylindrical geometries for the isotropic and anisotropic
scattering. The aim of the study is to observe the behaviour of the Gauss-Chebyshev
quadrature versus the ray-effect and to discuss the possibility of using that quadrature
as an alternative to Gauss-Legendre quadrature. For this purpose, one of the well-
known two dimensional Sy codes, TWOTRAN-II, is chosen and run in the heavily
modified form for the Gauss-Chebyshev quadrature and also used in original form
for the Gauss-Legendre quadrature, for comparison.

To demonstrate the computational characteristics of the Gauss-Chebyshev
quadrature set, a model problem given in (x-y) cartesian geometry (problem 1), a
well-known Benchmark problem, is chosen as a test problem. In this problem, there
is a flat isotropic source at the left-bottom corner of a square region. The boundary
conditions are given as reflective on the bottom and the left sides and vacuum on the
top and the right sides of the region. The code has been executed first by the Gauss-
Legendre, later by the Gauss-Chebyshev quadrature sets and the distribution of the
scalar flux has been evaluated for the problem. After that, the vacuum boundaries of
problem 1 have been replaced by reflected boundaries and then, problem 2 as a new
test problem has been taken into account. This problem has also be examined by two
quadratures in a similar way. Then, these problems have been adapted to cylindrical
geometry and the behaviour of these two quadratures in that geometry have also been
examined according to the ray-effect. In this study, except for the method in the
original program, no acceleration technique is used to speed up convergence.

At the end of the study, by comparing all the results obtained by two
quadratures for four kinds of problems by each other and by those given in the
literature, we concluded that the Gauss-Chebyshev quadrature is more effective,
especially in cylindrical geometries, than the Gauss-Legendre quadrature. Also,
according to the kind of considered problem, the Gauss-Legendre quadrature for
cartesian geometry and the Gauss-Chebyshev quadrature for cylindrical geometry
can be recommended. As a matter of fact, nowadays in most Sy codes, some hybrid
techniques which use the advantages of different approximations can frequently be
encountered.

Another important characteristic of the Gauss-Chebyshev quadrature is that it
uses the same quadrature weights for all directions (or points) on a given Sy
approximation. This provides an advantage in computing from the point of wiew of
computer memory and run time.
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BOLUM 1
GIRIS

Niikleer reaktor teorisinin temel problemi, reaktor igindeki ntron dgglllmlnln
bulunmasidir. Bu nokta, reaktérdé olusan degisik niikleer reaksiyonlann olusum
hizlarmin belirlenmesi agisindan gereklidir. Nétron dagiliminin belirlenmesi i¢in
reaktor igindeki nétron transportu ele alimir. Bir ortam iginde, ndtronlanin ortam
cekirdekleriyle yaptiklar garpigmalar; bunun sonucunda yutulmalan ya da 6rtamdan
disant kagmalar incelenir [1]. Kisacasi notronik davramigin gergek tasviri, transport
teorinin konusunu olusturmaktadir. Diger bir deyisle transport teori, nétronlarn
reaktor igindeki dagilimlarini uzay, enerji, dogrultu ve zaman degiskenlerine baglh

olarak inceler [2].

Birgok reaktdr ¢aligmasi, nétronlarin davranisim difiizyon yaklasimu ile ele
alir. Gergekten de nétronlar, yogunlugun fazla oldugu bir bdlgeden yogunlugun az
oldugu bir bagka bolgeye difiizlenme egilimindedir. Ancak, reaktér igindeki nétron
transportunu  diftizyon yaklagimi ile ele almak bazi1 problemlerde beklenen
hassasiyetle sonug almayr imkansiz kilar. Ornegin, reaktér simirlarinda ve kuvvetli
yutucu malzexhénin bulundugu yakit, kontrol ¢ubuklan veya reaktdér zirhlarinda
notronlarin davrani§ transport teori ile incelenmelidir [3]. Ayrica ndtron transportu,
diger difiizlenme olaylarindan (termal difiizyon veya gaz molekiillerinin difiizyonu
gibi), farkh ozellik tasir. Omegin gaz molekiillerinin difiizyonunda, difiizlenen
parcaciklar ¢ok sik carpigmalar yaparlar ve gelisigiizel dogrultularda giderek zigzag
yoriingeler ¢izerler. Oysa nétronlarin ortam gekirdekleriyle etkilesmelerinde etkin
kesitler oldukga kiiciiktiir (10%* cm?®). Bir bagka deyisle, notronlar carpisma

yapmadan uzun mesafe katederler [1-3].



Bununla beraber diflizyon teori, ¢ozlimii daha basit oldugundan, reaktor
analizlerinde ¢ok sik kullanilir. Ancak burada iki 6nemli sinirlama s6zkonusudur.
Birincisi, reaktdér icinde nétronlarin gbg sirasinda yalmizca sagilma reaksiyonuna
ugramalan (ortamin zayif yutucu, kuvvetli sagic1 olarak kabul edilmesi); ikincisi,
nétron go¢iiniin ortamin smirlant ve arakesitlerinden uzakta ele alinmasi. Bu
aksaklhiklann gidermek iizere, difiizyon denklemine uygun “transport diizeltmeleri”
eklenerek kullamm alami genigletilmistir [1-4]. Ayrca, difiizyon teoriye dayal
bilgisayar kodlan ucuz olduklarindan (daha az bilgisayar zamanina ve hafizasina
gereksinimleri  vardir)  pratikte, reaktor analizlerinde yogun  olarak

kullanilmaktadirlar.

Difiizyon teori, bu avantajlarina ragmen, nétron akisinda biiytik degisimler
(gradient) mevcut oldugunda iyi bir tanim vermediginden, her problemde yeterince
hassas sonuglara ulasamaz [5]. Akidaki bu degisimler,

1) termal reaktorlerde kontrol gubuklart yakininda,

2) hizhi reaktorlerde tabandaki oOrtii (blanket) de g¢ok etkilidir. Ayrica
difiizyon teori ile zirhlama ve derin niifuz etme (deep penetration) problemlerinde de

basarili sonuglar alinamaz.

Tim bu sorunlar, reaktdr igindeki notron transportunun gergek tammm
yapacak, difiizyon teorinin gegerli olmadigx bolgelerde de hassas sonuglar verecek
bagka bir denkleme bagvurmamizi gerektirir. Nétronlarin davranmislanini ayrintii
olarak veren bu temel denklem, yiizyll kadar 6nce ortaya atilan gazlarn kinetik
teorisinden alimp, nétron davramslarna uyarlanmig olan Boltzmann Transport
denklemidir. Yedi bagimsiz degisken igeren bu lineer denklem, aslinda nétron
ﬁretirriiyle kayb1 arasinda bir denge denklemidir [6,7,8]. Nétron-nétron
etkilesmesinin, nétron-gekirdek etkilesmeleri yaninda tamamyla ihmal edilebilir
olmasi kargisinda lineer formda olusan integrodiferensiyel formdaki nétron transport

denklemin ¢6ziimii, oldukea basitlestirilmis model problemler i¢in dahi ok zordur.

Onceleri, niikleer reaktorlerin ilk ortaya ciktiklan 1940°h yillarla 1960’

yillar arasinda, transport denkleminin ¢6ziimii igin birgok analitik yontem ileri



stiriilmiistiir; Weiner-Hopf teknigi, tekilsel 6zfonksiyonlar agilumu gibi [9]. Sonralar
ise, tlimii ideal geometriler i¢in diigiiniilmiis olan bu tekniklerin yerini, bilgisayarlarin
ve uygulamali matematigin de gelisimiyle gergek geometrilere uygun c¢alismalar
almistir.  Giinlimiizde ilerleyen teknolojiye paralel, bilgisayar ¢oziim mantigina
uygun, hizli niimerik yontemler gelistirilmis, bilgisayar kodlar olusturulmugtur [10].
Bu yontemlerin bir kism deterministik (Kiiresel Harmonikler Agilimi (Py), Discrete
Ordinates Yontemi (Sy) [9-11] ); bir kismu ise olasilik teorisine dayanmaktadir
(Monte Carlo Yo6ntemi). Deterministik yontemler genellikle uzaysal ve/veya agisal

degiskenin kesiklestirilmesi (discretization) ve fonksiyon agilimina bagvururiar.

Bunlardan konumuz olan Kesikli Ordinatlar Yontemi (Discrete Ordinates
Method), transport denkleminde goriilen degiskenleri (Ornegin q)(f,E,fZ,t)

ifadesinde r,E, Q ve t), se¢ilen bir takim kesikli (discrete) dogrultularda discrete
noktalarla belirtir (zj, E;j, Q, to gibi). Tiirevler, sonlu fark tekniklerinden biriyle [12],
integral terimi de niimerik integrasyon gemalariyla verilerek, integrodiferansiyel
formdaki transport denklemi, bir cebirsel denklem setine donistiiriiliir [13,14].
Yontem, boylece problemi bilgisayar ¢oziim mantiina uygun hale getirdiginden

transport uygulamalarinda ¢ok sik kullanilmaktadir.

Buna karsilik Kesikli Ordinatlar (Sy) Yontemiyle elde edilen sonuglarda,
Ozellikle agisal degiskende, kullanilan kesiklestirme gemalarina bagli olarak isin-
etkisi (ray-effect) denilen aki anormallikleri (dogru olmayan, gergege uymayan skaler
aki sekilleri) goriilmektedir. Lokalize ve izole kaynak kullanildiginda, sagilmanin
¢ok kii¢iik oldugu ortamlarda ortaya ¢ikan bu sorunun ¢oziimii i¢in en kisa yol,
yontemin derecesini (discrete dogrultu sayisim) arttirmaktir [15]. Bu durumda da

fiziksel gercege ters diisen aki osilasyonlan devam edebilmektedif]6].

Son yillarda, bu ¢aliymanmin da temel problemlerinden olan, 1gin-etkisi’ni
timiiyle giderebilmek ya da olduk¢a azaltabilmek igin ¢esitli yaklagimlar ileri
stirilmektedir. Bu galigmalar yaklasik ii¢ ayr1 simifta toplanabilirler:



1) Ilk olarak S.Kaplan tarafindan ileri siiriilen uzay-a¢1 sentez (SAS) semast
[17,18]. Kaplan bu uygulamada, belirli dogrultularin se¢imi yerine agisal ag (mesh)
sebekesinde pargacikvari deneme fonksiyonu (piecewise constant trial function)
kullanmstir.

2) Transport denkleminin ¢ift parite (even-parity) formunu kullanan ve
sonugta Sy benzeri denklemler veren yaklagimlar. Burada Kaplan’in fikrinden
hareketle yeni bir yaklagim gelistiren Natelson’un ¢alismasi ile, Miller, Briggs ve
arkadaglarinin yaklagimlar sayilabilir [19,20].

3) (x,y) geometrisinde yazylmls Sn denklemlerine yapay (fictitious) kaynak
terimleri ekleyerek, denklemleri 1in-etkisinin goriilmedigi kiiresel harmonikler veya
benzeri denklemlere doniigtiiren yaklagimlar [18,21]. Bu uygulamalarda 1sm-etkisi
olduk¢a azalmasina ragmen, yapay kaynak teriminden dolayi, kaynak izerindeki
iterasyonun yavagladigi goriilmektedir. Ayrica pahali olan yontem yerine, daha
sonralar, melez (hybrid) Sy — Py yontemi gelistirilmistir [15]. Bu ¢alismalann tiimii,

sin-etkisi’ni dikkate deger bi¢imde azaltmakta fakat tamamen giderememektedir.

Bunlardan bagka, giliniimiizde bilgisayarlar ve veri transfer tekniklerindeki
gelismelere paralel olarak, bu alanda ¢ok gesitli calismalar ortaya ¢ikmustir. Ozellikle
de, farkli ydntemlerin beraberliginden olusan karma yapilar 6nem kazanmis
durumdadir. Boylece farkli yontemlerin tamamlayici 6zelliklerinden yararlanilmakta

ve oldukea baganli sonuglara ulasilmaktadir [S1].

Isin-etkisi’ni giderme ¢alismalarinda gézlenen 6nemli bir nokta da, probleme
uygun kuadratiir setinin gelistirilmesidir [22]. Sy kodlarinda genellikle kullanilmakta
olan, standart Gauss kuadratiirlerinden Gauss-Legendre kuadratiir setidir [23-24].
Ayrica degisik Sy ¢aligmalarinda, degisik 6zellikleri olan ve ele aldig1 geometr i¢in
basarili sayilabilecek sonuglar veren degisik setlerle karsilagilmaktadir; Gauss-Walsh
kuadratiir seti [25], tam simetrik kuadratiir setleri gibi. Ozetle, giiniimiizde her
geometriye uyarlanabilecek, optimal sonuglar iireten, az bilgisayar hafiza ve zamam
gerektiren, kisacasi maliyeti ucuz olan kuadratiir setleri gelistirme g¢abalarinin

siirmekte oldugu sdylenebilir.



Bu c¢aligmanin konusunu, Kesikli Ordinatlar Yontemi ve yontemin
sonuglarinda goézlenen 1gin-etkisi problemi olugturmaktadir. Isin-etkisini azaltici
yaklagim olarak da, segecegimiz geometﬁye uygun, Gauss-Legendre gibi (-1,+1)
araliginda tammlanmis Gauss-Chebyshev kuadratiiriiniin [26], transport denklemine
uyarlamg1 verilecektir. Uygulama, iyi bilinen bir ormek problem iizerinde test
edilerek, kuadratiiriin 1g1n-etkisi karsisindaki davranisi incelenecektir. Bu amagla, iki
boyutlu geometriler igin geligtirilmig bilgisayar kodu, TWOTRAN-II [27] ele
alinacak; kod hem biinyesindeki Gauss-Legendre kuadratiirii ile, hem de yapisina
uyarladigimiz Gauss-Chebyshev kuadratiirii ile ¢aligtirilarak, sonuglan kargilagtinlacaktr.
Sonuglarin degerlendirilmesi ile, Gauss-Chebyshev kuadratiiriiniin, 6zellikle silindirik
geometride ve daha sonra diger genel geometrilerde, Gauss-Legendre kuadratiiriine ne
oOlciide bir alternatif segenek olabilecegi tartigilacaktir. Bu galismada kuadratiiriin
etkisini tam olarak belirleyebilmek icin, kodun biinyesinde bulunan hizlandirma

teknigi disinda ek olarak iterasyon hizlandirici higbir yaklasim kullanilmayacaktir.

Calisma alt1 boliimden olusmaktadir. Ikinci béliimde konunun teorisine
girilecek; nétron transport denklemi verilecek ve ¢oziim yOntemlerinden kisaca
sozedildikten sonra, asil konumuz olan Sy y('intemi ayrintili olarak tanitilacaktir.
Sonraki alt boliimde ise, Sy yontemi sonuglarinda gézlenen 1sin-etkisi problemi
verilecektir. Bolim 3 de, kuadratiir setleri tamitilacak ve Gauss-Chebyshev
kuadratiiriiniin transport denklemine uyarlanig1 gosterilecektir. Boliim 4, bilgisayar
kodunun ayrntili tanitimi ve amag dogrultusunda yeniden diizenlenmesinden; Bolim
5 ise Benchmark problemlerinin tanitimi ve elde edilen sonuglardan olusacaktir. Son
boliimde de elde edilen sonuglar iizerinde genel bir tartisma ve konu hakkinda

oOneriler yer alacaktir.



BOLUM 2

TEORI

2.1. Notron Transport Denklemi

Boltzmann denkleminin lineer formu olan nétron transport denklemi,
birtakim varsayimlarin 15181 altinda elde edilir. Notronlar elektriksel bakimdan nétr
tanecikler olduklarindan, denklemde elektrik alanlarla ilgili herhangi bir terim
yoktur. Ayrica, ndtronlar klasik nokta parcacik olarak kabul edilirler; yanlhizca 7
konum ve V hiz (dolayisiyle momentum) vektorleriyle belirtilebilirler [9].
Notronlar, notr noktalar kabul edildiklerinden ve iki ¢arpigsma arasinda uzun mesafe
katettiklerinden, dogrusal hareket ettikleri ve Newton’un hareket yasalarina uyduklarn
kabul edilir. Bu hareketleri sirasinda yalnizca ortam ¢ekirdekleriyle ¢arpigmalar
yaparlar; ndtron-ndtron etkilesmesi ihmal edilir [1]. Bundan bagka nétron transport
denklemi, nétron yogunlugunun (veya akisinin) ortalama davranislaniyla ilgilenir;

notronlara ait istatistiksel dalgalanmalar1 ihmal eder.

Gergekte notronlar bir spine ve magnetik momente sahiptirler. Yalmizca
parcacik olarak davranmaz; Heisenberg’in belirsizlik ilkesine gore dalga karakteri de
tagirlar [29]. (Bu etkiler denklemde agik¢a yer almaz; yanlizca nétron-ortam
cekirdekleri etkilesmelerindeki etkin kesit degerlerinde sakhidir. Gerektiginde bu
amagla sagilma etkin kesitlerinde kii¢iik diizeltmeler yapilabilir [13]). |

Yukarida siralanan varsayimlarin 1§1ginda, ndtron transport denklemi, uzayda

ele alinan birim hacim elemanindaki nétron iretimi veya kazanci ile kayiplan



arasinda lineer bir denge denklemi olarak tanimlanir [1-4]. Uygun segilen simir
kosullanyla birlikte, eger problem zamana bagl ise, baglangic kosulunu da ele alarak,
dogal parcacik transportunun fizigini en iyi belirten bu denklem, integrodiferansiyel
formdadir ve agik ifadesi agagidaki gibidir;

1 00(F,E,Q,t)

=+ VO(LEQ Y + Y (E) 0. EQ,0) =
v

[a[EY, (FE > B & > D) 000+ K2 [ady

4n 0 4n

JaEVENT, (F.E) 0(F.E, &, 1) + Q(F,E. Q1) @2.1)
0

Burada kullanilan etkin kesitler akidan bagimsizdir. Ancak bazi o6zel
durumlarda (xenon zehirlenmesi, sicaklikla geri besleme olayi, yakitin ilk yanma

sirasindaki olaylar) sabitler akiya bagh alinirlar [11].

Denklem yukanida goriildiigii gibi ii¢ii uzaysal degisken, bir enerji veya hiz
degiskeni, iki hareket dogrultusunu belirten degisken ve bir de zaman degiskeni
olmak lzere yedi bagimsiz degisken igerir. Denklem (2.1) deki gibi, zaman
degiskenini gbzoniine alan transport denklemi daha g¢ok, reaktor dinamigini
ilgilendirir. Oysa pratikte, kararli-hal (steady-state) reaktér fiziginde, bu ¢alismada
oldugu gibi, zamandan bagimsiz transport denklemi kullanilir [8]. Béylece bir

degisken azaltilmis olmasina ragmen, denklem gene de oldukga karmagik yapidadir.

Integro-diferansiyel formdaki denklemin ¢oziimii basit bir geometri sézkonusu
olsa dahi ¢ok zordur. Ciinkii, denklem yedi bagimsiz degisken icermektedir ve
kullanilan etkin kesitler notron enerjisine sikica baglidir. Ayrica reaktérde degisik
geometriler, degisik malzemeler sozkonusudur. Bir reaktdr fizikgisinin goérevi,
denkleme basitlestirici islemler uygulayarak, gergekten uzaklagmadan kolay ve ucuz,

bilgisayarlara uygun ¢6ziim yontemleri bulmaktir.

Genel islem, bagimsiz degigkenlerin, uzaysal, agisal ve enerji degiskenlerinin

kesiklestirme islemidir. Bu amagla transport denklemindeki bagimsiz degiskenler



kesiklestirilerek, denklem bilgisayar ¢6ziim mantifina uygun bir cebirsel denklem

setine doniistiiriiliir.

Enerji degiskeninin kesiklestirilmesi bizi ¢ok gruplu nétron transport
caligmasina gétiiriir. Bu agamada, grup etkin kesitlerini belirlemek reaktdr fiziginin
en 6nemli adimi olup, ¢esitli homojenizasyon iglemleri spektrum hesabi gergevesinde
uygulanir. Diger yandan, uzaysal kesiklestirme igin de ¢esitli yontemler mevcuttur.
Baslicalan sonlu farklar, sonlu elemanlar veya nodal yontemlerdir {10,27,30,31]. Bizi bu
asamada en ¢ok ilgilendiren nokta agisal kesiklestirme islemidir. Denklemin agisal
kesiklestirilmesi ya Kesikli Ordinatlar Yontemi (Discrete Ordinates Method-Sy), ya da
Fonksiyon Agtlimi1 Yontemi (Py) ile gergeklestirilir. Bu amagla gelistirilmis birgok

- deterministik transport kodlart mevcuttur [27,31].
2.1.1. Cesitli Geometrilerde Transport Denklemi

Denklem (2.1) ile verilen transport bagmtisinda yer alan onemli terimlerden
biri, vQ-V ¢(%,E,Q,t)=Q-V o(F,E,Q,t) ile belirtilen akis terimi (streaming term)
dir. Bu terim, pargacigin Q hareket dogrultusundaki bir s patikas1 boyunca, agisal
akinin degisimini gosterir.  Terim, problem geometrisine bagh olarak degisik

koordinat sistemleri igin yazilabilir. Deterministik transport kodlarinda ii¢ koordinat

sistemi de kullanilmaktadir.

1. Kartezyen Koordinatlar : Ug boyutlu kartezyen koordinat sisteminde uzaysal

bir noktanin (x,y,z) koordinatlariyla verildigini biliyoruz. Burada nétronun Q hareket

dogrultusu vektorii agagidaki gibi tammlanir (Sekil 2.1).
Q=e Q +eQ +¢,Q, (2.3)

Burada,

ve, dQ = dude dir.
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Sekil 2.1. Kartezyen koordinatlar.

Ayrica, Q.v divergence operatorii genel olarak asagidaki gibi yazilir.

5o d_&0 dyd dzd dud dgd
V=" sy Tasaz dsap ds 90 24)

kartezyen  koordinatlarda Eli=u, —d—}i=n, —=E&, ve i _do =0 olarak
ds ds ds ds ds

verilmektedir. Buna gore bu tiir geometride aki§ terimi (streaming term) asagidaki
gibi verilir:
oS o dp . do
Q- Vo= + 25
Ll el Fw +83, 2.5)

Burada ¢('r',E,fl)=¢(x,y, z,E, u,(p) dir.

(x,y) iki boyutlu kartezyen geometri i¢in, agisal akinin z bagimlilig1 sézkonusu

olmadigindan akig terimi,

o T.0. YUKSEKOGRETIM KURULU
DOKUMANTASYON MERKEZI



V<|> ugiH]gi (2.6)

halini alir. Burada ¢ = ¢(x, y,E,u,(p) dir.

Bir boyutlu kartezyen geometri iginse, y ve z dogrultulart sézkonusu

olmadigindan ifade,
- = a0
Q- Vo=nu— 2.7
o=p x 2.7

sekline doniigiir. Burada ¢ = ¢(x, E,u, (p) dir.

Bir¢cok bir boyutlu dilim seklindeki geometrilerde, azimiital ag1 simetrisi

s6zkonusu oldugundan aki yalmzca x,E ve u ‘niin fonksiyonu olacaktir.

2. Silindirik Koordinatlar : Ug¢ boyutlu silindirik koordinatlar (Sekil 2.2) de
goriilmektedir. Bu sistemde bir noktanin (r,8,z) koordinatlariyla ve Q vektoriiniin
asagidaki gibi tammlandigim biliyoruz. (Burada m-{ diizlemi ele alinmig ve

(r,0)daki silindirik yiizeye tanjant olarak se¢ilmigtir.)

Q=8Q,+8,Q,+8,Q, 2.8)
Burada,

Q =8Q=41-E*Coso=p

Q,=¢,-Q= \/ Sinm=n

Q, =¢,-Q=¢

ve, dQ = dédo dr.

10



Sekil 2.2, Silindirik koordinatlar.

Divergence operatorii Q - \% asagidaki gibi yazilmaktadir.

fp.d_&rd 09 d&d & dod

Q- V=—=—— 2.
ds dsar+ds86+dsaz+dsaﬁ+dsam 29)
Silindirik koordinatlarda ar_ TR a9 _ -11, gz _ E, % =0 ve do__n
ds ds r ds ds ds r
olduguna gore akis terimi de asagidaki gibi verilir.
5. o 00 N 10Mme) .90
V=TT T o ok @19

Burada ¢ = ¢(r,0,z,E,&,0) dir.

Iki boyutlu silindirik geometri iginse iki ayrt geometri tammlanabilir. 1) Sonlu

silindirik geometri (r,z), 2) Diizlemsel silindirik geometri (r,0) [5].

11



(r,z) iki boyutlu silindirik geometride, bir uzaysal nokta (r,z) koordinatlariyla

tanimlanir ve akig terimi,

1o 19(nd) £ 9
r or r ow oz

Q- Vo= 2.11)

olarak verilir.Burada ¢ = ¢(r,z,E,§,®) veya ¢(r,z,E,u,<p) dir.

(r,0) iki boyutlu silindirik geometride ise bir uzaysal nokta (r,0)
koordinatlariyla tammlanir ve akis terimi,
_no@p) mop 1d(né)

Q.V = 2.12
Q-vo r8r+r89r8a) ( )

seklini alir. Burada ¢=¢(r,6,E,§,m) veya ¢(r,6,E,u,(p) dir.

Bir boyutlu silindirik geometri durumunda ise akis terimi agagida goriilen sekle

doniigiir. Burada bir uzaysal nokta yalnizca r ile tanimlanmaktadir.

= o Ho(rd) 1d(m¢)
Q'V¢—r o r ow

(2.13)
Burada ¢=¢(r,E,§,m) veya ¢(r,E,u,(p) dir.

3. Kiiresel Koordinatlar: Deterministik transport kodlarinda, kiiresel koordinat
olarak yalnizca bir boyutlu geometri ele alnmaktadir. Iki boyutlu kiiresel
geometriler igin de gelistirilmis 6zel amagh bilgisayar kodlari bulunmasina ragmen

kullanim alanlart sinirhdir [32].
Bir boyutlu kiiresel geometride akig terimi (Sekil 2.3),
Q- Vo=-"=—"—+ (2.14)

ds drds oduds

olarak yazilir.
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Sekil 2.3. Kiiresel koordinatlar.

Bu geometri igin, %r_ =H ve -iﬁ = (1-p?)/ r gdzoniine alnarak yukandaki ifade,
S S

= B o(r’e) +19[(1-u2)¢]

Q.Y =54 5 (2.15)

olarak yazilir.

2.1.2. Simir Kosullan

Notron transport denklemi, bilindigi gibi, sonlu bir uzay par¢asinda (burada
etkin Kkesitlerin, uzaysal konum ve pargacik enerjisinin bir fonksiyonu olarak
bilinmekte olduklar1 varsayilmaktadir) nétron transportunu tanimlayan bir temel
denklemdir.  Denklemin, modellenen fizik sisteme gore  ¢Ozlimiini
gerceklestirebilmek igin, sozkonusu bolgenin sinirlarinda nétron agisal yogunlugunun
(veya akisinin), uygun sinir kosullariyla belirlenmesi gerekir. Nétron transport

denkleminin ¢6ziimiinde bas vurulan belli bagh sinir kosullan soyle siralanabilir:
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1. Sistem yiizeyine gelen notron akisi verilir. 1, yiizeydeki bir T pozisyonuna

dik dogrultuda alinan birim vektér olmak iizere,
oF.QE D=0, i-0 <0 icin

yazilir. Bu kosul gergek simir kogulunu olusturur. (Yukanidaki ¢ sabit bir aki degerini

gostermektedir.)

2. Sézkonusu boélgeye herhangi bir dis kaynaktan gelen ndtron da yoksa, bu
yiizeye genel olarak serbest yiizey (free surface) ya da vakum denir. Buna gore

vakum sinir garti,
OEQEN=0 ,  #£-Q<0igin

olarak verilir. Gergekte vakum siir kosulu ideal bir durumdur. Ciinkii, pratikte bir
sistemi ¢evresindeki ortamdan tamamen izole etme olanagi yoktur. Sistemi terk eden
pargaciklar, genellikle sisteme geri donme olasilifina sahiptirler. Eger pargaciklarin
sisteme geri donebilme olasiliklarn ihmal edilebilir derecelerdeyse, ya da sinrlar
g0zoniine alinan birim hacimden ¢ok uzakta iseler, vakum sinir kogulu uygun bir
kosuldur. Omek olarak, vakum sinir kosulu, reaktér zirhlarimin en dig yiizeyinde iyi

bir uygulama alani bulur. [13,14]

3. Yukaridaki verilen temel kosullardan bagka, deterministik transport kodlarinda
yaygin olarak kullanilan bazi sinir kosullarindan daha s6z edilebilir: a) Yansitict sinr
kosulu, b) Beyaz sinir kosulu, ¢) Peryodik sinir kosulu, d) Kiiresel orijinli sinir kosulu,

e) Silindirik orijinli sinir koslulu, f) Albedo sinir koslulu gibi [5,27]

4. Ayrnca, agisal degiskenin kesiklestirme islemine dayanan iki Onemli
yontemde, Sy ve Py, kullanilmakta olan Marshak ve Mark sinir kogullarindan s6z
agilabilir.

a) Marshak sinir kosulu

[2. (w0, =[P (-wa(a.-pwyd = 0

i=1,3,5,...N (N tek say1)
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Bu kosul, 6zellikle Py yénteminde kullanilan bir kosuldur.

b) Mark sinir kosulu
o(0,n,)=0 p,>0igin
a,p)=0 1, >0igin

S6zkonusu kosul, 6zellikle Sy yonteminde tercih edilen bir kosuldur. Yukaridaki

kosullar, a kalinliginda bir dilim geometri igin verilmigtir.

Deterministik transport kodlarinda yaygin olarak kullanildigin: belirtti§imiz ve
¢alismanin belkemigini olugturan TWOTRAN-II de s6zkonusu olan sinir kogullar,

asagida kisaca tanitilmaktadir.

1. Vakum Sinir Kosulu : Bu kosul, yukanda tamitildig: gibi, her dogrultu igin

g0zoniine alinan bdlge simrinda agisal akinin sifir olmasi demektir.

2. Yansitict Smir Kogsulu : Bu kosul genellikle analiz edilen sistemin simetri

diizlemine uygulanir. Yansitici sinirdan gelen aki, giden akiya esittir.

 geten (" u, 11) = O gigen (u,n)’ pn>0

Yansitict sinir genellikle, silindirik geometride radyal eksen boyunca gecerlidir.

Ayrica silindirik hiicre hesaplarinda, hiicrenin dis radyal yiizeyinde uygulanir.

3. Beyaz Sinir Kosulu : Sinirlardan gelen agisal aki degerleri ayni sabit degere
esit alimir. Bu deger, sinirlardan akip giden akinin ortalama degeridir. Sonugta

siirlardan gegen net pargacik akigi sifirdir. Buna gore,

memu’m ¢(um3nm)gi&en
¢gelen - zm Wmum

dir [27]. Bu kosul silindirik geometrilerdeki hiicre hesaplarinda 6nemlidir.
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4. Periyodik Smir Kogulu : Bu kosula gore, bir sinirdan gelen agisal aki, karg
sinirdan giden akiya esittir. Kosul, daha ¢ok j dogrultusundaki tepe ve taban
smirlarina uygulanir. Oregin tabandan gelen aki, tepeden giden akiya, buna karsilik

tepeden gelen aki da tabandan gidene esittir.

Bu kosul kartezyen koordinatlara veya (r,z) ve (r,6,z) koordinatlariyla verilen

silindirik geometrilere uygun bir kosuldur.

5. Siir Kaynaklan : G6zoniine alinan problem bolgesine her dogrultuda gelen
acisal aki belirlenmelidir; tepe, taban, sag kenar gibi. Sézkonusu bolgeye dogru olan
bu akislar bir kaynak olarak yorumlanabilir. Ornegin, sag siirdaki bir kaynaktan

gelen parcaciklarin sayis1 agagidaki ifadeyle verilir [27].
Pargacik sayisi= zm’j Wl QR A 1

Burada QRuy,;, sag kenardaki kaynagi gostermektedir.
2.1.3. Transport Denkleminin Coziim Yontemleri

Niikleer reaktorlerin dizayn ve analizinde, Boltzmann transport denkleminin
¢ozlimii 6nemli rol oynar. Fakat, integrodiferansiyel formdaki denklemin ¢6ziimii,
basitlestirilmis model problemler igin dahi ¢ok zordur. Ciinkii denklem, daha 6nce de
belirtildigi gibi, yedi béglmmz degisken icermekte ve denklemde yer alan etkin
kesitler, hem notron enerjisine hem de uzaysal konuma bagl bulunmaktadiriar.
Bundan bagka, reaktorlerde cesitli geometriler ve ¢esitli malzemeler s6zkonusu
olabilir. Denklemin, sayilan nedenlerden kaynaklanan kompleks yapisi, aragtiricilar,
bilgisayar agirlikh niimerik ¢6ziim yontemleri aramaya yoneltmistir. Giiniimiizde
uygulamali matematik ve bilgisayarlardaki gelismeler, olduk¢a karmagik ve {iniform
olmayan yapilara uygun, uzun hesaplamalar kolaylastiran ve hizlandiran birgok
niimerik yontemin ortaya atilmasina neden olmustur [13]. Bu ¢alismalarda amag,
bilgisayar ¢6ziim mantifina uygun, en az hafiza ve zaman gerektiren, dolayisiyla
maliyeti en az olan, ger¢ede en yakin ve hassas sonuglar verebilen yaklasim teknikleri

gelistirmektir. Bu teknikler genelde iki sinifa ayrilirlar:
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A. Deterministik yontemler, B. Olasilik kavramina dayanan yontemler

A. Deterministik gruba giren niimerik yontemler, lineer Boltzmann
denklemini uygun sinir kosullariyla birlikte (eger problem zamana bagliysa,
baslangi¢ kosulu da dahil), kesiklestirerek -discretization- ¢ozerler. Problemin tiiriine
gore, transport denkleminde yer alan bagimsiz degiskenler, enerji degiskeni, agisal

degisken ve uzaysal degiskenler tek tek ele alinirlar.

Enerji degiskeninin Kkesiklestirilmesi bizi, reaktér analizi problemlerinde
6nemli bir yeri olan ¢ok gruplu nétron transport ¢aligmasina gotiiriir. Konu, daha

sonraki alt boliimde ayrica ele alinacaktir.

Agisal degiskenin kesiklestirilmesi alanindaysa iki 6nemli teknikten sézedilir:

1. Kiiresel Harmonikler Yontemi (Py), 2. Kesikli Ordinatlar Yontemi (Sn)

Py yOntemi, transport problemlerinde yillardir kullanildig1 halde, 6zellikle iki
veya ii¢ boyutlu geometriler igin denklem sayisi arttifindan, giinlimiizdeki aki

hesaplama algoritmalar i¢in pratik bir yontem sayilmaz.

Oysa, bu ¢alismanin da konusunu olugturan Sy yontemi, integrodiferansiyel
formdaki kompleks transport denklemini, bilgisayar hesaplama mantigina uygun bir
cebirsel denklem setine doniistiirdiiglinden, Py yontemine gore daha pratik ve maliyet
olarak daha ucuz bir yontemdir. Her iki yontemden de daha sonra ayrintili olarak

sOzedilecektir.

Transport denkleminin kesiklestirilmesindeki son adim, uzaysal degiskenlere
gore gerceklestirilen kesiklestirme iglemidir. Klasik niimerik yaklagim yontemleri,
sonlu farklar, sonlu elemanlar ve nodal yontemler, transport teoride de kullamlan
uzaysal kesiklestirme yontemlerini olustururlar. Sonlu farklar diferansiyel ifadelerin
kesiklestirilmesinde kullanilmakla birlikte, transport teori ve Sy yontemine has
Diamond, Agirlikli Diamond, Lineer Siireksizlik gibi yontemler, [27,50,52] uzaysal
kesiklestirmede kullamilir. Ozellikle < 2mfp ortalama serbest yol boyutlarindaki ag
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sebekeleri i¢in uygun olan diamond ydéntemi, TWOTRAN-II kodunun da tercih ettigi
bir uzaysal kesiklegtirme teknigidir [5,27].

Bilindigi gibi, biiyiik bir reaktor ortaminda noétron dagilimin hassas olarak
belirleyebilmek igin ¢ok sayida ag noktasimi (mesh point) gozoniine almak gerekir.
Bu da hesaplama maliyetini oldukga arttiran bir etkendir. Giiniimiizde bu amagla
nodal yontemler geligtirilmigtir. Kullanilan ag sebekesinde her homogen bélge bir
diigim (node) olarak kabul edilir ve buradaki ortalama aki tammlamir. Bu
yontemlerin ilki 1964 yilinda FLARE modeli ile ortaya ¢ikmugstir [28]. LWR lerde
ozellikle reflektor analizlerinde sikga kullanilan geligtirilmis nodal difiizyon
yontemler[33], giiniimiizde difiizyon teoride oldugu kadar basarili olmamasina
kargin transport teoriye de uyarlanmaya baslanmis ve bu tiir nodal-Sy beraberliginden
olugan karma yontemler olduk¢a onem kazanmigtir. Bunlarin baslicalan, Discrete
Nodal Transport Method (DNTM), TWOTRAN Nodal Method gibi galismalardir
[28,63].

B. Olasilik kavramu iizerine kurulu bilinen en dnemli yontem Monte-Carlo
yontemidir [13,34,70]. Monte-Carlo yontemi, hem deterministik, hem istatistik
problemleri ¢b6zmede kullanilan, olasihik teorisine dayali bir niimerik ¢6ziim
yontemidir. Yontem, karmasik geometrilere, 6zellikle belirli fizik simr kosullarina
gereksinimi olan diger yontemlerin kullanilmadifi geometrilere, ancak birka¢ mfp
boyutlarindaki sistemlere, kontrol elemanlarina ve rezonanstan kagma olasilik
hesaplarina uygundur [11]. Monte-Carlo yontemi, karmagik geometrilerde bagarili
oldugu halde, nétronlan tek tek izlediginden ve yasadiklan olaylan rastgele sayilarla
(random number) belirttiginden dolayn, istatistiksel olmayan yontemlere gore daha az
hassas sonuglar verir. Hassasiyeti arttirmak igin izlenen pargacik sayisi arttirihir; bu

da daha biiyiik bilgisayar hafizas1 ve zamani demektir.
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2.1.3.1. Enerji Degiskeni - Cok Grup Yoéntemi

Reaktorde nétron eneji bélgesi 0.01 eV’den 10 MeV’e kadar uzandigindan,
bu genis aralik birgok gruplara ya da araliklara béliinebilir. Her grup iginde etkin

kesitlerin sabit olduklan varsayilir.

AE, sozkonusu G adet enerji araligim belirtmek iizere Boltzmann transport

denklemi agagidaki gibi yazilir :

fz-%g(f,ﬁ)ﬂuzug(f,ﬁ) 0,(F,Q) =

G — — -— - -—
Y [T, L,EQD) 0,(F.Q)+Q Q) (2.16)
g'=l 4x
g=12,..,G
Burada ,
0, (7.9 = [0(F.E.Q)dE (2.17)

AEg

Yukaridaki bagnt1 ile verilen g. gruba ait aki, artik pargacik dagilimimt
gostermez; AE, araligindaki toplam pargacik akisimi belirtir. Bundan dolay: integral

yerine, basit bir toplam olarak belirtilebilir [5].

Bu yontemin basarisi, her grup i¢in ortalama enerjiye gore tanimlanacak olan

ortalama etkin kesit degerinin dogruluguna baghdur.

Etkin kesitler agagidaki bagintiyla verilirler :

[ 3. 0dE

¥ s (2.18)
K jd)dE
AEg

Sonugta transport denklemi, G adet denklemden olusan bir sete
déniistiiriilmils olur. Bu setin ¢oziimil igin iteratif yontemler kullanilir. Iterasyon

mantigina gore, kaynak terimi biliniyor farzedilerek(2.17)denklemi énce bir grup igin
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¢Oziiliir; yeni kaynak ele alinarak islem tekrarlamr [11]. Islemi asagidaki gibi

belirtmek miimkiindiir:
G — — — -—
Lot =Y ¥, (£.0-9) ¢4(7.0)+Q,(7.0) _ (2.19)
g’=1
Burada k=0,1,2,... iterasyon sayisim gostermektedir.

Baslangi¢ tahmini ¢;, g=1,2,...,G alinarak denklemler ¢}, g=1,2.....G igin

¢oziiliir. ¢ nin bu yeni degeri ile yukaridaki denklemin sag yani yeniden olugturulur.

Béylece ¢: bulunur. Islem yakinsama saglanana kadar devam eder.

2.1.3.2. Agqsal Degiskenin Kesiklestirilmesi

Agisal degiskenin kesiklegtirilmesini konu alan iki 6nemli teknikten, Kiiresel
Harmonikler Yéntemi ve Kesikli Ordinatlar Yontemi, onceki alt boliimde kisaca
s6zedilmisti. Calismanin konusunu olusturan Kesikli Ordinatlar Yéntemi (Sy), ayrica
ele alinacagindan, burada transport hesaplarinda siklikla kullanilmakta olan Kiiresel

Harmonikler Yontemi, ana hatlan ile tanitilacaktir.

Kiirese] Harmonikler Yontemi veya kisaca Py, transport denkleminin niimerik
¢0zlimii i¢in sikga bagvurulan 6nemli bir ydntemdir [5,35]. Yontemin esasi, agisal
degiskeni igeren tiim fonksiyonlarin (yonsel aki, yonsel kaynak ve sagilma etkin kesiti)
kiiresel harmonikler (Ek. A) tiiriinden agilimlarini vermektir. Tek boyutlu problemlerde,
kiiresel harmonikler olarak Legendre polinomlan (Ek. B) kullamlir. Ortogonal olan bu
fonksiyonlarin dzelliklerinden yararlanilarak elde edilen denklem seti sonsuz sayida

olabilir. Bu set, bir yerde kesilerek analitik ya da niimerik olarak ¢oziiliir.

Yontemi tanmimlamak i¢in Boltzmann transport denkleminin ¢ok gruplu

formunu ele alalim [5]:
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Q-V 0GD+ 3, (7)o, (7,9

NM - MM -
=Y S @+ D3, O R@F., B+ @+ DR, Q@) 220

g'=l n=l

Burada kaynak, homojen olmayan bir kaynaktir ve kiiresel harmonikler tiiriinden

acilimi verilmigtir.

NM, acilim derecesi L’ye gore kiiresel harmoniklerin sayisidir.

$n,g (T), kiiresel harmoniklere gore agisal aki momenti,

Qng (T), agisal homojen olmayan kaynak momentidir.

Denklemin sol yaninda goriilen agisal aki da asagida verildigi gibi kiiresel

harmonikler tiiriinden agilabilir;
—_ NM -~
0, (F.Q) =) (21 + DR, (D)3, ,(F) (2.21)
n=t

Ak degerini, yukandaki (2.20) numarali denklemde yerine koyarak ve

R, (f))fkiiresel harmoniklerin ortogonal olma 6zelliklerini gozéniine alarak denklem,

NM — - -+~ ~
@+ DR, (D[ V5, (B + 3, () §,, (D)

G v
> Y ® 6, (H)-Q,,(]=0 (2.22)
g'=1
halini alir. Burada 1 £ m < NM’dir.

Yukanidaki denklemden anlasildigi gibi, Py yOnteminde, ii¢ boyutlu
geometriler i¢in yedi aki momenti gerekir. Bir boyutlu dilim geometriler igin bile, ii¢
moment sozkonusudur. Bu da, aki hesaplama algoritmalan igin pratik bir yol
degildir; ciinkii denklem sayisi ¢ok artmaktadir. Dolayisiyla ¢dziim igin gereken
bilgisayar hafiza ve ¢alisma zamani da paralel olarak artar. Bununla beraber Py

yonteminin iki onemli &zelligi, yOntemin transport hesaplarinda  yillardir
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kullanilmasina neden olfnustur. 1. Py yonteminde, Sn’de karsilagilan 1sin-etkisi
problemi goriilmemektedir. Bu 6zellik, problemi gidermede zaman zaman iki
yontemin birarada kullammina neden olmaktadir. 2. P, yontemi, reaktor
hesaplamalarinda transport kodlarina gore maliyeti oldukga diisiik oldugundan dolay:
¢ok kullamilan difiizyon yaklasiminin genellestirilmis halini olusturmaktadir.

2.2. Kesikli Ordinatlar Yontemi (Sy)

Kesikli Ordinatlar Yontemi (Discrete Ordinates Method-Sy), ilk kez yildiz
atmosferlerdeki radyasyon transferi problemlerini ¢6zmek iizere kullanilmigtir [13].
Yontemde, discrete ordinates (veya rays) diye adlandirilan segilmis belirli
dogrultularda agisal akinin bulunmasi1 amaglanir. Dogrultularin segimi rastgele
degildir, baz1 kogullar1 saglamalidir; fiziksel ortamin simetrilerinin korunmasi gibi.
Ayrica, denklemdeki tiirevler sonlu fark teknikleriyle, integral terimi ise Gauss
kuadratiirleriyle [24] belirtilir. Sonugta, bilgisayar hesaplama mantiina ¢ok uygun
bir cebirsel denklem seti ortaya ¢ikar. Bu denklemler, standard niimerik

algoritmalarla bilgisayarlarda c¢oziiliirler .

Bilgisayarlara uygun, az hafizaya gereksinim duyan, bu nedenle de ndétron
transport problemlerinde giderek daha sik kullanilan s6zkonusu yontemin ilk hali
B.Carlson [36,37] tarafindan ortaya konmustur. Giiniimiizde yontemin oldukca
gelistirilmis sekli kullanilmaktadir [11,13].

Ilerideki alt boliimde, Sy yontemi ile tiiretilen denklemler degisik
geometrilerde ele alinacak,denklemlerin ¢6ziim mantig iizerinde durulacak, daha
sonra da yontemin sonuglarinda gézlenen 1gin-etkisi problemi tanitilarak, giderme

yollar incelenecektir.
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2.2.1. Diizlem Geometride Sy Yontemi

2.2.1.1. izotropik Sagilma

Once temel geometrilerden olan, dilim seklindeki bir ortami gézéniine alalim.
Tiiretmeleri basitlestirmek, notasyon kargasasindan kurtulmak igin, asagida goriilen

hesaplar bir gruplu transport denklemi i¢in veriimigtir.

Izotropik sagilma ve genellestirilmis kaynak terimleriyle bir gruplu transport
denklemi asagidaki gibi yazilir [13].

" a¢(a);’ R4 00 000k = E(‘Q%‘(ﬁ f:‘!’(x,u’)du’ +Q(x,1) (2.23)
Burada u=Cos6 dir.

Yukandaki integral terimi, Gauss kuadratiir formiillerinden uygun olan birini
kullanarak [23,24],

[0l du'= Y w, ofx,p,) (2.24)

seklinde verilir. Burada w,, secilen kuadratiire ait agirhik faktoriidiir. Boylece

integral teriminden arindirilmig transport denklemi, segilen her dogrultu igin ayrn ayri

yazilabilir. Denklem sonugta,

[ TEED 5 60 a0y = 2 2003w, oxm )+ Q) (229

haline girer. Burada j=1,2,..., N dir.
Birinci dereceden diferansiyel denklemler iceren bu denklem seti ¢oziime

daha uygun haldedir. Diferansiyel terimler, sonlu fark teknikleriyle belirtilerek ve

problem geometrisine uygun sinir kosullarini uygulayarak ¢oziiliirler.
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(2.24) bagntisi ile tammlanan kuadratiir ifadesindeki p ve w degerlen
gelisigiizel degerler degildir. Segimlerinde gozoniine alinacak noktalar agagidaki gibi

Ozetlenebilir [13] :

1) Tiim i degerleri i¢in  w;>0dur.

2) Segilen dogrultular ve agirlik faktorleri, u=0 civarinda simetriktirler. Bu

durumda,
B = ~Kysi-i
, 1= 1,2,...,E
2
W, = Wingi-i

dir. Boylece ¢bziimiin, gézoniine alinan dilim geometride pozitif ya da negatif
bolgede aranmasi, sonuglar agisindan bir fark yaratmayacaktir. N’in ¢ift sayr
olmasinin bir avantaji da, yansitict sinir kosulunun rahat¢a uygulanabilmesidir. Bu

durumda x=a kalinliginda bir dilim i¢in:

x=0da <[)(x,ui )= 0,(x) alarak,

; N
¢i (0) = ¢N+l—i (O)a 1= 1,2,...,—5
x=a da,
. N N
(a)=0, i=—+1,—+2,....,N
¢;(a) S +ho
olacaktir.

3) Eger q)(x,u) derecesi kiigiik bir polinomsa (2.24) ile verilen kuadratiir
bagintisindaki integral tam degerini verecektir. Buna gore,
N
ZWiu{‘ -2 , cift n'lerigin
= n+l

N
2 wu' =0 , tek n'lerigin
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2.2.1.2. Anizotropik Sa¢ilma

Anizotropik sagilma durumunda, bir gruplu transport denklemi, diizlem

geometride mesafeler mfp (ortalama serbest yol) alinarak asagidaki gibi verilir [13];

a¢( ,H) 2 o(x, 1) = cJ d(p_[ f(Q > Q) ¢(x,n")dy’ (2.26)

Burada agisal aki ve kaynak, ¢ azimiital agidan bagimsiz alinmustir.

Denklemdeki f (ﬁ' - Q) sacilma fonksiyonunun, Legendre polinomlan

tiriinden agtlimi asagidaki gibidir.

(@ - B)=£(u,)=3 l+1fP,(uo) 2.27)
=0

Burada Q,ﬁ'zuo ve f),f)’ dogrultular1, ndtronun carpigma Oncesi ve sonrasl

dogrultularim gostermektedir.

Polinomlar asagida goriildiigii gibi ortogonaldirler:

+1
£, =2m[ £, )P (1, )i, (2.28)
£, =2n[ £, X, =1 (2.29)

ile verilen normalizasyon kosulunu go6zoniine alarak, Legendre polinomlarnnin

toplamu teoremini kullanarak,

! , ,
P,(1,)=P,(1)P,(n)+ ,,,z_;((z+m))' "™ (1)P," (1")Cosm(¢ — @) (2.30)

yazilir. Buradaki ¢ ve ¢’ azimiital agilardir. p ve p’ dogrultulari da bu agilara ait

kosiniis dogrultularini verir. P,” (1), asosye Legendre polinomlarint belirtir.
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Ifadeyi, denklem (2.27) de koyup, sonucu denklem (2.26) da yerlestirerek, ¢’

iizerinden integral alindiginda Cosm (@ — ¢”) terimi kaybolur. Sonugta denklem,

a¢(,;u)+¢( X, ) = 2(21+1)f, P, )| 00x, 1P, (u)dp”

l-O

+Q(x, ) (2.31)

haline girer.

Denklemdeki agisal aki ve kaynak terimi de Legendre polinomlan tiiriinden

asagidaki gibi agilabilir:

2
O(x, 1) = 2 ;*‘ 0 (X)P, (1) (2.32)
m=0 n
Qe =3 2 Q (0B, ) (2.33)
m=0 T

Polinomlarin ortogonal olmaiarmdan,

0 (x) = [ 006 WP, (WA = 2n[ 0%, )P, (W)dt
ve benzer gekilde,

Qu (%) =2n[ Q)P (1)t

bagintilar1 elde edilir; Sonugta (2.31) ile verilen denklem, kuadratiir bagintisini da

g0z0niine alarak,

oP(x, ;)
K

— Tk =7 2(2l+1)fP(u)ZwP(u)¢<xu)+Q<xu) (2.34)

seklinde yazilabilir. Buradac=Y /Y, ’dir.

(X, sagilma etkin kesiti y, toplam etkin kesit)
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2.2.1.3. Uzaysal Kesiklestirme ve Kesikli Ordinatlar Denklemlerinin Céziimii

Yoéntemin ¢dziim mantigim anlayabilmek igin, (2.25) bagintisi ile diizlem

geometride verilen bir gruplu transport denklemini ele alalim;

Once, uzaysal degisken x in belirli (discrete) degerlerinden olusan bir uzaysal
ag sebekesi tasarlayalim (Sekil 2.4). Burada k=0,1,2,...K ve sistemin sol yandaki simir
degeri x,, sag yandaki de xg’dir. Etkin kesitler sebeke hiicrelerinde sabit olarak

alinmiglardar.

Xo %] I o 0o o o WP Xk Xk+172  Xk+l XK

Sekil 2.4. x degiskenine ait araliklar.

Transport denklemindeki tiirev terimleri sonlu fark teknikleriyle asagidaki

gibi yazilabilir [13].
(X, 1) 2 O ) — O(xy 1) (2.35)
ox X=Xa1/2 Xpwr = Xy

Burada x,,,, =-;—(xk +Xypy ) dir.

(2.25) denkleminin ya da (2.34) denkleminin sag yanim genel bir tanmimla
q(x,;) olarak gosterirsek, denklem agagidaki sekle girer.

" O(Xy M) — O(Xy 1)

Xper — X

+Z(xk+|/2’uj) O(Xyprs ) = Q(Xpppr25 1) (2.36)

®(Xy,y2-M,) icin ortalama deger alinarak denklem,
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I, O(X,4 ,Hj) - O(x, ’uj) + Z(xk+|/2 )[¢(Xk+| s”j) +o(x, auj):| = q(Xy4in ,uj) 2.37)

Xt = Xy 2

sekline doniigiir.

Yukarida gorillen nétron transport denklemi ifadesi bilgisayar ¢6ziimiine
uygun formdadir. Céziim iteratif yontemlerle gergeklestirilir. Yontemin iistiinliigii,

daha karmagik geometrilere ve iki boyutlu problemlere de uygulanabilir olmasidir.

Iterasyon igin, A=x,,,—x, tammim yaparak ve q(x,l;) degerini bilinen
kabul ederek isleme baslanir. q degeri (2.37) bagintisinda kona'ﬁk, denklem
®(Xiui51;) icin asagidaki gibi ¢oziiliir [9,13].

1-ZA/2p,
CINTS Bt YT 2 238)
ST 1+ ZA 2, Oot) q;1,.(1+>:A/21u,.)
u>0 igin
Ya da,
1+ ZA/ 2y, A
M L TV E TS S TS VP

(2.39)
;<0 igin

Yukaridaki (2.38) denklemi (2.37) de konarak q)(xk N j) bulunur. Bu degerle

(2.38) den ¢(Xk+| N1 j) elde edilir. Bulunan aki degerleri, asil denklemde yerlestirilerek

yeni bir q degeri hesaplanir. Olay boyle devam eder.

Sinir kosullarina gelince;

1) iki sinirda da vakum sdzkonusu ise,
d)(xo’u'j)zos u,>0 icin

Bu durumda hesaba ¢(x,,H j) =0 alinarak baslanir. x ekseni k artan degerleriyle

taranarak akilar hesaplanip saga dogru gidilir.
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¢(anuj)=0, uj<0 lgln
Bu durumda ¢(xK ,1;)=0  alinarak baglamr ve k azalan degerleriyle x ekseni sola

dogru taranir. Akilarin hesabi sol sinira ulagana kadar devam eder.

2) x=xg da yansitic1 sur sézkonusu ise,

q)(xK’uj) = 0| Xy ,—H;} dir.

3) Her iki simirda da, x=X, ve X=xg, yansitict simr gegerli ise, segilen
araliklarin %N adedini almak yeterlidir. Bu durumda 6rnegin n.problem igin,
X=X, daki sinir kosulu,

o(x,,1;)=9;, olacaktir.

Burada §;, Kronecker Deltadir [13].

Iterasyon igleminde, yukaridaki modelden de anlasildig: gibi, hareket ya da
slipirme yonii, daima noétronun hareket yoniindedir. Notron hareket yoniine zit

dogrultuda hesaplar yiiriitilemez. Bu durumda denklemler kararli olmayacaktir [9].
2.2.2. Egrisel Geometride Sy Yontemi
Bu geometride, diizlem geometriden farkli bir durum s6zkonusudur. Burada

notronun agisal koordinatlari, higbir ¢arpisma olay1 gerceklesmese de, akis

dogrultusuna bagli olarak siirekli degismektedir (Sekil 2.5).

noétron

L}

H

1

|

1

}

]

1

1

1

)

|

\ | ‘

|

1

1

1

' 7
:
v

Sekil 2.5. Notronun akis yoniine bagh olarak dogrultularin degisimi
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Bu tiir geometrilerde iki problem sézkonusu olmustur:

1. Azimiital simetri olmadigindan, sagilma teriminde goriilen Legendre
polinomlannin toplami teoreminden ortaya ¢ikan kiiresel harmoniklere ait terimlerin

yokedilememesi,

2. Transport denklemindeki agisal degiskene ait tiirevin ne tiir bir yaklagimla

coziilebilecegi.

Ikinci problemi halletmek iizere degisik fikirler ileri siiriilmiigtiir. Bunlardan
¢ogu acisal aki ile p arasindaki karmagik iliskileri icermektedir. Bu konuda B.

Carlson tarafindan oldukga basit bir ¢oziim ortaya konmustur [36]. Esasi, (-1,+1) p

arahfim N pargaya bolerek ve bunlara ait her noktayr . ,,, =—1+—2NE seklinde

belirleyerek, bu noktalar arasinda ¢ nin dogrusal degistigini (Sekil 2.6) varsaymaya
dayanmaktadir [13,37]. Carlson ve arkadaslan, bu calismalarinda S ile pargalan

(segment), N ile de par¢a sayisini gostererek, bu uygulamaya Sy yaklasimi adim

vermislerdir.
&
¢(n)
. \
v ’ N
N
AN
-1 -12 0 +1/2 +1 L

Sekil 2.6. (-1,+1) arahginin N=4 pargaya boliiniisii (S4 yaklagimu).

Giiniimiizde, Carlson’un ileri siirdiigi modelin  gelistirilmis  hali

kullanilmaktadir. Burada artik N’ler pargalan degil, Q-f=p (veya Cos® =)

30



olarak tamimlanan dogrultulant gostermektedir. Bununla beraber, yontemi ilk
uygulayanlarin anisina, Discrete Ordinates Yonteminin bu yeni sekline de Sy yontemi
denilmektedir [9,11] (Giiniimiizde ilk uygulama kullaﬁllmadlglndan, Sy yontemi
dendiginde artik bu yeni form anlagilmaktadir).

Onceki boliimde, Sy ydntemini tamtmak amaci ile transport denkleminin en
basit formunu (zamandan bagimsiz, tek gruplu ve tek boyutlu) kullanmig, temel
kavramlan o6yle vermistik.  Simdi ise bu ¢ahigmayr yakindan ilgilendiren
geometrilerden biri, silindirik geometride yontemin isleyigini ele almak istiyoruz. Bu
nedenle Boltzmann transport denkleminin ¢ok gruplu formuna doniip, probleme daha

gercekei yaklasiyoruz.

Sagilma ve homojen olmayan kaynak terimleriyle birlikte, ¢ok gruplu

transport denkleminin Sy formunu asagidaki gibi yazmak miimkiindiir [5]:

- - - G NM - -
[Q-V¢g (T, Q)L + 3@ 00 D=2 > A+DT, DR, (Q,) 0, (F)

g':] n=

N oo A
+Y @I+DR, (@,)Q,, ® (240)
n=]

Burada,

NM agilimda kullanilan kiiresel harmonigin sayisi (SN yonteminin temel

yaklasimlarindan biri kaynak teriminin kiiresel harmonikler tiiriinden agilimidir),

¢,,(f). kiresel harmonik agisal aki momenti,

Qn,g (f). homojen olmayan agisal kaynak momenti,

0, (T). ortalama agisal aki. Bu bityiikliik asagidaki gibi verilir:
o 1 S
¢m,g<r)=zjﬁmdﬂ 0, (F. )

Burada w,, agirlik faktoriidiir. Ciinkii herbir ﬁm discrete dogrultu (bilesenleri pim,

Nm» Em), yiizey alam1 wy, olan birim kiirenin yiizeyinde bir nokta olarak gosterilir.
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Discrete dogrultu kosiniisleri ve agwliklan birlikte bir kuadratir = seti
olusturmaktadirlar.

Daha once, iki boyutlu (r,z) silindirik geometride akis terimi (2.11) ile

verilmigti.

5.5 L 200 _1900) . 20 o
r or r Jw 0z

Yukarida soézedilen tiim tamimlar g6zéniine alinarak (2.40) denklemi

asagidaki gibi yazilir:

o, 2] 3o, GO 30, D)
H or - [0} *e 0z

+12,,(F) 0, (T) =15, (T) (241)

Burada kaynak terimi kapal olarak, S, (T) seklinde gdsterilmistir.

Yukaridaki denklemde biiyiik parantez iginde goriilen akig terimini olusturan
ifadeler tek tek tiiretilerek, uzaysal degiskenlere ait tiirevlierde agisal aki herbir agisal
aralikta sabit kabul edilerek, denklemin Sy formu, 6rnegin silindirik (r,z) geometri

i¢in, kuadratiir fikrini de kullanarak, agagidaki sekle doniisiir:

g, , (O] _ _
Woln _a_f'"—"'*'amu/z Omarr2g (F) =0 yya Ornyn, (F)
30, ()] @4
w mE‘:m —+ wer(,g (-f) ¢m,g (i:) =W mrsm,g (f)

oz

Ozetle, Sy yonteminin agisal kesiklestirme islemi i¢in uyguladiklan sdyle

siralanabilir:

1. Akis teriminin 6zel geometri i¢in tiiretilmesi,

2. Belirli dogrultu ve agirliklanin segimi; transport operatdriiniin bu
dogrultular i¢in yazilmasi,

3. Sy yonteminin temel yaklagimi olan, kaynak teriminin acisal akinin kiiresel

harmonikleri tiiriinden olusturulmasi.
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Son adim olarak, uzaysal kesiklestirme islemine kisaca deginecegiz. Bu
amagla uzaysal ag hiicrelerini olugturabilmek igin r boyutunun I araligi, z boyutunun

da J araliga boéliindiigiinii varsayalim (Sekil 2.7). Burada,

Lo <T<fuys > 1-'-'1,2,...., I

Zj-l/2<Z<Zj+1/2 s ]=1,2, ..... ,J

i-1/2,j+1/2 i,j-1/2 i+1/2, j+1/2
i,
12, i+1/2, j
i-1/2,j-172 i+1/2,j-1/2
i,j-1/2

Sekil 2.7. Tipik iki boyutlu uzaysal ag hiicresi

Sekilde (i)  hiicresinin genisligi A =r,,,-r1_,,, yiksekligi de

Az;=1z,,, -2, , olarak sec¢ilmistir.

Bu tanimlardan hareketle, ¢ok gruplu Sy transport denkleminin tam discretize
halini elde edebilmek i¢in (2.42) denklemi diferansiyel silindirik hacim 2ndrdz ile
carpilip, (1,j) hiicresi iizerinden integre ederek, herbir terim tek tek tiiretilerek sonugta

asagidaki denkleme ulagilir.

Wonkln (Ai+|/2¢i+|/z,j,k,m,g = A ixme JAH
(A = A ) Onan® jmerze — Fmo2®ijkm-172, ) AH
TWoNuBBy (9 124me — O i-12kme)
+ ngmACij (¢i,j,k+|/2,m,g - ¢i,j,k-|/2,m,g)

tw, Zt,i,j,k,g Oiikme Vijk = wmsi.j,k,m,g Viik (2.43)

g=12,...G; m=1.2,..M; i=12,..I j=1.2....J; k=12,..K
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Burada,

Aizi2.j> i dogrultusundaki hiicre yiizey alani,

Vijx, hiicre hacmidir.

Yiizey alanlan ve AH; ,AB, ,AC; katsayilari ile hiicre hacimleri seg:ilén geometrilere

gore tablolar halinde bulunabilir [5]).
Yontemin hassasiyeti i¢in 6zetle sunlardan sozedilebilir:

1. Sagilmanin etkin oldugu problemlerde (reaktor 6zdeger problemleri gibi),
S~ yontemi kiiresel harmonikler yonteminden ¢ok daha hassas sonuglar verir. Ayrica
yontem, transport denkleminin dogal sinir kosullarimin uygulanmasina, kiiresel

harmonikler yonteminden daha uygundur.

2. Buna karsilik, diisiik sagilma ve yiiksek oranda yutulmanin sézkonusu
oldugu problemlerde veya vakum bolgelerinde (zirhlama problemlerinde oldugu

gibi), yontemin hassastiyeti 1§in-etkisi [38] denilen problemden dolay: iyi degildir.

2.2.3. Sy Yonteminin Uygulanmasinda Karsilagilan Problemler

ve Isin-Etkisi

Onceki - boliimde de deginildigi gibi, Sy yOntemi, notron transport
denkleminin deterministik niimerik ¢6ziimlerinin eldesinde yaygin olarak
kullanilmakta olan bir tekniktir. Yontem, giiniimiizde proton ve elektron gibi yiiklii
tanecik transportunda da artan baganyla uygulanmaktadir [39]. Yontemin bu derece
basarili ve popiiler olmasinin nedeni, sahip oldugu avantajlardm Kullandig1 ag
semalanyla integro-diferansiyel formdaki transport denklemini, bilgisayarlarin islem
mantlgma uygun cebirsel denklem setine doniigtiirmesi; ¢6ziim i¢in az bilgisayar
zamam ve hafizasina gereksinimi olusu; dolayisiyla maliyetin diigiik olusu gibi.
Yontemin ilk ortaya atildigi 1950’li yillarda bu 6zelligi daha da 6nem tasimaktayds;
ciinkii o giinlerdeki bilgisayarlar simrli hafiza ve hiza sahiptiler. Giiniimiizdek:

modern hesaplama olanaklari, bilgisayarlardaki bilylik gelismeler ise ydntemin
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giiciiniin daha da artmasina neden oldu. Yéntem tiim bu iistiinliiklerine ragmen,
giiniimiizde hilad elde edilen sonuglarin giivenilirligini etkileyen bazi sorunlara

sahiptir. S6z konusu sorunlar s$dyle siralanabilirler:

1. Niimerik yaklagimin 6ziinden gelen bir hata, sayisal degerlerin birkag
basamaktan sonra yuvarlatilmasidir. Bu tiir basit hatalar, iterasyon iglemi ile fazla
biiyiimeden halledilir. Ayrica niimerik hatalan azaltmak igin genel bir kural da
iterasyonun ndtron akis dogrultusu boyunca devam etmesidir. (>0 i¢in xi’dan xy+;’e

dogru; pu<0 igin x4 ’den xi’ya dogru).

2. Optikge kalin bolgeler (optically thick region) kullanildiginda, nétronlarin
bir enerji grubu icinde ¢ok sayida ¢arpigma gerceklestirdikleri ortamlarda, bir bagka
deyisle zayif yutucu ortamlarda, sagilma kaynak terimine ait iterasyonun g¢ok
yavasladigi goriiliir.  Sorunun giderilmesi i¢in bazi1 hizlandirict yGntemler
gelistirilmistir (Coarse mesh rebalance, synthetic acceleration methods gibi [9,
16,62,67]).

3. Onceki alt boliimde (2.38) ve (2.39) ile verilen denklemlere dikkat edilince,
hem pu>0 hem de pu<0 i¢in, denklemlerin sag yanlarindaki aki katsayilarinin birden

kiigiik olduklar1 goriliir. Bunun yaminda A degeri, [2u |/ ile kiyaslandiginda
)

yeterince biiyiik ve q degeri de kiigiikse, negatif aki degerleri elde edilmektedir. Bu
degerler, hem fiziksel hem niimerik olarak istenmeyen sonuglardir. Negatif akidan
kaginmak i¢in, gozoniine alinan ag sistemine ait hiicrenin boyutlan A, yeterince

kiiciik secilmelidir [13].

4. Yontemin kullamldif1 uzaysal kesiklestirme semalarina bagh olarak ortaya
¢ikan niimerik difiizyon. Sorun, kullanilan semaya baglh olarak degisiklik gdsteren
bir niimerik dispersiyon olayidir. Sorunu gidermek i¢in, streaming ray yontemi, sonlu

fark Sy teknikleri [39] gibi teknikler kullanilmaktadir.

5. Giderilmesi daha kolay olan bu sorunlardan bagka, 1sin-etkisi denilen

Oonemli bir sorun sdzkonusudur. Agisal kesiklestirme sonucu ortaya ¢tkan, lokalize
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kaynak kullamldiginda ve sa¢ilmanin ¢ok kiigiik oldugu durumlarda etkili olan bu
olay, aki1 dagiliminda anormallikler olarak kendini gosterir [9,15]. Sorunun ¢6zimil

icin en basit yol Sy ydnteminin derecesini arttirmaktir (N sayisini biiyiitmek).

Ornek bir problem igin, S, ve daha yiiksek derecede Sy yaklagimlarina ait
sonuglar agagidaki sekilde goriilmektedir (Sekil 2.8) [9]. Buradan anlagildig gibi S,
yaklastmi sonuglar gergegi yansitmamaktadir. N sayisi bilyiidiikge, dagilimin
gercege yaklastign gozlenir. Fakat bu durum,beklendigi gibi, daha biiyiik bilgisayar
hafizasi ve ¢aligma zamani gerektirmektedir. Ayrica, fiziksel olaya ters bagka olaylar
da kendini gostermeye baglar, osilasyonlarin arttifn ve genliklerinin biiyiidiigii

gozlenir {15].

Sn hesaplannin ayrilmaz bir pargasi gibi goriinen i1sin-etkisi’ni tiimiiyle
giderebilmek ya da oldukga azaltabilmek igin gesitli yontemler ortaya atilmaktadur.
Sonraki boliimde, bu tiir ¢arelerden ayrintihi olarak szedilecektir. Bununla beraber
sorun hala giincelligini korumakta, tatmin edici sonuglar verecek, maliyeti az olan

gelismeleri beklemektedir.

2.5

2.04

Ak1i
e
wn

1.04

0 0.5 1.0 1.5, 2.0
y (cm)

Sekil 2.8. Sy yaklagiminin derecelerine gore aki dagilimu.
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2.2.4. Isin-Etkisi’ni Giderme Careleri

Son willarda Sy yontemi iizerindeki ¢aligmalar, 1smn-etkisi’ni tiimiiyle
gidermek ya da oldukga azaltmak icin degisik yontemler gelistirmek konusunda
yogunlasmistir [38]. Bu amagla cesitli yaklagimlar ileri siiriilmektedir (Quadrapul Py
yaklagimi ve agisal sonlu eleman kullamimm gibi [9,16]). Sonlu eleman ¢aligmalaninda
farkli uygulamalar goriilmektedir. Bir kisim aragtirici, agisal degiskene Sy teknigi,
uzaysal degiskene de sonlu eleman yontemi uygularken, diger bir kisim da agisal
degisken i¢in sonlu eleman yaklagimini, x-y degiskenlerine de sonlu eleman veya Sy
yontemlerini kullanmiglardir [18]. Daha sonraki g¢aligmalar ¢ift-parite transport
denkleminin ¢oziimii {izerinde yogunlagsmistir. Bu g¢aligmalarla 151n-etkisi oldukga
azaltilmig; ayrica hiperbolik olan nétron transport denklemi, eliptik kismi

diferansiyel denklem setine doniigmiigtiir [15].

Yontemlerin tiimii problemi oldukca azaltmalarina kargilik tiimityle yok
edemezler. Bundan dolay1 son ¢aligmalar, bu tiir ak1 anormalliklerinin goriilmedigi
kiiresel harmonikler yontemini yeniden giindeme getirmistir. Sy yOnteminin
hesaplan kolaylagtiran ve bilgisayarlara ¢ok uygun olan ag semalan ve iterasyon
islemleri sakli kalarak, Py yontemini uygulamak tercih edilen bir yol olmustur.
Birgok arastinici, x-y geometrisinde yazilmig Sy denklemlere yapay (fictitious)
kaynak terimleri ekleyerek, denklemleri kiiresel harmonikler veya benzeri
denklemlere  doniistiirmiislerdir [21,40]. Giiniimiizde bu tir Sn—Pn.a
transformasyonu igin yeni bilgisayar kodlan gelistirilmigtir. Fakat bu uygulamada
“yapay kaynak” teriminden dolayi, kaynak iizerindeki iterasyon oldukca
yavaslamaktadir. Ayrica yontem, harcadif bilgisayar zamani ve hafizasi bakimindan,
olduk¢a pahali bir yontemdir. Bu nedenle melez-hibrit (hybrid) Sn-Pn.; yontemi
ortaya atilmustir [15]. Burada Sy algoritmasi korunarak, isin-etkisi’ni azaltacak

bigimde modifiye yapay kaynaklar kullaniimigtir.
Ayrica, son zamanlarda gelistirilen Sy - Monte Carlo hibrit yontemi [39],

bilgisayar hafizasinda fazla bir artisa neden olmamasiyla da 1sin-etkisi’ni azaltmada

basarili bulunmustur. Yontemde herbir iterasyon adiminda rastgele segilen agisal
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dogrultular ele alinmaktadir. Bu tiir hibrit yontemin bir kisminda da respons
matrisleri  kullamlmugtir. Sonugta 1gin-etkisi’nin minimum diizeyde kaldig:

gozlenmistir.

Bundan bagka, ¢arpigma olasilifina dayali integral transport yontemi kodlan
ortaya atilmig; ydntem sonuglarimin isin-etkisi’nden olduk¢a arinmis olduklan
goriilmiigtiir. Bu c¢aligmalar isotropik sa¢ilma igin gergeklestirilmigtir. Lineer

anizotropik sagilma i¢in de yontem gelistirilmektedir. °

Isin-etkisi’ni azaltma ya da tiimden giderme galigmalan giiniimiizde de devam

etmekte, her yeni bilgisayar kodu ile yeni yaklagimlar ortaya ¢ikmaktadur.

Boliim 3’de, 1s1n-etkisi’ni azaltma garesi olarak, bu ¢alismanin konusunu
olusturan, yillardir kullanilagelen Gauss-Legendre kuadratiirii yerine Gauss-
Chebyshev kuadratiiriiniin nétron transport denklemine uyarlamisindan ve sonuglarin

literatiirdekilerle karsilagtirilmasindan s6zedilecektir.
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BOLUM 3

Sy YONTEMI iCIN KUADRATUR TURLERI
VE
GAUSS-CHEBYSHEV KUADRATURUNUN
YONTEME UYARLANMASI

3.1. Sy Kodlan I¢cin Agisal Kuadratiir ve Kuadratiir Tiirleri

Sy yonteminde, bilindigi gibi, agisal aki, f)m kesikli dogrultularda uygun
ortalamalarla belirtilmektedir. S6zkonusu dogrultular, yiizey alan1 wy, olan birim kiire
yiizeyinde birer nokta olarak gosterilirler. Burada wy, agirliklan belirtmektedir.
Agikca goriildiigii gibi, agirhiklarin toplamn birim kiirenin yiizey alanina esit

olmalidir. N, kesikli dogrultularin toplamini géstermek iizere,

N
dw, =1 (3.1
m=1

olarak yazilabilir. Kesikli dogrultular ve agirhiklar birlikte bir kuadratiir seti

olustururlar.

Giiniimiizde, Sy kodlarina uygun kuadratiir setini gelistirmek lizere birgok
calismalar yapilmaktadir. Iki ayrn Sy ¢aligmasinda tim veriler aym olsa dahi, iki
farkli kuadratiir uygulayarak, farkli sonuglara ulasilmaktadir [5]. Bazi problemler
icin fark cok kiiciik olmasina ragmen, bazen de ihmal edilemeyecek kadar biiyiik ve
onemlidir. Bundan da anlasilacagi gibi, kuadratiir setlerinin segiminde dikkat

edilecek baz noktalar vardir [14]. Bunlar:



1. Projeksiyon invaryans: Fiziksel ortamin yonleminden bagimsiz olarak,
kuadratiir seti defismez (invaryant) olmahdir. Bir boyutlu dilim seklindeki
geometrilerde x ekseni etrafindaki déonmeden dolayr azimiital simetri sézkonusudur.
Bundan dolay1 u=0 civaninda kesikli dogrultular simetrik olmahdir. Bu, fiziksel
olarak pargaciklarnn soldan saga hareketiyle (u>0), sagdan sola hareketlerinin (1<0)

ayni kabul edilmesi demektir.

Buna karsilik, 6megin radyasyon zirhlama problemlerinde p=1 civarinda,
acisal aki bir tepe degerine ulasir. Bu durumda simetrik olmayan kuadratiir setleri
kullanmak daha dogrudur.

2. Skaler akinin pozitifligi: Acisal akinin sifinnci momenti, skaler aki,

asagidaki gibi verilir ve daima pozitiftir.
1 N
o(x)=2x[ duo(x,m)=2nY w, o(x.n,,) (3:2)
m=1
Burada w,,>0 segilerek, akinin daima pozitif olmasi saglanmis olur.

3. Agisal Integralin Tiiretilmesi: Akinin birgok momentleri ve kaynak terimi,

minimum dogrultu ve agirlikla tiiretilebilmelidir.

Yukanidakilerden bagka, kuadratir seti secilirken yalmzca belirli
dogrultularin sayisina ve konumuna degil, mekanik integrasyon islemlerine
(trapezoidal kural, Simpson integrasyon kurali veya Gauss integrasyon gemasi

[23,41]) uygun olup olmadigina da bakilmalidir.

Sy hesaplarinda yillardir Gauss-Legendre kuadratiir seti uygulanagelmektedir
[5,12]. Set, —-1<p<1 integrasyon aralifinda olugmustur. Burada N ile

(-1,+1) arahiginda p’niin kesikli degerleri (ya da kuadratiir noktalar1) belirtilir ve
(2N-1) dereceli bir polinoma karsiliktir.

Derecesi (2N-1) olan gpn.;(1t) gibi bir polinom,

Sona (W) =2, +apt....+ay u '+ a1 (3.3)
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seklinde belirtilir. Sézkonusu polinom ayrica N noktali Gauss kuadratiiriine gore

agagidaki gibi yazilabilir:

e 0 = Z Wonanot (1) | (3.4)
Burada wy, ler Gauss kuadratiir agirliklaridir.

(3.3) ile verilen polinom ifadesini, yukaridaki kuadratiir bagintisinda koyarak,

integrasyon islemi yardimt ile wy agulk degerleri i¢in asagidaki eszamanl

denklemler elde edilir:

N
1=ZWm
m:l
0=23 W,
m=l
T
3_“1:1 mum

N
Pl NSO WAy

Problemin tiiriine gore verilen N ve W, degerleri i¢in, wy agirliklan bu denklem

setinden kolaylikla hesaplanabilir [5,12,24].

Sn calismalarinda Gauss-Legendre’den bagka, problem geometrisine gore
gelistirilmis degisik tiirlerde kuadratiir setleri de kullamimaktadir. Ozellikle ince
dilim seklindeki geometrilerde ara yiizeydeki simetriyi gézéniine alan Gauss-Double
Legendre (DPy) [65], ii¢c boyutlu kartezyen koordinatlarda tam simetrik kuadratiirler,
agisal akinin anizotropik olduéu durumlarda asimetrik ¢apraz kuadratiirler

(asymmetric biased quadrature) gibi [24,41].
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Bununla beraber, bir boyutlu diizlem geometriler igin dahi optimum sonug
veren, “en iyi” denilebilecek bir kuadratiir seti heniiz s6zkonusu degildir. Ug boyutlu
kiiresel ve silindirik geometrilerde bu nokta daha da 6nem kazanmaktadir. Bu

geometrilerde asagidaki durumlardan biri veya daha fazlas saglanmalidir.

N N
Zwmum = 0’ Zwmnm = 0’ Zwmgm =0
m=l m=]

Hesaplamalarda dikkat edilecek 6nemli noktalardan biri, invaryans ilkesine
gore, segilen ag sebekesinin hesap yoniinin model problemin geometrik
oryantasyonuna bagh olmamasi, sistemin simetrilerinin korunmasidir. Omegin ii¢
boyutlu (x,y,z) bir parelelyiizlii diisiiniirsek, cismin bir A yiiziindeki herhangi bir
noktada agisal aki, A yiizeyinin pozitif X eksenine dik ya da arakesit konumunda
olusuna bagli olmamalidir. Bir bagka deyisle p=0 a gore -, ve +y,, aymt genliklere
sahip olmalidir. Aym sekilde n,, ve &, de, orijinlerine gore antisimetrik olmalidirlar.
U¢ boyutlu kartezyen geometrilerde kuadratiir setleri secilirken, pp, N, ve &, de
setlerin ayni olmasina ve herbir setin orijine gore simetrik olmasina dikkat edilir. Bu
tiir setlere tam simetrik kuadratiir setleri denir. Tam simetrik Sy kuadratiirlerinde N
adet dogrultu ya da N degisik seviye sozkonusudur. Tam simetri kosulundan, 6rnegin
N=6 oldugunda, p degerleri, Fp,,Fu,, T, olacaktir. Ayn: sey n ve € ler icin de
gegerlidir. Bundan dolay: kuadratiir noktalan igin, birim kiirenin bir oktanini (octant)
kullanmak yeterlidir (Sekil 3.1).

f. duiay 2 35
’
- ]
<+ -_-;... ———
L% !
i |
A . H
20 '
[}
N --...:- s e e . A e
¢ V4 ' 1]
i A Eh | ' 1
] 1
L7
/ 2.} LR n
t, = hat 5 Winhaiahatets
L2
%
] o} .,
g o)

Sekil 3.1. Tam simetrik Sq diizenlenmesi.
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Kuadratiir noktalari, oktan iizerinde N/2 seviyesinde yer alabilir [S]. Bu seviyeleri i,

J» k indisleriyle gostererek,
M2 +ul+pg =1 yazilabilir.

Burada i=1,2,...N/2, j=1,2,..N/2-i+1 dir.

Bir boyutlu silindirik geometriyi goézoniine aldigimizda ise, sistemin ig
simetrilerinden yararlanarak, yalmzca (u>0, 1>0, £>0) ve (u<0, >0, £>0) oktanlan
ele alinabilir. Burada tam simetri kosulu aranmaz. Omegin, kuadratiir noktalan &
seviyeleri ilizerine dizilmislerdir (Sekil 3.2). Bu geometride daha g¢ok Gauss-
Chebyshev kuadratiirleri kullanilmaktadir [24,26]. Chebyshev kuadratiirde verilen bir
& seviyesinde, kuadratiir agirliklan tiim noktalar igin aymdir. (Bir sonraki alt
boliimde, Gauss-Chebyshev kuadratiirii hakkinda daha aynintili bilgi verilecektir.)

e

»

v

Sekil 3.2 Simetrik olmayan Sg diizenlemesi.
Iki boyutlu (r,z) silindirik geometride ise, birim kiirenin dért oktam veya

yarikiire gozoniine alinir. Burada n>0 dir. Bu geometride genel olarak, kuadratiir

setleri tam simetrik ¢ift-moment setlerinden segilir.

43



iki boyutlu (x,y) geometride aki &’de simetriktir. Burada yalnica birim
kiirenin >0 yarikiiresi kullamlir.

Yukanidaki kisa agiklamalardan da anlagildigi gibi, tiim kosullara uygun,
optimal sonug verecek bir kuadratiir seti heniiz mevcut degildir. Degisik geometriler
ve verilen geometriye gore degisik problem tiirleri, degisik kuadratiir setlerine ihtiyag
duyar. Aym problem igin bir kuadratiir seti, bir bagkasina gore ¢ok daha iyi sonuglar
verebilir. Uygun kuadratiir setinin se¢imi biraz da, arastiricinin fiziksel goriis ve

deneyimine bagh bir olgudur.
3.2. Chebyshev Polinomlar: ve Gauss-Chebyshev Kuadratiirii

Chebyshev polinomlan, T,(x), bilinen en eski ortogonal polinomlardandir
[26,42]. Burada n, negatif olmayan bir sabit say1, x=cosf ve 0 < 0 < T olmak iizere

polinom,

Th(x)= Tp(Cos6)=Cos(nb) (3.5
olarak tanimlamr. Goriildiigii gibi 6 agis1 0 dan & ye dogru artarken, x de +1 den-1 e
dogru degismektedir.

Asagida verilen, bilinen trigonometrik esitliklerden yararlanilarak,

=0 icin CosO=1 veya To=1,

n=1 igin Cosf=x veya Ti=x

olarak bulunur. Diger polinomlar1 bulmak i¢in, agagidaki (3.6.) numarah rekiirans
bagintis1 [24,43,44] kullanilir.

Tn= 2X Tn.](x) - Tn.2 , n .>_ 2 (3.6)



Sonugta Chebyshev polinomlan,

Ty= 4x-3% 3.7
T4= 8x*-8x*+1
Ts= 16x°-20x*+5x
olarak siralanirlar.
Chebyshev polinomlarinin kékleri (-1,+1) arahiginda reeldir ve asagidaki gibi

tanimlanir.

= i=01,..., 38
i 2n+2) ! n (3.8)

Ortogonal polinomlardan olduklarini belirttigimiz Chebyshev polinomlarinin

2} olmak iizere

ortogonalite bagintilani, w(x) agirlik fonksiyonu (w(x) = "
, -X

asagidaki gibi verilir:

+1 1
TX)T,(x)dx=0 , n#m
L=

(3.9)

+1 1 2
I [Tn (x)] dx=c(n)#0
-1 1— x2
Gauss-Chebyshev kuadratiirii de, Chebyshev polinomlarinin sézkonusu
ortogonalite Ozelliginden yararlanilarak gelistirilmistir [44] ve asagida gorildiigi

gibi tanimlanmaktadir.

f.l \/1—}? F(x)dx = gwiF(xi) (3.10)
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" 1 . +1 )
Kuadratiir, yalnizca J'll \/1—2 F(x)dx tiiriinde degil, jlf(x)dx tiirlindeki
fl-x -

integral hesaplarinda da optimal sonuglar vermekte, bu nedenle niimerik integrasyon

hesaplarinda sik¢a kullanilmaktadir [’45}

Yukandaki (3.10) numarali bagmnti, daha uygun formda asagidaki gibi de

yazilabilir.

+1 1 n
L " ZF(X)dX=(£°I“)ZW.-F(Xi) (3.11)

—-X i=0

Verilen bir n degeri igin Chebyshev polinomlarinin koéklerinin ve kuadratiir

agirliklarinin hesabi, yukaridaki bagintidan yararlanilarak gerceklestirilebilir.

Asagidaki tabloda, Gauss- Chebyshev kuadratiir agirliklarnt ve koklerinin, n

degerine gore siralanisi, S yaklagsimina kadar verilmektedir.

Tablo 3.1. Gauss- Chebyshev Kuadratiir Seti

Kokler (x;) Agirlik Faktorleri (w;)
+0.707 106 781 (S2 yaklagimi) 1.570796327
+ 0.382 683 432 (S4 yaklagimi) 0.785398163
+0.923 879 532

+0.258 819 045 (S¢ yaklagimi) 0.523598775
+0.707 106 781

+0.965 925 826

+0.195 090 322 (Sg yaklagimi) 0.392699081
+0.555 570 233

+0.831 469 612

+0.980 785 280
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+0.156 434 465
+0.453 990 499
+0.707 106 781
+0.891 006 524
+0.987 688 340
+0.130 526 192
+0.382 683 432
+0.608 761 429
+0.793 353 340
+0.923 879 532
+0.991 444 861

+0.111 964 476
+0.330 279 062
+0.532 032076
+0.707 106 781
+0.846 724 199
+0.943 883 330
+0.993 712210

+0.098 017 140
+0.290 284 677
+0.471 396 736
+0.634 393 284
+0.773 010 453
10.881 921 264
+0.956 940 335
+0.995 184 726

(S10 yaklagimi) 0.314159265

(812 yaklasimi) 0.261799387
(S14 yaklagimi) 0.224399475
(S16 yaklagimi) 0.196349540
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Yukanidaki tablo incelendiginde, Gauss-Chebyshev kuadratiiriinde her Sy
yaklagim i¢in farkli olan egit agirhklarin kullanildifn goriiliir. Kuadratiir bu
ozelliginden dolayi, daha az veri ile ¢oziimlere ulagmakta, bir bagka deyisle daha az
bilgisayar hafizas1 ve zamanina gereksinimi olmaktadir. Bu o6zellik, iki veya daha

¢ok boyutlu problemlerde olduk¢a 6nemli bir avantaj saglamaktadir. -

3.3. Gauss-Chebyshev Kuadratiiriiniin Sy Yontemine Uyarlanmasi

3.3.1. iki Boyutlu Kartezyen Geometri i¢in Tiiretim

Bu ¢alismanin amaci, Sy kodlarinda yaygin olarak kullanilan Gauss-Legendre
kuadratiirii yerine, ayn aralikta tanimli olan Gauss-Chebyshev kuadratiiriiniin ndtron
transport denklemine uyarlanmasi ve sdzkonusu kuadratiiriin 1s1n-etkisi karsisindaki
davramis1 incelenerek, altemnatif bir yaklasim gelistirilmesidir. Bu amagla once,

zamandan bagimsiz nétron transport denkleminin genel ifadesi yazilir:

[6% + 2, . B))o. B, ) = [ a[ dEZ 6B E 000G ED)

+Q(7,E, Q) (3.12)

Buradaki Q terimi, segilen probleme gore, fisyon kaynagi ve homogen olmayan

diger kaynaklan kapsamaktadir.

Denklemde goriilen akis terimi (Q .ch) , asagidaki tabloda O6rnek problem

geometrileri i¢in ayrintili olarak verilmigtir. Tablodaki geometrilerde yénsel akimn

¢ rotasyon agisina gore simetrik olugu gézoniine alinmigtir. Burada,

p=Cos0 ,
n=(1-p*" Cos¢

esitlikleri gegerlidir.
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Tablo 3.2. Omek problem geometrileri ve akis terimi [27]

Geometri ¢ ve  degiskenleri Akis terimi
Kart b ( ) g .Q o0 + %
artezyen X =€, . —+n=—
y ’Y’“’7n “’ ex u ax nay
n=¢, Q
Silindirik oz, 1 o) n=¢ 0 BOUY) 19EP) %
r or r Ow 0z
n=8,0
£=-8,Q
u=(1-n2)”2Cosm
&=(1-n%)"*Sinw

Once, en temel geometri olan kartezyen geometri ele alinip, (x-y) gibi iki boyut

i¢in nétron transport denklemi (Dk.3.12) asagidaki gibi yazilir:
o o v
u%(x, y.E,u,m) + n—¢(x, Y, B )+ 2, (%, y, E)(x, YE, p,m) =
oy

2n +1 @ = 4
[, do'[ dw[ dE'Z, (x,y,E'> E, 0. 0)0(x, v, B\ 1, 0) FQ(,y,Epn) (3.13)
Burada Zs sagilma transfer terimi, Legendre polinomlan tiiriinden agilarak,

2, (x,y,E-EQQ) =Y Q+)Z,xy,E->EPQQ) (3.14)

1=0

ve sdzkonusu agilim yukaridaki denklem (3.13)’de yerine konarak,

! -2% + n% +2,00 % E) 406y, B ) = 2321+ O do'[[aw

[[aE'Z, (%, B> B)B (& )4(x, v, B 1',¢) + Qx, v, E, ) (3.15)

elde edilir. Bu denklemde Q'.Q = K, esitligi gozoniine alinarak P, (ﬁ’.ﬁ) =P, (n,)
yazilabilir. Ciinkii 6zel durumlar (sistemin hareket ediyor olmasi ya da tek kristalden

ibaret olmasi gibi) disinda, sagilma fonksiyonu ZS yalnizca p, a baghdir [13].
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Legendre polinomlarinin toplami teoreminden hareketle,

2-0 )

P, (1) = Z[(—L—@l " (1P (u')Cos [m(e - o] (3.16)
veya,

P, (1t,) =P, ()P, (1 )+22(’ "‘;,P'"m)P,“‘(u'mos[m(cp—cp'] (3.17)
yazilir. Burada,

po=pp'+(1-p%)*(1-p?) 2 Cos(e-9') (3.18)

ve

8m0={1’ m=0 dur.

0, m=0

Yukandaki ifadelerin 1518inda Dk.(3.15), asagidaki sekle doniigiir.

o o
ui+n—¢+ 2 (x,7,E)d(x,¥,E,1u,m) =
ox oy

231 +1) [ e Ll dy'["dEZ, (x,y,E'> E)
=0

{Z[(z ~Ono ) "m)’}z'“ (u)P/“(u')COS[m(@-w’)]}fb(x, VB, ¢)

m=0 (l + m)'

+Q (x,y,E,um) (3.19)
Bundan sonra yonsel aki, g¢alijmamin amaci dogrultusunda Chebyshev

polinomlarina [46] acilir,

(I)(x v, E , L, (P) Z Z (I)nk (Xa Yy E)Tn (M)COSk({) (320)

n=0 k=0 l—uz

ve trigonometrik fonksiyonlarla Chebyshev polinomlarimin asagida verilen

ortogonalite 6zelliklerinden yararlanilarak,
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0. k=zk’
27
L CoskgCosk'dp =4m. k=k'=0

2n, k=k'=0
0, n=zn
+1 T T
J:l —_—_d"(u) "2(“) n= g, n=n'=0
I=n n, n=n'=0

acilim momenti bulunur.

2 4l r
O (x,y,E) = [ dun["d 4(x,y.E.1L, )T, ()Cosko (3.21)
nk

Burada * D, yukaridaki ortogonalite bagintilarindan yararlanilarak asagida verilen

esitlikle hesaplanabilir.

j L) a0 _[ do Cosk ko

g

Sonra, Dk. (3.20) ile verilen yonsel akinin agihm ifadesi, Dk.(3.19) da yerine
konarak nétron transport denklemi i¢in asagidaki esitlik elde edilir.

64) (2_8m )(l_m)! m * ' '
uax+n—+2¢ 22(21 1)2[ (l:m)! }P, (p)jo dE'X g(x,y,E'—E)

m=0

N K
202w (5.3, || do' Cos[m(e - ¢")] Coske'

n=0 k=0

e OO W) |

Q (3.22)
| W

Burada,

¢ « B ()T, (lu)d .

fmn ™ L H

alinarak modifiye kod icin MATHEMATICA programu ile hesaplatilmis ve sonuclar
Ek E’de tablo halinde sunulmustur.
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Ayrica,

152 J-: Cos[m((p - (P')]COSK(P d@" tanim yapilarak, ifade asagidaki gibi agilmistir:

I= 2_[: (CosmpCosm¢'+SinmeSinme')Coske'de’

Yukandaki ifade igin, TWOTRAN-II koduna gore,yonsel akinin ¢ agisina gore
simetrik olusu g6zoniine alinarak, ¢ agisinin tek fonksiyonlari elimine edilmis ve
agagidaki esitlik elde edilmistir:

I1=2 L i (Cosm(pCbsmcp')Cosk(p'dcp'

Sonugta Dk.(3.22), bir gruplu teoriye uygun olarak, anizotropik sagilma igin
agagidaki gibi yazilmistir:

. N K
u@+n%ql+2x¢ =2 +1)2[(2—8"”)(1‘@!}22%«("’ ¥:)2q(%,¥)
gy 1=0 ‘m=0

ox (I+m)! n=0 k=0

P (Wi Lo +Q (3.23)

Bilindigi gibi denklem, /=0 igin izotropik sacilma durumuna indirgenmektedir.
Buna gore, bir gruplu nétron transport denklemi, izotropik sagilma i¢in asagidaki

sekle doniismiis olur.

a(b aq) N K
W—+nN—++ 2t¢=zz¢nk (x’y’)Iosto(x9y)foon + Q (324)
6x 5}/ n=0 k=0

Simdi, yukarida gelistirilen ifadeleri, tezin amaci1 dogrultusunda kesikli formda

yazalim:

Bu nedenle Dk. (3.21)’i tekrar ele alalim.
2 1 n Cosk
D (%) = B:f_1dufod<p¢(x, ¥1,0) T, (1)Cosko

Bu ifade, Kesikli Ordinatlar Yontemi’ne gore tezin konusu olan Gauss-

Chebyhev kuadratiirii kullamlarak agagidaki toplam ifadesiyle belirtilebilir.

2 Mr
Puc (X,¥) = B—ZW 1= T, (1t;)Cosk; O(%,,1t;,0;) (3.25)

nk =t
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veya 2 . E, tanimi yapilarak,
nk

Sonugta, Dk. (3.23) ile verilen nétron transport denklemi, agisal degiskenlerine

gore kesikli formda (Discrete Ordinates form) asagidaki gibi yazilir.

K %Hh il +Zt¢i ‘—‘i(2|+l)
=0

: (2—6m )('_m)’ S n
Ox E Z‘i (l.:im)l ]Zz ZI Pl (H. )flmn

m=0 n=0 k=0

MT
Enc L, 2,1 =K T, (4)Coske 6, + Q. (3.26)

3.3.2. Iki Boyutlu Silindirik Geometri i¢in Tiiretim

Iki boyutlu silindirik geometri igin izlenen yol, ozetle, asagida goriildiigi
gibidir:

Once, (r-z) silindirik geometri i¢in akig terimi yazilir.

& 5= k00D _1000) , 0

— (3.27)
r or r oo oz

Buna gore nétron transport denklemi, her terimi r ile garpilarak, kesikli formda

asagidaki sekle doniigiir:

u{a ko] _ofweo), a¢(af,ﬁ)}
Z

P = | +12, (D)9; (F)

1

= 1S, (F) (3.28)

Burada, daha onceki gibi, bir gruplu teori esas alinmig ve denklemin sag

yaninda yer alan kaynak terimi kapali yazilarak kisaca S, (T) olarak gosterilmistir.

Ayrica, ortalama agisal aki
- 1 = =
6, () =—|. 40O (3.29)
W, =4

olarak tanimlanmaktadir [5,27].
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Daha sonra, akig terimine ait terimler tek tek kuadratiir anlayigina gore
olusturulurlar. Bunun i¢in de denklem (3.30) ile belirtilen tanim g6z6niine alinmustir [3].

[290.0] = [ adlave o) (3.30)

- a[rq;.(f,ﬁ)] olre. (9]

L TGS D) 1O 3.31
Jo dOn = s = (3.31a)
j dQ¢r a¢(r Q wiuim 33Lb
oz

=~ 0 Q

J;—,i ﬂ%((;____)_J l+1/2¢1+1/2(r) ;i 1/29i4/2 () (3.31¢)

Yukanida verilen (3.31a), (3.31b) ve (3.31c) esitlikleri esas denklemde, Dk.

(3.28), yerlerine konarak denklem, (r-z) silindirik geometri igin kesikli formda

agagidaki gibi yazilir:
arg, (7 A -
Wil —[rg%r)]'*'am/zq)i-l/z(r) = 0y/20; /5 (T)
+w.E, [g i )]+w rz (D)0, (T) = w, 1S, (r) (3.32)

Burada, o2 terimi agisal kuplaj sabiti olarak bilinmektedir ve,

Olix1/2 = OG-1/2 -Willy (3.33)

bagmntist ile verilir [5,27].

Tiretilen Dk. (3.32), goriildiigii gibi, iki boyutlu (r-z) silindirik geometri igin
transport denkleminin genel ifadesini vermektedir. Burada, denklemin sag yanini
olusturan tiim kaynak ifadesi S iginde saklidir. Bir bagka deyisle S, ele alinan
problemin tiiriine bagh olarak, sagilma kaynagi, fisyon kaynag: ve homogen olmayan
diger kaynak ifadelerinin toplami olabilirr Daha sonra, ¢alismanin amaci
dogrultusunda, denklemdeki aki ve kaynak ifadeleri uygun bir polinom tiiriinden
acihip, denklem, &zel olarak sézkonusu problem igin olusturulabilir. (Onceki alt

boliimde, (x-y) kartezyen geometri i¢in Chebyshev polinomlarina agildig gibi)
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Yukarida gelistirilen denklemler, Dk. (3.26) ve (3.32), bundan sonra,
problemin boyutlar1 gézéniine alinarak uzaysal kesiklestirme islemine tabi tutulabilir.
Bu islem igin uzaysal degiskene ait tirev terimleri, genellikle sonlu farklar
tekniklerinden uygun biri (forward difference, backward difference, central
difference-diamond techniques [11,43]) segilerek halledilir. Bdylece, baslangigta
integro-diferansiyel formda oldugundan sézettigimiz ndtron transport denklemi,
bilgisayar ¢dziim mantigina uygun bir diferansiyel denklem setine doniistiiriilmiig
olur. S6zkonusu set, probleme uygun sinir kogullart da uygulanarak, bilgisayarlarda

¢oziiliir [47].

Caligmanin belkemigini olugturan, Gauss-Legendre kuadratiiriinden Gauss-
Chebyshev kuadratiiriine gegiste, hi¢ siiphesiz 6nemli bir nokta da, Boliim 2’de
ayrintih olarak soézedilen siir kosullarinin, kullamilacak kuadratiir setine gore
yeniden belirlenmesidir. Hatirlanacagi iizere, Sy yonteminin karakterine uygun
olarak sinir kogullarimin ifadesinde kuadratiir noktalan yer almaktadir. Yeni sete
gecildiginde, yeni kuadratiir noktalan eski kuadratiir noktalariyla yer degistirir.

Ornegin, vakum sinir kosulu,
¢ (xSsuj)=0a u‘_l>0 s i=1,2, ...... ,N

idi. Burada, x, simir noktasi, u;>0 nétronlann simira gelis dogrultusu ve N kuadratiir
derecesidir. Smir kosullarinin diizenlenmesinde p;’ler, yeni kuadratiir set noktalan
olarak degistirilir. Diger siir kosullarinda da (yansitici, beyaz, periodik simir

kogullan gibi) benzer sekilde bir uygulama sézkonusu olacaktir.
Yukarida goriilen islemler, B6liim 5’de verilen 6rek problem geometrileri ve

kosullar1 gozoniine alinarak yiiriitiilmiistir. Elde edilen sonuclardan Bolim 5 ve

Béliim 6’da ayrintih olarak sozedilmektedir.
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BOLUM 4

BILGISAYAR KODU TWOTRAN-II : TANITIMI ve
YENIDEN DUZENLENMES]

4.1. Kodun Tanittim

Bu calismay: yiirittiigiimiiz TWOTRAN-II kodu [27], iki boyutlu (x-y)
kartezyen, iki boyutlu (r-z) ve (r-0) silindirik geometrileri inceleyebilen bir bilgisayar
programidir. Program, secilen problemin tiiriine gore vakum, yansitici, periyodik,
beyaz smir kosullanmi kullanarak, homojen ve homojen olmayan, zamandan

bagimsiz, ¢ok gruplu transport problemlerini ¢ozebilir.

Kod ilk kez Los Alamos, Argonne National Laboratory’de CDC-7600 tiirii
bilgisayar i¢in gelistirilmig, sonra CDC-6600 tiiriine uyarlanmigtir. Daha sonra, IBM-
360/195 tiirii bilgisayarlar i¢in yeniden diizenlenmistir.

Programda ¢6ziim yontemi olarak, agisal degisken igin, Kesikli Ordinatlar
Yaklagimi (Sn) kullanilir. Program, grup icindeki standart i¢ ve kaynak tizerindeki
dis iterasyonlan yapar. Gerektiginde iterasyon hizlandirici teknik olarak kaba-ag
yeniden dengeleme (coarse-mesh rebalancing) yontemini [16,48,51] kullanir. Bu
teknik igin gerekli ag sebekesi, problemin Sy ag sebekesinden ayr tutulup
depolahmistir. Kaynaklar, akilar, etkin kesitler ve Sy sabitleri i¢in standart arabirim
giris (interface input) dosyalan okutulabilir; ya da ilgili altprogramlarla sdz konusu

degerler hesaplatilabilir.



Programda agagidaki noktalara dikkat edilmistir: Segilen geometrilere ait
dogrultular, x ve r’ler i dogrultusunda, y, 6 ve z'ler j dogrultusunda
yonlendirilmislerdir. Ayrica, kati agilar 2m birimleri tiiriinden Olgilmiiy; H
dogrultular uzaysal degiskenden bagimsiz kabul edilmistir. Etkin kesit degerleri, her
uzaysal hiicre icinde sabit alinmigtir. TWOTRAN-II programi, probleme gerekli olan
etkin kesit degerlerini, ya FIDO formati ile hazirlanmis olan standart dosya
ISOTXS’den okuma, ya da Los Alamos formati ile dogrudan girdi olarak alma

seceneklerine sahiptir.

Ayrica programda, malzemeye ait ag sebekesi (material mesh) ile iterasyon
hizlandirma teknigi olarak kullanilan kaba ag yeniden dengeleme yOnteminin ag
sebekesi, problemin tiiriine gore birbiriyle uyumlu olarak da diisiiniilebilir; ayn ayn
da ele alinabilir. Bunlara ait islemler ve geometrik ¢izimler MAPPER altprogrami ile
halledilmektedir.

TWOTRAN-II’de istenirse, anizotropik dagilmis kaynaklar, ya da ele alinan

sistemin alt, iist ve sag simirlarindaki sinir akilar belirlenebilir.

TWOTRAN-II'yi diger programlardan, DOT serisi gibi [5], ayiran bir 6zellik
de, programin iterasyona baglarken sifir agirlikhi dogrultular kullanmasidir. Bilindigi
gibi sifir agirlikli dogrultular, standart kuadratiir setlerindeki 6zel baslangig
dogrultularina karsiliktir. Boyle 6zel baglangic dogrultulari kullanan kodlar,
digerlerine gore daha fazla veri igermektedirler. Oysa TWOTRAN-II, sifir agirhikh
dogrultular kullanarak daha az sayida veri ile ¢oziime gider [27].

Programin sonunda, giris ve ¢ikis aki degerleri, hesaplanan final akilar, etkin
kesitler, fisyon hizlari, programa giris ve programda hesaplanan ¢ikis kaynak
degerleri ve kullamlmigsa kaba-ag dengeleme degerleri tablolar halinde verilebilir.
Sozkonusu degerlerin yazdirihigi, belirli edit segeneklerini veren sabitlerle
gerceklestirlir.

Yukarida sézedilen islemler, TWOTRAN-II akig diyagraminda ayrntili
olarak gosterilmigtir (Sekil 4.1.)
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Bagla
TWOTRAN

Veri oku

INPUT 11 Gerekli Bellek
INPUT 12 Etkin Kesitler
INPUT 13 Kaynaklar & Akslar
INPUT 14 Sy Sabitleri
INPUT 1§ Haritalar

i

{1k Deger Ata
INITAL
INITQ
FISCAL

:

Dig lterasyon .
QUTER 3}
GSUMS

|
I¢ Iterasyon
INNER
IN
ouT
FIXUP
SETBC
STORAF
SAVEAF
REBAL

lg iterasyon
yakinsa di veya limit
degerler elde edildi?

Fisyon Kaynag: Y eniden dengeleme degerlerine
FISCAL hesapla ve uygula
Factors REBAL, TESTS

hayir

1§ iterasyon!
yakinsade?
TESTS

hayir

Ozdeger (eger mevutsa)

yakinsadi?
TESTS. NEWPAR

Ciluy
FINAL
EDCALL
GENFLO
EDITOR
EDMAP
IFOUT
IFRITE

Diger
evet

Problemler?
TWOTRAN

Sekil 4.1 TWOTRANT-II akis diyagrami
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4.2. Teori

Programda zamandan bagimsiz transport denklemi, analitik formda asagidaki

gibi verilmektedir.

V.(20) + Z (7, E, Q) = [[[dE'dQ'¢ ¢, B, Q) Z, (B’ - E,. Q)
+1(B)| j [dE4Q'o(F EQWVE, E) +Q(f,E, Q) (4.1)
4n .

Burada,

¢ : yonsel aki
2., : toplam etkin kesiti
X, : sagilma etkin kesiti

X, : fisyon etkin kesiti

Yukarida siralanan biiyiikliikler, ger¢ekte r bagimhidirlar. Fakat denklem

basitlestirilerek yazilmis oldugundan gdsterilmemislerdir.

Programda sagilma transfer terimi, Legendre polinomlan tiiriinden agilarak,

[P Vars P2y ’ - 2n + 1 ’ \ k l '
”dQ OEEDX (B 5 Epg) =Y, - I, (E >E)Y RN [dy
n=0 k=0 -1
JdoRX (W, )0 42)
0

seklinde yazilmigtir. Buradaki R.* fonksiyonu asagidaki esitlikle tanimlanir:

1/2
R, =[(2’2f°:(kn)._k)!} - Py (wcoske 4.3)

59



Bagintida gériilen &, Kronecker deltadir ve k=0 i¢in 1 degerini almaktadir. R

fonksiyonlari assosye Legendre polinomlan olarak bilinir.

Programda y6nsel aki da Legendre polinomlan tiiriinden, asagida gérﬁldﬁgﬁ

gibi agilmistir.
0= (2n+1)) R¥¢% (4.4)
n=0 k=0

Yukarda siralanan bagintilar1 gézoniine alarak ve ¢ok gruplu yaklagima gére

E enerji bolgesini AEg araliklarina (g=1, 2, ...,6) bolerek,(4.1) numarali denklem

asagidaki gibi yazilir:
— G N n oot
V.(Q9,)+Z,0, =D > (2n+DXg, . > R0k,
h=1 n=0 k=0
4.5)
G N N b
+2e 2 VE 00, + . (2n+ DY REQL,
h=1 n=0 k=0
Denklemin sag yaninda yeralan ¢%, terimi,
+1 n
0% = [du[doR} 1, 9)¢, /2 (4.6)
-1 0

seklinde tanimlanmaktadir.

Yukarida sdzedilen her enerji grubu igin, denklemdeki integral ifadesi

kuadratiir yaklagimt ile,
k - k
N i =szRn(um’(Pm IN biim 4.7
m=1
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seklinde verilebilir [27].

Denklem (4.5)’i sonlu farklar teknigine gore diizenlemek igin, r (veya x)
dogrultusu IT araliga, 6 (veya y veya z) dogrultusu JT aralifa ve agisal degiskene ait
dogrultular da MT araliga boliinmiistiir.

Ti-12 < T < Ti412 i=1,2, ...... JT
ej_1/2 < 6,~ < 9j+1/2 j=1,2, ...... ,JT (4.8)
Qm-l/Z < Qm < Qm+1/2 i=1,2, ...... ,MT

Daha sonra, programin amact dogrultusunda transport denklemini kesikli
formda yazmak iizere, (4.5) numarali denklem kapali formda yazilip, her terim
(dVdQ) birim hiicre hacmi ile ¢arpilip, birim hiicre iizerinden integre edilir. Boylece
tim geometriler icin genellestirilmis, kesikli formdaki transport denklemi asagida

goriilen sekle doniigmiis olur.

Wl (A2 N2, m — AiiNisyaim)
A2 A2 /0N a2 = Oy /2N i)

(4.9)
+w mnm(Bi,j+1/2Ni,j+1/2,m "'Bi,j-llzNi.j-llz.m)
+Zt w mVijNijm = wmvijsijm
Burada,
V;=[[dv=[[dAdB,  hacmi,
ij ij
A= IdA i i dogrultusundaki yiizey alanini,
j
B = IdB 12 j dogrultusundaki yiizey alanini,
w, = J' j dQ kuadratiir agirliklarini belirtmektedir.
o katsayilar da agagidaki egitlik yardimu ile hesaplanabilir:
Oln+172 = Olp-1/2 = ~Wipllm (4.10)

Yukarida verilen A, B ve V degerleri, programda incelenebilen degisik
geometriler igin asagidaki tabloda gésterilmigtir (Tablo 4.1).
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(4.9) numarah denklemin sag yaninda yer alan S, (veya herhangi bir g enerjisi

grubu i¢in Sgijm) kaynak terimi, agagida goriilen terimlerin toplamdir.

G N N
(SS)gim=(sagtlma kaynag)gim= Y. ¥, (2n + DX, . > Ry N, (4.10)
h=1 a=0 k=0
G
(FS)gijm=(fisyon kaynagi)gijm =, Z v, Nghij (4.11)
h=1}
N n
(IS)gijm=(homojen olmayan kaynak)gijm= z (2n+ I)Z R* (4.12)
n=0 k=0

Yukaridaki bagintilann gozoniine alarak ve indisleri ihmal ederek, herhangi bir g

enerji grubu i¢in (4.9) numarali denklem daha basit formda,

WAL 2N = AL NL) F (A = A0 s N = 02N )/ W
+MB(N,,1/, =N, 1/2) + L VN = VS = V(SS+FS+IS)  (4.13)

seklinde yazilabilir. Bu bagintida B katsayis1 j’den bagimsiz kabul edilmistir.

Yukaridaki sonug denklem (Dk. 4.13), MT adet agisal dogrultu igin, IT x JT
sayida uzaysal hiicre kullamlarak, G enerji grubu goz Oniine alinarak, vakum,
yansitici, beyaz veya periyodik sinir kosullarindan uygun olanlarin segilip

uygulandig1 6rnek geometriler i¢in ¢oziilebilir.
4.3. Kodda Gergeklestirilen Diizenlemeler

Calismanin amaci1 dogrultusunda kodda olusturulacak diizeltmeler igin bizi
ozellikle iki boliim ilgilendirmektedir; INPUT14 altinda yer alan SNCON, IFINSN
ve PNGEN altprogramlan ve GRIND22 altinda yer alan OUTER, INNER, IN, OUT,
FIXUP, SETBC altprogramlari. S6zkonusu bélimler ve ilgili altprogramlardaki

diizenleme islemleri agagidaki gibi Ozetlenebilir:
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1. S sabitlerinin veri olarak girilmesi veya hesaplanmasi

Orjinal kodda kullanilan Gauss-Legendre kuadratiir setine ait sabitler yerine,
caliymada Onerilen Gauss-Chebyshev kuadratiir sabitlerinin koda yerlestirilmesi
amaci ile SNCON ve PNGEN adl altprogramlar ele alinmstir. Once ,Chebyshev
polinomlarinin (Dk.3.6) hesabi i¢in PNGEN altprogrami yeniden yazilmig ve
altprogram SNCON, Gauss-Chebyshev kadratiir sabitlerini (Tablo 3.1) ele alacak

sekilde diizenlenmigtir.

2. Simnur kosullarinin ele alinan model geometrilere gore diizenlenmesi

Bu diizenleme, o6zellikle SETBC adli altprogrami ilgilendirmektedir.
Sozkonusu altprogram vakum, beyaz, yansitici, periyodik simr kosullarini
uygulamaya koyabilir. Caligmada inceledigimiz iki Benchmark problemi ve silindirik
geometrideki uyarlamalarinda, B6liim 5°de ayrintili olarak anlatilacag: gibi, yansitici
ve vakum simir kosullari ele alinmis; sonuglar literatiirdeki benzer g¢aligmalarla

karsilagtiriimigtir.

3. Iterasyonlarin yeniden diizenlenmesi

Gauss-Chebyshev  kuadratiirii  uyarlanmig Sy denklemlerinin  koda
uygulanmasi, bu ¢ok o&nemli konu, OUTER, INNER, IN ve OUT adl
altprogramlarda ele alinmaktadir. S6zkonusu altprogramlarda, 6zellikle IN ve OUT
da, standart i¢ ve dig iterasyonlar gerceklestirilir. Kisaca belirtilirse, iterasyon 6énce
u<0, n<0 kuadrant: ele alinarak (Sekil 4.2.), J=JT den baslar ve herbir J seviyesi igin
sag simirdan (I=IT) den itibaren IT-1, IT-2, ..., 1’e dogru giderek devam eder. Her I
degerinde ise tim M degerleri igin toplam aki ve kaynak hesaplari, Béliim 3.1 ve
3.2°deki tiiretimlere gore gergeklestirilir. Sekildeki ok dogrultulan, M degerleri icin
izlenen yolu belirtmektedir. Incelenen problemin tiiriine gore, sinirlara ulasildiginda
kaba-ag sebekesine ait sinir akig degerleri (boundary flow) de hesaplanir. Bu arada,
negatif aki degerleri elde edilirse, FIXUP altprogrami devreye girerek bdlgesel olarak
akiyr sifirlar ve iterasyonu tekrar baglatir. Eger istenirse, iterasyon sirasinda elde ‘

edilen aki degerleri SAVEAF ve STORAF altprogramlariyla depolanr.
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Sekil 4.2. Iterasyon noktalari
4. Caligmada incelenmek istenen skaler aki degerlerinin ayrica yazdirilmasi

Bu konu INNER altprograminda ele alinmig, bdylece farkli Sy

yaklagimlarindaki aki dagiliminin incelenmesi saglanmigtir.

Yukarnida siralanan amaglar dogrultusunda ele alinan ve yeniden diizenlenen

alt programlarin islevleri de kisaca §oyle verilebilir:

SNCON Altprogrami: Gauss-Chebyshev kadratiiriine ait Sw sabitlerini, S,’den

S16’ya kadar farkh yaklasim dereceleri i¢in verir.

PNGEN Altprogrami: Chebyshev polinomlarim rekiirsiyon bagintisina gore

iiretir.

SETBC Altprogramu: Farkli sinir kogullarini, belli secenek parametreleriyle

verir ve sinirlardaki kismi akislari hesaplar.

OUTER Altprogram: Belli bir gruba ait kaynag: hesaplar; kaba ag dengeleme
verilerini ve gruba ait toplam bilgiyi olugturur.
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INNER Altprogrami: Gruba ait toplam kaynagi olusturur; SETBC, IN ve
OUT altprogramlarimi ¢agirarak uzay-ag1 iterasyonlarim yonetir. Eger programda
istenirse SAVEAS ve STORAF adh altprogramlan gagirarak, agisal aki (yonsel aki)
degerlerini depolar. Ayrica REBAL altprogramu tarafindan hesaplanmis olan tekrar

dengeleme (rebalance) faktorlerini uygular ve i¢ iterasyon hatalarini hesaplar.

IN Altprogrami: Ornek problem geometrisinde ele alinan herbir J seviyesinde,
tiim I ve M degerleri i¢in, sol simira dogru iterasyonu (inward sweeps) gergeklestirir

ve smirdaki kismi akiglan hesaplar.
- OUT Altprogram:: Omek problem geometrisinde ele alinan herbir J
seviyesinde tiim I ve M degerleri i¢in, sag sinira dogru iterasyonu (outward sweeps)

gerceklestirir ve sinirdaki kismi akiglar1 hesaplar.

Asagidaki tabloda s6z edilen altprogramlarda adi gegen program degiskenleri
ile onlara karsilik gelen problem degiskenleri gosterilmistir (Tablo 4.2).
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Tablo 4.2. TWOTRAN-II kodunda kullanilan program ve karsilik gelen problem

degiskenleri
Program Degiskenleri Problem Degiskenleri
1. C(ROW, NUCLIDE) PIRDIND JD Y
2.QINLD) Qri
3. FLUX(N,L)) N i
4. FISSA(1J) FSim /X,
5. WGT (M) W
6. COSMU (M) U
7. COSETA (M) N
8. WMU (M) Wmkm
9. WETA (M) Wmnlm
10. AL1 (M) sy ! W
11. AL2 (M) Optyn !/ W
12. P1 (N,M) R, m<0,n<o0
13. P2 (N,M) RI  p>0n<0
14. P3 (N,M) RI wu<0,n>0
15. P4 (N.M) RI  u>01n>0
16. F (K,L) fu
17. BRI(J,M) Niyi/2jm atcolumni,n<0
18. BR2 (J,M) Nii/2jm at columni, >0
19. BTIIM) Ni /2 -m atrow j,u<0
20. BT2 (M) Ni w2 m atrow j,10>0
21. ALFL (N,) N, ; meis2 fornlevel N, row j

22. CTOT (L))

AS(D*X
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BOLUM 5

BENCHMARK PROBLEMLERI ve SONUCLARIN
DEGERLENDIRILMESI

Onceki béliimlerde belirtildigi gibi, son yillarda Sy yontemi ile ilgili ¢aligmalar,
yontemin ayrilmaz bir parcast gibi goriinen 1sm-etkisi [15,18,71] iizerinde
yogunlagmistir. Bu ¢alismada da, séz edilen amag¢ dogrultusunda, Gauss-Chebyshev
kuadratiirii Sy yontemine uyarlanarak, 1sin-etkisi karsisindaki davranisi incelenmistir.
Asagida ayrintih olarak tamitilan ve isin-etkisi ¢alismalarinda yaygin olarak kullanilan
bir Benchmark problemi [18, 38, 49], calisma i¢in test problemi olarak secilmistir

(Problem 1). Daha sonra, problem 1’deki vakum smir kosulu yerine yansitici sinir

kosulu yerlestirilerek ve 2= 1.0 alinarak Problem 2 olusturulmustur.

Problem 1, (x-y) kartezyen geometride kare seklinde bir ortamdir (Sekil 5.1).
Kare seklinde, izotropik bir kaynak da, sekilde goriildiigii gibi, ortamin sol alt kdsesinde
bulunmaktadir. Ortamin sol ve alt sinirina yansitier sinir kosulu uygulanmig; sag ve st

sinirda ise vakum sinir yer almistir. Bu probleme ait veriler Tablo 5.1°de goriilmektedir.

vakum sinir

yansitict
SHUr 1
vakum sinir

yansitiCl sty

Sekil 5.1. (x-y) kartezyen geometride 6rnek problem (problem 1)



Tablo 5.1 Orek problem verileri (problem 1)

Etkin kesitler
2 0.25
v 0.0
2 0.75
2 0.50

Problemde, ¢o6ziim yontemi olarak, agisal degisken i¢in Kesikli Ordinatlar
Yontemi sonlu farklar formunda (central difference-diamond form) kullanilmistir
[5,27,50,69]. Aki hesabinda bagvurulan standart i¢ ve dis iterasyon ¢evrimleri, kaba-ag
yeniden dengeleme teknigi (coarse-mesh rebalancing technique [16, 48, 51] ) ile
hizlandirilmaktadir. Hesaplamalar sonucu negatif aki degerleri elde edilir ise, bolgesel
olarak sifirlanarak iterasyona devam edilmektedir. Uzaysal kesiklestirme i¢in de, 6rnek
problem alani x dogrultusunda 12, y dogrultusunda 10 araliga boliinerek, tiim hesaplar
toplam 120 uzaysal hiicre (fine mesh) icin gergeklestirilmistir. Kaba-ag yeniden
dengeleme teknigi iginse, her iki dogrultuda 2 birim hiicre gézoniine alinarak, toplam 4
hiicre (coarse mesh) kullamlmustir (Sekil 5.2). Yukaridaki Tablo 5.1°de verilen etkin

kesit degerleri, sézkonusu her birim hiicre iginde sabit kabul edilmistir.

o]

5 X

>
t o

0 1 2 coarse mesh

4 8 fine mesh

Sekil 5.2. Uzaysal kesiklestirme
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Calismada amag, Gauss-Chebyshev kuadratiiriiniin, Ozellikle problemin etkili
oldugu egrisel geometrilerdeki davramgini arastirmak, diger geometriler i¢in de Sy
¢alismalannda sikhikla kullanilan Gauss-Legendre kuadratiiriine [27,72] alternatif bir segcenek
olup olamayacagim tartismaktir. Bu nedenle bélim 4’de tamtilan bilgisayar kodu
TWOTRAN-II ele alinmigtir. Kod oOnce, yukandaki ormek problem verileriyle
biinyesindeki Gauss-Legendre kuadratiirii degistirilmeden c¢alistirilmig; skaler akininin
sag siir (vakum) ve sol simir (yansitici sinir) boyunca degisimi incelenmigtir (Sekil A.1
ve A.2). Sonra, ¢aligmanin amaci dogrultusunda ilgili altprogramlar yeniden ele alimp
diizenlenerek, Gauss-Chebyshev kuadratiirii uyarlanmig haliyle kod, aym problem
verileri i¢in tekrar kosulmustur. Elde edilen sonuglarla aki dagilimi, yukanda soz

edildigi sekilde degerlendirilmistir (Sekil A.4 ve A.5).

Grafikler incelendiginde, her iki kudratiirle de elde edilen sol sinira ait egrilerin
gercekei bir dagilim gosterdikleri goriiliir. Clinkii, problemde sol sinira yansitici sinir
kosulu uygulanmistir. Bilindigi gibi bu tiir sinirda, ortama gelen dogrultudaki akiyla,
ortamdan giden (ylizeye paralel eksene gore ayna simetrisine sahip olan) dogrultudaki
aki degerleri esittir. Sag sinir (vakum) boyunca elde edilen egrilerde ise, farkli kuadratiir
etkileri agik¢a goriilmekte; aym Sy yaklagimlan igin farkli dagilim egrileri elde
edilmektedir. Bilindigi iizere, kuadratiirler arasindaki bu fark, bazen dnemsiz olmakta,
bazen ise ciddi boyutlara varmaktadir. Iki kuadratiirii kiyaslamak amaci ile sézkonusu
grafikler tekrar ele almip incelendiginde, diigikk dereceli Sy yaklasimlarina ait
dagihimlarda bozulmalar gézlenmistir. Ozellikle S, yaklagiminin, literatiirdeki bilgilere
de uygun olarak [9,38], gercegi yansitmaktan uzak bulundugu goérilmiistiir (Sekil A.3,
A.6 ve A.7). Ciinkii, S; yaklasiminda ele alinan dogrultu sayisi, gbzoniine alinan
problem alanindaki siirekli aki dagihmim tasvir etmeye yeterli degildir. Buna karsilik,
SN derecesi bityiidiikge (dogrultu sayis: arttikga) beklenildigi gibi, elde edilen dagilim
hala bazi1 bozulmalar gostermeye devam etse de, daha gergekci olmaktadir. Bu gézlem

de, literatiirdeki verilerle uyum i¢inde bulunmaktadir [15,38].

Bunlardan bagka, Gauss-Legendre kuadratiirii ve ona ne dlgiide alternatif bir

segenek olabilecegini arastirdifimiz Gauss-Chebyshev kuadratiirii ile elde edilen S4

70 |
Lu

yiKSEEPBRETIM KUBN
T8 T arvasvon wemedd



yaklasimina ait egriler, bu alanda hayli taninan FENT kodu [18] ve literatiirde yer alan
diger calisma egrileriyle kiyaslanmistir (Sekil A.8). Sekilden goriildiigii gibi, Gauss-
Chebyshev egrisi oldukca iyi konumda bulunmakta ve literatiir egrileriyle paralellik

gostermektedir.

Isin-etkisi, Ozellikle egrisel geometrilerde ve iki veya ili¢ boyutlu problemlerde
kendini gosteren bir bozulma oldugundan, ¢alismada egrisel geometriye ayr bir 6nem
verilmistir. Bu nedenle, (x-y) kartezyen geometride tanitilan 6rmek problem (Pr.1),
analoji ile (r-z) iki boyutlu silindirik geometriye uyarlanmistir (Sekil 5.3). Tablo

5.1’deki veriler bu geometri igin de gegerlidir.

R} T

»

Sekil 5.3. (r-z) geometride 6rnek problem

TWOTRAN -1, yukanidaki geometri igin de (x-y) geometride s6z edildigi gibi,

once biinyesindeki Gauss-Legendre kuadratiirii, sonra Gauss-Chebyshev kuadratiirii ile
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kosulmus ve sonuglar onceki gibi grafiklerle degerlendirilmistir (Sekil A.9, A.10, A.11
ve A.13, A.14, A.15). Calismada ileri siiriilen kuadratiiriin etkisini tam olarak
belirleyebilmek igin kod, biinyesindeki hizlandirma teknigi (kaba-ag yeniden dengeleme
yontemi) disinda, ek olarak iterasyon hizlandinct tekniklerden [52, 53, 54,62,67] higbin
kullaniimadan c¢alistinlmistir. Elde edilen egrilerin tiimii, lineer anizotropik sagilmaya
ait sonuglan gostermektedir. Caligma ayrica, izotropik ve kuadratik sacilma i¢in de
tekrarlanmus; fakat sagilma derecesinin, 1gin-etkisi tizerinde kayda deger bir degisiklige
neden olmadign gozlenmistir. Bundan dolayr da calismada konu iizerinde fazla
durulamamustir. Ayrnica, literatiirde de bu konu hakkinda dikkate deger bir veriye

rastlanmamugtir.

Calisma sonucu elde edilen egrilerden goriildiigii gibi, bu geometri igin de, her
iki kuadratiirle elde edilen diigiikk dereceli Sy yaklagimlarindaki igin-etkisi hayli
belirgindir. (Sekiller A9, A.11, A.13, A.15). N biiyiidiik¢e, literatiirde yer alan
calismalarda da gozlendigi gibi [15, 18, 55], egriler gergege yaklagmakta; fakat bazi
bozulmalar hila devam etmektedir. Bu ¢alismada biiyiik dereceli Sy yaklaslmlarmdéki
bozulmalar, egrilerin tepe degerlerinde diisme ve etek kisimlarinda agilma veya
yiikselme olarak gozlenmistir. Kisacasi, egriler basiklagmaktadirlar. Buna karsilik,
Gauss Chebyshev egrileri basiklagmalarina ragmen anormal dalgalanmalardan olduk¢a
arinmis durumda bulunmaktadirlar. Asagidaki sekiller, (Sekil A.17, A.18 ve A.19) ik
kuadfatﬁrﬁn karsilastinlmasint vermekte; Ozellikle Sekil A.18 ve A.19°da Gauss-
Chebyshev kuadratiir egrilerinin 1gin-etkisinden arinmus, oldukga basarili egriler
olduklan gorilmektedir. Sekil A.12 ve A.16’da da, her iki kuadratiiriin iist sir
(vakum) boyunca aki dagilimi yer almaktadir. Burada da Gauss-Chebyshev kuadratiirii
ile elde edilen S;; yaklagimmin oldukg¢a basarili oldugu sdylenebilir. Sézkonusu
egrilerin tiimii, literatirde yer alan benzer ¢aligma egrileriyle uyum iginde
bulunmaktadir [15].

Caligmanin ikinci boliimiinde, Sekil 5.1 ile verilen problem 1’de sag ve iist
simirlara uygulanan vakum sinir kosulu, yansitict sinir kosulu ile degistirilerek ve 2=1.0

alinarak problem 2 olusturulmustur (Sekil 5.4) .

72



yansitici sinir

yansitic
smr 1 Yansitict

sir

1 2

yansitici sinr

Sekil 5.4. 6rnek problem 2

Tablo 5.1°de goriilen problem 1’e ait veriler, 2, haric aynen korunarak ve

uzaysal kesiklestirme i¢in aym yol izlenerek, problem 2 de yukandakine benzer sekilde
incelenmistir: Kisacasi, kod once Gauss-Legendre kuadratiirii ile ¢ahistinlmis ve aki
dagilimi, onceki problemde oldugu gibi gdézlenmistir (Sekil A.20 ve A.21). Sonra kod,
Gauss-Chebyshev kuadratiirii uyarlanmis haliyle aym1 problem igin kosulmus ve aki
dagilimi benzer sekilde degerlendirilmistir (Sekil A.22 ve A.23). Ayrica, A.24, A.25 ve
A.26 numarah sekiller, problem 2 i¢in, her iki kuadratiiriin farkli Sy yaklagimlarinin

karsilastirilmasini géstermek tizere ¢izilmislerdir.

Egriler incelenediginde, daha 6nceki problem sonuclarina benzer gsekilde, Sy
derecesi biiytiditkkge egrilerin tepe degerlerinde diisme ve etek kisimlarinda yiikselme
goriilmiitiir. Fakat, yiiksek dereceli Sy yaklagimlarinda, 6rek S)4 yaklagimi, Gauss-
Chebyshev kuadratiir egrileri, Gauss-Legendre egrilerine kiyasla tepe degerleri
kiiciilmesine ragmen 1sin-etkisinden olduk¢a arinmug bulunmaktadirlar. ki kuadratiir
arasindaki fark, 6zellikle Sekil A.25 ve A.26’da net olarak goriilmektedir. Sekil A.27
ise, her iki kuadratiire ait S4 yaklagimlarinin, FENT kodu ve literatiirde yer alan aym
problem verileri ile elde edilmis diger calismalara ait [18,21] egrilerle kiyaslamasini
vermektedir. Buna gore, Gauss-Chebyshev kuadratiiriine ait egrinin, Gauss-Legendre

kuadratiir egrisine gore, daha bagarili konumda oldugu soylenebilir.
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Bundan sonra, problem 2, onceki ¢aligmaya benzer sekilde analoji 1ile (r-z) iki
boyutlu silindirik geometriye uyarlanmgtir. (x-y) iki boyutlu kartezyen geometride séz
edilen problem verileri, bu geometri i¢in de gegerlidir. TWOTRAN-II bilgisayar kodu,
bu geometri i¢in de yukarida sozedildigi gibi, 6nce Gauss-Legendre kuadratiirii ile
caligtinlmug; Sekil A.28 ve A.29 elde edilmistir. Kod sonra, Gauss-Chebyshev
kuadratiirii ile ¢alistirilarak, elde edilen verilerle Sekil A.30 ve A.31 olusturulmustur.
Asagidaki sekiller (Sekil A.32, A.33 ve A.34) ise, farkhi Sy yaklagimlan i¢in, gene iki

kuadratiiriin karsilagtiriimasin1 vermektedir.

Sozkonusu egriler incelendiginde, 6ncekilere benzer sonuglara varilir: Sekil 5.32
ve 5.34’den agikca goriildiigii gibi, her iki kuadratiirde de Sy derecesi biiyiirken,
egrilerin tepe degerleri diigmekte; etek kisimlar ise yiikselmektedir. Kisacasi, egrilerde
basiklasma sozkonusudur. Ayrica, Gauss-Legendre kuadratiirii yiiksek dereceli Sy
yaklasgiminda, 6rnek Sj;4 egrisi, osilasyonlar1 hatirlatan bozulmalar mevcuttur. Buna
kargilik, Gauss-Chebyshev egrileri gene olduk¢a basarihidirlar. Ciinkii egriler

basiklagmalarina ragmen, 1sin-etkisi bakimindan daha iyi konumda bulunmaktadirlar.

Sonu¢ olarak, Gauss-Chebyshev kuadratiiriiniin Gauss-Legendre kuadratiiriine
alternatif olup olamiyacagi tartigmasi, iki kuadratiiriin aym: Sy yaklaslmianmn tek tek
kargilagtinlmasiyla sonuglandinlabilir. Bu amagla olusturulan Sekil A.17, A.18 ve A.19
problem 1 hakkinda; Sekil A.24, A.25, A.32, A.33 ve A.34 de problem 2 hakkinda olduk¢a
net bilgiler vermektedir. S6zkonusu egrilerin tiimiinde ortak olan, Gauss-Chebyshev
kuadratiirine ait yiiksek dereceli Sy egrilerinin 1si1n-etkisi’nden olduk¢a arinmis
durumda bulunmalaridir. S6z edilen durum, (r-z) geometrilerine ait egrilerde daha
belirgindir. Bu sonuglar da, Gauss-Chebyshev kuadratiiriiniin baz1 durumlarda Gauss-
Legendre kuadratiir sonuglart ile uyusabildigini, bazi durumlarda ise birbirlerini

tamamlar nitelikte olduklarin1 géstermektedir.

Bu boliimde s6zedilen tiim sekiller Ek A’da sirastyla sunulmustur.
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Yukarida aynntih olarak sézedilen ¢alismamin tiimii, ITU-Niikleer Enerji
Enstitiisiinde Linux isletim sistemi altinda kigsisel bilgisayarlar (PC) kullanilarak

gerceklestirilmigtir.
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BOLUM 6

TARTISMA VE ONERILER

Gilinimiizde Kesikli Ordinatlar Yontemi, Sy, ile ilgili ¢aligmalar, Onceki
boliimlerde deginildigi gibi, yontemin kullandigi ag semalarina bagh olarak ortaya
cikan ve ayrilmaz bir pargas: gibi goriinen 1gin-etkisi’ni, timilyle giderebilmek ya da
azaltabilmek i¢in gesitli teknikler gelistirmek iizerinde yogunlasmistir. Ozellikle, iki
veya li¢ boyutlu geometrilerde, izole kaynak ve kiigilk sacilma degerine sahip
ortamlarda gozlenen bu olay, aki dagiliminda anormal dalgalanmalar olarak ortaya
¢ikar. Sozkonusu ortamlarda yontemin tamamen yanlis sonuglar verdigi de goriiliir; S,
yaklagimi gibi. Sorunun ¢oziimii igin en basit yol, daha dnce de vurgulandig: gibi, Sy
yaklasiminin derecesini (dogrultu sayisint) arttirmaktir. Fakat, probleme bagli olarak bu
durumda dahi aki osilasyonlann kendini gostermeye devam edebilmektedir [7,15,38].
Ayrica bu ¢oziim, bilgisayar hafiza gereksiniminin ve hesaplama zamaninin, dolayisiyla
maliyetin de artist demektir. (Maliyet, kullanilan dogrultu sayisinin, yaklagik olarak,
karesiyle artmaktadir [38].)

Isin-etkisi’ni tiimilyle giderebilmek ya da azaltabilmek amaci ile ortaya atilan
calismalar, son yillarda hayli artmig olmasina ragmen, sorun hala giincelligini
korumaktadir. Her yeni caligmada, isin-etkisi problemini oldukca ¢oziimleyen ve
maliyeti azaltmaya calisan cesitli Oneriler ileri siiriilmektedir [56,57,66]. Giiniimiizde
biiyiikk hafizal1 siiper bilgisayarlarin gelismekte olusu, 1smn-etkisi’ni gidermede daha
karmasik ve uzun hesaplan igeren kodlarin ortaya g¢ikmasina neden olmaktadir.
Sozkonusu caligmalarda esas, temel kriterleri saglayan en giiglii ve etkili semay: ortaya
koyabilmektir. Bu alandaki ¢aligmalarin Onemli bir klsmlv da, Sy kodlarina uygun

kuadratiir setini gelistirmek iizerinde yogunlasmustir [58,64]. Ciinki, degisik



geometriler ve verilen bir geometriye gore degisik problem tiirleri, basarili sonuglara
ulasmada, farkh kuadratiir setleri gerektirmektedir [5].

Bu c¢alismada da Sy yOntemini esas alan deterministik transport kodlarinda
yaygin olarak kullamlmakta olan Gauss-Legendre kuadratiirii yerine, Gauss-Chebyshev
kuadratiiriiniin yonteme uyarlanisi ele alinmigtir. S6zkonusu kuadratiiriin etkisi, dnce iyi
bilinen bir Benchmark problemi (problem 1 [49]) ile iki boyutlu kartezyen geometride
test edilmis; sonra problem, iki boyutlu silindirik geometriye uyarlanmistir. Her iki
geometriye ait, Gauss-Legendre ve Gauss-Chebyshev kuadratiirleri ile elde edilen aki
dagilimlar1 sag ve sol smr boyunca incelenmistir. Ikinci bélimde, problem 2 ele
alinmis ve kartezyen geometride tammlanmis olan problem, gene silindirik geometriye
de uyarlanarak, sonuglar problem 1’dekine benzer sekilde grafiklerle
degerlendirilmigtir. Her iki probleme ait egriler, silindirik geometri uyarlamalarina ait
olanlar da dahil, Boliim 5’de ayrintili olarak tanitilmigtir. S6zkonusu egriler, hem Sy
derecelerine, hem de kuadratiir tiirlerine gore gergeklestirilen incelemeleri

gostermektedir.

Incelemeler sonucunda, her iki kuadratiirle de elde edilen S, dagiliminmn,
literatiir bilgilerine de uygun olarak, gercek¢i olmadify goézlenmistir. Ciinkii, S;
yaklasiminda kullanilan dogrultu sayisi, gozoniine alinan problem alanindaki gergek
siirekli aki dagilimm tasvir etmeye vyeterli degildir. Buna karsilik, Sy derecesi
biiyiidiikk¢e (dogrultu sayis1 arttikca), beklenildigi gibi, elde edilen dagilim daha
gercekei olmaktadir. Fakat probleme bagli olarak, bazi bozulmalarin da hald devam
ettigi goriilmektedir. Bu c¢alismada, yiiksek dereceli Sy yaklagimlan ile elde edilen
egrilerin tiimiinde ortak olarak gozlenen bozulma, tepe degerlerinin diismesi, etek
kisimlarinin ise ylikselmesi, kisacasi egrilerin basiklagsmasi seklinde olmustur. Ayrica,
Gauss-Legendre egrilerindeki dalgalanmalar devam etmektedir. Ozellikle problem 1’e
ait S;4 egrilerinde s6z konusu bozulmalar dikkat cekicidir. Buna karsilik, Gauss-
Chebyshev kuadratiir egrileri anormal dalgalanmalardan oldukg¢a arinmig durumdadir.
Her iki problemde de Gauss-Chebyshev kuadratiirii ile elde edilen S;4 egrileri, bu

bakimdan oldukga basaril: goziikmektedirler.
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Gauss-Legendre ve Gauss-Chebyshev kuadratiirleri ile gergeklestirdigimiz bu
calismanin sonuglari, yukanda kisaca sozedilen incelemelerden baska, literatiirde yer
alan taminmig bir kodun sonuglariyla da karsilastinnlmistir. Burada, FENT kodu [21]
kullanilarak, aymi problem verileri igin li¢ ayn yontemle elde edilmis egriler ele
ahnmaktadir. Sozkonusu karsilagtirmada, Gauss-Chebyshev kuadratiirii ile elde edilen
egrinin (S; egrisi), Gauss-Legendre egrisine kiyasla, daha iyi konumda bulundugu
ozellikle problem 1’de (Sekil A.8) literatir degerlerine olduk¢a yakin bir araliga
diistiigii goriilmektedir.

Sonug olarak, ¢alismada ileri siiriilen Gauss-Chebyshev kuadratiiriiniin, 6nceki
bolimde de wvurgulandign gibi, baz1 durumlarda Gauss-Legendre kuadratirii ile
uyusabildigi, buna karsilik, silindirik geometri ve yiiksek dereceli Sy yaklagimlan gibi

bazi durumlarda daha basarili sayilabilecek sonuglar verdigi kanisina varilmistir.

Calismanin sonunda, ilerideki aragtirmalara igin de sunlar onerilebilir:

1) Bu ¢alismada, kullandiimiz bilgisayar kodu TWOTRAN-II yalmizca S;-Sis
arasindaki yaklagimlan ele aldigindan, daha yiiksek dereceli yaklasimlari deneme
olanagimiz olmamistir. Ciinkii kod, orijinal haliyle Gauss-Legendre kuadratiirii i¢in
gelistirilmistir; bu durumda da dogrultu sayisinin fazlaca artmasi biiyiik bir maliyet
sorunu doguracagindan, kodda daha yiiksek dereceli yaklasimlari denemeye gerek
duyulmadigini  diigiinmekteyiz. Oysa, tezde ileri siirdiigiimiiz Gauss-Chebyshev
kuadratiirii her Sy yaklagimu igin farkli bir degere sahip olan, esit agirlikli dogrultular
kullanmaktadir. Bu 6zellik, herhangi bir Sy yaklasiminda daha az veriyle ¢6ziime
gidebilmeyi saglar. Bu da, niimerik transport kodlarinda 6nemle iizerinde durulan, uzun
aki ve kaynak hesaplarindaki bilgisayar hafiza ve caligma zamanindan tasarruf
demektir. Kuadratiiriin sézkonusu 6zelligi gézoniine alinarak, ilerideki ¢alismalarda Si¢

dan daha biiyiik yaklagimlar da denenip kuadratiiriin etkinligi arastirilabilir.

2) Iki boyutlu transport problemleri igin, 6rnek olarak TWOTRAN-II ile

calisildiginda, kartezyen geometrilerde Gauss-Legendre, silindirik geometrilerde ise
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daha bagarihi goriinen Gauss-Chebyshev kuadratiirii tercih edilebilir. Giiniimiizde de
bircok Sy kodunda, sin-etkisi’ni azaltmak amaci ile farkli yaklasimlan birarada
kullanan melez (hybrid) yapilara sik¢a rastlanmaktadir [15,39]. Boylece, farkh
yaklasimlarin birbirlerini tamamlayan veya digerine gore daha basarnihi goriinen

yonlerinden net olarak yararlanilabilmektedir.

3) Bir bagka ¢aligmada da, Gauss-Chebyshev kuadratiiriiniin daha gergekgi olan
ii¢ boyutlu geometrilerdeki davranigi incelenebilir. Giiniimiizde, ii¢ boyutlu geometriler
icin geligtirilmis bilgisayar kodlar1 sayihdir (THREETRAN [59], TORT [60], [68,73] ).
Sozkonusu ¢aligma i¢in, yukarida amlan kodlar temin edilerek, Gauss-Chebyshev
kuadratiirine gore yeniden dizenlenip ¢alistinlabilir. Sonuglar gene Benchmark
problemleriyle test edilerek, kuadratiiriin 1g1n-etkisi karsisindaki davranis: arastirilabilir.
Burada i¢ boyutla galigildigi halde, kuadratiiriin esit agirlikli dogrultular kullanma

ozelliginden dolay1 maliyet sorunu yaratmayacag diisiincesindeyiz.
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EK A
GAUSS —-LEGENDRE ve GAUSS-CHEBYSHEV KUADRATURLERI iLE ELDE
EDIiLEN AKI DAGILIMLARI

Bu béliimde, tezin aslini olusturan ve Boliim 5°de ayrintili olarak tanitilan sekiller
yeralmaktadir. S6z konusu sekiller, ¢aligmada ele alinan dort ayri Benchmark problemindeki
farkli smrlar boyunca iki farkli kuadratiirle (Gauss-Legendre ve Gauss-Chebyshev
kuadratiirleri) elde edilen aki dagilimlarini, bu iki kuadratiirin aym dereceli Sy
yaklagimlarinm karsilagtirilmalanim ve sdzkonusu kuadratiirlere ait 6rnek bir g¢alismanin
(S4 egrisi) literatiirde yer alan taninmig bir bagka koda ait (FENT kodu) ii¢ 6nemli yaklasimla
elde edilmis egrilerle karsilastiriimasint kapsamaktadir.
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0.4 —

0.2 —

Problem 1

0.0

Sekil A.1. (x-y) geometride skaler akinin sag sinir boyunca degigimi

(Gauss - Legendre)
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D(y)

Problem 1

Sg

=

iU
S14

1.6 —
N\
1.2 —
0.8 —
04 —
0.0
P T
1 2 3 4

Sekil A.2. (x-y) geometride skaler akinin sol sinir boyunca degisimi

(Gauss - Legendre)



dx10-1

@ Problem 1
£.9 T
2.0
1.5——
L L I I I A s  HRY

Sekil A 3. (x-y) geometride S, yaklagimi (Gauss - Legendre)
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-1
D x10 Problem 1
2.6 —

] S4
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Sg
$10
S16

1.0 T
3

SekilA 4. (x-y) geometride skaler akinin sag sinir boyunca degigimi
(Gauss - Chebyshev)
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D(y) Problem 1

0.4 —

R L L L B B B L B B (O

Sekil A.5. (x-y) geometride skaler akinin sol sinir boyunca degisimi

(Gauss - Chebyshev)
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Px10"

Problem 1
3.0 —
2.5 —
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L L L I B (O
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Sekil A.6. (x-y) geometride S, yaklagimi (Gauss - Chebyshev)
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FLUX (arbitrary units)

2.5 —

2.0 —
1.5 —
y
%’ Vacuum Boundary
o 2
5
10 g 3 Vacuum
é’ 1 Boundary
3 S
X
. € 0 1 2
Reflective Boundary
0.5 T
T T T ]
cm
0.0 0.5 1.0 1.5 20 Y( )

Sekil A.7. (x-y) geometride 82 yaklagimi [9]
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SCALAR FLUX

[

— Piecewise Constant
Piecewise Bilinear

FENT - Discrete QOrdinates

Sag a0

TWOTRAN -l Gauss - Legendre

TWOTRAN -l Gauss - Chebyshev

0.5 1 1.5 2

O

Sekil A.8. (x-y) geometride TWOTRAN Il ve FENT kodlarinin S, yaklasimi icin
karsilastiriimasi (Problem 1) [18]
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Problem 1

Sekil A.9 . (r-z) geometride skaler akinin sag sinir boyunca degisimi

(Gauss - L.egendre)
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Probiem 1

Sekil A.10. (r-z) geometride skaler akinin sol sinir boyunca degigimi

(Gauss - Legendre)
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Dx1072

Problem 1
3.0 —
2.5 —
2.0 —
1.5 —
1.0 ] rl j 1 l i ’ T I ] ! i l | TI I Z
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil A.11. (r-z) geometride S, yaklasimi (Gauss - Legendre)
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-1
Dx10 \ Problem 1
0.5 —

r

S L B R L L B B B U I
1. 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sekil A.12. (r-z) geometride skaler akinin Ust sinir boyunca degisimi
(Gauss - Legendre)
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Problem 1
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S10

S14

1.0 |||{(](l]llil]llll|Tl]Z
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sekil A.13. (r-z) geometride skaler akinin sag sinir boyunca degisimi
(Gauss - Chebyshev)
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ox10™! Problem 1

0.5 —

R L L L A L L R B B
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil A.14. (r-z) geometride skaler akinin sol sinir boyunca degisimi
(Gauss - Chebyshev)
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Dx10-2 Problem 1
40 —

2.5ﬁ
2.011}f711!2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil A.15. (r-z) geometride 5 yaklagimi (Gauss - Chebyshev)



Dx10-"
1.2 —

Problem 1

0.0

N L T O B O A o
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sekil A.16. (r-z) geometride skaler akinin Ust sinir boyunca degisimi
(Gauss - Chebyshev)



Dx1 0-2 Problem 1
3.6 —

Gauss - Chebyshev
3.4 —]

Gauss - Legendre
3.2 —
3.0 —
2.8 —
2.6 —
2.4 —
2.2 —
2.0 —
1.8 —
1.6 —

1.4 —

1.2 —

e L L L L L L A B
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sekil A.17. (r-z) geometride iki kuadratlriin S4 yaklasimiarinin karsilastinlmasi
(sag sinir)
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D x102
3.2 —

Probiem 1

3.0 Gauss - Chebyshev

“ Gauss - Legendre
28 —
2.6 —
2.4 —
2.2 —
2.0 —
1.8 —
1.6 —

1.4 —

1.2 —

1.0 1|||!ll{l‘1[l

Sekil A.18. (r-z) geometride iki kuadratirin $yg yaklagimiarinin karsilastinimasi

(sag sinir)



D x1072 Problem 1
3.0 —

- Gauss - Chebyshev
2.8 —J Gauss - Legendre

26 ——-—-
2.4 —
2.2 —
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1.8 —
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1.4 —

1.2 —
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

SekilA.19. (r-z) geometride iki kuadratiriin s, yaklagimlarinin karsilastirimasi
(sag sinir)
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Dx10”

Problem 2

54

4

Sekil A.20. (x-y) geometride skaler akinin sad sinir boyunca degigimi
(Gauss - Legendre)
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o (Y) Problem 2
1.6 —

6

S14

o L L B L O B I R B

Sekil A.21. (x-y) geometride skaler akinin sol sinir boyunca degigimi
(Gausss - Legendre)

107



dx1 0'1 Problem 2
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3.0 —

28 —

26 —

24 —

2.2 —

2.0 —

1.8 —

1.6 —

1.4 —

1.2 —

1.0 ——

Sekil A.22. (x-y) geometride skaler akinin sag sinir boyunca degisimi
(Gauss - Chebyshev)
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Problem 2

0.0

Sekil A.23. (x-y) geometride skaler akinin sol sinir boyunca degisimi
(Gauss - Chebyshev)



-1
@ x10 Problem 2
3.4 —

Gauss-Chbyshev
3.2 — Y

] Gauss-Legendre
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Sekil A.24. (x-y) geometride iki kuadratirin s, yaklagimlarinin kargilastiriimasi

(sag sinir)



D x1 0_1 Problem 2
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Sekil A.25. (x-y) geometride iki kuadratirin Sz yaklagimlarinin kargilastirimasi

(sag sinir)
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Gauss - Chebyshev
26 —

Gauss - Legendre

2.4 —

2.0 —
1.8 —
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1.0 Ill'lllll

Sekil A.26. (x-y) geometride iki kuadratiriin 8,4 yaklagimlarinin kargilastiriimasi

(sag sinir)



SCALAR FLUX

50800

!

Piecewise Constant

Piecewise Bilinear

FENT — Discrete Ordinates
TWOTRAN —|l Gauss — Legendre
TWOTRAN -1 Gauss - Chebyshev

Sekil A.27. (x-y) geometride TWOTRAN [l ve FENT kodlarinin S4 yaklasimi igin

karsilagtinimas (Problem 2) [18]



D x1 0-2 Problem 2

I I T

I

N
o
]

N
o
[
|

i

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sekil A.28. (r-z) geometride skaler akinin sad sinir boyunca degigimi

(Gauss - Legendre)
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A
©x10 Problem 2
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3.0 —

2.5 —

2.0 —
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Sekil A.29. (r-z) geometride skaler akinin sol sinir boyunca degisimi

(Gauss - Legendre)



54 — Problem 2
5.2 —]
50 — S4
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46 — S14
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1112

Sekil A.30. (r-z) geometride skaler akinin sag sinir boyunca degisimi
(Gauss - Chebyshev)
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Problem 2
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5

Sekil A.31. (r-z) geometride skaler akinin sol sinir boyunca degisimi
(Gauss - Chebyshev)
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Probiem 2
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Sekil A.32. (r-z) geometride iki kuadratlrin Sy yaklagimiarinin karsilastiriimasi

(sag sinir)



®x102 Problem 2

4.2 — Gauss - Chebyshev

4.0 — Gauss - Legendre

Sekil A.33. (r-z) geometride iki kuadratiiriin S5 yaklagimiarinin kargilastinimasi
(sag sinir)
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® x1072 Problem 2

4.0 — Gauss - Chebyshev

3.8 — Gauss - Legendre

1.8 —

1

1.6 —

1.4 —

1.2 —

£ L L B IR B Iy T4
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Sekil A.34. (r-z) geometride iki kuadratlrin Sy4 yakiasimlarinin karsilastiriimasi
(sag sinir)
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EKB

KURESEL HARMONIKLER

Normalize kiiresel harmonikler asagidaki gibi tammlanurlar [9]:
Y () = C P ()e™™ (B.1)
Burada,

_ QI+ DI -m)!
" (+m)

ve p=CosO dir (Sekil A.1).

Im

Acikega goriildugii gibi Y,m(ﬁ) ifadesinin kompleks konjugesi asagidaki gibi
verilir:

Y, () = (-D"Y,, (@) (B.2)
Kiiresel harmonikler agagida verilen ortonormal kosulu saglarlar:

[dQY,, @)Y, @) =8,

’,
mm

Yukaridaki bagintida goriilen Y, (Q) asapida verildigi gibi reel, siniis ve
kosiniis serilerine ayrlabilir:

Y (D) = Y (D +1Y,, (D)
Y., (&) = C2B" () Cos(me) (B.3)

Y. (€ =C,’P"(W)Sin(me)
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. Cos' p

e
¥

Sekil B.1. Kiiresel harmonikleri tammlamak i¢in koordinat sistemni.
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EK C

LEGENDRE POLINOMLARI

Legendre polinomlan, (-1, +1) aralifinda tanimlanmig, asagidaki bagintilarla
verilen ortogonal polinomlardur.

Po(x)=1

n

Z"'n! dx"

P.(x)= (X*-D", n=12...... (C.1

Ortogonalite 6zellikleri (C.2) esitligi ile verilir.

["Pm(x)P, (x)dx = 20mn
= 2n+1

(C2)

Burada 8y, Kronecker deltadir ve agagidaki gibi tammlanir [13, 27].

5 {1, m=n
™10, diger

Legendre polinomlarinin genel recurrence bagntisi [24],

2n-1

_ -1
P, (X) = ——xP__, (x)—EH—Pn_z (x) (C.3)

olarak verilir. Buna gore,

PQ(X)=1
P)(x)=x

1 2
Py(x)= 5 (3x*-1)

1 3
P3(x)= ) (5x7-3x)

olarak hesaplanir.
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EK D

ASSOCIATED LEGENDRE FONKSIYONLARI

Associated Legendre fonksiyonu, P" (x), asagidaki esitlikle tanimlanir:

wr A7 P (X)

P™(x) = (=" (1-x") o

(D.1)

Burada goriildiigii gibi, P’(x)=P,(x) dir. P,(x)de, (B.2) bagmtsi ile Ek
B.’de verilmisti. Buna gére,

D" dE
l ] (1 X ) dxl+m (x

B = g

-1’ (D.2)

yazilabilir.

Yukanidaki esitlik, ayrica |m l <l olmak iizere,

P (x) = () = LEMpo ©3)
(—m)!

olarak da tanimlanabilmektedir [13, 41]

Associated Legendre fonksiyonlarinin ortogonalite 6zelligi,

t m m _ 2 (l+m)'
_JIPI COR (x)dx =———~ +1—"_(1—m)!8”' (D.4)

bagintis ile verilir.
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IEI( E

MATHEMATICA PROGRAMI iLE HESAPLANAN
" fumn SONUCLARI |

£l := N[Integrate( (LegendreP{l, m, x] #ChebyshevT[n, x]) / Sqrt[1-x"2], x, -1, 1311

<

£2 := NIntegrate( (LegendreP[1, m, x] * ChebyshevT[n, x]) / Sqrt {1 -x*2], (x, -1, 1}]

Do[If{fl !=0, Print["1=", 1, * m;") m,” a=",n," f1l=", f1, " :,: £2=", £211,
{1, 0, 10}, {m, 0, 1}, (n, 0, 10}1 " '

120 m=d  n=0 f1=3;i4159' £2:3.14159

1=1 m=0  n=1 £1=1.%708 . £2=1.5708

1=l mel  ned fl=-2. £2:-2.

151  w=l  a=z g1=o}eessa7 £220. 666657

1=1  m=l n=4 £1=0.133333 £2-0.133333

121 m=1 n=6 £1-0.0571429 £2:0.0571429

1=1 m=1 n=38 f1’=0.031746 £2=0.031746

1:1 m=l n=10 £120.020202 £2-0.020202

122 w0 0=0 £1=0.785398 .  £2=0.785398

122 m=0 n=2 £11.1781 | £2:1.1781

122 m=1 =l fl=-2. . - f2=-2.

122 mel =3 £1<1.2 £2:1.2 .

122wl ass fi=0;285714 £2:0.285714
1:2  m=l  ned f1=0.13§333' £2-0.133333

1=:2  msl n=9 £1=0.0779221 £220.0779221

1=2  a=2 a=0  £1=4.71239 £2=4.71239

1.2 me2  ne2  £le-2.35619 £22-2.35619

123 m=0 n=1 £120.589049 £220.589049

1=3  m=0 n=3  £1=0.981748 £2:0.9617483

123 m=1l n=D Fl=-2. £2:-2.

123 m=l | n=2 fl=-2. = f2s-2.
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m=1  n=d £1=1.65714 £2:1.€5714
123 m=l . n=é £1=0.435095 £2:0. 435095
1= m=l  pey £120.21645 £2:0, 21045
123 m=1 r=10 £120.131202 £220.131202
13 me2 =l £1=5.39049 f2-5.§9049
1=3 m=2 n=3 £1=-5.39049 £2=-5.89049
1=3  m=3 n=0 £1=-20. £2=-20.
1=3  me3  n=2 f1=12. " f2e1zy
1=3 ﬁ:a n=4 £12-1,71429 £2=-1.71429
i=3 m=3  nz6 £1=-0,190476 £2:-0.190476
1= m=3 nz8 £1=-0.0519481 £2=-0.0519481
apt3.nb
1=3 m=3 n=10 £1=-0.01993 £22-0.0199%
1=4 m=0 n=0 £1:0. 441786 £2:0.441786
1l=4 m=0 ns=2 £120.490374 £2=0.490874
.';ad m=0  rn=4 _ £120.659029 £2:0.859029
1=4 mw=1 n=1 £1=-2. £2=-2.
1=4  m=1 n=3 fl=-2.  f2--2.
=4  m=1 n=5 £1=2.06349 £2=2.06349
=4 m=l n=7 £1=0.585859 . £220.585859
1=4  m=1 n=9 £120.301598 £2=0.301693
Jl=d me2 a0 £1:8.33873 £2-8.83573
1=4  m=2 n=2 £1-5.89049 £2=5.89049
=4 me2 nsd £12-10.3084 . £22-10.3084
l=4  ms3 n=l £1=-28. £2--24.
‘124 m=3 n=3 £1=36. £2=36.
l=4 m=3 0=5 £1=-6.66667 £25-6.66667
1=4 m=3 n=? £1=-0.848485 £2=-0.6848485
1=4 w=3 n=9 f1=~0.251748 £2=-0.251743
ls4 m=d n=0 £1=123.7 £2123.7 A
1=4" m=d  n=2 £1=-82.4668 £2--82.4668
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m=4 n=4 £1=20.86167 £223,8254421120 %

m=d  n=1 £120.368155 . £220.366155
m=0 n=3 £120.429515 £220.429518
m{o n=5 :i=0.773126 . £2=0.773126
m=1 n=0 £1=-2 £2:=-2

m=1 n=2 fl1=-2 £2=-2.

m=1 n=4 fl:—Z- £2=-2

m=1 n=6 £122.4329 £2:2.4329

ms1  n=g £1=0.727939 ', £2-0.727939
msl  n=10  £1=0.386346 £2-0.386946
m=2 el £110.3084 £2-10.3084
we2  n=3 £1=5.15418 £2<5.15418
m=2  n=§ fl=-15.4825 f2=-15.4625
m=3  n=0 £1=-56. £2=-56.

m=3 n=2 f1=;24 £2=-24

w=3  n=d £1-72. £2=72

m=3  n=6 £1=-16.2424 £2=-16.2424
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OZGECMIS

Bu tezin yazan Istanbul’da dogdu. Ilkégrenim ve ortadgrenimini Istanbul’da
Fatih Kiz Lisesi’nde tamamlad:. Istanbul Universitesi, Fen Fakiiltesi Fizik
Boliimii’nde gegen yiiksek 6grenim yillarinin ardindan, Fizik¢i olarak mezun oldu.
Kisa bir siire Istanbul Vefa Lisesi’nde vekil 6gretmenlik yaptiktan sonra, Istanbul
Universitesi, Fen Fakiiltesi, Fizik Boliimii’nde asistan olarak caligmaya bagladi. Daha
sonra, Bogazi¢i Universitesi, Niikleer Enerji Boliimii’nde M.Sc. calismasina devam
ederek Niikleer Yiiksek Miihendisi iinvaniyla mezun oldu.

Halen, 1§tanbul Teknik Universitesi, Niikleer Enerji Enstitiisi’'nde Ph.D.
ogrencisi olup, Istanbul Universitesi, Fen Fakiiltesi, Fizik Boliimii, Niikleer Fizik
Anabilim Dali’ndaki gorevine devam etmektedir.

Ocak 2001 Semiha SAGLAM
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