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TEK VE CIFT ATOMLU GAZLARIN KRiYOJENIK SICAKLIKLARDA
TERMODINAMIK OZELIKLERININ MODELLENMESI

OZET

Bu tez ¢aligmasinda tek atomlu argon ve helyum gazlari ile 6zdes ¢ift atomlu azot,
oksijen ve parahidrojen gazlarinin, kendi sivilasma noktalar1 ile 300 K sicaklik
araligindaki  kriyojenik bdlgede temel termodinamik Ozelikleri istatistik
termodinamik  yaklagimi  kullanilarak  hesaplanmis ve deneysel verilerle
kargilagtirilmistir. Hesapalan termodinamik Ozelikler entalpi, entropi ve sabit
basingta Ozgiil 1s1 olup istatistik yaklagimda kullanilan metodlar sirasiyla ideal
kuantum, kat1 kiire potansiyel modeli ve Lennard — Jones potansiyel modelidir.
Caligmanin ilk kismini termodinamik 6zeliklerin yukarida belirtilen yontemler icin
teorik olarak tiretimi kapsamaktadir. Ikinci kisimda ise bir tiir sayisal analiz
programi olan Mathematica kullanilarak gazlarin termodinamik ozelik degerleri
sicaklik ve basinca bagli olarak her metod i¢in ayr1 ayr1 hesaplanip ilgli grafikler elde
edilmistir. Daha sonra bu degerler deneysel verilerle karsilastirilip hata paylari elde
edilerek belirli sicaklik bolgeleri ile 1 bar ve 5 bar basing degerleri i¢in sonuglar ayr1
ayr1 tartigtlmagtir.
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MODELLING THE THERMODYNAMIC PROPERTIES OF MONATOMIC
AND DIATOMIC GASES AT THE CRYOGENIC TEMPERATURES

SUMMARY

In this thesis study, common thermodynamic properties of monatomic argon and
helium and homonuclear diatomic nitrogen, oxygen and para-hydrogen gases are
calculated by using the approximation of statistical thermodynamics and compared
with the experimental data at the cryogenic temperature zone which is between their
saturating point and 300 K. The computed thermodynamic properties are enthalpy,
entrophy and specific heat at constant pressure, and the methods used in statistical
approximation are ideal quantum, hard sphere potential model and Lennard — Jones
potential model in turn. The first part of study covers the derivation of
thermodynamic properties for the methods stated above. In the second part the
thermodynamic property values of gases are determined depends on temperature and
pressure for each method individually and relevant graphs are sketched using a kind
of numeric anlaysis program called Mathematica. Then the results are discussed by
comparison among calculated values and experimental data also obtaining the errors
for specific temperature zones and pressure values which is 1 bar and 5 bar.
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1. GIiRiS

20. ylizyilin baslarinda temelleri atilan ve klasik mekanigin agiklayamadigr doga
olaylarim1 agiklamak amaciyla ortaya ¢ikan kuantum mekaniginin yalnizca temel
fizik bilimine degil mithendislik displininin uygulamalarinda ve hesaplamalarinda da
katkilar1 oldugu bir gergektir. Bu baglamda var olan teorik bilginin pratikteki
sonuglarinin dogruluk diizeyini belirlemede bir katki olmasi amaciyla istatistik
termodinamik bilimi 1s18inda gazlarin temel termodinamik ozelliklerini basing ve
sicakliga bagl olarak tiiretebilen sayisal modelleme teknigi uygulanarak sonuglarin
Olciim degerleri ile karsilastirilmast ve teorideki modellerin kendi aralarindaki
dogruluk paylar1 farklarinin belirlenmesi bu tez c¢aligmasinin temel amacini

olusturmaktadir.

1.1 Tezin Konusu

Gazlarin termodinamik 6zeliklerinin belirlenmesi 1sitma, sogutma, enerji doniistimil
gibi uygulamalarda kullanilan termodinamik gaz ¢evrimleri hesaplamalarinin
temelini olusturmaktadir. Oda kosullardan daha yiiksek sicakliklarda deneysel olarak
Olculebilen ve tablolar haline getirilebilen bu Ozeliklerin belirlenmesi gazlarin
yogusma sicakligina yakin olan gorece diisiikk sicakliklar1 ifade eden kriyojenik
bolgede ayni oranda fizibil olmamaktadir. Bununla birlikte bu sicaklik araliginda
ideal gaz varsayimi ile yapilan hesaplamalar gercek degerlerden ihmal edilemez
diizeyde sapmalara neden olmaktadir. Bu temel nedenlerden 6tirl sapmalardaki hata
paylarini en aza indirmek ve deney ortami olusturmaya gerek birakmayacak diizeyde
yakin sonuglar elde etmek amaciyla tez konusunun merkezinde gazlarin entalpi
entropi ve 6zgiil 1s1 gibi temel termodinamik 6zeliklerini yalnizca basing ve sicaklik
parametreleriyle tiretebilen bilgisayar destekli matematiksel bir model

bulunmaktadir.



1.2 Literatiir Ozeti

Gazlarin kriyojenik sicakliklardaki termodinamik ozelikleri konusunda literatiirde
yapilan caligmalar deneysel dlgiimlerin zorlugu nedeniyle bilgisayar destekli niimerik
hesaplama yontemleri iizerinde yogunlagsmaktadir. Farkli gazlarin gbrece yogun
fazdaki termofiziksel ve akigkanlik 6zeliklerini belirlemek amaciyla sonlu farklar
veya sonlu kareler gibi sayisal yontem tabanli bir ¢ok program uygulamasi
mevcuttur. Bu programlardan bazilar1 NIST-12, MIPPROPS, ALLPROPS,
ICMPROPS, GASPAK dir. Sonlu farklar yontemiyle gazlarin belirli sartlar icin
deneysel verilerini kullanarak sayisal parametreler yardimiyla BWR ve Wagner
denklemleri gibi hal denklemlerini ¢6zme ilkesine dayali bu programlar {iniveristler
ve ilgili firmalar kanaliyla ticari olarak kullanima agiktir. Bununla birlikte kriyojenik
miihendislik uygulamalarinda kullanilmak tizere gazlarin termodinamik 6zeliklerini
bu ve benzeri programlar araciliiyla tablolar halinde igeren kitaplar literatiide

bulunmaktadir.

Bununla birlikte ger¢ek gazlarin entalpi, entropi ve 6zgiil 1s1 gibi termofiziksel
ozelikleri ile viskozite, ses hizi, diflizyon katsayisi gibi transport Ozeliklerinin
modellenmesi amaciyla gesitli galigmalar literatiirde yer almaktadir. Referans [1]
deki caligmada sikistirilabilirlik faktoriiniin ger¢ek gaz yaklasimi tanimindan
hareketle sicakliga bagli katsayilari, hidrojen gazinin kritik noktadaki basing,
sicaklik ve 0zgul hacim verilerinden yararlanilarak kritik sicaklik ve mutlak sicaklik
limitlerini g6z ©6nunde bulundurup hesaplandiktan sonra sicaklik, gaz sabiti ve
boyutsuz parametrelere bagl olarak elde edilen termodinamik ve transport 6zelikler
deneysel verilerle karsilagtirilmigtir. Referans [2] de bulunan ¢aligmada ise Lennard —
Jones potansiyel modeli ve Monte Carlo algoritmasindan yaralanilarak farkli karbon
sayili hidrokarbonlardan olusan yiiksek basingta iki karisimdaki her bir gazin mol
yiizdeleri, yogunluklari, Joule — Thomson katsayilari, 6zgil 1silari, 1s1l genlesme

katsayilari, izotermal sikistirilabilirlik katsayilari belirlenmistir.

Referans [3] teki caligmada pargaciklar arasi etkilesim modellerini tiiretmek amaciyla
radyal dagilim fonksiyonu olarak tanimlanan fonksiyonda ¢esitli diizeltmeler yaparak
argon gazinin belirli sicaklik ve basing degerlerine karsilik gelen yogunluk ve i
enerji Ozelikleri elde edilmis ve diizeltme yapilmamis model ile deneysel veriler

hesaplanan sonuglar ile kargilastiriimigtir.



Referans [4] te bulunan ¢calismada ise klresel simetrik 6zellikteki Kiara potansiyel
modeli kiiresel olmayan molekiil yapidaki hidrokarbonlarin basing ve sicakliga bagh
0zgiil hacimlerinin hesaplanmasi amaciyla uygulanmis ve deneysel verilerle kabul
edilebilir dogrulukta uyum gosterdigi belirlenmistir. Referans [5] te Van der Waals
hal denklemindeki katsayilar hacme bagli maksimize edilerek belirlendikten sonra
cesitli maddelerin faz gegis bolgelerinde sivi — gaz derigimleri hesaplanarak deneysel
verilerle kargilastirilmistir. Referans [6] daki ¢aligmada Kati1 Kiire, Kare Kuyu,
Sutherland ve Lennard — Jones potansiyel modelleri g6z 6niinde bulundurularak
helyum, neon, azot, oksijen, karbonmonoksit ve azotoksit gazlarinin ilgili model
parametreleri tiiretilip karsilastirilmistir. Bunun yaninda farkli modeler yardimiyla
her bir gaz i¢in viskozite, difiizyon katsayisi, termal iletkenlik katsayis1 gibi 6zelikler
hesaplanmig ve hata paylar1 belirlenmistir. Referans [7] de ise ¢esitli potansiyel
modellerde iyilestirme yapilarak azot, oksijen, argon ve metan gazlarinin ilgili
modele ait parametreleri ile gazlarin difiizyon, 1s1l iletkenlik katsayis1 ve viskozite
gibi ozelikleri tiiretilmis ve modeller arasinda karsilastirma yapilmigtir. Son olarak
referans [8] de 11 farkli hal denklemi hidrojenin termodinamik 06zeliklerini
belirlemek amaciyla Kkarsilastirilmistir. Caligmada hidrojenin kritik noktadaki
degerleri baz alinarak her bir modelin parametreleri hesaplanmis daha sonra da virial
katsayl, sikigtirilabilirlik faktorii, entalpi entropi, 6zgiil 1s1, ses hizi, 6zgiil hacim gibi
ozelikler tiiretilerek deneysel verilere gore hata paylar1 elde edilmistir. Bu hata
paylarina bagli olarak hangi 6zelik i¢in hangi hal denkleminin gorece dogru sonuglar

verdigi listelenmistir.

1.3 Tezin icerigi

Tez galigmasi kapsaminda, 6ncelikle gazlarin termodinamik 6zeliklerini modelleyen
programin teorik temelini olusturan istatistik termodinamigin temel ilkelerine yer
verilmistir. Bu baglamda kullanilan istatistiksel yaklasimlarin dayandig: teoriler ve
bunlar arasindaki farklar belirtildikten sonra istatistik termodinamigin metodolojisine
yer verilmistir. Daha sonra tek ve ¢ift atomlu gazlarin termodinamik 6zeliklerini
belirten denklemler ideal kuantum istatistik yaklagimiyla tiiretilmistir. Tartigilacak
sonuglarin sayisini arttirmak amacryla klasik ger¢ek gaz yaklasimaiyla ilgili modeller

icin temel termodinamik biiyiikliikleri veren bagintilar elde edilmistir.



Tezin sonraki bdliimiinde teorik olarak elde edilen denklemlerin uygulama sonuglari
tek ve ¢it atomlu gazlar i¢in ayr1 ayri verilmistir. Sicakliga bagh olarak degisen
termofiziksel 6zelkler i¢in 1 bar ve 5 bar olmak iizere iki ayr1 basing degeri i¢in

sonuglar belirlenmistir.

Sonuglar boliimiinde ise kullanilan ideal kuantum ve klasik ger¢cek yaklasiminda elde
edilen veriler 151nda modeller arasindaki farklar sicaklik ve basing parametreleri goz

oniinde bulundurularak tartigilmigtir.



2. GAZLARIN iSTATISTiK TERMODINAMIGi

2.1 Istatistik Termodinamigin Yontemleri ve Istatistikler

Istatistik termodinamik, bir sistemin i¢ enerji, entalpi entropi vh. makroskobik
dizeyde termodinamik Ozelliklerini hesaplamak amaciyla sistemi olusturan
pargaciklarin konum ve momentum gibi mikroskobik diizeydeki ozelliklerin her
birini ayr1 ayr1 hesaplamak yerine fiziksel olarak olgulebilen parametrelere karsilik
gelen tim bu mikrodurumlarin bulunma olasilig1 verilerine istatistiksel yontem
yaklagimi kullanan bir displindir. Daha 6zIu bir ifadeyle istatistik termodinamik
yontemleri sistemi olusturan pargaciklarin mikro diizeydeki 6zelliklerinden sistemin
makro diizeydeki dl¢iilebilir dzelliklerine gecisi saglar. Istatistik mekanikten istatistik

termodinamige gegis entropinin agsagidaki matematiksel tanimiyla saglanir.
S = kb InQ (21)

Bu ifadede S, sistemin entropisi, kp, Boltzman sabiti, €2 ise her bir makro duruma
karsilik gelen mikro durumlarin sayisidir. Bu noktada klasik istatistik mekanigin
kullandig1 hesaplama yontemleri termodinamk dengede ve yalitilmig sistemlerin
ozelliklerini olduk¢a verimli bir yakinlikla verebilmesine ragmen cevresiyle kiitle ve
enerji transferi yapan sistemlerde ve diisiik sicakliklarda gozlemlenen kuantum
etkilerini agiklamakta yetersiz kalir. Bu sebeple daha dogru sonuglar i¢in kuantum

istatistik yaklagimi ve yontemlerine bagvurmak gerekmektedir.

2.1.1 Dagilimlarin tiiretimi ve simiflandirilmasi

Gazlarin istatistik termodinamik yaklasiminda, g¢alismalarin temellerini atan ve
gelistiren bilim adamlarmna ithafen Maxwell — Boltzmann (MB), Bose — Einstein
(BE) ve Fermi — Dirac (FD) olarak isimlendirilen ii¢ tiir dagilm istatistigi
bulunmaktadir. Bu bdliimde her ti¢ dagilimin 6zellikleri ve birbirinden ayrilan

farklar1 belirlenecektir.[9]



Bir gazi olusturan parcaciklarin atomik diizeyde dagilimlarini incelemek igin Sekil
2.1 deki gibi bir model disiiniilebilir. Burada ¢, j. enerji seviyesini, g; ise j. enerji
seviyesine ait kuantum durumunu belritmek (izere bu modelin bize anlattigy,
atomlarin kesikli enerji seviyelerinde bulundugu ve her enerji seviyesinin de farkli
kuantum durumlarin icerdigidir. Bu baglamda istatistik termodinamik dagilimlar1
temelde, farkli kuantum durumlarinda bulunan atomlarin ayirtedilebilir olup
olmamasi ve her bir kuantum durumunun igerecegi atom sayisi hakkinda herhangi bir

limit olup olmamasina gore birbirinden ayrilmaktadir.

ot s
ot e
B S S P

v

Sekil 2.1: Enerji seviyeleri ve kuantum durumlari.
2.1.1.1 Maxwell - Boltzmann Istatistigi

MB istatistik dagilimina gore parcaciklar ayirtedilemez o6zellikle olup kuantum
durumu basma diisen pargacik sayisi i¢in herhangi bir limit s6z konusu degildir.
Burada ayirtediliebilirlik kavrami gazi olusturan pargaciklarin kiitle, yik ve spin
olarak tanimlanan igsel Ozelikleri kapsamakta olup. Bu 0zeliklerin ayni olmasi

halinde parcaciklarin izledigi yol takip edilmelidir.

N adet pargaciktan olusan ve bu parcaciklarin &; enerji seviylelerinde dagilim

gosteren bir sistem diislinelim. Buradan hareketle parcacik sayisi
N=> N,

2N (2.2)
sistemin ic enerjisi ise

Y :Z,.:Niei 2.3)



esitlikleri ile verilir. MB yaklasima gore ayirtedilemez pargaciklarin herhangi bir say1

siirt olmadan enerji seviyelerindeki ve kuantum durumlarindaki dagilimi

g
Que =N
j j

N, | (2.4)

denklemiyle ifade edilir. Burada £, pargaciklarn MB istatistigine gore

mikrodurumlar1 sayisini, N pargacik sayisini, N; j enerji seviyesindeki parcacik
sayisini, gj ise j kuantum durumunu ya da diger adiyla dejenerasyonu belirtmektedir.

Bu ifadeyi logaritmik formda yazarsak

INQye =IN(N!+> (N Ing; —InN;!) 25)

denklemi elde edilir. Buyuk faktoriyeller icin matematiksel tiretim yukind azaltmak

amactyla Stirling formiiliinii uygulandiginda (2.3) esitligi

IN Qe =NINN-N+3(N;Ing; ~N;InN; -N;) 26)
: .

denklemine doniisecektir. Par¢aciklarin en olas1 dagilimini belirlemek tizere denklem

(2.4) iin tiirevi alinip sifira esitleyelim.

d(In2ye)=2 (Ing,dN; ~InN,dN; —dN; ) =0 27)
: .

Burada toplam pargacik sayisinin ve toplam i¢ enerjinin sabit oldugu bilindiginden

dN=)> dN. =0
Zj: j 2.8)
du = dN. =0
ZJ.IEJ j 2.9)
(2.8) ve (2.9) un yardimiyla
> (Ing-dN; ) =0
,- Ny (2.10)



elde edilir. En olas1 dagilimdaki pargacik sayisini belirlemek icin Lagrange

carpanlar1 metodu uygulandiginda
NJ —
Ina+a+ﬁsj—0 (211)

diger bir gosterimle ise

—a—pg;

N;=ge (2.12)

(2.12) denklemi MB dagilim yasasi olarak bilinen denklemdir. Burada « ve 8
lagrange carpanlar1 olup biiytikliikleri diger dagilimlar tiiretildiginde elde edilecektir.
2.1.1.2 Bose - Einstein Istatistigi

BE dagiliminda ayirtedilemez parcaciklarin mikrodurumlarinin sayisi, yine bir

kuantum durumu basina diisen parcacik sayisinda herhangi bir sinir olmaksizin

(g;+N;-1)!
Qe :l_,-[ (9, _1)”\'1! (213)

ifadesiyle belirlenir. Burada MB dagilimindaki metodoloji uygulanmadan once

dejenarson sayisi gj nin 1 den ¢ok biiyiik olmasindan hareketle

N2 =3[ (9;+N;)In(g; +N;)-g;Ing; -N;InN, | (2.14)

j

denklemi elde edilir. Benzer sekilde en olasi dagilimi bulmak amaciyla (2.14) iin

tiirevi sifira egitlenerek

d(anBE)=Z[de+|n(gj+Nj)de—de—|ande]=0

J

(2.15)

daha 6zli olarak

9; +N;
Z{—In[ ; Hdezo (2.16)

]




esitligi elde edilir. Lagrange carpanlari metodunu uygulamak uzere (2.2) yi « ile

(2.3) U B ile carpip toplamlarindan (2.14) i ¢ikardigimizda

Z|:—|n[gj+.l\ljj+a+ﬁ$j}de = (2.17)

bulunur. (2.15) denklemindeki serinin ilk iki terimi hari¢ diger terimlerindeki

katsayilarin sifir olmasindan hareketle (2.15) kisalarak

in| 9N, -0
—In N ta+fe; = (2.18)

i
halini alir. Buradan en olas1 BE dagilimi

g.
N, =—%— (2.19)

esitligiyle belirlenir.
2.1.1.3 Fermi - Dirac Istatistigi

FD istatisitigindeki pargaciklar, MB ve BE istatistiklerinden farkli olarak herhangi
bir kuantum durumun en fazla bir adet parcacik icerecegi seklinde Gzetlenebilen
Pauli digsarlanma ilkesine uyan pargaciklardir. Bu tiir pargaciklarin igsel agisal
momentumlar1 ya da diger bir ifadeyle spinlerinin biiyiikliikkleri yarim tamsayilar ile

orantilidir. FD istatistigine gore parcaciklarin mikrodurumlari sayisi

g;!
Q. =T1—2
" H(gj_Nj)!Ni! (220)

denklemi ile ifade edilir. Daha 6nce MB ve BE istatistiklerinde uygulana metodoloji

ile FE istatistigindeki pargaciklarin en olas1 dagilim1

9,
Nj Zm (221)

denklemi ile ifade edilir.



2.1.2 Termodinamik biiyiikliiklerin hesabi

[statistik termodinamikte kullanilan ii¢ dagilimin fiziksel anlamdaki temel farki, MB
istatistiginin yiiksek sicaklik ve diisiik yogunluk sartlarinda gazlarin termodinamik
Ozeliklerinin  belirlenmesinde kullanilirken, diisiik sicakliklarda ve yiiksek
yogunluklu, par¢acik arasi etkilesmenim ihmal edilmedigi sartlarda ortaya ¢ikan
kuantum etkilerinin devreye girmesiyle termodinamik 6zelliklerin daha dogru bir
bicimde belirlenmesi amaciyla BE ve FD istatistiginin  kullanilmasidir. Pauli
disarlanma ilkesine uymayan tek ve 6zdes cift atomlu gazlarin kriyojenik sicaklik
araliginda termodinmaik Ozeliklerini belirlenecegi bu c¢aligmada kullanilacak
istatistik BE istatistigidir.

[statistik yaklasimi termodinamik 6zeliklere uygulanmasini saglayan (2.1) denklemi
ile (2.8) , (2.9), (2.14) ve (2.19) denklemleri birlestirilip gerekli diizenlemeler
yapildiginda

S = atk,N + Bk,U —kaj‘, g, In(1-e")] (2.22)

gazin entropisi veren baginti elde edilir. Lagrange ¢arpanlarini elde etmek amaciyla

1 (a5
T- (ELN (2.23)

0zdesliginden yararlanarak

1
P=iT (2.24)

katsayisi elde edilir. Bu deger (2.21) de yerine konulup
U-F=TS (2.25)

bagmtis1 yardimiyla

F=—ak,TN + kaZj: 9; [In{le kT ﬂ (2.26)

10



esitligi elde edilir. Burada F Helmoltz serbest enerjisi olup o katsiyin1 belirlemek

amactyla kimyasal potansiyel olarak tanimlanan g nin

oF
a (a_va T (2'27)

0zdesliginden hareketle

&= kT (2.28)
o katsayis1 belirlenir. Bu katsayilar her {i¢ istatistik dagilim yasasini belirten (2.12),
(2.17) ve (2.19) denklemlerinde yerine yazildiginda MB istatistigi i¢in

H—¢j

kT
N;=g;e (2.29)

BE istatistigi i¢in

szﬁ (2.30)
e iTH)[ % -1 .

FD istatistigi i¢in

N = 231

! e(sJ_'u)/ka +1 ( " )
hallerini alirlar. Gazlarin termodinamik 6zeliklerini belirlemede Helmoltz serbest
enerjisi anahtar gorevi gorur. Zira diger tim termodinamik o6zelikler Helmholtz
serbest enerji cinsinden tiretilebilir. BE istatistiginde j enerji seviyesindeki

parcaciklarin denge dagilimi ifade eden (2.30) denklemi

1

N =em 1 (2.32)

r kuantum durumundaki pargacik denge dagilimini veren bagintiya doniistiiriilerek

(2.26) denklemi (2.24) ve (2.28) nin da yerlerine yerlestirilerek

11



F = uN+kT Y In(1-el#)/sT) (2.33)

halini alir. Burada ¢, r seviyesindeki kuantum durumunda bulunan pagaciklarin

enerji 6zdegerleri olup F, tiim kuantum durumundaki pargaciklarin toplam serbest

enerjisini ifade etmektedir.

2.2 ideal davramstaki tek atomlu gazlarin termodinamik ézelikleri

Denklem (2.33) de bulunan tek atomlu gaz pargaciklarin enerji 6zdegerleri bilinirse
sistemin serbest enerjisi hesaaplanarak diger tim termodinamik Ozelikler elde
edilebilir.[9]

Parcaciklarin enerji 6zdegerlerini bulmak amaciyla tek pargacik i¢in ii¢ boyutta

zamandan bagimsiz Schrédinger dalga denkleminden yararlanilir

v (1) + 220 e, v (1) (1) =0 (2:34)

Burada h planck sabiti, m pargacgm kiitlesi, V(r) potansiyel alan, &, pargacigin

enerji 6zdegeri olup ¥ (r), ¢, enerjisine karsilik gelen dalga fonksiyonudur. Ideal

davranigta bulunan bir gaz i¢in

V(r)=0 (2.35)

Potansiyel alani (2.35) teki gibi sifir kabul edereck boyutlar1 X, Y, Z olan

dikdortgenler prizmasi seklindeki bir domende bulunan gazin dalga denklemi
VZ'P(r)JrKZ‘P(r):O (2.36)
halini alir. Burada x dalga vektori olup

K=KX+K,Y+K,Z (2.37)

olmak Uzere

12



2 87°m

P (2.38)

seklinde diizenlenir. Sinir sartlar agagidaki gibi yazildiginda

¥ (0,y,2)
¥ (x,0,2)
¥ (x,y,0)

¥ (X,y,z)=0

¥ (xY,z)=0 (2.39)
¥ (xy,Z2)=0

Dalga denkleminin ¢ozimi

T(X,y,Z)Z\/ZX%Sin(KXX)Sin(Kyy)Sin(KZZ) (2.40)

halinde yazilir. Denklem (2.39) da bulunan dalga vektorii bilesenleri ise asagidaki
gibi tanimlanir:[10]

K,=—i K, =—] K _zk (i,j,k=123,..) (2.41)
¢, enerji ifadesini tlretmek lzere
K2=K3+K‘§+KZZ (242)

denklemine (2.41) deki degerler yazilarak

R {&j {Yij {g” (ijk=123..) (2.43)

elde edilir.Burada i, j, k sayilar1 kuantum hal degiskenlerini ifade eder. Bu denklem
(2.38) denklemi ile birlestirilerek

)]

enerji 6zdegerleri denklemi domenin boyutlarina bagli olarak belirlenir.

13



Denklemin 6nemli bir 6zelligi ise parcacigin enerji 6zdegerlerinin kesikli oldugunu

gostermesidir.Bu noktada denklem (2.33) te bulunan ¢, /k,T ifadesi

kng = (i) + (e, J) +(k)’ 245

seklinde yazilabilir. Burada

L
o=— a=— aq,=—
L L L (2.46)

boyutsuz ters 6l¢ek katsayilarini, L ise sicakliga bagli kritik bir uzunlugu ifade eder.

Bu uzunluk, pargacigin en olas1 deBroglie dalga boyunun yarisi olup

h

L=——
©2.2mk,T (2.47)

seklinde ifade edilir. Denklem (2.33) te bulunan
_ _ (8r_/1)/ka
z ‘Z'”(l e ) (2.48)

ifadesi boliigsiim fonkSiyonu olarak tanimlanir ve istatistik yaklasimda karakteristik

oneme sahiptir. Denklem (2.32) de

kT (2.49)

e 1
N=22.2. 1+t ol (2.50)

denklemi elde edilir. Bu noktada ters dlgek katsayilarin sifira ¢ok yakin degerler

aldigin1 g6z 6niinde bulundurarak ve polilogaritma fonksiyonu kullanarak ifade

3/2

T dldjdk o :
"= -(‘).E').E'). ~A+(ayi ) yJ +a k)z} 1 _SOCXOCyOCZ LI3/2 [eA} (251)

14



seklini alir. (2.48) de verilen boliisiim fonksiyonu benzer yaklagimla

3/2

_ T . A
Z= Ba,,0r, Lig | '] (2.52)

seklini alir. Denklem (2.51) ve (2.52) birlestirilerek

Li , [eq
Z=-N Ui [e] (2.53)

seklinde kisaltilir. (2.33) denklemi, (2.50), (2.51) ve (2.53) in yardimiyla
Li,,, | e”
F =Nk, T A—M (2554)
2l ] |
halini alir. Buradan hareketle

_(oF
= _(a_ij (2.55)

Ozdesliginden yararlanarak
s | 3]

" 2 Ly, [e" ] (2.56)
denklemi ile gazin entropi degeri hesaplanabilir. Benzer sekilde gazin i¢ enerjisi,

3 Lis;, [eA}
U=F+TS=—kT———= (2.57)

i (o]

gazin basinci,

N Lig;, [e/‘}
vl Gy.[e'] (2.58)

entalpisi,

15



5 Li5/2 [EA}
H=F+T+PV = 2Nk T s (2.59)

Li,,, [eq

sabit hacimde 6zgiil 1s1s1,

v

(an ~ NK, [15 Lis;, [eA} 9 Lig, [eA]
v

aT 4 Liy,[e"] 4Liy,[e'] (2.60)

son olarak gazin sabit basingta 6zgiil 1s1s1,

)
aT )y

Cp —C, :_TW (261)
oV J);
denklemi yardimiyla

5 Li, [e*] 3 L, [e*] i
o e |18 L [e"] olLig[e'] 2 Liy,[e"] 2 Liy,[e"]
" 4 Lig,[e"] 4 Lig,[e"] Liy, e ] (2.62)

Li,, [eA:

denklemleriyle hesaplanir.

2.3 Ideal davramstaki ¢ift atomlu gazlarin termodinamik 6zelikleri

Onceki boliimde ideal davarnistaki tek atomlu bir gazin enerji dzdegerlerinden
faydalanarak termodinamik Ozelikleri turetildi. Buradaki enerji 6zdegeri atomun
yalnizca oteleme hareketinden ileri gelmektedir. Oysa ¢ift atomlu gazlarda ataomlar

arasinda i¢ enerji modlar1 da topma enerji 6zdegerine katki saglamaktadir.

E=Eu T8 (2.63)

Denklemde ¢, pargacigin toplam enerjisini, &, Oteleme enerjisinig;

ot ?

. Ise i¢ enerji

katkis1 belirtmektedir. Bu i¢ enerji ise

16



Eig = Egon T Eyie T €l (2.64)
seklinde enerji bilesenlerine ayrilmaktadir. Burada &,,, donme enerjisini, g, titresim
enerjisini, &, ise elektronik taban dizeyi enerjisini ifade etmektedir. Buradan

el

hareketle MB istatistigine gore tammlanan

z=Ye"" (2.65)
boligiim fonksiyonu ifadesine (2.64) denklemi yerlestirlirse denklem [3]

€don &tit

z=> e_"TTZ e_"TTZe_"TTZe_kTT (2.66)
olarak daha agik bir ifadeye genisler. Burada dénme boliisiim fonksiyonu,

_Sdon

Zim=28" (2.67)

titregim boliisiim fonksiyonunu,

_ it

Zy =" (2.68)

elektronik boliigiim fonksiyonu,

el

Z,=Y 9. " (2.69)

olarak tanimlanir.

Boliisiim fonksiyonuna bagli birim kiitle basma i¢ termodinamik &zellikler ise
agagidaki gibidir:[9]

olnz
_ _ 2 i
ui@ - hi@ =RT [ aT : j\/ (270)
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l"Ii
s, =RInZ, +?‘? (2.71)

_oh
Co, = T (2.72)
Burada u;, h., s, ¢, sirasiyla gazin birim kiitle bagina i¢ enerji, entalpi, entropi ve

sabit basingt 6zgiil 1s1 ifadeleri olup R, molekilin gaz sabitidir.

2.3.1 Donmenin Katkisi

Cift atomlu gazlarin donmeden kaynakli enerji katkilarinin termodinamik
Ozeliklerine etkisini belirlemek igin denklem (2.67) de tanimlanan dénme bdoliisim
fonksiyonu ifadesinde bulunan ¢ift atomlu parcacigin kuantalanmig dénme enerji

0zdegeri (B.20) den

2

he . . .
gddn:&[—zlj(1+1) (j=012..) (2.73)

&

olarak bulunur. Burada |, parcacigin eylemsizlik momenti, j ise kuantum dénme

sayisidir. Bu baginti denklem (2.67) de yerine yazildiginda donme boliisim

fonksiyonu
~ '(J'+1)
don ; 2] +1 (274)

seklinde yazilir. Burada 6, karakteritik donme sicakligi olup

h2
0, =T (2.75)

her atom igin sabit bir degerdir.

Denklem (2.70) ve (2.73) ten hareketle donmeden kaynaklanan i¢ enerji ve entalpi
katkis1

18



udtin = hdtin = a-l- (276)

\

halini alir. Benzer sekilde donmeden kaynakli entropi ifadesi

< (IR I TH
Sen =RIN| D (2j+1)e S (2.77)

=0
seklinde yazilir. Son olarak sabit basingta 6zgiil 1s1 ifadesi ise

am[Z (2j+1)e ‘(H)J
j=0

ar (2.78)

0| RT?

v

c L
pdon aT
olarak elde edilir.

2.3.2 Titresimin Katkisi

Cift atomlu molekiiliin titresim kaynakli i¢ enerji 6zdegeri donme enerjisine benzer

olarak kuantalagsmis olup (B.30) dan

1
iy =hvg(v+5j (v=012,..) 2.79)

seklindedir [9]. Burada, v, titresim frekansi, v ise titresim kuantum sayisidir. Bu

ifade denklem (2.68) de yerine yazildiginda titresim boliigiim fonksiyonu,

s
Zy= Ze 1T (2.80)

YTk, (2.81)
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seklinde tanimlanir.

Bu noktada tez calismasinda ele alincak gazlar igin karakteristik titresim sicakligi
degerleri ¢aligmada ilgilenilen sicaklik bolgesinin iist sinir1 olan 300 K den ¢ok daha
yiiksek degerlerdir.[12] Bu durum da kriyojenik aralikta, termodinamik 6zeliklere
titresimin katkilarimin ihmal edilebilme olanagini beraberinde getirir. Bu sebeple

caligmada titresimden kaynaklanan termodinamik 6zelikler tiiretilmemistir.

2.3.3 Elektronik Taban Durumunun Katkisi

Cift atomlu bir gaz molekili igin denklem (2.68) de bulunan enerji 6zdegeri taban

durumunda sifir olacagindan boliisiim fonksiyonu,

Zy=9, (2.82)

haline gelir.[9] Burada g, taban seviyesi enerji dejenerasyon sayisi olup ¢alisma

kapsamindaki gazlar i¢in 1 degerini alir. Yalnizca okSijen gazi i¢in bu deger 3 olup
taban dizeyinde termodinamik Ozeliklere katki saglamaktadir. Bu katki denklem
(2.70) ve (2.72) nin yardimiyla

Uy =hy =¢,, =0 (2.83)

(2.71) in yardimiyla

sq =RIng, (2.84)

sekline getirildiginde katkinin yalnizca entropide olacagi goriiliir.

2.4 Parcaciklar arasi etkilesmenin modellenmesi

Simdiye kadar olan boliimde tek ve ¢ift atomlu gazlarin 6teleme enerjileri i¢in BE
istatistigi, i¢c etkilesmelerin gozlemlenmedigi kadar sicak ve diisiik yogunluklu
ortamlar icin donme ve taban enerji seviyesi i¢in MB istatistigi yaklagimiyla
tiiretilen matematiksel modelin kriyojenik sicaklik bolgesinde ne kadar hata payryla
sonuglar verecegini gozlemelemek calismanin temel amaci idi. Buna karsin bu
boliimde hata paylarimi aza indirmek amaciyla etkilesmelerin ihmal edilmedigi

gercek gaz modelleri ele alinacaktir.
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2.4.1 Virial acihim

Gaz molekiillerin bulundugu bir domende sicakligin azalmasiyla birlikte yogunlugun
artmas1 gaz molekiillerinin idealden uzaklasmalarma ve molekiiller arasindaki
etkilesmeye neden oldugu ozellikle gazin sivi faza ge¢me sicakligina yakin gorece
diisik sicakliklarda deneysel olarak gozlenmistir. Buradaki temel faktor gaz
molekiilleri arasindaki mesafenin belirli bir degerin iistiinde oldugunda molekiillerin
birbirlerini ¢ekme, aradaki mesafenin bu degerin altinda oldugundas ise molekillerin
birbirlerini itme egilimde oldugudur. Sicakligin azalmasiyla birlikte birbirilerine
yeterince yaklasan gaz molekiillerinin birbirlerinin ~ kapladigt  hacme
Pauli disarlanma ilkesi geregince dahil olamayacagindan dolayr gazin ger¢ek hacmi
ideal degerine gore daha disiiktir. Bununla birlikte gaz basinci molekiil arasi
mesafenin azalmasma ve etkilesme potansiyelinin artmasina bagli olarak ideal

degerinden gorece fazla olur.[10]

Basingtaki artisi ve hacimdeki azalisi az bir hata payiyla veren Van der Waals
denklemi olarak bilinen denklem asagidaki gibidir[11]:

[pﬂ\f_f‘j(v nb) = nRT (285)

Burada P, gazin basincini, V domenin hacimini, n gazin mol sayisini, R niversal gaz
sabitini, T gazin sicakligin1 a ve b ise sabit katsayilari ifade etmektedir. Bununla
birlikte sivilagmaya yakin bdlgelerde daha hassas sonuglar elede etmek igin
parcaciklarin konuma bagh potansiyel fonksiyonunu ve momentum integrallerini
iceren  boliisiim fonkiyonunun ideal durumdaki boliisiim fonksiyonuna katkisin
hesaba katilarak tiiretildigi ve viriyel agilim olarak adlandirilan ve asagida verilen

basing denklemi kullanilmalidir.

NRT n nY
p=7[1+\782(T)+[\7j Bg(T)+-~-J (2.86)

denklemde bulunan sicakliga bagli B, , Bs ... sayilari ise viriyel katsayilari adini alir.
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2.4 .2 Etkilesmenin modellenmesi i¢in cesitli yaklasimlar

Bu boliimde viriyel katsayili terim igeren Oteleme boliisiim fonksiyonunda hareketle
daha 6nceki metodolojiye benzer olarak Helmotz serbest enerjiyi elde ettikten sonra
diger termodinamik Ozelikler farkli etkilesme potansiyelleri goz Oniinde

bulundurularak tiretilecektir.

Ideale en yakin haliyle bir pargacigin gercek gaz yaklagimli béliisiim fonksiyonu [5]

2 k 3/2
C=( 7[:]2 *’Tj V(l—gb(T)J (2.87)

denklemiyle ifade edilmektedir. Bu noktada pargacigin termal dalga boyu olarak

tanimlanan biiytiklik

h

R ——
" 2kt (2.88)

seklinde ifade edilip,

1 (2zmk,T )"
n“_/l—i_ i (2.89)

yukarida yazilan denklem ile tanimlanan kuantum yogunlugu ile denklem (2.87)

daha sade hale getirilebilir:

¢ =n,(V-Nb(T)) (2.90)

Bu baglamda ng kuantum yogunlugu termodinamik istatistik dagilimi tercihinde
onemli rol oynar. Zira kapali bir sistemde birim hacimdeki tanecik sayis1 bir baska
ifadeyle parcacik konsantrasyonu kuantum yogunlugundan kiiciik ise MB dagilimi;
biiyiik veya esit ise BE veya FD dagilimi kullanilir. Denklem (2.90) 1n sag tarafinda

bulunan ve sicakliga bagl viriyel katsayz,

0 _u(r)
b(T) =27 1—e[ o ] r’dr (2.91)
0
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olup konuma bagh etkilesme potansiyelini icermektedir[13]. Elde edilen sonuglarin
dogruluk hassasiyetine gore gelistirilen etkilesme potansiylerinden bazilari kati kiire,
kare kuyu, Lennard Jones (L-J), Kihara ve degistirlmis Buckingham
potansiyelleridir. Bu tez ¢aligmasinda kriyojenik bolgede gazlarin termodinamik
Ozellikleri hesaplanip deneysel verilerle karsilastrmak amaciyla bu etkilesme

potansiyellerinden Kati kiire ve L-J potansiyelleri kullanilacaktir.

2.4.2.1 Kati kiire potansiyel modeli

Bu model potansiyle yaklagimlar iginde en basit formda olup etkilesme potansiyel

biiyiikliigi
o, r<r,
=10 rsr (2.92)

Burada r, kati kiirenin yarigapidir[10]. Denklem (2.91) ile verilen integral

0

¢oziildiigiinde
_ 27 3
b(T)==r (2.93)

denklemi elde edilir. Denkleme gore viriyel katsayi sicakliktan bagimsiz sabit bir

degerdir.

Termodinamik buyuklikleri turetmek tzere

N =e"*"¢ (2.94)

denkleminden kimyasal potansiyeli u, asagidaki gibi ¢ekilerek

p=In - j kT (2.95)

Helmholtz serbest enerji ifadesi olan
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F=N (u—ka)I Nka In N -1 (296)

N, (V —Nznrfj
3

denkleme yerlestirilir. Bu baglamda denklemleri domenin hacminden bapimsiz hale

getirip termodinamik 6zelikleri birim kiitle basina hesaplamak amaciyla

p__0F
="y (2.97)

bagintisindan yararlanarak,

2r 3\ NKkT
(V‘N?roj——P (2.98)

ifadesi ayristirilir. Boylece denklem (2.96) da verilen serbest enerji denklemi

P
F= Nka[In[nqkaJ_lj (299)

seklinde diizenlenir. Denklem (2.55) in yardimiyla entropi

5 P
S = NK, [E_ |n[nqka Jj (2.100)

oOlarak tiiretilmis olur.

Bu noktada entropi ifadesini turetirken sicakliga gore tiirevi alinan serbest enerji
ifadesinin (2.99) degil (2.96) olduguna dikkat edilmelidr. Zira denklem (2.55)
ifadesinde tiirev sabit hacim i¢in gegerlidir ve basing sicakligin bir fonksiyonudur.
Diger termodinamik 6zelikleri tiiretmek tizere denklem (2.25) ten hareketle i¢ enerji

icin
3 Nk
U =2 NkT (2.101)

denklemi elde edilir.Gazin entalpisi ise asagidaki gibi turetilir.
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3
H=U+PV =~ NKT+PV (2.102)

Bu denklemi domenin hacmi olan V teriminden kurtarmak amaciyla denklem(2.98)

deki terimler V ye boliinerek gerekli diizenlemeler yapildiginda

V (0]
mP  3m

(2.103)
bagintis1 elde edilir. Burada v gazin 6zgiil hacmi, m ise atomun kutlesidir. Boylece
birim kiitle bagina entalpi ifadesi

H 5KkT

h=—=—2-+1P
Nm 2 m 3m

21 4
b (2.104)

denklemi ile elde edilir. Birim kiitle basina sabit basingta 6zgiil 1s1 ise

_h sk

olarak turetilir.

2.4.2.2 Lennard Jones potansiyel modeli

Ozellikle 6zdes cift atomlu gazlari etkilesimini basariyla agiklayabilen yaklasimdir.

Potansiyel ifadesi

u(r)=4u, K%)H - (r?ﬂ (2.106)

seklindedir. u, terimi, etkilesme potansiyelinin minimum degeri olup r, terimi

0o

potansiyelin sifir oldugu mesafeyi ifade eder. Sekil 2.2°de L-J potansiyelinin konuma

bagl grafigi gosterilmistir.
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N

o r o 15 2 25
m r(rm)

Sekil 2.2: Lennard — Jones potansiyeli.

Denklem (2.91) integrali alindiginda ¢6zim igin hipergeometrik ve Gamma

fonksiyonlarindan yararlanilir. Buna gore viriyel katsayi terimi

C=q ve 2=
7 AV Y (2.107)

N w

4

1 (-11 «a .
o .atn 'F(4'2'4j 'F( '
b(T) =27, j (2.108)

1
T

Dlw

halinde ¢oziilir. Burada .F (a,b,x) , kummer hipergeometrik fonskiyon ve T'(n),

Gamma fonksiyonlar1 olmak tizere EK A da gerekli tanimlar1 yapilmistir.
Denklem (2.108), sade goriinmesi amactyla asagidaki tiiretimlerde b(T) olarak yer
alacaktir.

Kat1 kiire modelinde uygulanan metodolojiye paralel olarak denklem (2.94) ten

hareketle

N
”:'”[nq (v—me)}ka (2.109)
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kimyasal potansiyel belirlenerek (2.96) daki serbest enerji denklemine yerlestirilir.

F = N(u_ka):Nka(ln(m(V—Ll\lb(T))]_lj (2.110)

Tekrar (2.98) deki baginti araciligiyla

CNKT

(V-Nb(T)) (2.111)

ortak buylkluk cekilir. Denklem (2.110) daki serbest enerji ifadesi yeniden

diizenlenerek

P
F= Nka [ln[nqkaJ—lj (2112)

halini alir. Sonrasinda entropi ifadesi serbest enerjinin (2.110) daki agik formu
dikkate alinarak

5 P ,
S =§Nkb—Nkbln[ kaj—NPb (T) (2.113)

N,
seklinde turetilir. Burada b'(T) terimi b(T) terimini sicakliga gore tiirevini ifade
etmektedir. Gazin i¢ enerjisi,

u =§Nka—NTPb’(T) (2.114)

bagintistyla, birim kiitle bagina entalpisi ise

5KkT 1__, 27
h= TP (T)+ P (2.115)

denklemiyle ifade edilir. Son olarak birim kiitle basina sabit basingta 6zgiil 1s1

denklemi
5k, P, y
¢ =5 (b (T)+T0(T)) (2.116)
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seklinde tiiretilmis olur. Burada b"(T ), b(T) nin sicakliga bagl ikinci tiirevini ifade

etmektedir.
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3. TEK ATOMLU GAZ MODELLERI ve DENEYSEL KARSILASTIRMA

Bu bolimde tek atomlu gazlardan helyum ve argon gazlarinin farkli basinglar igin
300 K ile gazlarin sivilagma noktalarina kadar olan sicaklik araliginda Bolim 2 de
tiretilen esitliklerin yardimiyla termodinamik ozelikleri bilgisayar ortaminda
hesaplanip deneysel verilerle karsilagtirma sonuglar1 incelenecektir. Hesaplanan
termodinamik Ozellikler, entalpi, entropi ve sabit basingta 6zgiil 1silardir. Gergek
verilerle karsilastirmak {izere gazlarin termodinamik &zelikleri iki ayr1 yaklagimla
hesaplanmustir. Ilki ideal kuantum istatistik yaklasimi digeri ise Klasik gergek gaz
yaklagimidir. Gazlarin termodimamik 6zelikleri 1 bar ve 5 bar basing i¢in ayr1 ayri
hesaplanmigtir. Tiim grafikler i¢in diisey eksen ilgili termodinamik 6zeligi, yatay
eksen ise sicakligi belirtmektedir. Grafiklerde ii¢ tiir egri bulunmaktadir. Kirmizi
noktali egri deney verilerini, mavi renkteki egri ideal kuantum yaklagimla hesaplanan
degerleri, yesil renkteki egri ise L-J potansiyeli yaklagimiyla hesaplanan degerleri
gostermektedir. Bunun disinda degerlerin birbirine yakin olmasi nedeniyle hata
paylar1 ¢esitli sicakliklar i¢in ideal kuantum yaklasimi, L-J potansiyel yaklagimi ve

kar1 kiire potansiyel yaklagimi i¢in hesaplanarak cizelgelerde belirtilmistir.

3.1 Argon Gaz

Hesaplamalarda kullanilmak {izere azot gazina ait fiziksel biiyiikliikler Cizelge 3.1 de

verilmistir.[15]

Cizelge 3.1 : Argon gazina ve L-J karakteristigine ait fiziksel bayuklikler.

m [kg] R [ki/kg] ro[A°] ek [K]
6,63368E-26 0,1047 3,41 119

Cizelge 3.1 de bulunan fiziksel buytkliklerden m, atom kitlesi, R, gaz sabiti, ro, L-J

etkilesme mesafesi, ekp , L-J etkilesme sicakligini belirtmektedir.

Bolim 2 de tiiretilen denklemler Mathematica programi dilinde yazilip sayisal

yontemler kullanilarak yapilan hesaplamalar ve grafik ¢izimleri EK C de verilmistir.
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3.2 Helyum gaz1

Hesaplamalarda kullanilmak {izere azot gazina ait fiziksel biiyiiklukler Cizelge 3.2 de

verilmistir.[15]

Cizelge 3.2 : Helyum gazina ve L-J karakteristigine ait fiziksel bayuklikler.

m [kg] R [kilkg] ro[A°] &k [K]
6,64663E-27 1,03868 2,556 10,22

Bolim 2 de tiiretilen denklemler Mathematica programi dilinde yazilip sayisal

yontemler kullanilarak yapilan hesaplamalar ve grafik ¢izimleri EK C de verilmistir.
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4. CIFT ATOMLU GAZ MODELLERI ve DENEYSEL KARSILASTIRMA

Bu bolimde 6zdes ¢ift atomlu gazlardan oksijen, azot ve hidrojen gazlarinin farkl
basinglar i¢in 300 K ile gazlarin sivilasma noktalarina kadar olan sicaklik araliginda
Bolim 2 de tiiretilen esitliklerin yardimiyla termodinamik Ozelikleri bilgisayar
ortaminda hesaplanip deneysel verilerle karsilastirma sonuglari incelenecektir.

Hesaplanan termodinamik ¢zelikler, entalpi, entropi ve sabit basingta 6zgiil 1silardir.

4.1 Ozdes ¢ift atomlu gazlarin diisiik sicakliklardaki donme béliisiim

fonksiyonu

Gazlarin termodinamik 6zelik sonuglarina gegmeden dnce gorece diisiik sicakliklarda
etkileri ortaya c¢ikan ve ihmal edilmemesi gereken nukleer taban seviyesi
dejenarasyonu ele almmarak denklem (2.74) te belirtilen doénme bolisim
fonksiyonunun kriyojenik aralik i¢in daha kapsamli tiiretilmesi gerekmektedir. Bu
baglamda parcaciklarin Schrodinger denkleminde ¢oziilen dalga fonksiyonunun

oteleme ve molekiil ici modlar1 heasaba katarak en genel hali

¥ =¥ ion it o F i (4.1)

don = tit

yukaridaki gibidir[9]. Burada i¢in ¥, Oteleme dalaga fonksiyonu, ¥, , donme

dalga fonksiyonu, ¥, , titresim dalga fonksiyonu, ¥, elektronik taban durumu

el ?

dalga fonksiyonu, ¥ . niikleer taban seviyesi dalga fonksiyonu. Temelde dalga

nik
fonksiyonlarimin 6nemi fiziksel olarak anlami pargaciklarin bulunma olasilik
yogunlugunu olan "{Jz‘ifadesinin belirlenmesidir. Bolim 2 de belirtildigi gibi
termodinamik Ozelikleri karsilagtirlicak olan gazlarin karakteristik titresim
sicakhigiklarinin kriyojenik sicakliklar i¢in ¢ok yiiksek Imasi nedeniyle titresim

modlarinin katkis1 ihmal edimistir. Bununla birlikte diisiik sicakliklarda ¢ift atomlu

gazlarin niikleer taban seviyesi modalar1 ihmal edilemeyecek diizeyde katki saglar.
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Cift satomlu gazlarin dalga fonkisyonlar1 simetrik veya antisimetrik olarak ikiye
ayrilir. Buna gore cift sayili kiitle numarasina sahip parcaciklar ve dolayisiyla
tamsay1 katli spin sayisina sahip parcaciklar simetrik dalga fonksiyonuna, tek sayili
kiitle numarasina sahip ve dolayisiyla yarim tamsayili spin sayisina sahip parcaciklar
antisimetrik dalga fonksiyonuna sahiptir. Denklem (4.1) de belirtilen toplam dalga

fonksiyonunun simetri karakteristifi ¥, ¥, ¢arpimiyla belirlenir. Simetrik ve

doén

antisimetrik dalga fonksiyonlarinin matematiksel ifadesi asagidaki gibidir.

]

Ws =¥ (N)¥; (N,)+¥; (N,) ¥ (N,) (4.2)

Wa =% (N)#;(N,) =% (N,) ¥ (N,) (4.3)

Denklem (4.2) simetrik dalga fonksiyonunu, denklem (4.3) antisimetrik dalga
fonksiyonunu ifade etmektedir. Cift cekirdekli bir molekil igin simetrik dalga
fonksiyonunun fiziksel anlami molekiili olusturan pargaciklarin konumlari
degistirildiginde dalga fonksiyonunun isaret degistirmemesi buna karsilik

antisimetrik dalga fonksiyununda isaret degistirmesidir.

Taban seviyesindeki parcaciklarin dejenearson sayisi
Opgc = 2m, +1 (4.4)

olarak ifade edilir. Denklemde bulunan m_ niikleer spin kuantum sayisidir. BE

istatistigne uyan ve Gift atomlu bir molekulin simetrik dalga fonksiyon sayisi
denklem (2.13) yardimiyla agagidaki sekilde

(gnm( +2_1) _ gn‘uk (gn‘uk +1)
(9nu —1)12! 2 (49)

FD istatistigine uyan cift atomlu bir molekiiliin antisimetrik dalga fonksiyon sayisi

ise denklem (2.20) nin yardimryla asagidaki gibi

gnUk! _ gn‘uk(gn‘uk _1)
(G —2)12! 2 (4.6)
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ifade edilir. Donme dalga fonksiyonun simetri karakteristigi ise Ek A da belirtilen
cift sayili j ler i¢in simetrik, tek sayili j ler i¢in antisimetrik olmasidir. Buradan
hareketle tek sayili kiitle numarasina sahip atom ¢iftinin birlestirilmis déonme ve

niikleer boliisiim fonksiyonu

ni nii -1 . ‘&'('4’1)
Zd(‘jnn‘uk(tek) ZM Z (ZJ +1P ! "

2 j=0,2.4,..

gnuk gnuk +1 Z 2] +1ﬁ_%j(j+l)

j=13,5,..

(4.7)

Cift sayili kiitle numarasina sahip atom ¢iftinin birlestirilmis déonme ve niikleer

boliisiim fonksiyonu ise

gnu gnu +1 . ‘H*rj(j”)
Z sonmik ity = - - 2] +1)e T
i=0.2,4,.
(4.8)
M Z 21+1)e 71
=135,

denklemleriyle verilir. Boylece kriyojenik sicakliklarda gazlarin donme enerjilerinin
termodinamik 0Ozeliklerine katkilar1 hesaplanirken bolisiim fonksiyonu olarak

denklem (4.7) ve (4.8) g6z dniinde bulundurulmalidir.

4.2 Cift atomlu gazlarm termodinamik 6zelikleri ve karsilastirma

Tez calismasi kapsaminda ele alinan azot, oksijen ve hidrojen gazlarinin
termodinamik 6zellikleri simdiye kadar olan kisimlarda tiiretilen denklemler 1518imnda
ideal kuantum yaklasimi ve klasik gercek gaz yaklagimi ile ayr1 ayr1 hesaplanarak
deneysel verilerle karsilastirilip belirli  sicaklik  bolgelerinde hata paylar:
hesaplanacaktir.Deneysel veriler i¢in Ref. [16] den yararlanilmistir. Gergek verilerle
karsilagtirmak {izere gazlarin termodinamik Ozelikleri iki ayr1 yaklagimla
hesaplanmustir. Ilki ideal kuantum istatistik yaklasimi digeri ise klasik gercek gaz
yaklagimidir. Her iki yaklagimda da ¢ift atomlu gazlarin Gteleme ve donme enerji
modlar1 g6z 6niinde bulundurulmustur. Gazlarin termodimamik 6zelikleri 1 bar ve 5
bar basing igin ayri ayri1 hesaplanmigtir. Tiim grafikler i¢in diisey eksen ilgili
termodinamik 6zeligi, yatay eksen ise sicakligi belirtmektedir. Grafiklerde ii¢ tiir egri

bulunmaktadir.
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Kirmiz1 noktali egri deney verilerini, mavi renkteki egri ideal kuantum yaklagimla
hesaplanan degerleri, yesil renkteki egri ise L-J potansiyeli yaklasimiyla hesaplanan
degerleri gostermektedir. Bunun diginda degerlerin birbirine yakin olmasi nedeniyle
hata paylar ¢esitli sicakliklar i¢in ideal kuantum yaklasimi, L-J potansiyel yaklasimi
ve kati kiire potansiyel yaklagimi i¢in hesaplanarak ¢izelgelerde belirtilmistir.

4.2.1 Azot gaz
Hesaplamalarda kullanilmak (izere azot gazina ait fiziksel biiyiikliikler Cizelge 4.1 de

verilmistir.[15]

Cizelge 4.1 : Azot gazina ve L-J karakteristigine ait fiziksel buyukltkler.

m [kg] R [kJ/kg] 6, [K] r[A] ko [K]
2 X 2,32481E-26 __ 0,2969 2,892 3,7 95,1

Cizelge 4.1 de bulunan fiziksel buyiukliklerden m atom kitlesi, R gaz sabiti, 6, ,
karakteristik donme sicakligi, r, L-J etkilesme mesafesi, ek, L-J  etkilesme
sicakligini belirtmektedir.

Bolim 2 de tiiretilen denklemler Mathematica programi dilinde yazilip sayisal

yontemler kullanilarak yapilan hesaplamalar ve grafik ¢izimleri EK C de verilmistir.
4.2.2 Oksijen gazi
Hesaplamalarda kullanilmak (izere oksijen gazina ait fiziksel biiyiikliikler ¢izelge 4.2

de verilmisgtir.[15]

Cizelge 4.2 : Oksijen gazina ve L-J karakteristigine ait fiziksel byuklikler.

m [kg] R [kJ/kg] 0, [K] ro[A] ko [K]
2 X 2,65692E-26 _ 2,2594 2,08 3,58 118

Cizelge 4.2 de bulunan fiziksel blyukliklerden m atom kitlesi, R gaz sabiti, 6, ,
karakteristik donme sicakligi, r, L-J etkilesme mesafesi, ek, L-J  etkilesme

sicakligini belirtmektedir.

BOlim 2 de tiiretilen denklemler Mathematica programu dilinde yazilip sayisal

yontemler kullanilarak yapilan hesaplamalar ve grafik ¢izimleri EK C de verilmistir.
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4.2.3 Para ve Ortho Hidrojen gazlan

Denklem (4.7) ve (4.8) de verilen boliisim fonksiyonundaki simetrik ve antisimetrik

ozelligi pratikte hidrojen gazinda gozlemlenebilir. Hidrojen atomunun kuantum spin

1 . . .
saylst m, =3 ve denklem (4.4) ten nukleer dejenerasyon sayis1 g, =2 olur. Kitle

numarasi 1, dolayisiyla tek sayr olan hidrojen atomu ig¢in boliisim fonksiyonu

denklem (4.7) den hareketle

Zomen =1 3 (2] +1)e—%j(j+1) 3 Y (2] +1)e—i—’j(j+1) “9)
j=0,2,4,... j=135...

seklini alir. Burada ilk terim simetrik donme ve antisimetrik niikleer durumlarmni
belirtir. Bir baska ifadeyle hidrojen molekiillerinin spinleri zit yonliidiir. Bu 6zelligi
gosteren hidrojen molekullerine para hidrojen adi verilmektedir. Yine denklem (4.7)
deki ikinci erim antisimetrik donme ve simetrik niikleer hallerini belirtir. Diger bir
degisle bu 6zelligi gosteren hidrojen molekiillerine ortho hidrojen adi verilir. Normal
kosullarda bulunan hidrojen gazi biinyesinde farkli termodinamik 6zeliklere sahip bu
iki hidroejn molekiiliinii barindirir. Oyle ki béliisiim fonksiyonu tanimi geregi ortho

ve para hidroejnin normal hidrojen i¢indeki parcacik sayisi orani

) SURTOTEY
LY (2

ortho __ j=1,3,5,... (4 10)
N _ o .
para 1 Z (21+1)e TJ(J 1)
j=0,2,4,...

denklemiyle belirlenir.Normal kosullar gibi gorece yiiksek sicakliklarda tek ve cift
sayili serilerin degerleri biribirlerine yaklasik esit olacagindan hareketle normal
hidrojen gazi i¢inde % 75 oraninda ortho hidrojen % 25 oraninda para hidrojen
bulunacagi, denklem (4.10) un yardimiyla matematiksel olarak belirlenmis olur.
Benzer sekilde sicaklik mutlak sifir noktasina yaklastiginda orto hidrojen miktarinin
para hidrojen miktarina oran1 sifira yaklagacagindan kriyojenik sicakliklarda hidrojen
gaz1 neredeyse tamamen para hidrojen gazini igerir. Bu sebeple deneysel verilerle
kargilagtirilmak tizere hesaplanan termodinamik Ozelikler para hidrojene aittir.
Hesaplamalarda kullanilmak iizere para hidrojen gazina ait fiziksel buylklukler
Cizelge 4.3’ de verilmistir[15].
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Cizelge 4.3 : Para hidrojen gazina ve L-J karakteristigine ait fiziksel buyuklikler.

m [kg] R [ki/kg] 6 [K] Fo[A°] &k [K]
2x1,67386E-27  4,1244 87,5 2,96 36,7

Cizelge 4.3’ de bulunan fiziksel biyukliklerden m atom kitlesi, R gaz sabiti, & ,
karakteristik donme sicakligi, r, L-J etkilesme mesafesi, ek, L-J  etkilesme

sicakligini belirtmektedir.

Bolim 2 de tiiretilen denklemler Mathematica programi dilinde yazilip sayisal

yontemler kullanilarak yapilan hesaplamalar ve grafik ¢izimleri EK C de verilmistir.

Igsel agisal monentumlar: bakimindan farklilik gdsteren, spin ydnleri ayni olanin
ortho hidrojenden, spin yonleri zit olan para hidrojene diisiik sicakliklardaki
doniisiimii pratikte, hidrojen depolanmasi konusunda dikkat edilmesi gereken bir
noktadir. Zira hidrojenin sivi halde depolanmasi s6z konusu oldugunda normal
hidrojenin % 98 oraninda para hidrojene doniisme siireci ekzotermik olmasindan
dolay1 agiga ¢ikan 1s1 sivi hidrojenin daha fazla buharlasarak giivenlik ve maliyet
acisindan sorun teskil etmesine neden olur. Bu sebeple depolanacak hidrojenin ortho
- para doniisiimiinii tamamlamis olmasi1 gerekmektedir. Sekil 4.1 , 4.2 ve 4.3’de ortho

ve para hidrojenin sirastyla 6zgiil 1s1, entalpi ve entropi grafikleri verilmistir.

7o
I:P[
Lz K|
17000 | —— Ortho H,
L e — — ParaH,
16 000 | y T
N .-/ - -
C 7 —
15000 | Vi _
14000 £ /
C /
- l"
13000 F /
[ /
C /
12000 F /
F/
1 d 1 i 1 1 1 T[K-_I
] L oo~ 150 200 250 00
nooo F

Sekil 4.1 : 1 bar basingta para ve ortho H gazlarina ait c, - T grafigi.
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Sekil 4.2 : 1 bar basingta para ve ortho Hy gazlarina ait h - T grafigi.
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Sekil 4.3 : 1 bar basingta para ve ortho H, gazlarina ait s - T grafigi.
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5. SONUC VE ONERILER

5.1 Hata Paylarimmin Karsilastirilmasi

EK C de sirasiyla Ar, He, Ny, O, ve para-H; gazlariin 6zgiil 1s1 entail ve entropi
degerleri sicakliga bagl olarak 1 bar ve 5 bar basing degerleri i¢in Sekil C.1 den
Sekil C.30 a kadar; hesaplama modeli olarak kullanilan ideal kuantum, L-J
potansiyel modeki ve kat1 kiire potansiyel modellerinin deneysel verilere gore hata
paylarinin % olarak sonuglar1 Cizelge C.1 den Cizelge C.10 a kadar verilmistir. Buna

gore sonuclar agagidaki gibidir

1. 1 bar basing ve 150 K ile 300 K arasindaki bolgede Argon gazina ait entropi
degerlerindeki hata pay: ideal kauntum ve kat1 kiire modeli i¢in sivilagsma noktasina
kadar aymi olup % 0,07 civarindadir.  L-J potansiyel modeli kullanilarak
hesaplandiginda ise bu deger % 0,04 degerine diismektedir. 150 K ile sivilasma
noktasina kadar olan bolgede ise % 0,4 degerine ylikselmektedir.

2. Yine 1 bar basingtaki Argon gazi i¢in entalpi degerlerindeki hata pay1 150 K — 300
K aras1 bolgede % 0,6 civarinda olup en yakin sonuglar ideal kuantum yaklagimiyla
elde edilmektedir. Sivilagmaya yakin bdlgelerde ise bu degerler % 4 seviyesine
cikmaktadir.

3. 1 bar basing ve 150 K ile 300 K arasindaki bolgede bulunan argon gazinin sabit
basingtaki 6zgiil 1s1 degerlerindeki hata pay:1 ideal ve kati1 kiire modellerinde ayni
olup % 1 mertebesinde; LJ potansiyel modeline gore ise daha diisiik degerler
almaktadir. Benzer durum 150 K alt1 bolgede de gozlenmekte olup hata pay1 % 8 lere
cikmaktadir.

4. 5 bar basingta bulunan Argon gazinin entropi, entalpi ve 6zgil 1s1 degerlerindeki

hata pay1 1 bar basingtaki degerlere parallel olup oranlar 3-4 kat artmaktadir.

5. Helyum gazinin 1 bar basingta hesaplanan entropi degerlerindeki hata pay: her ti¢
yaklagimda da % 0,2 olup sicalik, sivilasmaya yaklastik¢a LJ potansiyel modelinde

yakinsama gozlemlenirken kat1 kiire modelinde hata payi artmaktadir.
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6. 1 bar basing ve 150 K {stii bolgede Helyum gazinin entropi degerlerindeki hata
pay1 % 2 lerdeyken sicakligin diismesiyle % 10 seviyesine ¢ikmaktadir. Bu noktada
g0ze garpan, stvilasma noktasina yaklasirken en az hata payinin kat1 kiire modelinde
gozlemlenmis olmasidir. Zira LJ potansiyel modelinde sivilisma noktasinda hata pay1

% 42 iken kat1 kiire modelinde bu deger % 27 dir.

7. Helyumun gazinin 1 bar basingtaki 6zgiil 1s1 degerlerindeki hata payr gorece
yiiksek sicakliklarda % 0,01 iken sivilagsma bdlgesine yaklastikga % 30 lara
cikmaktadir. Bununla beraber LJ potansiyel modeli ile hesaplanan hata pay1

sivilagma noktasinda dahi % 5 civarindadir.

8. Argon gazinda oldugu gibi helyum gazinin 5 bar basingtaki termodinamik
Ozeliklerinin hesaplandigr hata paylar1 1 bar da hesaplanan degerlerle uyumlu

olmakla birlikte gorece yiksektir.

9. 1 bar basing ve 150 K ile 300 K arasindaki bolgede ideal kauntum, L-J potansiyel
modeli ve kat1 kiire modeli kullanilarak hesaplanan entropi degerleri N, ve O, gazlari
icin % 0.01 in altinda olup para-H; gazi i¢in iist sinir % 0,2 degerine ¢ikmaktadir.150
K ile stvilagma noktasi arasindaki bolgede ise hata paylar1 gorece artmakta ancak %

1 in Gzerine ¢ikmamaktadir.

10. 1 bar basing ve 150 K ile 300 K arasindaki bolgede ideal kauntum, L-J potansiyel
modeli ve kati kiire modeli kullanilarak hesaplanan entalpi degerleri N, ve O gazlari
icin % 0.5 in altinda olup para-H; gazi igin iist sinir % 1,5 degerine ¢ikmaktadir.150
K ile sivilagma noktasi arasindaki bolgede ise N, ve Oy igin % 3 i gegmemekte olup,

para-H; igin bu oran % 5 ler mertebesindedir.

11. 1 bar basing ve 150 K ile 300 K arasindaki bolgede ideal kauntum, L-J potansiyel
modeli hesaplanan sabit basingta 6zgiil 1s1 degerleri N, , O, ve para-H; gazlari i¢in %
1 in altinda olup 150 K ile sivilagma noktasi arasindaki bolgede hata paylari N, ve

O igin para-H; nin degerlerine gore daha biiyiiktiir.

12. Benzer biiyiikliller 5 bar basing i¢in hesaplandiginda molekiiller arasi
etkilesmenin artmasi nedeniyle Ongoriillen hata paylarindaki artis sonuglarla
dogrulanmistir. Ancak yine de bu oranlar sivilasma bolgesine ¢ok yakin olmayan

bolgelerde % 5 i gegmemektedir.
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13. Klasik gercek gaz yaklasimi olan L-J ve Kkati kiire modellerinin hata paylar1
incelendiginde ideal kuantum yaklasimina gore o6zellikle 150 K altindaki sicaklik
bolgelerinde deneysel verilere daha fazla yaklastigi gézlenmektedir. Bu iyilestirme

kendisini 6zellikle 6zgiil 1s1 degerlerinde gostermektedir.

14. L-J ve kat1 kiire modelleri arasinda karsilatirma yapilmak istenildigine teorik
modele paralel olarak L-J potansiyel modelindeki iyilestirmenin etkisi gorece diisiik

sicakliklarda belirgin bigimde fazladir.

15. Ideal kuantum yaklasiminda kullanilan BE istatistigi yerine MB istatistigi
kullanildiginda degerler arasindaki fark ihmal edilecek diizeyde azdir. Buradan
hareketle ideal kuantum modeli i¢in BE istatistik yaklasimi yerine islem yiikii daha
az olan MB istatistigi kullanmak icin bir sakinca yoktur. BE istatistiginin MB
istatisti§ine gore sonug diizeyinde fark yaratcak bdlgenin gazlarin sivi faza gegtikten

sonraki sicaklik bolgesinde olacagi tahmin edilmektedir.

16. Genel olarak termodinamik 6zelikleri ideal kunatum, LJ ve kati kiire modelleriyle
hesaplanip deneysel verilerle karsilastirilarak belirlenen hata paylarini gozlemleyerek
ortalama 300 K ile 100 K arasindaki bolgede hata paylarinin biribirine ¢ok yakin
olmasi1 ve islem yiikiinii ve siiresini azaltmak amaciyla kati kiire modeli tercih
edilmesi dogru bir tercih olacaktir. Ancak sivilasma noktalarina yakin bolgede
Ozellikle entropi ve 6zgiil 1s1 degerlerinde dogruluk agisindan belirgin fark gosteren

LJ potansiyel modelini tercih etmek daha saglikli bir yaklagim olacaktir.

5.2 Oneriler

Tez caligmasi kapsamini genisletmek amaciyla oneriler asagidaki gibidir

1. BE istatistigi etkilerini gozlemlemek i¢in sicaklik alt sinir1 sivilagma bolgesinin
altina ¢ekilebilir. BOylece termodinamik Ozelikler, Bose-Einstein kondansasyonu,
stiper akigkanlik gibi makroskobik duzeydeki kuantum etkilerin deneysel olarak
gozlemlendigi s1v1 fazdaki bolgede incelenerek matematik modelin deneysel verilerle

uyumlulugu tartigilabilir.

2. Kati kiire ve L-J potansiyeli disindaki klasik gercek gaz modeleri, deneysel
verilerle karsilastirma, modelleri kendi aralarinda kargilastirma ve aym1 model igin

farkl1 sicaklik bolgelerinde karsilagtirma sayilari arttirilabilir.
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3. Ozdes olmayan c¢ift atomlu gazlarin ve ¢ok atomlu gazlarin termodinamik
Ozelikleri benzer matematiksel yaklagimla genisletilerek bu gazlarm da

termodinamik 6zelikleri hesaplanip deneysel verilerle karsilastirilabilir.

4. Aym sicaklik araliginda fakat daha yiiksek basing kosullarinda benzer

termodinamik 6zelikler tiiretilip deneysel verilerle karsilastirilabilir.

5. Klasik gaz yaklagminin bir sonraki adimi olan klasik kuantum gaz yaklagimi
uygulanarak ozellikle gorece diisiik sicakliktaki termodinamik 6zeliklerin deneysel

verilerle arasindaki uyumluluk hesaplanip tartigilabilir.
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EKLER

EK A : Matematik Altyap1
EK B : Kuantum Mekanik Altyap1
EK C : Gazlarin Termodinamik Ozelik Grafikleri ve Hata Paylari

45



EK A Matematik Altyap:

Bu bolimde tez c¢aligmasinda kullanilan matematiksel fonksiyonlarin ve

0zdesliklerin ayrintilarina yer verilmistir.

Faktoriyel igeren logaritmali ifadelerde Stirling formiilii olarak bilinen 6zdeslik
1
In(N!)zNInN—N+EIn2nN (A1)

olarak yazilabilir. Burada N in biiylik degerleri i¢in 3. terim de ihmal edilelerek

0zdeslik daha 6zlii olan
IN(N)~NInN-N (A.2)

halini alir.

Bir tiir seri agilim1 olan polilogaritma fonksiyonu

Lin () =2 : (A3)

seklinde tanimlanir. Polilogartima fonksiyonun tiirevleri ile iki 6zelligi asagidaki

gibidir:

d . . Li, (X)
~L =

™ i (%) " (A.4)
LAY (e*)=Li, ()

dX n n-1 (A5)
Gamma fonksiyonu olarak bilinen ifade asagidaki gibi tanimlanir
F(n)=J‘tn_le_tdt (A 6)

) :

Gamma fonksiyonunun tamsayilar kiimesinde
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r(n)=(n-1)! nez (A7)

reel sayilar kiimesinde ise

nC(n)=C(n+1) neR (A8)

0zelligi bulunmaktadir.

Sonsuz toplamlarin hesaplanmasi i¢in kullanilan yaklagimlardan biri Abel-Plana

formlu olarak bilinen

> f(0) .%f(ix)—f(-ix
S(k)=[f(k)- g)—HI (e)m_(l ) ax (A9)

k=1

||
O, 8

0

ifadesidir. Burada daha kaba bir yaklagimla ifade

i % f(0
2= (k) 015 (A10)

k=1

seklinde kisaltilabilir.

Termodinamik 6zeliklerin tiiretilmesi sirasinda karsilagilan

a,i) (ozyi)z—(ozzi)2
Zln[l e )J (A11)

ifadesini tiiretmek amaciyla

=, x*
x<1liginIn(1-x)=-) = ” (A12)

k=1

Ozdesliginden ve (A.10) daki yaklagimdan hareketle

i In (1— e(A_(“*i)z)J = T In (1— e(A_(axi)z)j —M (A.13)

i=1

ifadesi elde edilir.(A.12) nin yardimiyla ifade
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kA

~ (A~(aiY) 3 ﬁw (~K(end?) 1&e”
In(l e =2 E[e d|+22 ” (A14)

M

k=1

halini alir. (A.3) teki polilogaritma tanimi kullanilarak ilgili sonsuz seri

= A—(axi)z) \/; . 1..
2"1(1—9( j:_g Lls/z (eA)""ELIl(eA) (A.15)
olarak yazilabilir.
Genel formda ise
» {A(axi)z(ayi)z(azif‘.} 7[% 7[”74
P G N P A A - A
;In 1-e 2”axayaz...L|§+1(e )+ > Lln%l(e ) (A.16)

L-J potansiyeli yaklagimini tiiretiminde integral ¢oziimiinde kullanilan Kummer

hipergeometrik fonskiyonu ise

lFl(a,b,X)=%jta1(l—t)bale“dt (A.17)

0

seklinde tanimlanir.
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EK B Kuantum Mekanik Altyap:

Bu boliimde ¢ift atomlu gazlarin i¢ enerji modlarini olusturan donme ve titregim

enerji ifadeleri Schrodinger dalga denklemi yardimiyla tiiretilecektir.

Sekil B.1 : Cift atomlu molekul igin rijit rotor modeli

Sekil B.1 de m; ve my kutleli iki atomun kiitle merkezi orijin olmak lzere konum
vektorlerinin ~ kartezyen  koordinatlardan  kiiresel =~ koordinatlara  gegisi

0<0<rm ve0<¢ <2z olmak Uzere

X, =rsingcos¢

y, =r,sin@sing

Z, =r,cos0

X, =1, sin(z —0)cos(x +¢)=-r,sin O cos¢ (B.1)
Y, =r,sin(z—0)sin(z +¢)=-r,sinOsin¢g

z,=r,c08(7 —0)=-r,c080

seklindedir. m; kutleli parcacigin kinetik enerjisi

AN AN AL
KEml_zmlﬂﬁtj%at + P (B.2)
olarak tanimlandiktan sonra (A.18) deki 6zdeslikler
_ 1 ,|(0sinfcos¢ ? osin@sing * (acosO)
KE,, = 5 m,r; ﬂ a j +£ ot + o (B.3)

yukaridaki gibi yerlerine yerlestirilidiginde

49



1 Ll(e0Y ., (04Y
KEml _Emlrl {[Ej +sin OLEJ } (B.4)

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde. m; kiitleli pargacigin kinetik enerjisi

1 Ll(e0Y ., (04)
seklini alip toplam kinetik enerji
_mp+mr’ | (06 S o9 2
KEm1+m2 - 2 [ ot +sin” 0 ot (B6)

seklinde yazilir. Burada rijit molekiiliin kiitle atalet momenti
|, =mr®+m,r; (B.7)

olmak Uzere toplam kinetik enerji

LI(o0Y ., (oY
“Eror 7{[5] e "(EH ()

seklinde yazilabilir. Atomlar aras1 denge mesafesi olarak tanimlanan

rg :r1+r2 (Bg)

ile atomlarin kiitle merkezine gére momentleri denge denklemi olan
mr, =myl, (B.10)

ifadesinden hareketle denklem (A.24) in de yardimiyla molekiiliin indirgenmis

kitlesi

m,m,

m =
m, +m,

r

(B.11)

olarak belirlenir.
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Denklem (2.54) te verilen Schrddinger dalga denkleminden hareketle donme enerji

modlarini bulmak amaciyla V> Laplasyen operatdriiniin kiiresel koordinatlardaki

Zzii[rzij+—l i[sineij+—l il
rPor\" or) r?sing 00 00 ) r?sin’6 0¢’ (B.12)

ifadesinde r nin sabit olmasi sebebiyle ifade asagidaki gibi kisalir:

2.1 i[sineij+—l o
r?sing 00 00 ) r*sin®@ o¢* (B.13)

Burada titresimden kaynaklanan potansiyelin ihmal edilerek (A.30) daki laplasyen
operatdri (2.54) teki schrodinger dalga denklemine yerlestirildiginde

1 of(. o0y 1 %, 8r'm
—|sinfd—= |+ Lt re w =0
r2sing ae( 20 j sin?0 op°  he eV (B.14)

seklindeki kismi diferansiyel denklemi ¢6zmek amactyla
v, =1(0)g(¢) (B.15)
seklinde degiskenlerine ayirma yontemi kullanilarak

oy, _ df Oy, _(dg

kismi tiirevler adi tiirev haline getirilip denklem (A.31) de yerlerine konularak

sing o (. df ) 8x’l, ., 1d%g ,
T%(Slneﬁj_l_?gdbnmn 0——ad¢2 =1 (Bl?)

denklem sistemi elde edilir. Denklemin sol tarafii ¢6zmek amaciyla

X = c0s 6 doniligiimii yapilarak denklem (B.17)

d*f df ([ 87°l A2
2 £ —
(1_)( ) Ay _ZX&+[ h2 Edon _1—X2]f =0 (B.18)

seklini alir. Bu noktada birlesik Legendre diferansiyel denklemi olarak tanimlanan
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d?y dy (... m?
2
(1—2 )F—ZZE+EJ(1+1)—1_ZZ y=0 (B.19)
denklemi ile (B.18) daki denklem arasinda analoji kurulurak donme enerji
Ozdegerinin

2
Egon :ﬁj(m) j=012,.. (B.20)

olarak elde edilmis olur. Burada kuantum mekanigin temel sdylemlerinden biri olan

enerji 6zdegerinin kesikli oldugu da matematiksel olarak ispatlanmis olur.

Sekil B.2 : Cift atomlu molekiil i¢in harmonik salinict modeli

Titresim enerji 6zdegerini belirlemek amaciyla sekil B.2 de belirtilen ¢ift atomlu bir

molekiilun aralarinda bir yay oldugu varsayimiyla kuvvet denge denklemi

d’x
mrF-}— Kx=0 (821)

seklinde yazilir. Burada K yay sabiti, X ise r—r, olarak tanimlanmistir. (B.21)

diferansiyel denkleminin

x:Csin[\/mKrH&] (B.22)

olan ¢ozumiinden hareketle yay sabiti,
K =47%v’m,

(B.23)

olarak belirlenir. Burada v, salinimin frekansidir.
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Yayin potansiyelini veren
l 2 2,,2
V() :EKX =2z°vim,

ifadesi (2.54) teki Schrodinger denklemine yazilip

4V m,
7=, |—="x
h

2¢&

— L&t

hv

&

doniigiimleri yapildiginda Schrodinger denklemi

(B.24)

(B.25)

(B.26)

seklinde kisalir. Bu diferansiyel denklemi Hermite diferansiyel denklemi olan

d’y . dy
—2X—+2vy =0
dx? dx v

denklem ile benzegim kurmak amaciyla

2
l//v — e—z /2W

doniistiirmesi yaparak denklem (B.27) ye yerlestirildiginde

d’w dw
W —ZZE-}—(a—l)W:O

halini alir. Buradan titresim enerji 6zdegeri
gq =hv, [V'*'%j:hcwg(V‘F%j v=012,..

olarak belirlenir.
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EK C Gazlarin Termodinamik Ozelik Grafikleri ve Hata Paylan

Sirasiyla Argon, Helyum, Azot, Oksijen ve para Hidrojen gazlarinin 6zgiil 1s1, entalpi
ve entropi degerlerinin sicakliga bagli olarak 1 bar ve 5 bar i¢in ayr1 ayr1 elde edilen
grafikleri ile tiim termodinamik 6zelikler i¢in kullanilan ideal kuantum, kati kiire ve

L-J potansiyel yaklasimlari i¢in hesaplanan hata paylarini belirten ¢izlegeler

asagidaki gibidir.
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Sekil C.1 : 1 bar basingta Ar gazina ait C, - T grafigi.
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Sekil C.2 : 1 bar basingta Ar gazina ait h - T grafigi.
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Sekil C.3 : 1 bar basingta Ar gazina ait S - T grafigi.
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Sekil C.6 : 5 bar basingta Ar gazina ait S - T grafigi.

Cizelge C.1 : 1 bar basingta Argon gazi igin yaklagimlarin hata paylari [%].

Sicaklik __ Siq SLy Skk Hig Hig Huk Cpie  Cpy  Cpw
300 0,003 10,0073 0,003 0,0137 0,0343 0,066 0,237 0,19 0,237
250 0,0007 0,006 0,00075 0,05 0,097 0,146 0,371 0,298 0,371
200 0,025 0,014 0,025 0,146 0,184 0,267 0,637 051 0,637
150 0,064 0,04 0,064 0,566 0,56 0,727 1,372 11 1,372
120 0,122 0,078 0,122 1,218 1,125 1,224 2,791 2,278 2,791
88 0,396 0,287 0,396 3,652 3,232 3,935 8,3 7 8,3
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Cizelge C.2 : 5 bar basingta Argon gazi i¢in yaklagimlarin hata paylari [%].

Swcaklk  Sig St Sik Hig Hy.; Hux Cpia Cpy  Cpw

300 0,055 0,031 0,055 0,5 0,74 0,9 1,166 0,931 1,166

250 0,089 0,053 0,089 0,9 1,14 139 1782 142 1,782

200 0,18 0,11 0,18 1,71 1,9 2,32 3,1 2,47 3,1

150 0,42 0,28 0,42 4,05 4,02 4,88 7 5,7 7

120 0,89 0,64 0,89 8,33 7,83 9,42 145 1225 14,5

106 14 1 14 13,17 12,16 1445 225 1952 225
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Sekil C.7 : 1 bar basingta He gazina ait C, - T grafigi.
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Sekil C.10 : 5 bar basingta He gazina ait cp - T grafigi.
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Sekil C.11 : 5 bar basingta He gazina ait h - T grafigi.
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Sekil C.12 : 5 bar basingta He gazina ait s - T grafigi.

Cizelge C.3 : 1 bar basingta Helyum gazi1 igin yaklagimlarin hata paylari [%)].

Sicaklk  Sig Sy Skk Hig HL.a Hux Cpis  Cprs  Cpw
300 0,203 0,203 0,203 1,032 1 1 0,01 0,009 0,01
250 0,199 0,199 0,199 1,208 1,168 1,168 10,0098 0,0084 0,01
200 0,236 0,236 0,236 1,471 1,421 1,421 0,0097 0,0075 0,01
150 0,226 0,227 0,226 1,979 1,915 1,913 10,0095 0,0055 0,01
100 0,265 0,267 0,265 2927 2,833 2827 0,028 0,018 0,029
75 0,257 0,259 0,256 3,844 3,752 3,713 0,065 0,048 0,067
50 0,261 0,268 0,26 5596 5,432 54 0,156 0,118 0,164
25 0,257 0,3 0,252 10,375 10,138 9,987 0,657 0,479 0,698
10 0,264 0,256 0,325 20,963 21,174 19,946 3914 1,901 4,304
4.3 8,629 2,898 9,452 30,841 42,178 27,653 36,8 457 38,95
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Cizelge C.4 : 5 bar basingta Helyum gazi i¢in yaklagimlarin hata paylari [%].

Sicakltk  Sig Sig Sik Hig Hi.; Hux Cpia Cprys  Cpw

300 0,237 0,237 0,237 1,09 0927 0,928 0,0096 0,0048 0,0099

250 0,234 0,233 0234 1284 1083 1,084 0,0094 0,0023 0,0099

200 0,239 0,239 0239 1658 1411 1,408 0,0088 0,0022 0,0099

150 0,268 027 0268 2,128 1,805 1,796 0,046 0,026 0,048

100 0273 028 0,273 3,129 2664 2634 0119 0,073 0,125

75 0,311 0,326 0,31 4,065 3,47 341 0,266 0,183 0,278

50 0,272 0,315 0,268 5,785 4,969 4,807 0,7 0,509 0,736

25 0,037 0,221 0,065 9,725 8533 7,769 3,07 2,2 3,27

10 4889 1,298 5316 12,407 13,573 6,694 20 11,92 21,74

6 50,89 20,44 54 38,013 9,502 57,73 439 11,67 48,28
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Sekil C.13 : 1 bar basingta N, gazina ait C, - T grafigi.
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Sekil C.17 : 5 bar basingta N, gazina ait h - T grafigi.
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Sekil C.18 : 5 bar basingta N, gazina ait S - T grafigi.

Fix)

Cizelge C.5 : 1 bar basingta N, gaz1 igin yaklagimlarin hata paylari [%].

Sicaklik __ Siq St Skk Hid Hi Hix Cpia  Cpry  Cpw
300 0,0547 0,0581 0,0547 0,0228 0,02834 0,0502 0,219 0,191 0,219
250 0,047 0,052 0,047 0,0027 0,051 0,085 0,219 0,176 0,219
200 0,0298 0,038 0,0298 0,075 0129 0,185 041 0,337 0,41
150 0,012 0,03 0012 0,33 0,37 0483 0,88 0,734 0,88
100 0,1 0,246 0,1 1,25 1,17 148 2558 2,101 2,558
80 0,07 0528 0,07 2,97 2,69 385 12,785 11,969 191

Cizelge C.6 : 5 bar basingta N, gazi igin yaklagimlarin hata paylari [%].

Sicaklik Sid St Skk Hig Hi Hi Cpie Cpy Cpw
300 0,006 0,023 0,006 0,266 0523 0,633 0,791 0,65 0,791
250 0,02 0,007 0,02 0,5 0,774 0,942 1,168 0,955 1,168
200 007 002 007 105 1323 1605 21 1739 21
150 0,26 0,159 0,26 2,515 2,707 3,27 4529 3,802 4,529
100 1,112 0,812 1,112 9,27 8,832 10,468 1859 16,68 18,59
80 0,76 124 0,76 1252 1186 13,84 32,9 31 32,9
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Sekil C.19 : 1 bar basingta O, gazina ait Cp, - T grafigi.
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Sekil C.24 : 5 bar basingta O, gazina ait S - T grafigi.
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Cizelge C.7 : 1 bar basingta O, gaz1 igin yaklagimlarin hata paylari [%] .

Sicaklik  Sig St Sik Hig H.., Ho  Cpia Cpry  Cpu
300 0,065 0,059 0,055 0,146 0,186 0,08 1,15 1,12 1,16
250 0,037 0,043 0,037 0,0157 0,0555 0,095 0,637 0585 0,64
200 0,02 0,03 0,02 0,15 0,182 0,25 0,594 0,503 0,596
150 0,02 10,0006 0,02 0,449 0,447 0582 1.134 0,938 1,136
100 0,15 0,093 0,15 1,68 15 1,89 2,762 2,11 2,765
91 0,22 0,13 0,22 2,244 1957 2,468 5,353 45 5,355
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Cizelge C.8 : 5 bar basingta O, gazi1 igin yaklagimlarin hata paylari [%].

Sicaklik  Sig St Sk Hig H.., Ho Cpia Cpry  Cpu

300 0011 003 0011 022 0421 0552 1817 1651 1,818

250 0,026 0,004 0,026 0591 0,791 0991 169 143 1,69

200 0,118 0,064 0,118 1266 143 1,77 2512 2,064 2,512

150 0,319 0,205 0,319 311 31 3,79 5619 4,684 5,619

110 0914 0646 0,914 8,39 7,76 937 1518 13,1 15,18
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Sekil C.25 : 1 bar basingta para-H gazina ait Cp - T grafigi.
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Sekil C.28 : 5 bar basingta para-H, gazina ait C, - T grafigi.
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Sekil C.30 : 5 bar basingta para-H; gazina ait S - T grafigi.

Cizelge C.9 : 1 bar basingta para-H, gazi i¢in yaklagimlarin hata paylar1 [%].

Sicaklik  Sig St Sk Hig H.., Ho Cpia  Cpry  Cpu
300 0,164 0,165 0,164 0,78 0,74 0,742 0,288 0,284 0,288
250 0,173 0,174 0,173 0,18 022 0853 0,13 0,124 0,131
200 0,168 0,17 0,168 1,15 11 1,09 0,594 0,503 0,0074
150 0,188 0,192 0,188 1,58 151 1495 0,178 0,16 0,179
100 015 0162 0,149 2427 233 228 054 0486 0,543
50 0,044 0,117 0,042 4,3 426 3989 1362 0971 1,382
36 0,14 0035 0,152 572 538 4,684 2776 1774 2,821
21 1,43 0,4 145 458 6,72 3,75 135 7,83 13,66

Cizelge C.10 : 5 bar basingta para-H; gazi i¢in yaklagimlarin hata paylar1 [%].

Sicaklik__ Sig St Sk Hig Hoo  Ha  Cpis Cpy  Cpw
300 0,187 0,191 0,187 0,827 065 0,635 0,354 0,332 0,355
250 0,8 0,18 0,18 0929 0,719 0,694 0,26 0,228 0,261
200 0,175 0,18 0,175 1,15 0,895 0,851 0,191 0,143 0,194
150 0,177 0,201 0,177 1533 1,189 1,096 0482 0,393 0,486
100 006 013 0,058 1681 1204 117 1483 1216 1,497
50 077 033 078 0538 035 109 6,85 5 6,94
36 227 1,12 2,3 3,94 291 6,38 16 11,7 16,23
28 6,1 3,54 6,2 17,2 13 208 395 325 398
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