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BÖLÜM 1 

G İ R İ Ş 

Kuantum Mekaniği, Klasik Fiziğin doğayı tanımlamadaki yeter
sizliği sonucu doğmuş ve beraberinde klasik fizik ile bağlaştı
rılması mümkün olmayan yeni kavramlar getirmiştir. Ortaya çıkan 
bu yeni kavramların klasik bir karşılığı aranmış ancak bir çok 
güçlükle karşılaşılmıştır. Ayrıca klasik mekanikteki hareket denk
leminin, kuantum mekaniksei karşılığı aranmış ve bu ilişkinin bu
lunması araştırmalara neden olmuştur. Bu araştırmalarda çeşitli 

yöntemler kullanılmıştır. Kullanılan bu yöntemlerden biri de yol 
integrali yöntemidir. 

Yüz yılımızın ikinci yarısında geliştirilen yol integrali 
yöntemine Feynman'ın yol integrali yaklaşımı temel olarak düşünül~ 
müştür. 

. 
Feynman' ın yol integral i formülasyonunda dik koordinatlardan 

başlama zorunluluğu vardır ve dik koordinatlarda yol integrali 
klasik hareket denklemlerini veren klasik Lagrangien cinsinden 
formüle edilir. Fakat eğrisel koordinatlar kullanıldığında Lagran
gien yeni kuantum mekaniksel terimiere sahip olmaktadır. Bu ne
denle iyi bir yaklaşım yapmak amacıyla, bu çalışmamızda eğrisel 

koordinatlarda yol integrali formülasyonunu çıkaracağız ve tam 
çözülebilir fiziksel sistemlere uygulayacağı~. 

Herhangi bir anda parçacığın konumunu t zamanının fonksiyonu 
bir x koordinatıyla belirleyebiliriz. 

Eğer parçacık t başlangıç anında x noktasından başlar ve a a 
tb zamanında xb noktasına giderse basitçe şunu söyleyebiliriz. 
Bizim x(t) fonksiyonumuz x(ta) = xa ve x(tb) = xb özelliğine sahip 
olur. Kuantum mekaniğinde ta anında Xa noktasından yola çıkan 
parçacık klasik hareketin izin verdiği nokta dışındaki noktalara 
da gidebilir. Onun için kuantum mekaniğinin cevaplandırması gere-
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ken soru şudur? ta anında xa noktasında bulunan parçacığın tb 
anında xb noktasında bulunma olasılığı nedir? Bu olasılığın gen-

liğine "kernel" denir ve bu K(xb,tb,xa,ta) ile gösterilir. Bütün 
yörüngeler toplam genliğe eşit ağırlıkla fakat farklı fazlarda 
katkıda bulunurlar ve her katkının fazı S klasik eylem olmak üze
re i/~S ile orantılıdır. Bütün eylemler eşit olasılık genliğiyle 
meydana gelir ve bu olasılık genliğini~[x(t)] ile gösteririz. Bu 
durum klasik rnekanikle çelişki oluşturur. Çünkü klasik mekanikte 
a'dan b'ye giden yanlızca bir tane belirli ve özel bir yol vardır. 

Bu yol S eylemini minimum kılan yoldur ve "klasik yol" olarak ad
landırılır. · 

ta anında xa noktasından tb anında x noktasına gidiş olası

lığı K(b,a) genliğinin mutlak karesine eş~ttir. 

P(b,a) = j K(b,a) j 2 (l-l) 

Bu genlik her bir yörüngeden gelen~[x(t)]olasılık genliğinin 
toplamına eşittir. 

(1-2) 

a'dan b'ye giden 
bütün yollar üzerinden 

Ayrıca~ -~(t)]fonksiyonumuz ei/~S fazıyla orantılıdır. Buna göre 

çt>[x(t)] = Sabit ei/~S x(t) ( ı - 3 ) 

olarak yazılır. 

Yollar üzerinden toplamayı tanımlarken zaman aralığını N 
eşit parçaya böleriz ve bu alt aralıkların uzunluğu (tb-ta)/N=c 

olur. Bu bize ta ve tb değerleri arasında aralıklarla yerleşmiş 
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t değerlerinin bir kümesini verir. Her bir t. zamanında özel x . . J J 
n~ktasını seçip bütün noktalarla bağlantılı bir yörünge oluşturu-
ruz. N-1 ve 1 arasında j için x. nin bütün değerleri üzerinden 

J 
bir çarpım integrali alınarak (bağımsız olasılıkların çarpımına 

göre) bütün yollar üzerinden bir toplama tanımlayabiliriz. 

(ı- 4) 

x
0 

ve xN üzerinden integral alamıyoruz. Çünkü: bunlar değeri baş

tan belirlenmiş xa ve xb noktalarıdır. Yolların toplamı bütün 
küçük zaman aralıkiarına ayrılmış xj noktaları üzerinden alınan 
bir integraldir. Buna göre limt:~o giderken alırız. 

Burada A =( 1~~e) l/ 2 normalizasyon çarpanıdır ve sisteme göre 
değişmektedir. 

= ı i m J dx~ 
e-,.o A 
N-+oo 
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Şekil . - ı Yörüngeler üzerinden toplama limit gibi tanımla
nır. Bu toplama çok küçük E zaman aralıkiarına ayrılmış N tane 
x koordinatlarıyla tanımlanan yollar üzerinden alınan bir integ
raldir. Momentumlar ise iki koordinat arasındaki orta noktalarda 
tanımlanır. 
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BöLüM 2 

KüRESEL KOORDİNATLARDA YOL iNTEGRALLERi 

bir sistemin hareketini Lagrangien ve Hamilton~n ile belir
ıeriz. Kernelin bir yol integrali ile tanımlandığı kuantum mekani
ginde elde ettiğimiz (l-7) denklemi sisteminin Lagrangien• i üzeri
ne kuruludur. Geçtiğimiz yıllarda Hamiltonien yol integrali üzerin
de daha fazla ç~ba harcandı ve bunun Lagrangien yol integrali ile 
eşitliği sadece dik koordinatlarda gösterildi. Klasik mekanikte, 
Harnilton hareket denklemleri kanonik dönüşümler altında değişmemek

tedir. Kuantum mekaniğinde ise böyle bir değişmezlik için hiç bir_ 
genel kanıt yoktur. Bu nedenle Harnilton formülasyonunun geçerliliği 

bilinmemektedir. 

çoğu fiziksel sistemler belli dönüşümler altında değişmezler9 
Böyle sistemlerle ilgilenirken genellikle koordinat dönüşümü yapı
lır. örneğin dönmeler altında değişmeyen sistemlerde problemi küre
sel koordinatlarda çözmek dahauygundur. Bu işlemle genel olarak 
sistemin hareketi tek boyutta etkin bir potansiyelde harekete indir
gemebilmektedir. Dik koordinatlardan küresel koordinatlara böyle 
bir dönüşümün yol integralinde de ~ümkün olup olmayacağını sormak 
doğaldır. Bu sorunun cevabı oldukça önemlidir. Çünkü genel olarak 
küresel koordinatlarda yol integralini nasıl yazacağımızın genel 
bir reçetesi yoktur. Açıklığa kavuşturmamız gereken ikinci soru, 
Lagrangien ve Hamiltonien arasındaki eşitliğin kanonik dönüşümler 
altında sürdürülüp sürdürülmeyeceği ve sürdürülürse nasıl sürdürü
leceğidir. 

Bu soruları açıklığa kavuştırmak için, bu bölümde küresel koor
dinatlarda Lagrangien yol integralini çıkaracağız. Bir sonraki bö
lümde ise çıkaracağımız harnilton yol integrali ile lagrangien in
tegrali arasındaki eşitliğin kanonik dönüşümler altında sürdürüldü-
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ğünü göstereceğiz. 

~ 

Küresel simetrik bir V(lxl) potansiyelinde m kütleli tek par-
çacığa karşı gelen eylemin genel biçimi 

t." 

S( ~.t) = r dtltmt\(171)] ( 2- ı) 

t' 
yi inceliyerek başlayalım. Bu eylemin parçalı biçimini, 

N ..., x- ı. 
S = .. c [m (Xj~tJ-t) - EV(I~I)] 

J:: ı 

(2-2) 

olarak yazabiliriz. Genel küresel koordinatları (r,8,~) yi kulla
narak (x. x. 

1
) 21 i hesaplayalım. Bunu 

J J-

(x2 + _y2 + 2:2) = (r2 + r2 a2 + r2 sin2acq2) 

( x:ı- ><j .. 1 )
2 

= [( ~-~-1 ,ı.+~~-• t &j- ej_,)
2+ fj ~_,s;rıe; s in~-ı {~;-<f>j-/] 

( 
ı ı. [ <&j-ej-i)ı] z s· ~ 

~ +~ . .-1-2.S~-1 1- .t . - · fj~;ı lncrj 

Sf n Sj_
1 
(i- ( C.f'i-

2
((Jj-f1 - 1] 

, e e ) -= 1 - c &i-&i-' rı+ .. co s~ j- ;-ı 2 

::. [ ~1+ ~~,- z~~-~ [ cos&jcosei-ı +si rı 9j.lit1&j_,cos C ~--Cij-_,~-
1 

o 1 ara k yazar ı z . B urada @ı j X- ve x . ,ara s ı n da k i aç ı d ı r. ( Q . , (Q. ) ve 
J J- J J 

(9j-l~j-l) açıları aracılığıyla 

(2-4) 

temsil edilir. Bunun sonucunu kullanarak eylemin küresel koordi-
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.... 

nattaki ifadesini yazabiliriz. 

N 

S = { '. ..!!l. tr:-;. 
2 
+ ~ \ l - Ev ( r) - r J!l ~ r r: c o s~ 5-1 ] ( 2- s ) L ı E - J t.: E 4- J J-1 

J=1 J=1 

Daha sonra bunu Denk (1-7) 'de yerine yazarak kernel'i yeniden ya
zalım. 

N-1 
- ~ ~ r:,_1x COS@ .. _,- cV U:,)~ n (C~ine .ckole.d~)( 2-6) 

c. ) )J ) j: 1 .ı J } J J 

Buradaki ikinci üstel terimi küresel harmonikler içeren bir seri
ye açabiliri2. Bunun için 

ov{ 

exp( ucos@j,i-d=Lfrı-JE 'I 2: I (uly:te.cp.)'/(n(&._,~·-ı) 
f=o rı=·( tt 112. ın 1 1 ' 1 ( 2-7) 

açılım bağıntısını kullanacağız. Burada Il+l/ 2(U) sanal değişken

li Bessel fonksiyonudur. 

~1 ınr·l';.r) c 5 J .. ) ( iniıE. )1/21 (mr; ro) \1 (" ;111 ) v (rı tn) 
exp \ ~ o @j,i-t = l4 n ımr.r. i~E 1(flf crf,'t't t;nf CTo,'f'o . 

to (ıtfJı. r· 

infı't-)11 2 trnr .. rr)" (ettı)V ( ttJ) 
l ~li) l 2 mr 1 I, i ~t. '<ını. ı.wı. '< n (k'f't 

. ı. t •z.tt{ı. ı l 

N-f 

nsin8i de, d<e;:. Sin9,d&,dCfı5it1&zd&l.d~ı.· · · .5i_f18...ı-ıd9N-1dcpN·I 
J=1 
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"' 
'YtNnNteN. CIN) YrN~>"'{GN-ttpr-ı-ı) :)ir18

1
clti,dcp, s;,..,r;ı.. 

de, d<l'ı.. · • · • · .5iflı9"H d&N-1 dcpr,H 
Ayrıca küresel harmonikler arasındaki şu diklik bağıntısını göz 
önü n e a 1 ara k 9; ve CR i 1 er üz er i n d e n i nt egra 1 a 1 ab i 1 ir iz. 

n ın 

[do J dep v,; (e, (f)) '-~t'rı' t &. <p J s itHi =- &w 6nd ( 2- a) 
o o 

Bu integralden N-1 tane S fonksiyonu elde ederiz. 
n . .ın 

fd&1 [ dcp1 'l~f1 1 ( 9ı 1 ~') 'ltı..nı fe,l (f,)5if181= .Sf,(,_ 6n1 rıı. D O 

n ın 

f d el f ol~' 'le: nı.. (&ı. 1 Cpı) yf3n3 ( e ı 1 ClJıJ s i (l Bı.= a (, (z. ~()Ln3 
o o 

'n ın 

r deN-1 r d(f'N-1 y(N-rfl~-/ f)N-1' i.f)N-t) 'I(N,flN ($N-I'(pN·I) = S(N-f ~(JJ ~n () 
O O N-1 N 

Sonuçta küresel koordinattaki kerneli 

KN(x",t",x',t') = KN (r",9 11 ,f.q 11 ,t"l r',9',(Q',t') 

1 



biçiminde yazarız. r•ye bağlı kısımları ayırarak radyal kerneli 
yazmamız mümkündür. Buna göre 

1/Z • N 2 2 rrıR0.-
Rl =[~~;.~ 1 e~p[ t[ I>rr (0 +G.ı}-cV(~)31 1{tf/ı( j~r 1 ) ( 2 - 9 ) 

1 J-1 j:1 

olmak üzere 

N f N 1\1-t 
Kı(r",t",r',t') = lim(4n) AN nRIG0-ı)ll~l.drı 

N -+.Q • - 1 ( · · 4 ) - ~=' 

(2-10) 

radyar kernel~ir. AN sabiti genel olarak 

IYI 
= ( ı.n;c:.~ (2-11) 

ile verilir. Bu işlemle simetrik potansiyeller için küresel koor
dinatlarda kerneli tek boyutta harekete indirgedik. Açıkça görül
düğü gibi radyal kernel potansiyellerin yapısına bağlıdır. 

iki boyuttaki yol integralini, üç boyutta küresel koordinat
lardaki yol integrali genel ifadesinde oj = n/2 koyarak kestire
b i ı i r i z . 

cos®j,;-ı= coseicosej.1+ sirı9j.Sirı&i-ı co~(CQj-Ci'i-•' 

co~®;, 1 • 1 ::co.s ('fi-(fi-ıl 

Buna göre eylemi 

N ı N 
s =tL.ı~ Ui+tı~,)-EVi.~)-[ ~ L_t)lj_,cos(cpi-4?i-t)]J 

j: 1 .i.=' 
yazabiliriz. 

De;> 

exp(zcoscp) = L <-flk 1t(-l)e1-p ( ikcp) 
k.=- eO 

açılımını ve 

-9-
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ın 

~n f et-p [ i ll ( k-m) J d ep = ~ ktl1 
o (2-14) 

diklik bağıntısını kullanarak ~i üzerinden integralleri kolayca 
alabiliriz. iki boyutta hacim elemanı r.dr. d~ J. dir. 

J J 

K ( x 
11 

, t 
11 

1 x ı , t ı ) = B N f. · · fe X p f ~ t rr { ~t + ~~~) - tV ( ~) j 
J:1 

N oo.:ı N·l oL ( - ıJ'<'II<·( n:ıt ') et-p[ iki (Cfj - 4'; .• )1 n rJJ~d<#j 
J - \ 1<.: -oO J ı J=l 

A . N 
=B Nıj= ~ )· . · f ex.p t ~ t::, ff<~t.+G~ı) - t\/(f;\3 

oo.> N-1 N-ı 

L (-IlK rk.l fl1iıJ_-ı ) o Gdrj eı<.p [ik(ct'j -((ı{_,\] n dcpı' 
1<;:-cıO ı J-1 ı=i 

Açısal kısmın integralini alalım. 

N t•H ) n)\·. ·f eikJ·(Cfj-{QJ·-ı) ndtPı·=ff- - . · feikt(~t-Cfo) e.ikı.(Cfz.-Cf'ı •e • 

j:: ı .r=·t 

'i~~(Qı..ı d d d e. Cfr Cf'z. • · · · · 'f'N- t 

ın 

re.;~.. pt i (k,- kı )q, dep, ::.ın ~kı kı 
o 

ın 

fe 'Ap li ( k~.-k~)<Pz. d Cfı.= ın ~kı.k 1 
o 

2n 

J exp Li (k,.._,- kN) cpN-f depN·ı= .zn S kN KN-1 
o 
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K(x 11 ,t 11 ) x' ,l') = K(r 11 ,l_f 11 1 r', ep') 

Sonuçta kernel ifadesini 

K ( rll •4' 11 ı rı ,ep ı) = f (-1)/<. K< U': r', r) eik(cp''- (p') (2-16) 
(:-oO 

yazarız. Her zaman olduğu gibi K1 radyal kerneldir. Açık ifadesi 

. N·l N N-1 d 
K ı = lı m {ın) BN s n R{ t rj 1 G-1) Cl~ G 

N-;~ J·=1 J:1 
( 2-17) 

ve R1 ise; 

(2-18) 

dir. Problemin boyutu değiştiğinden normalizasyon çarpanı 

B = ( m )N 
N H1i-hf. (2-19) 

olarak değişir. Denk (2-16) yanlızca koordinat ·a. bağlı bir potan-
siyel için küresel koordinatta kerneli temsil eder. 2 ve 3 boyut- 1 
t ~ bulduğumuz (2-10) ve (2-17) denklemlerindeki radyal kernel 
iLidelerini 

Kl(rıı,r',T) = (r'rıı)l-d/2 

·nN e)t..p [i!!l tr.-ı.+-nı )-~]I ((J [ rrıriri·1] 
hı l"hE_ i J-1 -fı V j~ E 

(2-20) 

genel biçimde yazabiliriz. 
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( +.! 
ı. 

( (2-21) 

değerlerini alır. Bu kernel modife edilmiş eylem tarafından ka
rekterize edilebilir. Bunu görebilmek için ly(l)'in asimtotik ifa
desini kullanabiliriz. 

( u ) ( E. ) 1/ı. ( u i { 2 i 2 t ı ) ry = ı.nu exp y-ı. V-ı:ıJu+O(E) (2-22) 

Bu asimtoti~ ifadeyi Denk (2-20) de yerine yazalım. 

N N-t 

K1(r .. ,r',T) = (r•rıı)l-d/ 2 (.1 ~ı:.) ff[frjd~ 
N • • (Iz. 

(11 e:c.p[~r:t ~1.+ ~=ı\- i;_v] t .z~~~-~ ) 
J- ·rı J ı-ı 

exp 1 ml; r;.1 ~.i { vl- i.2 ifıe ) 
\ \ ~ t ı 4 5 0'\ ~ ~ -1 

1 d/ 2 N N-i N . ı. 
K1(r 11 ,r' ,T) = (r'r 11

) - (~) jf n~dr. ne~p[2.!!!.{r:\r: 
11\C. • J ı . 2-\:ı~ J ı-ı 

J=l J=1 

: [ i m ı 2 i E ) ~ l 1 
l ) ( i -11 € )o ( i ~ E )l Iz e')(p ınc\rN-rN_,)-:rvU;. -ı: v--;; mr.~ ınmr.:ır 

M N-1 N H·l 
r

0 
= r' rNr 11 
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1-d/2 ( nı )N ( ifıE )N/.2( 1 )~f r d d =(r•rıı) i~t .Gnı1'1 rır"" .. . r, f1·· -rN·I ~-1 

[ 
i rrı ( ,ı. i E. . ) ~ { ,_ i ) 1 i ~ ~ )] e X p LK r. ~-~-·ı- T V ( rN - T 'IJ - Lf ' m~ ~-1 

·(ı_) IIJ. (-1-)//z (-i-)1/~ . . . . . . (-!-)'Iz. 
rı r" r. 13 rı. rN-' 

= (r•rıı)l/2-d/2( nı )N/2{. ·[ r.drırıdn, ... rr-ı-ıdrN-1 
ın:E.~ • · • . q F',_ •• • ••• (',.,ı -1 

o [ i rrı ( "')2. i E ( i ( ı i ) { i~ E. )] ç_)(.p zfıt. ~-'o -~V r,)-T '1- Lf' mrıro 

[ i m ( , )ı. i E ( "' 1 ( z. ~ ) ( i 1; E. )] €1-p ı~ c: Yl -ıl - -::r; V ra)- T '1 - ~ m rı,r, 

Bu işlemle radyal kerneli yeniden ifade ederiz. 

Kı(rıı,r•,T) = (r•rıı)l/2-d/2 ' 

N 

limE~o da 
n op[irntıf\ ~~")l if..V i~E. lı~)] .... x 2.11E •j- •j-1 - j.'_ - ')rnr.r' V- T. 
J=l ·n ~ :J J-1 -ı 

rH 
Kl(rıı,rı ,T) = lim (r•rıı)l/2-d/2 [_!p._]Niıf .. ·f ndr; 

c-;o ını \\E. .· .> 
c;. J=l 
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e X p j_ ( dt [ ..!!l r2 - V ('f) - _!_ ( V -ı._ _i_ ) di E. ] 
-\\ J ı. ı 4 m~ ~-ı 

K
1
(r 11 ,r',T) = (r•rıı) 112 -d 12 fDCrlt)}eı<p[(i/-h)[L(r,r,1)dt] (2-24) 

elde ederiz. Burada L(r,r,t) 

( • m·:z. ~l(\lı._!) 
L r, r, t) = 2 r - .ı mr 2. -V (tl (2-25) 

ile verilen etkin radyal Lagrangiendir. d Boyutta yazdığımız ker

neli (2-ll)' i göz önünde bulundurarak d = 3 ve d = 2 için daha ön

ce yazdığımız radyal kernelinin ifadeler-ini sağladığını görmek 

mümkündür. Bunun için d = 3 için Denk (2-10) •u kullanırız. 

Kı(rıı,tıı,r• ,t•) = lim (4nJN (-l!!-)3~ l inEh·)N/ıfnN (-1-)'/ı. 
N-:ıoO 'l.l1iE~ 2rn j:1 ~l'j~1. 

K
1
(r 11 ,t 11 ,r',t') 

· N·l 

exp ~{ı.~ (~~l'}.,'\- cV(f;)j] l(itlı(~~~-') Qr;\dB 
= 1 im (yn)N(ıı;f~N/2 (n )N/2. (~)r-ı ( ~ )ffı( i )1/z 

N-:ıoıo 2. c t'fl ror;!;' v;ır;_l .. -r,rl; 

exp [~ ( ~ (~~+r;,-ı) -C:Vlr,ı)j ltHJı{ ~~~~ ) 

e x p [ ~ l ~E ( r,ı t rı ı) - E V ( fı) U 1 it 1 12 t ~;{ı ) 1 



Bu da Denk (2-20) de d = 3 alındığında elde edilen ifadenin aynı

sıdır. 

Aynı işlemi d = 2 için yapalım. Bunun için Denk (2-l7)•yi 

kullanırız. 

(2-27) 

Denk (2-20) de d = 2 koyduğumuzda (2n)-l dışında aynı ifadeyi 

bulmuş oluruz. 

-15-
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BÖLÜM : 3 

KÜRESEL KOORDiNATLARDA YOL İNTEGRALİ HAMiLTONİEN BiÇiMi 

Küresel koordinatlarda yol integralini çıkarırken sistemin 
Lagrangien ile çalıştık. Daha önce de işaret edildiği gibi Klasik 
Mekanikte Poisson parantezleri ile tanımlanan Harnilton hareket 
denklemleri Kanonik dönüşümler altında değişmemektedir. Ayrıca 

Pöisson parantezleri ile kuantum Heisenberg denklemleri arasında 

kuvvetli bir .ilişki vardır.O nedenle yol integrallerinin kanonik 
dönüşümler altında nasıl değiştiğin~ araştırılması önemli bir 
problemdir. Bunu anlamak için en iyi başlanılacak yer Harniltani
yen yol integralidir. Daha önce de söylediğimiz gibi Harniltani
yen integralinin kanonik dönüşümler altında aynı kaldığının genel 
bir kanıtı yoktur. Bu nedenle Hamiltonien integralinin çıkarılma
sı dikkate değer bir durumdur. Genel olarak beklenen şudur. Kla
sikden farklı olarak uygun bir etkinHamiltonien seçilirse, küre
sel koordinatlarda Hamiltonien yol integrali istenen bir kerneli 
verebilir. Burada açıklığa kavuşturmak istediğimiz durum Lagran
gien ve Hamiltonien intagralleri arasındaki eşitliğin kanonik 
nokta dönüşümleri altında sürdürülüp sürdürülmiyeceğidir. 

Merkezi V(r) potansiyeli etkisinde hareket eden m kütleli bir 

parçacığın dik koordinattaki yol integraliyle başlıyalım. 

f 
N . i 

K(r;,.-ra.z) = nd~expCt[L<r,i')dt] 
J=f o 

( 3- ı) 

Buradaki Lagrangien ile sistemin Hamiltoniyeni arası ilgi şöyle-

dir. 

3 
L= I= P q. 

• 4 J J 
J=ı. 

~ı 1. Rı. :ı 

f~ -V ( f): Pl( 'i. -tP~ y tP~~- ( ~~ t ı~ t ~)-V ( 3-2) 

-16-
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Küresel koordinatlara iki adımda geçecegız. ilk olarak x-y düzle
mindeP~(oo(J) ve<:pE(oi'Zn) kutupsal koordinatları aşağıdaki gibi tanım

layabiliriz. 

x = Pcoscp 
y = ps;nrp 

x = pcoscp- pci;sincp 

y = PSinep+PrPcos-q; 

x 2 = P~coS2(}- 2PPcP cos(/Jsin ep -t- ~2.q,2. .sin2 cp 

.Y 2 = 9'1.sinı.$-t-2PfcPCo5<PSin((J +f-ı.ci 2coS 2C(J 

p = ~=mX ~ x = 'Px = fCOSt.p- f'41sincp 
x 9X m 

PY = ~~=mB-')~= P,; =i'sincp-rfcpco.scp 

Pp = ~~ = mf>~ f = 1JJ 
'd L -ı · . . 'Pcp 

Prn = -.-=m~ ep~ Ci'=-
T d(/ . tnfl 

pX = pf C. O.$ <p- ~i~ ep P<p 

P y = Py Sirıcp- co; r.f PC? 

Pz =Pz 

(3-3) 

Bu tip dönüşümlere kanonik dönüşümler denir. Eğer Jacobien 
l ise klasik hareket denklemleri bu dönüşümler altında aynı kalır. 

-17-
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ax .1ı 'C p)( aPLj 
'aP aP ôP aP 

d'>< ~'j ~ aP~ -acp ô(Ç acp Ô(/) A B 
J= =1 

'dx ôY ~PK 'dP~ c o 
'd Pr oPf ()Pp -oq, 

~ 'dY 'd Px d p~ 
'OPıp ôP'f 'OPrp 9P"' 

~X ~ 1 cosqı Sin(p af ôP 
A= =f ax · ~ - Psince fCo.S<p ~ ôcp 

~~X 'aP~ 
-mcPsitJcp aP -w rn~co~cp 

-s~ 
=m'"fıq/ 

~p ap!;i _ ___ /i 

'd<p d((J -·-m. (fSinqı +·ftPCOSCf) m( ~ço~cp- f'<P.sirı<p) . 

~)(. ;jy aPx aP~ sin ep ~H} o Pp 3Pp di} 
co s~ 

C= f =O D:= - -
()X a~ 'O Px 'dP~ Sin ep co s ep f' 
'd~ ôPtf! aP4' dPıp -p- -f-

Jacobiyeni 1 buluruz. Buna göre birlikte dönüşen tüm koordi
nat ve momentumların hacim elemanı hiç değişmiyecektir. Yukarı

daki kernel 'de ise N tane koordinat ve N + 1 tane momentum vardır. 

Onun için ilr N koordinat ve N momentumun Jacobiyeni l'dir, dota
yısıyle hacim elemanları değişmez. Fazlalık N+l momentum integral
leri ise kendi Jacobiyenleri olan yukarıdaki ifadedeki D Jaco-

-18-
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biyenin N+l noktadaki değeri olan DN+l = Db kadar değişirler. 
Db = I/pb olduğundan yeni koordinatlarda bunların hacim elemanın
da f~f vardır. Böylece tüm kernel 

f' N IH1 

K(ra,rb; r) =tın~3fiJ dfdCfdi! fJ d~dPepdPı 
t l . ' 1 l p .ı) ]"2 

exp{~ (di[Po?+PticP+Pzi-ım(Pp+ pi+P-t. -V(rı r d J (3-5) 

haline gelir. Kernel için ~a ve ~b noktalarına göre simetrik bir 
ifade elde etmek için P faktörünü 

= ( ~o f'b ) -ı 12 e~p Pn (~b !Pa) -ı 12 
't. 

= ( fa Pb ) -ı 12 e xp [i f dt. ( if 1 .ı f) 
o 

olarak yeniden yazarız. Bunu denk. (3-5) yerine yazalım. 

-tfı N Nt1 'ı 'f 
K(r ,rb,z) = (t~çbJ fO dpd~dı (l dPpdP41 dPt expti)dt lo~ 

a · n) J-1 . J=1 fı o ı 
z 

[ PF ~ + PClJ fP + fi i -ı4m ( Py 
2 + Pf~ t Pı2 )- \1 (rı]? 

(3-6) 

d a h a s o n r a P f • y ı Pr ~ P r - i 11 / ı f i ı e ~ ö n ü ş t ü r ü r s e k d e n k ı e m 
aşağıdaki şekli alır. 

(fa Pb )-1/2[ N Ni1 

= - ( 2 n ) 3 (1 d p d ep d ı. n~ d Pp d P~ d Pt 
J-1 J=1 

{ i (Ld t [ . . . ~ 2 p:-Y4 N) 
{'Xf ::(; F}ft~<pt?zZ-ı:(Pr-t fı +~:i 

o (3-7) 

t i~ PP_ V (rJ] 2 
ımp ) 

-19 -
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-ı 
B u k a t k~ r a v e r b n o k t a 1 a r ı. n ~l a _Y ~ ı a n d a e t k i 1 e m e z r a ı ç ı n f Q 

katkısını flo-1 = (Po. Pb )-
112 e:<p(~\dt ~~~) simetrikleşti rmesiyle 

o 
elde ederiz. Bu bize aşağıdaki bağıntıyı verir: 

-l/2.. N Nt1 

(- - .., ) = (Fa fb) r n dpd.cpd2. n dPrdP~.~dP-L K ra,rb;L , 1 t.ını~ j=l J-=-

2. {; 

exp [~ f dt. [Pp f -t Pcp eP+ Plz-1m ( Pr'+ Pcp~: + ıi") 
_ if, P~ J _ \l ( r) 1 ( 3- 8) 

ı.mf' ) 
. 

Fakat böyle bir terimin varlığı f hızındaki bir kayma anla-
mına gelir. 

Bu durum c~O limitinde ortadan kalkar. Bu denklemin Green fonksi
yonu 

olarak yazılabilir. Denk (3-l) 1 de Wick dönmesi olarak bilinen 
t ~it ve 7_.,·,1 analitik uzatması ile istersek (3-7) ve (3-8) 
ifadelerindeki sanal terimlerden kurtulabiliriz. 

Küresel koordinatlara dönüşümü tamamlamak için; 

p = rsin 9 

2 = rcos& 

-20-
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ile tanımlanan S',r. den r€ (o,o0) ve&-ı:(o,n)'ye geçeceğiz. önce
ki gibi aynı şekilde sonuçlanan Jacobien rb 1 veya r~ 1 ·i simetrik
leştirerek Harnilton yol integralinin küresel koordinatlardaki şek

lini elde ederiz. 

- --fj:;_ ~ N 
K(~ -po·,() ~ _-1_ ( r; r: Sin&<.:\ Sit1G6) / n dr de dq; 

a , b c ı. n) 3 .ı=t 

~ 'C 
.li=ıl dPr dPf7 dP<41 e~p f ~ ) dt [ P,. r + P8 e+ Pc,cjl] 

ı 2 l.o 2 (3-10) 
_ :_ ( f?2. Po-1114 ?~-11 '/4.) _ V(r)]1 
.ım ~ + r· .ı. -+ rı Sin 2 8 ) 

Denk (3-10) 'u kullanarak iki boyutlu kernel ifadesini aşağı

daki gibi yazarız. Basitlik olsun diye m = ı ve ~ = ı olarak ala
biliriz. 

K ( r b 8 b ' r '9 ~ T) = (ra rb r f/l J D Pr D f D Po D c ( 3- ll ) 
a a (2n) r ı.ln) l;1 

t ' ;. 
. e x p { i J dt [ Pr r + Pe e - ~ ( P: + Pe ~ ~ ~)- 'J ( r) J l 

P8 ,e ve Pr'ler üzerinden integral alarak sadece r'ye bağlı olan 
radyal kerneli elde edebiliriz. Bu durumda toplam kerneli şu bi
çimde ayırqrak 

(3-12) 

(3-13) 

-21-



Bütün 9 1 ar [ o ,2 n] ara s ı n d a i nt e gr e e d i ı i r . E k 1 te ta r t ı ş t ı ğ ı m ı z 

9b = 2n den yansımış yolların analitiksel uzanımını düşünerek 
Denk (3-13) 1 u 

) . [ tH1 ( ) ( Ntt N N ex p l' Pe eb+ ın m - Pe - Pe )e .. · 

(3-14) 

şeklinde yazarız.Daha sonra d9j integralinden N tane ~ fonksiyonu 

elde ederiz. 

(3-15) 

Bu N tane o fonksiyonu hep aynı P 9
1 yı verir. 

1 

= _4_ i: ( dP. exp [--; ( L ~)[Rı- ıP8(6lbt2nm-Sa)_!J? 
.ın (1\~-..o) e ı. ~fj-ı e ' ..§___ ı. ) 

L f·r: 1 
-22-
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Şimdi P 8 •ıarın integralini alabiliriz. 

( dP. exp {-i. (~-E \ [ p1 
_ ..ıPB-{8b+ ınm-Gu' ] } 

J e ı L tr-_1 ı e ' __§___ 
~J , L r.ç 

1 ı-i 

(3-16) 

son yazdığımız integral Gaussiyen integral i biçimindedir. Gausiyen 
integraller için 

(3-17) 

eşitliği vardır. Buradao<:-~ ~~ ~f: )ve:~=i(9bıt.ınmtea\alırız.Buna gö-
J J-1 

re integralin sonucu 

~ 1 · flı oe . ( fhditJ+m\
2 

K2 (r,9b,9a;T_) =li [-.'L-l J Ç. exp[~o_!_ln e'l} (3-18) 
2. ~~-t m--oa .ın L <1~-ı 

olur. Ayrıca i c. • -
L::- i_ ( L _L) ı l = (8ıo-~o) e~p [ T( L r;~-ıl"Lt] 

ın . Y)~-ı 2n 
J 

değişken değiştirmesiyle e3 (l/l) fonksiyonu biçiminde yazarız. 

_1 {). (l !)=-~ (-.1-)lfı E_ expf-\n ((YitZ.)lJ 
ın 3 ' ın -ı't m:-oa · 'l: 

'2 ·:f. e
3

(Z,'l) fon~siyont.i aşağıdaki gib i bir başka e
3

( "'f ı -y ) fonksi-

yonuyla tanımlıdır. 

e 3 l ~ , z ) : e3 ( f , ~ ) e x p [- i rı f- z.J ( i ) 1 lı (3-19) 
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Son olarak bulduğumuz ifadeyi toplam kernelde yerine yazalım ve 
Pr leri integre . edelim. 

~ ( )-~/2.(D (ÜPr ['Jdt[ · Pr'l.. J K(b,a;T) =ın rbr() rJ (lll) exp ı l Prr- 2 -v(rJ 
oo . T 1.-#A I: e x P c i rn (&k 8a) - l f dt ( m - 4 ) rı J ( 3 - 2 ı ) 

m::-oO · o 

Pj leri integre etmeden önce seriye açalım. 
r 

Görüldüğü gibi her bir integral bir Gaussyen integraldir. Gaussi- J 
yen integralinin sonucunu kullanarak 

(3-23) 

yazarız. Burada radyal kernel 

-24-



( m 1._ i 1 ~ ' 11 ~~--=---- ·"cr ı ~ 
.ı r ~ (3- 24 ) 

dir ve Denk (2-24) ile uyum içindedir. 

Şimdi Bessel fonksiyonunun asimtotik ifadesini kullanarak 
modife edilmiş eylem tarafından kerneli karekterize edebiliriz. 
Bunun için Bessel fonksiyonunun asi~totik ifadesinin 

(3-25) 

olduğunu hatırlayarak, toplam kerneli 

i oO . , fN d 
K ( r b ' 9 b ; ra , 8 a ; T) = .2.11 L e X p [ 1 rrı t eb- &a \] n G ~ 

m-=-oO J,., 

1 t rj.(i-1)exp[i L:(-1 (r:ı.-tfj:,)-cVUjl] (3-16) 
m\ tt j .2€. J 

son şekliyle yazarız. Bunun radyal kısmı daha önce Lagrangien 
yol integralinden elde ettiğimiz Denk (2-27) deki radyal kerne
lin aynısıdır. Böylece küresel koordinatlarda Harnilton yol integ
raliyle Lagrangien yol integrali arasındaki eşitliği göstermiş 

oluruz. 

Böylece yol integrali ister Harnilton biçiminde isterse Lag- J 
rangien biçimde olsun; radyal kerneli yazarak sistemin hareketini 
etkin bir potansiyelde harekete indirgeyebileceğimizi gösterdik. 
Bu sonuçların yardımıyla Denk (2-25) te elde ettiğimiz etkin rad-
yal Lagrangien'de ~'yü uygun bir şekilde tanımiayarak ters kare 
potansiyel tarafından tedirgenmiş bir salıngan için radyal ker-
neli düzenleyebiliriz. 

-25-



BöLOM 4 

l/X 2 POTANSİYELİ TARAFINDAN TEDiRGENMİŞ HARMONİK 
SALINGANIN ÇÖZÜMÜ 

g şiddetinin ters kare potansiyeli tarafından tedirgenmiş 
w2(t) frekanslı izotropik salıngan için, potansiyel 

( 4- ı) 

olarak verilir. Daha önce de söylediğimiz gibi, Bessel fonksiyo
nunun V mertebesi için uygun değerler vererek etkin radyal Lag
rangienin ters kare teriminde g/r 2 terimi soğrulanabilir. Etkin 
radyal Lagrangien 

t( t ! ) 
L( ) =...m_r 4 - ~ '.J--ır -~cr) r,r,t 2. lt"fftl. 

olduğunu hatırıayarak Harmonik salıngan için Lagrangieni aşağıda

ki şekilde yazabiliriz. 

L(r,r,t) = ~ rl.- 2~~z.(l\z-2r119/11z.-~ }-(~rrıwı.rı+9/rt} 
= .1!!_ rı._ ..ı; 1. ( A ı_ f /ı.;) - i m w,_ r 1. 

ı. 2mrı :ı 

Eylem ise; 

5 = t_ [ ırdr;-r;·-t\ _ E-h" (tıl.-1/t.ı)- -~ mw.'lr.l.J 
J=i ıc. 2rrı11lJ-ı .ı j J 

olur. Bunu Denk (2-24) te yerine yazarak 

K
1
(r",r',T) = (r'r") 112-d 12 ( ) t-l lt ff n~-1 d rJ. ıı~~t -

j:l 

-26-
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-rl e)(p [ ~~r_ (S-~-ı)ı.- ~~-r:_,(r?-114)- ~~ mu~/"fJı.] 
~_, J J 
.l- ... ı 

_ ( r, rı ı ) 1/z. - d /ı ( M ) N h. r n· d r 
- 2.flit:ı~ - J 

J=1 

~~ 1 exp [ ~~~(~~Q~)- ~E G~-ı-1!~~~~"1._f/4)-1!mwJ5~(4-4) 
,l:\ 

radyal kernelin basit formunu elde ederiz. Daha sonra rj leri aça
rak kerneli daha açık bir şekilde yazarız. 

K
1
(r 11 ,r',T) 

K
1
(r",r',T) 

N-1 

= ( r ı r ll ) ı 1 2- d 1 2 ( ": )~lı. f n d~ 
ı.nıfıt. · J 

J-:1 

exp [ ~~'C.(r~tr:)- ~t.r,ı;,- 1~~r0 (t\,_-~/Li)- ~~ /Y\W?f1
1

] 

exp [if"Yl {r.ı.tr.ı.)- im r.r.- iE-11 (~"t-1/~-~rY1W\·~ı] 
ıf..~ 1. ı ~'C. ı. ı ımr2 r1 2~ z. ~ 

exp [im ( f-z. tfı) - f mr. r. - ~~~ (~t-11~)- \~ fY1Wıf. 'L ] 
2~'t. ! ı. i;~ 3 ı. lmf'_lı. 2~ .fı 3 

.[im ı ı irn ic~ ( -ı i' ) i<c. -ı r.-ı. J exp 7..:Jn't{ rNtrN_,)- .... _ ~ rNtti·t- 2flır. r. A- ILI - 21=. m~-1 N-1 
,.. N N-t 

. '")Uz.-d/z( IV\ )N/ı.fnN-ldr':· = lım (r t · 2.1"\i~t. • J 
N_, «..l J :.ı 

[ 
im t.l"ı.. ı. ı ı. "'') ırn r. exp l.{:..'t· •o + 2.~ + 2.('-ı. • ' • '2('1'1-1 +'N - ~t_ ("1 o 

ı~e (~ı._q4 )- im fı.~"'ı- if..E. (,1-ı.-1/Li)- ... 
2. m r1 r., .f:ı €. 2. rrı ~"ı r-ı J 

'- ~<:. f'N('N-1- i~E. ~ n"l-1 {y) - i't- mw;r.\ 
-rı~ 2.1"1"\ r.N "·•-1 Z.-h t 

,. lE. 1 ı 
- - ~ • • - 2.i--mw,..._,rr4- ı 

r (u/E) = ( ı~u Ylıey.p(ufE.- ~ {Aı..-v'i 1 ~ to(e) (4 -s ) 

her zaman olduğu gibi Bessel fonksiyonunun asimtotik ifadesini 
kullanabiliriz. 
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u ----
~ 

1 1 Nit ( r-H 
Kı(r 11 ,r 1 ,T) = ıim (r 1 r 11 )ı 2-d 2 ( ": ) n dfj 

1'\-)oO lll ı f.ı ~ j:ı 

[ 
irn l t ı.l] ( lm ı 1 '\ ) e x p z:h 't. ro + r N ~ ~ p -\\ ~ ( r, + fı. f - - - f"H 

. 

Kı(r 11 ,r 1 ,T) 

( ınm~f\1-ır.~ )ff1( i~~ \
1
he'l..o[- imfr4·tfN_...:!_(/\:_4/L4) lfl'lr, r.J 

\ . IZ.~ 21lM('N('r1.1J l C.f.ı 2.. r-hl"4-ll't i 

= ıim (rlrıı)ı/2-d/2 l :rı \Nh( ~Ilm )N/z(r.r. )fh j! 
N~..o 2nı..ın E. ) 1 't. ~ o "l 

r ftdf1 rıdrl.. " "rN-1 dr,.H €Xfl [;~<c_ ( r0

1 + f,_}} J 
€'1-. p [ ~c U; tt fıl.- .. r~:,)- ~~m ( {'1ı.w~ + ri-wi+- - . ('N:, w~-ı] 

l ~ \- ,t .. _r.r. ) I,(- ~"'<. r, r,) - - - - 1 ~ (- J.a r..,r" ) 1 
r

0 
= r 1 rN = r 11 

I'J-1 

K ı ( r ıı ' r 1 ' T) = ı i m ( r 1 r ır ) ı - d 1 2 l 1: 't. y-ı J Q/i d rj e 'f- p [ l~ 'C { r; t- r,!) ] 

L- i m l 1. ı. r. ı.. ) i~ (l1 ( r. ı \ ı.. ı. r, ı.. ı. J € 11. f 1; ~ fl +("ı+ ... N-1 - ~ 1 'UI.ı t fl Wt-. • N·t WN-1) 

1. l-~ f'1 r. ) 1. 1- im r. r) . . . . I l-i~'<" r. r. ) ( 4-6) 
~ "fft. o )\ \ ~t. t t (1 ~'t N·t N 
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niceliklerini tanımlayarak, radyal kerneli; 

{ d/Z N [ N·l d i~ '2 
K ı ( r ll 'r 1 'T) = ı i m ( f 1 r ll ı - (-i~ ı n ~ G e X p T ( r + r"ı.) 

N-ıa0 J= t 

olarak yazarız. Bu integrali 
Qo!) ~ 

} exp (i ol x.Z) Iv(- ibx) lv(- icx) X dx = 
o 

.ı~ e~p[-tı~ ( bı.+C 2 })1~(-ibc/.ıCı() 

Re(o<)>o Re(V)>-1 
eşitliğini kullanarak alabiliriz. 

,_d /2 ~ "' r d d ·' K1(r",r',T) = lim (r'r"J (-1f3) ~ f1f;_ fı.·· · · r,.Hof'N·f 
N~ao 

(4-8) 

r i/3 ( ıı ıııı] [· ( ı.. ,...ı. "' }] exp LT r + r ex.p ' o<1r, +o<,,, ... o<N-r 'N·ı 

1~.,(- if3ro~) 11\(-ı'fS~ft)· · · I~(-i~rN-1rN) 

K1(r",t" r'.t') = ~~~(r•rıı)H:J/z (-i~)N e~p[-ij3(r'1.+f" 1 )] fr1 dfı··· 

(N-1 dfN-1 e X p [i ( o(1 r1
1+ o(1.rı1. · • • O(N·t q.~t_,)] 

I ~ (- i~ '~ ~ ı I~ ( - i~ r. rı ı . . · I;, (- i ,ı5 r N- ı r~'~ ) 
Bütün r leri (4-8)'i kullanarak integre edelim. 

r r,dr, e><p(io<,rıı.) T(-t[3foftl fA(-i~r.fz) = 

h-,eıc.p[-~a, { (~fo)ı.+(f3rı\l~J 1~t- ;~;~1rı.) 
-29-

(4-9) 
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. · .• :· 
rN-l için 

I(-i 

i e~pL i { 
2. t ~ "\. ) [ I ı / ...J .. ,_

1
- _(S l . ) \ 

c<N·1 - -- "' ..., \~,,. 
L.ı{-<r..ı-1.- t• • • ~ (~..ı·ı . . 
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K(r 11 ,r',T) 

e.~p [-

, 

[ . [ ~ p ı {S~ 
€. )( p ı -ı - '·-'· - _E_) _}"1. 

-ı""\ l.ı(o<- ~"''f 
t lio{ı 

-31-



....... -

(4-9) denklemini aşağıdaki sabitleri tanımıayarak 
N-1 

aN =f3[)(f3/2<s'j) 

! 2 
PN = T ~- L \ ~j 14 ~j) 

K(r 11 ,t 11 r't') 

yazarız. Ayrıca katsayılar 

~j = <Xj - f3 z.; 'lij-1 
j-t 

~J = J3 ~n ( (3/ı?t,J 
i<.=f 

ilişkisini sağlarlar. 

(4-lOa). 

(4-lOb) 

(4-lOc) 

(4-ll) 

(4-l2a) 

(4-l2b) 

2 . o(1 o< 2. - - o(~- - . • • 
14-1 ( 132.) ( {32 ) 

Lto<1 Li (o< - ~ 1.. 
2. ~ 

~ı ~ı 
~2.::: o( ı- 4o<ı. ~3 = o(.3- ( f3l.) 

lt O.c 40<ı j-1 

{3j :;_ ,8 0_, ( :~L) 1 f.ı= (3 !t : (3 ı! 
fo. .... -32- f 1 

1 



ı. 2. 

P~ı = _l_-L ( f} /4 '!-) = __!___ - [A + ___A_+' 
rı 2. J J 1 4 ~1 4 (f ı. 

2 
f3 N-1 l 

. -f .....;lf_?f_N_-1 j 

• Lıo<:~(o<z.- f..l..)'ı..ı(cı<3- ~?.. _A!)y·. · · -L;(o<N·f- ~~ ı 
~o( 1 4 ( c( L- 4 O( 1 '1 ( o( N • 1 - {S . 

- !:_- .E- {!llı 
- ı. ı, o<. ı --;-~-o(-,-ı..-4_(_o<_ı. ___ f5_Y._4_o<_f -} -- - . 

Q N = -~- [3 - (L ) = _E- (!> t 
ı '-ı~N-1 2 rn. 

Lt {o<r-.-1-~ 
. . . . 4(c< N -1.- • • • • • . 

böylece kernel ın elde edılmesı meselesı aN PN ve QN 1 nin N olarak -dü-
zenlenmesine indirgenir. İlk önce 

(4-13) 

ilişkisi ile tanımlanan yeni bir niceliği tanımlarız.Bu eşitlik 
şunu ima eder. 

o<.j = ~ ( 1 - W/ E 
2
12 ) f3 = :'c '6j = o<j - f!// Lt ~ -1 

Qj+l = Qjl2"2!j/tS) =; Q;(o<j-~'l4?fj_,) 

(4-14) 

= 2:_ 11. o(. - G· _L _l._ Q· R ( 1- ıv~Z/z )-n. oJ--f 
f1 ~, J J 2.. ?fj-1 - f3 1 ,., \..{J Gj 

( Q j +ı - 2 Q j + ~ j _ ı )! E
1 

= - w/Q j ( 4- ı s ) 
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'ım Qj-Qj-1 o' 
~-7o E = i-ı 

G j+ 1 -ı Q J- -t G; -1 

rı. 

Q +1J/(t) Q = 0 (4-16) 

Diferansiyel denklemine indirgenir. Daha sonra Q(t) çözümlerinin 
sağlaması gereken ek koşulları çıkarırız. (4-14) 'de j = 1 alır

sak 

(4-17) 

elde ederiz. Qj = Q(t'+jE), j = 1,2 •.• olduğunu hatırıayarak 
Q' da b ir güç s er i s i n d e Q 1 ve Q 2 'yi açar ız. t:iO ı i m it i ri d e e ş it E. güç
lerinin kıyaslanmasıyla gerekli olan şu koşula gideriz. 

Q1 = Q(t'+E) = Q(t') + EQ(t')+ ••• 

Q2 = Q{t'+2 ) = Q(t') + 2EÔ(t' )+ ..• 

-34-

(4-18) 

(4-19) 

1 



Ql = Q(tı+c) = Q ( t ı ) +EQ(tı) +~·Q(tı) 
2.} 

. 
( €2.) Ql = Qo + E Qo + o (4-20) 

Qo = Q ( t ı ) = o 

koşulunu göz önüne alırsak 

(4-21) 

olur. 
j-1 

f$; = (1 n ( fi /ı tk) 
1' .. :: \ 

(4-22) 

1 
~ N·' () ~ a,. :::. _,.. -L _ , ~-

z. }~1 Q; 2~ 

{3 ~ N-1 

=--- ı= ı ı. . f 
J:: 

-35-



son olarak qN'i yazalım. 

QN-1 

QN 
= 

1?frH 

l_ (i _ GN - f ) 
2 Gı.J 

(4-23) 

(4-24) 

Katsayılar aracılığıyla tanımladığımız aN,pN ve qN nicelik
lerini Denk (4-ll) de yerine koyduğumuzda, 1,2 ve 3 boyutlu sis
temler için radyal krnel ifadelerini genel bir biçimde 

(4-25) 

olarak yazarız. d sembolü sistemin boyutluluğunu gösterir. 3,2 ve 
ı boyutlu problemler için Ad sabitleri 

\ ( + 1 f· + ı.mg~/.fı d=3 

Ad = (ı+ 2.m~1. 1 fız. d:ı (4-26) 

{ 2fYI~/fıl.) -t i/y d= 1 
-36-
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değerlerini alır. Denk (4-25), bir boyutlu sistem için ters kare 
potansiyeli tarafından tedirgenmiş ve yarı çizgi üzerinde hareke
te sınırlanmış harmonik salıngana karşı gelir. w yi sabit olarak 
aldığımızda yukarıdaki sonuçların özel bir durumunu elde ederiz. 

Q + w-ı. ( t ) Q = o 

Diferansiyel denklemin çözümü; 

Q(t•) = Q
0 

=O 

koşulu ile 

Q(t) = Sin'W(t-t•) (4-27) 

olur. q•nun bu çözümünü göz önüne alarak Denk (4-25) 1 in açık ifa
desini 

ltı{(\ [ -
jr'r"rrıw \ 

~sin w (t''- t• \ J (4-28) 

elde ederiz. 
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BöLÜM 5 

S O N U Ç 

Bu çalışmada Feynman•ın yol integrali formülasyonundan hare~ 

ketle küresel koordinatlarda yol integralini formüle ettik. Da
ha sonra değişik durumlarda açısal integrasyonun nasıl yapıldığı
nı tartıştık ve sistemin hareketinin tek boyutta radyal kernele 
nasıl indirgendiğini inceledik. 

Küresel koordinatlardaki Lagrangien yol integrali ile Hamil
tonien yol integralinin eşitliklerini gösterdik. Bunu gösterirken 
yol integrallerine kuantum mekaniksel katkıların Lagrangien ve 
Hamiltonien biçimlerinde ne olduklarını ve nasıl türetildiklerini 
tartıştık. 

Bulduğumuz radyal yol integralleri, harmonik salıngan, düz
gün bir magnetik alanda hareket eden yüklü parçacık, Hidrojen ata
mu ve Coulomb potansiyeli için tam olarak çözülebilmektedir. Biz 
burada sadece l/x 2 potansiyeli tarafı~dan tedirgenmiş harmonik sa
lıngan için yol integrallerini çözdük. ve buna ~öre harmonik sa
lıngana indirgenebilen yukarıda saydığımız potansiyeller için de 
radyal yol integrallerinin çözüle.bileceğini söyleyebiliriz. 

-38-
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EKLER : VANSIMIŞ YOLLARlN ANALiTiKSEL UZATIMI 

r uzayında 

Kuantum mekaniğinde parçacık ra dan rb ye giderken her iki 
yoldan da gid~bilir. rb nin r = o da ki yansımışı olan -rb ile 
negatif bölgeye geçebiliriz ve ikinci yol için asimtotik kernel 
kullanırız. Çünkü rb sıfır ise K sıfır olmak zorundadır. 

e uzayında 

9lar [0,2\l]arasında tanımlıdır. S= O,n olduğunda K sıfır 
olmalıdır. Dalga fonksiyonunun sınırlarda sıfır olduğu gibi,S nın a 
yansımış _ga dır ve K(9a,eb;T) bir yansımayla 

-et), 

olur. Aynı düşünceyle 2 ve 3 yansımaya bakalım. 

-39-
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( n+ g~) ( ıı-+ Go.' 
9 

. a -et). 

e=2n 

K(ga,Sb ;T) iki yansımayla K(9a+2n, eb;T) olur. (2n+6'~\ 

eo. -e~ ---......,..---=---.. 

e=o e7b e= ıı &=o 

e= ~ ın 6=-n e=o 9=11 

K ( e a , eb ; T ) 3 y a n s ı m ay 1 a 

olur. K'nın m defa yansımasıyla Sa ve ebE[-oo , +oa]aralığında 

-40-



tanımlanır. 

~ 

K ( 9 a ' e b ; T ) = L -I- r K ( e l\ T ) ( (.B ) e )] 
M=-<>0 2 ~ a + 2nm •\7b; - K - a +2nm , b; T 

Böylece integral sınırlarımızı- ~ile +~olarak alabili
riz Herbir yansıma bir kuantum sayısına karşı gelir. 
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