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BOLUM : 1

G I RIS

Kuantum Mekanidi, Klasik Fizigin dogay:1 tanimlamadaki yeter-
sizligi sonucu dodmus ve beraberinde klasik fizik ile baglasti-
rilmas1 midmkin olmayan yeni kavramlar getirmistir. Ortaya ¢ikan
bu yeni kavramlarin klasik bir karsilid: aranmis ancak bir ¢ok
gicglikle kargilasilmistir. Ayrica klasik mekanikteki hareket denk-
leminin, kuantum mekaniksel karsiligi aranmis ve bu iliskinin bu-
lunmasi1 arastirmalara neden olmustur. Bu arastirmalarda cesitli
ydontemler kullanilmistir. Kullanilan bu y6ntemlerden biri de yol
integrali ydntemidir.

Yiz y1limizin ikinci yarisinda gelistirilen yol integrali
yontemine Feynman'in yol integrali yaklasimi1 temel olarak disinil-
mustur.

Feynman'in yol integrali formilasyonunda dik koordinatlardan
baslama zorunluludu vardir ve dik koordinatlarda yol integrali
klasik hareket denklemlerini veren klasik Lagrangien cinsinden
formiile edilir. Fakat edrisel koordinatlar kullanildiginda Lagran-
gien yeni kuantum mekaniksel terimlere sahip olmaktadir. Bu ne-
denle iyi bir yaklasim yapmak amaciyla, bu calismamizda egdrisel
koordinatlarda yol integrali formilasyonunu ¢ikaracagiz ve tam
cOziulebilir fiziksel sistemlere uygulayacagiz. )

Herhangi bir anda parcacigin konumunu t zamaninin fonksiyonu
bir x koordinatiyla belirleyebiliriz.

Eger pargacik ta baslangi¢ aninda Xq noktasindan baslar ve
tb zamaninda Xp noktasina giderse basitge sunu sfyleyebiliriz.
Bizim x(t) fonksiyonumuz x(ta) = X, ve x(tb) = X tzelligine sahip
olur. Kuantum mekanidinde ta aninda x, noktasindan yola ¢ikan
pargacik klasik hareketin izin verdigi nokta disindaki noktalara

da gidebilir. Onun igin kuantum mekanidinin cevaplandirmasi gere-
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ken soru sudur? ta aninda X noktasinda bulunan parg¢acigin tb
aninda Xh noktasinda bulunma olasili1d1 nedir? Bu olasilidin gen-
ligine "kernel" denir ve bu K(xb,tb,xa,ta) ile gésterilir. Biutin
yoéringeler toplam genlide esit adirlikla fakat farkli fazlarda
katkida bulunurlar ve her katkinin fazi S klasik eylem olmak lze-
re i/AS ile orantilidir. Bitin eylemler esit olasilik genlidiyle
meydana gelir ve bu olasilik genligini(b[x(t)] ile gosteririz. Bu
durum klasik mekanikle ¢eligki olusturur. Ginkid klasik mekanikte
a'dan b'ye giden yanlizca bir tane belirli ve 6zel bir yol vardir.
Bu yol S eylemini minimum kilan yoldur ve "klasik yol" olarak ad-
landirilir.

ta aninda Xa noktasindan tb aninda x noktasina gidig olasi-
1131 K(b,a) genlidginin mutlak karesine es?ttir.

P(b,a) = | K(b,a) |2 (1-1)

Bu genlik her bir yoOriingeden gelenqﬁ[x(t)]01351l1k genlidinin
toplamina esittir.

K(b,a) =>_@[x(t)] (1-2)

a'dan b'ye giden
bitin yollar lzerinden

Ayrica ¢'[x(t)]fonksiyonumuz ei/HS faziyla orantilidir. Buna gore
Glx(t)] = sabit e'/HS y(1) (1-3)

olarak yazilir.

Yollar lzerinden toplamay1 tanimlarken zaman aralidini N
esit parcaya bdleriz ve bu alt araliklarin uzunlugu (tb-ta)/N=E

olur. Bu bize ta ve t, dederleri arasinda araliklarla yerlesmis

b
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tj dederlerinin bir kimesini verir. Her bir t., zamaninda dzel Xj
noktasint sec¢ip bitin noktalarla baglantili bir ydriinge olugturu-
ruz. N-1 ve 1 arasinda j i¢in x. nin bitln dederleri lzerinden
bir ¢arpim integrali alinarak (bagimsiz olasiliklarin garpimina
gore) bitin yollar lzerinden bir toplama tanimlayabiliriz.

K(b,a)~ §f e [@rxct) dx,dx, - dxyes (1-4)

Xo Ve Xy izerinden integral alamiyoruz. Glnki: bunlar dederi bag-
tan belirlenmigsg Xq Ve Xy noktalaridir. Yollarin toplami bitin
kiglik zaman araliklarina ayrilmis x. noktalar:i Gzerinden alinan
bir integraldir. Buna gdre limf- o0 giderken aliriz.

ff--fe ot gy d—"‘ i () 5)

K(b,a) -11m-——

-’oA T
Burada A —(znrﬁe) 1/2 normalizasyon garpanidir ve sisteme gbre
degismektedir.
. ; dX{ dXL dX p f dXN..’
(kg tgingety) = g, f G f G [ f 5
N0
%S(xbx',,.s)+%s(xux".p6)-- &Sy Xa€) (1-6)
4. S (% %4 4€)
K(xa,ta;xb, = é},ﬂt’ﬂl‘tv fl:jdx,eﬂﬁ J (1-7)

Bdylece dik koordinatta yol integralini formile etmis oluruz.
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Sekil.- 1 Yoériingeler {izerinden toplama limit gibi tanimla-
nir. Bu toplama ¢ok kiicik & =zaman araliklarina ayrilmis N tane
x koordinatlariyla tanimlanan yollar lzerinden alinan bir integ-
raldir. Momentumlar ise iki koordinat arasindaki orta noktalarda

tanimlanir.



poLUM : 2

KURESEL KOORDINATLARDA YOL INTEGRALLERI

bir sistemin hareketini Lagrangien ve Hamiltonien ile belir-
leriz. Kernelin bir yol integrali ile tanimlandidi kuantum mekani-
ginde elde ettigimiz (1-7) denklemi sisteminin Lagrangien'i lzeri-
ne kuruludur. Gectigimiz yi1llarda Hamiltonien yol integrali idzerin
de daha fazla ¢aba harcand1 ve bunun Lagrangien yol integrali ile
esitligi sadece dik koordinatlarda gdsterildi. Klasik mekanikte,
Hamilton hareket denklemleri kanonik déniisimler altinda degismemek-
tedir. Kuantum mekanidinde ise bdyle bir dedismezlik igin hig¢ bir
genel kanit yoktur. Bu nedenle Hamilton formiilasyonunun gegerliligi
bilinmemektedir.

¢odu fiziksel sistemler belli ddnisimler altinda dedismezler,
Béyle sistemlerle ilgilenirken genellikle koordinat doniisimi yap1-
lir. Ornedin donmeler altinda dedismeyen sistemlerde problemi kire-
sel koordinatlarda ¢6zmek dahauygundur. Bu islemle genel olarak
sistemin hareketi tek boyutta etkin bir potansiyelde harekete indir-
gemebilmektedir. Dik koordinatlardan kiiresel koordinatlara bdyle
bir dénisimin yol integralinde de mimki{n olup olmayacagini sormak
dogaldir. Bu sorunun cevabi oldukg¢a Onemlidir. GlinkiU genel olarak
kiresel kocordinatlarda yol integralini nasil yazacagimizin genel
bir regetesi yoktur. Agiklida kavusturmamiz gereken ikinci soru,
Lagrangien ve Hamiltonien arasindaki esitligin kanonik dénisimler
altinda sirdirilip slrdirilmeyecedi ve silirdiridlirse nasil sirdirid-
lecedidir.

Bu sorular: agikliga kavustirmak ig¢in, bu bdlimde kiresel koor-
dinatlarda Lagrangien yol integralini ¢ikaracadiz. Bir sonraki bd-
limde ise ¢ikaracagimiz hamilton yol integrali ile lagrangien in-
tegrali arasindaki esgitligin kanonik dénusimler altinda sirdirildi-
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giind gbsterecegiz.

Kiresel simetrik bir V(r?l) potansiyelinde m kitleli tek par-

caci1ga kargi gelen eylemin genel bigimi
t"

S( Xot) =fdt[7m3<’- (X1 ] (2-1)
_tl
yi inceliyerek baslayalim. Bu eylemin pargal: bigimini,

Z[m “’ —ev(IRn] (2-2)

olarak yazabiliriz. Genel kiiresel koordinatlari (r,6,¢) yi kulla-
narak (xj xj_l)z'i hesaplayalim. Bunu

(x2 4 92 + 22) = (%2 + 12 g2 4 pl sinzetﬁz)
(% xJ-._,)z - [(r}-r;,,\z-\-gf,-,(e, QJ_,)2+F ,5m9 Sing,., (-, ]
2

J
singy., [ 1- gﬁ'—ﬂ’"‘— 1]

P
COS(SJ." 9,'4) = 4= ‘—7——-'\‘ - .

2 g . i
{ 6 a-2np, [c0s6;C056; +5ing;5ing;_€05(4-@. )]
J

7 2
R 2'3']‘—1 Cos @J',J'—f

z
(XJ-XJ'-f) = ;

olarak yazariz. Burada®5Xfmqu

(ej-lqﬁ-l) acilari araciligiyla

arasindaki acidir. (Qj,qG) ve

cos ®J R Cos8; cos 8- +5‘-n9J'Sif75J-, CosS(uw- - (2-4)

temsil edilir. Bunun sonucunu kullanarak eylemin kiresel koordi-
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nattaki ifadesini yazabiliriz.

s N
5= {Zmﬁ v (R -[8 566,058 ]  (2-5)

J=

>

Daha scnra bunu Denk (1-7)'de yerine yazarak kernel'i yeniden ya-
zalim.

] n I 1 T m z ‘L i
KOxtm 1 xr,et) <Ay [ fexp{E 3 [T (6 +60 ]
N-1
-5 6xc03@;; -evei] 1(e%singdeole.de)(2-6)
izt
Buradaki ikinci lUstel terimi kiresel harmonikler iceren bir seri-
ye agabiliriz. Bunun igin

exp (UCOS@;;.q) w“z X I (u)\/ AR TR
tzo0 pz=-( (+1/2 n' -1 i (2-7)

acilim bagintisini kullanacagdiz. Burada Il+1/2(U) sanal dedisken-
li Bessel fonksiyonudur.

,_ . m
exp [(%') COS®; i1 ] =(un)( g‘mﬁ‘;i)/ I (TE?) \/(ﬂf(gh@!) %/;1(90 (po

. { ‘
(ary (2BE 7 | '.'L“g“)vﬁnz(s 0) Y, /6.0

L ”
‘qn)(Mi_..)z (mmE ‘)\/( n(QN 0, n( 04)
11/

Mg
N-f )
[)sing; de, de; = 5ing,de,d i sine,de,dw,- - - 5in6u Aoy, d@,.,
=

B



KEx", "4 ', ) = f fexp{;,Zzg P+P,)-5V(f‘)§

can ] u,‘,,‘ii) Lo f 2 Pledg - f

J=1 V|

x »
\/(1/]'(91; @) \/(;n, (Go. @) \/(an( Gz, Cp)_) Vf;_nz(et "Wt)"'

\/(NnN( eN‘ (pN) \/(Nnﬂ( GN'f wN-J Siﬂ 9, d&, d(pf Sfﬂpl

dSzO’(Pz,‘ Bew w éinGN~1d9N-10|C?N-1
Ayrica kiresel harmonikler arasindaki su diklik bagintisini goz
Onine alarak 6 ve (; ler izerinden integral alabiliriz.

.n N ”
fdoj 3 Y (6,0) Yy (8.0) SN0 = & Sppy (2-8)
° 0

Bu integralden N-1 tane & fonksiyonu elde ederiz.
n . 2an

j-d@, fd@1 \/anf(Gf /(ﬂ:) \//;_ﬂl(gu @,)5!7781: é(f(LénfnL
o

fde [ A0 Y (62 4) Yy (6,100 5in8= 81, S

‘n 2n
fdsuqof Ay Yerer e Onict+ Oy Yinity (Oner1 Gyt = Styi Sy, Shnges Ny

©

Sonugta kiiresel koordinattaki kerneli

K (X"t x ', th) = Ky (r",8",0",t" | r',0',q',t")
= Ayl--fexp{% [Z%<c‘+ﬁi\-6\/fe)]i(““)”
N 25N
nfke (12 mery. (2-9)
D z?nrr ) 1(“/2 )ﬂ ldr\/(nE},,(p)‘/ ((9 @)
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pigiminde yazariz. r'ye bagl: kisimlari ayirarak radyal kerneli
yazmam1z mdmkindir. Buna gdre

0.
"1 ['Ia’?n_fé‘ i (& {Zza +6a) - BV 31T, I T%Q-é—‘) L=l

olmak lizere

N-1
Kl(r",t",r",t' = 11m(Qn\A I]_\Q(N\M—l ‘o\(‘i (2-10)
L
radyal kerneldir. AN sabiti genel olarak
_ (M  \3N/2 . B
Ay = 2ni et ) (2-11)

ile verilir. Bu islemle simetrik potansiyeller icgin kiiresel koor-
dinatlarda kerneli tek boyutta harekete indirgedik. Agikga gdril-
digi gibi radyal kernel potansiyellerin yapisina baglidir.

Iki boyuttaki yol integralini, U¢ boyutta kiresel koordinat-
lardaki yol integrali genel ifadesinde Oj = N/2 koyarak kestire-
biliriz.

coS ®j,i-(: C038;C0s6;  + Sins, Sing;.; cos (-,

COS@ ,1- '_CO.S (CP, C?) l)

Buna gore eylemi

S —{Z + . -eVI(n) [L&-_n‘ i@ﬁ-lcos(@;—@j-r)]} (2=12]
=1
yazabiliriz.
exp(2cosy ) =ki.é-1)"1t(-2)exp(fkcm (2-13)
agilimini ve
-9-



20
—;—ﬁof exp{ia(k—m)}dqazékm _—

diklik bagintisini kullanarak @ izerinden integralleri kolayca
alabiliriz. Iki boyutta hacim elemani rjdrj dcej dir.

K nogn 1ot = B f,,_[ {i a m 2 2

(x",t"Ix",tt) = By exP g 2_ e gty -evin]

N oo N-1

H; -°1 J_(m.f‘--‘-')e pLik; (4=t ,_,\][;lt‘jolfgdt?j
. N

=BNf%| ...[exp{‘;%-—( G+65) - BV

i
> 5\ o exp Lty
aé H I RE j:;G ‘}Cﬁptlk{@j-@)-_’\] D‘d(pj
Agisal kismin integrallnl a1a11m
N .
T147- - - fenk(w, @;- '\r\dtp, H .k(ce, %)c.kL(CPz @)--

=t

ik (@N=-Cn-1)

e NUEN=ON-1 d(?,dcpl----d(pN_'
[ f it githe kI
eikNQN dwld%’_ o dcpN-‘

n
fexp {i (kx‘kz\%dﬂpl =2n éklk(

20
J@XPE“kl‘kS\(ﬂz d(szzn éklk;
0

2n
JCXP {i(kn-l‘kN\(pN_1 d(PN_': 2N ékN KN°1
o}

-10-
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K(x",t"]x',t") = K(r"."|r', ¢")
) -feXP{,;\—i m(G;-é-n?,)_EWG)
“”‘N'Z(-ﬂ 1, (mr‘r ')N_:GO‘G- ekl@n®)  (2-15)
sonu¢ta kernel ifadesini v i
K(r",@"| r',0") Z(~1) Kl r T)e k(¢™- @) (2-16)

(=-c0

yazariz. Her zaman oldugu gibi K1 radyal kerneldir. Agik ifadesi

. N-1 N N-1
K, = lin_(2n) BNJI__\1R((G-G-1H—\1",OIG (2-17)
J= =

N= 0

ve R1 ise;

- o [ e Pt - E V] (25

dir. Problemin boyutu degistiginden normalizasyon ¢arpani

B - (M N

N ( 2NiHME ) (2-19)
olarak degisir. Denk (2-16) yanlizca koordinata. bagli bir potan-
siyel ic¢in kiresel koordinatta kerneli temsil eder. 2 ve 3 boyut-
tus buldugumuz (2-10) ve (2-17) denklemlerindeki radyal kernel
itadelerini

N N-1
" ] & pany1-d/2 m . A0
Kl(r‘ sr sT) = (r r ) [ iﬁE ] fg‘ 5:1rld(;
N | . (2-20)
A (‘1 ¢ __LE_\_I M [,
,‘exp[{.‘e(i-‘b";‘l) 'ﬁ ]IV((} [ |'F\ 1]
genel bigimde yazabiliriz.
=] 1=
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d=2 ¢ (2-21)

v(”___{-d=3 (+z

degderlerini alir.

Bu kernel modife edilmis eylem tarafindan ka-

rekterize edilebilir. Bunu g6rebilmek igin I,(1)'in asimtotik ifa-

desini kullanabiliriz.

()= (f

Znu

\)ﬂzexp ---{'_v %5 o(eh) (2-22)

Bu asimtotik ifadeyi Denk (2-20) de yerine yazalim.

Kl(r"»r"T) =

Kl(r",r',T) =

N N-1{
(r..ru)l-d/Z (.‘T:\‘T) f[ l;:_‘[rjdr;

40 MGG
s owy1-d/2 N - B N : 2
= (r'r") (%) ff F’Gdﬂ E]Q‘Ptiﬂéﬁﬁ}ﬁd
. _iev 1.0 1y ke ieh
_2.{,‘3-1) L;l' ‘.'Z‘(V'L‘Z') n:“‘;(;qj (2mn{j.r)=_')
[ ] l'd 2
= (re 2 Jrdnadn g
2 je 1 £ i 1t
exp [me(q m——vm\—~w TJH me,r, )] (J.‘nrr%r,r:,) ‘
1 4y(i ihe 72
e"P[zﬁa == (Q\‘TWI-;)(,‘:.‘«;)] (Zrme)
im 2 ig _A 2y ke he
exp [ B (n-nei- FVial- V-3 7S] ()
ro = rl rerl



1-d/2 (m_)N ( ihE )N/J( ir’” % j--fr,dq~ : -Y‘N.,df.l.-t

i Znm

. . 2 4 1RE \]
enp [45 (10~ Evim-$ 004 ()]

m 2 & 1 Ly(he )]
exp [m(@‘m‘ ‘T;,"'V(m"_l_“z‘_‘*_)(';’f":r} )

_ L% 1 { AE ]
oxp [%%(r;_r;‘,\— %wm- 0=z ( ;nmrg‘ ,l

.L i/L .f. ,/Z i f/L i ’/Z

(r;) (nn) (r‘sﬂ_) (PN") g
= ] 1/2-d/2 NIZ 3 ndn--"- z
= (r'r") Py f f L, B rur:Nd_:‘M
exp [ 45 (h-nit Evi- 4 (vt ) ——%*?:i ]
exp [ (n-n= v (v 1) (HAE)]

: 3 ihe
exp [;T’;‘-E(V‘N—m-.\-’—fvm\ 7 V=24 )]

Bu iglemle radyal kerneli yeniden ifade ederiz.

N-1
Ky(rt,r',T) = (1 pyl2=012 [ﬁ%é—]le ;/Ddr’

N

. 2 _{EN_ hE : (2-23)
[ Texp [42 (g-n. -6V e (v2 1)
limg-o da J [15 A Tamgn T

) N/,
Kl(r",r',.T) = lim (r'r")l/2 did znT\hs 2f fl—ldr,



treae V2902 (R [Ty

exp fd{ ["‘ nt vm—-(v"- {,————,’,f,’j‘c‘,h]
G Urr e, T) = (r p) 1/2-12 [y Cp(0 exp[(i/R) [L (e 4)dt] (2-24)

elde ederiz. Burada L(r,r,t)

{
. iyt —
L{rs®,E] = %r'z— f’w(vzﬁ‘zq‘ — V() (2-25)

ile verilen etkin radyal Lagrangiendir. d Boyutta yazdidimiz ker-
neli (2-11)yi gdz &ninde bulundurarak d = 3 ve d = 2 igin daha &n-
ce yazdidimiz radyal kernelinin ifadelerini sagladidini gdrmek
mimkindir. Bunun i¢in d = 3 ig¢in Denk (2-10)'u kullaniriz.

" " 1 1 = & N m nE‘h N/2 {/2.
" N-1
exp —,‘ﬁ—{%(ﬁ‘m-.\- EVIRY] ]H,,z (Tﬁtugr')\j‘la‘de
- 1 N ~3N/2 p n\N/2 N4y i
= Lin m® a2 P (g ) ) s

exp{ﬁ T'z%' R P:)"Ewm)g IH'/( n?;? )
exp{ (% \Q+Y;1)-EV(Q\W lelz('%'Erﬁ)
'?-XP{ &i ) - EV(G‘\RIHU (mir%re-,)
Rrdr ptdiy s s d';”
Kp(r,ttrt,th) = h'i\N (r‘n“}/zf I—\EXP{ (Q+Y;.2.}
H‘.
evind 1,,,he) r\rdr‘ 2-2h)

-14-
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Bu da Denk (2-20) de d = 3 alindidinda elde edilen ifadenin ayni-
sidir.

Ayni islemi d = 2 igin yapalim. Bunun igin Denk (2-17)'yi
kullaniriz.

N-1( _m N[N im fpty ey AE
tim (2m™ ! (ghrgm) | [ Texe {38 (5 +r;-.)-7v<m§

Kl i N+ o2
(2522) [ 0d
q ) N
= 1in (2mN-1 em N (1) ﬁ;lexp{lm 64 no)-Evig)
LA
T ) ;21’350
K. (r,t",r',t') = (2n)7 ) (’Tme’E)N[ i exp{ (r‘+r‘\—%—\/(§1§
N-1
L) [ 5y (2-27)

Denk (2-20) de d = 2 koydugumuzda (2n)'1 disinda ayn: ifadeyi ~
bulmus oluruz.

~15=



BOLUM : 3

KURESEL KOORDINATLARDA YOL I{NTEGRALI HAMILTONIEN BIGIMI

Kiresel koordinatlarda yol integralini ¢ikarirken sistemin
Lagrangien ile ¢alistik. Daha Once de igaret edildigi gibi Klasik
Mekanikte Poisson parantezleri ile tanimlanan Hamilton hareket
denklemleri Kanonik doniigimler altinda dedismemektedir. Ayrica
Pdéisson parantezleri ile kuantum Heisenberg denklemleri arasinda
kuvvetli bir.iligki vardir.0 nedenle yol integrallerinin kanonik
dénigsimler altinda nasil dedistidininarastirilmas: 6nemli bir
problemdir. Bunu anlamak ig¢in en iyi baslanilacak yer Hamiltoni-
yen yol integralidir. Daha Once de sdyledigimiz gibi Hamiltoni-
yen integralinin kanonik déniisiimler altinda ayni kaldiginin genel
bir kaniti yoktur. Bu nedenle Hamiltonien integralinin ¢ikarilma-
s1 dikkate deder bir durumdur. Genel olarak beklenen sudur. Kla-
sikden farkli olarak uygun bir etkinHamiltonien seg¢ilirse, kire-
sel koordinatlarda Hamiltonien yol integrali istenen bir kerneli
verebilir. Burada a¢iklida kavusturmak istedigimiz durum Lagran-
gien ve Hamiltonien intagralleri arasindaki esitligin kanonik
nokta dénisimleri altinda sirdirilip sirdiridlmiyecegidir.

Merkezi V(r) potansiyeli etkisinde hareket eden m kitleli bir
parcacigin dik koordinattaki yol integraliyle basliyalim.
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Buradaki Lagrangien ile sistemin Hamiltoniyeni arasi ilgi sdyle-
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Kiresel koordinatlara iki adimda gegecediz. Ilk olarak x-y dizle-
mindePe(oet) vepeloln) kutupsal koordinatlari asagidaki gibi tanim-
layabiliriz.

Bu tip doniglimlere kanonik donisimler denir. Eger Jacobien
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1 ise klasik hareket denklemleri bu déniigimler altinda ayni kalir.
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Jacobiyeni 1 buluruz. Buna go6re birlikte ddniisen tim koordi-
nat ve momentumlarin hacim eleman1 hi¢ dedismiyecektir. Yukar:-
daki kernel'de ise N tane koordinat ve N + 1 tane momentum vardir.
Onun ic¢in ilk N koordinat ve N momentumun Jacobiyeni 1'dir, dola-
yisiyle hacim elemanlar1i dedismez. Fazlalik N+1 momentum integral-
leri ise kendi Jacobiyenleri olan yukaridaki ifadedeki D Jaco-
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biyenin N+1 noktadaki dederi olan DN+l = Db kadar degigsirler.

Db = I/P oldudundan yeni koordinatlarda bunlarin hacim elemanin-

da Fk' vardlr Béylece tim kernel

(7. 7,5 7) -Wfﬂ dpdedz ﬂd dR,dP;

+0)-Vir]f

(3-5)
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exp{ % jd{[a,eJre,m@z--g-,—n(Pﬂ
o

haline gelir. Kernel icin ?2 ve ¥, noktalarina gore simetrik bir

b
ifade elde etmek icin P faktdrini

P52 (R Py
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o

(2,807 2 exptn (9, /)2
2
( fu s V7172 expli fdt (i¢/29)

olarak yeniden yazariz. Bunu denk. (3-5) yerine yazalim.
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daha sonra Py 'y1 %-—»F}- ih /2P ile donligtirirsek denklem

asagidaki sekli alir.
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Bu katk1 ra ve r noktalarlnl ayni anda etkilemez r icin f:
katkisini ?;‘= ( Py Py ) 1/2e<p Qﬁ;'PFJ 51metr1k1est1rmesiy1e
elde ederiz. Bu bize asagldakl bag1nt1y1 verir:
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Fakat bdyle bir terimin varlig: é hizindaki bir kayma anla-
mina gelir.
- |Eﬁ
Pi_%-g__é PJ P y T lmf
Bu durum ¢— 0o limitinde ortadan kalkar. Bu denklemin Green fonksi-
yonu

%!

/
(7,73 T) = (fate] lfﬁ dpdudz 1] dfdR,dR

exp & fot [R)+RG+RZ]-m (Bt Pw‘?+p)

m f

~v (N3 (3-9)

olarak yazilabilir. Denk (3-1)'de Wick dénmesi olarak bilinen
t —>it ve ¥ =1 analitik uzatmasi ile istersek (3-7) ve (3-8)
ifadelerindeki sanal terimlerden kurtulabiliriz.

Kiresel koordinatlara donilsimiu tamamlamak igin;
p =rsinG

Z=rcose@
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ile tanimlanan $2 den re (0,%0) vefBe&(0o,M)'ye gececediz. Once-
ki gibi ayn1 sekilde sonuglanan Jacobien rg veya r;I'i simetrik-

lestirerek Hamilton yol integralinin kiresel koordinatlardaki gek-
lini elde ederiz.

—» = { % 2 . . 2
K(ra’?)t')':?) :(l_ﬂﬁ(rq r‘b Slﬂ&a 5|n95\ / l__] dpdadw
N1

. C . )
1 14dp.d dp exp{L (df[am%sw@w]
= %/ ® (3-10)

T am rz r2 Sin2g
Denk (3-10)'u kullanarak iki boyutlu kernel ifadesini asagi-

daki gibi yazariz. Basitlik olsun diye m =1 ve /i = 1 olarak ala-
bilifiz,

g 1/2
K(rp8,,r .85 T) = (GhY f(.z_ﬁz;b [D% Dg (3-11)

a’
€XP{ fdt[ RP4R6 -+ (4 2 g3

Pe,e ve Pr'ler izerinden 1ntegra1 alarak sadece r'ye bagll olan
radyal kerneli elde edebiliriz. Bu durumda toplam kerneli su bi-
¢imde ayirarak

'C i 2
(r;rb\"/sz_& Dy exp‘{if[@rr-%—vm]d{g

Kf{h;as T) =
DR : Fb- /4
((zns Dp expii f[ - g Jdts
= Kl(rb,ra,T) Kz(rb;ra, Gb,ea;T) (3-12)

iki kernelin garpim: gsekilde yazabiliriz. K,'nin agik ifadesi

2
NM dPJ JnN ’ﬁ1 .
Ky(ri8,,8,;T fl—l Ty f[:]{de,-exp[i; R(6;-6;,)  (3-13)
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olur.
Nt!

> B (6-8.0= R (6-8) & B8-6)+ - - B (Bu-Bu) + B5''(6,-64)
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Bitiin 8 lar [cizn] arasinda integre edilir. Ek'te tartigtigimiz
Gb = 2N den yansimis yollarin analitiksel uzanimini diglnarek

Denk (3-13)'u
{ J 2N
dPs (T
| _—‘2“’_£ [ ]ds

zZ
—+
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| (P;—Pé)e'—Péea]-ié_ﬁ ”36‘ ”“\2 (3-14)
| J=

seklinde yazariz.Daha sonra d93 integralinden N tane & fonksiyonu
elde ederiz.

S(P - R ) SRR - SR - 7)) (3-15)

Bu N tane & fonksiyonu hep ayni Pe'y1 verir.

o -
Ty - dPs : 2 4\ N ¢
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Simdi Pe'larln integralini alabiliriz.
2 nMm-Ga)
[dR expfe 4 (S | [ 6 2elfetimdal 13 (5.15)

Lo OO

)
son yazdigimiz integral Gaussiyen integrali bigimindedir. Gausiyen
integraller ic¢in

qu [ exp (G + B9 I (%{]’/Zexp(- lf: ) (3-17)

esitligi vardir. Buradao(:—;I(Z EF I\vezﬁ-’-'l'(sb*znmi-ea\allmz.Buna go-
re integralin sonucu !

o)

tho
: 1 1 f/z =0 +m
% GG! HERIe 2n er‘
olur. Ayrica -
{
(B,-0 exp| 3 ZT:__ e
Ca- 40 E) 2=l [x(Xg7.)4

degisken degistirmesiyle 63 (2,7) fonksiyonu biciminde yazariz.

| Lozt (S /ZZ expi-i Mf
4

93(z;z) fon351yonu asagl dak1 glbl bir baska 63( 77 "ﬁ?) fonksi-
yonuyla tanimlidir.

612,011 =6,(F =) exp[-in £-2] (L) (3-19)

(3-19) esitligini kullanarak Kz(r,eb,ea; T) yi yeniden yazalim.

f/z
K, =+ [~ Lefa  _2n exp[ (65-6a) : 20
2 T 2n s( = }.L ) _anﬁ_' ( ‘Z?%‘;'_,)

(G- T hh
i e _*.
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Zexp[nm (6, 6)] exp[-i % T 7 Jexp[£ Yoz A] (3-20)

K2 Ly

Son olarak buldudumuz ifadeyi toplam kernelde yerine yazalim ve
Pr leri integre.edelim.

R
K(b,a:T) = o= (Gfa) sz fgg';exp{ fdf[Pr\- \/(n)]

o

4
2 exp[im(f 9a)-—- fdf )rlJ (3-21)
Mmz-o0
PJ leri integre etmeden dnce seriye acalim.

N+1

; i
“—i dr’ epo:e[P’”’ b _ B vin ] (3-22)

-[dR! det- - dR™ expfie [ B/ ER — B vig ]

L W
exp{ie [R B0 -‘:L-\I(m]%- . exp [ie[pM Gt Py}

GOrildigu gibi her bir integral bir Gaussyen integraldir. Gaussi- ,
yen integralinin sonucunu kullanarak

o : - 1
K(b,a;T) = T?,{T\-mz--,oeXP[ (0 (8= 6o Y] (Mafy) W ( 2r{1i&‘)%

. N -
pr exp{i—;E["TL—M —vin]}  (3-23)
J= :

Art

yazariz. Burada radyal kernel

.




i N , A1 (m™=1/u) |
Krn = (Y‘af‘b) 1/2 r[:] drj exp {| S‘d{[% - 2rz _V(r(13-]_}24)

dir ve Denk (2-24) ile uyum igindedir.

Simdi Bessel fonksiyonunun asimtotik ifadesini kullanarak
modife edilmis eylem tarafindan kerneli karekterize edebiliriz.
Bunun icin Bessel fonksiyonunun asimtotik ifadesinin

: f) . 2
- Im(U/E) =(ME_’M\ ! exp[_(u!fl—(rﬂl"/“)% +0 (€ )] (3-25)

oldugunu hatirlayarak, toplam kerneli

K(

] £2 o N ar:
rb,eb;ra,ea;T) =-EZ exp[\m(eb—so\]f[;ﬁ i

M=-oo
s ' 1 3
1, (8t exp[ jZ(R(rj% )-eVtG ] (3-16)

son sekliyle yazariz. Bunun radyal kismi daha dénce Lagrangien

yol integralinden elde ettidgimiz Denk (2-27) deki radyal kerne-
lin aynisidir. Bdylece kiiresel koordinatlarda Hamilton yol integ-
raliyle Lagrangien yol integrali arasindaki esitligi gdstermis
oluruz.

Bdylece yol integrali ister Hamilton bigiminde isterse Lag-
rangien bigimde olsun; radyal kerneli yazarak sistemin hareketini
etkin bir potansiyelde harekete indirgeyebilecedimizi gdsterdik.
Bu sonucglarin yardimiyla Denk (2-25) te elde ettigimiz etkin rad-
yal Lagrangien'de V' yl uygun bir sekilde tanimlayarak ters kare
potansiyel taraflndan'tedirgenmis bir salingan ig¢in radyal ker-
neli dizenleyebiliriz.
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BOLOM : 4

2

1/X® POTANSIYELI TARAFINDAN TEDIRGENMIS HARMONIK

SALINGANIN GOZUMU

g siddetinin ters kare potansiyeli tarafindan tedirgenmis
wz(t) frekansli1 izotropik salingan ig¢in, potansiyel

V(r) = F-murirt+ g/t (4-1)

olarak verilir. Daha dnce de sdéyledigimiz gibi, Bessel fonksiyo-
nunun V mertebesi ic¢in uygun dederler vererek etkin radyal Lag-
rangienin ters kare teriminde g/r‘2 terimi sogrulanabilir. Etkin
radyal Lagrangien

LY A S

L(r,r,t) =Mp2— -"‘%n—rfi-vm

A=yt 2mq /R’
oldugunu hatirlayarak Harmonik salingan i¢in Lagrangieni asadida-
ki sekilde yazabiliriz.

Lirar,t) = Mgt B (3 amg/t- 1) = (g mwirieg /rt)

2" T amr
=M na_ AN G P W -
=M pt 2mm(a_l/q) 7 MW (4-2)
Eylem ise;
N , 1
= m(f‘,-Y‘,‘-(\ — £h T __!_ PNt 4-3
S %[ e 2m%_|(>\ M) - - mwe ] (4-3)

olur. Bunu Denk (2-24) te yerine yazarak

" 1 [ 1] 1/2-d/2 ( m N/l = dr.
Ki(rtyrt,T) = (rirt) 7ﬁﬁ1@—) F—} J

-26-



L jth 1 _
- l_ l QXP[ 27 60 - ;"‘f‘,—fj-g( 1/u) T {;]
J=!
N-{
3=

1

L T
—]e"P[ 2Rt A “\'m‘g‘} - 2,,,5,,; /Lc)- ’"“5‘3(4 -4)

radyal kernelln basit formunu elde ederiz. Daha sonra rj leri aga-
rak kerneli daha agik bir sekilde yazariz.
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I (u/g) = (_1%74—\1 ex P(u/é {/\ /q} + 0 (€Y (4-5)

her zaman oldugu gibi Bessel fonksiyonunun asimtotik ifadesini
kullanabiliriz.
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o= B(A-WirEY2) - PB=m/KE

niceliklerini tanimlayarak, radyal kerneli;

. : N-1 2, /
Ky(r*,r',T) = 1im (et d/z(—iﬂ)Nf I 6dn exp lf—(r‘%f"*)
J=1

N0

exPli(eyft 4,0 - - Coln-1 ) )
T (iRa6) T, (-iphg) - - Tl-ih-)  (4o7)

olarak yazariz. Bu integrali

gexp(rio(xz) I, (-ibx) I\,(-fcx)xdx:
z%epr;‘;(b"+c2)]]v(-ibc/2o<) (4-8)

Re(x)>0 Re(v)>-1
esitlidini kullanarak alabiliriz.

-d )
K (r",rl,T) = ]Nimoo(r'f‘"){ /2(*Iﬁ)N fﬁdﬂﬁdfl-- o FN_1df‘N.1

1
iﬁ 12 1R s XS & 2
exp[_z([‘ +0 )] exp[.(o(m +c(.l(‘z...o(N.,f‘N.1)j

L(-TRGA)Y T, (-ighn): - - T(-ig )
t') = lim (r'f")"c’vZ Cip)N exp [ g (r'24 )] fr,olr,..,

Kl(r",t" Y‘I,
N-el -
rN_, d';..' QXP[ |. (°(1 (‘114-"(1(‘21' 2y G(N" r‘Nl'l\]

IthﬁﬂG\IAFfﬁGQ)"'Iﬂbiﬁﬁvfm)

Bitin r leri (4-8)'i kullanarak integre edelim.

(4-9)

ry icin fqdq exp (io, ) T(-ig6NA) Ty(-igah) =

¢ i ;! 1 T ____.- fopf
sz e Cag, L (A0 + (0] T\ Hszof« )
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fgm-l

e = - :
q«?%(m-&\%(«, sy T
o= B

4= rﬂ\
exp {1 [T
qlotn-2 ™ 7

Yoy
(4-9) denklemini asagidaki sabitleri tanimlayarak

=/3ﬁ((3/2?‘5\

q(d

)

L\(°<N;-l‘z-_@_

S CARE

T

el

J

N-1 &
2 ("(z‘ %(.\ (0(3— T

(4-10a).
v =T B (B4 (4-10)
‘qN -4 = B —(BY/4%u) (4-10c)
K(r",t" r.l-tl) = b_l_’moo(—l) (rlrll)1~d/2 GN[(iPN(‘"z+inr'z\]
IA(‘iONF'P") (4-11)
yazariz. Ayrica katsayilar
X.'i: X, ij = 5 — ﬁz/llZfJ-_, 1>2 (4-12a)
J)-1
B, = =g |:'|{ (B/2%,) o2 (4-12b)
iligkisini saglarlar.
N-1
i B\ _ R B B . . B
N _ﬂm(—ZT_,\ _ﬁ[z—z’, 2, 24 13N~1]
N
= ZNJO( (°< 21 )( Bz
1 Z"Zl‘&" O(s - 1)
. L4(c><7~—q£
2 (A
81 = &, 5 = = ﬁ K = &, — ﬁ
2 4 3 3 ¢
& ﬁL ﬁQ(dM—?\
Po=P Pi=p ﬂ(T) Baz B oy = Paa



g B g3
! %2 L‘°‘1<°(l- o/i )
2
_ A 2 ruyye B[ B B Bt
Py = 7 -2 (B /4%) = — by, T oyt T ‘ihm}
pe 2 4 6
. + E 3 c
- 2 z t
ST SO LI SO £ uleg- L= 4,
1 ! (o(-'——)
(BN b
L!O(‘Llo( B 4| K3 — £ 1~---/-l<=<-— e ?
! ( 2= ‘-{O( \) ( 3 4(“1-175;)) ( Sl "(°(N°l—ﬁ 1
L S £
& e By (ot = FY4ety)
1 _ /51 _ ,g'l— /37.
qN = 2 /5 (L‘\‘N_‘)_ 2 L{(o{N" él
A ey & oo

bdylece kernelin elde edilmesi meselesi a m“ve dy'nin N olarak di-
zenlenmesine indirgenir. Ilk dnce

0417 Oy = 2% /F (4-13)

iliskisi ile tanimlanan yeni bir nicelidi tanimlariz.Bu egitlik
sunu ima eder.

%+1=oli1(zn/ﬁ) (4-14)
B o= B(1- WrEY/2) ﬁ=”g = ot~ B4
Q541 = Q5(2%/8) = 2 Q5= - B/4%.,)



] o =B . : Q; -Qy-1 _A.
g‘-'ft‘) i € 9= Q; {E:)"o £ = Qi

= Qi‘ Q:-u _ Q- Qi- Qi@ Q41 2@+ Q-1
Q= 3 B g2 gr

Q +w(t) Q (4-16)

i
[w=)

Diferansiyel denklemine indirgenir. Daha sonra Q(t) c¢dzimlerinin
saglamas1 gereken ek kosullari ¢ikaririz. (4-14) 'de j =1 altir-
sak )

Q, = (2%:1/8)Q (4-17)
elde ederiz. Qj = Q(t'+j&), j = 1,2 ... oldugunu hatirlayarak

@'da bir gili¢ serisinde Q1 ve Qz'yi agariz.g-0limitinde esit & glig-
lerinin kiyaslanmasiyla gerekli olan su kosula gideriz.

Q(t') = Q, =0 (4-18)
Q, = Qt'+g) = Q(t') + €Q(t')+...

Q, = Q(t'+2 ) = Q(t') + 2€Q(t')+...

QJ-+1 = Qlt}.(zxklﬁ)

g1 * 9 : (2% /B)

ay =£Q,/Qq, (4-19)
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Q, = Q(t'+€)

[

(4-20)

kogulunu g6z Oniine alirsak

(4-21)

olur.

)~

ALY (B2

Py=

(4-22)

=

k
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B, M qr
pN =T [1-% QJ“QH’]
. mQ (4-23)

Lim Py = 3¢ Q"

son olarak qN‘i yazalim.

a _ B ( R* ) R T B -
N~ 2 4 ¥n-t ! QN - 2 n-1

B Al B g

Iy =7 ?(2XN-1):_€'(1 %N,,'>
‘,52%( (3~£x?m4 )
m ( GN-QN-l\ {
" = S Gn
- Q' )

Katsayilar araciligiyla tanimladigimiz ay-py ve an nicelik-
lerini Denk (4-11) de yerine koydugumuzda, 1,2 ve 3 boyutlu sis-

temler i¢in radyal krnel ifadelerini genel bir bigimde

" " 1 1 _ Iwh 1- d/2 Q nt G”
Kyt rt,e) =M (rien) 57 % p[%{%r + o " ]
T [~ lig;rr“] (4-25)

olarak yazariz. d sembolid sistemin boyutlulugunu g6sterir. 3,2 ve
1 boyutlu problemler icin Ad sabitleri

(L+E ) +2mg/n d=3
AZ = (*+ zmg"/ﬁl d=2 (4-26)

d—
(zm%/%‘]ﬂ/q d=1
_3E-



dederlerini alir. Denk (4-25), bir boyutlu sistem icin ters kare
potansiyeli tarafindan tedirgenmis ve yar1i ¢izgi lUzerinde hareke-
te sinirlanmis harmonik salingana karsi gelir.yw yi sabit olarak
aldigimizda yukaridaki sonuglarin 6zel bir durumunu elde ederiz.

Q +wWHt) Q=0
Diferansiyel denklemin ¢dzimi;

Q(t') = Q_ =0

0
kosulu ile

Q(t) = Sinw(t-t") (4-27)

olur. Q'nun bu ¢dziminl g6z &nine alarak Denk (4-25)'in acik ifa-
desini

(] 1-d/2 —"mw | ;_’Y\_I_U 1" ny "
Ky = (r'r") [ %Sl’ﬂw(t"—f'\] exp{ Sy WED )codw (t tu)]

I [— {rlrllmw ')
MOLT Rsinw(t-E) 008

elde ederiz.
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BOLUM : 5

SONUGE

Bu calismada Feynman'in yol integrali formilasyonundan hare-
ketle kiresel koordinatlarda yol integralini formile ettik. Da-
ha sonra dedisik durumlarda agisal integrasyonun nasil yap11d1g1¥
n1 tartigtik ve sistemin hareketinin tek boyutta radyal kernele
nasil indirgendigini inceledik.

Kiresel koordinatlardaki Lagrangien yol integrali ile Hamil-
tonien yol integralinin esitliklerini gdsterdik. Bunu gdsterirken
yol integrallerine kuantum mekaniksel katkilarin Lagrangien ve
Hamiltonien big¢imlerinde ne olduklarini ve nasil tiretildiklerini
tartistik.

Buldugumuz radyal yol integralleri, harmonik salingan, diz-
gin bir magnetik alanda hareket eden yiikli pargacik, Hidrojen ato-
mu ve Coulomb potansiyeli ic¢in tam olarak ¢éziulebilmektedir. Biz
burada sadece 1/x2 potansiyeli taraf1hdan tedirgenmis harmonik sa-
lingan ic¢in yol integrallerini ¢dzdik. ve buna gdre harmonik sa-
lingana indirgenebilen yukarida saydidimiz potansiyeller icin de
radyal yol integrallerinin ¢dzilebilecegini séyleyebiliriz.

-38-




EKLER : YANSIMIS YOLLARIN ANALITIKSEL UZATIMI
(a
r uzayinda 2

H

r=0 rb —rb rz0

"o

Kuantum mekaniginde parcgacik ry dan ry, ye giderken her iki
yoldan da gidebilir. " nin r = o da ki yansimigl olan =By ile
negatif bdlgeye gecgebiliriz ve ikinci yol igin asimtotik kernel

kullaniriz. Glnkd b sifir ise K sifir olmak zorundadir.

|
—E_ [K(ra,rb;T) — K(ra-rb;T)J
Q uzayinda
elar[b,zrﬂara51nda tanimlidir. 8= 0,0 oldudgunda K sifir

olmalidir. Dalga fonksiyonunun sinirlarda sifir oldudu gibi,Ba nin
yansimis _Qa dir ve K(Ga,eb;T) bir yansimayla

O [ -Ba B ____J 8,

6 L |
8=0 ® g=n 9=-n1 8:0 B g

—[(8,:053T) - K(-6,,8,:7)]

=

olur. Ayn1 disinceyle 2 ve 3 yansimaya bakalim.
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9:0% o= 6:0 06, g:n ©=0 Bo g=n g=2n
K(ea,Sb ;T) iki yansimayla K(Ga+2n, Qb;T) olur. (2148,
- - f—‘—\_,_.__/‘\ﬁ_____—-——-—,\
eq Gq\ /Ga
5 ] ;;;;EEEE?:D
6=0 ® gn - 6=0 % - n 60 % g=n G=2n

/

| e (6yt2n) |
\\\\\\\\\\\\F\\\\\\\\‘ //////,/////’, |

.\\

8:-—2" 9:-“ 850 e
K(ea,e :T) 3 yansimayla

n B:=-2n

——[kig, + 2m, 83T - (=18, + 2m, 85 ]
olur. K'nin m defa yansimasiyla ea ve Sbe[-oo,+oo]ara11g1nda

-40-




tanimlanir.

K(8,.8,T) =5 L

Mz - 2

l:K (ea + 2nm,8b;T) - K(-(9a+2nm),9b;T)]

Béylece integral sinirlarimizi- =0 ile +o0o0larak alabili-
riz Herbir yansima bir kuantum sayisina karsi gelir.
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