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AMAC

Son zamanlarda, sayisal yarngruplarin uygulama alanlarinin  zenginligi, bu
yarigruplarin olusumunu ve ézelliklerini incelemeyi ilging hale getirmektedir. Bu anlamda,
¢alismamizin amact Gi¢ noktadan ibarettir. |

Birinci amacimiz, sayisal yarigruplar ve bunlarin tip dizileri hakkindaki genel
bilgileri derlemektir.

Ikinci amacimiz, ¢aligmamizin esas kisimlarindan ilkini olugturmakta olup, belli
formda yazilmis tip dizilerine aym bigimde bir sayisal yamgrubun karsilik geldigini
kanitlamaktir.

Caligmamizin bagka bir esasimt olugturan, ARF ve Bakigikli yanigruplar igin

gereken kriterleri vermek ise son amacimizdir.



OZET
Bu ¢aligmamiz, bes boliimden olusmaktadir.

Birinci béliimde,sayisal yarigruplar ve onlarin tip dizileri hakkmda genel bilgiler

verilmektedir.

Ikinci béliim, sayisal yarigruplarin tip dizilerini bulmak igin kullamlan farkl

yontemlerden olugmaktadir.

Uciincii boliimde, Weierstrass yarigruplar: da denilen 3 ve 4 ile baglayan sayisal

yarigruplara yer verilmektedir.

Dérdiincii boliim, ¢aliymamizin temelini olugturan kisimlardan ilkidir. Yani S bir
sayisal yarnigrup, te N ve ¢ >3 olsun. Bu durumda, n(S)=2, f=2t+1ve ¢, =t olmak
tizere {#,t, } dizisi

S={0,t, +L t; +t, +2,> ...}
sayisal yarigrubunun tip dizisi,
n(8)=3, t; =4t+1, t, =2t+1 ve t; =t olmak iizere {t,t,,1; } dizisi:
S={0, f +1, t; +1, +2,t) +15 +t3+3,> ... }
sayisal yarigrubunun tip dizisi,
n(S)=4, t; =8t+1, ty =4t+1, t; =2t+1 ve t, =t olmak lizere {t,,t5,t3,¢, } dizisi
S={0, 8 +1, ) +15 +2,8; +1p +13 +3,4 +ty +t3 +ty +4, > ..}

sayisal yangrubunun tip dizisidir.

Son boliim ise ¢aliymamizin temelini olugturan kisimlardan ikincisidir. Burada
da, bir yangrubun, ARF veya bakigikh yarnigrup olmasi i¢in gereken kriterler
bulunmaktadir.

ii



ABSTRACT

This study consists of five chapters.

In the first chapter, general informations on the Numerical Semigroups and their
type sequences are given.

The second chapter consists of the different methods used to find type sequences of
numerical semigroups.

In the third chapter, numerical semigroups beginning with 3 and 4, referred to also
as “ Weierstrass semigroups ” are discussed.

The fourth chapter is the first principal part of our study. Namely, let S be a

numerical semigroup, te N and t>3 .
The sequence {#,t,} is the type of sequence of following numerical semigroup
with n(8)=2:
S={0,4 +L 4, +t,+2,— ..} , where t;=2t+1 and t, =t .
The sequence {1,,,,4 } is the type of sequence of following numerical semigroup
with n(8)=3:
S={0, t+1, t; +1; +2,8) +1y +13 +3,> ..}
where #; =4t+1, t, =2r+1 and # =t
The sequence {t|,t;,t3,t4 } is the type of sequence of following numerical
semigroup with »(S)=4:
S={0,t)+L t; +1y +2,t) +ty +13 3,8 +1y +t3+1, +4, > ..}
where t; =8t+1,¢; =4t+1, t; =2t+1 and 1, =¢.
The last chapter is the second principal part of our study. Here, the necessary

criteria for a numerical semigroup to be ARF or symmetric semigroup are found.
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GIRIS

Yarigrup kavramu ilk olarak N. H. ABEL’ in 1826 yilinda yapilan bir galigmast ile
ortaya ¢ikmistir. 1937 yilinda Rus matematik¢i A K.SUSKEWICH tarafindan yazilan
“ Genellestirilmis Grup teorisi ” adli kitap yangruplar teorisinde énemli bir yere sahip
olmakla birlikte, yarigruplar teorisinde temel kaynak A.H.CLIFFORD ve G.B.PRESTON
tarafindan vazilan “ Yarigruplarin Cebirsel Teorisi ” isimli kitaptir.

Yanigruplar Cebir, Topoloji ve Diferansiyel Geometri alanlarinda oldukca genis
uygulamalara sahiptirler. Ozellikle, yarigruplarin Grup ve Halka Teorisindeki 6nemi
tartisitlmaz  bir gergektir. Bununla birlikte LOCAL, NOTHERIAN LOCAL,
GORENSTEIN ve ARF halkalarimn tiplerinin incelenmesindeki ¢alismalarin kayda deger
oldugu da soylenebilir ([ 1],[2], {31, [5L[11],[15],[ 17] ). Halkanin yarigrubunun
tip dizilerinin incelenmesi yarigrup teorisine yeni bir yén vermistir.

Son dénemlerde yarigrup teorisine yeni bir bakis ise tip dizilerinden elde edilen
sayisal yarigruplar ve onlarin 6zelliklerinin arastirilmast ile bulunan ARF ve BAKISIKLI
( SIMETRIK ) yangruplar gibi Halka Teorisinde kullanimi yaygin olan yeni yapilarin
ortaya ¢ikmasi olarak soylenebilir ([ 61, [ 7], [14]).

Sonug olarak, sayisal yarigrubun tip dizisini karakterize etmek ve ayrica tip

dizilerinden de sayisal yarigrubu elde etmek ayr1 bir énem tasimaktadir.
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1. BOLUM

Bu bolim, ti¢ kesimden olugmaktadir. 1. kesimde sayisal yangruplarla ilgili
genel bilgiler, 2. kesimde maksimum indirgenme boyutuna ( MIB ) sahip sayisal

yanigruplar, 3. kesimde ise dnceki kesimlerle ilgili uyarici 6rnekler yer almaktadir.

1.1 Genel Bilgiler
Bu kesimde, sayisal yarigruplar hakkinda bilinen genel bilgilerden bahsedecegiz.

Bunu yaparken kullanacagimiz semboller igin [6] esas alinacaktir.

Tamm 1.1.1 : N={0,1,2,..} Dogal Sayilar kiimesi ve ScN olmak iizere, (N,+) yan

grubunun sifirt kapsayan (S, +) altyarigrubuna sayisal yarigrup denir.

Not 1.1.2 : [2]’ den her S yangrubun sonlu tretecli oldugu bilinmektedir. Yani, # > 1
olmak iizere, S yarigrubunun
S=(x, Xg,m., X ) ={ 2n,~x, ine N}
olacak sekilde sonlutane x;,x;,..,x; elemam vardir.
Ayrica [2] den
OBEB (x1,%9,..,x3)=1 & Card(N\S) <

oldugunu biliyoruz.

Tamm 1.1.3 : S bir sayisal yanigrup olmak tizere, agagidaki tamsayilar1 tammlayalim.
g(S)=max {xeZ:xeS}
n(S)=Card ({0,1,...2(S)}n S )
#(S)=min freS:x#0}

Burada verilen g(S) ve u(S) sayilarina sirasiyla S yarigrubunun Frobenius sayisi

ve katliligy denir.



Gosterim 1.1.4 : Herhangi bir S sayisal yangrubu, i=1,2,3,...,n(S) i¢in s €S,
n=n(S) ve s; <s;, olmak lizere,

S={0=50,51,5 2> i85 n=2(S)+L,>...}

ki

seklinde ifade edilir. Burada “ —” ile g(S)+1 ifadesinden biiyiik her tamsayinin

S sayisal yarigrubuna ait oldugu anlagiimaktadr.

Tamm 1.1.5 : S bir sayisal yarigrup ve i>0 igin, S; ve S(i) kiimeleri sirastyla,
S;= {xeS:x2s;}
ve
S(i)= {xeN:x+S;cS}

seklinde tamimlidir.

Sonug 1.1.6 : S bir sayisal yarigrup olmak tizere ,

(i) §=8=5(0)

(ii) S(nm)=N

(i) 1<k<n igin §;cS; ve S(k~-1)cS(k)
olur.

Ispat : Tamm 1.1.5°te verilen S; veS(i) sayisal yarigruplarin yapilarindan ispat agiktir.

Tamm 1.1.7 : S bir sayisal yangrup olmak iizere , ¢(S)=Card (S1)\ S) tamsayisina
S sayisal yanigrubunun #ipi denir. Ayrica i>1 olmak iizere ,z, (S) sayilan

t;(8)=Card (S(i)\ S(i-1))
bigiminde tamimlanmaktadir. Buna gore, t(S)=¢(S) oldugu agiktir ama genellikle
t;(S)#t(S(i)) dir ([2]). Buyolla elde edilen {t;,t,,...,t ,5) f sayt dizisine S sayisal

yangrubunun fip dizisi ad1 verilir.

Onerme 1.1.8 : S#N olmak iizere, S bir sayisal yarigrup ve g= g (S) olsun. O zaman,
her bir i=1,2,...,n(S) i¢in asagidakiler saglamir.

(a) g(S()=g(5)-s,

(b) 1<¢t,(8) <t,(S)
Ispat: ([6,s:2-31).



Onerme 1.1.9 : S bir sayisal yangrup olmak iizere, Tanim 1.1.7° deki gosterimler

altinda

n(S)
> t,(8)=g(S)+1-n(S)
i=1

olur.
Ispat: ([6,s:2-3]).

Onerme 1.1.10 : 27(S) < g(S)+1 < n(S)(£(S)+1) gerceklenir.

Ispat : Onerme 1.1.8 ve Onerme 1.1.9°dan kolayca elde edilir.

Onerme 1.1.11 : S bir sayisal yanigrup olmak iizere ,
1<¢(S) < min{u(S)-1,g(S)+2-2n(S) }

esitsizligi dogrudur.
Ispat: ([6,s:3-41).

Onerme 1.1.12 : S bir sayisal yarigrup , g=g(S) ve n=n(S) olsun. Bu durumda,

L n=8—5p1 =8 =5 p_1-1
olarak bulunur
Ispat :

S,,_1={s ,,_l,g+1,—>...}
oldugundan
S(n—1)={xeN:x+S n-1 gS}:{xeN:x+s n-1 2g+l}u{0}
elde edilir. Bu nedenle,
S(n)\S(n-—l)=N\S(n—1)={xeN: 1<x<g—-s , }
olur. Buradan da
t n=Card(S(n)\S(n-1))=g-s5,_4

¢ikar. Ote yandan s ,=g+1 oldugundan

L =85 p-1=8p—1-5 4

esitligi elde edilir.



Uyan 1.1.13 : Onerme 1.1.11 ve Onerme 1.1.12 deki ifadelerin bir sonucu olarak,
| 1(S)SS psy-1 +3-2n(S)
esitsizligini elde ederiz ( Bu esitsizlik,, (g(S)-s »(sy-1) > 1 oldugu durumda
H(S)<g(8)+2-2n(S)
bigiminde daha belirgin olur). Gergekten, ty=ty=..=t ygy-1 =1 Ve
t n(sy=8(S)=5 n(sy-1 oldugunda ,(S)=¢(S) en biyik degerini alir.
Onerme 1.1.14 : S bir sayisal yangrup , g=g(S) , n=n(S) ve t,_1=t,;(S) olsun.
O zaman , agagidakiler dogrudur.
Ly =S pa1=Sp-2 (SSp1 =592 X8-5p1)
veya
Ep1=8 oy =S p-3 ~1 (&8 1 =S 42 >8=5p1)

Ispat: ([6,s:3-5]).

Onerme 1.1.15 : S bir sayisal yanigrup , g=g(S) n=n(S) Ve t,=t,2(S)

olsun. O zaman ,

[ Sp-1=Sp-2 )8 Sp-1 J

Sp-1 —Sp-3 S~ Sp2

(ya (sn—l ~Sp-2 Sg"“*"rz—l]
Sp-1~Spn-3 S&~Sn-2

Sp-1~Sn-2 )& —Sp-1

Sp1 = Sn-3 )8 ~Sn-2

Sy-2 —8,-3 +le (

Sp2 ~"Sp-3 S 9

yada
Sp—2 ~Sp-3 S8~ Sp2
L Sn-2 ~Sp-3 #Sp-1 ~Sp-2
( Sp-1 ~Sp-2 S8~ Sp-1

tn—2 =
ya |Sp1-Sp-3 )8—Su2

Sp-2 ~Sp-3 S&~Sp2
Sp1=Sp-2 )8~ Sn-1 ]
Sp—2 ~Sp-3 >g_sn—2
Sp-1~Spn-2 )8 ~Sp-1 J
Sp-2 ~Sp-3 =Sp-1 ~Sp-2

Sy =83 —1& 5 yada(

ya da(
|

Sn-2 ~5n-3 —ZQ(

Sp-] =Sp-2 S g_sn—l]
Sp—2 ~Sp-3 >g_sn—2

seklindedir.
Ispat : ([6,s: 4-6]).




Onerme 1.1.16 : S bir sayisal yarigrup , ¢,(S)=t; , a=ng=n(S) ,n;=n(S(i)) ve
g=g(S) olsun. O zaman, her bir 1<i<n i¢in
ty=S;=S;_y+n;-n;

olarak bulunur.
Ispat : Her bir 1<i<n igin g(S(i))=g(S)-s; olduundan,

n;_y=Card {seS(i—l): s<g-5;1 }
ve

n;=Card{seS(i):s<g~s;}
n;=Card{seS(i-1): s<sg—s; J+Card{seS()\S(i-1): s<g-s;}
olur. Buradan
ny-n;=Card {seS(i-1): g-s;<s <g-s5;1 |~ Card {seS(i)\ S(i-1):sS g-s, }

=(s;-5;_1) ~Card iseS(i) \S(i-1):g~5;(s<g~5;_4 }
~ Card {seS(i) \S(i-1):s<g-s; }

=(s;=8,) ~

elde edilir.

Onerme 1.1.17: S bir sayisal yarigrup, ,=t;(S), n=n(S), n;=n(S(i)) ve g=g(S)
olsun. O zaman , herbir 1<i<n i¢in n,;< n-i geklindedir.

Ispat: ([6,s:7]).

Uyan 1.1.18 : S bir sayisal yangrup, t;=t;(S), n=n(S), n;=n(S(i)) ve g=g(S)
olsun. O zaman ,
(i) np=n(N)=0
(ii) Herbir 1<i<n igin, n; 21
yazilir. Bu yiizden , 6nceki énermeden her bir 1<i < -1 igin,
i-n=l-n+i-1€n;~n;1<n-i-n; 4 <n-i-1 (n)
olarak bulunur.
(iii) Yukaridaki (1) esitsizliginden ve Onerme 1.1.17°den
S;i—S;1~n+i<t;<s;—~5;_1+n-i-1 (2)

elde edilir.



Ozellikle i = n-11ise

-i<n ,1—-n ,_, <0
olur. Yani,

Sp1=Spy~-1St, 1S5, 0-5,2

cikar. i=n-2iken,

~2<n,q9-ny 351
bulunur. Yani

Sp-2-Sp-q 28ty S8y 2=5, 4 +1
yazilir. Ayrica her bir 1<i<» iginve s, =0 olmak tizere,
t,=s;-5;-1 -1

oluyorsa (yani, n;-n;_;=-11ise) ozaman,
n 2
Zti =8, =S, 145, =855 ~l+55 ~s1—1+5, -1
i=1

=s,-n=g+l-n (3)
¢ikar. 0 <4 < p olmak lizere ,
S={0,u,24,...,(n=-2)u,(n-N) pr ,(n=-1) u+h,~> .}
diyelim. Bu durumda,
S()=£0,u,2u,....(n=2)p,(n-2)p +h,~>...}
S()={0,u,2u,...(n=i=Du,(n—i-Du +h,—>...}
S(n-1)={0,1,-...}
elde ederiz ve her biri bir sayisal yarigrup olurlar. Bu nedenle
h=..=t,  =u-1
ve
ty=h-l1=g-s,4
olarak yazilir. Yani bu durumda, her 0 <i <» igin,
=5 =8 1 (4)
bulunur.
Not 1.1.19 : Uyart 1.1.18, bir S Sayisal yarigrubunun tip dizisinin elemanlariin
stnirlarint olusturmakta kullanlabilir.
Tamm 1.1.20 ;: Uyart 1.1.18’de verilen (4) esitligini saglayan sayisal yanigruplara ARF

yarigruplar: denir.



Tamm 1.1.21 : Tip dizisi {1,1,...1} bigiminde olan bir sayisal yarigruba Bakistkl
( Simetrik ) yarigrup denir.

Tamm 1.1.22 : Tip dizisi {2,1,1,...1} seklinde olan bir sayisal yanigruba Bakisiklims:
( Simetrigimsi ) yarigrup denir.

Not 1.1.23 : Bir ARF yarigrubun bakigikl1 yarigrup olmas: gerekmedigi gibi bakigikh
bir yarigrubun bir ARF yanigrup olmas: da gerekmez(Bkz.Ornek 1.3.4 ve Omek 5.2.2).

Teorem 1.1.24 : S bir sayisal yangrup , n(S)=2 ve g=g(S)olmak lizere, {¢,,t,}
pozitif tamsay1 dizisinin S yarigrubunun bir tip dizisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul, 1<t,<t; ve t;+t,=g-1 olmasidir.

Ispat: ([2,5:16]).

Teorem 1.1.25 : S bir saysal yarigrup , n(S)=3 ve g=g(S5)olmak lizere, pozitif
tamsayilarin i=2,3 igin 1<t;<¢, olacak sekilde bir {¢,,t,,t4} dizisi verilsin. Bu
dizinin S sayisal yarnigrubunun tip dizisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul,
{t1.t,,t 4} dizisinin agagidaki kosullardan birini saglamasidir:

(1)t,8ty Ve ty2ta+tz-1

(ii)tqy2t3 ve t(=t,

(ili)ty,2¢t3 ve t(2t,+t53+1

Ispat : ([6, s: 8-91).

Teorem 1.1.26 : S bir sayisal yarigrup , n(S)=4 ve g=g(S)olmak lzere, pozitif
tamsayilarin  i=2,3,4 igin 1<t,<t; olacak sekilde bir {t,,r,,t5,t, | dizisi

verilsin. Bu dizinin S sayisal yarigrubunun tip dizisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul,

{t1.t2.t3,14 § dizisinin asagidaki kosullardan birini saglamasidir:

1) t3sty , toSty ve 12t g4ty +t4-2
i) ty<t, , t4StaSty+t,s~1 Ve 12t ,+Eg +Ey
i) tq<ty , La<taSty+ty~1 Ve ty=ty+ty~1

iv) t3st, ; ty+ty-1<t, ve t12tp+ty +Ly+2



V) t3<t, s L3+t 4—-1<t, ve t1=ty+t3+l

Vi) r3<t, , ty+tg-1<t, ve t1=1,+1
vil) t32t, , I<tysty+l ve 12t o+t +t4-2
viil) t32t, , L4+l St ySty+t g+l ve 12+t 3 4ty
(£, #t5+1)
ix) t32t4 , ty+lSt,Stg+ty+lve ty=ty+t3-1
(t 5 #2t3+1)
X) 132ty , ty+ta+1<t, ve ty2 o4ty +E4+2
Xi) 132t , ty+t4+1<t, ve ty=tq+tz+l
Xii) t321, , ty+t4+1<t, ve =1,
Xili) t321, , ty=1t; ve E 2ttty +tg+2
Xiv) t32ty R ty=ty ve ty=ty+tz+l
(xv) 13214 ve ty= ty=t3

ispat : ([6, s: 9-14]).

Not 1.1.27 : Verilen tip dizisine kargilik bir tek sayisal yangrup geldigi gibi birden
fazla sayisal yarigrup da gelebilir ( Bknz. Ornek 1.3.1 ve Omek 1.3.2).
Uyan 1.1.28 : Verilen tip dizisine karsihk hicbir sayisal yarigrup gelmeyebilir
( Bknz. Ormnek 1.3.3).
Tammm 1.1.29: S bir sayisal yarigrup olmak tizere ,
g(8) +1-n(S) =t(S).n(S)

esitligi saglamiyorsa S sayisal yanigrubuna Maksimal wuzunluklu sayisal yarigrup
denir. Benzer olarak ;

g(8) +1-n(S) =¢t(8).n(S) ~1
oluyorsa bu durumda S sayisal yarigrubuna hemen hemen maksimal uzunluklu sayisal

yarigrup adi verilir.

Sonu¢ 1.1.30 : S bir sayisal yarigrup, t;=¢,(S) , n=n(S), n,;=n(S(i)) ve
g=g(S) olsun. O zaman , herbir 1 <i<nigin n,+s; =n+t +t,+..+1t, esitligi
saglanir,

ispat : ([6, s: 17]).



Sonu¢ 1.1.31: S bir sayisal yarigrup , ¢, =¢,;(S) , n=n(S)22, n;=n(S(i)) olsun.

O zaman , herbir 1 <i<n»n-1 i¢in;

i i
(thJJri Ssi5i1+(ZIjJ—1
J=1

esitsizligi elde edilir.
Ispat : ([6,s:17]).

Uyar1 1.1.32 : S bir sayisal yangrup, ¢;=t,(S) , n=n(S)22 ve u=u(S) olsun.
(a)i=1 ise
ti+lsu<sty+n-1
olur. Ayrica,
max{l, u —n+1}<t;<sy -1
esitsizligi elde edilir. Ozellikle n>1 olmak iizere,
u-n+lsy (5)
esitsizligi , bir S sayisal yarigrubunun bakigikhi ( simetrik ) olmasi i¢in gerekli kosul
olarak verilir.
ty=11se (5 ) esitsizlifi u<n seklinde olur ki bu durum S saysal
yarigrubunun bakisikli ( simetrik ) olmasini gerektirir.
(b) =n , fazla biyiik olmas: gerekmeyen bir dogal say1 olmak tizere , » > 1 iken
verilen {¢,,¢,,...t , } tip dizili bir S sayisal yarigrubunun s; elemanlan igin Sonug

1.1.31 ve asagidaki gosterimde verildigi gibi bir sirur elde etmek miimkiindiir.

Gosterim 1.1.33 : »2>5 olmak izere, tip dizisi {r,,t,,...t,} olan bir S sayisal
yarigrubunun asagidaki kosullan sagladig: bilinmektedir :
(1) g=g(S)=ty+t+.+t s +n-1 (Onerme 1.1.19°dan)
(2) s,o1=g-t, ( Onerme 1.1.12°den )
(3)(Onerme 1.1.14’ten )
Ya
Sp-2 85y Ly (SSy 1=85,258-5,1)

ya da

Sp2=8p g L1 (S5 1—-5Sp2>8-5,1)



(4)(Onermel.1.15’ten )
Ya

Sp-3=8p2 ~tpa+tl (S5, 1-85,2>8-5p1VeS, 1~ 5,3 S8-5,-2)
yada

Ya Sy 1= 8Sp2S8"Sp | V€ Sy 1~ Sp3Sg"Sp2
Sp-3 =S p2 ~lnpy yada Sp1—"Sp-2>8"Sp-1s Sp-1—Sp-3 > Sp-2 Ve

$p-2-8p3S8-8p-2 » Sp-2- Sy 3FSpy 152

yada

Y& Sy 1= 5y 2S8-8p 1, Sp1=S5p-3 >8-85

s s ; 1 V€ Sp 2= Sp-3 S8 y2
n=-3 =5 p-2 "t p-2 "
yada s , 1 =8, 2>8-Sp 1, Sp3~Sp-3 >8=5p2

yadasn—l_sn—z >E8=8Sp-1> Sp-2"5p-3 TS g1~ S p-2

ya da

Sp-3 =Sp3 Lpn~-2 (&S585,1-85,2S8- 5, 1VeSy 28,3 >8—S,2)

(5)(Sonug 1.1.31’den) Herbir 1<i<n-4 igin;
i i
Ytyiviss,sne| Dt |-l
j=1 J=1

olarak yazilir.
1.2 Maksimum indirgenme Boyutlu ( MiB ) Sayisal Yarigruplar

Bu kesimde , bir 6nceki kesimde verilen bilgiler 1s1§inda Maksimum Indirgenme

Boyutlu ( MiB ) sayisal yarigruplardan bahsedecegiz .

Tamm 1.2.1 : S bir sayisal yarigrup ve keN olmak Gzere, i=1,2,..,k i¢in s;e S

ve s;<s;4 olsun Eger S sayisal yarigrubu minimum sayida elemanla iiretiliyorsa,
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yani
S=(sy,52,...5 )
seklinde yaziliyorsa, 0 zaman M = {s;,s,,...s ; } kiimesine S sayisal yarigrubunun

fireteclerinin minimal sistemi denir.

Tamm 1.2.2 : Bir § sayisal yanigrubun lireteglerinin minimal sisteminin eleman
sayisina S sayisal yarigrubunun indirgenme boyutu denir ve e(S) ile gosterilir. Buna
gore , S={(s,,55,..5 ) sayisal yarigrup ve M ={s;,s,,..,5 } kimesi S sayisal
yarigrubunun ureteglerinin minimal sistemi olmak tizere,

e(S)=Card (M)

yazilir.

Tanmm 1.2.3 : S bir sayisal yarigrup ve uz=u(S) olsun. Genellikle e(S) < x olarak
ifade edilir. Eger e(S)= u oluyorsa, o zaman S sayisal yarigrubuna Maksimum
Indirgenme Boyutlu ( MIB ) sayisal yanigrup ad1 verilir .

ARF yangruplarmin  maksimum indirgenme boyutlu (MIB) olduklan
bilinmektedir. ([11,s: 15]).

Uyan 1.2.4 : Maksimal indirgenme boyutlu bir sayisal yarigrubun maksimal uzunlukiu
olmas1 gerekmedigi gibi, maksimum uzunluklu bir sayisal yarigrubun maksimum
indirgenme boyutlu olmasi da gerekmez ( Bknz. Ornek 1.3.6 ve Ornek 1.3.7).

Ustelik, bakisikli bir sayisal yarigrubun maksimum indirgenme boyutlu olmasi
ve maksimum indirgenme boyutlu bir sayisal yanigrubun da bakigikli olmasi gerekmez
( Bknz. Omnek 1.3.4 ve Ornek 1.3.5)

1.3 Ornekler

Bu kesimde ise onceki kesimlerde sozii edilen bazi not ve uyarilarla ilgili ilging

ornekler verecegiz.

Ornek 1.3.1 :{t,,r,,t5,t 4 }=1{6,2,1,1} tip dizisine kargilik gelen bir tek sayisal
yarigrup vardir ve bu sayisal yarigrup , Teorem 1.1.26” da (iv) ile verilen kosulu, yani
t3$t4,t3+t4—lSt2 ve t12t2+t3+t4+2

esitsizliklerini saglar .

| ;fl ' UHSEKOCRETIng SEGH AT
) SUKUMANTAS Y O MERKRET



Bu durumda , so6z konusu sayisal yarigrup

S={0,t 41, ty+ 43, ty+t g+t 343t +ty+t3+t4+4, . }
{0,7,11,12,14, > ...}

seklinde yazilir.

Ornek 1.3.2 : Simdi de {r,,r,,t5,t4 }={6,1,1,1} say1 dizisini ele alaim .Bu diziyi
tip dizisi olarak kabul eden dort farkli sayisal yarigrup vardir.Ciinkt, bu dizi Teorem
1.1.26’da (i), (ii), (iv) ve (xiii) ile verilen kosullar1 gergekler. Bu durumda
gergeklenen her bir kogula bir sayisal yanigrup karsilik gelecektir . Yani ;

(1) kosuluna karsilik gelen sayisal yarigrup :

S={0,61+3, 8+t +3, £ #ly+t3+3 b+t +Ey+t 4+4,> .}
={0,9,10,11,13,> ...}

(ii) kosuluna karsilik gelen sayisal yarigrup :

S={0,t+2, t +t o +3, t +t g+t 343 8141+t +t4+4,> .. }
={0,8,10,11,13,-> ...} ’

(iv) kosuluna karsilik gelen sayisal yarigrup :

S={0,t1+1,t1+t2+3, .t1+t2+t3+3 ,t1+12+t3+f4+4,—)... } .
={0,7,10,11,13,— ...} ’

ve son olarak
(xiii) kosuluna kargilik gelen sayisal yarigrup :

S={0,t+1, 8+t 42, t | #Ly+E3+3 t + g+t 3+t 4+4,> . }
={0,7,9,11,13,> ...}

olarak bulunur.

Ornek 1.3.3 :{t;.t,,63.t 4 }={4,3,4,3} say dizisini , tip dizisi olarak kabul eden
higbir sayisal yangrup yoktur. Ciinkii, bu dizi Teorem 1.1.26’ da verilen kosullardan

higbirini saglamaz.

Ornek 1.3.4: 5 = {0,4,6,8, - ...} sayisal yarigrubunun tip dizisinin
{t1.02.05}={3,11}

oldugu kolayca goriilebilir. Ustelik, S sayisal yarigrubu maksimum indirgenme

boyutludur.
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Cinku
5={0,4,6,8, > ..}=(4,6,7,9)
yazabiliriz ve bu durumda S sayisal yangrubunun iireteglerinin sistemi,
M ={4,6,7,9}
kiimesinden bagka bir gey olamaz. O halde,
H=p(S) =4=e(S)
olarak bulunur. Ancak S sayisal yarigrubunun tip dizisi
{t1.15,05}={3,1,1}
oldugundan S bakigikli degildir.

Ornek 1.3.5:5 ={0,3,5,6, 8, - ...} sayisal yarigrubunu inceledigimizde, tip dizisinin
{tita.03,04}={L1,11]

seklinde yazildigimt ve dolayisiyla S sayisal yarigrubunun bakigikli oldugunu
sOyleyebiliriz. Ancak S sayisal yarigrubu maksimum indirgenme boyutlu degildir.
Cnkd,

5=1{0,3,5,6,8, > ..}=(3,5)
bigiminde yazilip S sayisal yarigrubunun iireteglerinin minimal sistemi,

M={3,5}

olarak yazilir. Bu durumda,

H=u(S)Y=3 ve e(S)=2

oldugundan u=u(S) = e(S) elde edilir .

Ornek 1. 3. 6 : S sayisal yarigrubunun
s ={0,6,10,12, 14, —» ...}
seklinde oldugunu goz oniine alalim. Bu durumda , tip dizisinin
{ti.ta.t5,t4}={53,1,1}
bigiminde oldugu agiktir. S sayisal yarigrubu maksimum indirgenme boyutludur.
Ciink,
S ={0,6,10,12, 14, - ...} = (6,9,10,14,17,19)

olarak yazilabildiginden S sayisal yarigrubu igin u=u(S) = 6= e(S) olarak bulunur.
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Bagka bir deyisle, S sayisal yarigrubu maksimum indirgenme boyutludur. Ciinkd,
S sayisal yarigrubu ARF yanigrubudur. Ote yandan, S sayisal yarigrubu maksimum

uzunluklu degildir :
g(S) =13 ,' nS)=4 ve ((S)=t,(8)=5
oldugundan dolay1
g(SY+1-n(S)=t(S)n(S)
elde edilir.

Ornek 1.3.7: Son olarak S ={0,3,4,6, > ...} sayisal yangrubuna baktigimizda,
S sayisal yangrubunun maksimal uzunluklu oldugunu, fakat maksimum indirgenme
boyutlu olmadigini sdyleyebiliriz. Ciinki
g(S)Y=5, n(S)=3 ve t(S)=t{(S)=1
oldugundan dolay:
g(S8) +1-n(S) = t(S)n(S)
esitligi saglanir. Yani, S sayisal yanigrubu maksimal uzunlukiudur. Ancak
u=p(S)=3+2=¢e(S)

elde edildiginden dolay1 S sayisal yarigrubu maksimal indirgenme boyutlu olmaz.
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2. BOLUM

Bu boliim iki kesimden olugmaktadir. Birinci kesimde, sayisal yarigruplann tip
dizilerini bulmak igin 6nceki bolimde verilen yontemlerden farkli olarak bazi
algoritmalardan soz edecegiz. Ikinci kesimde de bu algoritmalarin uygulamast

anlaminda 6reklere yer verecegiz.

2.1 Tip dizileri i¢in algoritmalar
Verilen bir sayisal yarigrubun tip dizisinin tam olarak bulunmas: ile ilgili farkli

algoritmalar1 bu kesimde sunacagiz.

Tamm 2.1.1 : S bir sayisal yangrup , seS ve s=0 sayisi sabit olsun.
eg=s ve e, =min{teS: tA£0 (mods) }
diyelim. O zaman,
e, =min{teS: t fe; (mods) , j=0,12,....i~1 |
seklinde tanimlayip olusturdugumuz {e y,e,e,....e 1} say1 dizisine (mod s) ye gore

S sayisal yanigrubunun standart tabam denir.

Uyan 2.1.2 : Herhangi bir S sayisal yarigrubunun standart tabam, bu yarigrubun
ireteclerinin bir kiimesi oldugundan S sayisal yarigrubunun ureteglerinin minimum

kiimesini kapsar.

Tamm 2.1.3 : n(S)=nve ey = u=u(S) olmak lizere herhangi bir S sayisal yangrubu ,
S={O,S 15525058 p158 =g+l,>... }

seklinde verilsin. Her bir i=12,...,»n i¢in,

0
BS=85(0)={e{, ¢, |

kiimesine ( mod u ) ye gore S sayisal yarigrubunun standart taban: denir.

Ayrica, (mod u ) ye gore S (i) sayisal yangrubunun standart tabanmi da
BS(i) = {e e, e, }

seklinde ifade edilir.
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Teorem 2.1.4 : S herhangi bir sayisal yanigrup, BS(0) ve BS(i) kiimeleri Tanim 2.1.3’
te verildigi gibi sirasiyla, S sayisal yarigrubunun standart tabami ve S(i) sayisal
yarigrubunun standart tabant olsun. O zaman,
t;(8)=Card(S(i)\ S(i-1))
= Card {eg"‘”: e eBs(i-1), eV eBS(), 0<jspu-1 }
= Card {eg.'): eV eBs(i), eV eBS(i-1), 0<jspu-1 }

= Card {eg.i—l): eS.i_l) >u, es.i_l) +s&BS(0), 0<j<u~1,s;<s<s5,, ,Vs}

seklinde olur.
Ispat : ([6, s : 23-24]).
Sonug 2.1.5 : Asagidaki esitlik Teorem 2.1.4 ‘den kolayca elde edilir. i = » igin

t,(8)= Card{e(ji) : es.i—l) >u }

.....

verilecektir.
Onerme 2.1.6 : S bir sayisal yarigrup, n=n(S)veu=u(S) olsun. Bu durumda S
sayisal yarigrubunun {¢,,¢,,...,t , } seklinde bir tip dizisi vardir.
Ispat : S sayisal yarigrubu
S={0=50,51,5725.:8 p1,8 =g+, ...}

seklinde olsun. Her bir i=1,2,...,n i¢in,

BS(=1e{’, e, e, e?, |

kiimesinin Tanim2.1.3 ‘ten (mod x ) ye gore S (i) sayisal yarigrubunun standart

taban oldugunu biliyoruz. Her bir i=1,2,...,n ve j=0,1,..,u-1 igin, es.i“l)eBS(i—l)

olmak tizere

(i-1)

(-1
ey <e,

<o<edVep<elD < <elP (6)
ve 0<h< pu-1 olacak sekilde bir h tamsayist vardir. a , = ¢ alirsak,

(i-1) ya j<h
e ; .
/ yada 3seS; s ;<s<s,_;, e(j'—l) +s €BS(0)  (7)

e Si_l) ~ u ; Diger durumlarda

olmak lizere Teorem 2.1.4° den
BS(iy={ag.ay,,a, |

yazilir.
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Bu durumda ,
. i~1
ti(S)=Card{j:aj=e§-' )—,u}

olarak bulunur.

.....

diger algoritma verecegiz.
Onerme 2.1.7 : S bir sayisal yangrup , n=n(S) vep=p(S)=e(” olmak tzere,
S sayisal yangrubunun {¢,,¢,,....t , } seklinde bir tip dizisi vardir.
Ispat : S sayisal yarigrubunun (mod 4 ) ‘ye gore standart tabaninin
BS =BS(0)={e ¥, e, e ® e }

seklinde verildigini biliyoruz. O zaman 0< j<u-ligin f; =a ; u+; olmak lizere

(o trnf ua }=lePe®@,e® @ |
diyelim. Bu durumda, f, =z ve ao =1 oldugu agiktir. Ustelik, her ;>1 tamsayisi
igin, 1< a ; <n elde edilir. Gergekten,
g(S) +u =max{f . 2. f pa}

oldugundan ve nu 2g(S)+1 esitsizlifinden « ; <n ¢ikar. Buna gore, onceki

varsayimlardan
A1
da; -ty =ty=.~t, =0
J=1

yani,

H-1 n
Y=t (8)
j=1

i=1
elde edilir. Boylece,, (8) esitliginden a ; tamsay: dizisini buluruz. Bu dizinin her bir

elemanina S sayisal yarigrubunun tip dizisinin bir elemam karsilik gelecegi agiktir.

Sonuc¢ 2.1.8: S bir sayisal yarigrup, n=n(S) veu=x(S) olsun. O zaman , asagidaki

kosullar gergeklenir.
u~1
(a) S saysal yarigrubu bakigiklidir & Ya;=n
j=1
u-1
(b) S sayisal yanigrubu bakigtkhimsidir & Y @, =n+1
j=1

Ispat : ([6, s: 27-29]).
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Onerme 2.1.9 : S bir sayisal yarigrup , n=n(S) = 2 olmak tizere , her bir i=1,2,...,n
igin 1<¢;<t, olacak sekilde {r,,t,,...t , } tamsay dizisi, S sayisal yarigrubun tip
dizisi olsun. O zaman x =x(S) olmak lizere , asagidaki (a) — (f) kosullarini saglayan,

a putl=fy,au+2=f, , ey p+tu-1=f,,ve u-121

olacak sekilde u tamsay: vardir :
H-1 n
(a) Da; = D¢,
j=1 i=1

(b)Y fr=appu+h=g(S)+u olacak sekilde I r 1<h< pu-1.
(c)Vj,1sjsu-1igin a;<a, dr Aynca, j>h ise a ;<a, olur.
(d) xeN ve 0<j<pu~1 igin x=yu +; olmak tizere,

xeS=>a sy

xgS>a ;>y
yazilir.
(e) (m-1)u<g(S)+1<mu olacak sekilde meN var olsun. O zaman,
g(S) +l=(m=D)y +r
seklinde ise
p-l-n-m<Cardda ; :ya @ ;=(m-l)ve j2r yadaa ; =m [<t,
olur.
(£) t1(S) = u-1~ Card{f; €BS(0) :f; > p, 3£, €BS(0) , f,, + f; €BS(0)}
yazilir.
Ispat : ([6,s: 28-29]).

2.2 . Algoritmalarin uygulamalan

Bu kesimde, verilen bir S sayisal yanigrubunun standart tabanini kullanarak,
soz konusu algoritmalar yolu ile bu sayisal yarngrubun tip dizilerinin bulunmasina

iligkin carpic1 6rnekleri tartigacagiz.

Ornek 2.2.1 : 5={0,8,12,>..} saysal yarigrubunun tip dizisini bulalim.Bunun igin
once S sayisal yangrubunun standart tabanini elde edecegiz. Tamimlar geregi
eg=4=8 ve e;=min{reS: r£0(mod8) }=12

¢ikar ve boyle devamla



ey=min{teS: t#e; (mod8), j=01 j=13
ve
ey=min{teS: t#e, (mod8), j=0,1,2 f=14
olur. Benzer sekilde
e4=15, e5=17, eg=18, e7=19
olarak bulunur. Bu durumda, S sayisal yarigrubunun ( mod 8) ‘e gore standart tabam
BS=BS(0)= {8,12,13,14,15,17,18,19}
seklinde elde edilir.
Simdi de S(1) sayisal yarigrubunun (mod 8 )’ e gore standart tabanin1 bulalim;
i=1 i¢in, (6) egitsizliginden

(0)

NOPHO (0) (0)

= 0)
<.<ey’=p<ep; <..<e,;

ve 0<h <7 olacak sekilde h tamsayisi vardir. Ancak 1<k <7 olamaz. Aksine,
omegin h=1olsun. O zaman,

e®=pu=3
olur. Bu ise

e®=12

olusu ile geligir. #=23,..7 icin de bir celigkinin elde edilecegi benzer islemlerle
bulunur. Boylece, #4=0 olmak zorundadir. O halde, ay=u =8 olarak bulunur.
Bu durumda, Onerme 2.1.6’de verilen (7) formiili kullamldiginda

a=eP=8 veya a=e{V-y =4

olur. Ancak, a;=¢{? =8 olamaz. Cinkil, e¢(® +5s=12+8=20¢BS(0) gikar.

O halde a ;=4 olmalidir. Benzer iglemlerle

a,=13-8=5, a;=14-8=6,a ,=15-8 ,
as=17-8=9 ;a4 =18-8=10 ve a,=19-8=11

olduklar goriilir. Bu durumda, S(1) sayisal yarigrubunun standart tabani
BS(1) ={8,4,5,6,7,9,10,11}
olacaktir. Boylece, Teorem 2.1.4’ ten

ti(S)=Card{e(J.°) eV eBs(0), ePeBsqy, 0527 }
=Card {12,13,14,15,17,18,19 }
=7

elde edilir.
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Simdi ¢ 5 (S) sayisim bulalim. i=2 igin, (6) esitsizliginden

ef? <eP <.cel=p<el) <. <eQ,
ve 0<h <7 olacak sekilde h tamsayisi vardir. Ancak, yukandaki i=1 halinde &
igin yapilan benzer islemler sonucunda 1< 4 <7 olamaz. Béylece, 4=0 olmak
zorundadur.
Bu durumda , ag= =8 olur . Simdi de S ( 2 ) sayisal yarngrubunun standart
tabani olan BS ( 2 ) kiimesinin diger elemanlar1 bulalim.
i=2 ve n=n(S) =2 oldugundan Onerme 2.1.6° te ( 7 ) formilii ile verilen

a ; tamsayilarinin yaziligindaki ,

JdseS,s; <s<s,1, € S.i_l) +s € BS(0)

kosulu kesinlikle gegerli olmaz. Ciinkii,

§,S5<8)
olur ki bu,
5 <Sit1
olusu ile geligir. O zaman , geriye
e gi b u >0

oldugu durum kalmaktadir. O halde ,
as=9-8=1,a4=10-8=2 ve a;=11-8=3
¢ikar. Boylece, S (2) sayisal yangrubunun standart tabani ,
BS(2)={8,1,2,3}
olarak bulunur. Bu durumda , Sonug 2.1.5 * ten

ty(S)= Card{j:aj—,u }
Card{j:aj—S }
Card {5,6,7}

3

it

olur. Yani sonugta,
5={0,8,12,>...}

say1sal yarigrubunun tip dizisi
{t1.r2}=1{7.3}

olarak bulunur.
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Asagidaki drnekte verilen S sayisal yarigrubunun tip dizisini Sonug 2.1.8, Onerme 2.1.9

ve Onerme 2.1.7’den yararlanarak bulalim.

Ornek 2.2.2 : 5={0,3,5,6,8,>..} sayisal yangrubunun tip dizisini hesaplayalim .
Bunun igin énce S sayisal yarigrubunun standart tabam BS ( 0 ) kiimesini bulmaliyiz.

eg=4=3 ve e,=min{teS: t#0(mod3) }=5

ey=min{teS: t#e; (mod3), j=01 {=10
olur. Bu durumda , S sayisal yangrubunun standart tabani ,

BS=BS(0)={3,5,10}

elde edilir. $imdi de 0 <j <2 igin, f ; saylanmi bulahm. 0<j <2 igin f ;=a ; u+j
olmak tizere ,

BS(0)={e P, ¢V, e Y= {1 o,/ 1.1 2 }= (3,510}
diyelim. O zaman

fo=3a,+0=e =3 = a,=l

f1=3a; +1=¢{¥ =10 = a,=3

Sfa2=3a, +2=e§0) =5 D ay=1

olarak bulunur.

Ote yandan , Onerme 2.1.9/ (f)’ deki
t1(S) = u~1- Card{f; €BS(0):f; > p, 3 f, €BS(0) , f, + f; €BS(0)f
esitlifinden
t1(S) =3-1- Card ({ f, D=3-1-1=1
cikar.
Ayrica , Onerme 1.1.8/(b) ‘den de

1<t; <t
oldugundan

ty=ty=ty=1
elde edilir. Sonugta, $={0,3,5,6,8} sayisal yarigrubunun tip dizisi ,

{t1.t2.t5,t4 }={1,1,1,1}

olacak gekilde bulunur.
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3. BOLUM

Bu boliimde , G. IKEDA ve H.I.TUTALAR tarafindan karakterize edilen 3 ve
4 ile baglayan sayisal yarigruplardan bahsedilecek ve sayisal yarigruplarin tip dizileri

verilecektir.

3.1. Ozel Sayisal Yangruplar
Bu kesimde 3 ve 4 ile baglayan 6zel sayisal yanigruplan tammlayarak ilging
ozellikleri incelenecektir. Bu kesimde incelenecek sayisal yangruplara 3- ve 4- ile

baslayan Weierstrass sayisal yanigruplari da denilmektedir.[16, 35-43].

Gosterim 3.1.1 : r ve s pozitif tamsayilan en kiiciikk baslangic degerlerini belirtmek

tzere, r <s iken 3 ile baslayan Weierstrass S sayisal yarigrubu
$={0,3,...,3r,3r+1,...,35+2, >... }

bigiminde ifade edilir.

Onerme 3.1.2 : Yukanda verilen S sayisal yangrubu igin agagidaki kogullar

gergeklenir.
(i) 2r-s20
(i) 2s-r+120.

Ispat: [ 17, s: 160-161]
Onerme 3.1.3 : Gosterim 3.1.1° de verilen S sayisal yarigrubu igin
Card (N\S) =r+s seklindedir.

Ispat: [ 17, s: 160-161 ]

Gaosterim 3.1.4 : r ve s pozitif tamsayilan en kiiciik baslangic degerlerini belirtmek

uzere, r>s iken 3 ile baslayan Weierstrass S sayisal yarigrubu
5={0,3,...,35,35+2,..,3r +1,>... }
bi¢iminde ifade edilir ve 2s-7 >0, 2r—s+12 0 ve bu durumda Card (N\S) =r+s olur.

Ispat: [ 16, s:35-39 ]
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Gosterim 3.1.5 : r,s ve ¢ pozitif tamsayilan, »+¢-2s > 0 kosullu, en kiigiik baslangi¢

degerlerini belirtmek tizere, 4 ile baglayan Weierstrass S sayisal yarigrubu

S={0,4,.,4r 4r+1, . 4542, 4+3,>... }

seklinde yazilir ve bu durumda Card (N\S) =r+s+¢ olur.

Onerme 3.1.6 :Gosterim 3.1.5°de verilen S sayisal yarigrubu igin asagidaki kogullar
saglanir.

(1) r+s-t20

(ii) s+t-r+120

Ispat: [ 18,s: 138 ]

3.2 Ornekler
Bu kesimde, bir onceki kesimde sozii edilen sayisal yarigruplann, tip dizisi
olmayan sayisal yarigruplara dair birer 6rnek olusturduklarini ve bunlardan bazilarinin

ARF veya bakisikl yarigrup olmadiklarina iligkin érnekler verecegiz.

Ornek 3.2.1: =3 ve s=4igin Gosterim 3.1.1 ile verilen S sayisal yarigrubu
5={0,3,9,10,-... }

seklinde olur. Bu durumda, g(S)=8 ve n(S)=2 olup, ¢, =3 ve ¢, =4 elde edilir. Bu ise,
Onerme 1.1.8 / (b) ile gelisir. Yani, 1, <t, olamaz. Boylece, S sayisal yarigrubuna

karsilik higbir tip dizisi gelmez.

Ornek 3.2.2: r=3 ve s=2 igin Gosterim 3.1.4° de verilen S say1sal yarigrubu
5={0,3,6,8,—>... }
bigiminde olur. Bu durumda, g($)=7 ve n(S)=3 olup #; =3, t; =g-s,=7-6=1ve
Htty+ty3 =g+l-n(s) =>4+t =T+1-3=5=14p =1

bulunur. Yani, S sayisal yarigrubunun tip dizisi {3,1,1} seklinde olur.

Ornek 3.2.3 : r=2 ve s=1 igin Gosterim 3.1.4’ de verilen S sayisal yarigrubu
§={0,3,5,6,7,»... }={0,3,5,> ... }

olarak bulunur. Bununla birlikte, g(S)=4ve n(S)=20lup S sayisal yarigrubunun tip

dizisi {2,1} olarak bulunur.
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Bu durumda, i=1,2 olmak iizere her i igin
t =5, —8; —1
esitligi gerceklendiginden, S sayisal yarigrubu bir ARF yarigrubu olur. Ustelik
Tanum 1.1.22° den de S sayisal yarigrubunun bir bakigiklimst yarigrup oldugunu

sOyleyebiliriz.

Ornek 3.2.4: r=2, s=1 ve t=1 igin Gosterim 3.1.5’ de verilen S sayisal yarigrubu
5={0,4,6,7,8, »... }={0,4,6,>... }
bigiminde olur. g(S)=5,n(S)=2 ve buradan , =2, ¢, =1 olup S sayisal yarigrubunun
tip dizisi {2,1} olarak bulunur. Béylece, 1< i <2 olmak iizere, her i igin
t =5, -5 -1
esitligi gergeklenmediginden, S sayisal yarigrubu bir ARF yarigrubu degildir. Ancak, S
say1sal yarigrubu bir bakigiklims: yarigruptur.
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4. BOLUM

Bu bolim, elde ettigimiz sonuglar ve bunlarin uygulamalart seklinde iki

kesimden olusmus olup, tez ¢caismamizdaki esas kisimlarin ilkidir.

4.1 Tip Dizileri ile ilgili sonug¢lar
Bu kesimde, daha oOnceki bilgilerden yararlanarak yazdigimz tim o6zel tip

dizilerine karsilik gelen sayisal yarigruplarin,

S={0,8)+1, t; +1, +2, t; +15 +13 +3, 8y +1y +13 +14 +4,—>... }

seklinde olacagim gostererek, bu sayisal yarigruplarin timinin ARF yangrup da

olduklarina dair sonuglan, ispatlari ile birlikte verecegiz.

Sonug¢ 4.1.1 : r23 ve reN olmak iizere, t, =2t+1 ve t, =¢ olarak alahm. Tip dizisi
{t1.t;§ seklinde olan bir S sayisal yangrubu ve n=n(S)=2, g=g(S)
verilsin. §={0,1; +1, #; +#, +2, -... } olmas1 igin gerekli ve yeterli kosul {#,r, § dizisi
i¢in t; +t, =g-1 ve 1< t, <t; olmasidir,
Ispat : t>3 ve teN olmak iizere, =2+l ve tp =t diyelim. n=n(S)=2, g=g(S)
olacak sekildeki S sayisal yarigrubu

S={0,4, +1, 4 +t, +2, >... }
olsun. Bu durumda, s, =s, =g +1 esitliginden

H+ty+2=g+1=>g-1=f+it;
ve ¢ ile t, sayilarinin segiliglerinden de 1< ¢, <, saglanir. Tersine, 1< ¢, <t; ve
t; +t, =g -1 olsun. Onerme 1.1.12’den 0 =s, e S olmak iizere

ty=s-59g-1=>s) =11 +1

¢ikar. Diger taraftan, |

ty =5y =51 =159 =ty +5 +1
=5 =t1 +t2 +2

bulunur. Bu durumda, n=n(S)=2, g=g(S) olmak iizere, S sayisal yarigrubu
S={0,Sl, Sy —>... }= (0,?1 +1, H +ty +2, >... }

seklinde olur.
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Sonug 4.1.2 : reN, 23 igin, f =4t+1, t, =2t+1 ve ty=¢ diyelim. Tip dizisi {#,¢;,¢3 |
ve n=n(S)=3, g=g(S) olan S={0,1; +1, t; +1, +2,¢; +1, +13 +3, > ... } seklinde bir S
sayisal yarigrubunun var olmasi igin gerekli ve yeterli kosul {¢,1,,£;} dizisinin
t, 213 Ve t 2ty +13 +1 esitsizliklerini saglamasidir.
Ispat : S={0,/+1, f; +t,+2,5 +1, +1;+3, > ... } sayisal yarigrup olsun. f,t, ve t,
dogal sayilarinin segiliglerinden, ispat agiktir.

Tersine, te N ve t23 olmak iizere, #; =4t +1, t, =2t+1 ve t3 =t verilsin. ¢, >¢; ve

t; 2ty +t;+1 oldufunu kabul edelim. Onerme 1.1.9° dan g=t;+f,+t;+2 olup

g+l=tj+t; +t3+3=s; elde edilir. Onerme 1.1.12° den de #=g-s, bulunur. Bu
durumda, fy=f;+ty+t3+2-s, olup, buradan da  sy=f+£,+2  ¢ikar.
Ote  yandan, ty+l>t3 oldugundan ve  Teorem  1.1.25  den
s1=89 ~ty —1=(t; +t5 +2)—t; —1=1; +1 bulunur. Béylece, S sayisal yarigrubu »=n(S)=3,
g =g(S) olmak iizere

S=40,51,55 53, ..f= {0,4 +1, fy +1, 42,1, +15 +13+3, > ... }

seklinde elde edilir.

Sonug 4.1.3 : reN ve r>3 olmak iizere, #; =8t+1, ty =4t+1, t3=2t+1 ve t,=¢t olsun.
Tip dizisi {t),t, t3,t4 § ve n=n(S)=4, g=g(S) olan bir S sayisal yangrubu var ve
S={0,8)+1, t; +15 +2,ty +15 +13+3, 1) +1 +13 +14 +4—> ... } seklinde olmas: i¢in gerekli ve
yeterli kosul {11, t5,4, ) dizisinin  £32¢4 ta2tyttg+l Ve f 2 ty+i3+ig+2
esitsizliklerini saglamasidir.

Ispat : Verilen 6zellikli sayisal yarigrup
S={0,t)+1, t; +t, + 2,8 +1y +15 43,4 1y +13 +1y +4,—> ... }
olsun. #,t,,t3 ve t, dogal sayilarinin segiliglerinden,
t32ty , bty 23+t +1 Ve 1 2ty +13+14 +2
kosullartnin saglandid1 kolayca goriiliir.
Tersine, teN ve t>3 olmak iizere,
t =8+, ty =dt+1, t3=2t+1 Ve ty=t

olsun. Bu durumda,
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1324ty 2 t3+g +1 V€ ) 2 ty +13 +14 +2

esitsizliklerini saglayan {t,t;,t3,t, § sayr dizisini tip dizisi olarak kabul eden ve
n=n(S)=4, g=g(S) seklinde olan S sayisal yarnigrubunu bulalim. Onerme 1.1.9° dan

g=t +ty +i3+14 +4+3 =541
¢cikar. Boylece

Sq= b +ty i+l +4

elde edilir. Onerme 1.1.12° den de

sy=g~tg =t +1, +13+3
oldugu bulunur. Ote yandan, ¢;> 1, esitsizliinden 1;+1>z, ¢ikar. Bu durumda,

Onerme 1.1.14’ten s, =53 —t3 —1=t; +1, +2 elde edilir. Teorem 1.1.26’den, #; +1>¢, ve

ty +1 >3 +14 +1 esitsizlikleri saglandiindan s; =s, -5 —-1=1 +1 olarak bulunur. O halde,

S sayisal yanigrubu ,

S={0,sl,s2, 53,84 ,—)...}2 {O,tl +1, 4+t 2,8 +ty +i3 +3, 4y HEy iz iy +4, > }

seklinde elde edilir.

Sonug 4.1.4 : S sayisal yarigrup , teN ve r>3 olmak iizere,
(i) n(S)=2 igin {2r+1,¢}
(ii) n(S)=3 i¢in {4r+1,2¢+1,¢}
(iii) n(S)=4 igin {8t+1,4t+1,2t+1,¢}
tip dizili S sayisal yarigruplarin hepsi birer ARF yarigrubudur.
Ispat : S sayisal yarigrup , reN ve r=3olsun.
(i) n(8)=2 ve g=g(S) olmak iizere {2:+1,¢} tip dizili S sayisal yangrubu,
Sonug 4.1.1° denS={0,2¢+2,3t+3,-... } seklinde yazilir. Bu durumda, her i=1,2 igin
t; =s; —s; -1 esitliginin saglandifim gérmek kolaydir. Yani , S sayisal yarigrubu ARF
yarigrubu olur.
(i) n(8)=3 ve g=g(S) olmak iizere Sonug 4.1.1den {4r+1,2¢t+1,¢} tip
dizisine karsilk S={0,4+2,6t+4,7t+5, »...} sayisal yarigrubu elde edilir. Bu

durumda S sayisal yangrubu ARF yangrubu olur. Ciinkii

fy =(4f+2)~0=1=4t+1
ty =(6t+4)—(4t+2)-1=2t+1
t3=(Tt+5)= (6t+4)—1=¢

degerleri beklenen esitlikleri saglar.
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(iii) n(S)=4 ve g=g(S) olmak iizere Sonug 4.1.1°den { 8¢+1,4r+1,2t+1,¢ }
tip dizisine tekabiil eden S sayisal yarigrubun S={0,8¢+2,12¢+4,14r+6,15t+7, ->... }
bigiminde oldugu agiktir. Boylece, yukanda yapilan benzer islemlerle her

i=1,2,3,4 i¢in t;, = 5; —s;; -1 kosulunun saglandigim, yani S sayisal yarigrubunun bir

ARF yanigrubu oldugu bulunur.

4.2 Sonuclara Ait Ornekler
Bu kesimde, bir 6énceki kesimde verilen S sayisal yarigruplan ile ilgili ilging

ornekler verecegiz.

Ornek 4.2.1 : $={0,10,15,—...} sayisal yarigrubunu ele aldigimizda, g(S)=14, ve
n(S)=2 oldugunu sdyleyebiliriz. Sonug 4.1.1° de r=4 olursa t; =9 ve ¢, =4 bulunur.

Dolayisiyla, S sayisal yarigrubu ne bakisikli ne de bakigiklimsidir. Ancak S sayisal
yarigrubu maksimum indirgenme boyutlu olmasina karsin maksimum uzunluklu
degildir.

Her ARF yarigrubunun Kesim 4.1’ de verilen sayisal yangruplar bi¢iminde

yazilamayacagini gosteren bir bagka 6rnek ise agagidadir.

Ornek 4.2.2 : 5={0,3,5,—...} sayisal yarigrubunu diisiinelim. Boylece, g(S) =4 ve
n(S)=2 olur. Bununla birlikte, # =2 ve ¢, =1olduklari Ornek 3.2.3° den kolayca
goriiliir, Bu durumda, bu sayisal yarigrubun tip dizisinin {2,1} olacagim soyleyebiliriz.

Ustelik, yine aym 6rnekten S sayisal yarigrubunun bir ARF yarigrubu oldugu anlasilir.
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5. BOLUM

Tez caligmamizin esas kisimlarindan ikincisi olan bu son boliim, iki kesimden

olugmaktadir.
5.1 Arf ve Bakisikli Yangruplar icin Kriterler

Bu kesimde, ARF ve bakigikli yarigruplar arasindaki iliskileri inceleyerek,

bunlarla ilgili elde ettigimiz baz1 ilging sonuglar1 verecegiz.

Sonug 5.1.1 : S bir sayisal yarigrup ve i=L2,..,n(S) igin s; € S olsun. O zaman, S
bakigikli yanigrup ve s; —s;; =2 oluyorsa S sayisal yarigrubu bir ARF yarigrup olur.

fspat : S bir saysal yarigrup ve her i=12,..,n(S) i¢in s; -5, =2 olsun. S bakigikls
yarigrup oldugundan, her i=12,...n(S) i¢in ¢, =1 olurBuradan t; =1=2-1=s; -5, -1

elde edilir. Boylece Tamm 1.1.21°den S sayisal yarigrubunun ARF yangrubu oldugu
cikar.

Sonug 5.1.2 : S saysal yangrup ve 1<i<n(S) olsun. S, bir ARF yangrup ve her
i=12,..,n(S) i¢in s, —s;; =2 ise S bakigikli bir yangrup olur.
Ispat : S bir ARF yarigrup oldugundan her i=L2,..,n(S) i¢in t;, =s; -s,y -1 yazilir.

Varsayimda verildigi gibi s; —s;_; =2 oldugundan ispat tamamlanir.

Sonu¢ 5.1.3 : S bir sayisal yarigrup ve u=u (S) olsun. S sayisal yarigrubunun
bakigikli yarigrup olmasi igin gerekli ve yeterli kosul x#>2 ve g(S)+1=2n(S)
olmasidir.

Ispat : S bir sayisal yangrup ve u=u (S) olmak iizere Onerme 1.1.10° dan

2 n(S) <g(S)+1<((S)+1) n(S) |
esitsizliginin saglandigim biliyoruz. S bakigikli yangrup oldugundan (S)=1 olur.
Buradan
2n(S)<£g(S)+1<2 n(S)

esitsizligi elde edilir. Yani, g (S)+1=2n(S) ¢ikar.
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Tersine, u22 ve g(S)+1=2n(S) olsun. Onermel.1.11° den
1<t(S)<min{u(S)-1,g(S)+2-2n(S)} 9
esitsizligi elde edilir. Ote yandan, varsayimda verilenler (9) esitsizlidinde yerine
yazildiginda her i=12,..,n(S) igin ¢ (S)=1 olur. Bu durumda Tamim 1.1.21°den

S sayisal yarigrubunun bakisikli oldugu goériliir.

Sonug 5.1.4 : S bir sayisal yarigrup ve g =u(S)=2 olsun. Bu durumda
g(8)>2n(S)+1
ise S bakigikli bir yarigrup olur.
Ispat : S bir sayisal yarigrup ve g =u(S)=2 olmak iizere g(S)>2n(S)+1 oldugunu
kabul edelim. O zaman
g(8)+2-2n(S) >2-2n(S)+2n(S)+1
¢ikar. Yani
g(8)+2-2n(S) >3
elde edilir. Bu durumda
g(8)+2-2m(S)=x
denirse Onerme 1.1.11°den de
1<t(S)<min{u(S)-1,g(S)+2-2n(S) }
esitsizligi varoldugundan 1<¢(S) < min{1,x }=1 bulunur. Béylece Tanim 1.1.21°den

ispat tamamlanir.

Sonu¢ 5.1.5 : S bir sayisal yanigrup ve i=L2,..,n(S) olmak flizere, ¢ =t (S) ve
n;=n(S(i)) diyelim. Her i=12,..,n(S) i¢in , n, =n,_; -1 ise S yarngrubu bir ARF
yarigrubu olur.
Ispat : Onerme 1.1.17°den her bir i=12,..,n(S) i¢in

t;=s; —Si_y +n; —n;_y (10)
oldugunu biliyoruz. n; =n,_; -1 esitligini ( 10 ) ifadesinde yerine yazarsak her bir
i=12,.,n(S) igin , t; =s; ~s;; -1 esitligini elde ederiz. Bu durumda, Tanim 1.1.20’den

S sayisal yarigrubunun bir ARF yarigrup oldugu ¢ikar.
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Sonu¢ 5.1.6 : S bir sayisal yangrup ve i=12,...n(S) olmak lzere, ¢ =t (S) ve
n;=n(S(i)) diyelim. Her i=12,..,n(S) igin, n; - nj_y=s; -5, -1 ise S yanigrubu bir
bakigikli yarigrup olur.

ispat : Her bir i=12...n(S) igin , n; —n_y=s; -5, -1 esitligini Onerme 1.1.16’da

yerine yazarsak, 1, =n;_) —n; +1+ n; -n,_; =1 oldugunu elde ederiz. Bu ise ispat1 bitirir.
5.2 Kriterlere ait Ornekler

Bu kesimde ise her ARF yarigrubunun bakigikli bir yanigrup olmadigina ve her
bakigikli yarigrubun da ARF yarigrubu olmayacagina iligkin garpici drnekler verecegiz.
Ayrica Kesim 5.1°de verilen bazi sonuglari terslerinin neden dogru olamayacaklarim

orneklerle agiklayacagiz.

Ornek 5.2.1: Boliim 4’ te verilen biitiin sayisal yangruplar ARF yarigruplardir , ancak
bakigikli yarigrup degildirler.

Ornek 5.2.2: 5={0,3,5,6,8, ... } sayisal yarigrubunun bakigikli oldugu Omek 3.1.5°te
gosterilmisti. Bu durumda, i=1,2,3,4 igin ¢, = 1 yazilir. Ancak t; =55 —s5 —1=0 oldugundan
bu, #;=1 olusu ile gelisir. Yani, i=3igin ¢ =s,-s,;-1 esitligi saglanmadiZindan

S yarigrubu bir ARF yarigrup olmaz.

Bununla birlikte, hem ARF yarigrup hem de bakigikli yangrup olan sayisal
yarigruplar da bulunmaktadir.

Ornek 5.2.3: §={0,2,4,6,—...} sayisal yargrubunun hem ARF hem de bakisikh
oldugunu Sonug 5.1.1 ve Sonug 5.1.2 * den kolayca gorebiliriz.
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