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AMAC

Bircok girdi degiskeninden etkilenen tepki . ylUzeyi yéntem bilimi ve
tasarimlarinda karsilagilacak genel ylzey denkleminin cebirsel yapisini incelemek,
6zel hallerde geometrik yorumunu yapmak, optimum yoénde arastirilan yuzeyin
matematiksel gbsterimini ifade ederek Kimya, Tip, Ziraat, Psikoloji, Egitim, Sanayi,
Ekonomi vb. gibi dallarda yapilan deneysel ve aragtirma problemleri ile ilgili
galismalara katkida bulunmaktir.
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OZET

Bu calismada, deneyci veya aragtirmacilarin kontrolindeki X vektora ile
gbsterilen bir veya daha fazla degiskenden etkilenen, B bilinmeyen parametreler
vektor ve deneysel hatalarin sifir ortalama ve 6’2 varyansi ile normal dagildigi var-
sayimi altinda, E(Y) = M, =f(x,8) seklinde yazilabilen gergek tepki ylzeyinin, uygun
kosullar altinda, Taylor aciimindan yararianarak polinomal yaklasimi ve her durumda
bir diferansiyel denklemin genel ¢6zimi{ oldugu cebirsel olarak gésterilmistir. En
kaglk kareler yontemi kullanilarak matrissel denklemlerden olusan bazi sonuglar
ispatlanmis ve tepki ylzeyine, basit yapili birinci dereceden polinomal modellerie
yaklagim yapiimig, uyum eksikligi veya ylzey egriselliginden dolayi ikinci dereceden
polinomal yaklagima ihtiya¢ duyulmusgtur. Bu modeli saf birinci dereceden ve karigti-
rilmis ikinci dereceden terimierden arindirmak igin énce d6teleme sonra dénderme
yapilarak bulunan kanonik formun katsayilan yardimiyla uyarlanan yuksek dereceli
polinomuh geometrik yorumu ile bazi tasarimlar incelenmistir. Calisilan uygulamada,
[KHURI. A. And John A. CORNEL (1987) Exercises 5-6] verilerin durumuna gére
polinomal modelier uyarlanmig, duragan noktada maksimum Grin elde edilmis ve
uyum eksikligi test edilmistir.



SUMMARY

In this Study, the polynomial approximation is applied by the Taylor expression
to the equation of the expected response surface; The equation E(Y) == f(x,B) is
effected by one or more variables is expressed by the X vector that is controlled by

the experimenters or the researches, and § is unknown parameters vector, and the
standard errors are under normal distribution assumption. €~N (0,5%) As a result, it is

shown algebraically that the equation is a general solution of a differential equation in
all cases. The least squares method is used, and some of the results that is formed
by the matrix equations are proved, and also the simply formed first-order polynomial
model is applied, but it is recognised that the lack of fit and the curvature of the
surface requires the application of second-order polynomial expressions. First the
model is translated then rotated in order to eliminate the pure first-order terms and
mixed second-order terms. Consequently, the high order polynomial is geometrically
interpreted by the coefficients of the canonical form that is found after, and also some
designs are investigated. In the application [KHURI. A. and J. A. CORNEL-1987
Exercises 5-6] that is studied, polynomial models are applied with respect to data,
and maximum product is attained at the stationary point and lack of fit is tested.



BOLUM-1
GENEL BILGILER

1.1 TEPKI YUZEYi YONTEM BILiMi NEDIR?

Tepki ylzeyi yéntem bilimi, ilgili bir tepkinin birka¢ degiskenden etkilendigi
problemlerin modellestiriimesinde ve analizinde yararli olan matematiksel ve
istatistiksel tekniklerin bilegkesidir.

Burada incelenen degiskenler, 6zel bir uygulama alanina bagli olacaktir.
Ornegin, kimyasal bir arastirmadaki tépki, sulfarik asidin bir GrinG olabilir ve girdi
degiskenler tepkimenin sicakligi ve basinci olabilir veya egitim bilimlerinde herhangi
bir matematik konusunun iglenmesinden sonra, konunun anlasilip anlasiimadig: test
edilebilir. Arastirmaci, égrencilerin notlari ile bagariy: etkileyen faktérier arasmda‘bir
iligkiyi merak edebilir. Kimyasal aragtirmadaki tepki deneyi i¢in basing ve sicaklik

gibi iki girdi degiskeni vardir. Bunlar X; ve X, olmak tizere,
m, =T (X1, X2) (1.1.1)

seklindeki bir fonksiyonel iligki arastiriiir. Genel olarak arastirmalarda, X;, Xa, .... Xk
gibi k tane girdi degisken ile karsi kargiya kalinabilir. Bu durumda, k tane girdi
degisken ile ortalama tepki arasindaki iligki,

m=f (X1, Xz, ... X4) (1.1.2)

seklinde yazilabilir. Daha kisa bir gosterim olarak X, X;, Xz, ... Xk 'larin bir stun

vektdru olmak Uzere, ortalama tepki fonksiyonunu asagidaki gibi yazabiliriz.

M= f(X) (1.1.3)
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X'ler igcin deneyler tekrarlandik¢a, dlgtlen tepki, délgim hatalarindan dolayi
degisim gésterir. Bu nedenle M, ortalama Grlin ya da ¢ikti olarak alinabilir. Y ile gés-
terecegimiz bu tepkinin beklenen degeri m ile gésterilir. Yani E(Y)= m, herhangi 6zel

bir uygulamada Y-m, farkina, yani gézlenmis Y degeri ile m, ortalama degeri

arasindaki farka hata denir. Bu hata genellikle € ile gosterilir.
E(Y) =f(X) =m, seklindeki ylzeye tepki ylzeyi denir.
Tepki ylzeyi yéntem biliminin temel amaci,
Y=1(X)+¢e (1.1.4)
formundaki hatadan etkilenen fonksiyonel iligkinin bazi ézelliklerini incelemektir.

Burada hatalarin sifir ortalama ve ortak 2 varyansi ilé normal dagihma sahip

oldugu kabul edilir.

m, ile bir tek X girdi degigkeni arasindaki iligki iki boyutlu bir uzayda basit'bir
egri ile gosterilebilir. f fonksiyonunun yapisi tam olarak bilinmemesine ragmen, bir
matematiksel elastik (franch) egrisi gibi hareket eden bir polinomun grafigine benzer.
Bu basit egriyi, fonksiyonun yerel bir gdsterimi olarak ele alabiliriz. Benzer olarak m,
ile X4 ve X gibi iki veri arasindaki iligki genellikle G¢ boyutlu bir uzayda basit bir
egriyle gdsterilebilir ve iki boyutlu elastik bir egri gibi hareket eden uygun bir
polinomun yerel yaklasimi olarak kullanilabilir. Bu elastik egriler dogal bir fonksiyon
tipini saglamaz. Fakat ¢aligilan sinirli bir bélgede yerel bir yaklasim saglar.

Grafik tekniklerin deneysel kullanimi, bir ¢ok bilimsel problemin ¢éziminde
8nemli rol oynar. Tepki ylzeyi yéntem biliminde temel amag, sadece bir veya birden
fazla verinin oldugu durumlarda, benzer deneysel sureci genisletmektir. Daha
ytksek boyutlu durumlarda, basit grafiksel yéntemler yetersizdir. Fakat polinomlarin
derecesini blyuterek ve uyarlanmisg deneysel fonksiyonlarin ézelliklerini géz éniine

alarak uygun hale getirilebilir.

Bu konudaki istatistigin roli hakkinda daha genis bilgi Box (1976)da

verilmistir.



1.2 TEPKI YUZEYi TASARIMINDA DENEYSEL SUREC

ik bakista deneysel bir aragtirmanin gidisi oldukga keyfi ve belirsiz bir asama
olarak gérunar. Ornedin varsayalim ki, 6zel bir bilim veya teknoloji alaninda yetkin
arastirmacilardan iki grup olugturduk. Bagimsiz calismak kosulu ile gruplara ayni
cinsten genel bir bilimsel problem sunduk ve her gruba problemin ¢ézimuni
saglayacak bir tasarim yapmalarini séyledik. Gruplarin ayni tasarimlari suna-
mayacad! kesindir. Birincisi, gruplar deneyin planlama asamasinda gérus ayriligina
dlseceklerdir. Bu ayriliklar asadidaki gibi ortaya gikacaktir.

a) Hangi X4, X; .... girdi degiskenleri kullaniimalidir?

Degigkenler, kimyasal bir problemde, genellikle basing ve sicaklik olarak
secilir. ama bunlarin disinda hangi degiskenlerin kullanilacagi konusu farklilik
gbsterir. Daha blylUk ayriliklar sosyal bilimlerde ve bsikolojik deneylerde ortaya

cikar.

b) X degiskenleri orjinal haliyle mi yoksa dénGstariimGs degerleriyle mi
kullaniimalidir?
Matematiksel islemleri basitlestirmek igin buytuk degerler alan X degigkenleri

2 \b gibi

i¢in In(X) dénustmu kullanilabilir. Verilerin sayisal yapisina gére x2 x1 x
dénugsumler tercih edilir. Tek bir de@isken i¢in bir déonGsiman herhangi bir bigimi o
degdigken igin metrik bir tercih olarak adlandirilir. Daha genel olarak 2 veya daha
fazla degdisken igin dénusum gerekebilir. Ornedin iki nitrojenli glbrenin X, ve X;
miktarlarinin arastirildigi bir ziraat deneyini diastnelim. X; ve X, veri de@igkenlerini
ele aimak yerine, nitrojen gubresinin X; = us+u, toplam miktar1 veya X,=u,/u, orani,
eder u, ve u, bazindaki bir tepki iligkisini daha basit bir sekilde ifade edebiliyorsa

kullanilabilir.

c) Tepki nasil élgulebilir?
Tepkinin nasil tanimlandigi kesin degildir. Bu nedenle uygun tepki,

aragtirmacinin deneysel bilgisine baglidir ve genellikle tartisma konusudur.

d) Verilen bir X degiskeninin hangi dizeylerinde deney uygulanmalidir?
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Kimyasal bir deneyde sicakligin en énemli veri oldugunu kabul edelim. Bir
arastirmaci 6zel bir ¢alisma sisteminde, sicaklik ile ilgili deneylerin 90°C-150°C
arasinda yapilmasi gerektigine inanabilir. Sistemin sicakliga asin duyarli olduguna
inanan bir bagka aragtirmaci 100°C-160°C arasini segebilir. Ayrica aragtirmacilar her
bir deney icin sicakhdin ka¢ derece arttinimasi gerektigi konusunda deneysel

bilgilerini kullanirlar. Yani uygun bir élgcek segmek zorundadirlar.

e) Ozel bir durumda karmasik bir model neden gereklidir?
Bu soru b, ¢, d sorulari ile ilgilidir. Ne kadar uygun dénasamler ve metrikler
segilirse uygulanacak model o kadar basitlesir. Ayrica X uzayindaki ilgilenilen bélge

ne kadar buyuk ise ihtiyag duyulan model de o kadar karmasiktir.

f) Nitel degigkenler nasil segilmelidir?

Yukandaki tartismanin tUmQ konsantrasyon gibi niceliksel verilere ydneliktir.
Benzer belirsizlikler hammadde tarQ, katalizér tara ve tohum gegidi gibi nitel verilerle
ilgili deneylerde de ortaya g¢ikar. Ornegin bir malin Gretiminde kullanilan
hammaddeler igcin hangi degiskenier kullaniimalidir? Test edilen degiskenler en
ucuzundan mi veya en fazia aran verecegine inaniiandan mi olsun? Sorunun yaniti

aragtirmacinin bakis agisina baghdir.

g) Hangi deneysel tasarim kullaniimalidir?

Bu soru simdiye kadar inceledigimiz sorularin tUmGnd kapsar. Yapilacak
tasarimin optimalligi amaglanir. Tasarimin optimalli§i sorunu, metrigin keyfi segimi,
dénGsum ve galisilacak bdigenin sekil ve buyUkiuga ile yakindan ilgilidir. Deneysel
tasarim igin; Deneylerin yapildig1 girdi ve ¢iktilar uzayi, de@iskenierin 6lgtimesi
gerektigi dlcller metrikler ve dénisumler, ilgili bélgenin yerlesimi ve bu bdélgedeki

tasarim modelinin belirlenmesi gerekir.

Yukaridaki tartismalardan, tepki ylzeyi tasarim yonteminin tek olmadigi

sonucunu elde ederiz.

Tepki yuzeyi tasarimi bir sirali sUregtir. Yani bir iterativ yontemdir. Amag
aragtirmaclyt en hizli ve en kisa zamanda optimum bélgenin komsuluguna
ulagtirmaktir. Bunun i¢in TAHMIN-TASARIM-DENEY-ANALIZ sirali siireci her deney
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tekrarlandikga uygulanir. Buradaki tasarim ve analiz sadece istatistiksel tasarim ve
analizi nitelendirmez. Tasarim, ¢alisilan bagimli bir modeli gelistirmek, test etmek ve
hesaplamada uygun bir deneyin sentezidir. Analiz, tanimlanmis bir modelin
dogrulugunu goéstermek veya gelistirilmis yeni bir modelin olusumuna yol agan
deneysel sonuglarin incelenmesidir. Iterativ yéntem tepki yluzeyi yéntem bilimine has
degildir. Rasgele secilmis bloklar, Latin kareler ve faktéryel tasarimlar gibi
geleneksel tasarimiar kullanildigindan beri istatistikgiler tarafindan deneme yaniima

slrecindeki yapi bloklar olugturmada kullaniimigtir.

1.3 TEPKIi FONKSIYONLARINA YAKLASIM

Tanim 1.3.1: Bazi fiziksel c¢aligmalarda, X,,X;,....Xx tepkinin ilk karigimlari,

sicakliklar ve basinglan éicen veri degiskenleri, 64,0,,...,0¢ aktivasyon eneriileri,
difizyon katsayilari, termal iletkenlik gibi seyleri éigen birtakim fiziksel parametreler

ve f, X'in strekli fonksiyonu olmak Gzere;
E(Y) = m, =1(X,0) (1.3.1)

ifadesine mekanik model denir.

Mekanik modelin matematiksel yorumu

Mekanik model diferansiyel veya integral denkiemlerin bir ¢é6zUmudar.

ispat: Hal.1
Keyfi bir 0 = (64,0,,...,0¢) vektérini sabit parametre olarak iceren m= f(X,0)
mekanik modeli verilsin. Burada X = (X4,X,,...,Xk) girdi deg@iskenlerinin vektéri ve

f(X,0), X'in strekli bir fonksiyonu oldugundan

an,_#(x,0)
dx

olur.
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%)ﬂ(a:f'(x,e) ve m= f(X,0) denklemleri arasinda 6'nin yok edilmesiyle

F(X,m, ,rfL')=0 seklinde birinci mertebeden bir adi diferansiyel denklem elde edilir.

Hal.2. 6., 6,, ..., Ok parametrelerini ve X1: Xz, ..., Xk bagimsiz girdi degigkenlerini
iceren m, = f(X4, Xa,..., Xk : 61, 0a,..., 6k) mekanik modeli i = 1, 2,..., kK igin X;
degiskenierinin strekli fonksiyonu ise, modelde bagimsiz degisken sayisi birden
fazla olduéuqigin 'nin her bir Xj'ye gére kismi tarevleri alinir. Verilen model ile

asagidaki sistem olusturulabilir.

o, of |
oXy = X4
om, _ of
6X2 - aX2 }
om, _ ot
oXn ~ Xn
I'~"|_,= f(X1, Xz, ey XK, 04, 02, ..., ek))

denklem sisteminin ortak ¢ézumuyle 6, 02, ..., 0k parametreleri yok edilir. Bu

durumda parametrelerden arindiriimis

F[X1,X2, Lox 2f of ,....,af] =0
Xy Xy OXs

formunda bir kismi diferansiyel denklem bulunur.

Sonug olarak mekanik model her iki durumda da bir diferansiyel denklemin

¢cOzUmadar.

Pratikte mekanik model mevcut oimadigindan m, ile X arasindaki iligkinin
dizgun oldugu kabul edilerek f(X,0), g(X,B) interpolasyon fonksiyonun bir yerel
yaklagimi olarak alinabilir. X deneysel degiskenlerinin sinirh araliklarinda 8
elemanlan interpolasyon fonksiyonunun katsayilaridir. Bunlar fiziksel sistemdeki 6

katsayilari ile ilgilidir. Ancak farkiidirlar.
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Tamim 1.3.2: 84, B2, ... Bk bilinmeyen parametreler, g, X;, X,, ..., Xk degiskenlerinin

surekli bir fonksiyonu olmak Gzere,
E(Y) = g(X,B) (1.3.2)

interpolasyon fonksiyonuna sistem igin bir yerel yaklagim modeli denir.

Yukarida tanimlanan M, = f(X,0) mekanik modeli ve M, = g(X,p) saf deneysel
modeli ug noktalardaki durumiari gésterir. Birincisi siétem hakkinda bir gok seyin
bilindigi bir u¢ noktada uygundur. Digeri ise tepki ylzeyinin yerel olarak duzgln
oldugunun bilinmesi diginda higbir seyin farz edilmedigi bir ugta olur. Bu durum
deney ilerledikge ve bilgiler toplandik¢a degisebilir.. Gergek arastirmalar yukaridaki
u¢ noktalar ve aradaki her noktada olustugu icin istatistiksel analizlere ihtiyag

duyulmaktadir.

Deneysel calismalarda, hi¢ bir gergek problem daha &énce belirlenen
kategorilere tam olarak uyum saglamaz. Ancak yaklasim fonksiyonu igin asagidaki

sdrecin izlenmesi uygulamada aragtirmacilara kolaylik sagiar.

a) Genelde arastirmanin baginda, M'y! etkileyen X degiskenler uzayindaki X,Xa,...
degiskenlerinin bir ¢ogunun varhdi séz konusudur. Bunlari belli bir saylya
indirgemek igin, Biyolog-Kimyaci-Psikolog-Ziraatg gibi aragtirmacilaria oturup, en
¢ok dnemli olduguna inandiklari degiskenleri segmektir. Bu yéntem bazen énemli
sakincalar yaratabilir. Basta énemsiz olduguna inanilan herhangi bir degisken

énemli bir etki olugturabilir. Bunun igin fraksiyonel tasarimlar olusturulmaldir.

Ornegin bir aragtirmada, X4, Xa,....Xa, X10 M, tepkisini etkileyen orjinal degis-
kenler olsun. Bunlardan ikisi aragtirmaci tarafindan gavenle ihmal edilerek kalan 8
degisken Uzerinden 2 seviyeli 16 deneyli bir faktéryel tasarim uygulanmistir. Ayrica
calisilan araliklarda etkili olduguna inanilan 4 degisken igin, arastirmaci ilk 3'UnQ
kendi duslncesini dogrulamak ve 4.'si ise beklenmeyen bir etki g&sterebilen

degdisken olarak alinip 242 fraksiyonel tasarim yapabilir.

Eleme olarak bilinen bu yéntem klglk bloklar halinde yapildiginda ¢ok

etkilidir. Bu yontem Box ve Hunter (1961-a-b)'de ayrintil olarak ele alinmigtir.
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b) Nicel girdi degiskenleri icin deneysel hata, gézlenen tepkinin kapsadig§i aralikia
kargilastinldiginda ¢ok blylk dedilse en c¢ok. ilgilenilen 'bélgedeki tepki
fonksiyonunu hesaplamaya calismak yararlidir. Birgok problemde, f(X,0) gercek
tepki fonksiyonun yapisi bilinmedigi gibi kolaylikla elde edilemeyebilir. Ancak bu
fonksiyona g(X,B) gibi bir polinom veya derecelendirme fonksiyonu ile yerel

olarak yaklasgilabilir.

i) Yeterli yaklagimi saglamak icin deneylerde ihtiyag duyulan tekrar sayisi
ii) Caligilan deneysel bélgenin konumu
iii) Girdiler igin uygun dénltgum, ¢iktilar igin uygun yaklagim fonksiyonu

iv)Yaklagim fonksiyonu ve dolayisiyla tasarimiarin karmagiklik derecesi.
Tepki ylzeyi yéntem biliminin iteratif yapisint olusturur. Bu yap1 Box ve Hunter

(1978)'de ayrintili verilmigtir.

c) Baz calismalarda, yaklasim fonksiyonu yerine mekanizmanin temel ézelliklerini géz
énlne alan ve amaca uygun sonuglar veren f(X,0) mekanik modeli tercih edilebilir.
Bu modeller dogal olarak kapali formlarda veya diferansiyel denklemlerle ifade
edilebilir. Fakat bu durumda, hesaplama aletlerinde ve lineer olmayan tasarim
teorisinde birtakim problemierle kargilasilir. Mekanik modelin agagidaki gibi yararian

vardir.

i) Yapilan arastirmanin kavranmasina bilimsel katki sadlar.

ii) Batun veri degiskenler icin arahklarin tamaminda olmasa da daha fazla deneysel

aragtirmaya ihtiyag duyuldugunda genellegtirme igin iyi bir temel olugturur.

iii) Parametrelerin kullaniminda ve tepki ylzeyi parametreleri i¢in yansiz kestirimler

saglamada kolaylik saglar.

Arastirmalarda, bulunan kirilgan bir grafigin yapisi arastirmacida Umitsizlik
yaratabildigi gibi, grafifi modellendiren mekanik fonksiyonun yapisi farklh Kigiler
arasinda tartisma konusu olabiimektedir. Bdyle durumiarda modelleri ayirt eden

yéntemler kullaniimalidir.



1.4 Tepki iliskisinin Geometrik Gésterimi

(1.1.3) ile verilen gergek tepki yUzeyi eger bir tek X; girdi degiskeninden
olugu-yorsa $ekil 1-a'daki gibi iki boyutlu bir uzayda bir tepki egrisiyle, X; ve X; girdi
degiskeni varsa, Ug boyutiu bir uzayda X; ve Xj'lere karsiiik m, Yuzeyinin grafigi
Sekil 1-b'deki gibi tasarlanabilir.

ﬂ\

)

m=fX)| 7 M,= f(X1,X2)

iigitenilen

!

X4 bélge
Sekil 1-a Sekil 1-b
Tek degisken i¢in iligkilendirilen Iki degisken igin iligkilendirilen
tepki ylzeyi tepki yuzeyi

K tane girdi degiskeni icin k+1 boyutlu bir uzayda bir tepki ylGzeyinden s6z
edilebilir. Ornegdin her biri 4 duzeyinde uygulanmig iki farkhi glbrenin dogal girdi
degiskenleri X; ve X, olmak (zere 2* tasarimi yapilarak bu degiskenlere karsilik
gelen kodlanmig veya doénustartimus degiskenlerin x, ve x; oldugunu kabul edelim.
Degiskenler (xq,x;) ve m,= f(x1,%2,B) tepki ytzeyi fonksiyonu oldugunda ¢ boyutlu
uzayda (x4, X2)'lerin her bir dizeyine karsilik gelen m degerleri birlestirilerek $ekil 1-c

elde edilebilir.

-

Y

Sonuglanan

aran

Sekil 1-c
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Sekil 1-c'de elde edilen Urlne karsilik gelen ylzey x;x, dizlemine paralel
olarak asagidaki gibi kesilirse,

- “u,,,;:‘" g

Sekil 1-d
bulunur. Tepki ylzeyinin (x4, ;) dizlemindeki iz dastmileri ile tepki ytzeyinin kontur
cizimi elde edilir. En igteki bélge ise optimum baigesidir. Yani maksimum Grandn
elde edildigi bolgedir.

3y Optimum bélge

Sekil 1-e

Tepki Yizeyinin Kontur Gizimi

Tepki Yiizeyinin Polinomal Gosterimi :

Tek bir X, faktérﬂ icin tepki fonksiyonu m = @(X,) olsun. Eger @(X;) dizgin
surekli bir fonksiyon ise herhangi bir Xio noktasi civarinda Tayior serisinin yerel
yaklasimi olarak temsil edilebilir.

M, = B(Xy) fonksiyonun X=X noktasinda Taylor serisine acarsak,

r'L = Q(X1 o)+(X1 -X1o)g'(X1o)+%'(X1 -X4 o)2g"(X1 o)+. .
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bulunur. Burada @'(X10), @"(X10) sirastyla @(X) fonksiyonunun X, noktasinda he-
saplanmis tGrevleridir. Bu seri FL=0(X1)=B0+B1X1+B11X12+ ..... formunda bir polinoma
indirgenebilir. Burada B, B1 ve B11 katsayilari @(x,)'in Xso'daki degeri ve bu noktadaki

hesaplanmig tlrevlerinin degderlerine baghdir.

Yalniz birinci dereceden terimlerle M =Bo+B4Xs formunda diuzgin dogrusuyla
birinci dereceden model bulunur. Ikinci derecedeﬁ terimlerin kullaniimasiyla
M, =Bo+B1X1+B11Xs? formunda parabol denklemi elde edilir. Bunlarin grafigi Bo>0 >0
B11<1 igin,

LA

-

BO{
> X4

seklindedir.
X1 ve X, gibi iki faktér dlzeyi igin polinomal denklem,

M, = B(X1, Xa) = Bo+B1Xs+BoXa+P11Xe B2 X +B 12X XoH.......

seklinde verilir., Eger bu denklem vyalniz birinci dereceden terimleri
iceriyorsa
M, = Bot+P1X4+B2Xz formunda, birinci dereceden bir polinomal modele indirgenir.

Bunun grafigi agagidaki gibi Gg boyutlu uzayda tasarlanabilir.

(CAY) 7 X4



12

Polinom denkiem ilk alti terimden oluguyorsa ikinci dereceden model adini alir
ve grafiksel olarak ikinci dereceden tepki ylzeyi belirler. Sekil olarak Sekil 1-c ile

benzerdir.

Bu denklemdeki Bo, B4, ..., B12, ... parametreleri regresyon katsayilari olarak
adlandinlir. X; ve X; degiskenleri deneysel ya da regresyon fonksiyonunun girdi

degiskenleridir. X;=0 ve X,=0 noktasi deneysel bir nokta ise, bu noktadaki @(X,,Xz),

Bo katsayisint verir. B4, B2 katsayilari g)% ve g—z kismi tlrevlerinin X,=0 ve X;=0

noktasinda hesaplanmig deg@erler olup modelin birinci dereceden etkileridir. B41, B22,

1 &0 1 &9 FR%. - o
B12 katsayilar 21 X2 21 X2 ve X%, kismi tarevlerinin sirayla X;=X;=0

noktasinda hesaplanmis degerleri olup modelin ikinci dereceden etkileri olarak

bilinir. Benzer olarak B111, B222 ... vb gibi etkililer de bulunabilir.

1.5 TEPKI YUZEYI ILE REGRESYON ANALIZI ILISKISi

N tane gézlemin kullaniimasi kosulu altinda
Yu = BotBaiXur+B2Xuzt. .. +BiXuk+Ex u=1,2,...N (1.5.1)

birinci dereceden modelin ortalamasiyla tepki fonksiyonu tanimlanabilir. Burada Y\,

u'ncu denemede goézlenmis tepkiyi, Xyj, u'ncu denemede i'nci faktoran dizeyini, o

ve i=1,2,...,N icin B'ler bilinmeyen parametreler ve €, Y'daki rastgele hata terimini

gdsterir. Hatalar i¢in asadidaki varsayimlar yapilir.

a) €, rastgele hatalar sifir ortalama ve ortak & % yaryansina sahiptir.

b) &, rastgele hatalari istatistiksel olarak bagimsizdirlar.

(F ve t istatistiklerinin anlamlilik testleri ve glven araligi kestirim yéntemleri

icin bu varsayimiar yeterlidir.)

c) €, rastgele hatalari normal dagilima sahiptir. Yani u=1,2,...,N i¢in 8u~N(0,5‘2)’dir.

(1.5.1) denklemindeki katsayilarin kestirimi icin en kigtk kareler yéntemini kullanirsak,
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N
R(Bo, By Bk) = Z(Yu _Bo —B1Xu1 —Bzxuz “‘---"kauk)z
u=1

esitliginin minimize edilmesiyle by, b4, ..., bk degerleri elde edilir.
bo, by,..., bk parametreleri, minimize edilen R(Bo,B1,...,Bx)'nin k+1 tane normal

denkleminin ortak ¢ézimiyle elde edilir. Yani,

boN+BE Xar+ baX Xea+...+ BE Xuk = ¥ )
DX Xt D1E X2, + b2 XurXozrh...+ B XutXuk= ZXur Y

) (1.5.2)

i
§
boX Xukt b1Z XuiXur+ b2 XuXuz+...+ b X2 = X XukYu J

denklemlerinin ortak ¢6ztmu yapilir.

N tane gézlem altinda (1.5.1) denklemini matris gdsteriminde yazarsak,

=XB+€ (1.5.3)
Y —1 X11 x12 X1k-
Y1 1 Xy Xy oo Xy
burada Y=|? X=11 X5 Xg - Xy
y’n i i
e L1 XN1 XN2 XNk INx(k+1)
BO 81
p=|P g=|%2| ‘dir.
Bk (k+1)x1 éN Nx1
(1.5.2) deki normal denklemler
X'Xb = XY (1.5.4)

formunda yazilabilir. (1.5.3) denklemindeki p’nin elemanlarinin b en kiglk kareler

kestiricileri
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b=(X'X)"X"Y (1.5.5)

gibidir. (1.5.3) deki X matrisi tam sGtun rankina sahip (X'X)", X'X matrisinin tersi olup

X'X ve (X'X)" matrisleri simetriktir.

b kestiricisinin istatistiksel 6zellikleri €'nun elemanlarinin ézellikieri géz éntne

alinarak kolaylikla tanimlanabilir.

E(e) ve Var(g) sirasiyla € hata vektérinUn ortalama vektdéra ve varyans-
kovaryans matrisi olmak Uzere, varsayim a ve b'den E(é)=0 ve Var(g)=E(eg")= 671y

olup burada Iy, NxN boyutlu birim matristir.

b'nin ortalamas! veya beklenen degeri

E(b) = E[(X'X)"X'Y] )
= E[(X'X)"'X"(XB+€)]
= E[(X"X)" X" XB+(X"'X) 'X"€)] ' (1.5.6)
= E(B)*+(X'X)" X'E(e)
=E(B)=8 )

Bdylece b kestiricisinin Y=Xp+& modelindeki B vektérl icin yansiz bir kestirici

oldugunu séyleyebiliriz.
b kestiricisinin varyans-kovaryans matrisi

Var(b) = Var[(X'X)"'X"Y)]
= (X"X)"'X" Var(Y)X(X'X)"!

Var(Y) = Var(g) =6 2 Iy oldugundan
Var(b) = (X'X)*.6'2 (1.5.7)

dir. C = (X'X)"' 62 matrisinin ii'nci kégegen elemanina karsilik gelen cjs’ %, b'nin i'nci
eleman! olan binin varyansidir. binin standart hatasi binin varyansinin pozitif

karekdkl olan cijs‘z dir. C'nin Cijﬁ’ 2 ifnci elemani b'nin b; ve b; elemaniari arasindaki

kovaryans'tir. Eger € hatalar ortak olarak normal dagiimis ise baN[B,(X'X)"67] dir.
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Uydurulmusg bir model bulmadaki amaglardan biri deneysel bélgedeki noktalar
boyunca tahmin edilmis tepki degerleri icin bir model kullanmaktir. P=k+1 oimak

Uzere (1.5.3) denklemindeki X matrisinin bir satinnin elemanlarina karsilik gelen
elemanlarin 1xp boyutlu bir vektéri X'p olsun. Eger b, g'nin elemanlarinin kestirim-
lerini gOsteriyorsa, deneysel, bolgedeki herhangi bir x=(X1,Xz,...,Xk)' noktasinda

tepkinin tahmin edilmis degeri igin
Y =xpb (1.5.8)
yazilabilir.

u'ncu gézleme kargilik gelen tepkinin tahmin ediimis degeri Y,=Y(x,)=Xypb
seklindedir. Burada X';;5, X'in u'ncu satiridir. Bundan sonra x noktasinda Y'nin tahmin
edilmig degerini Y(x) notasyonu ile gésterecegiz. Tahmin edilmis Y(x)'in yeterliliginin

bir 6lglsh Y(x)'in varyansi

Var(Y(x)) = Var(x'pb) = x',Var(b)xp
= X p(X'X) ' Xp5"2 (1.5.9)

olarak bulunur.

Y(x)'in standart hatasi \/Var(Y(x))'dr.

Boylece (1.5.5)de b'yi bulmak igin kullaniimig (X'X)" ters matrisi Y(x)'in
varyansinda oidugu gibi b'nin elemanlarinin varyans-kovaryansiarinin belirlenme-

sinde de kullaniimigtir.

Uydurulmug modelde kullanilan tahmin edilmis tepki degerleri ve dodal olarak

gbzlenmisg tepki arasindaki fark igin asagidaki sonuglar yazilabilir.

u'ncu denemede uydurulmus model ile tahmin edilmis deger ve u'ncu
denemede tepkinin gézlenmis dederi arasindaki fark, u=1, 2,..., N igin ry=Y,-Y(x,)
u'ncu kalan olarak adlandirilir. Eger tahmin edilmis degerler N tane denemenin her

birinden bulunmus ise kalanlarin vektor r=(ry,ra,...,nn)'=Y-xb’dir. Burada r, kalanian

ile €, hatalarini karigtirmamak gerekir. €, kuruimus modelin kontrol edilmesinde
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kullanilir. Kalanlar ise, hatalarin sabit varyansla bagimsiz dagilima sahip olmalari
varsayimiyla veri degerlerinin kontrolll i¢cin daha uygundur. Kalanlarin baska

6zellikleri ise, uydurulmus model (bo) gibi bir sabit terim igeriyorsa, N tane kalanin

N N A N
toplami  sifirdir. Yani >rx,;=0 ’dir. Dider yandan > r,Y(x,) ve > rx,

u=1 u=1 u=1
‘carpimlarinin toplami her i=1, 2,..., k i¢in sifira esittir. Matris notasyonundaki

6zellikler ise,

a) 1' birlerden oIU§an'1xN boyutlu bir vektér olmak Gzere,

1'r = 3[Y(x)] = Z[Y-X(X'X)"'X"Y]
= FIY-XX(X")'X"Y] = Z[Y-Y] = O ‘dr.

b) Kestirilmig degerlerin Nx1 boyutlu vektérl Y(x) ise

Y(x) = Xb
= X(X'X)"'X'Y = RY gibi yazilabilir.

Izdigim matrisi olarak bilinen R matrisi NxN boyutlu olup idempotenttir.

Kalanlarin Nx1 vektoért R'nin terimlerinden belirlenebilir.

= Y- Y(x)
= Y-X(X'X)"'X"Y
= (I-R)Y

Son esitligin iki yant [Y(x)] ile ¢arpilirsa, ve R simetrik idempotent oldugundan
R'=R ve R*<R dir.
[Y()I'r= YR'I-R)Y
= Y'R(I-R)Y
= Y'(R-R)Y
=Y'(R-R)Y

=0 bulunur.
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c) X'r = X'Y - X' Y(x)
= XY - X'X(X'X) XY
=X'Y - X'Y
=0

elde edilir.

Y(x)in varyansi igin (1.5.9) formulinde oldugu gibi (1.5.7) denklemindeki
b'nin varyans-kovaryans matrisi igin, hatalarin &2 varyansinin bilindigi kabul edil-
mistir. Bu varsayima ragmen 6’2 bir kestiricisine ihtiya¢ duyulabilir. Bu kestirici veri
degerlerinin analizinden elde edilir. Genel olarak N>p olmak Gzere uydurulmus

mode! p tane parametre icerir ve gzlem sayisi N ise, S kestirimi

= KKT (1.5.10)

ile hesaplanir. Burada KKT Kalaniarin karelerinin toplamidir. N-p ise S%nin serbestlik
derecesidir. Gergek model Y=XB+¢ ile veriimis ise S%¢’ #nin bir yansiz kestiricisidir.
Ayrica b'nin B i¢in en iyi lineer yansiz kestiricisi oldugunu séyleyebiliriz. Bunu Gaus-

Markow (Graybil,1961) teoremiyle géstermek mumkandur.

Goézlenmig verilerin ortalamalarindan sapmalarinin karelerinin toplami sapma

kareler toplami olarak adlandirilir.

Y =(Y,+Y, +...+Y,)IN

olmak Uzere sapma kareler toplami

SKT = i(vu—?) (1.5.11)

u=1



18

Sapma kareler toplaminda Yu—7=0 olduunda SKT, N-1 serbestlik

derecesine sahip olur. Bu kareler toplami, uyduruimus model ile agiklanmig kareler
toplami ve uydurulmus model ile agiklanmamis kareler toplami gibi iki pargaya
aynlabilir.

Birincisi, Regresyon kareler toplami olup

N A 2
RKT = Z(Y(Xu)—Y) (1.5.12)

u=1

A —_
form0la ile hesaplanir. Y(x,)-Y sapmasi, u'ncu gbzlem igin uyarlanmig modelin

kestirilmis degeri ile Y,'larin ortalamalari arasindaki farktir. Eger uyarlanmis model p

tane parametre igeriyorsa RKT'nin serbestlik derecesi p-1'dir.

ikincisi, kalan kareler toplami ofup

2

N A
KKT = >(Y, - Y(x,)) (1.5.13)
u=1
formull ile hesaplanir. (N-1)-(P-1) = N-P oldugundan KKT, N-P serbestli derecesine
sahiptir.

1" 1xN boyutlu birlerin vektéri olmak tGzere SKT, RKT formullerini matris
gdsterimi ile asagidaki gibi yazabiliriz.

1Yy
N

' 2
i =y 1Y

KKT = Y'Y- b'x'Y ; (1.5.14)

SKT =Y'Y-

Burada Y, Nx1 boyutlu gézlemlerin vektérl, X ranki p olan NxP boyutlu Xy;

degerierinin matrisi, b modeldeki katsayilarin kestiriminin px1 boyutlu vektéradur.
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Tablo 1.5 Varyans analizi tablosu

. Serbestlik derecesi | Kareler top. | Ortalama kare
Degisim Kaynagt
Sd KT oK
(Uyduruimus model)
p-1 SKT SKT/(p-1)
Regresyon

(Hata)
N-p RKT RKT/(N-p)

Kalan

Toplam N-1 KKT

Uyduruimus regresyon denkleminin anlamiihdi icin geleneksel hipotez testi:

Ho: Bo hari¢ batin B; degerleri sifirdir, (Yokluk hipotezi)
H+: Bo hari¢ en az bir B; degeri sifirdan farkiidir. (Kars! hipotez)

Hatalarin normalligi varsayimi aitinda, Ho, testinde ilk olarak, F istatistiginin

hesaplanmast gerekir.

F= Regresyon kareler toplaminin ortalamasi _ RKT/(p-1)
~  Kalan kareler toplaminin ortalamasi ~ KKT/(N-p)

(1.5.15)

Eger yokluk hipotezi dogru ise (1.5.15) denklemindeki F istatistigi, pay ve
paydasinda sirayla (p-1) ve (N-p) serbestlik dereceleri olmak tzere F dagilimina

sahiptir. Ho hipotezinin ikinci adimi, Fg, p.4, np tablo dégeri (1.5.15) deki F'in hesap
degeri ile kargtlagtiniir. (1.5.15) deki F'in dederi Fq, p.1, n-p deerinden blyUk ise
yokluk hipotezi o anlamlilik dlzeyinde reddedilir ve modeideki i#0 igin batin bylerin

model ile agiklanmig deg@isimi agiklanmamig degisimden daha baylk oldugu

sonucuna variir.
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BOLUM-2

2.1 BiRINCI DERECEDEN MODELLER VE TASARIMLAR

Basit yapili ve az sayida terim bulundurdukiari igin, girdi degiskenieri uzayinin bir
alt bélgesinde, tepki ylzeyinin gergek ortalama fonksiyonuna birinci dereceden bir
polinomal model ile yaklasiiabilir.

Tanim 2.1 Birinci dereceden modeller uydurularak yapilan tasarimiara birinci

dereceden tasarimlar denir.
2.2 BIRINCi DERECEDEN MODEL
X4, Xy, ..., Xk gibi girdi degigkenlerinin birinci dereceden modelinin genel form'u
Y=|30+§|3ix,+e | (2.2.1)

seklindedir. Burada Y gobzlenebilen tepki degiskeni, Bo, B1, ...,Bx bilinmeyen
parametreler ve € ise rasgele bir hata terimidir. Eger € sifir ortalamaya sahipse (2.2.1)

denklemindeki modeli agiklayici (non-random) kismi, m, ile gdsterilen tepkinin gergek
ortalamasi

E(Y) = m, =Py +gﬁ.xi (222)

seklindedir.

Eger tepki fonksiyonu, bagimsiz degiskenlerin lineer bir fonksiyonu tarafindan

modellenmis ise yaklagim fonksiyonu birinci dereceden bir polinomal modeldir.

Birinci dereceden tasarimiari olusturmak igin, birinci dereceden modelin N

g6zlem Uzerinde matris formunu asagidaki gibi yazabiliriz.
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Y=XB+€ (2.2.3)

Burada N>k+1 olmak (zere Y, N gézlemin bir sttun vektoért, B=(Bo,B1,..-,Bx)
(k+1)x1 boyutiu bir bilinmeyen parametreler vektéru, X de Nx(k+1) boyutlu girdi

degiskenierinin bir matrisidir. Bu bélumde X matrisini- agagidaki gibi ézel olarak ele
alacagiz. X=[1:Dy] Burada 1, birlerden olugsan Nx1 boyutlu bir sttun vektdr, Dy de
(4))'nci elemani yani Xl;;'nin i'nci girdi degiskeninin u'ncu sirada yapilan deneyde aldigs
degerdir. Burada u=1,2,...,N, i=1,2,....k dir. Yukandaki Dy matrisi girdi degiskenleri
duzeyinde tasarim matrisi olarak adlandiniir. (2.2.1) modelindeki deneysel hatalarin
sifir ortalama ve ¢ 2 varyansi ile normal dadildi§i ve X matrisinin tam sGtun rankina

sahip oldugu varsayimi ile p'nin en kuglk kareler kestiricisi
b=(X'X)"X"Y (2.2.4)

seklinde olup bunun en iyi lineer yansiz kestirici oldugunu birinci bélumden biliyoruz.

Ayrica b'nin varyans-kovaryans matrisi ise,
Var(b)= (X'X)" &’ (2.2.5)
seklindedir.

Bu bélumde, X; girdi degiskenlerini agagidaki gibi kodlayacagiz.

X, =%§'ﬁ' u=1,2,..N, =12, k (2.2.6)
i
— N X .
Burada, X = Z—Nﬂ ve R;, en yiksek ve en dustk konumlandirmalar arasindaki
u=1

farktir. Bu durumda N tane gézlem altinda kodlanmig degiskenlerin degeri i=1,2,... K igin
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N
> X, =0 (2.2.7)
u=1

esitligini saglar. (2.2.6) daki déntsumde, Xi,Xa,..., X« girdi degiskenlerin aritmetik
ortalamasini, x4, X,..., Xk kodlanmis degiskenleri igin (xy, X2, ..., Xx) = (0, 0,...,0) noktasi
tasarimin merkezi olarak alinacaktir. Eger D, u'ncu tasarim noktasindaki kodlanmis
degiskenlerin xy1, Xu2,..., Xuk degerlerini u'ncu satirinda bulunduran NxK boyutlu bir
matris ve 1', 1xN boyutlu birlerin vektéru ise (2.2.7) denklemi 1'D=0" seklinde yazilabilir.
Burada kullanilan Dy matrisi dogal girdi degiskenlerin matrisi, D ise kodlanmis

degiskenlerin matrisidir. Yani,

]
1
1

1k

]
R

=

x

Mo mmc e,

B&m )énz

¢
Z
|x

]
Nxk R Xn2 erj Nxk

seklindedir. Bundan sonra tasarim matrisi olarak kodlanmis degiskenlerin matrisi olan D

matrisini kullanacagiz.
2.3 BIRINCi DERECEDEN MODELLERIN UYDURULMASI iCiN TASARIMLAR

Eger (2.2.2) denklemindeki model gergek ortalama tepki icin yeterli bir gésterim
ise, parametrelerini kestirmek igin segilen bir tasarim, ilgili bélge boyunca gergek
tepkinin yeterli tahminini vermelidir. Ozel olarak R ile gésterecedimiz kodlanmis

dediskenlerin uzayindaki x=(x;, X,,..., Xx)' gibi bir noktada tahmin edilmis tepki Y(x)

olsun.

Y(x)=[1,x']b (2.3.1)
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formunda yazilabilir. x noktasindaki tahmin edilmis tepkinin varyansi

Var[Y(x)] = [1, X'} [Var(b)] [1, x'] (2.3.2)
* gibidir. (2.2.5) denkiemi ve 1'D=0" degerleri yerine yazilirsa, (2.3.2) denklemi,

. Var[Y(¥)] = [1, X1 (XX)% 2[1, X7
= [1, X] diagl(D'D) '] [1, Xy ?

6,2
=N x'(D'D)"'x .6’ 2 (2.3.3)

olarak bulunur. Buradan Var(Y(x))'in D tasarim matrisine bagli oldugu ortaya ¢ikar.

Birinci dereceden tasarimin segimi igin mantikli bir &lgit, Y(x)'in varyansinin
minimizasyonudur. Yani R bélgesinde, birinci dereceden modelin ger¢ek ortalama
tepkiyi yeterince temsil etmesi igin x'(D'D)"x6’? nin miimkn oldukga en kigiik olabilecegi
tasarim arasgtirilir.

Y(x)'in bu minimum varyans ézelligini belirlemede

0<x'(DDy'x < |Ix{|?|](D'D)" || (2.3.4)

esitsizligi 6nemli rol oynar. Burada ||. 1], |Ix|{=(X"X)"? seklinde tanimlanmig Euclid
k k "2 y

normunu gésterir ve || (D'DY'}| = [Zz(d“)z] olup, d’, i, j=1,2,...k igin (D'D)"
i=1 j=1

matrisinin (i, j)'inci elemanidir. (2.3.4) esitsizliginden ¥xeR igin x(D'DY"x 'i minimize

etmede, D tasarim matrisini éyle se¢meliyiz ki 1<u<N i¢in Xy1,Xu2,....Xuk koordinatlarinda

|| (D'D)™ || mumkiin oldukga en kiigik olsun.
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durumda i=1,2,... k icin ¢; sabit bir deger olmak Gzere R bélgesindeki X; degerlerinin
didi<c? i=12,..k (2.3.5)

kisitlamasini saglamasi durumunda, (2.3.5) kosulu tasarimin i'nci koordinat ekseni

dogrultusundaki yayilimin ¢?tarafindan siniriandi§i anlamindadir. Bu ayni zamanda,

i=1,2,....K igin dii< ¢2 (2.3.6)

esitsizliginin saglamas! anlamina gelir. Burada djj, D'D matrisinin i'nci k6gegen elemani
d' de (D'D)" matrisinin i'nci kdsegen elemani ve i=1,2,...,k igin D'nin i'nci sGtunun

atiimasiyla bulunan matris D) olsun. D'D matrisinde dj'nin Kofakt6ru ID'(_i)D(_,)l dir.

Bdéylece

. _ PPy

TP

(2.3.7)

olur. Mutlak degeri, determinanti ile belli olan kxk boyutiu E matrisi igin, ilk sGtunu d; ve

diger sttunlan D¢4y'nin sttunlan olan DE; matrisi,
i=1,2,...,kigin DE=[d;:D4] seklinde olup,

|0'D |= | E/D'DE; | = | Doy Dy | % [ o0 Dy Doy D)™ Dy i |
dir. Bu sonug (2.3.7)'de yerine yazilirsa,

1
d""‘ ] - )
" di'di-0/ Dy Dioy Diay) Diy o
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bulunur. i=1,2,.. ki¢in di'di-di'D(.i)(D'(_,) D(.i))-1 D'(_i) di > 0 ve dj'd; = d;; oldukga

1

gisL
dij

(2.3.8)

yazilabilir.

(2.3.6) ve (2.3.8)'den;

i=1,2,....k igin di > (2.3.9)

A
3
2

bulunur. Bdylece Var(b;) en azindan ?ye esittir.

i# icin d'id; = 0 ise (2.3.8) dogru olacagindan Var(b;) =6 2d", esitligi gercekliesir.
Bu durumda tasarim i=1,2,...,K i¢in

did;j=0 Y
ddi=¢ . i=] (2.3.10)

kosulu altinda, d“, -é;— minimum degerini alir.

(2.3.10) kosulunu saglayan bir tasarim, D matrisinin sttuniarinin dik olmasi

N
Ve—lzl—uquﬁi =-1I\Idﬁ’nin R bdlgesinde minimum olmasi durumda, ¢?'nin en blylk olmasina

neden olur. [A. Khuri j.A Cornel (1987)]

Tamm 2.2 Birinci dereceden bir tasarimda, D'D igin D kdsegensel ise dik tasanm olarak
adlandirilir.
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Dik tasarimlar, b'nin varyans-kovaryans matrisinin kdsegensel olmayan
elemanlan sifir oldugundan b'nin elemanlarinin istatistiksel olarak bagimsiz oldugunu
gbstermekle beraber i=1,2,...k icin girdi degiskenlerinin badmsiz bir sekilde
de@erlendiriimesine olanak saglar, dik birinci dereceden tasarimlar, Bilerin

kestirilmesinin minimum varyanshligini bulmak agisindan en uygun tasarimlardir. Dik

tasarimlar agagidaki gibi siralanabilir.

a) 2k faktéryel tasarimlar

b) 2k faktéryel tasarimin fraksiyonlari
c) Simplex tasarimlar

d) Plackett ve Burman tasarimlari

a) 2" faktoryel tasarnimlar:

k bir pozitif tamsayi olmak Gzere, bir 2k faktoryel tasariminda, her bir fakiér veya
girdi degigkeni, en duglk seviyedeyken -1, en ylksek seviyedeyken +1 degeri ile
kodlanabilen iki duzeyde ©&lgulur. k faktérlerinin butin duzeylerinin mimkan
kombinasyonlarini  degerlendirdigimizde, 2% tane satirdan olusmus kodlanmis
degiskenlerin tasarim matrisi olan D matrisini elde ederiz. D’nin herhangi bir u'ncu

satirindaki elemanlar +1 ya da -1'den olugur. Daha 6nce kullandiimiz dénusim
formaline benzer olarak 2 faktéryel tasarim igin agagldaki dénlsum kullantlir.

X, =-2-(—XLR'& u=1,2,..N, i=1,2..k (2.3.11)

Burada X, u'ncu deneysel deneme igin i'nci faktériin orjinal degeri, Xi i'nci faktor
igin en ylksek ve en dustk deg@erlerinin ortalamasi, R; de en dustk ve en ylksek

gbzlemler arasindaki farktir.

Kodlanmig degiskenlerin kullandigi bir 2° tasarmi igin D tasarim matrisi

asagidaki gibi yazilabilir.
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-1 -1 -1
1 -1 -1

4 1 A
1 1 -

D=1|-1 -1 1 = [d12d2:d3]

1 4 1

4 1 1

_1 . 1 1 | 8X3

Bu tasarim noktalari Sekil 2-a ile gésterilebilir.

X
("111:1) (1111-1)
L TXs
(-1 11 :1 ( 11 )
)
(-1 ATy (11_1i1) X1
(-1,-1,-1) (1,-1,1)
Sekil 2-a 2° faktoryel tasarimi icin kodlanmis degiskenlerin konumlandiriimasi

i# igcin D tasanm matrisinin d; ve d; sGtunlan igin d'd; = O'dir. Bu nedenle 2°

faktoryel tasarimi diktir. i=j igin d'{d;= 8, i=1,2,3 dir. Bu durumda

8 0 0 118 0 0
D'D=|0 8 0 (oD)y'=| 0 18 O
0 0 813x3 0 0 1/8]13x3

ve diag(8,8,8)=D'D yazilabilir. Bunu asadidaki gibi YKeZ" i¢in genellestirebiliriz.
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N
~
(@]
o
N
=~
o
o

DD= (D'D)" =

o
o

0 0.2}« - 2 ok

ve D'D=diag(2",2,...,25=2"1, dr.

(2.2.2) denklemindeki X; degerleri (2.3.11) formunda kodlanmig ise birinci
dereceden modeli

= Bo+ B,

seklinde yazabiliriz. EGer bir 2 faktoryel tasarim kullaniimig ise (2.2.4) denkiemindeki

b'nin en kaglk kareler kestiricisi ve (2.2.5) denklemindeki varyans-kovaryans matrisi

(X'X)" = 2*I, oldugundan

b= 511; XY ve

6 2
Var(b) = ey L.1  seklinde olur.

i
i=1,2,....k i¢in i'nci girdi degiskenlerine karsilik gelen X'in sttunlar pozitif ve
negatif birlerden olusur. Bu durumda by,b,,...,by, 2" uygulama kombinasyonlari altinda

elde edilmis gdzlemdeki sabitlerdir. Bu sabitler k tane faktérun etkisini belirler. i'nci

satirdaki farkli terimlerin kareler toplami

KT=292 i=12..k
dir.
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biler istatistiksél olarak bagimsiz oldugundan bu kareler toplami KT'de

istatistiksel olarak badimsizdir. Kareler toplami KT, 2* tane gézleme uyarlanmig
modelden gikan sonuglar olan kalan kareler toplami KKT'ye béltnerek bir F istatistigi

cikarilr.

Ho; Bi=0
H:; Bi=0  hipotezini test etmek igin

F = RKK—I-]: hesap degeri ile 1,2%k-1 serbestlik dereceli F'nin tablo degeri

karsilastirilir.

b) 2" faktsryel tasanmin fraksiyonlan:

Tamim 2.3: m negatif olmayan bir tamsay! ve 2™ > k+1 olmak Gzere, bir 2 faktoryel
tasariminin sadece 2™ tane kombinasyonunu igeren bir fraksiyonuna, 2* faktéryel

tasariminin 2™ inci fraksiyonu denir.

Fraksiyonel tasarnmiar ilk olarak Finney(1945) tarafindan incelenmig, Davies ve
Hay(1950) ile Daniel(1959) tarafindan gelistiriimigtir.

2% faktéryel tasarimlar, (2.2.1) denkiemindeki birinci dereceden modele
uyarlamayi istememize ragmen, bir 2° faktéryel tasarimindaki tasarim noktalarinin
tamaminda veri topladigimizda asagidaki genel polinomal modelin parametrelerinin

kestirilmesi gerekir.

K
Y =B+ iz: Bix; + ZZBUX;X; + ZZ}ZK BiXiX Xy +Bya, kX eXz- Xy (2.3.12)
=1 <] <

=1 < i=1 ‘

(2.3.12) denklemindeki en yuksek dereceli terimler, 8;iXXjX, ..., B1.2,....kX1Xz... X lar

sirayla iki faktér, Gg faktér, ...k faktér arasindaki etkilesim olarak ortaya ¢ikar. Bdylece
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tasarim noktalarina ve gézlem sayisina bagl olarak (2.3.12)'deki kestirilmesi gereken
parametrelerin sayisi k ile orantili olarak artar. Ornegin her biri iki duzeyde 12 faktérie
(2.3.12) denklemindeki modele uyarlamak igin gerekli gbzlemlerin sayisi en az
2"2=4096'dir. Maliyeti dustnen bir arastirmaci, 2° faktéryel kombinasyonlarinin

tamaminin denenmesi gerektigine inanmayip bunlardan bazilarini

N

Y =B+ BX +E
=1
modeline uyarlamayi tercih edebilir. k+1 kestiriimesi gereken parametrelerin sayisi
oldugundan, 2 faktéryel tasarimin noktalarinin oIU§turdug”;u kimenin bir alt kimesindeki

noktalardan en az k+1 tanesini kullanarak fonksiyonel tasarim olusturulabilir.

Bir 2* faktoryel tasariminin bir fraksiyonu, tim bir 2* faktéryel tasariminin bir
kismint igeren bir tasarimidir. Omegin, 2" ya da 1/2 fraksiyonu, bir 2 tasariminin
noktalarinin sayisinin yarisini igerir. Fraksiyonel tasarimlar birinci dereceden modelde
bulunan k+1 tane parametrenin kestiriimesine olanak saglamasi ile birlikte diklik

kosullarini saglamalidir.

Fraksiyonel faktdryel tasarimlarda, gercek temel etkilere ek olarak etkilesim
terimlerini bulundurdugu igin, uyarlanmis birinci dereceden modeldeki regresyon

katsayilarinin en kiglk kareler kestiricilerinde yanlilik ortaya gikar.

(2.2.3)un bir 2 faktdryel tasarimina 27""ci fraksiyonu uyarlanirsa, gergek m, orta-

lama tepkisi de
M=XB+X2B2 (2.3.13)

formunda ise, burada X, matrisi X'in elemanlarini da igeren karsilikli c¢arpim

elemanlarindan olugur. Yani karsilikh X'in terimleriyle iligkili parametreler vektérudar.
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bi'nin beklenen degeri, (2.3.11) denkiemindeki gibi kodianmis degigskenlerle

(2.2.3) denklemindeki modelde i'nci regresyon katsayisi Binin en kugUk kareler
kestiricisi,
E(br) = 2™ X} (XB+X,B2) i=1,2,....k (2.3.14)

dir. Burada X;, Bj ile iligkili X matrisinin sGtunudur. X;, X'in diger sttunlarina dik oldugu
gibi Xz'nin Bi'ye kar§|l|k.gelen etkisiyle karistiriimis etkilerle iligkilendirilen sttunlari hari¢
tum sttunlar diktir. Bu nedenle bi'deki yanlilik, temel etkiyle karigtirilmis etkilere kargilik

gelen B2'nin elemanlarina baglhidir.

Ornegin g faktér igin bir 2*" fraksiyonel faktdryeli ele alalim ve agagidaki modeli

uyarladigimizi kabul edelim.
Y=Bo+B1X1+P2Xo+B3Xs+€
Gergek ortalama tepki ise;

M, = Bo+BiXs+BaXo+BaXa+Br2XeXo+B13XeXa+B2XoXa+B123X1 X2 Xa

seklinde olsun. Bu durumda (2.3.13)'deki X ve X; matrisleri

1 X1 X2 Xs XXz XiXs  XaoXs  XiXaXa

1 1 1 - A4 A 1 1
X31 -1 1 1 Xo= [ 1 -1 1

1 -1 1 1 1 -1 -1 1

1 1 1 1|axa 1 1 1 114x4

Denklem (2.3.14)'den

E(bo) = Bo+P123
E(b1) = B1+P2s
E(b2) = B2+B13
E(bs) = Bs+B12 bulunur.
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Bdylece by, b4, bz, bs kestiricilerindeki yanhliklar sirasiyla Bias, B2s, B1s, P12 olarak

c) Simplex tasanm:

Birbirinden esit uzaklikta da olabilen N=k+1 noktanin olusturdugu geometrik
sekle simplex denir.

Simplex tasarim, N=k+1 tasarim noktasindan olusmus dik bir tasarimdir. Burada
k birinci dereceden modelin degiskenlerinin sayisidir. Bu tasarim noktalari k boyutlu

dazgin kenarh bir seklin u¢ noktalan veya bir simplex de konumlandiriimis olup, orjinle

herhangi noktanin birlegtiriimesiyle olugan a¢i 8 ise Cosf = -? dir. (Box-1952)

k=2 icin simplex tasarim noktalari eskenar bir G¢genin ug noktalandir. k=3 igin
dizgin dértytzlinan ug noktalaridir.

X2

A

\
/ \ \
, \ \
/ \ \
7 1 N
’ \ \
7 1 \
7 1 A}
7 [ \\
/! i \
b - Yl
> X1 ’ \\
4 '
4 \
A
1

»
Sekil 2-b

~ “\ XZ .
\\\.,
k=2 ve k=3 boyutlarda simpiex tasarim
k=N-1 degigkene karsilik gelen N nokta altinda bir simplex tasarim olugturmak
icin ilk sGtunundaki elemanlari birbirine esit NxXN mertebeden dik bir P matrisini ele
alalim. Simplex ic¢in tasarim matrisi \/NP matrisinin son N-1 sttunlarindan

olusturulabilir. Bu tasarima karsilik gelen ve \/ﬁP matrisine esit olan X matrisi,

X'X=NIy
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esitligini saglar. P matrisini olugturmak igin, ilk sttun elemanlan esit olan ve singular
olmayan herhangi bir Q matrisi dusuntlip, Gram-Schmitt diklestirme teknigini

kullanarak Q'nun sttunlari lineer olarak diger N situna déntstaralebilir. Bu N tane
sttun dik olacad: gibi ilk sttun elemanlarindan —‘l\/ﬁ birim uzaklikta olup, diklestirilmis

sttunlar P matrisini olusturur. Ornegin iki boyutlu bir simplex icin X matrisi

r
3
N
3

x= |1

1 0

(2.3.15)

%= &

¥
N

3x3

%

seklinde dik P matrisi ile olusturulmustur.

ERR
V3 V2 6
1 -1 1
P= ;/-—g @ q—g veX=13P

L 5 =2

V3 V6 |3xa
dir.

XX = 3PP =3I

olur.

Sekil 2-¢ (2.3.15) denkleminde verilen simplex tasarimin konumlandirmasi.
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Simplex tasarim icin, birinci deneyde, k faktérlerinin timG en klglUk seviyede
konumiandirilir, ikinci deneyde sadece ilk faktérin seviyesi yukseltilir ve diger takip
eden deneylerde bu faktor ilk iki seviyesindeki ortalamasinda tutulur. Uglincti deneyde
ikinci faktérun seviyesi yukseltilir ve diger takip eden bitin deneylerde bu faktér ilk G¢
seviyesinin ortalamasinda tutulur. Bu streg, k'nci faktérun yalniz bagina ayni degisime
tabi tutulmasina kadar devam eder. Agik olarak bu yéntemie olugturulmus Simplex igin

tasarim noktalarinin koerdinatlari

-4 -as -az ... -a ... -ak
a, -da -4z  ..... -8 ... -ak
0 23, ~83  ..... - ... -ak
0] 0 +3a; ... -8 ... -ak
i ! \ !
i i i ]
1 i 1 1
] ] ] ]
i 1 i |
1 1 1 i
{ i i i
1 [} [} ]
E i E = TN
: : : L S
0 0 0 0] oo . kak

seklinde siral k'lilardir. Burada a; ={ ﬁ+N—1)} ve c'de segilen bir derecelendirme sabitidir.

Simplex tasarim yogunlastiriimis bir tasarimdir. Yani, tasarim noktalarinin sayisi
modeldeki parametrelerin sayisina esittir. Bbylece simplex tasarim deneysel hata
varyansinin kestiriimesinde veya uyum eksikliginin test edilmesinde serbestlik
derecesinin olmayigindan etkilenmez. Bunun igin aligiimig regresyon katsayilarinin
anlamhlik testleri, eger tasarima tiretme noktalar eklenmezse hata varyansinin kestirimi

bulunamayacagi gibi uyum eksikligi de test edilemez.

d) Plackett ve Burman tasanmian:

Plackett ve Burman (1946) tasarim noktalarinin sayist olan N'in k+1'e esit oldugu
k de@iskendeki iki diizeyli fraksiyonel faktryel tasarimlar tanitmiglardir. Bu tasarimiar

N'in 4'Gn kati oldugu durumda mimkunddr. Bunlar ahsiimis fraksiyone!l fakidryel
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tasarimlara alternatif olan dik tasarimlardir. Bu tasarimlar, N'in 2'nin bir kuvveti olmasi

gerekmedigi ancak 4'Un bir kat oldugunda yapilabilir.

Plackett ve Burman'a gére amag¢, N=k+1 igin mUmkin olan en maksimum
dogrulukta batun etkileri kestirebilen tasarimlarin elde edilmesidir. Eger N, 2'nin bir
kuvveti ve N>k+1 ise faktérier arasindaki belli etkilesimlerin etkileri de maksimum
dogrulukla hesaplanabilir. Bu durumda (N'in 2'nin kuvveti olmasi durumunda) Plackett
ve Burman tasarimlari 2 dizeyli faktéryel tasarimiarla aynidir. Plackett ve Burman
N=4,8,12,....,100 i¢cin deney kullanarak k=3,7,11,....,99 igin tasarim dizenlemeleri elde
etmiglerdir. Bu tip tasanmlar, gerek niceliksel gerekse niteliksel degiskenlerle

kullanilabilirler. k degiskenden bir Plackett ve Burman tasarimi olugturmak igin +1’e esit

(k+1)

elemanlardan olusan bir satir segmeliyiz. Oyle ki pozitif olanlarin sayisi 5 Ve negatif

ket

olanlarin sayisi da > olsun. Burada 2| (k+1) ve 2 | (k-1)'dir. Bu satir tasarimin ilk satir

olarak segilir. Ikinci satir, birinci satirin bir dairesel yer degistirmesiyle, benzer sekilde
k'nci satir da bu satirdan bir énceki satirin dairesel yer degistirmesiyle yani birinci
satirin k-1 kez yer degistirmesiyle olusturuiur. Sonug olarak k'nci satira -1'lerden
olugacak sekilde bir satir eklenerek N=k+1 satirh bir tasarim olugturulur. Ornegin, k=7
icin +1,+1,+1,-1,+1,-1,-1 satinni baglangic kabul ederek agagidaki tasarimi elde ederiz.

Xi X2 X X X X X7
1 1 1 -1 1 -1 -1
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2.4 BIRINCi DERECEDEN MODELLERIN UYUM EKSIKLIGI
HAKKINDA BAZI ONERILER

Birinci dereceden tasarimlarin dezavantaji, bunlarin ya deneysel hata
varyansinin bir kestiricisini saglamalari ya da yogunlastiriimis birinci dereceden
tasarimlarda oldugu gibi uyarlanmig birinci dereceden modelin uyum eksikligini test
etmek igin hig bir yéntemin sa§lanmamasidir. Ornegin, e§er gercek model temel etkilere
ek olarak saf kuadratik etkiler iceriyorsa o zaman uyum eksikligi problemi ortadan
kalkar. Birinci dereceden modelin uyum eksikligi, genelde modelin blytk bir bélgede

uyarlandigi ve diger birden bllylk dereceli terimlerin bulunmasiyla ortaya ¢ikar.

Genelde, uyarlanmig bir modelin uyum eksikliginin test edilmesi icin, tasarim
noktalarindan baz tiretme noktalarin alinmasi gerekir. Bu durumda HKT hata kareler
toplami, tiretme géziemlerden dolay1 KTsy saf hata kareler toplami ve KTyg uyum

eksikligi kareler toplami olmak Gzere ikiye ayrilabilir.

Birinci dereceden temel tasarima tlretme noktalarin eklenmesi ile degisik

6zelliklere sahip yeni bir tasarim olusur.

Eger birinci dereceden tasarim dik ise, bu ekleme ile birlikte bu o&zelligin
degismemesi arzu edilir. Bu yéntem zorunlu deneylerin goklugu nedeniyle ekonomik

degildir.

Diger bir alternatif durum ise, merkezi nokta turetmelerle birlikte birinci
dereceden temel dik tasarimlarin bir arada toparlanmasidir. Yani (0,0,...,0) merkez
noktasinda tekrarlanmis gézlemlerin alinmasi gerekir. Bu diklik dzelligini
degistirmemekle beraber ayni zamanda deneysel hata varyansinin yansiz bir
kestiricisini elde etmemizi mimkun kilar. EGer no tane tekrarlanmig gézlem tasarim

merkezinden alinmis ve bagka noktalar turetiimemis ise saf hata kareler toplami,

1, -1
KTsu = Y'o Ino- (—MJ Yo

Ng



37
olup burada Y, merkez noktasinda yapiimig gézlemlerin vektéra, 1n0,1'n0 , NoXny tipinden

birim matrisler ve 1no Ne boyutlu birler vektérudur.

Uyum eksikligi kareler topiami ise,
-1 1n °1’n
KTue =Y [In— X(X'X)"'X'1Y =Y Ino ——Ln——" Yo
0

dir. Burada Y, bulunan M tane gdézlemin vektéri (merkez noktalar dahil) X' matrisi ise
X'=[X"1:X'o] seklindedir. X4 birinci dereceden dik tasarim boyunca birler stGtunundan
olusan (N-ng)x(K+1) boyutlu bir matristir. X, ise merkez nokta tlretmelerine karsilik

gelen nx(K+1) boyutlu bir matristir. Yani Xo=[1n°:0] dir. 0 ise nexk boyutlu satir
matrisidir.

k
Draper ve Herzberg (1971) 'e gére H, =Z[3ii =0 hipotezini test etmek icin en

=1

uygun test istatistigi 1, (ng-1) serbestlik dereceli

Ne(N=ny )(Y = Yo)?

F=

N
KTsn
Ng —1

istatistigidir. Sonug olarak merkez nokta tUretmelerin eklenmesi bize temel birinci
dereceden tasarimiarin diklik dzellikierini kullanmamiza olanak verir ve gergek tepki
fonksiyonunun ikinci dereceden bir model olarak agiklanabildiginde etkilesim

terimlerinin ve saf kuadratik terimlerin varligiyla ilgili bilgiler saglar.

2.5 EN HIZLI CIKIS YA DA iNiS YONTEMI

Sistem igin optimum c¢alisma kosullarinin ilk kestiricileri gergek optimumdan uzak
olacagi i¢in deneycinin amaci optimum civarina en hizli olacak sekilde hareket etmektir.
Optimumun uzaginda bulunuyorken, X'lerin kiigk bir bélgesinde gergek yuzeye yeterl

bir yaklagim olarak birinci dereceden bir modelin kullaniimasi en ekonomiktir.
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En hizli ¢ikis yontemi, tepkideki maksimum artisin dogrultusunda hareket edilen
yéntemdir. En hizli inig yontemi ise tepkideki maksimum azalis dogrultusunda hareket
edilen bir ydntemdir. Bunlar sirasiyla, bir tepeye tirmanmaya (¢ikis igin) veya bir vadiye
inmeye benzetilebilir (inis icin). En hizh inig, tepki i¢cin minimizasyon arastirmalarinda

kullanilir. Uyarlanacak birinci dereceden model

A A N
Y =B, +ZBiXi (2.5.1)
k=1
seklindedir.

En hizli gikis dogdrultusu, ¥’'nin en hizh sekilde arttigi dogrultu olup, bu dogrultu
uyarlanmis tepki ylzeyinin normaline paraleldir. ligili bélgenin merkezi boyunca
uyarlanmig ylzeyin normali olan dogru, en hizl ¢ikis yolu olarak alinir. Bu durumda yol
boyunca adim buayUkiuga {Bj} regresyon katsayilari ile orantilidir. Gergek adim

blyuklugl ise aragtirmacinin streg bilgisine bagli olarak kendisi tarafindan belirlenir.

Deneyler, en hizli ¢gikis yolu boyunca tepkiden daha fazla artis gézlenmeyene
kadar tekrarlanir. Daha sonra yeni bir en hizli ¢ikis yolu belirlenerek yéntem devam
ettirildi§inde optimum komsguluguna varilir. Birinci dereceden tepki yuzeyinin konturlari
asagidaki sekilde gosterilmis paralel dogrulardan olusur.

X
A

En hizh ¢cikig
dogrultusu

N\
Uyarilmis te‘ﬁ(i4 \

ylzeyinin bélgesi

> X,

Sekil 2-d Birinci dereceden tepki ylzeyi ve en hizli ¢ikisin dogrultusu

. yiKSEKOERETT KTROLY
Wik sAANTASY ON DIERETER]
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Ornek: Bir kimyac, bir strecin Urinuni maksimize edecek calisma sartlarini belirtmek
istemigtir. Tepkime sicakligi ve tepkime suresi gibi sureci etkileyen iki kontrol edilebilir
degisken kullaniliyor. Baglangigta 35 dakikalik bir tepkime suresi 155°F'lik tepkime
sicakigi ile sdreci baglatarak %40 civarinda Urtin elde ediyor. Bu bdlgenin optimumu
icermesi imkansiz oldugundan birinci dereceden bir model uyariayarak en hizli ¢ikis

yéntemini uyguluyor.

Arastirmaci, birinci dereceden modeli uyarlamak igin belirlenen bélgenin (30,40)
dakika tepkime sureli (150,160)°F tepkime sicakh@ olduguna karar veriyor.
Hesaplamalar kolaylastirmak igin bagimsiz degiskenleri (-1,1) araliginda kodlamigtir.

X, dogal zaman ve X, dogal sicaklik degiskeni olsun.

- X11+X12 - 30+40 il

3(-2 _X21;'X22 - 150;'160 =155
2(Xyi - Xi)
Xui = qu.{ X) ise

Ry1=40-30=10, R, =160-150 =10

Xi=30ve X, = 155igin X, = 230390 -, - 2050189) _

Xi=40, % = 160igin X =283 q x, - 2SN

dir. Birinci dereceden modelin uyarlanmasi i¢in streg verileri agagidaki gibidir.
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Dogal degiskenler Kodlanmis degiskenler Tepki
X4 Xz X1 X2 Y
30 150 -1 -1 39.3
30 160 -1 1 40.0
40 150 1 -1 40.9
40 160 1 1 41.5
35 155 0 0 40.3
35 165 - 0 0 40.5
35 155 0 0 40.7
35 155 0 0 40.2
35 155 0 0 40.6

Bu veriler bes merkez noktali 2 faktéryel tasarim belirler. Merkezdeki yinelenmis
gozlemler deneysel hatayr kestirmek ve birinci dereceden modelin yeterliligini
incelemek amaciyla kullaniimigtir.

En hizli ¢ikis yolu boyunca hareket etmeden énce en kiigiik kareler yéntemiyle
uyarlanan Y = 40,44+0,7754x,+0,325x, birinci dereceden modelin yeterliligi arastiril-
malidir. Bunun igin merkez noktal 22 tasarimda,

a) Bir hata kestiricisinin bulunmasi
b) Modeldeki etkilesimlerin incelenmesi
c) lkinci dereceden etkilerin analizi yapilir.

2
A2 (40,3)2+(40,5)2+(4o,7)2+(40,2)2+(4o,6)2_£20§,3)
> = 5-1 ) =0,043

Birinci dereceden model, x; ve x, dediskenlerinin tepki Gzerinde bir toplamsal
etkiye sahip oldugunu belirler. Degiskenler arasindaki etkilesim XX, gibi bir karsilikh

carpim teriminin katsayisi B, ile él¢lllr. Bu katsayisinin en kiiguk kareler kestiricisi

B1z =;11- [(1.39,3)+(1.41,5)+(-1.40,0)+(-1.40,9)] = 0,025
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Etkilesim igin kareler toplami

(-0,1)?

£ < KTt 0,005
= 5% 70,0430

=0,058
Bu deger F, 14 tablo dederinden kiglk olup etkilesim 6nemsizdir.

Birinci dereceden modelin diger bir saglanmasi tasanm faktéryel kismindaki dért
noktada Y; = 40,425, tasarim merkezindeki ortalama tepki Ym = 40,40 ile karsilastirima-
styla bulunur. Eger tasarlanan egri yUzeyin Uzerine oturuyorsa o zaman Y1=Ym
ylzeydeki egrisellidin bir digsh olur. Eger B4 ve B, X1 ve X', saf ikinci dereceden

terimlerin katsayilari ise 0 zaman Y1-Ym, B,,*B,, nin bir kestiricisidir.

Bi1+B22 = Y1~ Ym = 40,425-40,46 = -0,035

Ho : By1+B22 = 0 hipotezi icin

NiNm( Y1 = Ym 2
KT sat aresel = ! ml('h;nm )

, :
= 4.5.{43,5035) = 0,0027

Burada n, ve n_ sirasiyla faktoryel ve merkez noktalarin sayisidir.

KToge  0,0027
22 70,0430 0,063

F=

hesap degeri F, 14 tablo degerinden kiguk oldugundan saf ikinci dereceden etkilegim

yoktur.

é1ve[§2’nin standart hatalari s.h(é1) = ‘f———i= 0,10 olup 61 ve[%2 regresyon

katsayilarinin her ikisi de standart hatalarindan bulyuk olduklan igin birinci dereceden

model yeterlidir.
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(X4=0, X,=0) noktasindan yani tasarim merkezinden en hizl ¢ikis yolu boyunca
'uzaklagmak igin, X dogrultusunda 0,775 birim, X, dogrultusunda 0,325 birim hareket
edilir. Béylece en dik ¢ikis dogrusu (0,0) noktasindan geger ve 0,325/0,775 e@imine
sahiptir. Aragtirmaci dogal degiskenler igin 5 dakikalik tepkime sresini adim blyGklaga

secip en dik ¢ikis dogrultusu boyunca adimiar AX; = 1,00 ve AX; = (0,325/0,775). AX, =
0,420 olarak belirler.

Tablo 2.2 Birinci dereceden modelin Varyans analizi

Varyans kaynadi Kareler toplami Serbestlik derecesi Ortalama kare
Regresyon (B4, B2) 2,8250 2 1,4125
Kalan (Hata) 0,1772 6
Etkilegim 0,025 1 0,0025
Saf karesel 0,0027 1 0,0027
Saf hata 0,1720 4 0,0430
Toplam 3,0022 8

=10 ax, P __0325

= =042 AXi=Ax.5=(1,0.6=5 A =Ax.5=2
BJ AX, 0,775/10

dir.
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Tablo 2.3 Deney igin en hizli gikig verileri

Adimlar Kodlanmis degiskenler Dogal degigkenler Tepki
X4 X2 Xi X5 Y

orjin 0 0 35 1565

A 1,00 0,42 5 2

orjin+A 1,00 0,42 40 157 41,0
orjin+2A 2,00 0,84 45 159 42,9
orjin+3A 3,00 1,26 50 161 47 1
orjin+4A 4,00 1,68 55 163 49,7
orjin+5A 5,00 2,10 60 165 53,8
orjin+6A 6,00 2,52 65 167 59,9
orjin+7A 7,00 2,94 70 169 65,0
orjin+8A 8,00 3,36 75 171 70,4
orjin+9A 9,00 3,78 80 173 77,6
orjin+10A 10,00 4,20 85 175 80,3
orjin+11A 11,00 4,62 90 179 76,2
orjin+12A 12,00 5,04 95 181 751

Aragtirmaci. bu yol boyunca gézlemleri hesaplayip tepkimede bir azaima
meydana gelinceye kadar devam ediyor. Tablo 2.3'den 10. adima kadar tepkimede
artis, bundan sonra Urinde azalma gézlenmistir. Bu nedenle X;=85, X,=175 noktasi
koméulugunda yeni bir birinci dereceden model uyarlanmalidir. X; icin arastirilacak
bélge (80,90) ve X, igin (170,180) dir. Bu durumda degiskenler

X85 Xg175
X1 = 5 Xao= 5

seklinde kodlanir. Bir kez daha bes merkez noktali bir 2° faktéryel tasarim

kullaniliyorsa, elde edilen veriler tablo 2.4'te verilmistir.



Tablo 2.4 ikinci, birinci dereceden model igin veriler

Dodal dedigkenler Kodlanmis dediskenier Tepki
X1 X3 X4 X2 Y
80 170 -1 -1 76,5
80 180 -1 1 77,0
90 170 1 -1 78,0
90 180 1 1 79,5
85 175 0 0 79,9
85 175 0 0 80,3
85 175 0 0 80,0
85 175 0 0 79,7
85 175 0 0 79,8

Tablodaki verilere uyarlanan birinci dereceden modelin katsayilar en kigik
kareler yontemiyle kestirilip

Y =78,97+1,00%,+0,50x;
bulunarak birinci agamadaki gibi model yeterliligi incelenebilir.

ORNEK: Dr. A. Barella ve Dr. A. Sust tarafindan uluslararasi yin tekstil
organizasyonu igin yapilan yiin egirme deneyinde elde ettikleri veriler agagidaki gibidir.

Ornek testin Egime ¢emberinin Cember Gzerindeki Bitmemis devir
uzunlugu genigligi yak sayisi
X1 (mm) X2 X3(9) Y
250 8 40 674
350 8 40 3636
250 10 40 174
350 10 40 1140
250 8 50 292
350 8 50 2000
250 10 50 90

350 10 50 360



4(20 +350)

X, - 420+350) g5, %, o 48+10) o % _ 44+50)

Xs

, =45
8 8

R1=350-250=100, R;=10-8=2, R3=50-40=10
X4, Xa, X3 dog@al girdi deg@iskenleri,

_ 2(X,~300) x = 2%, -9)

2 _ 2(X, ~45)
100 ' 2

X
! 10

X,

seklinde kodlanirsa Xy, X5, Xs € {-1,1} olacaktir.

Ornek testin  Edirme gemberinin  Cemberin Ustiindeki 10 tabaninda  logaritmal

45

uzunlugu genisligi yuk logaritmali kestirilmis
X4 Xa Xa bitmemis devir degerler
sayisi : Y Y
-1 -1 -1 2,83 2,84
1 -1 -1 3,56 3,59
-1 1 -1 2,23 2,25
1 1 -1 3,06 3,00
-1 -1 1 2,47 2,49
1 -1 1 3,30 3,24
-1 1 1 1,95 1,90
1 1 1 2,56 2,65

3 degiskenin 2 dizeyinde gézlemleri kullanildiindan yapilacak tasarm 2°

faktéryel tasarimdir. Bu verilerin birinci dereceden polinomal yaklagimi

a(x,p) = Bo+ B1Xq + B2Xa + BaXs+ €

olacaktir.

~

Y = by + bixy + boX, + baxs uydurulmus modelin katsayilar, en kiglk kareler

yéntemiyle bulunabilir.
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2,83 ] 11 1 ]
3,56 1 1 1 -
2,23 1 1 1 1 Bo
3,06 1 1 1 - B
Y = 2,47 X=1 -1 1 1 B=B
3,30 11 1 1 Bs lax1
1,95 1 1 1 1
| 2,56 | gx1 11 1 1]sx4
&
€2 _ - —
€3 8 0 0 O 178 0 0 O
€4 O 8 0 O 4|0 18 0 O
= X'X = X)! =
®7| & o o 8 of ¥ o o 18 o0
€6 0 0 0 8j4x4 0 0 0 1/8J4x4
€7
| &8 |8x1
21,96 |
) 3,00
X'X)" Y= 236
-1,40 |4x4
bo 1180 0 o] [219 2,745
—po P = 018 0 0 3,00 0,375
7| by 0 0 180 2,36 -0,295
b3 [4x1 0O 0 0 1/8]4xa[-1,40 4x1 -0,175] 4x1
X1 X2 X3 10 tab. logaritmali 10 tab. logaritmal e=Y-Y
Y Y
4 1 - 2,83 2,84 -0,01
1 1 A 3,56 3,59 -0,03
41 A 2,23 2,25 0,02
1 1 - 3,06 3,00 0,06
4 1 1 2,47 2,49 -0,02
1 11 3,30 3,19 0,11
1 1 1 2,56 2,65 -0,09



Zei = 0 olup uyarlanmig model Y =2,745 + 0,375x; ~ 0,295x, — 0,0175x5
(£0,025) (+0,025) (+0,025) (+0,025)

seklinde bulunur.

Parantez igindeki sayilar kestirilmig standart hata olup

2

YI——
& _Z N vef? =sh=140,025

seklinde hesaplanir.

47
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BOLUM-3
iKiNCi DERECEDEN MODELLER VE TASARIMLARI

3.1 iKiNCi DERECEDEN MODELIN TANIMI

Arastirmacilar geneliikle gercek tepki ylzeyinin sekli hakkinda yeterli bilgiye
sahip olmadiklarindan ilk agsamada tepki de@erlerine birinci dereceden bir model
uyarlamakla deneysel sireci baglatirlar. Ancak ytuzeyde egrisellik olmasi durumunda
veya uyarlanmis birinci dereceden modelde uyum eksikligi bulunmasi halinde, birinci
dereceden modele yuksek dereceli terimler ekleyerek deneysel siireci devam
ettirirler. Bu yeni ylksek dereceli model,

k k-1

k k
Y =B+ 2B, + 2B + 33 8,XX; e (3.1.1)
=1 1 .

=1 =2

formunda ikinci dereceden model olacaktir. Burada Xy, Xa,...., Xk girdi degiskenleri, Y

bu dediskenlerden etkilenen tepki, i, j =1, 2,...., K igin Bo, B;, Bjj bilinmeyen paramet-

reler ve € rastgele bir hatadir.

Tanim 3.1.1:(3.1.1) denklemi ile verilen modele ikinci dereceden model denir.

Tanim 3.1.2:(3.1.1) denklemi ile verilen ikinci modeldeki parametrelerin kestiriimesi
icin elde edilmis tepkinin ortalamasiyla yapilan tasarima ikinci dereceden tasarim
denir.

(3.1.1) denkleminde, 1 tane sabit terim, k tane birinci dereceden, k tane saf

ikinci dereceden ve -ki%u tane kanstinlmis ikinci dereceden terim olmak Gzere, top-

lam terim sayisi p= Sl 2k+2 dir. Bu nedenle ikinci dereceden bir tasarim icin en az

p tane tasarim noktasina ihtiya¢ duyulur.

ikinci dereceden tasanmlarin bazi ézelliklerini incelemek igin tasarim moment-

leri olarak adlandirilan tasarim noktalarinin dagilimiarinin bilinmesi gerekir.
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Uyarlanmis modelin Y = Xp+€ seklinde matris gésterimi ile verilmis oldugunu

kabul edelim. Eger modelin derecesi d ve k tane girdi dediskeninin bir fonksiyonu ise,

8=0,1, 2 ..., 2d olmak Gzere tasarim momentinin derecesi,

[ LKk = —Z Xui (3.1.2)

u-1

seklindedir. burada, N toplam géziem sayisi ve §=51+8,+...+8 olacak sekilde negatif
olmayan birer tamsayidir. Bu tasarim momentler, Moment Matrisi olarak adlandirilan
N'X'X matrisinin elemanlandir. Ornegdin istenen model X4, Xa,...., X« degiskenleri
agagidaki gibi kodlanmig birinci dereceden olsun.

u=1

— il 1/2
- N =YX
xi_—zxui, xu,=xué X ve Sx.={2 XmNX' } (3.1.3)

u-1 X;

u=1, 2,..., N, i=1, 2,.., k olup, burada, S, , X; ekseni dogrultusunda tasarim

noktalarinin bir yayihm élgustudir. Moment matrisi ise,

11 X X X
xx [1 Mm@ . K]
X2 [10] (111 (12] ...... [1K]
%x'x— . [22] ... [2K] (3.1.4)

Xi KK | kx(k+1)

seklindedir. Burada [|]———ZXU,,[||]——ZX vei j=1,2,.. . kigin[ij] = —-ZXU,XW "dir.

u~1 u—1 u—1

[i] momenti birinci dereceden moment olarak adlandirilir ve N tane géziem
altinda X,; degerlerinin ortalamasidir.
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[ii] momenti ikinci dereceden moment olarak adlandirilir ve her u=1,2,....,N icin

X2 degerlerinin ortalamasidir. Bu moment [ i ] olarak da gésterilebilir.

i # ] igin [ij] momenti karigtiriimig ikinci dereceden moment olarak adlandirilir

ve i #j igin XuXy ¢arpimlarinin ortalamasidir.

Ikinci dereceden model igin (3.1.3)'de verilen Sy, standart sapmanin bir
élglsudar. u'ncu denemede kodlanmis degiskenlere bagl ikinci dereceden bir model
i¢in tepkinin gézlenmis degeri;

k K k k-1
Y, =8 +ZBiXui +ZB,X?li +ZZB“XU,X"] +€, u=1,2...,N (3.1.5)
= i=1 =1 2

formunda gésterilir. Burada €, Y,'daki deneysel hatadir. u=1, 2, ..., N olmak Gzere
€unun degerlerinin sifir ortalama ve 6 varyansi ile bagimsiz olarak dagilmig rast-

gele degiskenler gibi oldugunu kabul edelim. (3.1.5) modelini asagidaki gibi matris
gdsteriminde yazabiliriz.

Y=XB+& (3.1.6)

Burada Y=(Y;, Y2,...., Yn); X: Nxp boyutlu bir matris ve u'ncu satiri, u=1, 2, ...,

k+1)(k+2 olup

N igin u'ncu denemedeki tasarim noktalarinin bir fonksiyonudur. p = 9

B, px1 boyutlu bilinmeyen bir parametreler vektdridar. € = (€4, €2,..., €x)' seklindedir.

(3.1.6) modelindeki 8 vektéruntn en kiglk kareler kestiricisi

b = (X'X)"'X'Y (3.1.7)
ile verilir.
b'nin varyans-kovaryans matrisi

Var(b) = (XX)'6 (3.1.8)
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seklindedir. N'X'X tasarim matrisi 0, 1, 2, 3 ve 4. dereceden tasarim momentlerini
bulundurur.

[i], i=1, 2, ..., k icin birinci dereceden momentler sifir,
[ii] ikinci dereceden momentler bir olmak Gzere k=2 i¢in moment matrisi,
[i]=0 ve [ii]=1 igin

1 X X2 b & X; XXz
14 o 0 1 1 [12
X, [0 1 Q{2 M1 122 112
N'XX= X, |0 (2] 1 [12] [222] [122]
X2 |0 [ [M12] [M111] [1122] [1112]
X2 |0 [M22] [222] [M122] [2222] [1222]
XX: |0 (121 (122] [1112] [1222] [1122)]exe

eksenleri dogrultusundaki tasarim noktalarinin sirayla garpiklik ve sivrilik él¢tleridir.
Eger dagiim simetrik ise [iii>=0 olacagindan [iii] simetriden ayriliginda bir 6lglsudar.
[iiii] momenti i'nci dogrultudaki tasarim noktalarinin yayiimasi hakkinda bilgi verir.

3.2 |[KINCi DERECEDEN TASARIMLARIN OZELLIKLERI
1) Diklik (Ortogonalik)

ikinci dereceden bir tasarimda X'X matrisi veya moment matrisinden herhangi
birinin késegensel olmas! durumunda tasarim diktir. ikinci dereceden tasarimlar igin
kdsegensel matris bulmak olanaksizdir. Gunku [ii] ve [iijjj momentleri sifirdan farkli
olup daima pozitif sayilardir. Ayrica (3.1.5) denklemindeki modelin degiskenleri dik
polinomlarin terimlgrinden elde edilebiliyorsa bu tasarim diktir.

i=1, 2,..., k olmak Uzere i'nci girdi degiskeni olan X; icin m'nci dereceden dik

polinom Py(Xy) olsun. m > 0 olmak Uzere
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— 1
Pm(Xu]) - Xm + am_1’mX$— +...+ (1,1mxu| + G,Om

olup o deg@erleri

N
> Po(X,)P i(Xu)=0ve Py(X;) =1 =1, 2,...,m

u=1

denklemlerinden segilir. Bu durumda ikinci dereceden modelin terimleri agagidaki gibi

dik polinomun terimlerinden belirlenebilir.

Y =(XP)(P'B) +E£= XB +&
Burada P, X{ terimlerinin Pm(Xyu)'ye dontsttriimls singller olmayan bir matristir.
X=XP ve P =P"B ‘dir. Bu durumda (3.1.3)ten

P1(Xui) = xu, P2(Xu) = X3 - [iii] Xy-1 i=1,2,...,k
dir.

(3.1.5) modeli ise u=1,2,...N igin

Y, = (Bo + gﬂnj + }E (]31 +[iilB,P, (X ))+ i BiP, (X)) + i kz4 BiP (X, P(X,) +€

=1 i=1 B =2

seklinde yazilabilir.

N N
i=1, 2,..., kigin Y P(X,P(X,)=0 ve i=1, 2,., kile m=1, 2 igin 3P, (X;)=0

u=1 u=1

oldukga ve eger

Lil=lii]=[ij]=0 i<j

L] =1 i<
[ijn]=[iin]=[ijnn]=0 i<j<n
Liiij =[] =0 i<
[ijns]=[in]=0 i<j<n<s

ise, N X' X moment matrisi késegensel olup tasarim diktir.
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2) Dondirilebilirlik:

Kestirilmis Y tepkisinin varyansi tasarim merkezinden esit uzakliktaki noktala-
rin bir fonksiyonu oldugu, dogrultunun fonksiyonu olmadigi durumlarda tasarim dén-
dardlebilirdir. Cunka bir tasarimin (0,0,...,0) tasarim merkezi etrafinda déndriime-

siyle Y’nin varyansi sabit kalir.

Doénduarulebilirlik igin gerekli ve yeterli kogul dért veya daha kuglk dereceden
batin tek momentler sifir ve ¢ift momentler;

Lj=1,2,..,k i<j igin [ii]=Az, liijl=As ve [iiii|=8A4 olmasidir.
[iiii] dérdincl dereceden saf moment, [iijj] karistiriimig dérdincti dereceden moment,

[ii] ikinci dereceden saf momenttir. (3.1.3) denkleminden A2=[ii]=1 bulunur. Ancak
' AyUn dederi sabit dedildir. Bu nedenle ikinci dereceden tasarimlar igin A4 farkli

degerler alabilir. A4=1 ise tasarim déndurdlebilirdir.

Box ve Hunter 1957'de ikinci dereceden ddndirilebilir bir tasanm igin

deneysel bélgedeki herhangi bir X noktasindaki kestirilmis tepkinin varyansini
Var(Y(x)) = A{2(k+2) N +2ha(As-1)(k+2) @2+{(k+1)]Aa-(k-1)2%} (3.2.1)
seklinde vermiglerdir.

Burada £=X'X ve A=62{2NA,[(k +2)A, K]} ‘dir. ikinci dereceden déndu-

ralebilir dik bir tasarim igin A4= 1 iken (3.2.1) denklemi

. 6 *(k+2)+ g*
Var(Y(x)) = TN denklemine dénuasur.

Tasarim merkezinde (3.2.1) denklemindeki Y’nin varyansi £=0 iken

) L, ___k_ -1‘ ;
Var(Y(0)) =6 M{N(k,, k+2j} dir. (3.2.2)
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Bu denklemden A4 > ktz icin Var(Y(0))'in A4 Un azalan bir fonksiyonu oldu-
gunu sdyleyebiliriz. Bu da ikinci dereceden bir polinomun uyum eksikliginin bir
élgusudar.

220 ve sabitlestiriimig N icin gnun bir W(g) fonksiyonu ile élctimus kestirimin
niteli§i, A4Un degerlerinin kullanildigi doéndarlebilir tasarima baglidir. Tasarim

merkezi civarinda g=0 noktasinda Var(Y(x))'in degeri g=1'deki varyansa esittir. Bu

6zelligi saglayan ikinci dereceden tasarimiar tam diizgiin tasanm olarak adlandinlir.

A4 degeri F_%ye yaklagtiginda (3.2.1) denklemindeki A degeri sonsuza

iraksayacag igin ikinci dereceden déndurulebilir tasarim anlamsizlik kazanir.

u=1, 2,..., Nicin g%= ZXU,, i=1, 2,..., kigin [ii] = 1 ise

i=1

&=N" Z;qui = Z[if] =k (3.2.3)

u=1 =1

olur. Burada, g -N“Z(Xu,)z Z[m]+22[uu] yaznlablhr Bu son denklemden

u=1 i=1 i=1 j=2

3khat k(k-1) As=k? (3.2.4)
bulunur.

3) 3* faktoryel tasarim:

Herbiri ¢ duzeyde olan k tane girdi degiskeninin bltin mumkin
kombinasyonlarinda gézlenmis tepki ile uyarlanan ikinci dereceden bir tasarim 3

faktéryel tasarim olarak adlandirilir.

k=2 icin eger Xy'nci girdi degiskeninin G¢ duzeyi birbirinden esit uzaklikta ise
i=1, 2,..., Kigin ai~c;, a;, ai+c; formunda yazilabilir. Kodlanmis dediskenler,
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Xy =X—“‘C'Ti u=1,2...9 =12

dénasiman kullaniimasiyla sirayla -1, 0 ve 1'e karsilik gelir. Bu durumda tasarim

matrisi,
B
-1 0
-1 1
0 -1
D=|0 0
0 1
1 -1
1 0
L1 1] 9x2
seklindedir.
Tasarim noktalari ise asagidaki gibidir.
)/(}2
(0,1)
(1,0 00  (10) X
(0,-1)

Sekil 3.1 32 faktoryel tasarim noktalarinin konumlandiriimasi

k=3 i¢in De Buan 1859'da Ug¢ faktdr i¢in G¢ dizeyli tasarimlar! incelemistir. Bu
tasarimlar 3° faktéryel tasarimin bazi noktalarinin kombinasyonunu igerir.

4) Box ve Behnken Tasanimlan:

ikinci dereceden bir modeldeki parametrelerin kestirimi i¢in ¢ diizeyden daha
az tasarimlar sinifi Box ve Behnken tarafindan gelistiriimistir. Yani 3% faktoryel
tasarimin faktdryel kombinasyonlarinin bir alt kimesi ile olusturulan tasarimiardir.
Box ve Behnken tasarimiari ne déndurulebilir ne de diktirier.
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5) Merkezi Bilegik Tasanmlar: (MBT)

Merkezi bilesik tasarimlar 3% faktéryel tasarimlara alternatif bir tasarim sinifi
olarak Box ve Wilson tarafindan (1951'de) gelistiriimis olup igerigi agagidaki gibidir.

a) Tam bir 2* faktdryel tasarim veya 2¥nin bir fonksiyonu igin faktér dizeyleri
genellikle -1,+1 degerleri ile kodlanir. Bu tasarim igin faktéryel durum olarak bilinir.

b) n, merkez noktalarin sayisi olup n, > 1'dir.

c) Her tasarim degigkeninin eksenleri Gzerindeki eksensel iki noktanin tasarim

merkezine uzaklidi o kadardir.

Tasarim noktalarinin toplam sayisi N=2"+2k+n°'d|r. Ornegin k=2 igin a=\/§ ve

n,=1 iken MBT icin tasarim matrisi

-1 -1

1 1

-1 1

1 1

D= \/\]é 0 (3.2.5)

A2 o

0 2
9 ~2

0—ox2

A
____________ 10.N2)
(1,0} HER)
(\2.0) | 2.0 X
- T ' (1.-1)
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4. dereceye kadar butin tek momentler sifir oldugundan (3.1.3) esitligi MBT

saglar. Yani,
[i]=0 i=1,2,...,k
[li]=0 i=1,2,..,k
[ij]=0 i, =1, 2,..., k(i#)
[iijfj=0 i, =1, 2,..., k (i#)
fik]=0 i#jzkK
[iiij] =0 i

iK|=0  ixizk

olup diger momentler sifirdan farklidir. (i)

Eger [iiii] = 3[iijj] ise MBT déndurdlebilirdir. [ii]=1, tasarimin faktéryel durumun-
daki noktalarin sayisi F ise N=F+2k+n, MBT'deki toplam nokta sayisidir.

g=| (F _,;laz) "2 icin Fg*+20*g*=3Fg* = a=F"*

dir. EGer bir MBT [iijj] dérdunch dereceden karistinimig momentlere sahip ise diktir.

Buna esdeger olarak A*=1'dir.

... Fg* _FN
(1= "N~ = (F+209)

12 vz
3=1 = (F2a®*=FN > o = [———-——(FN)Z —F}

olur. Ayrica MBT'nin dikligi ve déndaralebilirligi igin
a* = F = (F+2\F)? = F(2k+n)) = n, = #\[F+4-2k
yaklasik tamsayi dederi kadar merkez nokta sayist kullaniimalidir.

ikinci dereceden tasarimlar agagidaki gibi siniflandirilabilir.
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a) 3*faktoryel tasarim

b) Box ve Behnken tasarimlari

c) Merkezi bilesik tasarimiar

d) Silindirik déndurtlebilir tasarimlar

e) Simetrik olmayan déndurdlebilir tasarimlar
f) Hake tasarimlari

g) Karisik tasarimlar

h) Box ve Draper tasarimlan

i) Duzgln kab.uk tasarimlari

3.3 IKiNCI DERECEDEN BIR MODELIN UYARLANMASI
Uyarlanmig tepki ylizeyine yerel yaklasim i¢in asagidaki adimlar izlenir.

i)  Kestirilmis ikinci dereceden tepki ylzeyini temsil eden uygun bir model bulmak

i) (3.1.1)deki modeli kullanarak (Xio, Xz0,..., Xko) duragan noktasinin yerini
belirlemek. Bu noktada kestirilmis tepki ylzeyinin egimi sifir olacaktir. Eger
duragan nokta deneysel bélgenin iginde ise bir sonraki adima gegilir.

iii) Duragan noktanin niteligini belirlemek, maksimum-minimum veya eger noktasi
olduguna karar verilir.

iv) Duragan nokta civarinda tepki ytizeyi belirlenir.

Uyarlayacagimiz k degiskenli ikinci dereceden model

k k k k-t
Y =B+ 2 BX, + 2 BXE 2 D BXiX, (3.3.1)
i=1 i=1 i=1 |2
+
olsun. Bu modelde kestiriimesi gereken parametre veya terim sayisi P—J—--M——)-k+1 2k 2

'dir.

Gozlenmis degerieri kullanarak, (3.3.1) ile verilen modelin katsayilarini
kestirmek igin tasarimlar yapilir. Tasarnim igin kestirilmis ikinci dereceden polinomal
modelin

k k-1

A k k
Y(x)=by+ > bX + > bxZ + > > byxx; (3.3.2)
i=1 i=1

i=1 =2
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seklinde oldugunu kabul edelim. Burada amag x/ler igin en uygun optimum kosuliar
bularak tepki yuzeyinin yapisini belirlemektir. Kestirilmis tepkiyi optimize edecek olan
X1, X2,..., Xk dUzeylerini bulmak igin; (3.3.1)'in i=1, 2,..., ki¢in x/lere gbre kismi tlrevleri

sifira esitlenirse,

kosulunu saglayan (Xio, Xzo,..., Xko) Nnoktasina duragan nokta denir. Duragan nokta
bir maksimum tepki noktasi veya bir minimum tepki noktasi olabilecegi gibi bir eder
noktasi da olabilir. Duragan noktay! belirleyen bir genel ¢6zim elde etmek igin,
(3.3.2) ile verilen kestiriimis modeli matris gésteriminde yazarak X vektériine gére

tlrev alip sifira esitlersek,

- . e B
X1 B1 P 2 2
Burada x= )?2 b=| B, ve B= 622 Bac
: 5 -
Xeloot |,
| Br_lkex1 Y
| simetrik By i

olmak tizere

Y = bo+x'b+x'Bx (3.3.3)

yazabiliriz.

dY(x

Y = by + 2byyxq + Zb jXj

M =by +2bys + Zb

2% =
i=2

—6—)((_)- by + 2byk + Zb,qx =

=2
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sisteminin homojen olmayan halinin katsayilar matrisi B'dir. Bu sistem matris

gésteriminde % = b+2Bx = 0 seklinde yazilabilir. Bu matris denkieminin ¢ézimu de,

ZBX=—b:>BX=—%b:>X=—*;—B‘1b

duragan nokta olarak bulunur. Bu noktadaki kestirilmis tepkiyi bulmak igin
Y=bo+x'b+x'Bx esitliginde duragan nokta yerine yazilirsa,

Y = bo+xo'(b+Bxo) = xo'[b+B(-%B"b)]

Y= bo+xo'(b-%BB‘ib) = bo+xo'(b-%b) = bo+%xo'b (3.3.4)
bulunur.
X2 X2
A Ar

» X1 > X4 » X4
a) Maksimum tepki noktasi  b) Minimum tepki noktasi c) Eger noktasi
Sekil 3.2 Uyarlanmis ikinci dereceden tepki ylzeyindeki duragan noktalar

Duragan noktayi belirleyen Xo = (X10, X20,..., Xko) vektérantn elemanlari yuzey
hakkinda bilgi vermez. Duragan noktanin maksimum, minimum veya eger noktasi
olmasi durumunda, duragan noktanin deneysel béigenin icinde oldugu kabul edilir.
Duragan noktanin koordinatiari deneysel bdigenin disinda ise yukselen veya azalan

bir esik sistemi ile karsilagilir.
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XoA

80
75

70

—>» X4

a) Bir yukselen egik sistemi b) Duragan Esik

Duragan noktanin gergek yeri i¢in % (1-o) gliven bélgesi ilk olarak Box ve

Hunter (1954) tarafindan verilmistir.

Gergek duragan noktasi (X4,X,....Xq)'nin  koordinat konumlandirmasi
X=(X1,X2,...,Xx)' tarafindan saglaniyorsa ve ayrica (3.3.1)'deki ikinci dereceden model
gercek tepkiyi sagliyorsa

B+2B,X=0'dr.

Burada B = (B4, B2..., Bx) ve kxk boyutlu B, matrisi daha énceki B matrisi gibi
B11, B22... Prk gercek kuadratik parametreleri igerir. Eger B, ve ’nin elemanlari sirayla

B ve b tarafindan saglaniyorsa B ve b'deki elemanlar gok terimli dagilima sahiptirler.
Bu durumda kx1 boyutlu agagidaki gibi bir vektér tanimlayabiliriz.

5 = b+2Bx

Burada 5~N(0,6%V) olup 6%V, § elemanlarin varyans-kovaryans matrisidir.

Eger 6Znin bir ortalama kare hata kestirimi bu B kestiriminden bagimsiz olarak ki-
kare dagihimina sahip ise x igin % 1-o. gliven bdlgesi

A

< Fak 3.3.5
OKH, ~ **¥ (3:35)
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seklindedir. Burada V ortalama kare hata ile ortak serbestlik derecesidir.

Duragan nokta deneysel béigenin disinda ise bu nokta civarinda tepki
sistemini daha ayrintili incelemek igin tepki sistemine kanonik formda yaklagmak
gerekir.

k degiskenli bir sistem igin, kanonik formu olugturmada ilk adim duragan
noktay! tasarimin merkezine yani sistemin orjinine tagimaktir. Bu (Z,, Z,,..., Z)
= (X1-X10, X2-X20,..., Xi-Xica)' veya Z=X-Xo 6telemesiyle yapiiir. (3.3.3) denklemindeki
tepki ylzeyinde bu 6teleme yapilirsa

Y(x) = bo + (Z+Xo)'b + (Z+Xo)'B (Z+Xo)
= bg + Z'b + Xo'b + (Z'B+Xg'B) (Z+Xq)
=bg + Z'b + X¢'b + Z'BZ+Z'BX + Xo'BZ+ Xo'BXo
= bg + Xo'b + Xo BXZ+Z'BZ+Z'b + Z'BXo + Xo'BZ
= b + Xg'b + Xg'BXo + Z'BZ+Z'(b+BXo) + Xo'BZ
=Yo+ZBZ+Z(b- %bB"B) + (= % B"'b)BZ

=Yo+Z'BZ + 1§Z'b —% Zb' = Yo + Z'BZ (3.3.6)

Z'deki kestirilmis tepki, duragan noktadaki tepkiye Z/lerin bir kuadratik formu
eklenerek bulunur. Bu durumda, duragan noktadaki tepkinin lineer fonksiyonu
olusturuldugundan Z; eksenleri Xi eksenlerine paralel olarak gizilir.

W = (W4, Wa,..., W,)' olacak sekilde
W=M2Z (3.3.7)

kosulunu saglayan bir W vektsrunii tarumlayalim. Burada M, situnlari B matrisinin
Gzvektorleri olan kxk boyutlu dik bir matristi. M matrisi B'nin kégegensellestiril-
mesinde etkilidir. $6yle ki; M'BM = diag(A1, Az,..., Ak)'dir. Burada, A, A2,..., Ak B'nin
6zvektorleridir. Wy, W,..., W degiskenleriyle birlestiriimis eksenler tepki sisteminin
esas eksenleri olarak adlandirilir. (3.3.5)'deki donusum Z; eksenlerinin W, eksenlerine
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dénustaralmesidir. Eger M'Z = M'(X-Xo) seklinde yazarsak X;/lerin katsayilari W;'lerin
dogrultusunu belirler. X;'lerin katsayilar 1 ise W; eksenleri X; eksenlerine paraleldir.
(3.3.6)'daki Z'BZ ifadesi W cinsinden yazilirsa,

W=MZ W =Z'M, MM =1
ve Z' yerine W'M' yazilirsa
Z'BZ =WNMBMW = A, wZ +A,W32 +...+A, W2 (3.3.8)

bulunur. B matrisi gercel degerli simetrik oldugundan A; 6zdegerleri gercel degerlidir ve

.
Y=Yot Y AW} (3.3.9)

k=1

kanonik denklemindeki W? terimlerinin sirayla katsayilaridir.

)?(2
Zz Xz Z2
A A
A W,
» X4 )X1
> 7 \‘; " 7

~Xo ]

Tanimlanmusg orijin ve (Z4, Z5) »

sisteminin eksenleri \
Wi

Z1 ve Z, eksenlerinin Wj,W, temel
tepki eksenlerine dénasturalmesi

Ikinci dereceden tepki ylizeyinin (3.3.9) denklemindeki kanonik formu, (3.3.3)
formundaki ikinci dereceden yaklasim polinomuna benzer rol oynar. Eger Aq,A2,...,Ax

degderlerinin;
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a) TUumul negatif ise kestirilmis ylUzey Xo'da maksimumdur.
b) TUumi pozitif ise kestirilmis ylizey Xg'da minimumdur.
c) En az biri zit isaretli ise kestirilmis ylizey Xo'da eger noktasina sahiptir.

Ayrica A; degerleri sifir veya sifira oldukga yakin ise W; dogrultusunda tepki
degdismez. Bu durumda kestirilmis ytizey bir duragan esik sistemidir. Omegin k=2 igin
22=0 ve A1<0 ylizey W, dogrultusunda éne dogru egik olup W, dogrultusunda kestirilmis
tepki degerleri aynidir.-Eder A2=0, A41<0 ve duradan nokta tasarim bélgesinin diginda ise
ylizey yikselen esik, A,=0 ve A¢>0 ise azalan bir esiktir. E§er |X2|>|A41! ise W, dog-

rultusundaki ytkselme W, dogrultusundaki yikselmeden daha blyUktar.

Kanonik formda tepki ylzeyini belilemede son asama X; degerlerinin
fonksiyonlarl gibi W, degerleri belirlenir. Bu belirleme W=M'Z dik dénasiimdeki

gosterimle yapilir. B'nin k tane ézdegerine karsilik gelen 6zvektérierden olugan M
matrisinin k tane stunu olusturulur. M=[m4; my;. ...m] seklinde pargalandigini kabul

edelim. Burada m;, M ’'nin i'nci stUtunudur. m; 'nin elemanlan A; 'ye karsilik gelen

6zvektdérin bulunmasiyla elde edilir ve mi'nin elemanlarinin karelerinin topiami 1
olacak sekilde normalize edilir. Yani m/m=1 ‘dir. Ayrica m; ‘nin elemanlan

(B-MI)mi=1 denkleminin ¢dziumi ile de bulunur. Oyle ki mim=1 ‘dir. A # A
durumunda B'nin ézvektdrleri i = j olmak Gzere m{m;=0 &ézellidini saglamaldir. M mat-
risinin elemanlari ve A/lerin bilinmesiyle tepki ylzeyinin tasviri, kanonik denklem

kullanilarak yapilabilir.

Duragan noktadan uzaklasarak tepkideki degisimler sekilsel olarak goésteri-

lebilir. W'leri X ‘ler cinsinden ifade etmek igin
W = M'Z = M'(X-Xo) denklemi kullanilir.
Kestirilmis tepkinin kontur ylizeyleri

Y = Yo+ W20 W2+.  +0L W2 kanonik formundaki A4, Az, ..., Ak ‘Nin isare-
tiyle yakindan ilgilidir.
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k=3 icin kontur ylizeyleri asagidaki gibidir.

W3 Wﬁi

a) b) Y c)

W1 W, Wi W, W

9 AWVs "

M, A2, A3 ‘Un isareti
a) Elipsoid hiperboloid (-~ -
b) Hiperbolik paraboloid (+, - 0)
¢) Bir yaprakli hiperparaboloid (+, +, -)
d) Iki yaprakli hiperparaboloid ~ (+, -, -
W, W,

3.4 IKiLi TEPKIi YUZEYi OPTIMIZASYONU

Y tepkisi maksimize veya minimize edecek bir takim girdi veya tasarim
degiskeninin optimal konumlandirmalarini tespit etmek icin Y'nin varyansinin kigik
veya sabit olmasi istenir. Varyansin sabit olmadigi durumlarda tepki ylizeyi yontem
bilimi hatali ¢ikar. Bu sorunu Vining ve Myers (1990) ikili tepki yGzeyini kullanarak
giderdiler. Vining ve Myers, dnce ikinci dereceden modelleri hem birincil hem de
ikincil tepki ylizeylerine uyguiadilar. Ikincil tepki degeri Gstlindeki uygun kisittamaya
gére temel tepkiyi optimize etmeyi amaglamiglardir. Onlarin kullandi§i Lagrange
optimizasyon sureci, ikincil tepkinin kestiriminin sabitlenmis bir degere esitlenmesi
kisitlamasi, daha iyi olabilecek durumlari dislar. Ayrica tam ikinci dereceden model
Gzerindeki hem birincil hem de ikincil tepki ylUzeyleri hakkindaki kisitlama gergekgi
degildir. Bunun yerine en iyi alt kime (konumlandirma) modellerinin kullaniimasi,

yéntemi daha da genellesgtirir.

k k k k-1
/’21 =B + ZBiXi + ZBiixiz + z Z il-Xin +€,
=1 i=1 it j=2

k k-1

k K
ff2="Yo + 2 YK+ ; Vit + 2 2 XX + €,

i=1 i=1 j=2
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birincil ve ikincil tepkilere uyarlanmis ylzeyler sirayla

Wi =bp + X'b + XBx
W, = ¢ + X'c + X'Cx seklinde yazilabilir. Burada

bo =éo: Co =’?o, bz(ﬁhézv"'vék)r Cz(’?o”?v“"i\lk)\/e

2b,, by,... by 2C,, Cyy...Cy
B=1 2\b\22--o bzk C=_1 2‘C\22--- czk
2 \‘\\s 2 \‘\\~
simetrik ~ 2by |y, simetrik  2cy 4

(3.3.3)’te bulunmus matrislerdir.

Lagrange carpanlarini kullanarak, VM, Wyy; Wo=T ‘ye gére optimize edecek
x ‘leri bulmak igin bir yéntem sunmuslardir. Burada T degeri, kisitlayici tepkinin
istenen bir hedef degeridir.

L = bo+b'x+x'Bx+A(co+c'x+x'Cx-T) olmak Uzere % = 0 denklemini saglayan x noktasi

arastirifir.

Wy : Ortalama igin kestirilmis tepki ylzeyi
WG: Standart sapma igin kestirilmig tepki yuzeyi

olmak Uzere VM tartismasinin 6zeti agagidaki gibidir.

a) “Hedef de@er T en iyisidir.” Bu u 'yu belirlenmis bir uzo de@erinde tutarak 62 ‘yi

minimize etmek anlamindadir. Yani Wy =u0‘a gére Wy ifadesi minimize edilir.

b) “En blyugu en iyisidir.” Bu x ‘yu oldukga biydtirken 67 ‘yi kontrol etmektir. Yani,

Wq=6,'a gére Wy ‘yii maksimize etmektir.

c) “En kiglga en iyisidir.” Bu 62 ‘yi kontrol ederken u ‘yu mimkin olduk¢a kaglitmek

anlamindadir. Yani, W,=6,'a gére Wy ‘yii minimize etmektir.
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Bu durumlardan anlasiidigt gibi, birincil ve ikincil tepkilerin belirlenmesi
deneyin amacina baglhidir. Wy ve V“\I6 her ikisi de bazi rastgele hata terimlerine sahip

tepki ylzeylerinin yaklagimlaridir.

Optimizasyonu esitlik 6l¢ltl ile sinirlandirmak bazi tepki degerlerinin ihmal
edilmesine yol agar. Ornegin “Hedef deger en iyisidir.” durumu icin asagidaki sekil
incelendiginde;

\\_,/\L\/

A B C

=
[

mt---

D

kestirilmis ortalama tepki egrisi Wy ile gésterilmis ve kestirilmig standart sapma egrisi
Ws ile gésterilmigtir. Amag, Wy ‘nun- T hedef degerine yakin olacagi uygun bir kiime
arastinlirken W6 standart hatasini da kagtk tutmaktir. VM'ye gére hedef deger T
olsun. Wy = T 'dir. A, B, C ve D gibi dért nokta bu kisitlamayi saglar. Bunlardan A
noktasi minimum varyansi oldugundan optimal konumlandirmasi vardir. Wu ve
Wg'nin davraniglari incelendiginde, A noktasindansa E noktasi tercih edilir. Kugtk bir
yanlihik katilarak varyans blyik bir oranda kigultulebilir. MSE = (W -T)2 + W;

ortalama kare hatasi E 'de minimumdur. MSE 6lcttl hedef etrafinda yayilma
sagladigi halde varyansi kiglk tutar. Bu nedenle bu yaklasim VM'deki esitlik
kisitlayicilarindan daha uygundur. Bunun igin énce herhangi bir kabullenme
yaptimadan her ikisi de x 'in fonksiyonu olan V‘Vﬁ ve V“\I(;Z modelleri olugturulur. Daha

sonra MSE = (Wg-T) + Ws ‘nin minimize edildigi x degeri bulunmalidir.
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Omek: Ornek 2.1'deki kimyasal strecin analizine devam edelim. Tablo 2.4'teki

verilere X4, Xz deg@iskenlerine bagl ikinci dereceden bir model uyarlanamaz. Deneyci

bu verileri yeterli sayida toplayarak bir ikinci dereceden model uyarlamaya karar

veriyor.

Deneyci dokuz gézleme ek olarak (X1 =0, Xa=F1,414) ve (X1 =F1.414, X,=0)

noktalarinda dért gézlem elde ediyor. Bu veriler asagidaki gibidir.

Dogal dediskenier

X1
80
80
90
90
85
85
85
85
85
92,07
77,93
85
85

Xz
170
180
170
180
175
175
175
175
175
175
175

182,07
167,93

Kodlanmis dediskenler

X1 X2
A4
1 1
1 -1
1 1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1414 O
-1,414 0
0 1,414
0 -1,414

Tepki

Y
76,5
77,0
78,0
79,5
79,9
80,3
80,0
79,7
79,8
78,4
75,6
78,5
77,0

Kodlanmig verilere, en kigik kareler yéntemiyle ikinci dereceden bir model

uyarlanarak

Y = 79,9408 + 0,9949x; + 0,5151x, — 1,3770x2 ~ 1,0018x2 + 0,12500x1x2

elde ediimigtir. Bu model i¢in varyans analizi tablosu asagidaki gibidir.

Dedisim kaynadi Kareler toplami  Serbestlik der. Ortalama kare F
Regresyon 28,2560 5 5,6512 81,205
Hata 0,4871 7 0,0696
Uyum Eksikligi 0,2751 3 0,0917 1,73
Saf hata 0,2120 4 0,0530
Toplam 28,7431 12
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Uyum eksikligi 6nemli olmadigindan ikinci dereceden model gergek yuzeyi
temsil eder. ikinci dereceden modelin gergek yiizeye yeterli dereceden yaklagtigini

garantilemek i¢in kanonik analiz uygulanabilir.

p_[Pi]_[0se40] o [-13770 01250
“|b,| |05151 101250 -10018

olup duragan nokta

X = 1 - 1[-13770 012507 '[0,9949 10,3890
° - 01250 -10018] {05151 0,3056

2 2
olup X410 = 0,3890 ve Xz = 0,3056'drr.

Duragan nokta asagidaki gibi dogal degiskenler cinsinden ifade edilebilir.

0.3890 = X‘fs , Xz';75 = 0.3056 =

X; = 86,9450 = 87 dakika tepkime sUresi

X2 = 176,528 =176,5 °F'lik sicakligi verir,
Duragan noktasinda tahmin edilmis tepki

0.9949

oA 1. 1
¥ = By £ X;b = 79,9408 + -(0.3890, 0.3056
Pat 5% *3l )(0.5151

)= 80.21

Tepki ylzeyini karakterize etmenin en kolay yolu, zaman ve sicakligin bir

fonksiyonu olarak tGrtndn bir kontur gizimini yapmaktir.
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80.2
90
=
[1]
Z
77.7H c
©
£
©
N
X
75.77- 85
80
73.55 )

165170 175 180
Xz sicaklik (°F)

Sekillerin incelenmesinden optimum 175°F ve 85 dakikalik tepkime slresine
cok yakin oldugu sdylenebilir ve bu nokta tepkimenin maksimumudur. Ayrica kontur

ciziminden tepkimenin, sicakhk degisimine nazaran tepkime stresindeki degisimlere
daha duyarli oldugu séylenebilir.

Xz
A
L
11,44
('111) (1:1)
L ©.0) o
| LI ) T
21,44 144 2 X
(-111) - _1144 (111)
-2-+

Veri tablosu i¢in merkezi bilesik tasarimin grafigidir.

-13770-A 01250

B-M= " 01250 —10018-1|
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A’ +23788L+13639=0=> 1, =-09641 ve A, =-14147
bulunur. Bu durumda uyarlanmis modelin kanonik formu
Y = 80,21 - 0,9641 w? — 1,4147 w?

seklinde bulunur. A4, A2 negatif olup duradan nokta aragtirma bélgesi iginde
oldugundan duragan noktanin bir maksimum nokta oldugu sonucuna varilir. Modelin
kanonik formu, ug ddérultusunda Grin kaybina daha az duyarli oldugunu isaret
ediyor. (W;, W) uzayindaki noktalarin (X1, X2) uzayindaki noktalara dénustarilmesi

gerekir.

W = M'Z = M'(X-Xp) Burada M (k x k) boyutiu (k=2) dik bir matristir. M ‘in

sttunlarl Aq, Az ile iligkilendirilmis normalize edilmis 6z vektérlerdir. Yani, m;, M ‘nin

k
nci sttunu ise m; ; (B-AI)m; = 0 denkleminin ¢6zimu olup ZMI, =1 ‘dir.
=1

(-13770+0,9641) 01250 my | [0
01250 -10018+09641||m, | |0

-0,4129m,, +0,1250m,, =0

Bu sistemin mZ, +mZ, =1 normalize
01250m,,-0,0377m,, = 0} 11+ My

edilmig gﬁzﬂrﬁlerini arastirdigimizda,

denklem sisteminin agikar ¢6ztmt yokiur. m;, =1= mj, =0,3027 bulunur.

J(m3, )% +(m3,)? =/(0,3027) + 1 =10448

m; 0,3027
My ===
10448 10448

=0,2897

m;, 1

= 10448 ~ 10448 = >>°71

my,

A2 = -1,4147 = Benzer sekilde m; = -0,9574 ve my = 0,2888 bulunur.



Buradan da,

M — [:0,2897 - 0,9574}:> (W = MI (X _ X0 ))

09571 02888

-09571 02888 | X, -0,3056

W, (02897 095741 X,-03890
W,
=

bulunur.

W, = 0,2897 (X;-0,3890) + 0,9574(X2-0,3056)
Wa= -0,9571(%:-0,3890) — 0,2888(X-0,3056)

72
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BOLUM-4
UYGULAMA VE SONUG

4.1 UYGULAMA

Birincisi standart bir N-P-K kombinasyonu ve digeri tamamlayici bir besleme
olan iki tip gtbrenin verildigi, parsel basina libre (454 gr) olarak élgtimas yer fistig
Urdna igin, g(]brelerdén etkilenen parsellere uygulanmigtir. Bir parselle uygulanmis
her glbrenin miktarinin dizeyi (lb/parsel) bir merkezi bilesik déndurtlebilir tasarimin
koordinat konumlandirmalari ile belirlenmistir. Her deneysel kombinasyonun iki
tekrarindan bulunan yer fistigi olarak elde edilmis hasat miktar1 verilerinin tablosu
asagidaki gibidir.

Gubre1 Glibre 2 Uriin (ib/parsel)

50 15 7,52 - 8,12
120 15 12,37 — 11,84
50 25 13,55 — 12,35
120 25 16,48 — 15,32 > Dogal X4,X2 kodlanmis Y
Xii, Xoi ardn
<  50+120 ~ 15+25
X1 =—i2——=85, Xa = =20 120 15 1 -1 12,37-11,84
50 25 -1 1 13,55-12,35
22085 0 x JA0=89) 1 120 25 1 1 16,48-1532
120-50 ’ " 120-50
2(120 - 85) 2(25-20) _ /
2 = e TEA = 2= g =1
120-50 25-15
Xa
8
75 _
// /// /// ///
65 / // // // ///’—\\\
!
° fl X I'I LN
2 \
4 |\ \\ \\
\i\ \ N
3 e _ - N
\ 1355123 16.4‘8\‘15.%
2 \\ \\ 1
15 752812 | 12337=1184¢

T g

~ -
1
I

50 60 70 80 90 100110120130140150

X1



Tepki ylzeyine Y = Bo+B1X¢1+B2X2+€ gibi birinci dereceden model ile yaklagalim.

812

12,37
11,84
13,55
12,35
16,48

1 1

XX=[-1 1

(XX)" =

-1 -1

O -
(@]

O |-

752

1532 g4

1
-1
1

o m|=

o

o ml..;

o

(@] Lo o J RN

1

1

1-1

1-1-1 1

1
8 l3x3

o

o

O |-

b= ﬁ ol. Gz. B’min en kglk kareler kestiricisi,

T X X,
1 -1 -1]
1-1-1
1 1-1
1 1-1
1-1 1
1-1 1
111
11

11 1
1-1 1

b=(X'X)"'X"Y

1
-1

1 3x8

1J8x3

1 1
1-1

-1-1 1

8J3x3

97,55

~229

56,91

3x3

3x1

-

1 -1 -1
1-1-1]
1 1-1
1 1-1
1-1 1
1-1 1
11 1

1 1

11 1
1-1
1-1-1

1J8x3

1

1-1

1

1
1

1 3x8

1219375

711375

—-0,28625

3x1

-

8J8x1

7,52

812

1237
1284
13,65
16,48

15,32 |
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13x3

8x1
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~

Y =12,19375 - 0,28625X, + 7,11375X; birinci ve ikinci gubrenin
kodlanmis degerlerine karsilik gelen birinci dereceden modeldir.

' 2
Kareler toplami = Y'Y = Y) _ 12558395 - 95160025 _ 4 150q 505
8-1=7 s.d.ile
t 2
Regresyon kareler toplami=b'X'Y - Q—SY—)- =1594,9993 - 95160025 = 405,449
. 3-1=2 s.d.ile

Kalan kareler toplami = Y'Y -b'X'Y =12558,395 — 1594,9993 = 10963,396
8-3=5 s.d.ile

Saf hata kareler toplami = %[(7,52 ~812) +(12,37 -1184) +(1355-12,35) +

(16,48 -15,32)] = —;-[0,36 +0,2809 +144 +13456] = 171325 4s.dile

Uyum eksikligi kareler toplami = Kalan kareler toplami — Saf hata kareler toplam'l
= 10963,396 — 1,71325 = 10961,683 5-4=1 s.d.ile

Elde edilen yer fistigi Grini verilerine uyarlanmig birinci dereceden model igin
ANOVA tablosu:

ortalama
Kaynak Serbestlik der.  Kareler toplami kare F
Regresyon 2 405,449 202,7245 0,092
Hata 5 10963,396 2192,6792
Uyum Eksikligi 1 10963,683 10963,683
Saf hata 4 1,71325 0,4283125

F= Regresyon ortalama kare _ 202,7245
~ Kalan ortalama kare ~ 2192,6792

= 0,092 < Foo1,25 = 13,27

oldugundan birinci dereceden modelde uyum eksikligi yoktur. Bu nedenle tercih
edilen gbzlem degerleri icin yukaridaki birinci dereceden model yeterlidir.

Ancak arasgtirmada elde edilen degerler asagidaki gibi ise;



Dogal Kodlanmig Urtin (Ib/pars.)

Gubre 1 Glbre 2 X1 X2 Tek.1 Tek.2
50 15 1 -1 752 812
120 15 1 -1 12,37 11,84
50 25 -1 1 13,55 12,35
120 25 1 1 16,48 15,32

35,5 20 A2 0 8,63 9,44
134,5 20 \2 0 1422 12,59
85 12,9 0 -2 790 7,33
85 271 0 2 : 16,49 17,40
85 20 0 0 15,73 17,00

Kodianmis degerler,

X, = 2(X, - Xi) ve
R,
Ry =120-50, )—(1=1202+50=85
Rp=25-15, ')Zz=15;25_20
seklinde yazilir.
1 X, X, XX, X2 X3
Y 4 M1-1-1 1 1 1]
752 1-1-1 1.1 1
812 1 1-1-1 1 1
1237 1 1-1-1 1 1
1184 1-1 1-1 1 1
1355 1-1 1-1 1 1
1235 111111
o 11111 1
! 1-420 0 2 0
8,63
Y=lgaa | + X=[1-420 02 0
1422 1 420 02 0
12,59 1 420 02 0
7,90 1 0-420 0 2
175'29 1 0-¥20 0 2
' 10 4200 2
17,40 s
1873 10 0000
17,00
- e 1 0 00 0 0lgeg




XX =

=>

bo
b4
b2
b2
b1

11411 1
11111
11-1-1 1
11111
1-11-1 1
11111
11 1111111111111 11411111
41 1111 1a/2424242 0 0 0o 0 ooOf|1 1111
411111110 0 0 04242242 00||1~200 2
1149411110000 0O000 00|/[142002
111111122 2 20000 00|[142002
1111171100002 2 2 2 00142002
&sl1 020 0
1 0420 0
1 04/20 0
1 0420 0
10000
10000
18 0 O 0 16 16]
0 16 0 0 0 O matrisine elemanter satir islemi uygulanarak
O O 16 0 0 O tersi asagidaki gibi bulunmustur.
lo oo o8 o
16 0 0 0 24 8
16 0 0 0 8 24|,
05 O 0 0 -025 -025
0 00625 O 0 0 0
| O 0 00625 O 0 0
XX7=1 0 0 0125 0 0
025 O 0 0 0,125 0,109
025 0 0 0 0109 0,125lg.4
B R
05 0 0 0 -025-025 224,41 16,43
0 00625 0 0 O O 22,10 1,3981
. 0O 0 00625 0 0 O 44,72 2,795
= (XX)! XY = 5 =
O 0 0 0125 0 O 2,67 -0,334
025 0 0 0 0,250,109 187,31 2,494
025 0 0 0 01090125, .l19579l. . |-1,964]

Ieo51

6x1

6x6

6x1

~
2

18x6

6x1
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Y = 16,43 + 1,381X; + 2,795X, — 0,34X:Xz — 2,494 X2 1,96 X2
(0,845) (0,297) (0,297) (0,422)  (0,495) (0,495)

Parantez igindeki sayilar kestirilmis katsayilarin kestirilmis standart hatalar

olup, agsagidaki gibi hesaplanmistir.

22441
18

Y= =12467

18 —
KT = (SST) = D (Y, -Y)*=24472+18896+0,009+0,393 +1172+0,013+16,104 +

u=1

8,139+14,722+9,162+3,073+0,015+20,857+26,388+16,184+24,334+10,647+20,638
=2215,218
18-1=17 s.d. ile

n Y, N
KTsu = (SSpe) = D D (Y,, - Ye)* =(7,52-7,52)°+(8,12-7,82)%+(12,37-12,105)+
£=1 u=1
(11,84-12,105)%+(13,55-12,95)%+(12,35-12,95)?+(16,48-15,9)%+(15,2-15,9)%+
(8,63-9,035)%+(9,44-9,035)*+(14,22-13,355)*+(12,57-13,395)%+(7,90-7,615)*+
(7,33-7,615)%+(16,49-16,945)%+(17,40-16,945)%+(15,73-16,365)%+(17,0-16,365)?

= 0,09+0,09+0,07+0,07+0,36+0,36+0,33+0,33+0,16+0,16+0,20+0,20+0,40+0,40+
0,08+0,08+0,68+0,68 = 4,74 9 serbestlik dereceli

18 A
RKT = (SSR) = (Y(x,)~12467)* =2[(7,462-12,467)°+(10,892-12,467)*+

u=1
(13,72-12,467)%+(15,81-12,467)%+(9,462-12,467)%+(13,422-12,467)*+(8,478-12,467 >+
(16,526-12,467)%+(16,43-12,467)%] = 2[25,05+2,480+1,570+11,175+9,030+0,912+
15,912+16,475+15,705] = 196,618 ; 5-1=4 s.d. ile

12 A
HKT=(SSE)=Z (Y, -Y(x,))?=SST-SSR=215,218-196,618=18,6 18-5=13s.d. ile

u=1

SSR/4 49,1545
SSE/13 ™ 16,5552

Foo1,413=7,70 eksikligi yoktur.

F= = 2.969} Fresap < Frano =  Kestirimis modelde uyum



OKH = (MSE) = .5 SSE = 12 =122 1,430 = §*

bo = 16,43 = 1/coeS% = /0,5 . 1,430 = 0,845

by = 1,381 =>/c11S% =+/0,062 . 1,430 = 0,297
bs = 0,334 = /¢S =+/0,125 . 1,430 = 0,422
/c3aS? =+/0,172 . 1,430 = 0,495
\casS?=+/0,172 . 1,430 = 0,495
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i |
i |
b,, o 15,73-17,0!
5| 2 |_[-2494 -067 T + IR
by, ~{-0167 -1964 | 1 1
2 0= | |
! I
g =[-0403 0034 A A PS
- 0,034 - 0,51 2 7,52"8,12 12133-1 1 184
o)
b= 1381 - AR o
T12795 Elde edilen Uran igin merkezi bilegik

dondarulebilir tasarim

_1 a1 _17-0403 0034] [13817_[-023
X=38"% =3 e R

0,034 -0,512|°| 2,795

Durag@an nokta dérdunct bélgededir. Bu noktadaki tepki,

X,'b

Qo =by +

|

=16,43-12309 =15199 olup, veri tablosundan da gérilecegi

gibi her iki glbrenin yaklasik olarak en Ust dizeyde kullaniimasiyla bu Urun elde

edilir.

B-at="2434-%  ~0167_)2 , 44582+ 489800278 =0

~0167  -1964-1

_ -4,458¥~/193,873764-19,4816 _ 4,458%0,626

M2= 2 2

M=-2,542, A>=-1,916
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A1 ve Az < 0 oldugundan duragan nokta bir maksimum tepki noktasidir. Bu da
yukarida yorumladi§imiz duragan nokta ile tepki iligkisinin dogrulugunun bir bagka

élgutadar.

(Z4,Z2) = (X41+0.23 , X>+0.69)
Y(Z) = Yo+Z'BZ , W = (Wy, Wo)'  olmak (izere W = M'Z

' — —'2,5 2 0 1 - ' -
M'BM = [ 04‘ _101 6}, Z'BZ =WMBMW = A,W? + A, W2

Z'BZ = -2,542W?— 1,916 W2 = Y(Z) = 15,199 ~ 2,542 W2 — 1,916 W?

_ ~2494+2542 -0167 Tm,]_[0
M 2'542:[ ~0167 —1,964+2,542:|[m12:|—[0}

0,04811111 - O,167m12 =0
-0,167m44+2,578m2 = 0

mZ,+m3, =1 normalize etme kosulu ile ilk

denklemde m;,=1 = mj,=0,87425 =

m,, =- L - _og61
JP +(02874257 104
1 028725 0,961
m,, = =— =0276=>m ={’ ]
¥ J1+(028725 104 10276

_ ~2494+196  -0167 _ Jm,]_[0
A2=-1916= [ ~0167  -1964 +1,960}[m2] = [o}
-0,534m~0,167mz, = 0
-0,167my~0,004mz, = 0

normalize edilmig ¢6zUm igin

m,,=1 = m,,=-0,3127 =

-13127 13127
JE+(13127) 1650

£ 0,606 >m, = [-Ooézgeﬂ

=-0795

2t

m

2 113127y
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W, |_| 0961 0276 | |X,+023
W, [71-0795 0606 |X,+069

W, = 0,9961X; + 0,276X; + 0,221 + 0,190 = 0,961X; + 0,276X, + 0,411
W, = -0,795X; + 0,606X; + 0,418 — 0,182 = -0,795X; + 0,606X; + 0,230

X
'S

W Wi

(W1,W2)=(0,1 (W1,W2)=(1,0)

4.2 SONUC VE ONERILER

Uygulamada, merkez nokta ve merkezden esit uzakliktaki noktalarda elde
edilen Grun ihmal edildiginde, veri degerleri birinci dereceden bir polinomal model ile
tasarlanabilir. Ancak verilerin timu tekrarl halde kullanildiginda, ikinci dereceden bir
model ile bir merkezi bilesik déndurulebilir tasarim yapilabilir ve duragan noktada
g@ksimum Urtuin elde-edilir.-Tepki-ytzeyinin-geometrik yapist-ise;-denklemi-bulunan
kanonik form ile belli olan bir koniktir.

Simdiye kadar, her bir faktérun seviyesinin diger faktérierin seviyelerinden
bagimsiz oldugu durumiarda tepki ylzeyi tasarimlan incelenmigtir. Faktérler bir
karigimin bilesenleri olmasi durumunda, faktérier bagimsiz olmadi§i igin karigim
deneylerindeki tepki degiskeni Gzerindeki bilegenlerin etkilerini incelemek amaciyla
simplex tasarimlar kullanilir. Eger x1,xz,...%p bir karigimin p tane bileseninin oraniarini

gbsterirse,
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i=1,2,...,pigin 0 < X <1 ve Xy+Xo+...+Xp = 1

dir. Zx; = 1 kisitlamasi nedeniyle karigim modelleri, tepki yuzeyi ¢alismasinda uyar-

lanan alisiimig polinomlardan farklidir.

Tepki ylazeyi tasarimlan kullanilirken uyum saglamayan degiskenleri ortadan
kaldirmak igin bloklara ayirma kullaniimalidir. Eger tepki ylzeyi modelinin parametre
kestirimlerini etkilemeyecek sekilde bloklara ayrilmigsa, yluzey dik olarak blok edilmis
olur. Bloklara ayirmada, merkez noktalari bloklar arasinda esit olarak dagitiimalidir.

Bir ikinci dereceden tasarimin dik olarak blok edilmesi igin asagidaki kosullari
saglamalidir.

a) Her blok birinci dereceden bir tasarim olmalidir
b) Her blok tarafindan katiimis her bir degiskenin kareler toplami, blokta ortaya
¢ikan tim gézlemlerin sayisina esit olmalidir.

Merkezi bilesik tasarimlar bloklara ayirma igin elveriglidirler. Tepki ytzeyi
tasarimlari, bloklara ayrildiginda, saf hatanin bir kestirimini bulmak igin merkez
noktalar kullanildigindan ve bloklarin etkisini belirledigi i¢in varyans analizi hakkinda

6énemii bilgi verir.
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