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AMAC

Bu ¢aligmanin temel amaci lineer olmayan hiperbolik denklemler i¢in baglangig
deger problemlerinin ¢oziimlerini arastirmaktir. Iki veya daha yiiksek basamaktan
verilen lineer olmayan homojen hiperbolik denklemleri, karakteristikler yardimiyla
birinci basamaktan sistemlere indirgemek ve Riemann invariyantlarim da kullanarak

verilen denklemin ¢éziimiinii arastirmaktir.



iv

OZET

Bu ¢alisma i¢ bolimden olugmaktadir. Ilk béliimde hiperbolik dalga
denklemlerine gotiiren bazi problemler ele alinmaktadir. Ikinci boliimde birinci
basamaktan sistemler ve karakteristik yéntem verilmektedir. Ugiincii bsliimde ise bir
boyutlu sikigtirilabilir aki igin baglangi¢ defer probleminin ¢oziimii incelenmektedir.
Ayrica, lineer olmayan homojen hiperbolik bir denklem ele alinarak baslangic deger

problemi i¢in bu der’ lemin ¢6ziimii verilmektedir.
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SUMMARY

The study consist of three chapters. In Chapter 1, we investigate some problems
that gave rise to linear hyperbolic wave equations. In Chapter 2, first- order systems and
characteristic metod are dwelt upon. In Chapter 3, we investigated the solution of initial
value problems for the one-dimensional compressible flow. Moreover, we studied on a

nonlinear homogenous hyperbolic equation and, for initial value problem, gave a

solution of that equation.



GiRiS

Kismi diferansiyel denklem (KDD) ler, sik sik dogamin temel kanunlarinin
formiillendirilmesinde, uygulamali matematikte, matematiksel fizikte kapsamh degisik
problemlerin matematiksel analizinde ve mithendislik biliminde ortaya ¢ikar. Bu konu
matematiksel bilimlerde, dzellikle fizik, geometri ve analizde merkezi rol oynar. Fizikle
ilgili bir ¢ok problem uygun baglangi¢ ve / veya smnir kosullart ile KDD lere gore
tanimlanir.

Bugiin i¢in KDD lerin lineer olmasi durumunda, ¢éziimlerinin pek ¢ok ozelligi
bilinmektedir.

Lineer olmayan KDD lerin kokeni ¢ok eskive dayanmasina ragmen dikkate
deger yeni geligmeler yirminci yiizyilin son yarisinda olmustur. Lineer olmayan KDD
lerin geligtirilmesi i¢in esas etkenlerden birisi lineer olmayan dalga yayimlan
problemleri tizerindeki gelismeler olmustur.

Lineer olmayan KDD ler igin baglangi¢ ve / veya sinir deger problemlerinin
¢Oziimleri her zaman iyi ¢tkmayabilir. Céziim belli bir zamandan sonra islemez hale
gelebilir. Tlging bazt sonuglarin elde edilebilmesi bu problemlerin ¢oziimiine baglidir.
Bu amagla lineer olmayan hiperbolik denklemlerin ¢dztmleri yillardir arastirmalarin
konusu olmustur. Bu aragtirmalar 1860 larda Riemann’in ¢aligmalarinda bagladi. Dzha
sonralar1 Courant, Friedrichs, Ludford, (Fermi, Pasta ve Ulamin lineer olmayan
sistemlerde niimerik ¢aligmalart), Zabusky, Lax ve Jeffrey’in ¢aligmalarim gorilyoruz.

Riemann, dr'ga yayimlarinda siireksizlik geligtirecek basit bir dalganin
kosullarinin varsayimu ile ilgilendi. Fermi, Pasta ve Ulam, lineer olmayan sonlu bir
seridin titresimleri ile niimerik olarak calistilar. Ludfcrd, degisken Anisentropik akinin
baslangi¢ deger problemi i¢in Riemann invariyantlarim kullanarak tetkik etti. Hodograf
yiizeyde baslangi¢ egrileri igin katlama metodunun tersini kullandi. Zabusky, lineer
olmayan siirekli bir seridin titregimleri i¢in Riemann invariyantlarimi ve Ludford’un
yayma metodunu kulland:. Lax ve Jeffrey de Riemann invariyantlarini doniim noktasina
ait zaman igin daha diisik ve daha algak sirlan saglayan karsilastirma teoremini
gelistirmek igin kullandilar.

Mevcut ¢alismamizda lineer olmayan homojen hiperbolik denklemler igin bu
problemleri inceliyoruz. Hiperbolik denklemlerin ¢6zimiinde o6nemli rol oynayan

karakteristik metodunu kullandik. Riemann invariyantlann yardimiyla KDD i her



karakteristik boyunca genel teoriyi kullanarak adi diferansiyel denkleme indirgedik.
Bunlara binaen lineer olmayan homojen hiperbolik denklemlerin ¢oziimiini veriyoruz.

1. Bolimde dalga denkleminin ¢ikigini vermekte, buna ek olarak dalga
denklemlerine gétiiren bazi problemleri ele almaktayiz.

2. Bolimde karakteristik yontemi veriyoruz. Birinci basamaktan sistemler
yardimiyla n. basamaktan denklemin birinci basamaktan n tane sisteme
indirgenebilecegi incelenmektedir. Lineer olmayan denklemlerin birinci dereceden
denklemlerin diferansiyellerine gore basit bir gekilde ele alinabilecegi g6sterilmektedir.

3. Bolimde bir boyutlu sikigtirilabilir aki igin verilen denklemlerin ¢6ziimii
aynntil: olarak ele alindi. Bu problem igin baglangig¢ kosullanina gore ¢oziimii verildi.
Bu béliimiin son kisminda ikinci dereceden lineer olmayan homojen hiperbolik bir
denklem ele alinarak onceki veriler 15151nda, baglangi¢ ve keyfi baslangi¢ kosulu altinda

bu problemin ¢éziimii verilmektedir.



1. BOLUM

DALGA DENKLEMLERINE GOTUREN PROBLEMLER

1.1. Lineer Dalga Denkleminin Kokeni
Biitiin x ekseni boyunca uzanan, sonsuz uzunlukta bir geride sahip oldugumuzu
ve sadece diigey yonde hareket eden boyle bir geridin, her noktasinda harekete uygun

oldugunu varsayalim,
Boyle bir seridin hareketini nasil tammlayabiliriz? Her nokta sadece diigey

yonde hareket ettigi igin, verilen bir nokta her zaman x koordinati {izerindedir. Bununla
birlikte onun uzakhig1 x ekseni Gizerinde degisir. u, x ekseni iistiinde verilen noktanmn
uzakhgin1 gostersin. (Eger nokta x ekseninden agag; ise, u negatiftir.) Agikca u, verilen
x noktasinin ve t zamamnin fonksiyonudur: u=u(x,t). Biz u ya gore saglanan bir kismi
diferansiyel denklemi (KDD) gikarmay: arzuluyoruz. p(x), lineer yogunluk olsun, yani
uzunluga bagh olarak tamimlanan kiitle ve T(x)=H(x)i+V(x)j seritteki gerilme
olsun.(Siyah harf tipi vektor igin kullamlmigtir.) t serit igin bir teget (tanjant) vektdri
olsun. $erit denklemi u=u(x,t) olsun. Basit bir hesapla onun 7 tegeti, u, egimine sahiptir.

Bu nedenle t=i+ uy j dir. Seritteki gerilme her zaman tanjant olarak hesaplanir. Boylece

vektorel garpim, Txt=0; yani,
H(x) ux-V(x)=0
ve boylece
V(x)=H(x) ux
dir. a dan b ye uzanan bir serit pargas: diisiinelim. Yatay hareketi varsaymadigimiz igin
orada higbir parcada net bir yatay kuvvet olamaz. Bu nedenle H(a)=H(b)=H, H=sabit,
alabiliriz. Boylece diigey yonde pargada net F kuvveti,

F=V(b)-V(a)=H[ux(b,t)-ux(a,t)]

seklinde olup, Newton’ un ikinci kanununa gore
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yazilir. Buradan
b
| pujdte=Hlu (,1)-u,(a,0)]
ve
b b
[ oujx = H [u,, (x,0)dx

yazilabilir. (1-1), keyfi (a,b) aralif1 i¢in elde edildiginden,

p(x)u, =Hu,,
veya
va=Lu,
neticesi ¢ikarilir. Ayrica
p= kiitle _M
uzunluk L

ve

H = kuvvet = kiitle x ivimme =

(1-H

(1-2)

kiitle x uzunluk ML

zaman®

olur. Bu nedenle,

T2



LZ
TT*

H_ML
p T

|~

elde edilir.

Boylece H/p hizin karesinin boyutu cinsinden ifade edilir. H ve p ikisi de dogal
olarak pozitif oldugu igin,

P _ -
L-¢ 1-3

H (1-3)
koyabiliriz. Burada c, gercel say1 olup, belirli zamandan sonra belirlenen amacin tam

hizidir. Boylece herhangi bir olayda titregen seridin denklemi, (1-2) ve (1-3) ten
u, —cu,=0 (1-4)

elde edilir.

(1-4) denklemi, bagka birgok fiziki problemlerde ortaya gikar. Ornegin, bir
boyutlu tam dalgalarda gaz pargasinin hizi, dalgada gazin yogunlugu, elektromagnetik
dalgalarin yayilmalarinda, belirli 6zel problemlerde elektrik veya magnetik etki
alanindaki vektorlerin elemanlart ve fiziki bakimdan énemli bir g¢ok problemler
tarafindan saglanir.

(1-4) un gikanilmasinda, seritteki gerilmeden dolayi, sadece seritte rol oynayan
kuvvetlerin ige ait kuvvetler oldugu varsayilarak yer ¢ekimi gibi digtan gelen kuvvetler
ihmal edilmistir. Sonraki birkag¢ kismin sonuglar1 yergekiminin etkisi altinda diistiniilen
seritler oldugu yanlighkla varsayilarak, yanlis anlagilmamalidir. Onlarda yergekimi
ihmal edilmistir.



1.2. Bir Boyutlu Gaz Akisinin Lagrangian Gosterimi

I¢i gaz dolu ve bir boyutlu hareket yapan bir tiipe sahip oldugumuzu varsayalim.
Bir boyutludan kasit sudur. Tipin x eksenine dikey her bir diizlemindeki butiin
partikiiller, x eksenindeki partikiil gibi ayn1 hareketi yapar. Burada diizlem x eksenini
keser. Olan bu durum, hareketin tamamen x ekseni yoniindeki partikiillerin hareketi gibi
tammlanabilir.

Ilkonce x ekseninde farkls partikiilleri belirleyen bir yola ihtiyacimiz var. Bu bir
¢ok yolla yapilabilir. Bunlardan birini segelim. o her partikiiliin baglangi¢ pozisyonunu
belirtsin. Béylece herhangi t zamaninda bu partikiiliin x pozisyonu, a ve t nin bir
fonksiyonu olacak: x(o.,t). Partikiillerin birbirini yutmadig: kabul edildiginden, a0
ise x(ou, )~ x(0,t) ve baglangigta

x(a,0)=a (1-5)

dir.

Her partikiliin pozisyonuna ilaveten, yogunluk p(o,t) ve basing P(a,t) nin
bilinmesi arzu edilendir. x, p, P niceliklerini tanimlamak i¢in ti¢ denkleme ihtiyacimiz
var. Birinci denklem durum denklemi, yakin belirli g¢evrenin o6zelliklerine gore

tanimlanan bir denklemdir. Diizensizligi ihmal ederek

P=f{p) (1-6)

seklinde verilmis oldugunu varsayalim.
Hala iki denkleme daha ihtiyacimiz var. Bunlarin birincisi kiitlenin korunumu

kanunundan gelir. t=0 zamanda o; den a; ye varan partikiillerin bir kesitini diigiinelim.

Bu kesitin kiitlesi, _f p(a,0)da ve t zaman sonrada aym toplamin kiitlesi I pla,t)dx

olacak. Kesitin miktar1 veya uzunlugu zamanla degigebilir, fakat kiitle sabit kalmali. Bu
nedenle

T pla,0)da = _f pla,t)dx

@ x



veya

2]

J p(a,0)da = _f pla,Dx, (a,t)da

olur. Her iki tarafi a-0; e bolelim ve az—> ay=a. (diyelim). O zaman
p(a,0) =x, (@,7)p(at) (1-7)
Bundan sonra baglangi¢ yogunlugu p(c,0) 1n sabit oldugunu varsayariz, po:
p(,0) = pp=sabit (1-8)
O zaman

x, (@, 1)p(o,t)= po (1-9)
yazilir.
Sonra bu kesite Newton’un ikinci kanununu uygulariz. Sadece basingtan dolay:

etkilenen kuvvetleri varsayariz. Sagdaki kesitin son noktasinda basing P(a,,t), soldaki
son noktada P(a,,) olsun. Basing sikistiric: kuvvet oldugundan, P(a,,?) negatif yonde
ve P(a,,t) pozitif yonde hareket eder. Bu nedenle net kuvvet -| P(a,.t)- P(a,, t)] olur.

Newton’un ikinci kanununa goére
Ip(a, )%, (@, e =] P(a;,1)- Pla,1)]
veya
T pla,D)x, (@,0)x, (@ )da=-[ P(a,,t)- P(a,,1)]

2z

bulunur. (1-9) kullamlarak bu,



T PoXq (@, )da=[Pla,,t)- Pa,,1)]

ifadesine indirgenir. Her iki taraf o;-ct; e boliinerek ve ax—> o=l alinsin. O zaman
poxu(o,t)= -Po(a,t) (1-10)
olur. Boylece (1-9), (1-10) ve (1-6) dan x, p ve P igin
PXo=pPo
Poxe=-Po
P=f(p)

denklemleri elde edilir.

Bu denklemlerde a partikiilin baglangig pozisyonu, t zaman olup bagimsiz
degiskenlerdir. x herhangi bir zamanda partikiilin pozisyonu, P basing ve p yogunluk
olup bagimli degiskenlerdir. Ak1 i¢in boyle bir gosterim Lagrangian gosterimi olarak
adlandirilr.

(1-6) y1 o ya gore diferansiyellersek P, = f'(p)p, elde ederiz. Bu da (1-10) dan

P yi yok etmemizi miimkiin kilar ve
poxit == f'(P) P

bulunur. Yalniz x e gore bir denklem bulmak igin bu denklemden p yi yok edecek olan
(1-9) kullanilirsa,

14 - xaa
PoXy ==f (&] poz

X X

a o

veya



x, =wa (1-11)
X

o

x i¢in yiiksek (ikinci) basamaktan lineer olmayan bir denklemdir.

(1-11) karmagik oldugundan, onu sadelegtiren orantty: arayalim. (1-11) e sik sik
yararli bir yaklasma omegi gibi, gazin hareketini nispeten sakin varsayalim. Qyle ki
verilen partikiil, kisa zamanda orijinal pozisyonundan gok uzak hareket etmeyecektir.
t=0 oldugu zaman x(o,t)=o. oldugu i¢in bu varsayim kigiik t ler i¢in a dan gok fazla
farkli olmayan x igin esit alinabilir. x in o ya eg kaldigini1 varsaymayacagiz. Ciinkl o
zaman orada higbir hareket olmayacaktit. Bu nedenle sonra gelen en uygun seyi
yapariz, x,~1 oldugunu varsayanz. Ciinki bu x in kiigiik t ler i¢in o dan ¢ok fazla
degismedigini ifade eder.

x, ~1 varsayimy, (1-11) de kullamldig1 zaman, (1-11),

%Xt = [ (00X e (1-12)

ifadesine lineer olarak dontigiir. Basincin yogunlukla artacafim varsaymamiz dogal

oldugu icin, £'(p) >0 varsayabiliriz ve bu nedenle f'(p,) = ¢, alalim. O zaman (1-12),

Xt =Cy X, (1-13)
dalga denklemi olur.

Bir de P i¢in lineer olmayan dalga denklemi bulabiliriz. Onu lineer hale getirmek

igin x,_ ~1 varsayariz. Ik énce x i (1-9) ve (1-10) dan yok ederiz. (1-9) dan
]
Xg =PoP
ifadesine sahibiz. Bu nedenle,

Xt = Po (p_1 )u



olup, (1-10) dan
poxtta = —Pm

elde ederiz. O zaman x,, = x,

P (P )y =P,
yazilabilir. Bundan p yi yok etmek igin (1-6) y1 kullanarak
P=f(p)
ve

P, = f'(p)p,

elde ederiz. Bu nedenle,

(0™, =-pp, =o' ()] 'P,

M=l rel's }
yazilir. Boylece (1-14),

p sl } =k,
olur. Tekrar x, ~1 varsayarsak, bu da

¢, ’P,=P,

14

dalga denklemine indirgenir.

(1-14)

(1-15)

10



1.3. Bir Boyutlu Gaz Akisinin Eulerian Gésterimi

Pratikte, Lagrangian gosteriminden ¢ok akici akigkanlarin Eulerian olarak
adlandinilan gosterimi kullanmak genellikle daha faydalidir. Eulerian gosteriminde x ve
t bagimsiz degiskenler olup, u hiz, P basing ve p yogunluk, bagimh degiskenlerdir.
Kavram olarak iki gosterim arasindaki fark, Lagrangian gosteriminde gézlemcinin
partikiilii ve hareketi gozetlemesidir. Eulerianda gézlemci, gazda belirli bir nokta kendi
kendine tayin eder ve o noktada hareketin nasil degistigini gozler.

Simdi Lagrangian gosteriminin denklemlerini gésterelim, yani,

P, = Py (1-16)
poX, =—P, (1-17)
denklemleri,
pe+(pu), =0

u, +uu, +iPx =0
P

Eulerian gosteriminin denklemlerine esittir.

Bunu gormek i¢in, ilk 6nce x=x(o.,t) gozlenir ve tanima gore u=x, dir. Boylece
, =u(x, 1) = u[x(a, t),t]
dir. Bu nedenle
X, =UX, +U, =uu_+u,
X, =u, +uu,

olur. Ayrica

1
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P = P(x,t) = Plx(a,?),t]

dir. Bu nedenle
- _Ps "
P, =Px,=—P, (1-16) ya gore
P

ve (1-17) den

PoXy =—F,

po (u, +uu, =22 P,
P
veya
1
u, +uy, +—P,=

olur. Buna ilaveten, (1-16) ya gore
PXy = Po
ve
(px,), =0
oldugunu goririiz. Yani,
(p, +up,)x, +px, =0

fakat



dir. Boylece
p, +up, +pu, =0
veya
p: +(pu), =0

olur.

Eger S dizensizligi hesaba katilirsa, 0 zaman lginci denklem Si+uS,=0 ilave
edilmelidir.

Ozetlersek bir boyutlu sikigtirilabilir isentropik akinin Eulerian denklemleri,

p:+(pu), =0 (1-18)
1
u, +uu_+—P =0 (1-19)
P
P=f(p) [, f' >0 ile verilen fonksiyon (1-20)

seklindedir.
S (p) bilindiginden, (1-19) den P yi yok etmek i¢in (1-20) yi kullanabiliriz.
(1-20) den

P, = f'(p)p, (1-21)

f'(p) >0 oldugundan

c*(p)=f'(p) (1-22)

13



alinarak ve (1-21) den
Px =c2(p)px (1'23)

yazilir. (1-23), (1-19) da kullanilarak

u, +uu +—c———px =0 (1-24)

bulunur.
(1-18) ve (1-24), iki bilinmeyen fonksiyon u(x,t) ve p(x,t) i¢cin iki KDD
olusturur. ¢*(p), (1-22) ye gore tanimlanan p nin bilinen fonksiyonudur. (1-18) ve

(1-24) denklemleri lineer degildir ve genel davramiglarina bolim 3 te bakilacak. Bu
bolimde (1-18) ve (1-24) e lineer yaklagmay1 elde edecek bir metodu gostermek ile
yetinecegiz. Bunu yapmak igin, bilinen bir fonksiyona, yani, (1-18), (1-24) ve belirli
baglangi¢ ve sinir kogullanm saglayan, #(x,7) ve p(x,f) bilinen fonksiyonlar ¢iftine
sahip oldugumuz varsayilacaktir. O zaman az degistirilen sinir ve/ veya baslangig
kosullarin1 tasavvur ederiz. "Az degistirilen" den kasit sudur. Siir ve/veya baglangic
kosullarinda bir € parametresi vardir ki bilinen ¢dziim ile problem €=0 a tekabiil eder
ve ¢ok kiigiik bir € ye sahiptir. Pratikte €, bir akida ince hava yapraginin kalinlif1, baz
bolgelerin simrinda azicik sigramamin yitksekligi veya problemde kiigiik parametrelerin
aldig: sayilardan herhangi biri olabilir.

€ kiugik oldugundan, € nin kuvvetleri ile degistirilecek problemi ¢o6zmeye
¢alisacagiz. Bunu yapmak dogaldir, fakat kanunlara uygun oldugu anlamina gelmez.
Ciinkt boyle bir serinin yakinsak olacag1 garantisi yoktur. Serinin asimtotik oldugu hala
garanti edilmemistir. Gergekten su anda KDD ler igin bu denklemi kararlagtiracak genel
bir kuram yoktur. Bu nedenle pratikte, asafida verilen yonteme goére bulunan
degistirilen ¢oziimiin gergekten dogru bir ¢oziime iyi bir yaklagim olup olmadigim
incelemek gereklidir. Mevcut durumda genel bir incelemeye girismeyerek aksine
kendimizi birinci basamaktan yaklagimlar elde edecek incelemelerle sinirlayacagiz.

Bunu degistirilen problem igin ¢6ziimii,

14



15
u(x,t) =1(x,0)+ € A (x,0)+ € A (x,£) ++--
(1-25)

p(x,1) = p(x,0)+ € p(x, 1)+

seklinde yazarak yapanz. Su halde (1-25) yi (1-18) ve (1-24) te yerlerine koyalim.
Taylor teoremine gore,

- -1 —~
(ﬁ+€ﬁ+'-')—l=ﬁ—1[1+€—€—+---J :'[’5‘1_€£+...
D

ve

2 ~
c(p+ep+-)=c*(P)y+e de (p)]5+---
dp
y1 kullanarak ve € nin katsayilarim egitleyerek,
ﬁt+(ﬁ;’7)x+(ﬁﬁ)x =0 (1-26)
2/ A 204 ~
i, it i+ S L g f LI D) Doy o (127
P p dp P

elde ederiz. Bunlar degisim fonksiyonlar1 # ve p i¢in lineer denklemlerdir. Degisken
katsayilar #, p yapilan deisimin etrafinda ¢oziime baglidir. Eger degistirilmemis
akinin sabitligini, yani,

i(x,t)=u, =sabit ve p(x,t)= p, = sabit (1-28)

varsayarsak, o zaman (1-26) ve (1-27),

P+ poil, +u,p, =0 (1-29)



16

ve
~ ~ Gy~
u, +u, +——p,=0 (1-30)

t x
0

bigiminde yazilir.
(1-29) ve (1-30) u operator formunda,

0 0\~ 0 ~

(Grwg)prrat=s (=D
2

%§5+(§+u0 %}7:0 (1-32)
0

yazarak, hem # hem p nin,

2 2
!:(—gt—+uo gx—) - co2 gx—;]u =0 (1-33)

KDD nin ¢éziimleri oldugunu goriiriiz.
E=x—-uy, T=t (1-34)
degisken degistirmelerini kullanirsak, (1-34) denklemi,
U, —Co Uy =0 (1-35)
dalga denklemi olur. #, hiziyla, yani, degistirilmemis akinin hiziyla hareket eden
koordinat sistemi igin degisiklige tekabul edecek (1-34) degiskenlerinin degisikligine

dikkat edilmelidir. Eger (1-35), degistirilmemis akinin geri kalan kismi ise, o zaman ,
degiskenlerin degigimine gerek olmaksizin bir dalga denklemi seklindedir.



2. BOLUM

BIRINCI BASAMAKTAN SISTEMLER

2.1. Giris

Sonuglarimizi, KDD sistemlerine yaymaya c¢alismamiz dogaldir. Boyle bir
yayma, basit matematiksel konularla simirlanmamaktadir. Giinden giine fiziki
problemler, tek denklemlerden ziyade, KDD sistemleriyle artarak ifade ediliyor. Bunun
i¢in sonraki béliimde, boyle bir sistemin énemli bir 6rnegini ele alarak inceleyecegiz.

Adi diferansiyel denklem (ADD) lerde, tek yiiksek basamaktan denklemler ile
denklem sistemleri denktir, yani, uygun diferansiyellenebilirlik varsayimlan altinda, tek
n. basamaktan ADD, birinci basamaktan n tane denklem sistemine denktir. Boylece bu
bakig acistyla, ADD ler igin gereklilik diginda, yilksek basamaktan sistemler
diisiinilmemektedir. Bununla birlikte KDD i¢in, durum ¢ok karmagiktir. KDD in her
zaman tek yliksek basamaktan denkleme denk olmasina gerek olmayabilir. Ciinkii o,
KDD sistemleri igin ve tek yilkksek basamaktan denklemler i¢in baglangic deger
problemleri arasinda var olan denkligi doniistiirecek. Fakat denklemlerin kendileri igin
dogru olmayabilir. Simdi gerekli noktalara deginerek, sistemleri ele alalim.

Saydigimiz olumsuziuklara ragmen yiiksek basamaktan sistemlerin ¢ogu, birinci
basamaktan sistemlere indirgenebilmektedir. Ayrica, pratikte ortaya ¢ikan sistemlerin
¢ogu, dogrudan birinci basamaktan sistemler gibi ortaya ¢ikmaktadir.

n bilinmeyen fonksiyon, u®®(xy),..u®(xy) i¢in n denklem sistemini
varsayalim. Kismi tlirevlerin indis hanesini korumak i¢in, u fonksiyonlarinda indisleri
kullaninz.

Varsayimimiz sudur. Denklemler lineerdir, yani, u,™, u,® ve u® hepsi biitiin
k=1,...,n i¢in lineer olan denklemler olmah. Eger, a(x,y), j. denklemde u,* nn
katsayisini, by(x,y) j. denklemde uy(k) nin katsayisimi ve cu(x,y), j. denklemde u® nin
katsayisin1 belirtirse, iki bagimsiz degiskenli n bilinmeyen fonksiyon igin birinci

basamaktan en genel lineer homojen sistemi,

Zh& e, ® 4B, (e, = e, e yu® =10 21
k=1

k=1

17
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seklinde yazabiliriz. Ayrica yaklagik olarak 6zdes olan yar lineer sistemi de
Sl ® 4 b e,z ey m) s @2)
k=1

seklinde yazilir. Burada siyah harfler vektorleri belirtir.

(2-1) ifadesi, bir takim matris cebirin takdimini miimkiin kilar. Buna binaen,

(2™
U= u(:f) = @) (2-3)
k"(:"))
A=(a;) B=(;) ve C=(c;) (2-4)
alalim. O zaman (2-2),
A, U, +B(x,))U, =C(x,,U) (2-5)

kisaltilmig bigimde yazilabilir.
2.2. Sistem (2-5) in Smiflandirilmas:

Tek birinci basamaktan denklemler i¢in yaptifimiz gibi, (2-2) sisteminde
yonlii tirevlere ait baz tiirevleri belirtelim. Eger n yonli tiirevlerini,

0 0
Dﬂ: =aﬂ‘ _6_x—+bﬂ‘—ay—

(2-6)

gibi takdim edersek, sistem,

> D,u® =c, i=1,...,n (2-6a)
k=1
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seklinde yazilabilir. Bu formda her u, her denklemde farkli yénde diferansiyellenmistir.
Daha dikkatle, j. denklemde k. u, (2-6) ya gore verilen Dy yoniinde
diferansiyellenmistir. Eger verilen denklemde, u nun hepsi aym yoénde
diferansiyellenseydi daha iyi olurdu.

Gergekten aym yonde diferansiyellenen sonug denkleminde, biitiin u larin bdyle
bir yolla n denklem (2-2) in lineer kombinasyonu formunda miimkiin mii? Bu soruyu

cevaplamak igin (2-2) yi, A, keyfi sabitleriyle garpar ve j boyunca toplariz. Bu,

N *) w]_<
Zl: [’lfajk”x +4,b,u, ] = Zl e, 2-7)
J= Jj=
yi verir. (2-7) de, u®, yon sayilary,

Y Aa, ve Zl/ljbjk
j=

=]

nin yoniinde diferansiyellenmigtir. Biitiin k ler igin aym olacak yénleri arzulariz.

Boylece onlarin yon sayilari, orantth

DA, =pu Y b, k=1,..,n (2-8)
j=1 J=1

veya
Y Ala, —ub,)=0 k=1,...n (2-9)
=1

olmalidir. Arzu edilen KDD i verecek olan A nin g¢arpanlarini arariz. Bu nedenle (2-9)

un agikar olmayan ¢éziimlerine gereksinim var. Yani ,

det(a, —ub,)=0 (2-10)



20

denkleminin koékii ~lmalidir. Satir vektérii, A = (4 ,»°**s4,), su halde A— B nin sol

oz vektoridar.
(2-10) denklemi, p i¢in n. dereceden polinom denklemidir. Onun r farkli reel

koklere, u,,:-, 1, ye sahip oldugunu varsayalim. Bunlarin her biri i¢in bir 6z vektore,
A=Ay, A,), k=L1---,r ye sahip olacagiz. (2-7) de, n tane A nin elemanlarim

sira ile kullanarak, aymi yonde diferansiyellenen biitiin u larin her birinde (2-7)

formunun farkli denklemlerini, r yi bulacagiz. (2-8) i (2-7) de kullanalim. O zaman

DAk (O +u, Y=Y Ac, (2-11)
j=1

Jk=1

olur.

2 Ay =B,
k=1
alalim. O zaman (2-11) in sol tarafi,

Z B (ﬂux(k) + ”y(k)) = Z ﬂkDu(k)
k=1 k=1

=Dy fu® -3 (D™
k=1 k=1

olur. Burada D, u ve 1 yon sayilarina sahip olan yénde yonlii tiirevdir, yani, egimi u™'

dir. Eger

i= iﬂku(k) ve C= i [’lkck +(Dp, )u(k)]
=1

k=1

koyarsak, (2-11),



kisaltilmis sekilde yazilabilir.
Yukaridaki biitiin indirgemelerde 4, (2-10) un herhangi bir kokii olup ve 4,,

kargilik gelen 6z vektorlerin bilesenleridir. x;, (2-10) un koklerinden biri ve 4,ye
tekabiil eden A, 6z vektoriiniin elemanlandir. Daha 6nce alindigr gibi / =1,---,7 olsun.

Su halde r denklemi (2-11) deki gibi tegkil edilirse,

Da® =C, I=l-r (2-12)
burada
D=ni+ 213)
B, =jzzl;aﬂbjk @-14)
ile
a® = ; Bu® (2-15)
ve
é, = g[zﬂc, +(D, B, u®] 2-16)
yazilabilir.

(2-12) nin her denklemi, yalmz #® nin denklemlerini igerir. (2-12) denklemleri,
bu nedenle (2-6) sisteminden daha basittir. Bununla birlikte, r<n ise, (2-6) sisteminde
hepsini tekrar yerine koymak igin (2-12) denkleminde yeterli denklemler yoktur ve
(2-6) nin n-r denklemi, (2-12) sistemine eklenilmelidir. Bu durumu ele almak zor
oldugundan ve pratikte nadiren goriildiginden, r=0 durumu hari¢ tutularak ele
alinmayacak. r=0 oldugunda, yani, gercel 6z degerler hig olmadiginda, sistem eliptik

21
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olarak adlandirilir vc daha kolay ele alinabilir. Eliptik sistemin klasik ornegi, Cauchy-

Riemann denklemleri,

x y
u, =-v,

¢iftidir. (2-17) yi

o o0 o)

bigiminde yazarak 6~ deger denkleminin,

“llo i o))

yani,
e
-u 1
veya
pr+1=0

(2-17)

(2-18)

(2-19)

(2-20)

(2-21)

oldugunu goririiz. Oz degerlerin ikisi de sanal oldugundan, sistem eliptiktir. u ve v yi

(2-17) den yok edersek, u,, +u, =v_+v, =0 olur ve potansiyel denklem, eliptik

denklemin klasik bir 6rnegidir.



2.3. Hiperbolik Sistemler; Karakteristikler

Eger n tane gergel A lineer olarak bagimsiz 6z vektorleri varsa, (2-5) sistemi
hiperbolik olarak adlandirilir. (2-5) sistemi n farkli gercel 6z degerlere sahipse, bu
nedenle kesinlikle hiperboliktir. Ancak tekrarlanan 6z deger kadar lineer olarak
bagimsiz 6z vektor olacag icin bazi tekrarlanan 6z degerler i¢in de hiperbolik olabilir.
Oz degerlerin hepsi gercel ve farkli oldugu zaman, (2-5), tamamen hiperbolik olarak
adlandinilir. Biz tamamen hiperbolik sistemleri ele alacagiz. Sistemde katsayilar x ve y
ye bagh oldugundan, 6z degerler ve 6z vektorler de x ve y ye baghdir. Bu nedenle
onlarin varligl, gergelligi, coklugu x ve y nin fonksiyonlanidir. Simdi tamamen
hiperbolik olan bir béigede (2-5) i ele alalim.

Bunun manas1 sudur. (2-10), n farkl: gergel kok u,; /=1,---,n ye sahiptir ve u
niin gergel ve farkli kaldig: degerler i¢in xy diizleminde bir bélge diisiiniiyoruz. Onceki
sayfalarda gelistirilen kuramlara gore, KDD lerin sistemini, yalmz bir yoénde
bilinmeyenlerin tiirevlerini igeren n yeni KDD lere belirtmek igin g niinkinden ortaya
¢ikan kalan 6z vektorleri kullanabiliriz. Bu yonlii tiirevlerin yonleri [(2-13) e bakimz],
,u,'l, I=1,---,n dir. Dogal olarak, bu egimleriyle y6nleri, karakteristik yonler olarak
kabul edecegiz. Boylece, tamamen hiperbolik olan bir yan lineer sistemde, diizlemin her
(x,y) noktasinda, n farkli karakteristik yonlerin kiimesine sahibiz. $6yle ki, egimlerinin
yonleri ', I=1,---,n dir. Burada g niinki, (2-10) un kokleridir. x degerleri x ve y
nin fonksiyonlar oldugundan, her (x,y) noktasinda, z,” karakteristik yonlerine sahip
olan egrileri verebiliriz. Bunlar n ADD takimmin

1
:ul (xay)

[=1n (2-22)

8 [&

¢ozimil olacaklar. KDD ler boylece her denklemin karakteristiklerin biri boyunca
diferansiyeli alinacak kanonik sisteme indirgenir.

Eger sistem hiperbolik fakat tamamen hiperbolik degilse, karakteristik yonlerin
bazilan kath olabilir. Bununla birlikte kanonik formda n farkli KDD olup, fakat onlarin
birkag1 ayni karakteristik boyunca yonlii tiirevleri igerir.

Genellikle, iki bagimsiz degiskenli birinci basamaktan yari lineer bir sistem,
sifirdan farkli herhangi bir yerde verilen noktada n karakteristik yone sahip olacak.

23
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Karakteristik yonlerin sayis1 noktadan noktaya degisebilir. Eger bir noktada n gergel
karakteristik yon varsa, sistem o noktada hiperboliktir. Eger bir noktada gergel
karakteristik yonler yoksa, o zaman sistem, orada eliptiktir.
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3. BOLUM

BiR BOYUTLU SIKISTIRILABILIR AKI

3.1. Bir Boyutlu Degisken Olmayan Anisentropik Ak Eulerian

Denklemi
1.3. kisminda, bir boyutlu isentropik akinin Eulerian denklemlerini ¢ikardik.

Eger aki anisentropik ise, Eulerian denklemleri,

p+(pu), =0

u, +uux+lPx=0 3-1
P

S, +uS, =0

olur. Burada p = lineer yogunluk, yani, tek uzunluga bagl kiitle

u = X yoniindeki hiz

P =basing

S = diizensizlik
tir. Birinci denklem, siireklilik denklemidir. Kiitlenin korunumunu ifade eder. Ikincisi,
Newton’ un ikinci hareket kanunudur. Ugiinciisii verilen partikiiliin diizensizliginin
zamanla defismeyecegini ifade eder. Biitiin nicelikler x ve t nin fonksiyonlar gibi
disiiniilmektedir.

Dort bilinmeyenli sadece ii¢ denklem oldugundan, bagka bir denkleme ihtiyag

vardir. Bu dérdiincii denklem, durum denkleminin varsayimina gére saglanir; yani,
P=f(p,S) (3-2)

gibi verilen bir f fonksiyonunu varsayariz.
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(3-2) yi kullanarak, u ve p nin yerine u ve P yi igeren bir denkleme gore (3-1)
denkleminin birinci kismim tekrar yazabiliriz. Bunu yapmak igin pozitif ve hz

boyutlarina sahip olan f, nin fiziki kargiliklarim belirtelim. Bu nedenle

¢* = 1,(p.5) (3-3)
yazabiliriz. Su halde (3-2) den
P =c’p, + S,
ve
uP, =c*up,_ + fousS,
olur. Bu iki denklem ve (3-1) in birinci ve Ggiincii denklemleri kullanilarak,
P, +uP, =c*(p, +up,)=—c"pu,
veya
P +uP,+c’pu, =0 (3-49)
bulunur.
Eger p ye (3-2) ye gore tanimlanan P ve S nin bilinen bir fonksiyonu gibi
bakarsak, (3-4), x ve t nin fonksiyonlar gibi P ve u igin bir diferansiyel denklemdir.

(3-4) e gore (3-1) in birinci denklemini tekrar yerine koyarsak,
P +uP,+c*pu, =0

u, +u +—P.=0 3-5)
p

S, +uS, =0



sistemini buluruz.

Bunlar, ii¢ bilinmeyen u, P ve S i¢in ii¢ denklemdir. p, (3-2) ye gére P ve S nin
fonksiyonu ve c¢, (3-3) e gore p ve S nin, dolayisiyla P ve S nin fonksiyonu
olduklarindan, P ve S bilinmeyenleri, (3-5) e p ve c gibi katilir.

3.2. Karakteristikler

(3-5) i matris formunda yazarak,

u c*p OYPY) (1 0 OYP
1/p u Ofu |+/0 1 0]u |=0 (3-6)
0 0 u)\S. ) 00 1)\S,
elde ederiz. Boylece karakteristik yonler p,
2
u—-u cp 0
Vp u-—p 0 [=0 3-7
0 0 u-u
veya
(=l ~ ) - c*}=0 (3-8)
denkleminin kokleridir. Bu nedenle,
H=U, uzc (3—9)

dir. p, ((2.3.) kismundan) karakteristik egimin, yani, dt/dx in karsilifi oldugundan,

karakteristiklerin ti¢ ailesine
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C,:

dx

_=u

dt

(3-10)

C*:

dx

— =utc

a -

ye sahibiz.
Karakteristikler boyunca KDD lerin aldig formu gormek igin, 6z vektorleri

buluruz. (/1,“” A, Lj‘”), 4 =u igin 6z vektorler olsun. O zaman

0 c*p O
(1@ 2,2 29)1/p 0 of=0 (3-11)
0 0 0

olur. Béylece 1, = /11(°) =0 ve 13(0) keyfidir. Bu nedenle (0 0 1), bir 6z vektérdiir.

Bunu kullanarak ve (3-5) kismi diferansiyel denklemleri toplayarak
S,+uS, =0 (3-12)

elde edilir. (3-12) nin sol tarafi, S nin partikiil tiirevi olup (3-12) denklemine gore sifir
olur. Bu nedenle 6zel bir partikiiliin yolu izlenmig olmali. Bu C, karakteristiklerinin
partikiil yoriingeleri ile aymdir. Ciinkii onlarda dx/dt = u dur.

Sonra C*karakteristikleri igin ( AT A.f) oz vektorleri belirleriz. Bu 6z

vektorler
€ ¢ip 0
(1 4% a3)|1/p % o l=0 (3-13)
0 0 +

bagintisim1 saglarlar, yani,



olur. Boylece
cpA” =+, A" =0

bulunur. Bu nedenle (1 +cp 0) 6z vektorlerdir. Bunlar kullanlarak

P +uP, +c*pu, + cp(u, +uu, +lPx)=O
p

denklemlerine indirgenebilir, yani,
P, +(ic)P, + cplu, + (s ]=0 (3-14)

olur.

Burada P ve u, her ikisi de ayn1 yonde tiirevlenmigtir, yani karakteristik yon

sayilari 1 ve u+c dir. Eger C* karakteristikleri boyunca parametreler s, olursa, (3-14),

oP ou
p
os, ~ " Os,

=0 Ct de (3-15)

formunu alir. ¢, p gibi S ye de bagli oldugundan, (3-15) daha fazla analizi yapilmadan

C* boyunca integrallenemez. Eger ¢, S den bagimsiz ise bununla birlikte

integrallenebilir. Bu isentropik akinin 6zel durumudur.
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3.3. isentropik Aki; Karakteristikler
Isentropik akimin 6zel durumu daha fazla analiz edilebilir. Eger diizensizlik sabit

ise, (3-2) durum denkleminden, P, p nin fonksiyonu olarak

P=f(p) (3-16)
yazilir. $u halde
¢’ = f'(p) (3-17)
olur.
(3-16) ve (3-17) den
P.=cp, (3-18)

yazilabilir. (3-18) i kullanarak, (3-1) in ikinci denkleminden P yi yok edebiliriz ve

c2
u, +tuu, +—p, =0 (3-19)
P
elde ederiz.

(3-19) denklemi ve (3-1) in birinci denklemi, x ve t nin fonksiyonlan gibi, iki
bilinmeyen fonksiyon u ve p igin iki KDD in bir ¢iftini olugturur. Bir kere u(x,t) ve
p(x,t) tammlanmis ve P(x,t), (3-16) durum denkleminden bulunabilir.

Bu sistem, yani,

p.+pu, +up, =0
(3-20)

2

c
u, +uu, +;px =0

denklemleri genel yolla ¢goziilebilir. Matris formunda, (3-20),

u pYp) (1 0Yp)_
e oo ke
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olur. Boylece p 6z degerleri,

Zz—/ﬁ u f ,ul =0 (3-22)
yani,
(w—p) -c* =0
1n kokleridir ve bundan dolay:
H=uic (3-23)
olur.
(ﬁqi Ay ) oz vektorleri,
(3, 2
yani,

in ¢oziimleridir. Boylece

A"

=
i
+

£
P
olup (+¢/p 1), 6z vektorlerdir. Onlar1 kullanarak

2
ii(pt +pux +upx)+ (ut +uux +c_px):0
fo



yani,
+Z[p, +(te)p, )+ Ju, + @, ]=0 (3-24)
P

diferansiyel denklemleri buluruz. Bu yiizden onceki gibi,

+Sdp+du=0 C* de (3-25)
Yo,

elde edilir.

3.4. Riemann invariantlar
Anisentropik durumda, ¢, (3-15) in sonucu ile p gibi S ye de baghyd1 ve (3-25)
gibi agikca integrallenemiyordu. Mevcut isentropik durumda, ¢ = ¢(p). Bu nedenle,

p
1(p)=[*Lap (326)
Po
alirsak, (3-25),
dL(p)tu]=0  C* de (3-27)
yazilabilir ve integrali
L(p)+u = sabit C* de

verir. Elbette C* ve C de sabitler farkli olacak. L(p)+u nun sabit degerini C* da 2r

olarak ve L(p)—u nun sabit degerini C" de 25 olarak kabul edecegiz. Soyle ki,

L(p)+u=2r C'da (3-28)

ve
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L(p)-u=2s C de (3-29)

r ve s nicelikleri, Riemann invariantlan olarak adlandirilir. Yukarida gésterildigi gibi, r,
her C* karakteristiginde sabittir. Bununla birlikte her C* da aym sabit olmasi zorunlu
degildir. Diger taraftan, r, genelde C de degisecek. Benzer bir gekilde, s, her C de
sabittir, fakat genellikle her C* da degisecek. Bu nedenle r ve s yi yeni egrisel
koordinatlar gibi takdim etmeye g¢alisgmamiz dogaldir. Bu karakteristikleri yeni egrisel
koordinatlar gibi takdim etmek istedigimizi sdylemenin bagka bir yoludur. Uygulamali
matematikte, biri genellikle yapilana benzer bir geyi var sayar. Eger r ve s nin bagimsiz
olmadig1 ve bu nede le yeni bagimsiz degigkenler gibi kullanilamadigindaki durumun
incelenmesi bagarilamasaydi, mevcut durumda ilging sonuglar bulunamayacakti.
Bununla birlikte r ve s nin bagimsiz oldugu hali ele alacagiz. Bagimlilik haline
girmeyecegiz.

1, C* da sabit oldugundan, s, C* da parametre gibi alinabilir. Bunun gibi r, C" de
parametre gibi kullamlabilir. Séyle ki C* da dx = (u +c)dt ,

% =(u+ c)% C'da (3-30)
yazilir. Aym sekilde
%=(u—0)§ C de (3-31)

olur.

Simdi C* da , r, sabittir. Bu nedenle (3—36) daki tiirevler gergekten s ye gore
kismi tiirevlerdir. Aym sekilde (3-31) deki r igin tiirevlerde. Boylece (3-30) ve (3-31),
baz1 bolgelerde gegerli olacak sekilde alinan iki fonksiyon x(r,s) ve t(r,s) igin birinci
basamaktan iki KDD i gosteren, KDD lerin bir ¢ifti,

x, =(u+co), (3-32)

x, =(m-oc), (3-33)



gibi yazilabilir. Eger x ve t i¢in onlan ¢ozebilirsek, o zaman x ve t nin fonksiyonlan gibi

r ve s yi bulmak i¢in ¢6ziimii tersine gevirebiliriz. (3-28) ve (3-29) u ¢ozerek
L(p)=r+s (3-34)
u=r-s (3-35)

elde ederiz ve yerine koyma ile, u(x,t) ve p(x,t) yi buluruz.
Asil problemimiz boylece ¢dziilen yeni birinci basamaktan (3-32) ve (3-33)
sistemine indirgenmis bulunmaktadir. Burada u ve ¢ katsayilari, (3-34) ve (3-35) den

dolay1 r ve s bagimsiz degiskenlerinin bilinen bir fonksiyonudur. [¢ =c(p) nin verilen
gazin durum denkleminden dogrudan bulunan, p nin bilinen bir fonksiyonu oldugunu

amimsayalim. ]
(3-32) ve (3-33) denklemleri, asil sistemin 6nemli sadelestirilmesini gosterir.

Cunkl lineerdirler. Aynica x,, =x,_, ye gore onlardan t yi hemen ¢ikarabiliriz ve tek
ikinci basamaktan

@, +c ), +(u+c, =@u-c), +@u,—c)t (3-36)

r

denklemini buluruz. (3-36) daki katsayilar, r ve s nin fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlan
acikca elde etmek i¢in (3-35) ten

u, =1 u, =-1 (3-37
ve (3-34) ten

L'(p)p, =L'(p)p, =1

bulunur. (3-26) dan, L'(p) =c/p dir. Béylece

o)

Pr=pPs=—

o
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olur. O zaman

Crz_dc—“pr=££ ve ' Jj‘:'--Cl—c[)szﬁ—a,i (3-38)
dp c dp dp cdp

yazilir.
(3-37) ve (3-348) i (3-36) da kullanarak

(l + ﬁﬁ)zs +2ct = —(l + ﬁﬁlﬁ)f,

veya

1, +——2P (¢t +1)=0 (3-39)

elde ederiz. Burada ¢, +¢, nin katsayisi, 7 +s [(3—34)den]den dolayt sadece p nin

fonksiyonudur. Bu fonksiyonu ¢ olarak, yani,

1+£ de
b +5)=—2S 9P (3-40)
2c
alirsak, (3-39) u
t, +lpr+s)kt, +1,)=0 (3-41)

kisaltilmis formunda yazabiliriz.
(3-41)1 #(r,s) i¢in ¢ozersek, (3-32) ve (3-33), x(r,s) yi verir.



3.5. Baslangic Kosullar:

(3-41), lineer ve hiperbolik oldugundan, onun igin baslangic deger problemi
verilebilir. Daha dikkatle, t nin degerleri, rs diizleminde I" egrisi boyunca t nin di§
tiirevleri verilir ve o zaman I' nin komsulugunda bir ¢6ziim bulunur. Asil problem,

bununla birlikte, x ve t nin u ve p igin saglanmasidir. Boyle dogal fiziki kosullar

verecek olan, u ve p nin baglangic degerleri yani u(x,0) ve p (x,0) olacak. Bu nedenle
u(x,0) = a(x) (3-42)

p(x,0) = B(x) (3-43)

baslangi¢ kosullarimin verildigini varsayalim.
Bu baslangi¢ kogullan, t(r,s) igin baslangi¢ kosullarina nasil ¢evrilebilir? Bunun
cevabi basittir. (3-28), (3-29), (3-42) ve (3-43) den

r={lpel+ a0} (3-44)

= lp)]- aw) (3-45)

elde edilir.
(3-44) ve (3-45) denklemleri, xt diizleminde t=0 1n goriintisi olan rs diizleminde

I' egrisinin parametrik g6sterimini verir. Bu nedenle birinci baglangi¢ kosulumuz t igin
=0 TI'de

seklindedir. Burada I', (3-44) ve (3-45) e gore parametrik olarak verilen egridir.
I' de ikinci baglangi¢ koguluna ihtiyacimiz vardir. Yani orada t nin birinci

tiirevleri vardir. Ikinci kosulu elde etmek igin, (3-44) iin I' baslangig egrisi boyunca

diferansiyeli alinarak

ar = LIP3+ @' ()l (3-46)
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elde edilir. Fakat (3-32) ve (3-33) e gére
dx=x,dr+xds=u—-c)tdr+u+c)ds
olup (3-47) yi
dx =(u+c)(t,dr +1.ds)—2ct dr
bigiminde tekrar yazariz. Ciinkii o zaman
dx =(u+c)dt —2ct dr
kabul ederiz. Fakat I" boyunca dt=0 dir. Béylece
dc=-2ctdr T de
olur. (3-48), (3-46) da yerine konarak ve t; igin ¢6ziilerek,
t, == L@@+’ Tde

elde edilir.

(3-47)

(3-48)

(3-49)

Benzer ifade I boyunca t; i¢in bulunabilir. Boylece I' boyunca t nin normal

tiirevi bilinir ve ikinci baglangic kosulu belirlenmis olur. Tabii ki (3-49) da paydamn

verilen baslangi¢ verileri i¢in sifir olmadigi varsayilir.

3.6. Polytropik Gaz

(3-41) deki KDD, agik¢a ¢ozilemeyecek kadar geneldir. Gergekten durum

denklemi, (3-16) gibi genel bir halde kaldig1 zaman gaz dinamiklerinde nispeten az

gozilebilir. f(p) igin daba 6zel bir hali tasavvur etmeliyiz. Gergekten gazlarin biiyiik

bir takimi
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P=Ap" (3-50)

bigiminde durum denklemine sahiptir. Burada A ve y sabitlerdir. Gazin (3-50) ye gore
verilen durum denklemi polytropik gaz olarak adlandirilir. Uygun sicaklikta hava
¥ =1.4 ile polytropiktir.

(3-50) durum denklemi, dnceki kisimda takdim edilen niceliklerin ¢ogunu agikga
hesaplamamizi miimkiin kilar. (3-50) ve (3-17) den

c= Ay p™" (3-51)
olur. O zaman (3-26), p, =0 ile
L(p)= 24y fote 2
y—1
dir. (3-51) i kullanilarak,
L(p)=% (3-52)

gibi yazabilir.
(3-40) taki ¢ fonksiyonunun polytropic durumda gériindiigiinii anlamak igin
-
(3-51) den
y-1c
dc=———dp
2 p
ve buradan
pd _y-1
c dp

oldugu goriliir. Boylece (3-40) denklemi,
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¥ +1
F+S§)=Lt—"
¢(r +5) 220)
olur. (3-52) kullamlarak, bu
y+1
r+s8)=
¢(r +5) T=;
gibi yazilabilir. Sonugta (3-34) kullamlirsa
¢(]‘ 4 S) = lz_ﬂ,._}_.__
2y-1r+s
elde edilir.
Eger
K= _.I_ij_l_
2y-1
ahnirsa
K
+ g
#(r+5) Ft+s

olup (3-41) den
K
t, +———i(t, +1,)=0
» =l +1)

bulunur.
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Birinci tiirevli terimler sabit katsayili denklemlerden kaldinlabilir. r ve s, (3-54) e
simetrik olarak dahil oldugundan

Kr,s)=y(r+s)o(r,s) (3-55)

koyarak (3-54) i¢in bunu genellestirmeye ¢alisacafiz. Burada @, yeni bagimsiz
degigken ve y, tammlanmig olacak. Oyle ki @, ve @, nin katsayilari sifira esit olacak.

(3-55), (3-54) te yerine konup terimleri toplanil:rsa,

yo, + (l//' +—’£W——)(a), +a,) +(z//' + —Zﬂy—ja) =0 (3-56)
r+s r+s

bulunur. Bu nedenle y/(r +s) = (r + 5) 7™ segilirse, (3-55),

_a(r,s)
Hr,s)= (7 +5)"

olur. O zaman (3-56),

K(l—K)w:

(r +5)° (3-57)

rs

a indirgenir. Bu da de@isken katsayili telgraf denklemidir. Sabit katsayili telgraf
denklemi igin Riemann fonksiyonu, (r-p)(s-c) nun fonksiyonudur. Burada p ve o,
Riemann fonksiyonunda parametre noktasinin koordinatlandir. (p burada gazin
yogunlugu degildir) mevcut durumda, R(r,s,p,0), (r+s) nin de fonksiyonu olmali.

Cunkii (3-57) de katsayr (r+s) nin fonksiyonudur. Bunlardan ve bagka gergeklerden,
Riemann,

L r=p)s-0)

rr8)p+o) (3-58)

gibi tek degiskenli Riemann fonksiyonunu aragtirmayi siirdiiriir. Yani Riemann,



R(r,8,p,0)=y(z)
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(3-59)

yi uygun goriir. Burada z, (3-58) deki gibi verilir ve y, tanimlanmus olacak. Séyle ki

R, (3-57) (ki o, self-adjointtir.) yi saglayacak ve Riemann fonksiyonuna ilave edilen

genel kosullar,

r=p oldugunda

R«(p,s,p,0)=0
s=c oldugunda

Ri(r,0,p,6)=0
ve r=p ve s=¢ oldugunda

R(p,0,p,0)=1

dir.
(3-59) 1 (3-57) de yazarsak, ¥ nin

z(1-z2" +(Q-22)y" - x(l-x)y =0
adi diferansiyel denklemi sagladigini gériiriiz. (3-63) denkleminde,
a=1-x B=x ve y=1
doniigimleri yapilirsa,
z(l—z)y/"+[y—(l+ﬂ+a)z]i//'—aﬂt// =0

hipergeometrik denklemi elde edilir.

(3-60)

(3-61)

(3-62)

(3-63)

(3-64)

(3-60) ve (3-61) kosullar1 otomatikmen (3-59) tarafindan saglanir. (3-62) kosulu,



() =1 (3-65)

ister.

(3-65) 1 saglayan (3-64) iin ¢ozimii,

F(a,,B,}/,z)=1+£2+a(a;(1;€(§+1)22—!+'" (3-66)

seklindeki hipergeometrik fonksiyonudur. Boylece

e r=p)s-0) ]
R(t,s,p,0)=F [l K, k], TSP T 0')} (3-67)

olur.

Eger x, bir tam say1 ise, (3-57), baska bir metotla dogrudan ¢ézilebilir. Bu
metot, ilk olarak r ve s nin yerine u ve c yi bagimsiz degiskenler olarak igerir. (3-34) ve
(3-52) den

—cl =r+s (3-68)

ve (3-35) ten

u=Tr-§ (3-69)
olur.

(3-68) ve (3-69) u kullanarak, (3-54) teki degiskenleri degistirelim.

-1
t,=tu +tc =t =t,+ (y—z—)tc

1, =tu, +1c, =1, =, +[-”—;—1

c
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2
t, = (l'"—l) (tw +—2—’£tc) (3-70)
2 c

bulunur. (3-70) denklemi, Euler-Poisson-Darbox denklemidir. Eger
2x=n-1 n tamsay1 (3-71)

doniigimii yapilirsa (3-70) den

-1\ n-1
tuu 2(7—2-—-) (tcc +———t0) (3—72)

bulunur.
(3-72) denklemine, kiiresel simetrili bir problem i¢in n degiskenli uzayda bir
dalga denklemi gibi bakilabilir. Bunu gérmek igin

c=qx7 +tx’

(3-73)

olsun, ¢ =#x,, -+, x,,u), yalnizca ¢ ve u nun fonksiyonu olup

t=t(c,u)

olarak yazlir. Buna gére,
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ot be 0% _2(ocY o1 o
S>> x? dc*|ox +6—ca 2
Ox, Oc ox, X 1 X
o _ase o _ofac), oo
ox, 0Ocox, ox,>  dc* | ox, oc ox,” (3-74)
;’=§§:’f o _ok(ac)  or o%
" " 8xn2 oc® | ox, oc 6xn2
oc X, d’c X, 4ot x,”
_ = 5 =
L X et x,” ox, (x,2+---+x"2 x4t x’
A A (3-75)
oc _ X, - O _ x> 4+erx
axn ‘\/x12+“.+xn2 axnz (x12+"'+xn2 )\’x12+"'+xn2
elde edilir. (3-74) ve (3-75) e gore,
2 n-1
V=t +—1I, (3-76)
c
olup (3-72) denklemi,
y-1\
=|4f—| V* 3-77
() o1
denklemine déniisi' . Bu da (¥ —1)/2 yayma sabiti ile bir dalga denklemidir.
Eger k, tamsayi ise, (3-54) bagka bir metotla da ¢oziilebilir. Bunun igin
1
r=——oft, +1,) (3-78)
r+s

olsun. (3-54) ve (3-78) denklemlerinden
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- (3-79)
SRR W /RU) P S (R SN L .) S
(r+s) r+s F+s rF+s
(3-80)
A L
(r+5) r+s r+s F+s
_ (K+1)T_(K+1)T 1 /4 1 p
(r+s) r+s ° (r+s) 7 r+s ™
(3-81)
r = (K'+1)T_(K+l)z_ 1 /ot 1 y

(r+sf  r+s " (ras) T or+s¥

olup (3-79) dan ¢, =t =1t
(3-80) den

o =—KT , t, =-Kkr , t,=-—kr, bulunur. 7 =7 _ ve

sr

-1 (c +T)=2(K+1)T+ 1
r+s " 7 (r+sf (r+s)

(tﬂ‘ + tSS )

oldugu goz oniine alinarak (3-81) in birinci ve ikinci kisimlar taraf tarafa toplanilirsa

K
T,+

- : (z, +7,)=0 (3-82)

bulunur. (3-82) denklemi sunu gosteriyor. Eger x nin her degeri igin (3-54) tn bir

¢oziimii varsa, (3-78) doniigiimii uygulanarak (x+1) igin ¢oziim bulunabilir. Ozellikle
x=0 i¢in, (3-54),

olur. Buradan



t=f({r)+g(s)
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bulunur. Burada f ve g keyfidir. (3-78) e gore, k=0 i¢in (3-82) nin, yani, k=1 i¢in (3-54)

in genel ¢oziimii ,

LD+

r+s

bigimindedir. x=2 i¢in

A0+, S +8"(s)

(r +5)* r+s

elde edilir.

Genellikle, k tamsay: ise, (3-54) in genel ¢6ziimil,

(r,s)= o f() + " g(s)
ot (r+s) o5 (r+s)”

olur. Burada f(r) ve g(s) arglimentlerinin keyfi fonksiyonlandir.

(3-54) 1 bagka bir yollada ¢ozmemiz miimkiindiir. Bunun igin,
W=r+s

degisken degistirmesini kullanalim. Buna binaen,

t,=tw >t =t, . =tw =t =t 1 =t ,w I =

w2 Trs

bulunur, (3-84) ve (3-85) denklemleri kullanilarak (3-54) denklemi,

¢+ 0
w

(3-83)

(3-84)

(3-89

(3-86)
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denklemine doniisiir. (3-86) min her iki tarafi w* ile garpilirsa,

wt,, +2xkwt, =0 (3-87)
elde edilir. (3-87) denklemi Cauchy-Euler tipinde bir diferansiyel denklemdir.
w=ef 5> p=lhw
doniigiimii yapilirsa,
(w*D* +2:wD}¥ =0

denklemi,

wD =D, szzle(Dl—l) (D:i, Dl=i)
dw dp

[0 +@x-1)D,} =0
denklemine doniigiir. Gerekli hesaplamalardan sonra, (3-86) nin genel ¢oziimii,
t=c +c,w™™ (3-88.)
olur. (3-84) i (3-88,) da yazarsak,
1r,s)=c, +c,(r+s)~* (3-88)

denklemi (3-54) tin genel ¢oziimii olur. Burada ¢, ve ¢, keyfi sabitlerdir.
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3.7. Lineer Olmayan Dalga Denklemi i¢in Uygulama

Mevcut boliimiin metotlan
w,—c?(w  w,=0 (3-89)

formunda verilen lineer olmayan dalga denklemini ¢6zmek igin kullanilabilir. Burada ¢

hizi, w_ e bagh olarak kabul edilir.

(3-89) u bir a _nklem sistemine indirgemek igin
w,=u ve w, =V (3-90)

koyalim. O zaman (3-89), u, ~c’v, =0 olur. w, =w,_oldugundan, u, =v, ye de

sahibiz. Boylece
(3-91)
u,—c*(Wy, =0

sistemini elde ederiz. (3-91) i matris formunda yazarsak,

GENGT G

elde ederiz.

(2-10) a gore, u 6z degerleri igin karakteristik denklem,

de{(é o) —olﬂ -

dan



1 y7
=0 (3-93)
o
dir. Boylece
H=1c(v) (3-94)

olur. Kargilik gelen 6z vektorler, (c 11) dir. Onceki gosterimlerimize uygun olarak,
4 =+c yi C" karakteristiklerine ve g =—c yi C karakteristiklerine uygun olarak kabul
ederiz.

Genellikle, sistemi kanonik formda yazmak igin 6z vektorleri kullaniriz. Bu su
anlama gelir. (3-91) in birinci denklemini c ile ve ikincisini —1 ile ¢arpar ve toplanz.
Ondan sonra (3-91) in birinci denklemini c¢ ile ve ikincisini +1 ile ¢arpar ve toplariz.

Sonugta,

u,~cu, +c(v,—cv,)=0
(3-95)

u,+cu, —c(v,+cv,)=0

KDD ciftini elde ederiz.

(3-95) denklemi, (3-91) hiperbolik sistemin kanonik formudur. Burada u ve v
kanonik sistemin verilen denkleminde ayn1 yonde diferansiyellenmigtir. (3-95) in birinci
denkleminde, hem u hem v nin y6én sayilar, 1 ve —c yoniinde, yani, C* boyunca
diferansiyellenmistir. (3-95) in ikinci denkleminde, hem u hem v nin yon sayilari 1 ve ¢

yoniinde, yani, C” boyunca diferansiyellenmistir. Béylece
dutcdv=0  Ctde (3-96)

dir. c=c(v) oldugundan,

M®@)= ]c(z)dz 3-97)

Vo
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takdim edilerek
cdv =dM (v) (3-98)
yazilabilir. Oyle ki (3-86),
dfusM(»)]=0 C* de (3-99)

olur.

(3-99) denklemi, r ve s Riemann invariantlarim,

r=u+M(®) C'da
(3-100)
s=u—-M(Q) C de

gibi takdim etmeye i-1kan verir.
1, C* da sabit oldugundan, s, C" da parametre olarak alinabilir. Bunun gibi r, C’
de parametre gibi kullamlabilir. Soyle ki

&_ & C'da (3-101)
ds ds

& __ 4 C de (3-102)
dr dr

yazilabilir.

Simdi C" da , r, sabittir. Bu nedenle (3-101) deki tiirevler gercekten s ye gore
kismi tiirevlerdir. Aymi sekilde (3-102) deki r igin tiirevlerde. Boylece (3-101) ve
(3-102), baz1 bolgelerde gegerli olacak sekilde alinan iki fonksiyon x(r,s) ve t(r,s) igin
birinci basamaktan iki KDD i gésteren, KDD lerin bir ¢ifti,



x, =ct, (3-103)

x, =—ct (3-104)

gibi yazilabilir. Eer x ve t i¢in onlan ¢ozebilirsek, o zaman x ve t nin fonksiyonlar: gibi

r ve s yi bulmak i¢in ¢oziimii tersine gevirebiliriz. (3-100) i ¢ozerek

r+s

=2 3-105
u=— (3-105)

r—s
2

M@E)= (3-106)

elde ederiz ve yerine koyma ile, u(x,t) ve v(x,t) yi buluruz.
Asil problemimiz boylece ¢oziilen yeni birinci basamaktan (3-103) ve (3-104)
sistemine indirgenmis bulunmaktadir. Burada u ve v katsayilari, (3-105) ve (3-106) dan

dolay1 r ve s bagimsiz degigkenlerinin bilinen bir fonksiyonudur. [¢ =c(v), v nin

bilinen bir fonksiyonu oldugunu ammsayalim.]
(3-103) ve (3-104) denklemleri, asil sistemin 6nemli sadelestirilmesini gosterir.

Cinkii lineerdirler. Ayrica x, = x_ ye gore onlardan t yi hemen ¢ikarabiliriz ve tek
ikinci basamaktan

¢t +ct, =—ct —cJd, (3-107)

denklemini buluruz. (3-107) deki katsayillar, r ve s nin fonksiyonlandir. Bu
fonksiyonlar: agik¢a elde etmek i¢in (3-105) ten ve (3-106) dan

M'(vy, =-M'(v)v, =%

buluruz. (3-97) den, M'(v) = c dir. Béylece
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1 1
v, =—, v, =——
2c 2c
olur. O zaman
dc 1 de dc 1 de
&, % =Ly =& 3-108
“E@ T wam " T TTes 1%
dir.
(3-108), (3-107) de kullamlarak
—l—ﬁ f+2ct, = [—sztr
2c dv 2c dv
veya
Pl &
t + 202:"’ ¢, ~t)=0 (3-109)

elde edilir. Burada 7, —#, nin katsayisi, s [(3—106)dan] den dolay:1 sadece v nin

fonksiyonudur. Bu fonksiyonu ¢ olarak, yani,

1d
r—s _ 2c dv )
¢( 5 J— e (3-110)
alirsak, (3-109),
1 +{¢(r—;5)](t, —t,) (3-111)

kisaltilmig formda yazlabilir.
(3-111), #(r,s) icin gbzilirse, (3-103) ve (3-104), x(r,s) yi verir. (3-111),

lineer ve hiperbolik olduundan, onun igin baglangig deger problemi verilebilir. Daha
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dikkatle, t nin degerlerini, rs diizleminde I" egrisi boyunca t nin dig tiirevlerini veririz ve
o zaman I nin komsulugunda ¢6ziim buluruz. Asil problem, bununla birlikte, x ve t nin
fonksiyonlar1 gibi u ve v igindi. Boyle dogal fiziki kosullar verecek olan, u ve v nin

baglangi¢ degerleri olacak. Yani u(x,0) ve v(x,0). Bu nedenle

u(x,0) = a(x) (3-112)
v(x,0) = B(x) (3-113)

baslangi¢ kosullarinin verildigini varsayalim.
Bu basglangig kogullarimi t(r,s) igin baglangi¢ kosullarina nasil ¢evirmeliyiz.

(3-100), (3-112) ve (3-113) den

a(x)+M[p(x)]=r (3-114)
a(x)-M[Bx)]=s (3-115)

elde ederiz.
(3-114) ve (3-115) denklemleri, xt dizleminde t=0 in goriintiisii olan rs
diizlemindeki I' egrisinin parametrik gosterimini verir. Bu nedenle birinci baslangic

kosulumuz t igin
t=0; T iizerinde

olur. Burada I, (3-114) ve (3-115) e gore parametrik olarak verilen egridir.
I' de ikinci baglangi¢ kosuluna ihtiyacimiz vardir. Yani orada t nin birinci
tiirevlerini igerir. Ikinci kogulu elde etmek igin, (3-114) i T baslangig egrisi boyunca

diferansiyelleriz.

dr = (BB (x) + o' (x)Jax (3-116)

elde ederiz. Fakat (3-103) ve (3-104) e gore
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dx = x,dr + x ds = —ct dr +ct ds

dir. 3-107) yi
dx =c(t,dr +1ds)—-2ct, dr
formunda tekrar yazariz. Ciinkii o0 zaman
dx = cdt —2ct dr
yi kabul ederiz. Fakat I" de df = 0. Boylece
dx =~2ct dr I'de

(3-118) i (3-116) da yerine koyarak ve t; igin ¢dzerek,

= -%C-IW'[ﬂ(x)]ﬂ'(xHa'(x)}“

elde ederiz.

I' de

(3-117)

(3-118)

(3-119)

Benzer ifade I' boyunca ¢, i¢in bulunabilir. Boylece I boyunca t nin normal

tiirevi bilinir ve ikinci baglangi¢ kosuluna sahip oluruz. Tabii ki (3-119) da paydanin

verilen baslangig verileri i¢in sifir olmadig: varsaylir.

(3-111) deki "'DD agikga goziilemeyecek kadar geneldir. ¢(v) i¢in daha 6zel bir

form tasavvur etmeliyiz.

c= AV’

alalim. Burada A ve y sabittirler. v, =0 ile (3-97) denklemi,

(3-120)



y+1
M(y)=4 d
y+1
olur. (3-120) den
dc
A
Y w

yazilabilir. Béylece (3-110) denklemi, (3-120)~(3-122) ile birlikte

(355w

seklinde yazilabilir. Sonugta (3-106), kullamlarak,

¢(r—s)=_l_ y 1
2 ) 2@ +1)r-s

elde edilir.

alinirsa, (3-123) denklemi,

ve (3-111) denklemi,

denklemine doniigiir. (3-124) igin
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(3-121)

(3-122)

(3-123)

(3-124)



denklemine déniistir. (3-127) nin her iki tarafim w? ile garparsak,

wit, —2xwt, =0

ww
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(3-125)

=—t_ (3-126)

(3-127)

(3-128)

elde edilir. (3-128) denklemi, Cauchy-Euler tipinde bir diferansiyel denklemdir.

w=e?’ > p=lw
déntgiimi yapilirsa,
(w2D? - 2kwD) =0

denklemi,

wD =D,, W2D2=D1(D1—l) [D:-Zidw—" Dlzij

Ip? - (2x +1)D, f =0

denklemine doniisiir. Gerekli hesaplamalardan sonra, (3-127) nin genel ¢oziimii,
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t=c, +c,w*" (3-129)
olur. (3-125), (3-129)da yazilirsa,
Hr,s)=c¢, +c,(r —s)*" (3-130)

denklemi (3-124) iin genel ¢oziimii olur. Burada ¢, ve ¢, keyfi sabitlerdir.

Ozelde,
wtt - c(wx )Wxx = O

w(x,O) = x? +5

(3-131)
wt(x,0)=0

(3-131) baglangi¢ kosullariyla verilen lineer olmayan hiperbolik denklemi ele alalim.
(3-112) ve (3-113) baslangi¢ degerleri, (3-90) ile

u(x,O) =w, (x,O) = a(x) =0

(3-132)
v(x,O) =W, (x,O) = ,B(x) =X
degerlerine donusur. (3-97), (3-120) ve (3-132), (3-119) da kullanilarak,
t = ~1 (3-133)
247

bulunur. (3-130) denkleminden

t, =c,(2x +1)(r—s)* (3-134)



oldugu ¢ikar. (3-106), (3-97) denklemleri kullamlarak, (3-116) ve (3-117)

esitliklerinden

B V52 ) M Tt
22x+1A2x+2(2K+1)

Cz=

bulunur. Ayrica

t=0; T ilzerinde

baglangi¢ kosulu igin aym sekilde

— 1 -y
“= A(2K+l)(}/+l)x

bulunur. ¢, ve c, esitlikleri, (3-130) da yerlerine yazilarak

= ! -7y _ (7+1)2K e}, )2xH
A il cey ey iy o =)

elde edilir. Boylece (3-132) baglangig kosulu ile verilen lineer olmayan hiperbolik

denklemin ¢oziimiinii (3-130) denklemi i¢in elde ettik.
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