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AMAC

Bir £ kiimesinin disint birim ¢emberin digi (izerine donistiren ®©(z)donisimi
ile uretilen Faber polinomlari, kompleks diizlemde yaklagimlar gibi niimerik analizde
iyi bilinen klasik uygulamaléra sahiptirler.

Giiniimiizde polinom ve rasyonel yaklagimlara temel teskil eden Faber
polinomlarinin roli hizla artmigtir ve son zamanlarda 6zel bolgeler i¢in Faber
polinomlar1 konusunda biiyiik ¢aligmalar gozlenmigtir.

Bu noktadan hareketle ilk iki boliimdeki amacimiz, Faber polinomlarina ait
tamim, Ozellik ve teoremleri vererek, diger ¢alismalara kaynak olmasi agisindan bir
bitiinlitk saglamak oldugu halde tginct boliimde “ Farkli odakli elips bolgeler icin
Faber polinomlarimin acik gosterilisi ve genellestirilmis Faber polinomlarmin
stfirlarinin elde edilislerine ait teorem ve sonuglari ”elde etmektir.

Bu c¢aligmanin, Faber polinomlari konusunda g¢alisan arastirmacilar igin bir

kaynak olusturacagi kanisindayiz.
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OZET

** Faber Polinomlar ve Sifirlar: ** adli bu ¢aligma ii¢ bolimden olusmaktadir.

Diger boliimlere - hazirlik niteliginde olan birinci bolimde Faber ve
genellestirilmig Faber polinomlarimin temel 6zellikleri hakkinda bazi 6nemli tanim ve

teoremler verilmektedir.

Ikinci bolimde, kompleks diizlemin m -kathi simetrik, dairesel yay ve halka
dilimi gibi uygun alt bolgeleri i¢in Faber polinomlarinin elde ediligi ele alinmugtir.
Bunun yaninda Faber polinomlannin sifirlarim belli bir matrisin 6z degerlerine
baglayan yeni bir determinant ifadesi verilerek, m -kath simetrik bolgelere ait Faber

polinomlarinin sifirlarinin bulunmasi ile ilgili sayisal 6rnekler verildi.

Calismamizin esas kismimi olugturan Uglincii bolime gelince, doniisiim
fonksiyonu elipsin odaklarina bagh olarak ifade edilmis ve farkli odakl elipsler igin
. Faber polinomlan bulunmustur. Buna ek olarak, genellestirilmis Faber polinomlarinin

sifirlan ile donisim ve agilk fonksiyonu tarafindan belirlenen P, matrisinin

ozdegerleri arasindaki iliski ortaya konulmus ve bunun sonucu olarak Faber

polinomlarinin tiirevlerinin sifirlarinin da P, matrisleri yardimiyla elde edilebilecegi

n

gosterilmistir. Son olarak, £ bolgesinin m -katli simetrik olmasi durumunda, g(z)
agirlik fonksiyonunun uygun bir se¢imiyle, genellestirilmis Faber polinomlarinin
sifirlarimin kiimesinin de m -kath simetrik oldugu sonucu gozlendi. Ozel olarak.
3.2.2. Teoremde g(z)=1 ve g(z)=®'(z) almrsa, sirasiyla, He M. [10] tarafindan
ispatlanmig 2.6.5.Teorem elde edilmekte ve Faber polinomlarimn tirevlerinin

sifirlarinin kiimesinin de m -kath simetrik oldugu gériilmektedir.



ABSTRACT

This study entitled as ™ Faber polvnomials and theirs zeros ™ consists of three

chapters.

In the first chapter which is a preliminary form to next ones, some important
definitions and theorems concerning with the basic properties of Faber and generalized

Faber polynomials were given.

The Chapter 2 has seperated to be obtained Faber polynomials for some suitable
subregions of complex plane as m - fold symmetric domains, circular lunes and annular
sectors. Moreover, we derived a new determinant representation which relates the zeros
of Faber polynomials to the eigenvalues of a certain matrix, and illustrated some
numerical computations and various examples to find the zeros of Faber polynomials

associated with m - fold symmetric domains.

When it comes to chapter 3 that is main part of our study, it was expressed
- mapping function in terms of the focus of ellips and Faber polynomials were obtained
for ellips with different focus. In addition, the relation between the zeros of generalized

Faber polynomials and eigenvalues of P, matrix has brought out and as result of this, it

has been shown that the zeros of derivative of Faber polynomials can also be found

using P, matrix. Finally, the theorem as expressed with “If E is m -fold symmetric

"

domain, then the set of zeros of generalized Faber polynomials are also m -fold
symmetric” was proved with suitable choosing of the weighted function g(z).
In particular, if we choose g(z) = 1 and g(z) = ®'(z) in the Theorem 3.2.2, then it will
be obtained Theorem 2.6.5 that has been proved by He M. [10] and it will be shown that
the set of the zeros of derivatives of Faber Polynomials was m-fold symmetric too,

respectively.
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SEMBOL LISTESI

Genisletilmis Kompleks Savilar Kiimesi

Bir Noktadan Daha Cok Nokta igeren Tiimleyeni Baglantili Sinurl Kontinuum
Sonlu Basit Baglantili Bélge va da K Kontinuumun I¢ Noktalanmn Kiimesi
G Bélgesinin ya da K Kontinuumun Stmrt

K Kontinuumun D Tiimleyenin Seviye ¢izgisi

I, Seviye Cizgisinin I¢i

I'; Seviye Cizgisinin Digt

n. dereceden Faber Polinomu

n. dereceden Chebsyhev Polinomu

Faber Polinomlanmn Ureteg Fonksiyonu

Agirhik Fonksiyonu

Genellestirilmis Faber Polinomu

Genellestirilmis Faber Polinomlarinin Ureteg Fonksiyonu

m — yildiz

m — koseli Hiposikloid [le Sinirli Bélge

Dairesel Yay Balge

Dairesel Dilim Bdlge

Diizgiin Cokgen Balge

». dereceden Yardime: Polinom

Béliinmiis Faber Polinomlan

m — koseli Hiposikloid Bolge le Uretilen Faber Polinomlarnin Sifirlarmm Kiimesi
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ONSOZ

Klasik Faber polinomlari, kompleks degiskenli fonksiyonlarin yaklagim
teorisinde 6nemli rol oynarlar. Faber polinomlan ile elde edilen Faber serileri, basit
baglantili bolgelerdeki analitik fonksiyonlarin ifadeleri igin kullanlirlar ve analitik
fonksiyonlarin yaklagimlar: konusundaki teoremlerin ¢ogu, bu serilerin yardimiyla ispat
edilebilirler.

Bunun yaninda Taylor serileri hakkinda bilinen sonuglarin ¢ogu Faber serileri

iizerine taginabilmektedir.

|z - zol < R diskinde analitik olan herhangi bir f(z) fonksiyonu bu diskin iginde

f(@)=Ya,z-z) ¢))
n=0
seklindeki bir Taylor serisine genisletilebilir. Bu halde

@
Zan(z 3 zo)n
n=0

serisi |z - z,| < R diskinin iginde diizgiin yakinsak olur.
1885 yilinda C. Runge sinirli basit baglantili bir G bolgesinde analitik olan f(z)
fonksiyonu i¢in, G bdlgesi iginde f(z) fonksiyonuna diizgiin yakinsayan bir {Q,(z)}

polinom dizisinin olacagim ve bu durumda da
f@=0,)+2[0,=)-0,.,()] , z€G @)
n=1

olarak yazilabilecegini gosterdi. Ancak 1905°de, G.Faber (1) ile verilen Taylor serisini
keyfi basit baglantih G bélgesine tagiyarak, (2) ile verilen serinin belirsizligi izerinde
durarak, {O,(z)}yerine alinabilecek {F,(z)} polinomlarinin bir sistemini belirlemek

igin bazt ek kosullarin olmas: gerektigini ve bu durumda da {a,}katsayillan f(z)

fonksiyonu tarafindan belirlenmek {izere
f)=a,F,(z), zeG 3)
n=0

seklinde verilebilecegini belirtti. Basit baglantilliG bolgesinin simrnin analitik bir T
egrisi olmasi durumunda (3) ifadesindeki polinomlar timleyeni baglantili herhangi

simirlt kontinuum icin tek olarak belirlenebilirler.



viil

S.N.Mergelyan, VK Dzyadyk ve V.S.Rogozhin gibi matematik¢iler, Faber
polinomlarii ve serilerini kullanarak, analitik fonksiyonlarin sinir problemlerini,
serilerin toplanabilirligi ve yakinsakhig: ile yaklagimlar teorisi tizerinde bir takim ileri
galigmalar yapmuglardir.

Bunun yaninda Faber Polinomlari kompleks diizlemin bazi ozel alt bolgelert
i¢in, polinom ve rasyonel yaklagimlar elde etmek i¢in yaygin bir sekilde kullanilir.
Ozellikle lineer denklemler igin yan iteratif metodlar yardimuyla, en iyiye yakin
polinom yaklagimlan i¢in bu polinomlara bagvurulur.

Faber Polinomlannin sifirlann son on yilda aktif aragtirma konularindan biri
olmugtur. Stfirlanin bolgelere gore yeri, dagilimi, yofunlugu ve limit durumlan
incelenerek, bu konudaki ¢aligmalara yeni boyutlar kazandinlmstir.



1.BOLUM

FABER VE GENELLESTIRILMIS FABER POLINOMLARI

Bu boliimde Faber ve Genellestirilmis Faber Polinomlannin cebirsel ve asimptotik

Ozelliklerini inceleyerek, bunlara ait drnekler verecegiz.

1.1. Faber Polinomlarinm Temel Ozellikleri
Kompleks diizlemde G=G uT kapah bolgesinin timleyeni, z =« noktasin
igeren basit baglantih bir D bolgesi olmak iizere, siun analitik I' egrisi olan simrh ve
basit baglantih bir G bolgesi verilsin. Bu halde Riemann doniisim teoremiyle, D
bolgesini tek degerli olarak | w |=1 boigesine doniistiiren, D de meromorfik ve
D (0)=c , ®'(c)=y >0, y=sbt. (1)
kosullarim saglayan bir tek konform w = ®(z) déniigiim fonksiyonu vardir.
(1) ifadesindeki @®’(=0) = ¥ >0 kosulu bazen
bim o)

90 7

seklinde de yazilir ([3],[22],[24]).
' (1) ve (2) kosullani, D bolgesinde z =00 noktas: hari¢ analitik olan w = ®(z)

=y >0 )

fonksiyonunun z =~ noktasinda basit bir kutba ve dolayisiyla

¢(;)=7z+y0+%‘-+---+%'—+--- 3)

seklinde bir Laurent agihimina sahip oldugunu belirtir.

n poztif bir tamsay1 olmak tizere (3) ifadesinden

D' (z)=(yz+y, +y—:+---+}:—,f—+---)" (C)]

ve buradan da

(n) (n) b(”)
b +b22 L (5)

-
4

PRSI } . n-1 (n) n-2 (n)
@”(.’.)—-}/ - +£l$:l.. +a,:z.'. +"'+ao +

acihimu elde edilir.
(5) ifadesinin sag tarafindaki polinoma, G bolgesi i¢in n dereceden Faber

polinomu ad verilir.



Faber polinomlan igin genellikle

"+eta"z+a) 6)

F(2)=y"z"+a’,z"" +al ,z"
gosterimi kullambir ([1], [3], [22], [24], [25]).
(4) ifadesinden

F,(2)=1,

F(@)=rz+7,
ve
F,(2)=y22> +2py,z2+(rs + 2p7,)
degerlerini bulmak olduk¢a kolaydir.
Eger (5) ile verilen agilimdaki z degigkeninin negatif kuvvetlerini igeren terimlerin
toplamt igin
ORTO) B

_En(z)=’7+zz_2+...+ z" foae )

olarak alinirsa, bu durumda (5) ve (6) bagintiarindan
F.(2)=®"(2)+E,(2), zeD ®

" egitligi yazlabilir.

(3), (5) ve (7) agihmlan | z|> R, bolgesinde yakinsak olmalarina kargin, F, (z)
polinomu ve ®"(z) fonksiyonu D bdlgesinin tamaminda tammbhdirlar. Bundan dolayi
E,(z) fonksiyonu da D bélgesinde tammhdir ve

E,(®)=0 ©)
kosulunu saglar.

z-diizleminde w = ®(z) donisimi altinda |w|=R>1 ¢emberine doniigen I,
¢izgilerine D bolgesinin Green fonksiyonuna ait seviye ¢izgileri adi verilir. w = ®(z)
fonksiyonu konform ve tek degerli oldugundan, R >1 igin I, seviye gizgisi bir kapal
diizgiin analitik egri olur ([6], [9], [22]).

Ozel olarak R =1 ahndifinda I, egrisi G bolgesinin I simn olur. R > 1 igin her
I, cizgisi, Gy=i¢ (Iy) ve D= dig (I';) olmak iizere iki dogal bolge tammlar.

ze€ Gy, alindifinda T, egrisi igin

KURULU
T.C. vousm““‘“‘“’:nm

DOKOMANTASYON



z G, alindiginda T, egrisi igin

1 E(g)d( 0 (10)

’7721 g é‘ —
olur.

(10) ifadestyle beraber n=1,2.3,... i¢in (8) esitligi

1 (£ Q) -D) .
ﬂrj -z 4 =0

seklinde yazilabilir ki, buradan da

FE)=- L fq;_@dg zeG, (11)

clde edilir.

(11) bagintis: Faber polinomlan igin bir genel tamim olarak diigiiniilebilir.
z=Y(w) fonksiyonu w=®(z) igin ters fonksiyon olsun. Bu durumda

B = 1, 0 olmak iizere,
4

z=¥Y(w)= ﬂw+ﬂo+&+ +£ +eee L, w>1 (12)

fonksiyonu |w|>1 bolgesini D bolgesi izerine konform ve tek degerli olarak

donustirtr. £ = W(¢) degisken kullammuyla (11) esitligi

_ L e ()
F() ,,'R‘P(i)— —dt, zeG, (13)

seklinde yazilabilir.
(13) ozelligi, ¢ = = noktasi komsulugunda, { F,(z) } Faber polinomlarinin

'e
Y(i)-z

seklindeki fonksiyonun Laurent agilimindaki katsayilan olacagim belirtir.

O(t,z) =

zeGy,| t|>R (14)

Daha agtkgas1 { F,(z)} Faber polinomlan igin irete¢ fonksiyonu adim alan ve
(14) ile verilen fonksiyon,

'7

D(t;2) = i (2) , ze€Gy, [t|>R (15)
n=0

‘P(t) -z
agihmina sahiptir ((10], [11], [22], [24], [25]).



Simdiye kadar kullandigimz tamm ve 6zelliklerin tiimi,
P(x)=x ve P'(o)=y >0
kosullart altinda, w = ®(z) fonksiyonunun basit baglantili bir D boélgesini |w|>1
bolgesi iizerine donistiirmesi gergegine dayanir.

D kiimesinin tim kompleks diizleme olan timleyeninin basit baglantih bir G
bolgesinin kapanisi olmas1 gerekmez. Diizlemde basit baglantih D timleyeni ile siirh
K kontinuumu demekle, tiimleyeni basit baglantili D bolgesi ve bir noktadan daha ¢ok
nokta kapsayan simrl, kapali ve baglantih bir X kiimesi anlagtlacaktir. G bolgesi yerine
K kiimesi alindiginda w = ®(z) ve z = ¥(w) fonksiyonlan tek turlii olarak tanimlanir

ve bunlara ait tamm ve ozelliklerde herhangi bir degisiklik olmaz.

Baylece basit baglantih tiimleyeni ile dejenere olmayan simrh bir X' kontinuumu
i¢in Faber polinomlan (6) veya (11) bagmtilan ile tanimlanabilir.

Bundan bagka Faber polinomlari D bolgesini |w|>1 bolgesine donistiiren
w = ®(z) fonksiyonu ile tanimh olduklanindan bu polinomlann yalmz X kontinuumu ile

degil aym zamanda bu kontinuumun D tiimleyeni ile de belirlenebildigini s6yleyebiliriz.
Diger taraftan z = V¥(w) fonksiyonu hem D bdlgesini ve hem de onun tiimleyeni

olan K kiimesini tammladiindan, (15) 6zelligi ile beraber {F,(z)} Faber polinomlari,
- (12) a¢thmina sahip ve |w|>1 bélgesinde tek degerli olan z='¥(w) fonksiyonu
tarafindan elde edilebilirler.

Simdi R>1 igin I, kontorunun disgt olan D, bolgesini goz Onine

alahm. w = ®(z) fonksiyonuD, bolgesini |w|> R bolgesi lizerine donistirdiginden
(1) ile verilen benzer kosullar altinda w =%<I>(z) domiigiimii, D, bolgesini [w|>1
bolgesi iizerine dénistiirir ve D, bolgesi igin {F, (z;R)} Faber polinomlan

1 . 1
F (z)=
—F(5)= 2

F.(zR) = o)+ En(z)]v (16)

bagntistyla tanimh olur.

Simdi Faber polinomlarinin en basit drneklerini verelim.



1.1.1.0rnek

Eger G bolgesi ] z- zo} < R, diski ise, bu durumda déniisiim fonksiyonu

[ d
& “

w=®P(z) =

0
seklinde olup, bu bolgeye ait Faber polinomlannt #=0,1,2--- igin
1

F ()= z—2z,)"
n() R:( 0)

formilii verilir.

Boylece |z-z,| <R, diski igin Faber polinomlan E,(z)=0 olmak iizere

déniisiim fonksiyonun negatif olmayan tamsay1 kuvvetleridir.

Gergekten verilen donigiim i¢in

() =0 ve <I>’(oo)=—1-—>0
R,
ozellikleri saglanip,
D=C'/5={z:|z—zo|>Ro}

bolgesi i¢in

»
“0

w=®(z)=

AN

> =1=w>1
R,

zO
=

seklinde olup, (5) ve (16) 6zelligiyle beraber istenilen Faber polinomlan

FO(Z)=1 H

1
F,(2) .—_E(z2 —-2zz,+20),

1

R (z_zo)

F,(z)=

olarak elde edilirler.

T.C YOKSEKOGHETIA »{umuw
DOKDMANTASY O MERI



Verilen doniisiime karsilik gelen
z=¥(w)=Rw+z,

ters doniistimii i¢in

1
;/:R— ve ﬂ:Ro

0

olmak iizere . =1 oldugunu goérmek kolaydir.

1.1.2.0rnek .
Kompleks dizlemde X kotinuumu [-11] aralig1 olarak alinsin. Bu halde,

lim 1 z2-1=1

>0z

kosulunu saglayacak sekilde se¢ilmesi durumunda
w=0z)=z+vJz -1 , ze[-1]] (17)
donisimii,
D=C"/[-1]1]
bolgesini konform ve tek degerli olarak | w |> 1 bélgesi {izerine doniistiiriir.

Verilen doniigimiin tersi, |w |>1 i¢in
1 1
z=¥Yw)==(w+—) (18)
2 w

ile verilen Zhukovski fonksiyonudur.
(15) bagintis1 yardimiyla {F, (z)} Faber polinomlan igin

P'(r)

F(t,z)= O -2

seklindeki iireteg fonksiyonu diizenlenerek ve tiirevleri alinarak,

¥ -1 &F(2)
Y(t)-z (> -2z+1) o™

veya |£|> R ve |®(z)| <R igin
-1 = F (2)

1P -2z4+1 =t

yazabiliriz.



Bu son ifadede ¢ = 1 alinarak,
w
—l:—”i——iw”F(") lwi<1 (19)
1-2wz+w? % el
esitligi elde edilir.
Diger taraftan, T, (x) = Cosn(arccosx) olmak iizere (19) ifadesinin sol tarafinin

birinci ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden

1__w2 ©
—=T(2)+2> w'T (2), 20
=L@+ 23w T,() (20)

seklinde bir seriye agilabildigi, ortogonal polinomlar teorisinden bilinmektedir
([11, [8], [13], [22], [24], [25]).
(19) ve (20) bagintilan kargilagtinilarak n2>1 igin
F(2)=T,(2) , F,(2)=2T,(2) 1)

olduklar goriliir.

Boylece, eger K =[-1,1] seklindeyse, o zaman verilen aralik igin Faber
polinomlarn birinci ¢esit Chebsyhev polinomlandir. (n > / igin 2 garpaniyla)

Bu gergegi bagka bir yolla da gosterebiliriz. Gergekten ilk olarak,

1 1 -z? /—— 2
@) iz -1 z -(Jz T )

-egitligini yazabiliriz.

w=®()=z+vz" -1 , ze[-11]

ifadesindeki kokiin degerinin segiminden dolay1 z = oo noktasimn komgulugunda CD; )
¥4
fonksiyonunun agilimi negatif kuvvet igermez. Bu nedenle
1
D"(2) ve D" (2)+
(2) (2) > G)
geniglemesinin her ikisi negatif olmayan kuvvetlerle aym terimlere sahiptirler.
Yine (22) ozelligiyle
(D"(z)+ -(z+\/z ~D"+(z-Vz2-1)" (23)

olur.



Diger taraftan birinci gesit Chebyshev polinomlar i¢in
Tn(x)zé[(x+\/x2—1)"+(x~\/xz—1)"] , [x|>1 (24)

yazilimi saglanir.
(23) ve (24) ozellikleri karsilagtinidiginda

(z4+Z ~1) +(z =z —1)"
ifadesinin sadece z ’nin negatif olmayan kuvvetlerini igerdigini gortriiz.
Boylece (23) ile verilen fonksiyon [—1,1] arahig1 igin F,,(z) Faber polinomlaridir.
Ustelik (23) ve (24) bagintilan (21) i saglar.

1.1.3.0rnek
Diizlemde odaklart ¥1 ve R >1 olmak iizere

1, 1 1, 1
=—(R+— b==(R-—
a=5R+p) ve b=r R

yar1 eksenli ile bir elips verilmig olsun. Boyle bir elipsin denklemi 0 <8 < 2z i¢in

_l_ 1
2 Re

zZ=

Re” +—7)
yazilabilir ki, buradan da

z=W(w,R) = -;-(Rw +$)
ve

w=®(zR) = %(z +z2-1)
doniigiim fonksiyonlan tanimlamr.

Boylece (16) ozelligiyle verilen elips igin Faber polinomiar

1 2
F(z)=
AT

seklinde elde edilmis olur{9,13,22,24].

F (z;R)= T(2), nz1 (25)

1.1.4.0rnek
K kotinuumu p odakl kapal1 bir Lemniscate in igi olsun. Boyle bir bolge

14 .
zP +a, 27 +taiz+ag|<a

kosulunu saglayan noktalarin kiimesidir.



Bu durumda kék fonksiyonunun esas degeri alinmak tizere, déniisim fonksiyonu

-2 - Pl

- s Lt

z a,, a a a
w=0(z)==(1+—2=+L2 4L+ )7 zeD
a z z

seklinde tanimh olur ki, buradan da m =1,2,--- igin

1 =
D™ () = e (7 +a, z7 +taz+a,)”
ve
F ()= 1 =7 4 2Pl 4tz + m
mp “) - a™ (“ ap_lb a:z ao)
bagintilan yazilabilir.

Boylece m=12,--- olmak iizere mp mertebeden tim Faber polinomlari

hesaplanabilir. Ozel olarak iki odakli

2t -1 l <1 Lemniscate verilmis ise, bu halde
F, (z)=(z-1)"

olur. Ustelik

1 .. 1 1 1
D(2)=z(1-—) "’ =z-——-—5———+-
( ( z? ) 2z 8z2° 162°
ozelligiyle, kiigiik dereceden tek dereceli Faber polinomlar
3

F(2)=z ve F(z)=7 -57

seklinde hesaplanabilir.

1.1.5.0rnek

w = oc noktasinda basit bir kutba sahip
z=‘P(w)=w+——lf , lwl>1 (26)
3w’
fonksiyonu w = x noktasi harig | w |> 1 bolgesinde analitiktir.
(26) ifadesinde w = e* alinarak
z=PY("?)=¢" +%e‘3"’ =cos@ +isin 9+%(cos30 +isin 36)
elde edilir.

Bu ifadeyi reel ve sanal kisimlarina ayirarak ,

x=4cos36 , y=4sin36

Astroid denklemi elde ederiz.
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Sinirlarin uygunluk ilkesiyle,

c=¥Yw)=w+

Py
2

3w
fonksiyonu, |w|>1bolgesini konform ve tek degerli olarak bu astroidin digina
doniigtiiriir.  Diger taraftan Faber polinomlann igin trete¢ fonksiyonunun

diuzenlenmesiyle,

¥'(w) _ wt -1 _ i F (2)

Y(w)—z @7

ww? + % —zw’) =0 wr!

J
esitligi ortaya cikar.

Bu durumda z sayisinin keyfi degerleri i¢in Faber polinomlarim yazmak kolay
degildir. Bundan dolay: Faber polinomlarimt hesaplamak i¢in bazi kisitlamalar
yapmaliyiz. (27) esitliinde z =0 olarak alinirsa,

w? -1 1 ) & =D& D
W’ ’ 1 Z < 3yt = ; 3y 1 g kS
acitlimindan
D" p*
F4k(0)= 3k - 3k—l ( 1) 3k bl —1
ve
F(0)=0, n=4k
olarak bulunurlar.
1.1.6.0rnek
m dogal sayis1 igin
=‘P(w)=w+Lm , |w>1 (28)
mw

fonksiyonu, | w |> 1bélgesini konform ve tek degerli olarak m+1 koseli hiposikloid in
disina doénistirir. Bu durumda onceki érnekte oldugu gibi z =0 noktasinda Faber
polinomlan hesaplanabilir. Bununla beraber asagidaki sunulacak diZer metotlarda

uygulanabilir.
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1.2.Faber Polinomlarinin Cebirsel Ozellikleri

K baglantih D tiimleyeniyle sinirh bir kontinuum olsun.

Bu durumda

;:T(t):ﬂt+ﬂo+—t—l+---+%-+---, [t[>1 (29)

doniisiim fonksiyonun agilimini kullanarak, reteg fonksiyonu igin

Y'() - < F,(2)

Q(t;z):\y(t) . Eei ,zeK , |t|>1 (30)
T« k=0
seklindeki bagintidan

k F,(z Fz
ﬂ_%_..._%_...:[#4_...4_;{_&).&..1I:ﬂt+(ﬂ0_z)+...+%+...] (31)

esitligini buluruz.
(31) ifadesinin her iki tarafimn ¢ degiskenine gore aym kuvvetli katsayilarinin

esitlenmesinden,

0= (B, - 2)F,(2)+ BF\(2)
- B, = B.Fy(2) +(B, — 2)F (2) + fF,(2)
=28, = B,Fy(2) + BiFi (2) + (B, — 2)F5(2)+ BF;(2) (32)

~kB,. = B (2)+ B (2) ++(By — 2)F,.(2)+ fF,,,(2)
sistemini elde ederiz.

[ = p_,alinarak, (32) sisteminin son denklemi
-1
~kp =3 B.F, (2)-2F (2) (33)
s=k
seklinde yazilabilir ki, bu da bize

zF, (2)= —Zﬁ:Fk—s () +kﬁk
ve
fF0(2) = 2F, (2)- kB, =D B.F, . (2) (34)

5=0

ozelliklerini verir.
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(34) ifadesi bir indirgeme bagintist olup,

C=P(t)= ft+ B, +-ti+--.+%+--- [t]>1

agthminin  bilinmesi durumunda, (34) bagmntisiyla Faber polinomlan ard arda

hesaplanabilir ([2], [8], [24]).
Bunun yaminda (34) ifadesi Faber polinomlarimin bir tammi olarak alinabilir.

Gergekten, eger {F,(z)} polinomlari (34) ile verilen indirgeme bagintisini saglarsa (32)
sistemiyle beraber (31) esitligi kullamlarak,

') &FG)
d@,2) = = , zeK ,|t]>1
%) Y-z i= 1>

aciiimini elde edebiliriz.
Ancak hemen belirtelim ki, (34) bagintis1 sadece ‘¥(w) ile verilen fonksiyonun

katsayilan tarafindan tek olarak belirlenebilir.
Simdi bir 6rnek olarak, m dogal sayist i¢in, | w |>1 boélgesini konform ve tek

degerli olarak m +1 koseli hiposikloid in disina doniistiiren
z=¥Y(w)=w+ ——l—m—
mw

déniigiimiine ait Faber polinomlarini hesaplayalim.

Bu durumda s #m igin

=1,
1
Bu=—
m
ve
B.=0

seklinde olup, (34) ile verilen bagintiyla beraber
F,(2)=z" ,k<m,
F, . (2)=z""-1 ——1—,
m
1
F (z2)=zF, (2)- ;Fn_m (2), n>m

degerleri bulunur.



13

(32) sistemini bir kez daha g6z oniine aldigimizda, bu sistemin ilk £ denklemi
= (8o = 2) = PF(2)
=2p, =(By — DF (2) + BF,(2)
-3, = BiF(2)+ (B, — 2)F,(2) + fF;5(2) (35)

= kﬁk—! =B B (2)+ B Fy(2) + -+ (By — 2)F,_(2) + fF(2)
seklinde yazabiliriz.
F.(2),F,(2),...,F,(z) seklindeki £ bilinmeyenli, £ lineer denklem sisteminin

determinanti

B 0 0 -
Bo-z) B O = 0 0O
A=| B (By-1) B - 0 0|=pF=0

B, B Bes = (By—2) B
seklindedir. O halde
B0 0 -~ 0 -(g-3)

I(ﬂo—z) B 0 - 0 - 28,
Fk(z)=? B, (B,-2) B - 0 - 38, (36)

B> Bis Py - (ﬂo“') ~kp,

determinantimn kullanimiyla, 4 mertebeden Faber polinomlari (35) sisteminden
belirlenebilir ([10], [24]).
(36) bagintisi, z="¥(w) doniigim fonksiyonun agiliminin {ﬂk} katsayilarinin

kullanilmasiyla determinant formundaki Faber polinomlarimn ifadesidir.
Tekrar hatirlatalim ki, Faber polinomlan
§=Y(@)=pt+p, +%+---+€k£+---, [t]>1
ile verilen doniigim fonksiyonu tarafindan tamamen belirlenebilirler. Bu durumda, X
kontinuumunun ve D bolgesinin geklinin aynntili olarak agiklanmasina gerek yoktur.

Ancak baglangigtaki gibi W(w) fonksiyonun agilimi géz 6niine alinmalidir.
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Simdi Faber polinomlaninin diger bir 6zelligine bakalim. Bunun igin,
0,z)=y"z" +a;z"" +---+a, z+a" (37

seklindeki keyfi polinomunda z =¥ (w)alinirsa

£ (")
k

O,[¥w)]=w" +bw™ +---+b,_ w+b, +> == (38)
k=1 W
agilimini elde ederiz.
(37) ifadesindeki {a,} katsayilari, (38) ifadesinde
b=b,=--=b_,=5b=0 (39)

kosullarin1 saglayacak bi¢imde segilmelidir.
Bunu gostermek igin [‘P(w )]" fonksiyonunun acilimindaki negatif olmayan
kuvvetlerin toplamini
W, (W)= B+ B bt Brow+ B, W51 (40)
ile gosterirsek, bu halde (38) ifadesi yerine (37) ifadesinden | w [> 1 i¢in (40) agihmyla,

© (")
Q”[\P(W)] = },"\Pn (W) 4 al‘{ln—-l (W) +e-t an—llPl (W) + an + Z Ckk (41)

w

seklindeki esitlikten, (38) bagintisindaki {_} katsayilanim: hesaplayabiliriz.
Gergekten (39) 6zelligiyle beraber, bir sonug olarak (41) esitliginden

b =y" 1(")+alﬂn_l =0

b, =7n:8§n) '*'alﬂln_l +azﬂn_2 =0
b, =7nﬂ’(in) +au3:-_11 +a213:-_22 +’”+an-1ﬂ11 +a,=0

elde ederiz. {a }katsayilan yukanidaki denklem sistemi yardimiyla tek tiirli
belirlenebilirler. Bu nedenle (37) ile verilen n. mertebeden tiim polinomlar arasinda
(38) bagintisi yerine gegebilecek

A
wk

0.[¥w)]=w" +i L lwl>1 (42)

seklinde bir tek agilim vardir.
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Diger taraftan E (z) fonksiyonu D bolgesinde analitik ve E (0) =0 olmak
lizere Faber polinomlar: i¢in
F,(z)=®"(2)+E, (2), zeD (43)

bagintisini yazabiliriz. Bu demektir ki (15) ifadesiyle beraber

(n)
F[¢0n]=w" +Z  Iwi>1 (44)

¢ikar.
Boylece (42) ve (44) seklindeki genislemeler tek olarak Faber polinomlarini

belirlerfer. Daha agikgasi (44) bagmtisi, z='W(w) fonksiyonu igin Faber

polinomlarinin bir tanimi olarak alinabilir.

1.3.En Basit Asimptotik Ozellikler

Onceden belirtildigi gibi |®(z)|=R>1 igin her I, seviye ¢izgisi, bu egrinin
D, dis1 ve G, i¢i olmak iizere iki dogal bolge tammlar. £, (z) fonksiyonu, 5; kapal
bolgesinde analitik ve E, () =0 oldugundan T pozitif yonlii olmak tizere sinirsiz

bolgeler i¢in Cauchy Teoreminden her z € D igin,

E()=- f’é‘i) a , zeD,

yazilabilir.
Diger taraftan (43) esitligindeki E, (z) fonksiyonunun degeriyle yukandaki

integral i¢in
. !F(cé )y,
olur.
Boylece
F@)=5- jd;_@) d¢ , zeG, (45)
ve
E @)= | ‘z‘i Py, 46)

seklinde benzer iki bagintiya sahip olmug oluruz.
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Baglantih D timleyeni ile smmrlh bir K kontinuum izerinde Faber

polinomlarint hesaplayabiliriz.
Bunun i¢in, e§er z < K ise yeteri kadar kiigiik sabit £ >0 sayist igin (45)

ifadesinde R =1+ ¢ alinabilir. Bu durumda

F (2)= ﬁf%d{ ,2eGy

integralinden o(X,I,.,), K kontinuumundan I, seviye gizgisine olan uzakhif ve

{(T,,,) da T,,, egrisinin uzunluSunu gostermek lizere

] SaJm»s)"IldCl (1+2)"U(T,..) @
2z 26— 22p(K.T,)

esitsizligini elde ederiz.
c,(£), yalnizca ¢ sayisina bagl ve £ — 0 igin sonsuz biiyiiyen bir sabit olmak

tizere (47) esitsizligini
|F,, (z)] <c(e)Xl+¢g)', zekK (48)

seklinde de yazabiliriz.
(48) ifadesinin her iki tarafimn #. dereceden kokii alinarak # — oo igin limit

tim ,»/F(‘.){<l+a zek

ifadesi elde edilir. Bu esitsizlikte ¢ yeteri kadar kiigiik keyfi bir sabit ve sol taraf

durumunda

& abagl olmadigindan
dIF,(2)| <1, zeK (49)

tim

limit bagintisini yazabiliriz.
r ve R, 1<r <R olacak sekilde iki say1 olsun. Bu halde _D_R kapal: kiimesi
lizerinde F,(z) fonksiyonunu belirleyebiliriz. Bunun igin & = p(I',,I';) terimiyle T,
ve I'; seviye gizgileri arasindaki uzaklig1 belirtmek iizere, (46) ifadesinden tiim z D_R

icin

[OCN, 1 "
E, («)|<—— f Id;ls 4T (50)

ast sinirini elde ederiz.

T.C. mmo{'&ﬁ”ﬁ'% ®U

POKUMANTASYON

RULY
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Boylece,
F()=®"(x)+E,(2) zeD
bagintisindan, Faber polinomlan i¢in en basit asimptotik formiiliiniin
F,(z)=®"(z)+0("), zeD, , I<r<R (51)
seklinde oldugunu goriiriiz.
(51) ifadesinde ®”"(z) teriminin mutlak degeri zeI, i¢in R" oramnda ve
geriye kalan terim de daha kiigiik oranlt " ile artar.

Hemen belirtelim ki, (50) ifadesinde 6 =(z,I, ) alinarak z — = igin

n

,
276

terimi sifira azalacak gekilde yeniden yazilabilir.
Ustelik (51) ifadesinden ¢, (R) <1 ve ¢;(R) >1 olmak iizere z € I, igin

(T,)

" r’
F(2)=@"(2)[1+0( R 1.
c,(RR" <|F,(2)| < ¢;(RR" (52)
olur.
(52) esitsizliginin her ii¢ yan: i¢in ». dereceden kok alarak ve n— oo limitine
. gegerek,

tim % IF,(2)| =|®@(2)| , ze D (53)

esitsizligini buluruz ki, buradaki yakinsama D deki her kompakt kiime izerinde
diizgiindiir. Yani D kiimesinde kapsanan her smurh kapali F kiimesi izerinde
yakinsama diizgiin olur.

Ustelik , eger z € I, ise bu durumda n+1 ve » igin (51) ifadesi

F,H.) (Z) _ (Dn+l (z)+0(rn+l) _ (D(") 1+O(rn+I/Rn+l)
F(z) ®"(2)+0¢") “ 1+0¢" /R
_ q)(z)[l N O(rn+l/Rn+1) _O(rn/Rn)J
1+0(r"/R")
— - r”
=D(z) + O(R,, )

seklinde yazilabilir.
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Bu durumda D deki her F° kompakt kiimesi iizerinde diizgiin yakinsayan ve

éimE'—Q =®(z),zeD (54)
e F (2
limitini veren
M—)—=<D(:)+O(rﬂ) ,zeD ,n—>x

F.(2) R
asimptotik bagintisim yazabiliriz.
Bu boliimdeki 6zelliklerin (formiillerin) tiimii, basit baglantih D tiimleyeni ile,
keyfi siurhi bir K kontinuumu i¢in elde edilmislerdir. Bunun yaninda eger K
kontinuumu baz ek sartlar saglarsa, bu halde bazi sonuglarimin genisleyebilmesi dogal
olacaktir.

Kabul edelim ki K kontinuumu, diizgiin analitik " sinir1yla, basit baglantili bir
G Dbolgesinin kapamgi olarak alinsin. D bolgesinin I’ simin diizgin  bir egri
oldugundan, w=®(z) doniigim fonksiyonu, I egrisine analitik devam olarak
genisletilebilir. Bu halde I, =I' ve p, < p <1 olmak iizere I' seviye egrileri goz
onine alindiginda p, < p <1 olacak sekilde p yerine R>1 ve r>1 degerleri
alabilir. Béylece, 6megin (50) esitsizligi yerine p, oramyla geometrik dizinin
~oranmnda p, < p, <p <1 olarak alindiginda, D bolgesinde sifira yakinsayan {E£ (z)}
dizisi i¢in
E,(z)<c.p, z€D,, p,<p <p<l (55)
esitsizligini yazabiliriz. Ustelik (51) ifadesi yerine n — oc igin
F,(z)=®"(2)+0(p!') , zeD, (56)
olarak alinabilir.
Yine (52) esitsizligi, o oranl geometrik dizinin hesabiyla, Gp kapal
bolgesinde {F,(z)} Faber polinomlarinin dizisinin sifira diizgiin azaldigim saglayan
cs(P)p” <|F,(2)|<cs(p)p", z €T, (57)

esitsizligi ile butiinlegir.

Son olarak regiiler analitik ' kontoru igin (53) ve (54) ile verilen limit

bagintilarinin, p, < p <1 igin D bolgesinde gegerli olduklarini hatirlatalim.
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1.4. Genellestirilmis Faber Polinomlan

Eger g(z) fonksiyonu D bolgesinde analitik ve a, = g(x) > 0 ise, bu durumda

sonsuzda ». mertebeden kutba sahip olan g(z)®"(z) fonksiyonu, | z |> R, i¢in

. ( i
aoy”z”+af,’[’,:""+---+a£"’z+a,(,"’+—:—+---+ Etee

[od
s

seklinde bir agilima sahiptir.

Daha agikgast

n ’I ﬂ n- n n b(n) b(n)
gD (D) =ay"z" +al")z™ 4 taz +al) + -

~”
~

+e 2> Ry (38)

seklinde yazilabilir.
Bu agilimda z degiskenin negatif olmayan kuvvetlerini igeren terimlerin

toplamina, K kontinuum igin n.mertebeden genellestirilmis Faber polinomu ve g(z)
fonksiyonuna da agmrlik fonksiyonu ad verilir ([24], [25]).
Bu polinom genellikle
F(zg)=ay"z" +a"z" +- . +az +al") €59)
seklinde gosterilir.
Diger taraftan ,

b(n) (n) b(")
XET N L L ©

-
ut L s

fonksiyonu D bolgesinde analitiktir ve £, (0;g) =0 seklindedir.
Boylece, (59) ve (60) 6zellikleriyle beraber (58) esitliginden
F(2,8)=8()®"(2)+E.(z,8) , zeD (61)

buluruz.
Bunun yaninda, adi Faber polinomlarinda yapildig gibi (61) ifadesi yardimiyla

F(58)= j———dg@q’"@’ ¢, z¢G, (©2)
ve
E(58)=5— Iﬁm@dg z€D, ©)
2m {—-z

seklinde iki esitlik elde edilebilir.
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Yukaridaki integrallerde £ = ‘P(¢) alarak, yeni integrasyon degiskeni altinda,

o L preltole, .
Fn(a,g)~2m.”£? v @ <0 (64)
veE
Lo glPole) .
E,,(.,g)_——zﬂij - dt ,zeD, (65)

integrallerini elde ederiz.

(64) integrali

4 o0 F z'
cb(z,z;g)=g[$8]\_¥f’)=z "t(";lg) JzeK,|t>1  (66)

acilimmu verir.

Boylece,®(,z;g) fonksiyonu, genellestirilmis{F, (z;g)}polinomlarinin bir
tirete¢ fonksiyonu olur.

Genellegtirilmis Faber polinomlan ve onlarin determinant seklindeki formlan
i¢in bir indirgeme bagintisim elde etmek zor degildir. Gergekten, (66) ifadesinden

d¥OlY® =a, +%+---+‘:—:+--- (67)

acitlimim vererek, (31) e benzer alarak

a, +%+...+Ctl_:+...=[iFk(Z;g):“:ﬁt-i-(ﬂo _z)+%+...+&+...:|

o] tk+l tk
esitligini yazabiliriz.
Bu son bagintinin her iki tarafimn ¢ degiskenine gore aym kuvvetli terimlerin

katsayilarini esitlemekie
a, = fF,(z,2)
a,=(B, - 2)F,(z:8)+ BF,(z:8)
a, = B,F,(z:g)+ (B, - 2)F,(z:8)+ fF.(z:8) (68)

Aot =ﬂkFo(Z;g)+ﬂk-lﬁ}("";g)'*'"""(ﬂo "z)i';c (Z;g)+ﬂFk+1(Z;g)

denklem sistemini elde ederiz.
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Buradan da (34) e benzer olarak,
BFen(z:8) = 2F (8) +ay, - Zm;ﬂst_s(«'; g) (69)

indirgeme bagintisim1 elde ederiz {24].

F,(z;2)=a, ve a,=a,f oldugundan, (68) denkleminin ilki ihmal edilirse,
geriye kalan &£ denklem (35) sistemine benzer olarak ifade edilebilir.

Bununla beraber (69) ifadesinin sag tarafi igin

a~-(f,-2), ,a,-B,a,,a,-pa,,,a —-p._.aq
degerleri elde edilir ki, buradan da genellestirilmis Faber polinomlar i¢in
B 0 o .- 0 [a, - (B, —2)a,]
. Bo-2) B o - 0 (a, - Ba,)

Fi(z,8)= ra ﬂ.l (B, - z) .3 " 9 (a; _'.ﬂza’o) (70)

B Bes  Bea o (Bo—2) (@ -Bia)
seklindeki determinant formunu elde ederiz.
Ayrica
F.(28)=8(z)®"(2)+E,(2,8) ,zeD
ifadesinde z = W¥(w) alarak,

o Aln)
F,[¥ow)gl=gl¥mb” + 3~ [w]>1 ()
k=1
agtlim bulunur.

(71) ifadesinin tek olarak genellestiriimis F,(z;g) Faber polinomunu

tamimladigini gostermek kolaydur.

Simdi {F (z;g)}polinomlarinin en basit asimptotik ozelliklerini géz Oniine
alalim. Her seyden 6nce (48) ile verilen tahminin ispat: {F,(z;g)} polinomlarinin genel

durumunu degistirmeksizin uygulanabilir.

Bunun bir sonucu olarak, c,(¢) sabiti g(z) agirhk fonksiyonuna bagh olmak
lzere
IF.(zg)<c(e)1+e)" , zeK (72)

yazilabilir.



(72) esitsizligi
%",/Fn(z;g) <1, zek (73)
seklindeki limit bagintisim verir.
Benzer olarak £, (z) fonksiyonunun (50) ile verilen tahmini, £ (z;8)

fonksiyonu i¢inde elde edilebilir.

Yani eger 1 <r <R ise, o zaman

E,(zg)<c,(r,Rr" , zeDy (74)
seklinde olacaktir.
Yukandaki son egitsizlik #» — x igin
F,(58)=g(2)®"(2)+0(") , ze D, (75)
asimptotikligini ve
c;(RMR" <|F,(z,8)| s c,(RR" , zeT, (76)
tahmini verir.
Bu iki bagnt:
lim £ra(58) &O(), zeD (77)

e F(58)
ve
tim 2IF (z8) =|®(z) , zeD (78)

seklindeki limit bagintilanim verir.

Bundan baska, eger K kontinuumu diizgiin analitik I’ siniriyla basit baglantih
bir G bolgesinin kapamsi, p, <1 olmak iizere w=®(z) donigimii D, bolgesinde
analitik devam edilebilir bir fonksiyon ve g(z) agwlik fonksiyonu D, bolgesinde
analitikse, o zaman (55) e benzer olarak, p, < p <1 alindiginda p yardimyla (74)
esitsizlifinde yeniden r >1 segimi yapilabilir. Keza benzer bir degisiklik (75) formiili

i¢in de gegerlidir.
Bu halde (76) esitsizligi
cs(P)p" <|F,(z8) < cs(P)p” , z€T, (79)
seklinde yazilabilecektir.

Genellestirilmis Faber polinomlar, agwlik fonksiyonunun agilimindaki
katsayilar kullamlarak, adi Faber polinomlar cinsinden kolayca ifade edilebilirler.
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Gergekten
g[‘P(t)]=b0+%+f—zz+---+%"—+--- Ll >1 (80)
acillimini vererek, (66) esitliginden
b, +%+%—+---+f—;’+---)[F0(z)+@+---+£’1§2+---]

. :Fo(:;g)ﬁ-]:;—(j;-g-)—_;...._l_#ﬁ_“.

yazilabilir. Bu son bagintidan
F(z8) =25, ,F.() (81)
k=0
seklinde ifade edilebilen
byFo(2) +b,F, ((2)+---+b,Fo(2) = F,(2,8)
ozelligini elde ederiz. Genel durumda (80) agiliminin katsayilar sadece

b|<1

tim 7
esitsizligini sagladigindan, genellestirilmig Faber polinomlarim ifade eden (81) bagntisi
¢ok cesitli olabilir.

Genellestirilmis Faber polinomlarimin basit bir 6rnegini g6z Gniine alalim.

- Bunun i¢in K kontinuumu | z |<1 birim diski ve agirhik fonksiyonu da | z |>1 igin

> b
g()=2 (82)
k=0 «
seklinde olsun. Bu halde (81) esitliginden
n " n b
Fn(z;g)zzbn—kzk =z Z_’_k (83)
k=0 k=0 <«

olarak yazilabilir.

Boylece K kontinuumunun birim disk olmasi durumunda, genellestirilmis
Faber polinomlan, (82) ile verilen agirlik fonksiyonunun genislemesinin kismi
toplamlari cinsinden (83) formiilityle temsil edilebilirler.

Son bir kez daha hatirlatalim ki, bu bolimde K kontinuumuna herhangi bir
kisitlama konmaksizin ve de X kontinuumunun, bir diizgiin analitik sinirla basit
baglantili bir bolgenin kapanigi olmast halinde Faber polinomlarinin en basit analitik

ozelliklerini goz niine aldik.



2.BOLUM

OZEL BOLGELER iCiN FABER POLINOMLARI VE SIFIRLARI

Bir E kiimesinin digini ¢gemberin dis1 lzerine doniigtiren ®(z) konform
doénigimi ile tretilen Faber polinomlar, kompleks diiziemde yaklagimlar gibi niimerik
analizde iyi bilinen klasik uygulamalara sahiptirler.

Son zamanlarda 6zel bolgeler i¢in Faber polinomlar1 konusunda biiyik
caligmalar gozlenmigtir. S.W. Ellacoot [5] |z|<1, Rez>0 yan diski i¢in Faber
polinomlarinin katsayilarini, Coleman ve Smith [1] , Gatermann [8] dairesel dilimler
i¢in Faber polinomlarinin olugturulmasim ve Papamichael [23] ise yildizil bolgelere ait
Faber polinomlarinin hesabi i¢in bir algoritma programu geligtirmigtir.

2.1. m-Kath Simetrik Bélgeler i¢cin Faber Polinomlan

Bu kesimde ilk olarak m-katli simetrik bolgelere ait Faber polinomlarinin
katsayilarini determinant ifadesine bagl olarak elde edip, sonra da bundan bafimsiz bir
sekilde Cauchy integral formiilii yardimiyla m -késeli hiposikloid ve m-yildiz igin
‘ Faber polinomlarnimin agik gosteriliglerini bulacagz.

2.1.1.Tanmm : m pozitif bir say: olsun. £ bélgesinin, orijin etrafindaki 2z/m radyan
agili bir dénme doniigimii, £ kiimesini kendi iizerine tagiyorsa E bolgesine m -katl:

simetrik bolge ad: verilir. Bu tamma goére, efer £ kiimesi m -kathi simetrik bir bélge

ise,
(D(eZm‘/mw):eZza'/m (D(Z) (1)
seklindedir. Ayrica,
<D(z)=z+ao+fll+---+9%+--- (2)
z z
ve
Y(w)=w+5, +ﬁ+---+—bik+--- 3)
w w

olmak tizere, ®(z) ve W(w) doniigiim fonksiyonlarimn Laurent agilimlan sirasiyla

0(2) =21+ 3 2y

k=t
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ve
< bmk—l
‘i’(‘”) ==1V(l'+':E:-—j;;-
k=1 W
seklinde olur ([10], [11]).
2.1.1.0rnek

1
S, ={ow*:0<x<4m k=0L....m-1,w" =1, m=23,..}

kiimesi diizgiin m -y1ldiz1 g6sterme iizere

2= T =W, m=23, @

fonksiyonu | w |> 1 bolgesini konform olarak C* /S, iizerine dénigtiriir ([2], [4]).

Boylece

2/im

2kai 2kxi
Ye ™ wy=e ™ w|l+ Tixi
(e " w)"

2kxi
1

=g m (1+__ 2/m
wm

2kxi

=eT‘P(w)
seklinde yazlabilir ki, bu da S, bolgesinin m -katl simetrik bolge oldugunu gosterir.

2.1.2.0rnek
H,, bolgesi
; 1
T =
z=e +m ,0503271’ ,m—-2,3,...
parametrik denklemli m -kogeli hiposikloid ile sinirli kapali bolgeyi belirtsin. Bu halde,
1

=¥Yw)=w+——— ,m=23,... (5
2RO =W ®)

doniigimii |w|>1 bolgesini konform olarakC"/H iizerine dénistirir ve H
bolgesinin m -kath simetrik bolge oldugu kolayca goriiliir.

Asagidaki teorem simetrik bolgelerle iiretilen Faber polinomlarinin determinant
yoluyla katsayilarinin belirtilmesini ortaya koymaktadir.
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2.1.1.Teorem

F (z), n=12,... igin
Y(w)=w+b, +b—’+b—22+---
w w

seklindeki doniisim fonksiyonuna ait Faber polinomlar olsun.
Bu durumda

s, 1 0 - 0 2b ]

b, b, I - 0 3b

b, b b, - 0 4b,

b, nb,,

I 0 0 - 0 b& |

seklinde »xn tipinde bir matris ve I, de mxn tipinde birim matris olmak iizere
F,(z)=det(zI,-H,)
olarak yazilabilir ve bunun bir sonucu olarak da, j =12,...,7 i¢in
F,(z)=z"+c, 2™ +-++c, ;2"
olarak alindifinda, c, ; katsayilan H, matrisinin m kogegen elemanlarindan gegen
‘satrr ve siotunlann atlmasi ile elde edilen - j ~mertebeden matrislerin

determinantlarinin toplamu cinsinden yazilabilir.

Daha agikgast j=12,...,7 i¢in
Cp) = &5 jid Z det[d, , ]

150y Siy Sy S1
seklinde yazilabilir.

Ozel olarak E bolgesi m -kath simetrik bolge ise

Jj#0 modm igin c, =0
seklinde olup bu durumda £ =0,,...,m -1 igin
E, .(2)=2"" +c,,., 2""*™ ot CoppimZ I 4ot 2t

olur ([10], [20]).

Ispatlanindaki bogluklan tarafimizdan doldurulan agagidaki teoremler, S, ve
H, seklindeki 6zel simetrik bolgelere ait Faber polinomlarimin agik gosteriliglerini

vermektedir.
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2.1.2.Teorem
F (z) Faber polinomlari,

1

S, ={xwf: 0<x<4m k=0L...m-1,w"=1,m=23,..}

dizgiin m -yildiz ile iiretilmig olsun. Bu durumda » > [ igin,

n
ﬁ = m
[m}‘ n-k
,n=k (modm), k=0,1,....m-1

0 (modm)

]

m
olmak tizere
g, )
2nZ m ne-my
F(2)=23 ) — 2
= r(—"—2]+1)j!
m
olur.

ispat : (4) ile verilen
z=¥Y(w)=w(l+— 1)2’"‘

doniigim  fonksiyonunun lw |>1 bolgesini konform olarak C*/S,, iizerine
_doniigtirdigtni biliyoruz. ‘¥(w)donisim fonksiyonun tersi @®(z)olarak alindiinda,
Faber polinomlarnin tammiyla beraber, ¢, , katsayilan {®(z)}"’in a¢ilimindaki

Laurent katsayilan olmak tizere, S, ile iiretilen F,(z) Faber polinomlan ,
F (2)= Z ¢, ;2"
j=0

seklinde yazilabilir.
Yeteri kadar buyiik segilen R ig¢in S, |z|=R ¢emberiyle sinirli bolgenin

icinde kalmak tizere j=0,,...,7 igin
.[ 10} .

n—]+l
|z=R
veya alternatif olarak z = ¥(w) ozelligiyle j=0,,...,n igin
w"¥'(w)
= ) fgraea
’ |wi=r>1 {"P(W)} "

elde ederiz.



2.1.1.0rnekte simetriligi gosterilen

1

S ={xw*: 0<x<4m k=0]...m-1,w"=1,m=23,..}

bolgesi ile iiretilen F,(z) Faber polinomlan 2.1.1. Teorem geregi

F”(Z) = icn-mjzn_mj

J=0
formunda yazilabilir. ‘
Diger taraftan Cauchy teoremiyle ¢, . katsayilarinin
w” ¥'(w)
{‘P(W)} —m j+1

agilimindaki ;t— nin katsayilariyla aym oldugunu goririiz. (4) ifadesi kullamiarak

1 1Yo
Yw)=|1-—[1+—]| "
0)=(1- o 1+55 )
¢ikar ki, buradan da
—(m+2n—2m j)

(o)

i {mt2n-2m ) ~{(m+2n-2m7)
=wmi (14———7 i —w"”""‘"l(l+—l—m 9
w w
elde edilir.
Hemen belirtelim ki, | w |>1 i¢in
(a)—l = 0:
(@), =1
ve
(@), =a(a+D)(a+2)---(a+i-1)
olmak {izere
—(m+2n-2m j) )
1 m - m+2n-2mj\ w™
1+— =» (-1
( w" j g( ) [ m l it

yazilabilir. Boylece 1 nin katsayilan
w

28
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(m+2n—2mj) (m+2n—-2mj
m n -1

c—nu'=(_l)j IT j'(“'l)j-1 (1._1)!

(2”+1 2)(—“ 2;+1) [2—+1 2j+j- 2)
-(—1)’ L

T
, Ta-s
SRk FERT

seklinde elde edilmig olur.

2.1.3.Teorem
F,(z), n.dereceden H, bolgesine ait Faber polinomlan olsun. Bu durumda

n=1 igin,
ul ;=0  (modm)
[1]= m
mi 1=k ok (modm) k=0L..m—1
_olmak iizere
B T(n—mj+)) -
F(z2)=nY (-1 — "
A= Y - 1
seklindedir.
Ispat:

doniigiim fonksiyonu | w |> 1 bélgesini konform olarak C */H , iizerine donistiirir.
Yine Faber polinomlarmin tammmindan biliyoruz ki H, ile uretilen F,(z) Faber
polinomlar, ¢, , katsayilani {®(z)}"’in agilimindaki Laurent katsayilari olmak fizere,
H , ile iiretilen F,(z) Faber polinomlar,

F(2)= Z": c, ;2"
j=0

olarak yazilabilir.
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H_ bolgesi | z|=R g¢emberi ile stnirli bolgenin i¢inde kalacak sekilde yeteri
kadar biyik |z|=R ve j=0,l,...,n almip yukaridaki ispata benzer olarak

o, - [ LQr,

‘ _n—j+i
izj=R “

ve z = W(w) donigimii kullamlarak , j =0,1,...,# i¢in
o, = [ XL
w2 W
elde ederiz. H , bolgesinin simetri ozelliginden, ¥{w) doniigiam fonksiyonu
m -kath simetrik déniigiim olur. j =0,.,...,n i¢in j#0 (modm) seklindeyse ¢, ;=0

oldugunu gérmek kolaydir ve buradan da F,(z) Faber polinomlan igin

% = wmj—l 1- (m - 1) ) 1+ 1 —(n-m j+1)
{Fony™ o )\

~(n-m j+1) ~(n~m j+1)
=wmj—l 1+__1~___ _wmj—m—l 1+__L_.
(m-1)w” (m-)w™

oldugu goriliir. Bunun yaninda | w |>1 igin

(‘;J=a(a+l)(a+2)--- (@+i-1) ,(Z)ﬂ ,(i]'—‘o

olmak {izere

—(n—mj+1) . .
1 R Y n-mj+1) w™
(I+(m—l)w’"j "é( 1)( i )(m—l)‘i!

yazlabilir. Boylece - nm katsayilar:
w

oy = (1 —— (""'".j ”J—(—l)f“ b ("—f"j ”)
(m-1) jI\ G-pr L Jj-1

=(—1)"(—'n—_-{ll)T}—!(n—mj+l)(n—mj+2)~--(n—mj+j—1)

oy nLl-mj+j)
=ty (m-1YT(n-mj+1);!

seklinde elde edilmis olur.

1.C. YOKSEXOGRETIM KURDLU
DPOKDOMANT

ASYON
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2.2.Dairesel Yay Bolgeleri icin Faber Polinomlan

Bu kesimde He M. [14] tarafindan 6zel olarak segilen dairesel yay bolgeleri i¢in
Faber polinomlarinin agik gosterilislerine ait teorem ve sonuglar verilecektir. Her iki
eksene gore simetrik, koseleri z =Fa (0 <a <2) ve dis agist @ olan birbirini kesen
iki yay ile stmirh bolgeyi D, ile gosterelim. W'(w) =1 ile normalize edilmis

1+[(w-1)/(w+D]*
L-[(w-D/(w+1]*

::\P(w)za' 5 O<a<2

doniigim fonksiyonu | w |> 1 bolgesini konform olarak C */D, bolgesine dénigtiiriir ve
z =¥(w) doniigiimiiniin tersi de

1+[z-a)/(z+a)]'®

w=0) =17 [(w —1)/(w + D]

,O0<a<2

seklinde olur [3].
D, bolgesinin bitkeyligi o parametresine baghdir (gekil 1).
Daha agik¢ast D, bolgesi
konkav bélge ; O<a<l

_ birim disk ;. a=1
* ) konveks bolge ; l<a <2
[2,-2] , a=2

seklinde belirtilebilir. @ =1/2,1 ve 2 igin D, bolgesine ait Faber polinomlan

) B L R " b
olmak {izere
a D, O(2) F(w) F.(2)
a=1 zl<1 z w 2"
a=2| [-22] 24zl —4 wal 2Cosn(cos'(z/2)
2 w

a =l D%, z+i w+yw’ -1 Z[W]C:_kzn—zk

2 4z Ty k=0 gk

seklinde siniflandinlabilir.



32

a= -;-,1 ve 2 degerleri diginda D, bolgesi ile tretilecek Faber polinomlarnin

acik gosteriliglerini verebilmek oldukea giictiir. Bunun nedeni ise doniigiim fonksiyonun
bu degerler igin kariik hal almasidir.
Bununla birlikte He M. c¢aligmasinda [14] @ parametresinin 0 <a <2

aralifindaki tim degerleri i¢in D, bolgesi ile uretilen Faber polinomlannin agik

gosteriliglerini bulmay1 bagarmgtir.

Asagiidaki teoremler byle bir durumu ortaya koymaktadir.

2.2.1.Teorem
z=‘I’(W)=al+[(w-l)/(w+l)] , O<ax<2
1-[(w~D/(w+D]*
ve sonsuzun bir komgulugunda
‘I’(w) = w-}-bo +b_l+'"+££k_+"'
w w
olarak ahnsin.

Bu halde 5, =0 ve £=12,... i¢in

[;)zx(x—l)-;fx—nﬂ) ’ (;):1 ,(jJ=O

ve
a,=-2a ,
a,=2a’,
k Sfa) —a
a, =) (-1
r=0 r k_r
olmak iizere
(@, 0 0 - aa,+a, |
a, q 0 .- aa;+a,
detla, a, a -+ aa,+a
a4 4, 4, - a4, +ta,; |

Qa)*
seklindedir [3].
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ispat:
Yukandaki teoremde gegen z = '‘¥(w) fonksiyonu igin

_[-/wmi°
8 = W)

seklinde alinsin, bu durumda déniigiim fonksiyonu

P(w) = o LHEW)
. 1-g(w)

seklinde yazilabilir. |w [>1 i¢in
L cYf —a
=-1 5 = 2 = —1 r
9 a =<2 ve g, ;o( ) (rj(k—r]
olmak {izere

2 ]
g0 =30,
;'W"

fonksiyomunun agihmini kullanarak, W(w) fonksiyonunun Laurent agihmumi elde
ederiz. ¥ (w) fonksiyonunun Laurent agtlimi N

Y(w)=w+b, +%’_+...+ﬁ‘k_+...

w
seklinde olsun.
Bu durumda
w© b
w+Z—’i=a—1+g(w)
=0 W 1-g(w)
yani
e b
(-gm) w+ X | =all+gmw)
i=0
denklemi yazilabilir.
Bu denklemin esitliginden 5, =0 ve
(a, 0 0 - 013 [ -aa,+a, ]
a, a 0 - 0||b, -aa;+a,
a, a, a - 0|\b|=| -aa,+a;
a a., a, - a}|b| |-aa, +a,;

lineer denklem sistemini elde ederiz.
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Katsay! matrisinin determinant1 af = (2a)* #0 oldugundan sistemin tek ¢oziimii

vardir. Boylece Cramer kurali istenen sonucu verir.

2.2.2.Teorem

F,(z), D, icin n. Dereceden Faber polinomlan olsun. Bu durumda

a,(i)=zi:(—1)'(“,jj(:’f j

¢.() = Z(Z ["' a IJ (—1)‘a,(z')] [Z ["”;.j i lj a,, (i)]

r=0\ =0 i=0
ve
D,(j)= N+, (N +2+¢,()) ,n gift ise
"M aD+e, (N +e+e,(j) L0 tek ise

olmak Gizere n>1 igin

Fz)= Z;‘#‘—D )z

Jj=0

olur [14].

2.3.Cokgen Bélgeler icin Faber Polinomlar:
G, s m tane dogru pargasiyla simrlanmig kapal: bir diizgiin gokgen bolge olsun.
Bu durumda bir g¢okgenin konform démiisiimii i¢in Schwarz-Christoffel formiili
kullanilarak,

ve ’
_2(m-2)(2m—2)-- (m(k~1)-2)

= ,k=23,...
i (mk -ym* k! o

olmak tizere G,, bolgesi igin

¥(w) = [(1-—)"dw
w

seklinde normalize edilmiy W(w) ters doniigiim fonksiyonu elde edilebilir [10].



Bunun yaninda simetrik bolgelerin 6zellikleri ile beraber G, bélgesi igin

n
— n=0 modm

-2

ml \n=k b modm k=01,..m-1
m

olmak Gzere

g
- F(z,G,)= ch—mk z"m

k=0
seklindeki Faber polinomlan bulunabilir. Ozel olarak
F,(2)=2" ,1<k<m-1

Fm(z)=zm ——z"—
m-1

”’*'1‘) , 1<k<m-1

Frncrm (-

2m sy 3m* -5m+2
m-1 m(2m-1)(m-1)

F, (z2)=z""-

elde ederiz.

. 2.4. Dairesel Dilimler icin Faber Polinomlan
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Giiniimiizde kompleks diizlemde, polinom ve rasyonel yaklagimlara temel teskil
eden Faber polinomlarmn roli hizla artmigtir. Ancak bunun yaminda simdiye kadar
dizlemin uygun alt bolgelerinden olan dairesel sektérler igin Faber polinomlan
bilinmiyordu. Coleman ve Smith [1], Schwarz-Christoffel ve diger yardimc
doniigimleri kullanarak, dairesel dilimler igin Faber polinomlanm verecek bir

konformal déniyiim elde etmeyi bagarmiglardir.

Asafida verecefiimiz teoremler dairesel dilim bolgeler icin donigim
fonksiyonunu ve bu donigiim ile iiretilen Faber polinomlarmin nasil elde edilecegini

ifade etmektedir.

2.4.1.Teorem
| w]|<1 birim diskinin tiimleyeni

a=a(@=a’'a-1)"* ve p=pla)=01-a*)"?
ozelligiyle



iw-1) Q2-a*>)(w-1)*+4wa®
Uuw)=———-r ve viw)=
(w) 2aw'’? w) az(w+1)x/z
olmak iizere
_ 2 _1yz2q2
wow) = @ DT
[v+(* -]
donutsiimityle

{z:]z|<1, |argzi<m/a ,a>1}

dairesel diliminin tiimleyeni (izerine konform olarak doniigiir [1].

2.4.2.Teorem
2.4.1. Teoremde tammlanan fonksiyonun

Yw)=pw+ B, +Bw +B,w?2 +.-2)
seklindeki Laurent agiliminin katsayilan tekrarli olarak iiretilebilir.
Ustelik P,(x), n. dereceden Legendre polinomlarini gostermek iizere
a,=1 ve k=1 igin
a, =PB,(x)+P_(x) ve x=2p*-1
olarak alindiginda, 2.4.1.Teoremde a@ ve p degigkeni i¢in f,=a, ve

k-1

(k+1) B, =a,, _Z vp,ak—r

v=0

seklinde elde edilir [1]. 0 < @ < 7 olarak alindiginda
S, ={zeC:lz<1, jargz|<a}

dairesel sektorii ile retilen F,(z) Faber polinomlarinin hesabt igin

x=1-2¢ , ¢=202-9%
/4 T

36

olmak Gzere, x e bagh olarak, agagidaki adimlan takip etmek biiyiik kolaylik saglar [8].

Admm 1.
P(x)=1, B(x)=x,

(n+1)P

n

a2 (0)—-@n+1)xP,(x)+nP,_ (x)=0 ,n>0
ao(x):1 H an (x)zpn(x)+Pn—l(x) > n>0

alarak P Legendre ve a polinomlarini hesapla.
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Adim 2.
Bo(®)=a(x)=1+x

ve

DB, (D =a,, () -S kB (D a,, () >0

k=1

bagmntilanyla W(w) fonksiyonunun Laurent agilimindaki # katsayilarim bul.

Adm 3.
b,(9)=B,()p™ ,n20

ozelliginden b degerlerini elde et ve son olarak,

Admm 4.
F@=1 ., FE@=z-b()

ve

n~1

F,.(2)=[z-58,(0) F,(2)- 3 b,(¥) F, ,(2)-(+n) b,(x) ,n>0

indirgeme bagintisiyla beraber x =1-2¢ alarak, Faber polinomlarim bul.

2.43. Ornek
n<4 igin S ile uretilen F, Faber polinomlarin1 hesaplayalim. Yukandaki

akig yemasina gore,

Adum 1.
F(x)=1 a,(x) =1
B(x)=x a(x)=1+x
Pz(x)=—12—(—1+3x2) a,(x) =%(—1+2x+3x2)
P(x)= %(—3x +5x%) a,(x)= -;-(—l —3x+3x* +5x%)

P(x)= %(3 —30x" +35x%) a,(x) = %(3 125 —30x? +20%° +35x%)



Admm 2.
£ katsayilan igin

B, (x)=1+x ,Bl(x)=—LlI(—I+2x+3xz)

B, (x) =l—17—(—1-—7x+x2 +7¢%)  B.(x) =Z—1§(5+4x—30x2 -4x® +25x%)

Adim 3.
b (x)=p"™' B,(x) , n>0 ozelligindeki & degerleri hesaplanur.

Admm 4.
Son olarak yukandaki adimlar birlestirilerek

Fy2)=1, F(2)=z-p(1+%) , Fz(z)=22—2p(1+x)z+%p2(3+2x—x2)
3 2 3 2 2 1 3 2 3
F,(z)=z" -3p(1+x)z +Zp (5+6x+x )z——2~p B+x-x"+x7)

F(2)=z*-4p(1+x)z° + p*(T+10x +3x)z° —§p3(1'7+23x+ Tt +x*)z
+%p4(ll+4x+2x2 +4x® -5x%)

seklinde istenen Faber polinomlar elde edilmis olur [12].

2.5. Halka Dilimler i¢in Faber Polinomlan

38

Kompleks diizlemin 6zel bélgeleri igin Faber polinomlari, polinom ve rasyonel

yaklagimlan elde etmek igin yaygin bir sekilde kullamlir. Ozellikle bu polinomlar,

lineer denklemler igin yan iteratif metotlar kullamlarak en iyiye yakin (near — optimal

polynomial) polinom yaklagimlan i¢in kullanilabilir [21].

Bu kesimde halka dilime ait Faber polinomlarint bulmak igin 6nce Schwarz—

Christoffel doniigimi yardimiyla ‘I’(w) ters fonksiyonu verilecek ve sonrada bu

bolgeye ait Faber polinomlarinin elde edilisi 6rnekle belirtilecektir.
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2.5.1.Teorem
A®) =[x-aWx-a ] . B =[(x-b")x-b7)"

ve
1 2 -2 2 -2 4
C:—-[(w* +)a” -a’)-2w(a™" +a')]
4w

olmak uizere

¥(w) = ~expl- f ?;(’")

doniigiimi yardimiyla
QO={z:R<|z| <1, 0<fargz|<x} , 0<O<x
halka diliminin tiimleyeni iizerine konform olarak doniigiir [2].

Bu durumda a ve b parametreleri igin 0 < a < b < 1olarak alindifinda

@ -00-x)] &
7-8= j[(x e _xJ 3 ©)
veE
_ffa-het-n] &
CogR = i[(x—az)(a'z—x):l . @)
. denklemleri saglanir [2] .

Y(w) doniigim fonksiyonunda a ve b parametrelerinin bazi 6zel segimleri igin
agagidaki sonuglar elde edilir.
(i)Eger b=a ise (6) ve (7) bagmtilarindan & = zve R=a’ elde edilir ki, bu
da halka diliminin [-1,—R] reel araliginin tiimleyenine dénustiigiinii gosterir.
(ii) b=1 olarak alinmas1 durumunda da halka dilimli bolge dairesel yaydan

olugacak ve son olarak,
(iii) a — 0 ve b — 0 limit durumunda ise, (6) ve (7) ifadelerinden

6—)“77r ve R—>0

elde edilir ki, bu da O bolgesinin
{z:]z|<1,0< |argz |< 7}

seklindeki dairesel dilimden olustugunu gosterir [2].
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2.5.2.Teorem
2.4.1. Teoremindeki tamm ve gosterimler altinda
2 4 4
(R0 5 SN £ (8)
b*(1-a*) l1-a
olmak lizere

Yw)=pw+pB, +pw" +-9)
i<0 igin a,=0,q,=1ve
(k+Da,,, = Qk+1)(s-u)a, -2k(s’ —su-1) a,,
+Q2k-0)(s-w)a,,+(1-k)a,_; , k=0 )

ve

Cru =q,,, —S5a, +a, (10)
olarak alinsin .

Bu halde 3, =¢, , §, =-;-c2 ve n22 igin

n—1

(n+l)ﬁn=cn+l _Z re,, ﬂr (11)

p
olur [2].
~2.5.1.Tanmm
Asagidaki esitligi saglayan f,, (2) polinomuna boliinmiis Faber polinomlar:
denir ([2], [8]).
F(@)=F,()p"

2.5.3.Teorem
2.4.1. Teoremde tammlanan O halka dilimi i¢in
Lim ) =p
W—y0 w

olmak iizere n. dereceden Faber polinomu
F(2)=p"F,(2) (12)
seklinde olup, béliinmiig Faber polinomlart yardimer ¢, (z) polinomlan cinsinden

F(p2)=2"+4,,(2) (13)

ozelligi yazilabilir.
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Bunun yaninda {¢,} yardimci polinomlann 2.4.2 Teoremdeki Laurent katsayilan

cinsinden

n-1

4= (=B s @)= 3 B $raa@- T Bz ~(LemB,  (14)

bagintisiyla tekrarh olarak iretilebilir [9].
Gergekten, b, = §, p*"' olmak iizere Faber polinomlarinin

Fou()=(z—b)) F,(:)- 3. b, F,,(2)~(+mb, , n>0

tekrar bagintisim sagladigim biliyoruz. Bu durumda #> 7 igin ¢,_,, (n—1) dereceli bir
polinom ve ¢_, = 0 olmak iizere

F()=2,(z/p)

Q,(2)=2"+¢,,(2) 15)

olarak alindiginda (14) ifadesinin saglandigi kolaylikla goriilebilir.
Yukanda verilen bagintilar yardimiyla halka dilimi i¢in Faber polinomlan
tekrarh olarak hesaplanabilir [2].

- 2.5,1.0rnek
n=2 igin ilk 6nce (8) ile tamumlanan » ve s cinsinden (9) da verilen a,lan
hesaplayalim.

(s> —4su+3u* +2)
2

a=1,a=5-u,a,=

o= (=’ =35’ u+9su’ - 54> +8s—8u)
L=
2

2.5.2.Teoremde verilen

Cong =y —5a, + a1,
bagntis: yardimiyla ¢, degerlerini

(—s* =2su+3u’ +4)
C,=-u,C,= 5

. - (-25* +s’u+6su” —5u” +85-10u)
L=
2
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ve bdylece Laurent agiliminin katsayilan (11) bagintisindan

(=5’ -2su+3u’+4)

Bo=-u,p = P

_ (45’ +5’u+10su’ = Tu’ +165—-16u)
B 12

B,
seklinde bulunur.
Laurent agihminin katsayilan (14) ifadesinde kullamlarak ¢, yardime

fonksiyonlar

(s* +2su—-u’-4)
2

$o=u , ¢=2uz+

2 2 _ 3 2r 2 3 _
¢2=3uzz+(3s +6su:3u 12)z+(2s +s"u 2su2 +u” +2u-8s)

seklinde bulunarak
O, (2)=z+u , D,(2)=2"+¢,(2) , O;(2)=2"+9,(2)
elde edilir.
Halka dilim bélge, birim diskin dilim bglgesi oldugunda limit durumunda
a—>0 ve b—>0 iken s > 2 ve ¢ dairesel dilim bolge igin tammlanmig parametre
olmak lizere

(##) ozel durumundan

u 62(2) =2(1-c¢)
4

elde edilir.
Boylece
D, (z)=2z-2(1-¢)

®,(z)=2 +(1-c)[-4z+2+2c]
®,(z)=z* +(1-c)[-62* +(9-3¢c)z-2-4c]
fonksiyonlar bulunmusg olur {2].
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2.6.Faber Polinomlarimn Stfirlarmin Yeri
Faber polinomlarinin sifirlari, son on yida aktif aragtirma konularindan biri

olmustur ([10], [12], [16], [20]).

Bu kesimde, Faber polinomlannmn sifirlarinin bolgelere gore yerleri iizerinde
duracagiz.

T Kévari ve Pommerenke [19] konveks bir bolgeye ait Faber polinomlarinin
sifirlarinin da bélge iginde yer aldifin gostermiglerdir.

Daha sonraki gahsma.larda herhangi bir kime igin elde edilen Faber
polinomlarimin sifirflannin daima bu bélgenin konveks kabufunda bulunacag: iddia
edildi[26]. Ancak Goodman [7] ters bir drnekle bu son varsayimin dogru olmadigim
gostermigtir.

Asafidaki teoremler, farkhh bolgeler igin Faber polinomlarmin sifirlarinin
yerlerini belirtmektedir.

2.6.1.Teorem
K kompakt bolgesinin Faber polinomlan F, (z) olarak alinsin.

Bu durumda,
(i) F,(z) Faber polinomlaninmn sifirlarinin tiim limit noktalan X bélgesindedir.

(ii)K bolgesi konveks ise, her n igin F,(z) Faber polinomlarnn sifirlar yine

K bolgesinde olur.
Ek olarak, eger K bir dogru parcas: degil ise o zaman her » igin F,(z) Faber
polinomlarinin sifirlan K bolgesi iginde yer alir. K kiimesinin dofru pargasi olmasi

durumunda F,(z) Faber polinomlarmun sifirlann X kiimesinin son noktalarinda yer

alamaz ([16], [19]).

2.6.2.Teorem
F,(z) Faber polinomlann H, bdlgesinin # .dereceden Faber polinomlar: olsun.

2xi

Bu halde 7> 7 igin w=¢ ™ olmak iizere, F (z) Faber polinomlarinin tiim sifirfar

m
m-1’

L,={xw*0<x< k=0),...m-1,m>2}

kiimesinde yer alir (sekil 4-5-6) [12].



2.6.3.Teorem
m>2,nx>1 ve F,(z), S, dizgin m-star ile Gretilmis ».dereceden Faber

polinomlar olsun. Bu durumda F,(z) Faber polinomlarinin sifirlan1 S, bolgesinde yer
alir (gekil 7-8)[18].

2.6.4.Teorem
K boélgesi ile iiretilen Faber polinomlarimin sifirlari bolgenin konveks kabugunda yer

alir [26].

2.6.5.Teorem
Eger E bolgesi m-kat simetrik bolge ise, bu durumda E bélgesiyle dretilen
Faber polinomlanmn sifirlarinin kiimesi de m -kat simetriktir.
ispat:
E bolgesi m -kat simetrik oldugundan

am k-1

L] a o
V() =z+Y =z (+3—)
k=12 k=1 Z

el =27+ 322ty

- Ve

2xi 2nxi

D"(e " z)=e " D"(z)
olarak yazilabilir ki buradan da n=0,1,2,... igin

2xi 2ani

Flemz)=e ™ F,(2)
yazilabilir.

Boylece j=1,2,3,..,n igin z, degerleri

F nm+k (Z )
Faber polinomlarinin sifira egit olmayan sifirlarim gostermek tGizere
k=012,....m-1 igin

Fpu@=2 [ " -27)
J=1

olur,
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2.7.Faber Polinomlarinin ve Tiirevlerinin Sifirlan

Faber polinomlary, integral formili indirgeme bagintisi ve iiretici fonksiyon gibi
degisik temsillere sahiptirler. Bu ifadeler Faber polinomlarinin sifirlan hakkinda az
bilgi verir. Asagidaki teorem bir matrisin ozdegerleri ile Faber polinomlarinin sifirlar
arasindaki bagintiy1 ortaya koymaktadir.
2.7.1.Teorem

F,(z) Faber polinomlari
bl
Y(w)y=w+b, +—+---
w

seklindeki doniigiim fonksiyonuna ait Faber polinomlar: olsun.

Bu durumda
(bo 1 0 - 0 2b]
b, b, 1 0 3b,
b b b, -+ 0 4b
g,= ! ' 2 0 7 (16)
b,, b, b, - b, nb,_
1 0 0 - 0 0 |

seklinde mxn tipinde matris ve /, de nxn tipinde birim matris olmak tizere
F.(2)=det(d, —H,)
olarak yazilabilir ve bunun bir sonucu olarak da H, matrisinin 6z degerleri F,(z) Faber

polinomlarimn sifirlan olur [10,20].

2.7.2, Teorem

F (z) Faber polinomlar

Y(w)=w+b, +-bl+---+
w

b
w

k
e

seklindeki doniigiim fonksiyonuna ait Faber polinomlart olsun. Faber polinomlarinin

tirevleri i¢in /, mxn tipinde birim matris ve

1
b,
b,

o~

n-3

n-2
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seklinde bir matris olmak Gzere
F! (2)=(n+V)det(z/, - G,)
ozelligi saglamr. Daha agik olarak F, (z) polinomlarimn sifirlant G, matrisinin
Ozdegerleridir.
ispat :
Faber polinomlarimin (1.15) ile verilen ireteg fonksiyonun z ye gore tiirevini,

sonra daw ya gore integralini alirsak,

. F()
*P(w)— nid B (17)

elde ederiz.

o
Diger taraftan D c¢,z" serisi

n=0

¢ G 0 - 0
¢, ¢ ¢ - 0

cn—l cn—2 cn-3 O
d - cn cn—l cn—2 ¢
n cg+l
olmak lizere
@© -1 w©
(chz"J =>d,z"
n=0 n=0
seklinde yazilabildiginden, (17) ifadesinden
b, — 1 0 0
b b~z 1 0
F n'+l zZ n l ’
S a L R I
: : : 1
bn—l bn—Z bn~3 bo —Z

bulunur.
Yine Faber polinomlarinin tiirevi
Fl.@)=(n+Ddet(zI, -G,)
bigiminde ifade edilebileceginden, G, matrisinin dzdegerleri Faber polinomlarinin

tiirevinin sifirlarim verir.



3.BOLUM

ELIPS BOLGELER iCIN FABER POLINOMLARININ ACIK GOSTERILISLERI VE
GENELLESTIRILMIS FABER POLINOMLARININ SIFIRLARI

Daha once yapilmig caligmalarda, +1 odaklh elips bolge i¢in Chebsyhev
polinomlarina kargilik gelen Faber polinomlar elde edilebiliyordu.

Bu kesimde doniigiim fonksiyonunu elipsin odaklarina gore diizenleyerek, farkli
odakh elipsler i¢in Faber polinomlarin: elde edecegiz.

Diger taraftan K kontinuumu i¢in genellestirilmis Faber polinomlarinin sifirlan

ile donigim ve agirhk fonksiyonu tarafindan elde edilen P, matnsinin 6z degerleri

arasindaki iligkiyi ortaya koyup, bunun sonucu olarak, Faber polinomlarinin tiirevinin

sifirlarinin da P, matrisi yardimiyla elde edilebilecegini gosterecegiz.

3.1.Elips Bolgeler icin Faber Polinomlan
w = oc noktasinda basit kutba sahip

z=‘P(w)=w+—l—,]w|>l (1)
2w

. doniisiim fonksiyonu w = ccnoktast hari¢ | w |>1 bolgesinde analitiktir.

(1) ifadesinde w = e'? alinarak

z=¥(?)=e" + 19 =3 coso+Lising
2e’ 2 2

denklemi elde edilir. Bu ifadeyi reel ve sanal kisimlarina ayirarak,

2 2

x:zcosﬂ,y=lsin9 veya X >+ Y > =1 2)
2 2 3/2y (/2

seklindeki elips denklemi bulunur.

Simrlarin uygunluk ilkesinden, (1) ile verilen fonksiyon |w|>1 bolgesini
konform ve tek degerli olarak bu elipsin digina doniistiiriir.

Bu elips bolge ile iretilen Faber polinomlarimi elde etmek igin iireteg
fonksiyonu diizenlenerek,

Yy | 2wl &FE ()
Yw)-z w@2w’-2zw+l) = w™

()

esitligi elde edilir.
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Bu durumda z degiskeninin keyfi degerleri i¢in Faber polinomlarim yazmak

kolay degildir. Bundan dolayt bu polinomlarin hesab: igin baz1 kisitlamalar yapmak

gerekir.
(3) ifadesinde z =0 alinarak,
2w’ ~1 2w —l 1 Z( * Iwl>1
2w +w 2w’ 1 2w’ wi
1+ S
2w

@

Y 1 ( l)k
Z 2kl Z kel 2643

1.=02 w k=0

seklindeki agtlimi elde ederiz.
Boylece,
(G GV A )
o o = Y=l k>1
F,(0)=1,F,(0)=0 , n#2k

Fu(0) =

degerleri bulunmus olur.

Simdi déniisiim fonksiyonunu, elipsin odak noktalarini cinsinden yazalim.
z=‘P(W)=w+—l—,|w|>1,r>l )
rw
doéniisiim fonksiyonunda w = e’ alinarak
=WPE'?)=e"’ +_lit;— =(1 +l)cos9+(l——1-)sin g ,r>1
re r r
denklemi bulunur. Bu ifadeyi reel ve sanal kisimlarina ayirarak,

x:(1+l)cose vey=(1—l)sin9 , r>1 (5)
r r

seklindeki elips denklemi elde edilir.

(5) ifadesindeki elipsin yan eksen uzunluklan

a=1+-1— ve b=1—l
r r
oldugundan, odak noktasi
c’ =(1+l)"’—(1—l)2 _4
r r r

seklinde » cinsinden yazilabilir.
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Ozel olarak, r =1 olmas: durumunda bélge, [-2,2] aralifina; donigiim fonksiyonu ise
z=‘I’(w)=w+l , | wi>1
w

sekline doniigiir. Bu halde tretilen Faber polinomlar,
F,(z)=2Cosn(arccosz/2)

seklindeki Chebsyhev polinomlarina kargihik gelir.
Asagidaki teorem farkli odakli elipsler i¢in Faber polinomlarmn agik

gosteriliglerini vermektedir.

3.1.1.Teorem
E bolgesi, eksen uzunluklan a = 1+l ve b= 1—l olan elips ile siirh bolge
r r
olsun. Bu bolge ile tiretilen 7 .dereceden Faber polinomlari, n=12,... igin

n
I:EJ= -2— n==2k
2 ”T‘l- n=2k+1, keN

olmak iizere
H r’(njl)‘n-z
F (z J J
=y T
seklindedir.
Ispat :

(4) ile verilen

z=‘I‘(w)=w+—1— , |[w|>1
rw

déniigim fonksiyonunun tersi ®(z) ise, {<I>(z)}” fonksiyonunun agiiimindaki
katsayilar, yeterince biyitk R igin
z ,
= | { n(_,zl} 5 j=0L...,n (6)
|z|=R
olmak iizere, (5) elipsleri ile iretilen Faber polinomlari,

F()=Y¢c, 2"
j=0

ile verilir ve s6z konusu elipsler | z| = R ile simrl1 bdlgenin i¢inde kalirlar.



(6) ifadesine alternatif olarak, z = W(w) kullamilarak, j=0,,...,n i¢in
c = w” ¥'(w)
" lwi=r>1 [‘{J(w)]n_jﬂ

katsayilarini elde ederiz.
Elips bolgenin simetrikliinden dolay1 j = 0,1,.. ,B—} i¢in

+ j#0 (mod2) ise ¢, ;=0

gikar. Boylece F,(z) Faber polinomlari,

H |

F()=)c¢c,, 2"

=0

seklinde yazilabilir. Cauchy teoreminden c,_,, katsayilarnm ,
w" ¥'(w)
[\P (w)] n-2 j+1
agiliminda 1 nin katsayilan ile ayni oldugunu gériiliir. (4 ) ifadesinden
w

w" P'(w) w”(1-1/rw?)
["P(W)]"_z J+t wn—z J+1 (1 +1 / rw2)n—2 M

=(1- 12) 1+ 12)2"""l w2
rw rw
elde edilir. [w|>1 igin

(ZJ:n(n+l)...(n+k—-l)

ve

olmak iizere,

1 ) © n-2j+1\w?k _
1+ —{n-21+l]= __lk rk
ar =S ("

agilimindan ;"1— nin katsayilan,

50
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I N -J -2 -J
gy =1y [Ty [P
! J J! j-t jG-n

=(-1 %n(n—2j+1)(n—2j+2)...[(n—2j+1)+(j—2)]

N nm—j-!
(I)J Jlin-2)!

seklinde bulunmug olur.

3.2.Genellestirilmis Faber polinomlarmin Sifirlan
K kontinuumu i¢in genellestirilmiy Faber polinomlanmin sifirlan ile

P, matrisinin 6z degerleri arasindaki iligkiyi ortaya koymaya ¢alisacagiz. .

3.2.1.Teerem
F (z;g) genellestirilmis Faber polinomlan (g(x)=a, >0),

YWw)=Bw+B,+fw +...+ W' +... , |w|>1

ve
g[‘l’(t)]‘P'(r)=ao+‘§_'+...+‘t’_;+...
" olsun.
Bu durumda
- . )
——B, B 0 - 0
ao
P, = a,:ﬁ,a,, b ! z N
a, ﬂ2a0 ﬂl ﬂo
12— B B.: Brs = B

seklinde nxn tipinde matris ve /,de nxn tipinde birim matris olmak iizere
F(58) = ldet (=1, ~B)]

seklinde yazilabilir.
Daha agikgasi P, matrisinin 6z degerleri, genellestirilmig Faber polinomlarinin

sifirlarimi verir.
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Ispat :
Genellestirilmig Faber polinomlarimin (1.70) ifadesindeki determinant formunda

n situnu birinci sttunla degistirerek, [, nxn tipinde birim matris ve P, yukarndaki
gibi olmak tizere

Fn(z;g)=(—1)"#det(a ~zI,)

elde ederiz. Diger taraftan
det(P,-zI,)=(-1)"det(zI,-P,)
Ozdesligi ile beraber

F.(zg)= %[det (I, -B)]

¢ikar ki bu da gosterilmek istenen seydir.
Yukandaki teoremin bir sonucu olarak Faber polinomlarinin tiirevinin sifirlarim
elde edebiliriz.

3.2.2.Sonug
3.2.1.Teoreminin hipotezi altinda

g(2)=2'(2) ®
- olmak Gizere n=0,1,2,... igin
F.(2)=(n+1)F,(z,8)
ve
g®=a,=y , g¥OI¥Y' =1
elde edilir. Gergekten, genellestirilmig Faber polinomlarinin iireteg fonksiyonundan

1 - F,(z,8) :
= n 9

Y() -z ,,Z_o ™ ©)
esitligi yazlabilir. (8) ifadesinin ¢ ye gore tiirevi

) __$0+DF,(ze)
FO)-F &

_ Z“’ nk_(z,8)
- tm-l
n=1

olup, adi Faber polinomlarinin iireteg fonksiyonun z ye gore tiirevi ile kargilagtirarak
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F, (2)=nF, (zg) n=123,...

F,(@=m+)F,(zg8) n=012,...

elde edilir.
(8) ifadesinin seg¢imi sonucunda, 3.2.1. Teoremde verilen 4 katsayilar
a,=1 a,=a,=---=a,,=0
ozelligini saglar. Dolayistyla (7) ile verilen ifadeden Faber polinomlarmn tiirevi igin

ﬂo ﬁ 0 e 0]
ﬂ}ao ﬂo ﬂ e 0
P=|Ba, B B, - 0

| Bty B, Bos B
matrisi elde edilir ki buda He M.[14] ¢alismasinda gegen matris ile aynidir.

3.2.2.Teorem
E bolgesi m -simetrik ve g(z) agirhk fonksiyonu

O cm
g@)=Y -, >0
k=0 z
seklinde olsun. Bu durumda genellestirilmis Faber polinomlaninin sifirlarinin kiimesi de
m -simetriktir.

ispat :
£ bolgesi m -simetrik oldugundan

D) =z(1+3 221y
(=0 2

ve

2ri 2z ni

D™ 2)=e¢ " O(2)
olarak yazilabilir. Bunun yamnda

2xi

g(2)=gle " 2)
oldugundan
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glem )@ (e " z)=e " g(z) P"(2)

ve

2w 2mi

Fem5g)=e™ F(z8)
¢ikar. Sifira egit olmayan z, degerleri genellestirilmis F,(z;g) Faber polinomlarimin

stfirlan olmak tzere £ =0,1,...,m -1 igin
Frizg)=2" [](z" - 2])
j=1

seklinde yazilabilir ki buda gosterilmek istenendir.

g(z) agirhk fonksiyonunun o6zel segimleri igin asagidaki durumlar elde
edilebilir.

3.2.1.Sonug

i) g(z)=1 olarak alinmasi durumunda genellestirilmis F,(z,g) Faber
polinomlan, adi Faber polinomlarindan olusacak ve 2.6.4.Teoremi saglanacaktir.

ii) m -simetrik bolge i¢in g(z) = ®'(z) segilirse bu halde

27i

®'(z)=D'(e " 2)
ve
Fr,(2)=(r+DF,(z8)
olur ki bu da Faber polinomlarinin tiirevlerinin sifirlarinin kiimesinin de m -simetrik

oldugunu gosterir.



SEKIL LiSTESI

-2 j

-2 -1

Sekil 1. y (w) altinda |w| >1’in goériintiileri
o=1(.), 2(*), 1/2(x), 3/2 (+).
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i ' T
15 15

L o o e e BN v ] e b i L e s v v e
0.5 0.5+

1) T— i i ol
) Y] M H 1 -osk

-1F . B | S
-15 15

15 2 23 as 1 3.5 o ois 1

25 4 -(i; o o5 1
Sekil 2. n=40 igin D2 bélgesinin
Faber polinomlarinin sifirfan (*)

Sekil 3. n=39 igin D3, bolgesinin
Faber polinomlarinin sifirlar (*)

1.5
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3 —_— —_ —
2k S——
1} - -

ol i
_1 - -
-2 -
_3 i ' L 1 2

-3 -2 -1 0 1 2 3.

Sekil 4. n=40 i¢in 6 koseli hiposikloid bélgenin
Faber polinomlarinin sifirlan (*)

3 . 3 . — -
0 {
2k 4 e | 2L .
1k - 4 1p
or 4 or
-1 - =1
-2 F . . . s w,‘.‘..‘....“.,‘_.._‘,._, -2 J __*____________
_3 FE L 1 1 L _3 " 1 1 - 1
-3 -2 -1 0 L 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Sekil 5. n=40 igin 5 késeli hiposikloid Sekil 6. =40 igin 4 kdgeli hiposikloid

bolgenin Faber polinomlarmn sifiriar (*) bdlgenin Faber polinomlanin sifirfan (*)
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2
| !
L4
.
ot - o oo - - lu‘-o«o-o.o--

-3

o .......... ........... R ......... b

Sekil 7. n=33 igin S, ile iretilen
Faber polinomlannin sifirlan ()

-3 -2 -1 0 i 2

-1

’3.3 2 -1 0 1 2

Sekil 9. =39 i¢in G, ile iiretilen
Faber polinomlarinin sifirlar1 (*)
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3
2
! !
°
-, R
0 ) - -
[
o<
-1 : °\ .
=2
-3 . . : :
-3 =2 -1 0 1 2

Sekil 8. n=32 i¢in S, ile iiretilen
Faber polinomlarnin sifirlari ()

3 H H i i

-3 -2 -1 0 1 2

Sekil 10. n=39 i¢in G;ile iretilen

Faber polinomlarinin sifirlars (*)




38

KAYNAKLAR

[1] COLEMAN, J. P. , SMITH R. A. , 1987. The Faber Polynomials for Circular
Sectors, Math. Computation vol.49 no: 179, 231-241.

[2] COLEMAN, J. P. , MYERS N. J. , 1995. The Faber Polynomials for Annular
Sectors, Math.Computation vol.64 no: 209, 181-203. ;

[3] CURTISS, J. , 1971. Faber polynomials and the Faber Series, American Math.
Montly 78 , 577-596.

[4] EIERMANN, M. , VARGA , R.S. , 1993. Zeros and Local Extreme Points of Faber
Polynomials associated with Hypocycloidal Domains, Electric Trans. On Numer.
Anal 1, 49-71.

[5] ELLACOTT, S. W. , 1983. Computation of Faber Series with Application to

Numerical Polynomia!l Approximation in the Complex Plane, Math. Computation
vol.40 , 575-587.

[6] GAIER, D., 1987. Lectures on Complex Approximation, Birkhiuser, BOSTON

[71 GOODMAN , A. W. , 1975. A note on the Zeros of Faber Polynomials Proc. Amer.
Math. Soc. 49, 407-410.

[8] GATERMANN, K. , HOFFMANN, C. and OPFER, G. , 1992. Explicit Faber
Polynomials on Circular Sectors, Math. Comp. vol.58 no:197 , 241-253.

[9] HASSON, M., WALSH, B. , 1997. Singular Points of Analitik Functions Expanded
in a Series of Faber Polynomials, Rocky Mountain J.Math. 27 no:3 , 817-825.

[10] HE , M., 1993. Numerical Results on the Zeros of Faber Polynomials for m -fold
Symmetric Domains, Lectures in Applied Math. vol.29 , 229-240

[11]HE , M., 1994-a. The Faber Polynomials for m -fold Symmetric Domains, Journal
of Comp. and Applied Math. 54, 3 13-324.

[12]HE , M., SAFF , E. B., 1994-b. The Zeros of Faber Polynomials for an m -cusped
Hypocycloid, Journal of Approximation Theory vol.78 no:3 , 410-432.

[13] HE , M. , BARTOLOMEO J. , 1994-c. On Faber Polynomials Generated by
m -star Math. Comp. vol.62 no;205 , 277-287.

[14] HE , M., 1995. The Faber Polynomials for Circular Lunes, Computers Math,
Appolic. vol.30 no:3-6, 307-315.

[15] HE , M., 1996. Explicit Representations of Faber Polynomilas for m -cusped

Hypocycloids , Journal of Approximation Theory vol.87 no.2 , 137-147.



59

[16] KUIILAARS, A. B. J., 1995-a. Asympototic Distribition of the Zeros of Faber
Polynomials, Math. Proc. Camp. Philos Soc. 118 , 437-477. ,

[17] KULJLAARS, A. B. J. , 1995-b. Chebyshev- type Quadrature and Zeros of Faber
Polynomials, Journal of Comp. and Applied Math. 62 , 155-179.

[18] KUIJLAARS, A. B. J. , SAFF, E. B. , 1996. The Zeros of Faber Polynomials
Generated by m -star, Math. Comp. vol.65 no:213 , 151-156.

[19] KOVAR], T. , POMMERENKE, C. H. , 1967. On Faber Polynomials and Faber
Expansions, Math, Zeitschr. 99 , 193-206. _
[20] LIESEN, J. , 2000. On the Location of the Zeros of Faber Polynomials, Analysis

vol. 20 no:2 157-162.

[21] LANCZOS , 1987. Polynomial Approximation in Complex Plane, J.Comp. Appl.
Math, 18, 193-211

[22] MARCUSHEVICH, A. L , 1977. Theory of Functions of a Complex Variable.
vol.3 Chelsea, NEW YORK.

[23] PAPAMICHAEL, N. , SOARES, M. J. and STYLIANOPOULOS N. S. 1993. A
Numerical Method for the Computation of Faber Polynomials for Starlike Domains,
LML.A. J. Numer. Anal. vol.13, 181-193.

[24] SUETIN, P. K. , 1998. Series of Faber Polynomilas, Gordon and Breach Science
Publishers, AMSTERDAM

[25] SMIRNOV, V. L. , LEBEDEV, N. A., 1968. Functions of a Complex Variable.
Constructive Theory , LONDON.

[26] ULLMAN, J. L. 1972. The Location of the Zeros of the Derivatives of Faber
Polynomials, Proc. Amer. Math. Soc. 34, 422-424.




Adi1 ve Soyadi
Dogum Tarihi
Dogum Yeri
Medeni Hali
Unvam
Universite
Fakiilte
Boliim
Anabilim Dal1

Egitimi

Orta Ogretim

Lisans

Caligt1f1 Kurumiar

Adres

Is

Ev

60

OZGECMIS

:Bilal CEKIC
:18.05.1975
:Diyarbakir
:Bekar

:Ars. Gor.

:Dicle Universitesi
:Fen-Edebiyat
:Matematik

:Fonksiyonel Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi

:Diyarbakir Ziya Gokalp Lisesi

:Dicle Universitesi,

Fen-Edebiyat Fakiiltesi, 1992-1997

:Milli Egitim Bakanligs

Ergani Anadolu Ogr. Lisesi, 1998-1999
Dicle Universitesi,

Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Béliimii, 2000-

:Dicle Universitesi,

Fen-Edebiyat Fakiiltesi,
Matematik Boliimii
21280-Diyarbakir

TIf. No: 0412 248 85 50-3149

:Emek Cad. Colak S.

Bel-Kent Koop. E Blk 1/3
21090-Diyarbakir

KURULE
T.C. YOKSEKOCRETIM



