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AMAC

Bilindigi tizere glintimiizde bilim ve teknoloji birbirlerinin geligimlerini kargilikli
ivmelendirerek ve tamamen i¢ i¢e gecmis bir sekilde bag dondiiriicii ilerlemelerini
stirdiirmektedirler. Teknolojinin en ¢arpici ve hayatin her alaninda oldugu gibi bilimsel alanda
da en yaygin kullanilan {irlinii tartijmasiz giinden giine gelisen bilgisayarlardir. Giiniimiizde
artik neredeyse tlim teorik ¢aligmalar hatta deneylerin ¢ogu, sanal ortamlarda simiilasyonlarla
gergeklestirilip; teorilerin dayattify ve analitik yontemlerle iginden ¢ikilmasi imkansiz gibi
goriinen karmasik denklemlerin bir ¢ogu, giiclii ve hizli bilgisayarlarin varlifiyla anlam
bulmus olan niimerik yéntemler sayesinde etkin bir sekilde ¢oziilebilmektedir.

Bu c¢aligmanin amaci daha 6nce analitik yontemlerle ¢6ziilememis bir problemi
¢6zmek ya da niimerik yOntem literatiirine yeni bir yéntem katmaya c¢aligmaktan ¢ok,
gelecekte daha iist diizey ¢alismalarda kagimilmaz olarak kargilagilacak olan bu yontemlerin
NMR (Niikleer Magnetik Rezonans)’in temel denklemleri olan Bloch Denklemleri gibi
fiziksel bir probleme nasil uygulanacagi, temel prensipleri ve amaca yonelik iiretilen
algoritmalarin bilgisayarda nasil islenecegi konularim pekistirip, bu gercevede iist diizey
calismalara bir platform olugturabilmektir.

FKOCRETIM KURULU
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OZET

Bu c¢aligmada NMR’ 1n temel denklemlerinden olan “ Bloch Denklemleri ” nin
niimerik y6ntemlerle ¢oziimii yapilmigtir. Bunun igin 6nce probleme uygun niimerik
algoritmalar ve yontemler incelenmis ve tamtilmistir. Bloch denklemlerinin ¢6ziimii problemi,
adi diferansiyel denklemler i¢in bir baglangic deger problemidir. Bu probleme iligkin tek
adiml1 ve gok adiml1 niimerik yontemler ile tahmin - diizeltme algoritmalarn incelenmistir.

Problemi ¢6zmek igin 4. mertebeden Runge — Kutta metodu (klasik Runge — Kutta
metodu) kullamlmigtir. Aym zamanda ¢oziimii veren algoritma kullamlarak FORTRAN
programlama dilinde Bloch denklemlerinin ¢6zlimiinti yapan bir bilgisayar programi
yapilmigtir.

Ayrica Bloch denklemlerinin analitik ¢dziimleri yapilmig ve sonuglar tartigilmigtr.
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SUMMARY

In this study, the Bloch Equations have been solved by using numerical algorithms.
These equations are known as fundamental equations for NMR theory.

To do this, numerical algorithms have been discussed firstly. The problem of solving
the Bloch equations is an initial value problem for ordinary differential equations. For solving
this problem numerically one step methods, multi step methods and predictor — corrector
algorithms have been considered and compared.

The fourth order Runge — Kutta method ( which is also known as classical Runge —
Kutta algorithm ) have been used for solving Bloch equations numerically. And at last a
computer programme has been written in FORTRAN language which solves Bloch equations
by using 4. order Runge — Kutta method.

Bloch equations have also been solved by analytically and results have been discussed.



BOLUM 1.

1.1. GIRIS

Niikleer Magnetik Rezonans (NMR), kuvvetli bir magnetik alana yerlestirilen atomik
¢ekirdeklerin karakteristik bir frekansta 1ginim sogurmalan esasina dayamr. NMR olay, ilk
olarak 1946 yilinda birbirinden bagimsiz iki grup tarafindan birkag giin ara ile gézlendi.
Stanford Universitesinde Bloch liderligindeki grup (Bloch, Hansen, Packard) parafin,
Harward Universitesinde ise Purcell liderligindeki grup (Purcell, Torrey ve Pound) suda
NMR’1 gozlediler. Bu gézlemler Physical Review dergisinin aym sayisinda yayimlandi ve
1952 yihinda Bloch ve Purcell’e Nobel 6diilii kazandirdi. O zamandan beri NMR fizik, kimya
, biyoloji, t1p ve malzeme bilimleri gibi bir gok dalda biiyiik etki yapti. NMR spektrometreleri
sivi ve katilarin yapisal, analitik ve dinamik incelemelerinin yapildigs bir ¢ok aragtirma
laboratuvarinin vazgegilmez aletlerinden biri oldu.

Baglangigta sadece gekirdeklerin magnetik momentlerini saptamak i¢in kullamlan bir
teknik olan NMR’in gelisme siireci igerisinde onemli bir adim 1951 yilinda Arnold ve
arkadaglan tarafindan etilalkoliin spektrumunun ii¢ g¢izgiden (metil, metilen, hidroksil)
olugtugunun gozlenmesi oldu. Farkli kimyasal ¢evredeki ¢ekirdeklerin farkli frekanslarda
rezonansa gelmeleri nedeni ile kimyasal kayma diye adlandirilan bu parametre bundan sonra
organik molekiillerin yapilarinin arastiriimasinda yaygin olarak kullamimaya baslandi. 1953
yilinda ilk ticari NMR spektrometresi yapildi. Proton NMR bundan sonra organik kimyanin
vazgecilmez bir yontemi oldu. Sivilarda hidrojen baglarmin olusumu, iyon degis tokusu,
fonksiyonel gruplarin kimyasal reaksiyonlann ve spektrumda sicakhia bagh degisiklikler
sonucunda molekiiler hareketlerin karakterlerinin ortaya ¢ikarlmas: ve tabii ki yap1 analizi
bu alandaki ¢galigmalardan bazilaridir.

NMR’da son yirmi yilda bilgisayar teknolojisindeki gelismeler, siiperiletken
magnetlerin yapimi, siirekli dalga tekniklerinden puls tekniklerine gegilmesi ve Fourier
Transform tekniklerinin gelistirilmesi ile devrim sayilabilecek gelismeler oldu. Aym zamanda
gelistirilen mini puls spektrometreleri ile NMR, endiistride de biiyiik bir uygulama alam
buldu. NMR’in son wllardaki en o6nemli uygulamalarindan biri de siiphesiz NMR
goriintiilemenin (MRG) bulunmasi oldu. Ik iki boyutlu NMR gorintiisii 1973 yilinda
Lauterbur tarafindan elde edildi. Goriintiisii elde edilecek cisme uzaysal ¢6ziiciiliik elde etmek
icin farkhh dogrultularda alan gradyenti uygulanarak birden fazla farkh, tek boyutlu
projeksiyonlar elde edildi ve bunlar bir bilgisayar tarafindan cismin iki boyutlu goriintiisiinii



vermek iizere birlestirildi. MRG iki ve {i¢ boyutlu goriintii elde etmek igin gelistirilen bir ¢ok
ybntemle bu giin tipta tam alaminda X 1ginlan bilgisayar tomografisi (XCT) yanindaki yerini
aldi.(1,2,3,4,5)

Nimerik analiz yontemlerinin  temelleri ise, &zellikle ¢6ziimii zorlagtiran
fonksiyonlara yaklagimlar yaparak ¢6ziilebilir hale getirmeye galisan (seri agilimlan gibi)
yontemlerle es zamana dayanir. Ancak ivmeli geligimini ilk transist6rlerin tiretilmesi ve
ardindan gitgide hizlanan ve kiiciilen islemcileri ile bilgisayarlarin gelistigi donemde
sergileyen analiz metodlandir. Niimerik analiz ve bilgisayarlarin kullamimu, her alanda oldugu
gibi NMR da da kagimilmaz bir yer edinmeye baglamigtir. Giiniimiizde bir g¢ok teori gergek
kosullara sahip bir laboratuvardan 6nce sanal ortamlarda siimiilasyonlar kullamlarak test
edilmektedir. Niimerik yontemlerle bir probleme ¢oziim aramak aragtirmacilar igin kesinlikten
ve genellikten 6diin vermek anlamina gelse de; uygulamalar gdstermistir ki, ySntemlerin

sonuglan oldukga yeterli olabilmektedir.



BOLUM 2.

TEMEL NMR (NUKLEER MAGNETIK REZONANS) TEORISi
2.1. Magnetik Rezonansin Calisma Alam

Magnetik rezonans, magnetik momentleri ve agisal momentumlan olan magnetik
sistemlerde gozlenebilecek bir olaydir. Rezonans sozciigii, s6z konusu bir magnetik sistemin
dogal frekansina uyumlu olma durumunu anlatir ve bu durum durgun bir dis magnetik alanda
magnetik momentin jiroskopik presesyon hareketine karsilik gelir. Atomik spektrumun
belirgin frekanslar arasindaki benzerligi ve magnetik rezonans frekanslanmin tipik olarak
cekirdek i¢in radyo frekans bolgesine, elektron spinleri igin ise mikrodalga frekansi bélgesine

[13

diismesi nedeni ile ¢ogu zaman “ radyo frekans spektroskopisi ” veya “mikrodalga
spektroskopisi” terimleri kullamlir.

Rezonans yonteminin iistiinliigii, ilgilenilen 6rnekte, biitiinle kargilagtirnldiginda gok
zayif olabilen bir katkiy1 se¢ip ayirmay1 miimkiin kilmasidir. Bunun yaninda rezonans, kesin,
olduk¢a ayrnintih ve bagka yollarla elde edilemeyen tipte magnetik bilgi toplanmasim da
miimkiin kilar. Magnetik rezonansm fizikle kaynagmasinin nedenlerinden biri de, atomik

diizeydeki siiregler hakkinda bilgi verebilmesidir. (6)
2.2. Yahtilms Spinlerin Hareketi-Klasik Inceleme

Temel kuramin incelenmesine, zamanla degisebilecegini de varsayabilecegimiz bir H
dis magnetik alam iginde bir spinin hareketini klasik olarak tammlamakla bashyoruz . H,
/i magnetik momenti lizerine Z1x H kadar bir tork etki ettirecektir. Eger yataklara
oturtulmus ve istegine gore donebilen herhangi bir adi gubuk miknatisa bir magnetik alan

uygularsak muknatis Hboyunca yonelmeye calisir. Hzamana gore sabit ve yataklar
stirtiinmesiz olursa miknatis denge durumu etrafinda titresimler yapar. Eger yataklar
siirtimmeli olursa miknatis yataklara enerji vereceginden titresimler soner ve en sonunda H
boyunca yonelir.

Miknatis aym1 zamanda bir agisal momentuma da sahip oldugu zaman durum degisiktir
ve 0 zaman bir jiroskop gibi davramir. Ilerde goriilecegi gibi yataklarn siirtiinmesiz olmas:

halinde moment H ile sabit ag1 yaparak (H ’nin zamana gbre sabit olmas:1 kogsuluyla)



H etrafinda presesyon hareketi yapar. Enerjinin, potansiyel ve kinetik enerji arasinda ileri
geri gidip gelmesi olmaz. Bununla birlikte yataklar siirtiinmeye sahip olursa miknatis en

sonunda durgun H alanma paralel olur. Goriilecegi lizere siirtiinme, T, gibi durulma

sirecine karsihk gelir. Miknatisin hareket denklemi, torku J agisal momentumundaki
degisiklige esitleyerek bulunur.

. -
T axH (2.1)
zi =y 7T oldugundan J ’yi aradan ¢ikarabilir ve

di . . =
Ll i} 22
5 = AX0H) (2.2)

elde ederiz.
H ’nin zamana bagli olup olmadigina bakmaksizin gegerli olan bu esitlik bize herhangi
bir anda z ’deki degismelerin hem Z ve hem de H ya dik oldugunu séylemektedir.
Denklem (2.2)’ nin ¢6ziimiine diferansiyel denklemlerin standart yontemleri ile ve

H ’nin varsayilan zamana bagliliklarinin gesitli sekilleri halinde devam edilebilir. Ancak biz

donen koordinat sistemine gegmeyi tercih edecegiz.
Zamamn fonksiyonu olan bir F(t) vektorii diigiinelim, bu vektdrii bir dik koordinat

sisteminin eksenleri boyunca F,(t),F,(t),F, () bilesenleri cinsinden yazabiliriz. Eksen

sistemine karsilik gelen birim vektorleri i, j,fc cinsinden
F=iF, +jF, +KF, (2.3)
yazanz. Yaygin olarak f,j ve k zamana gore sabit diigliniiliir, fakat biz daha genel olmay1

sececegiz. Uzunluklan sabit olan bu vektorler en ¢ok dénme hareketi yapabilirler. Bunlarin

Q ani agisal hiziyla déndiiklerini varsayalim. O zaman



di = -
— =Oxi 24
m (2.4)

oldugundan F ’nin zamana gére tiirevi

= > 4R - -
-d—F-=idF"+Fx$+j—”+Fyﬂ+k9F—E-+Fzg 2.5)
dt dt dt dt dt dt dt

" I\dF A - Y a A
219 3 k% O, + 3, +KE)
a e T w
_0F  oxF
5t

dir, burada % gosterimi F’nin 1,),k koordinat sistemine gére zamanla degisme miktarm

temsil etmek igin kullamlmgtir. Ornegin %=o oldugu zaman F’nin i, ve k boyunca

bilesenleri zamanla degismez.
Denklem (2.5)’i kullanarak i ’niin hareket denklemini keyfi Q agisal mziyla dénen

bir koordinat sistemi cinsinden yeniden

on = . _ -

L+ Q= x( B 2.6)
veya

5_"1 =4 x(y H+ ﬁ) 2.7

seklinde yazabiliriz. Denklem (2.7), 4 ’niin doénen koordinat sistemindeki hareketinin

laboratuar sistemindeki aym denklemi, gergek magnetik alan yerine etkin bir ﬁe,

magnetik alam

H,=H+

X |0

yerlestirmek koguluyla sagladigim séyler.



Durgun H, = IEH0 alaninda ji niin hareketini, Q ‘y1 H,, =0 olacak sekilde segersek
derhal ¢bzebiliriz. Yani Q= -y HOI:: alinz. Bu goéreli ¢ergevede dzi/ 6 t =0 oldugundan 7 ,
f,j ve k’ ya gore sabit kalir. Bundan 6tiirii laboratuvara gére hareket, bir eksen sisteminde

sabit bir vektoriin eksenlerle birlikte Q=—y Hof( hiz1 ile dSnmesidir. Bagka bir deyisle i

laboratuvara goére Q=—y Hof( hizi ile déner. Agisal frekans y H, “Larmor frekansi1” diye
adlandirilir. B6ylece magnetik rezonans olmasi i¢in gereken, agisal frekansin klasik presesyon

frekanst Q ‘mn biiyiikliigii ile aym olmas: ger¢egine ulagmis olduk.

Ayrica toplam miknatislanma vektorii

M= (2.9)
oldugundan (2.2) denklemi
S -Nx( B - (2.10)

seklinde yazilabilir. (6,7)

2.3. Yahtik Olmayan Spin Sisteminde Hareket Denklemi
Yalitilmug spinlerin sabit bir magnetik alandaki hareketini inceledikten sonra, simdi de

birbirlerinden yalitilmamis spinlerden olugan bir spin sistemini géz 6niine alalim. Bu sistemde
yine ﬁo =k H, olacak sekilde z dogrultusunda uygulanmms bir sabit magnetik alan
oldugunu diigiinelim. Ayrica donen koordinat sisteminin koordinatlarim da x',y’,z" ile
gosterelim.

Spin sistemindeki magnetik momentler, z'dogrultusunda uygulanan degismez f—io
alam etkisi ile o sekilde yonelme kazanirlar ki, net miknatislanma vektériiniin yalmzca 2z’
dogrultusunda bir bileseni olur. Bunu M, ile gosterelim (sekil 2.1.a). O halde
(x'-y") diizleminde herhangi bir bilesen yoktur.

Sisteme belli bir siire igin x’ dogrultusunda bir H, alam uygulayahm. Bu alam
H, = iH seklinde gosterebiliriz. Ayrica koordinat sisteminin =-wk hiziyla dondiigiinii

varsayarsak bu durumda (2.8) denklemindeki I--.Iet i¢in




A, =iH, + M, - Dk 2.11)
Y

yazabiliriz.
Bu durumda magnetik momentler o sekilde bir yénelme gosterirler ki, miknatislanma
vektdrii y’ dogrultusunda bir M, bilesenine sahip olur. (sekil 2.1.b)

Simdi sistem {izerinden H, alanim kaldiram ve magnetik momentlerin nasil bir

davranig iginde olduklarini arayalim.

2 Az A2
H, n H° A H°
M
y 4
8 ¥ ¥

Sekil 2.1.a Sekil 2.1.b Sekil 2.1.c

42 »2 42 #2

T He A H, T He T He

4
™
y P —— 3.3____)
.‘r' yl _')l yl
¥

X x| x'

Sekil 2.1.d Sekil 2.1.e Sekil 2.1.f Sekil2.1g



Magnetik dipoller yaltik olmadiklan i¢in kendi aralarinda enerji alig-verisi icinde
olacaklar ve (x'-y’) diizlemi iginde bir dagilim gostereceklerdir. Ayrnica, dipoller iizerine
uygulanan dis magnetik alan yeter derecede homojen degilse magnetik momentlerin her biri
birbirinden farkhi magnetik alan géreceklerdir ve bunun sonucu olarak da farkl frekanslarda

Larmor dénii hareketi yapacaklardir. Iste bu iki etki nedeni ile ﬁ, alam kalkar kakmaz
miknatislanma vektériinin M, bileseninde bir azalma olugacaktir. Yani, spin — spin
etkilesmesi denen bu etkilesme sonucu , M, zamanla sifira yaklagir (sekil 2.1.c,d,e,1).

Ote yandan magnetik dipoller yalitik olmadiklan igin 6rgii ile etkilesme igindedirler.
Enerjilerinin bir kesimini orgiiye aktararak yeniden 1sil dengeye ulagma egilimi gosterirler.
Spin — orgii etkilesmesi adim1 verdigimiz bu etkilesme, miknatislanma vektSriiniin z’

dogrultusundaki bileseninin yeniden M,1s1l denge degerine yaklagmasim saglar. Bir siire
sonra M, yeniden M, degerine ulagirken M, bileseni de sifira yaklagir (sekil 2.1.g).

O halde miknatislanma vektériiniin hareketini incelerken durulma siireglerinin de
gbzoniinde tutulmasi gerekmektedir. Bu amagla yapilan ilk ¢alisma Bloch’dan gelmistir.
(4,8,6)

2.3.1 Bloch Denklemleri

Yukanda agiklandig: gibi miknatislanma vektériiniin - z dogrultusundaki bileseninin
1s11 denge durumundaki degerine ulagmasi, spin sistemi ile 6rgii sisteminin etkilesmesi
sonucu ortaya ¢ikmaktadir. Oysa muknatislanma vektériintin -~ z dogrultusundaki bileseni,
taban enerji diizeyindeki spin fazlalif: ile orantilidir. Bu nedenle miknatislanma vektériiniin

z dogrultusundaki M, bileseninin zamana gore degisimi,

dM, M,-M,
dt T,

(2.12)

yazilabilir. Burada T, parametresine boyuna ya da spin-6rgii durulma zamam ad1 verilir.
Bagintiya gére herhangi bir nedenle isil denge durumundaki degeri olan M,’a iistel
fonksiyonla yaklagir. Ote yandan miknatislanma vektériiniin w, = ¥ H, frekans: ile dénen

M, ve M, bilesenleri, H, daki homojensizlik nedeni ile farkli donii hareketinden &tiirii,




zamanla sifira yaklagirlar. M, ve M, ’deki sifira yaklagma (2.12)’ deki gibi iistel bir

fonksiyon seklinde varsayilirsa,

dM, M,
dt T,
dM M
5 L= —T—y 2.13)
2
yazilabilir.

Buradaki T, parametresine enine ya da spin-spin durulma zamant adi verilir. O halde
yalitik olmayan bir spin sistemini niteleyen hareket denklemi, yalitik spinler i¢in bulunan
(2.10) denklemi ile durulma siireglerini igeren (2.12) ve (2.13) denklemlerinin toplami

seklindedir, yani xyz- Laboratuvar sisteminde yalitik olmayan bir spin sisteminin hareket

denklemi:

- . M.i+M.] .
dM i) M b M,-M

ok 2.14
dt M T, T, 2.14)

dir. Bu denklemi laboratuvar sistemindeki bilegenleri cinsinden yazarsak,

dM - - M
* =y (MxH), ——= 2.15.
" y (MxH), T, (2.15.2)
™, _ (MxH) M, (2.15.b)
a7 YT, e
M, _, iy, - M Mo @.15.0)
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elde edilir. Bu denklemlere Bloch Denklemleri denir. Burada H magnetik alani, sistemin
toplam olarak gordiigli magnetik alandir ve degismez dis magnetik alan ile dairesel ya da
¢izgisel olarak kutuplanmig RF ya da MD alanimin toplamindan olugmaktadir. Yani Bloch
denklemlerindeki magnetik alan degisken bir alandir. (4,8,6)

2.3.1.1. Bloch Denklemlerinin Coziimleri

Donen magnetik alammz, laboratuar koordinat sisteminde

-

H= fH‘coswt + EH,sinwt seklindedir. (2.16)
Bu alamin keza , H, =2H, coswt seklinde titresim yapan, bir alanin uygun sekilde donen bir

alan bilegeninden meydana geldigini de diigiinebiliriz ve ters yonde dénen bilesenide

A A
iH,coswt — jH sinwt olur.

Magnetizasyonun x- bileseni olan M, ’in; H_ ile es fazh zit ve zit fazlh bilesenleri vardur.
Kompleks sayilar , goziimde kolaylik sagladiklan igin H, ’i, 2H,e™ nin gergel kism1 olarak

diigiinelim ve M, ’i de
M, =y 2H,e™
nin gergel kismi olarak alalim. Bundan sonra, kompleks alinganlig

y=x-iy" (2.17)
olarak tammlayahm. O halde;

ReM, =M, = y'.2H,coswt + y"2H sinwt olur. (2.18)
(2.16) daki dénen alam H, alammna ilave edilmis alarak, Bloch Denklemlerini tekrar

yazalim;



dM > = M M
—x = y(MxH), ——2* =y(M,H,-H M, ) - ==
" ¥( )x T, YM,H,-H,M,) T,

M, (MxH) M, . (M H -H M) M,
—= X ———— —_ —_——
a ! B e

2 2

dM
dt T,

veya H,=H  , H =Hsinwt , H =H,coswt yazarak;

dM M
X = H M, -M_H, sinwt) - —=
at v (H, y zih ) T,
Y (M, H,coswt-H,M,) M,
= coswt - -—=
at 4 241 otVly T,
L=y (MXH,sinwt-MyH,coswt)+M—°:—N—Il
dt T,
buluruz.

Simdi , bu denklemleri ¢6zmek igin;
M, =M, +iM, ve M_ =M, -iM,

dM, dM, +iM,)
dt dt

esitliginin degerini arayalim :

1

o o M, -M, M, -M
=YMxH), +—2—= =y(MH, ~H,M,)+ —*——=

Z

11

(2.19.2)

(2.19.b)

(2.19.c)

(2.20.2)

(2.20.b)

(2.20.¢)

yazahm ve
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dM,
dt

M
=[y (H,M, — M, H,sinwt) - 1\; ]+i[y (M, Hcoswt - HoM, ) -~ ]

2 2

M
= l:y HM, -y M, H,sin wt - 1\de ] +y4 (M, Hcoswt) —iy H M, —7r—’-

2 2

M
=y HM, -y MZH,sinwt—l\;" +iy M,H,coswt— iy HM, —i?’—

2 2

M
=y Hy(M, -iM, )-y M,H, (sinwt—icoswt)—-h?" -i—T—"
2 2

M, +iM,

(M, -iM,)
e— T

=iy H, +y M_H, (icoswt-sinwt) —

=iy Hy (-iM,-M )+iy M H, (coswt-%sinwt)—r—rl—M+

2

=-iy H, (M, +iM,)+iy M,H, (coswt+isinwt)__T1_1v1+

2

+

=—iy H, M, +iy M, H,e™ —-;—M

2

™, _ y(iM, H, e™ —iH M, )-«—1—M+ (2.21)
dt T,
%: }/(-iMZHle—th +iHoM_)_‘LM_ (2.22)
dt T,
bulunur. dM, Gt Ve dM_ it denklemlerinin herbirindeki zamana bagh

terimler M, =e*™ N, yazmakla yok edilebilirler :



13

dM d iwt . iwt
t=—¢e™N, =iwte™N, 2.23
dt dt (223)

iwe™N, = y (iM,H,e™ —iH(,e“‘“N_.,)—Tie““N+

2

iwN, =iy (M,H, --H(,Ag)—TiN+ (2.24)

2

bulunur. Ve buradan N, igin;

+iwN, =iy (M,H, -l_-HoN,_,)—TLNi (2.25)

2

elde edilir.
Simdi E—= 0 sarim koyalim ve buna uygun bir ¢6ziim ariyalm. Bunun igin,

(M, sinwt —M coswt) nin M, ve M_ cinsinden esdegerini bulalim :

M, =M, +iM, MX=A(M++M_)

. — (2.26)
M. =M, -iM, M, = 1M, -M)

o halde ;

M,Sinwt—M Coswt = %(M+ +M_)Sinwt — Zi M, —M_)Coswt
i
1 . 1 . 1 1
= (E)M+Smwt + (E)M_Smwt - (;)M+Coswt + (?)M_Coswt
i i

- (%)M_Coswt ¥ (%)M+Sinwt - (EIT)M+Coswt + (—;—)M_Sinwt
1 1

My Coswt —iSinwt)

= (—I—;)M_ (Coswt +iSinwt) —
21 21
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M M.
21 2i

; ‘ . (2.27)
= ?(M-elwt _ M+e-1wt)
1

_@2’:_2 =0 yazdifimiz zaman, Bloch denklemlerinin iigiinciisii i¢in;

d, / _
at="Y
M, - M,

T =y H,(M,Sinwt -M Coswt )
1

= Z—;—'(M_e‘w‘ ~M,e™) (2.28)

=L -N,)
2i

yazilabilir. N_ ve N, min degerlerini +iwXN, den bulursak (mesela N, igin)

wN, =iy M, H,-iy H N, —-]Tv—"

2
iy MJH, = (iw+iy H, +%.,)N+

iy HM, y HM,
N, =- = :
i(w+y H(,)+A,2 (W+y H(,)-%.2

(2.29)

N = -iy HM, _ y HM,
- s s 1 1
W —iy H0+A,2 (W+y HO)+A‘2

(2.30)

olur. N, ve N_ birbirinin kompleks eslenikleridirler. Simdi ¥ H, =—w, yazarak

M, -M,)

degerini bulalim ;
Tl




M, -M,) _y

H, y HM,

H, 4
N_—-N))=
T, 2i (. +)

2i (w-w(,)+%.2 _(w—w(,)—){,2

— - i/ -1
_72H12Mz W Wo /rz W Wo Az

2 (w-w,)’ +%,2._,

-21
7 2]:_Ilzhlj:z AZ
2i (w-w,)? +%22

1

=—y *H!M, -
LI =wo) + Jo]
2

T, - 1+ T2 (W—w,)?

T,
1+ T} (w=-w,)?

1+ T2 (w—w,)>
"1+ T2(w-w,)* +y * HTT,

z

ve M, =xH, yazarak ;

15

2.31)




1+ T} (w=-w,)’
1+T2(w-w,)’ +y HIT,T,

M, =x.H,
Simdi; M, =(J)M, +M.)=(Jp)N,e™ +N_e™)

=_l- }’ H]Mz elwt+ }, Hle e-iwl
D2 wewo)- g wewg g

eiwt e-iwt
=§;’. M, wW—w,)- ] +(w—w )+ }
0 T, 0 T2

1 coswt + isinwt coswt -isinwt
=—y H,

2 M (W—Wo)"%'2 (W_Wo)"'%l‘2

[Aw=w-w, yazarak ve —sinwt=sin(—wt)]

2 .
2 A w cos wt - —sinwt

T

=—2—}’ I‘IIMz ;
(W—WO)+A2
2

2

1 1+T2(w—-w,)*
=Y T Xo o( : 3

2choswt+T2—sinwt
1+T}(w=-wy)* + y 2HIT,T, ]

{;(HT:(w—wo»

2

T, A w2H,coswt + 2H, sinwt
1+ T2 (w—-w,)? +y *HT,T,

1
EXoyHoTz

16

(2.32)

degerini bulalim;
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1 T, (w - w,)2H,coswt + 2H,sinwt
M, == x (yHy)T, 2 3 )28, 2 2 21 (2.33)
2 1+T,(Ww—=wy)" +y “HT|T,
bulunmus olur. Bu sonucu (2.18) ile karsilagtinrsak (y H, =w,) :
T. (w—
M, _1 X oWoT, el w ~ w")z ———2H,coswt +
2 1+T,(w-wy) +y “HTT,
1 w,T ! 2H sinwt (2.34)
2 XN T T W —w, ) 4y PHATT, '
yazabiliriz. Benzer sekilde M, i¢in de
1 ~T,(w—w,)2H,sinwt + 2H,coswt
M, = S,y HoyT, 12 o2y ‘ @35)

YT 1+ T2 (W —w,)? +y°H TT,

elde edilebilir. Béylece M,, M, ve M i¢in topluca (2.32), (2.33) ve (2.35) denklemleri ile

ifade edilen ¢6ziimler bulunmus olur. (7,6,3)

2.3.1.2. Donen Koordinat Sisteminde Durum

Bloch denklemlerinin (x'y'z") déner koordinatlardaki karsiligi:

dM . hn gl M .
r=yM'xH,) A ——2 2.36.a
" 7 e)x T, ( )
dM.. - - M,
Y = xH, )., —— 2.36.b
dt y(M el)y Tz ( )




dM, ~, = .-
zZ — (hd'xH [ S—"
a7 )z T,

seklindedir. Burada ﬁe, alam, (2.11) bagintisinda verildigi gibi,

ﬁet =H1§+(Ho "lv")ﬁ
4
yada

I-:Iet =;1,' {(7Ho'w)12+7Hi,i\}

Aw=yH,-w=w,~w ;w, =y H,

kisaltmalan yapilirsa,
- 1 ~ 2
H,=—(Awk+w,i)
Y

bulunur. Bu bagint1 (2.36) esitliklerinde yerine konursa,

-ql;l-/‘[ti =M'x (Awﬁ + w,i)}x, - 1\;2"
. = {M’ x (Awf( + w,i)}y, _M,
at ]

dl:i/i” = {1\71’ X (Awf( + w,i)}z, —————-MZF;] M,

clde edilir. Burada gerekli matematiksel iglemler yapilirsa,

=AWM ¢ —Mx'
T.

18

(2.36.)

2.37)

(2.38)

(2.39.9)

(2.39.b)

(2.39.c)

(2.40.2)
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dM ., M.
—L =-AwM,, +w, M, ~—L (2.40.b)
dt 2
dM M, -M
2 = _w M, ——% 0 2.40.
= M, T (2.40.c)

bulunur. Bu diferansiyel denklem takimimin analitik ¢6ziimii ancak bazi 6zel varsayimlarla
bulunabilir. Bloch’un Yavas Gegis adim verdigi bu durumda; spin sisteminin déner
koordinatlarda kararhi duruma ulagtifn varsayilmigtir. Yani, miknatislanma vektoriiniin

kutuplanmast ve z' dogrultusundan sapmasi ¢ok yavagtir. Buna gore,

» dMl ’
M, My My o g 2.41)
dt dt dt

O halde yukaridaki baginti, yavas gecis ve dolayisiyla kararli durum kosulunda,

——I—Mx. +AwM,, =0

2

1
-AWM,, - —M, +w,M, =0 (2.42)

seklinde yazilabilir. Bu bagintilarin ¢6ziimiinden,

= T,
M, =AwM w, YA

M, =w,M, TzA 2.43)
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M, =M (1+ AWZT;)A
bulunur. Burada,
A ={l+AWT? + W T,T, } (2.44)

kisaltmasi yapilmistir. B6ylece miknatislanma vektoriiniin déner koordinatlardaki bilesenleri

bulunmug olur. Bu sonuglarin, laboratuar sistemindeki sonuglarla aym oldugunu
gosterebiliriz.

Simdi yeniden (xyz) Laboratuvar sistemine gegerek miknatislanma vektoriiniin
M, .M, bilesenlerini bulmaya ¢aligalim. x'y'z' sistemi, Laboratuvar sistemine gére saat

y6niinde donsiin (sekil 2.2).

Sekil 2.2

Ddénen koordinat sistemi

O halde :

M, =M, .coswt+M  sinwt (2.45.2)



2]

M, =-M, sinwt + M ,coswt (2.45.b)

yazilir. (2.43)’ deki degerler (2.45)’ de yerine konur ve w,igin (2.37) ve A igin de

(2.44)’deki  degerler alimirsa, miknatislanma vektoriiniin laboratuvar sistemindeki bilesenleri

daha 6nce de elde edilen , aligilagelmis sekilleri ile bulunur:

1 T,Aw2H, coswt + 2H, sin wt

M. =—yM.,T 2.46
P e T AW 4y T, ) (246)
1 (-TL,Aw2H, sinwt + 2H, cos wt
My =y M,T, 2 A lsz ZHZ']I'T ) (2.47)
2 {1"' wol, +y "ol 2}
A 2m2
M 1+ AwT, (2.48)

= O N AT 4y PHITLT, |

Bu denklemler daha dnce elde edilen (2.32), (2.33) ve (2.35) denklemleri ile aymdir.
Goriiliiyor ki, muiknatislanma vektdriiniin z dogrultusundaki bileseni M, degismez kalirken

M,ve M bilesenleri w agisal z1 ile z ya da H, dogrultusuna dik bir diizlem iginde
donmektedirler. Yani, M,ve M, bilesenlerinin zamana bagh olmasi, bir makarada

algilanabilecek bir voltaj olusturabilmeleri anlamina gelir.
Ote yandan (2.43) ile verilen bagntilarin Bloch tarafindan ilk kez tiiretilen ve
kaynaklarda sik sik kullamlan kargiliklari,

w, AWM T?
M,=u= L oZ;IZTT (2.49.2)
{1+Aw T, +y "H/'T| 2}
T
M. = WM, T, (2.49.b)

¢y ==V =
y L+ AW?T2 +y *HIT,T, |

seklindedir.
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Magnetik rezonansta deneysel olarak U ve V’den herhangi biri ya da bu ikisinin gesitli

bilesimleri gézlenir. Eger,
1 21712 =
Aw =i‘_{1+7 HITT, J2
2

olacak sekilde secilirse U en biiylik degerine ulagir, bu deger :

yH, T, M,

U - 1
2{1"'7 *HITT, }E

=M

max x'max

olacaktir, Goriiliiyor ki bu deger H, degeri ile artmaktadir. Aynca,
y 2HIT,T, M)

secilirse,
]
oo Mo(nlA
olacaktir. Ote yandan Aw =0 igin |v| maksimum deger alir ve bu deger,

lvl - yH, T, M, -
max. 2 2 y'max.
1+y 2 HT,T,

olacaktir. U, "un aksine, burada |v| ,H, alam arttik¢a artmaz ve,
y 2HIT,T, =1

segilirse,

(2.50)

2.51)

(2.52)

2.53)

(2.54)

(2.55)
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yA
IV e | = %—1{&} =M, (2.56)

bulunur.

Bu sonuglara gére, doner koordinat sisteminde miknatislanma vektoriiniin H, alanina
dik bilesenleri olan M,,ve M, aym maksimum degere ulagirlar. Ancak birinde maksimum
deger,

H) YT,
kosuluna uyarken &tekinde,
H, = % JT.T,

kosuluna uyar.

M, ve M, bilesenlerinin yaninda M, bileseni de rezonans durumunda ve

7 P HIT T,

kogulunda ( yani kiigik H, degerlerinde ) M,’dan daha kii¢iik degerler alir. Ancak H,
arttikga M, azalir ve sonunda sifira yaklagir. (8,4,5,6,)
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2.3.2. Durulma Zamanlan T, ve'T,

T, ve T, zamanlan, doner koordinatlarda (2.40) bagintilan ile verilen Bloch denklemlerinden
yararlanarak tanimlanabilir.

Eger sisteme bir 90°-Atmasi uygulamir ve rezonans durumunda 90°-Atmasi
kesilirse (2.40) denklemleri,

o, My (2.57)
dt T,
dM, M,
y oy (2.58)
dt J,

I 4 2.59)

bigimini alirlar. 90° -Atmasimin kesildigi am t=0 olarak alahm.

Eger, t=0’da M, =0 segilirse (2.59)’iin ¢oziimii,

M, =M,(1 —e%) (2.60)

olacaktir.
Bu baginti, spin-6rgii durulma zamammna ozdes olan boyuna durulma zamam T,’i

tammlamaya yeter. Yani, 90°-Atmasi uygulandiktan sonra muknatislanma tiimiiyle (x'y")

diizleminde yer aldig1 igin M, =0’dir. t=0’da 90°-Atmasi kesildikten sonra M, *nin

yeniden M% degerine ulagmasi igin gegen siireye T, boyuna durulma zamani denir.
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Bu gekilde 90°-Atmasi nedeni ile sifira diigen M, ’nin, 90°-Atmas1 kesildikten
sonra yeniden M, denge durumundaki degerine ulagmas1 gekil 2.3’de gériilmektedir. Bu

egri 6te yandan, RF ya da MD kaynafindan sogurulan enerjinin Orgiiye aktariimasim
belirlemektedir.

T T2
Sekil 2.3

90° atmas: kesildikten sonra M, ve M, nin durumu.

Ayrica, t=0°da yani, 90°-Atmasimn kesildigi anda, miknatislanma vektriiniin x’
ve y' dogrultulanindaki degerleri M_(0) ve M, (0) ise (2.57) ve(2.58) bagmntilarmm

¢Oziimi;
-t
M, =M, (0)e /A (2.61)
M, =M, (O)e_/T’ (2.62)
olacaktir. O halde doner koordinat sisteminde toplam enine miknatislanmamn bir t
anindaki degeri,
M, =Me(0)e'/T= (2.63)

olacaktir. Burada,

M, (0) = {(M2 (0)+ M2 (0)}? dir.
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Spin-spin durulma zamamna 6zdes olan enine durulma zamam T,, 90°-Atmasi

M. (0)
(<]

kesildikten sonra M, *nin degerine diismesi igin gegen siire olarak tanimlanir,

Boylece doner koordinatlarda spin sisteminin rezonans durumunda iken, iizerine
uygulanan RF ya da MD alam kesildikten sonra miknatislanma vektSriiniin - davranigim
incelemis olduk. Miknatislanma vektériintin aym kosullar altinda Laboratuvar sistemindeki
davramg1 da incelenebilir. Oregin t=0’da, M, Laboratuvar sisteminde x ekseni boyunca

secilmis ise herhangi bir t aninda enine bilesenlerin degeri, (2.61) ve (2.62) bagmntilan

yardimu ile,

M, = Me(O)e_%’ COS Wt (2.64)

M, = Me(O)e% sinwt (2.65)

ve boyuna bilegen de (2.60) bagintisinda verildigi gibi,

M, =M,(1 —e_%') (2.66)
olacaktir.

Demek ki, durulma siireglerinin etkisinde kalan magnetik sistemin Laboratuvar

koordinatlarindaki hareketi, peryodik bir d6nii hareketi yerine soniimlii bir harekettir. (5,8)
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BOLUM 3.
MATERYAL ve METOT

3.1. ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN BASLANGIC
DEGER PROBLEMI

3.1.1 Problem

Elimizde n adet l.mertebeden tek bagimsiz degiskenli adi diferansiyel denklem
oldugunu diisiinelim
Y, r=0,1,2,....,n

r

Bu durumda,

[y, (xﬂ [ £06 Y15 Y555 Ya) |
y2 (x) f2 (x’yl’YZ E At 4 Yn)
.}_' = ve f_ =
A £ (X, Y15 Y2000 Yy |
dersek Xe [xo,B] » Y&E)=Yo olmak iizere
y' =£(,y) 3.

denkleminin ¢oziimii “baslangig deger problemi” olarak bilinir. Burada [xo,B] arahig
“integrasyon arali1” olarak adlandinhr. (9,10,11,12)
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3.1.2. Coziim Icin Varhk ve Teklik Kosullar

Asagidaki kosullar (3.1) denkleminin tekil bir ¢6zlimiiniin  bulunabilmesi igin

saglanmasi gerekli kosullardir.

(1) x,¥,,¥,,_._Y.) parametre uzayindaki bir D bélgesinde f,,r=1,2,.....,n fonksiyonlarmin

siirekli olmasi;
(ii) f, fonksiyonlarinm, her  (x,y), (x,;) e D i¢in asagidaki

Lipschitsz sartim saglamasi.

of,

0y

<L

£(x,y) - £(x.)

Z—y’l ; L=max o

(xy)eD

Bu durumda bir f) cD Dbolgesinin varlift s6z konusu olur ki bu bélgede (3.1)

denklemi y(x,) =y Dbaslangic degeri igin bir kesin ¢oziime sahiptir. n mertebeden bir
= =0

diferansiyel denkleme iliskin bir baslangi¢ deger problemi; n tane 1. mertebeden denklem
igeren bir baglangi¢ deger problemine asagidaki sekilde déniistiiriilebilir.

Y (®) = %%, 5,y YO ) 52)
Y(xo) =Yo > y,(xo) = Yo seeees y(n-l) (xo) = yo(n_l)
olmak tlizere
Y ®) =y, ,k=0,1,2,.,n-1 seklinde bir d6niigiimle (3.2) sistemi n adet 1.
mertebeden adi diferansiyel denklem igeren bir sisteme doniistiiriilebilir. Burada baglangig

degerleri de

Y (Xo) =¥ (X,) » k=0,1,2,..,n-1  olmus olur. (9,13)
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3.1.3. Niimerik Yontemlerin Prensipleri

Niimerik y6ntemlerde genel olarak [xo,B] arah$ asagidaki sekilde pargalara béliiniir;

Bu boliintiide herhangi iki ardigik deger arasindaki mesafeye, bu ardisgik degerlere

iliskin ‘yerel adim araligy’ denir. Yerel adim arahiklan ,

h,=x;,,-x;,>0 , i=0,1,2,.,N-1 seklinde ifade edilir.

Bazi yéntemlerde bu adim aralify tiim integrasyon aralifi boyunca sabittir ancak bu
genel bir durum degildir. Nitekim baz1 yontemlerde adim arali1 ¢6ziimii istenen fonksiyonun
tiirevlerinin araligin o bolgesindeki 6zelliklerine gére belirlenir.

Bir diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii yapildig1 zaman ( eger yapilabiliyorsa !),
¢6ziim olan fonksiyonun integrasyon araligi boyunca her noktadaki degerini tamimlayabilen
bir ifade elde edilmis olur ki, bu da sonsuz sayida deger verir.

Ancak niimerik y6ntemler i¢in durum farkhidir. Cozlimii niimerik olarak ifade edilen
bir fonksiyonun ancak belli sayidaki degeri yontem tarafindan hesaplamr ve bu say1 asla
sonsuz olamaz. Ancak yine de hemen her zaman pratik bir uygulamada yeterince iyi bir
sekilde ige yarayacak kadar ¢ok sayida ve analitik ¢dziimiin verdigi sonuglara ¢ok yakin
degerler elde edilebilir.

Probleme sadece bu agidan yaklagilirsa, niimerik yontemlerle ¢6ziim yapmanin aslinda
analitik yontemle yapilan ¢oziime gére bir adim geriye gitmek, belli seylerden (sonsuz sayida
ya da her noktadaki degerden ve degerlerin kesinliginden ) fedakarlik etmek anlamina geldigi
ve dolayisiyla dezavantajii olup bu yontemlerle ugrasmak yerine ¢6ziimii zor olan
problemlierin ger¢ek ¢oziimiine yonelik ¢aligmalara agirik verilmesi gerektigi diigliniilebilir.
Ancak gercekte durum oyle degildir.

Baglangicindan bu giine fizigin evrimi ve kavramlarin dayandifi ya da ortaya attig
denklemlerin gelisimi gdzden gegirilirse, gelinen noktada artik birgok gergek problem igin
analitik ¢oziimlerden neredeyse bahsetmenin bile imkansiz oldugu, niimerik y6ntemlerin
kaciilmaz olarak kullanilmak zorunda olduklari gozlenebilir. Hele biitiin bunlarla beraber

gelisen teknolojinin sundugu en nemli avantaj olan bilgisayarlarin bu ydntemlere yatkinhg:
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ve giinden giine geligen iistiin yeteneklerini (simiilasyon gibi ) kullanma avantaji diigiiniiliirse,
niimerik yontemlerin aslinda ilk bakista algilandifindan gok daha ise yarar ve yavas yavag
kaginilmaz hale gelmeye bagladiklan anlagilir.

Neticede niimerik yontemlerin yaptifn sey parcalara boldiigii [xo,B] integrasyon
araliginin her parga sin igin {xi} ¢0ziim fonksiyonunun(y(x;) =y,;) yaklasik bir degerini
(Y(x;) = Y;) bulmaktir. Dolayisiyla N pargaya béliinmiis bir integrasyon aralifa i¢in niimerik
yontem, ¢6ziim fonksiyonun N adet yaklagik degerini bulur.

Yx;) =Y, =y(x;)=Yy;

Simdi (3.1) ifadesini tek bir diferansiyel denklem igin ele alahm ve ¢éziimiinii arayalim.

y'(x) = f(x, y(x))
fyeoax = [t yoo)ax
V(i) = Y0x) = 0 Y(0)dx

Y(xi+l) = y(xi) + fo(x’ y(x))dx > l = 091’2’-"’N -1 (33)

Biitiin niimerik yontemler, birbirlerinden yalmzca (3.3) denklemindeki integral
ifadesine yaklagsmakta sectikleri metodla ayrilirlar. Bu metodlar da ii¢ simfa aynlabilirler;

i) Tek adimh metodlar

ii) Cok adimli metodlar
iii) Tahmin algoritmalan
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Tek adimli metodlar Y,,, yaklasik degerini hesaplamak igin yalnizca dnceki deger olan

"Y," yi kullanirlar. Bu yiizden bunlara tek adimh metodlar denmistir.

Cok adimli metodlar ise adindan da anlagilacag: lizere Y,,, yaklasgik degerini
hesaplamak i¢in yalmzca Snceki Y,degerini degil Y,,Y,,,Y;,,.»Y;, ; n{ gibibirden

¢ok daha 6nce hesaplanmis deger kullanirlar.

Tahmin algoritmalan, baslangi¢ deger problemlerini ¢dzmek igin “ Romberg dortlii

metodu” nu kullamrlar.

Genelde “ tahminci — diizeltici ” olarak amlan 6zellesmis metodlar da vardir. Bunlar

“tahmin etme > ve “ diizeltme ” gibi iki ana adimdan olusurlar. Ik adimda (tahmin etme )
Y® gibi bir yaklagik deger tek ya da gok adimh bir metodla bulunur. Sonraki adimda ise

Y8, Y ,....gibi diizeltme terimleri eklenerek hata azaltilir.

Y(x,,) =~ y(x;,)  ve Y(x;) = y(x;) kabul edilmek iizere &, =y(x;,)-Y(X;,)
ifadesi ile tammlanan "g,,," , Xx,,, noktasindaki “yerel hata ” olarak adlandinlir. Bu hata
x;den x,,, ’ e kadar (3.3) esitligindeki integrale yaklagirken yapilan hatanin Slgiisiidiir.

O(h;') yerel hatanin mertebesini ifade eder.

e;,,= Y(X;,,)— Y(x,,,) ifadesi ile tanimlanan "e,," ise ( x,,, noktasindaki ) “global hata ”
olarak adlandinhir. Ancak global hata yerel hata gibi sadece x; ’ den x,,, e kadar olan hatay:

degil daha 6ncesini kapsayan tiim hatalan hesaba katan bir 6l¢iidiir. O(h*) global hatanin

mertebesini gosterir (9,13).
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3.1.4. Tek Adimh Metodlar

3.1.4.1. Euler- Cauchy Poligon Metodu

Euler —~Cauchy metodunda x;,, noktasindaki yaklagik Y,

.. deBerini hesaplamak igin
tek adimli metodlarin hepsinde oldugu gibi sadece bir 6nceki Y; yaklagik degeri

kullanihir. Metodun 6nerdigi algoritma;

Yi+l =Yi +hif(xi’Yi) ’ i=1:2’""N'1 (3.4)

seklindedir. Burada h, yerel adim araligidir. Metodun dayandif1 mantik s6yle 6zetlenebilir;
Coziim fonksiyonunun egrisi iizerindeki hesaplanmis bir degeri temsil eden bir nokta

p;(x;,Y;) olsun. Buradan yola gikilarak hesaplanacak olan p;,,(x;,, Y;,) noktas: ile bu

(19

noktay: birlestiren dogru ; “ p;,,” noktast1 “p;” noktasina yaklastinldik¢a, egriye p;
noktasinda gizilen teget ile ¢akisma egilimindedir. Noktalarin yeterince yakin oldugu

varsayilan bir durum i¢in bu dogru teget gibi kabul edilirse ve bu tegetin egiminin de

AY — Yiu—Y;
Ax  x,, —X;

1+ 1

egim=

oldugu ve ayrica herhangi bir egriye bir noktasindan ¢izilen tegetin egiminin de fonksiyonun
o noktadaki tiirev degerine f(x;,Y;) esit oldugu hatirlanmirsa

Y.

i+l

Y- fix,)
X — X

1+ 1

= Y =Y =&, %), YY)

i+l

= Y,=Y+x

I3

-x)f(x;,Y;)

i+l
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= Y, =Y +hflx,Y))

yazilabilir. Son yazilan ifade zaten Euler - Cauchy metodunun énerdigi ifadedir. Bu metodda,
h; ne kadar kiigiik yapilabiliyorsa gergek degerlere o kadar yaklagilmis olunur. (9,13)

3.1.4.2. Diizeltilmis Euler — Cauchy Metodu

Bu metod , standart Euler — Cauchy metodundan ¢ok farkl degildir. Yaklasimdaki
hatay1 azaltabilmek igin

Y, =Y, +hif(x;,Y;)

denklemindeki f(x;,Y;) deBeri yerine, daha iyi sonu¢ verecek olan fix; +-1;—i,Yi+ y)
2
degerini kullanir. Bu deger daha iyi sonug verir, ¢iinkii yalmzca x;ve x,,, noktalan ve

buradaki yaklagik degerler degil; aralarinda bulunan (x; +%) noktasindaki deger de hesaba

katilmigtir. Bu metodda f(x; +%,Y§+ V) ifadesindeki Y. Y degeri yine standart Euler —
2 "/

Cauchy metodu ile asagidaki sekilde bulunur.
Y =Y+ L f(x;,Y,)
il =TT R
Sonugta diizeltilmis Euler — Cauchy metodunun algoritmas:

h.
Y., =Y +hf(x,+—,Y
i+ Yl I(xl 2’ ,.,.%)

=Y, +h,f(x, +%Y +%f(xi,Yi) (3.5)

seklinde olur. (9,13)
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3.1.4.3. Taylor Serisi Metodu

Niimerik metodlarin, bir diferansiyel denkleme ¢oziim olarak, bir aralik boyunca ardigik
olarak h; aralklan ile siralannms N adet x; noktasi igin ¢dziim fonksiyonunun bu noktalara

karsihk gelen yaklagik degerlerini buldugunu belirtmistik. Bu yaklagik degerler de
"Y,"lerdir. "Y,,," degeri ile kastedilen ey ashinda

Y., = Y(x;,,) = Y(x; +h;)
seklindedir.

Ote yandan Taylor serisinin

2 3

y(x +h) = y(x) + hy'(x) + %y”(x) + % y (X)) +...

seklinde oldugu hatirlanirsa

2 3

Y, = Y(x; +h,) = Y(x,) +h,Y'(x;) +h7"-Y"(xi) +I-l3i'—-Y”’(xi) +.9

yazilabilir.

Ayrnca,

Y(x;) =Y,

Y'(x;) =1(x;,Y;)
Y'(x;)=1f1x;,Y;)
Y'(x;) =£"(x;,Y))

yazilabilecegi g6z Oniine alinarak;
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2 3
Y., =Y, +h,-f<xi,Y;)+%f’(xi,m+%f,-f"<xi,Yi)+... (3.6)

yazilabilir. Bu ifade ,hesaplannms bir "Y;"degerinden yola ¢ikilarak bir sonraki
"Y,,,"degerinin nasil hesaplanabilecegini anlatir ki , bu da Taylor serisi metodunun

algoritmasidir. Yalmz burada gézden kagmamasi gereken nokta, metodu uygulayabilmek igin
fx,y)=y’

fonksiyonunun siirekli yiiksek mertebeden tiirevlerinin,
"y ¥,

var olmasinin gerektigidir. Bu metodun sadece ilk iki terim g6z 6niine alinarak uygulanmasi,
standart Euler — Cauchy metoduna karsilik gelir. (9,13)

3.1.4.4. Heun’un Tahmin Edici- Diizeltici Metodu

Bu metod ¢ tahmin etme ™ ve “diizeltme ” adimlarindan olugur. Tahmin etme
adiminda yaklasik "Y;,," degeri Euler — Cauchy metodu ile

Yi(-l(-)l) =Y, +hif(x;,Y))
seklinde hesaplamir. Daha sonra , diizeltme adimmnda "Y,,," degerine asagidaki iterasyonla
adim adim yaklasilir;

(e+1)

Y,

i+t

S V) H YD, 12012

Denemeler gostermistir ki yeterince kiigiik h; adim aralif1 igin bir ya da iki iterasyon ile
yeterince dogruya yakin deger elde edilebilmektedir. (9)
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3.1.4.5. Runge — Kutta Metodlan

3.1.4.5.1. Runge- Kutta Metodlarinin Yapisi

€ 2

Bu metodlar tek adimli metodlarin en dnemlileridirler “m™ inci mertebeden Runge-

Kutta metodunun genel yapisi

Y,

i+l

=Y, +h, D Ak(x;,Y;,h),

=

k, (x,Y,h) = f(x,Y), (3.7)

j-1
k;(x,Y,h)=f(x+ah,Y+h) bk (x,Y,h)),
s=1

seklindedir.

“m” inci mertebeden Runge — Kutta metodu icin m<4 ise yerel hata oram q) -m+1 ve
global hata orani q; =m dir. m)4 olursa global hata oram q;(m olmaya baslar. Bu durum

daha agik olarak agagidaki tabloda goriilmektedir.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

=

1 2 3 4 4 5 6 6 7
Tablo 1.

Runge-Kutta metodlan i¢in metodun mertebesi ve hata oram arasindaki iligki.

m=1 i¢in Runge-Kutta metodu Euler-Cauchy metodu ile esdeger olur. m=2 oldugu
zaman da Heun’un metoduna ve diizeltilmis Euler — Cauchy metoduna karsihk gelir. Yani
bunlar 2. mertebeden Runge — Kutta metodlandir. m=4 oldugu zaman ise ,en gok kullamlan
ve “klasik Runge —Kutta metodu ” olarak bilinen metod elde edilir. (9,13,14,11)




3.1.4.5.2. Klasik Runge — Kutta Metodu( m=4 )

Metodun Algoritmasi
Y, =Y, +h —l—kl +lk2 +lk3 +lk4
6 3 3 6

k, =f(x,,Y,)

k, = f(x, + (), Y, +1,54)

k, = £, + (), Y, + b, K24

k, =f(x; +h,Y; +hk,)
seklindedir.
Bu metot igin hesaplama semas: diger sayfadaki tablodan takip edilebilir.

37

(3.8)



38

X Y ki(x; Yi,hi), i=1,2,3,4 K®
Xo Yo k1=f(Xo,yO) k1
Xothe/2 Yotho(ki/2). ka =f(xo+ho/2, yo + ho (k1/2)) 2k,
Xothe/2 Yotho(k2/2) k3 =f(x0+ho/2, yo + ho (k2/2)) 2k;
Xothg yo+hoks ks =1f(xo0+ho, yo + hoks) kq
X1=Xo+he |Y1=yo+hok® k@ =(1/6)z
X1 Y ki=f(x;,Y1) ki
X1+h/2 Y1+h1(k1/2) k=f(x+h/2,Y;+h (k1/2)) 2k,
x1+hy/2 Yi+h(ky/2) ks=f(x;+h/2,Y;+h (k2/2)) 2k
xi+Hhy Yi+hiks ks=f(x;+h;, Y +hks) ks
X2=x;+h |[Ya=y; +hk" kW= (1/6)
X2 Y ki=f(x2,Y2) ky

Tablo 2.

Klasik Runge-kutta metodu igin hesaplama gemasi.
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Klasik Runge —Kutta metodu hesaplama zamam agisindan (bilgisayar i¢in ) tasarruflu
bir yéntem degildir. Her adim igin kisi, 4 adet fonksiyonel degeri hesaplamak zorundadur.
Ayrica “m” ne kadar biiylik olursa, hesaplama zamam o kadar artacaktir. Buna ragmen
klasik Runge — Kutta metodu harcanan zaman ve buna karsihk elde edilen dogruluk derecesi
bakimindan diger metodlara oranla tercih edilir durumdadar. (9,13,12,11)

3.1.4.5.3. Runge — Kutta Metodlan icin Liste

669 o

'm” inci mertebeden Runge — Kutta metodu igin formiilasyon

Y, =Y, +h(AK, +AK, +..+A_Kk_) (3.9)

seklindedir.

Burada,

k,(x;,Y;,h) =1(x;,Y;)

k,(x;, Y, hy) = f(x; +a,h;,Y; +h;b, k) (3.10)

ki (x;, Y, hy) = f(x; +a5h,, Y, +h;(b; k, +b,,k,))

k. (x;,Y,h,)=1H(x; +a_h,,Y, +h,(b_k, +bk, +...+b k. ;)
dir.




Asagidaki listede Aj,a; ve bjs katsayilan verilmistir.
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miJ A a bjs , s=12,..,m-1 qe Metodun adi
111 1 0 1 Euler-Cauchy
1 0 0 Diizeltilmis
2 2 Euler-Cauchy
2 1 172 |1/2
1 12 0 Heun’un
2 2 metodu

21 12 1 |1

1} 1/6 0

312 273 172 {172 3

3] 1/6 1 -1 2

3. mertebeden

Runge-Kutta I

1 1/4 0

312 0 1/3 |1/3 3

3| 3/4 2310 273

3. mertebeden

Runge-Kutta II
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1/8 0

3/8 173 1 1/3 3/8 formiilii

3/8 2/3 |-1/3 1

1/8 1 |1 -1 1

1/6 0

1/3 12 1 12 Klasik
Runge-Kutta

173 1210 122

1/6 1 0 0 1

1/6 0

(2-V2) 121 12
’ Runge-Kutta-Gill
2+/2) 172 |12 a-y2)/2

6

1/6 1 0 -(v2/2) (+J2)/ 2

1/6 0

0 1/2 1/2
Ingiltere I

4/6 1/2 1/4 1/4

1/6 1 0 -1 2
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25 0
216
0 1/4 1/4 4. mertebeden
Runge-Kutta
1408
— | 3/8 3/32 9/32 Fehlberg
2565
2197 12 | 1932/2197 -(7200/2197)  7296/2197
a0 |
-1/5 1 | 4397216 -8 3680/513 - (845/4104)
16/135 0
0 1/4 Ya
5. mertebeden
Fehlberg
1932/2197 -(7200/2197) 7296/2197
28561756430 | 12/13
1 439/216 -8 3680/519  -(845/4104)
- (9/50)
2755 1/2 | -(8/27) 2 -(3544/2565) 1850/4104 - (11/40)
23/192 0
0 173 1/3
125/192 | 2/5 4/25 6/25
Kutta-Nystré6m
0 1 174 -(12/4) 15/4
-(81/192) | 2/3 6/81 90/81 -(50/81) 8/81
125/192 | 4/5 6/75 36/75 10/75  8/75 0
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31/384 0
0 1/6 1/6
1125/2816| 4/15 4/75 16/75 Runge-Kutta
Fehlberg
9/32 2/3 5/6 -(8/3) 5/2 1
125/768 | 4/5 | -(8/5) 144125 -4 16/25
5/66 1 361/320 -(18/5) 407/128 -(11/80) 55/128
11/120 0
0 1/3 1/3
27/40 2/3 0 2/3
Butcher
240 113 | 112 13 (1/12)
(W15) | 172 (-(1/16)  9/8  -(3/16) -(3/8)
WS) 1120 0 98 83) -(34) 112
117120 1 9/44 -(9/11) 63/44 18/11 0 -(16/11)

Runge-Kutta metodlan igin A, a;, ve bjs katsayilari. (9)

Tablo 3.



3.1.4.5.4. i¢ Ice Gomiilmiis Runge — Kutta Prosediirleri

13 ke

Bu yontem “P” inci ve “q” uncu mertebeden ( genel olarak g=p+1 olur) iki
adet Runge —~ Kutta metodunun, aynt denklem igin ayni noktalarda i¢ ige kullanilmasi esasina
dayamir, Aym nokta i¢in elde edilen iki yaklasik deger adim araligimin efektif kontrolii igin

kullanilabilir. “ P ” inci mertebeden yaklasik degeri Y ve “ q’"uncu mertebeden yaklagik

deperi Y ile gosterirsek; i¢ ice gémiilmiis Runge — Kutta prosediiriiniin algoritmas1 agagidaki
gibi ifade edilebilir. (9,13,11)

p
Y.=Y,+ hiZAjkj

=

— 9
Y=Y, +h ) Ak,

=1

k, =f(x;,Y;)

k, =f{x; +a,h;,Y; +hb,,k,)

*

j~1
k; =f(x, +ah;,Y, + > hb

s=1

k), 1=34,...q

s
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3.1.4.6. Tek Adimh Metodlarin Tutarhhg ve Uyunmu

Baslangi¢ deger problemini ¢ozmeye ¢alisan tek adimli metodlarin algoritmalarim g6z 6niine
alirsak, her prosediiriin asagidaki sekilde ifade edilebilecegini gorebiliriz ;

Y'i+l =Yi +hi(D(xi’Yi’hi) H i=0,1,2,....,N-1 (3.11)

Herhangi bir tek adimh metod @ fonksiyonu ile tek olarak belirlenir. Mesela diizeltilmis

Euler — Cauchy metodu igin

O(x;,Y,,h;)=1f(x; + %’Yi + %i'f(xi ,Y;))

seklindedir.
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m” inci dereceden Runge — Kutta metodu igin ise @ ;

O(x;,Y;,h) =Y Ak, (x;, Y, h;)
=
seklindedir.
Tek adimli bir metod i¢in tammlanmig bir ®(x,Y,h) fonksiyonunu goéz dniine alalim.
Ayrica,

y’(X)=f(X,Y) > y(xo)=YO

baslangi¢ deger probleminin analitik ¢ézlimii y(x) olsun. Bu durumda

1
T E‘(Y(xm) = y(x;)) — ©(x;, y(x;),h;) (3.12)
seklinde tammladigimiz degere x; noktasindaki “kesme hatast ” denir. Ayrica herhangi bir
tek adimli metot i¢in kesme hatalanmin agirhikli toplami
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Yol

i=0

maximum adim araligy hp,,, stfira dogru giderken, sifira dogru kiigiiliiyorsa, yani

h,, -0 = {ihi"ti"}eo ise,

i=0
bu tek adimhi metot “ tutarhidir ” denir. Ya da baska bir deyisle
h..—0 = max ., ﬂlti ||} -0
ise, bu metot tutarhidir denir.

Su ana kadar inceledigimiz biitiin tek adimhi metotlann tutarlh oldugu gosterilebilir. Bir

metot i¢in tutarhlik oram1  o(h}l ) global hata oranina esittir. (9,13)
3.1.4.7. Hata Hesabi1 ve Adim Arah@ Kontrolii

3.1.4.7.1. Hata Hesabi

Y, (x) ve Y:(x), xe [xo,B] noktasinda  "Y" nin

farkh adim araliklani (h ve h) segilerek global hata oram q; olan bir metotla hesaplanmg

iki yaklasik degeri olsunlar. Bu durumda global prosediirsel hatayr asagidaki sekilde

hesaplayabiliriz ;

Y,@-Y;®) (3.13)

R

&y =y(x)- Y, (x) =
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(gYn@r&@)

7~

deferi Y, (x) degerine oranla daha yakm (diizeltilmis) bir deger olur. Simdih = 2hicin

Y, =Y, (0 +e; =

(3.14)

durumu irdeleyelim ;

Y, (x)-Y,, (x) e

e, (x) =~ 2% 1 h
(3.15)

Yh' (X) - 2% Yhz(:); lYZh (X)

olur.

Mesela biz agsagidaki metodlar igin asafidaki sekilde diizeltilmis degerleri h =2h
i¢in elde edebiliriz. (9,13)

3.1.4.7.1.1. Euler —Cauchy Metodu

er (x) = Y, (%)= Yo (%)
(3.16)

Yy (%) =2Y,;° (0) - Yo' (%)
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3.14.7.1.2. Heun’un Metodu ve Diizeltilmis Euler-Cauchy Metodu

e (0 = (%' ()~ YA ()

(3.17)
- 1
Y, (x) = 3(4YhH (x) - Y (X)
3.1.4.7.1.3. Klasik Runge -Kutta Metodu
o ()~ ~= (Y260 - YA (1)
(3.18)

Y00 = T‘S—(le,:“‘ %)~ YR (x))

3.1.4.7.2. Otomatik Adim Arahg Kontrolii ; Baslangic Deger Problemi
icin Uyarlamah Metotlar

Genel olarak, sabit adim aralig: ile hesap yapmak avantajh bir yontem degildir. C6zlim
fonksiyonunun yerel 6zelliklerine gére adim arahfim yerel olarak tayin etmek en uygun ve
Onerilen yontemdir. Mesela kisi ¢6ziim fonksiyonunda kii¢iik degisimlerin oldugu bolgelerde
bagil olarak biiyitk adim aralhig ile gahgabilir ve aym sekilde ¢6ziim fonksiyonunda biiyiik
degisimlerin yagsandigi bdlgelerde de nispeten kiigiik adim aralifn ile g¢alisilmahdir. Hata
hesab1 kullamilarak adim aralifim otomatik olarak tayin etmek miimkiindiir. Bunun igin olasi
durumlar ve bu durumlara iliskin metodlara agagida deginilmistir.

3.1.4.7.2.1. Adim Arahgim Kontrol Etmek I¢cin Metot A

(3.13) denklemi ile tanimlanan hata hesabi1 kullanilarak gu algoritma izlenebilir; adim
aralign “ h” olan her iki adim sonrasinda, yani x,, den 6nce x,’den x.,,’e adim arahigs 2h
alinarak tek adimlik bir hesap daha yapilir. Eger bu iki deger kullamlarak hesaplanan hata
istenen sirn yeterince altinda kaliyorsa ; bir sonraki adim i¢in adim arahig yiikseltilebilir.

Eger hesaplanan hata daha biiylikse, son hesaplanan yarim aralik, tekrar ve bu kez daha diigiik
bir adim arali1 ile hesaplanabilir. (9)
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3.1.4.7.2.2. Adim Arahgm Kontrol Etmek I¢cin Metot B:

Tammlayic1 fonksiyonlann @ ve @ olan iki tane tek adimh ve global hata oranlan q,
ile en az q; olan metodumuz olsun. Bu durumda, Y, yaklasik degerinden yola ¢ikilarak

(x;,,) noktasindaki iki yaklagik deger Y ve Y iki ayn metotla hesaplanabilir. Hata

hesabmin durumuna gére istenirse “h” adim aralign kabul edilir ya da isleme daha kiigiik bir

adim aralif1 ile devam edilir.

Metot B icin 6rnek bir algoritma ;

i) Global hata oranlan gz ve q; olan iki tane tek adimli metot segilmis olsun. Bu
metotlara iligkin tamimlayic1 fonksiyonlar da ® ve @ olsun. Ayrica "Y,"degeri problemin
gercek ¢oziimil olan "y"nin “x,” noktasindaki, “h” adim arahg kullamlarak hesaplanmig

olsun. Bu durumda "x,,," noktasindaki yaklasik deger iki ayn metot tarafindan asagidaki
sekilde hesaplanir;

Y=Y, +h®(x,,Y;,h) , Y=Y, +hd(x,Y,,h)

ve ongoériilen bir hata simin € > 0 igin agagidaki deger hesaplanir.

_ e A
T

ii) Eger s >1 olabiliyorsa Y degeri "x,,," noktasmdaki Y,,, degeri olarak kabul edilir ve

yeni adim aralify
h = min{2;s}h

olarak secilerek sonraki adim igin tekrar “i”ye doniilerek islem yapilir.
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Eger s <1 oluyorsa yeni adim aralif

h= max{-l—; s}h
2

alinarak “i” adim tekrarlanir. (Onceki adim tekrar edilir bu durumda, sonraki adima
gecilmez). Bu algoritmayla adim aralif1 otomatik olarak kontrol edilmis olur. (9)

3.1.5. Cok Adimh Metotlar

3.1.5.1. Cok Adimli Metotlarin Prensibi

Cok adimli metotlar bir x,,, noktasindaki Y,,, yaklasik degerini hesaplamak i¢in,
"s+1" adet daha onceki adimlarda hesaplanmis Y, ,Y;,,..Y,,,Y; degerlerini
kullanirlar. Yani tek adiml metotlardaki gibi  Y,,, degerini hesaplamak i¢in sadece bir
6nceki "Y," degeri ile yetinmezler.

Bu noktada problemimizi yeniden hatirlamakta fayda var. Problemimiz, yani

baslangi¢ defer problemi ; y(x_)=y_ baslangi¢ kosulu igin

¥ () =£(,y) = £, YX)) = £X, ¥, Va1eer o) (3.19)

denkleminin [x_,,B] araligindaki goziimiinii aramaktan ibarettir. Analitik yéntemlerde bu
¢6zim ( yani y(x) fonksiyonu ) [x_s,B] arahifinda integral alinarak bulunur. Ancak

niimerik yontemle yaptigimiz [x_s,B] aralifim

X, <X <an<Xy, =P

- ~a+l

seklinde ve yerel adim aralif

h,=x,,-x,>0 , i=-s-s+1,..,N-s, N>s
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olacak gekilde pargalara bolmektir. Daha sonra da bélintiiniin sinirlarmin her biri ( x,’ler)
i¢in y(x;) nin yaklagik degeri olan Y, yi hesaplamaktir. Tek adimh y6ntemlerde "Y;" yi
hesaplamak igin Y;, degerinin bilinmesi yetmekte idi. Ama ¢ok adimh y6ntemlerde Y,

degerini hesaplamak igin

XX seesX_ppXg s+1 adet

noktalarindaki
y(x;) , i=-s,—s+1,..,0

deBerinin bilinmesi gerekmektedir. Bu degerler, ya problemin bagslangig kosulu olarak
verilmis olmahdir ya da tek adimli bir ydntem ( mesela klasik Runge — Kutta metodu )
kullanilarak yaklagik olarak hesaplanmalidir. Ancak bundan sonra gok adimh hesaplamaya
gegilebilir. Bu degerlerin tiimiine baglangig degerleri diyelim ve bundan boyle bu baglangg

degerlerini

&£,y ) =(x,£5) ., i=-5-5+1,..0

olarak ifade edelim.
Tek denklem igin irdelemeyi siirdiiriirsek problemimizi

y'(x) =1(x,y)

3.20
Y(Xo) =Y, ( )

seklinde ifade edebiliriz. $imdi pargaladigimiz aralik boyunca bir x; noktasmdan bir sonraki

X;,; noktasina kadar olan kisim {izerinde duralim. Bu aralik boyunca gergek ¢6ziim

xTy'(x)dx = fo(x, y)dx (3.21)

X

integrali ile verilir.
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Ayrica temel integral teoreminden
fy’(x)dx = Y(Xi1) — Y(X;) = Yin — i (3.22)

yazilabilir.

= xTy'(x)dx = fo(x, y)dx

Xin

Yin—¥i = [fx,y)dx

X

Xia1

Yin = ¥i+ [ y)dx (3.23)

X

elde edilir.

Simdi bu ifadeye yaklagmaya calisan ¢ok adimh metotlardan birkagin inceleyelim. (9,13)
3.1.5.2 Adams-Bashforth Metodu
Bu metod, yaklagim i¢in agagidaki formiilii onerir ;

Y, =Y, +af, +bf,_, +cf_, +... (3.24)

i-!

burada f; =f(x;,y;) dir. Daha 6nce de deginildigi gibi bu metodu kullanmak igin
f, =f,,f_,,..degerleri bilinmeli ya da bilinmiyorsa bir tek adimli metot yardimiyla

hesaplanmahdir. Egit adim aralif1 i¢in 6rnegin 5.mertebeden Adams-Bashforth formiilii

Y, =Y, +—L[1901, - 2774f,
720

i-1

+2616f,_, ~1274f, , +251f,_,

seklindedir.
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Simdi de bu formiillerde kullamlan a, b, ¢, d, katsayillarinin nasil hesaplandigim
inceleyelim. Bunun igin

X,

oy o+ |
Yia =¥i + f (x, y(x))dx (3.25)

denklemindeki integrale agagidaki sekilde yaklagalim.

X

e, y()dx ~ blaf, +bE, ., +cf, , +df, , +ef, ] (3.26)

n-1
X

isleme devam ederken x, =0 ve h=1 almamiz a,b,c,d,e katsayilariin hesab: agisindan

genellemede herhangi bir kayiba sebep olmaz. Simdi katsayilan hesaplamak igin agagidaki

polinomlan baz alinz ;

P,(x)=1

P(x)=x

P,(x) =x(x+1) (3.27)
P,(x)=x(x+1)(x+2)

P,(x)=x(x+1)(x+2)(x+3)

5. mertebeden Adams-Boshforth metodunu inceledigimiz igin 5 adet polinom aldik .Simdi bu

polinomlan tek tek
1
IP,, (x)dx = aP, (0) + bP,(~1) + cP,(-2) + dP,(-3) +eP,(-4) - (3.28)
0

denkleminde yerine koyalim. Bu durumda katsayilar i¢in sonraki sayfamn bagindaki 5

denklemi elde ederiz.
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a+b+c+d+e=1

—b—20—3d—4e=l
2

2c+6d+12e=% (3.29)

—6d—24e=—9—
4

24e = 21
30

5 bilinmeyen katsayr bu 5 denklem yardim ile ¢6ziiliir ve bdylece 5. mertebe Adams-
Bashforth formiiliiniin katsayilan elde edilir. Bu katsayilar1 elde etmek i¢in kullanilan bu
yontem 5. mertebeye 6zgii bir yontem degildir. Herhangi bir mertebeden Adams-Bashforth
formiiliiniin katsayillar1 aym prosediirle, polinom sayisi uygun segilerek bulunur. Adams—

Bashforth metodunun degisik mertebeleri igin birkag formiil asagida verilmistir. (9,13)

4 .Mertebe
h
Y,, =Y, [55f —59f_ +37f,_, -9f_,]
24
i=0,1,2,...n—4 (3.30)
5.Mertebe
Y., =Y+ '7}210 [1901f; —2774f,_, +2616f,, —1274f,_, + 251f,_,]
(3.31)
i=0,1,2,..,n-5
6.Mertebe
h
Y. =Y+ 1440 [4277f, - 7923f,_, +9982f,_, — 7298f, , + 2877f, , — 475f, ] (3.32)

i=0,1,2,..,n-6
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7.Mertebe

Y., =Y, +~60280[l98721fi - 447288, , +705549f, , ~ 688256f, , +4071397, ,

3
-1343472f, , +19087f, ] (3.33)

i=0,1,2,...,n-7
3.1.5.3. Adams-Moulton Tahmin Edici Diizeltici Metodu

Bu metod Adams Bashforth metodunu bir adim &teye tagir ve yaptigi manipiilasyon
ile Adams-Bashforth metodu ile hesaplanan bir Y,,, yaklasik degerini daha iyiye dogru

geligtirir; yani “diizeltir”. Metodun Adams-Bashforth metodunda yaptifi manipiilasyon,
formiilasyonu agagidaki sekilde degistirmektedir.

Y, =Y, +af,, +bf +cf_ +df_, +..... (3.34)

Burada manipulasyon denklemdeki "f' degerlerinin “Adams - Bashforth ”

metodunda oldugu gibi "f;" den baglamayip "f," deBerinden baslamasidir. Ancak bu
durum bir terim eklemekten daha karmagik bir sonuca yol agmaktadir, glinkii "f,,," ya da
bagka bir deyisle "f(x;,,,Y )" terimini hesaplamak i¢in Y;,, degerine ihtiya¢ vardir. Yani bu
onceki ve hesaplanmus bir deger degildir ve bu da denklemin sag tarafinda da, sol tarafinda

da hesaplanmas: amaglanan “Y,,,” degerinin i¢erilmesi demektir.

Bu problem Adams-Moulton metodu tarafindan gsu sekilde asilmigtir.
f,,, =f(x,,,,Y,,,) degerini hesaplamak i¢in gerekli Y,,, degeri, yaklasik olarak énce Adams-
Bashforth metodu ile hesaplanir. Hesaplanan bu yaklagik degeri Y;,, ile gésterelim. Bu
asamaya kadar olan kisim “tahmin etme” adimdir.

Daha sonra Y;, degeri f,, =f(x,,,Y,,) ifadesinde yerine konularak f

i terimi

hesaplamr. Sonra bu terim baglangigta verilen Adams-Moulton formiiliinde yerine konularak
Y® degeri hesaplamr ki bu adim da diizeltme adimidir. Ancak diizeltme adim burada

i+t

durmaz ve Y degerini kullanarak yeniden yeni bir f,,, degeri hesaplar. Ardindan bu degeri
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yine Adams-Moulton formiilinde kullanarak Y degerini hesaplar. Ashnda bu diizeltme
islemi bu sekilde daha da ileriye gotiiriilebilir; ancak bu kadart genelde yeterlidir ve son
hesaplanan deger olan Y% degeri x,, noktasinda yaklagilmaya cahsilan gergek Yia
degerine yeterince yakindir. Degisik mertebelerden birkag Adams-Moulton formiilii asagida
verilmigtir.

5. mertebe:
Y, =Y, +.71210 [251f,,, + 646f, - 264f,_, +106f,_, —19f,_,] (3.35)
6. mertebe:
Y, =Y + .141;0 [475f,,, +1427f, - 798f, , + 482f, , —173f, , +27f,_,] (3.36)
7. mertebe:
h

Y. =Y + 19087f... +65112f. —46461f. , +37504f.

i+l i 60480[ i+1 i i-1 i-2 (337)

-20211£,, + 6312f, , —863f,_,]

Adams-Moulton metodu igin algoritmay: daha agik ifade eden bir hesaplama semast
sonraki sayfada verilmigtir. (9)



1 x; [ =YX) |, =1x;)
Bl X, | Y=y, | £,
Bagslangig -2 X Y—2 f'z
degerleri X4 Y_1 f_l
-1
X
0 0 YO fO
Adams-Bashforth
metodu ile 1 X, YI(O) f(xl ; YI(O) )
Talunin
Adams-Moulton |1 | X, Y(l) f(X Y(l))
1 1> ~1
metodu ile )
gizetme 1] X1 |YO =Y, [{x,Y)
Adams-Bashforth
metodu ile 2 X, Y2(0) f(X2 ; YZ(O))
tahmin
Adams-Moulton |2 X, Y(l)
2
metodu ile f( 0))
x,,Y,")
2
diizeltme 2 X, Yz( ) = Yz 2272

Tablo 4.

Adams Moulton metodu i¢in hesaplama semasi

57
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3.1.6. Kararhihk

Su ana kadar inceledigimiz y6ntemlerin hepsi baslangi¢ deger problemine niimerik
gbziim olarak [x,,B] integral arahgmm x, <X, <X, <..<x, =B boliintiisiiniin her aynk
X;(0<i<n) noktasi igin y(x;) =y, ger¢ek ¢oziim degerine yaklasan Y(x,) =Y, yaklasik
degerini 6nermektedirler. Bu yontemlerin hepsi i¢in , h_,, — 0 durumunda Y; — y; oldugu
ispatlanabilir. Bu durum kararhilik igin olmasi gereken bir kriter sayilabilse bile; yine de
herhangi bir yontemin kararhilifim tek bagina garanti etmez. Karahlik {izerine daha detayh bir
inceleme yapmahyiz.

Ise kararlihg tamimlamakla baglayabiliriz; eger hesaplamamn herhangi bir adimina
eslik eden hata, ard1 sira devam eden adimlarda artig gdstermiyorsa, s6z konusu algoritma
“kararhdir” denir. Eger hata sinirsiz olarak biiyiiyorsa bu durumda da algoritma kararsizdir
denir.

Kararsizlik, ¢oziilmeye ¢ahsilan denklemin kendisinden ya da segilen algoritmadan
kaynaklanabilir. Birinci durumda kararsizlik diferansiyel denklemin tammladigi fiziksel
ozellikten kaynaklamr. ikinci durumda ise kararsizliktan, daha uygun bir algoritma segilerek
sakimlabilir.

Diferansiyel denklemin kararlilig:

Y =1xy) , ¥X) =Y, (3.38)

baglangi¢ deger probleminin ¢dziimii olan fonksiyon y olsun. U ise y ile aym diferansiyel
denklemi saglayan ve y ye ¢ok yakin bir fonksiyon olsun. U i¢in baslangi¢ kosulunun y ye
gore ¢ok az degisik oldugunu varsayalim. (Bu durum, mesela y, in niimerik bir yontemle

yaklagik olarak hesaplanmasindan kaynaklanabilir). Bu durumda U yu

U(x) = y(x) + en(x)

seklinde ifade edebiliriz. Buradaki 7 “hata fonksiyonu” adim alir, € ise 0 <& <<1 olacak
. sekilde bir parametredir. n asagidaki “diferansiyel varyasyonel denklem”i saglar;

n'=£n
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f, = C =sabit varsayim altinda bu denklemin ¢6ziimii

c(x—x,)

n(x) =nee > MXe) =M,
seklindedir. Eger c<0 ise n(x) , x arthk¢a azalir. Bu durumda diferansiyel denklem
kararlidir. Aksi halde kararsizdir. Kararh bir diferansiyel denklem igin farkhh baslangic
kogullarina iligkin ¢oziimler arasindaki fark x’in artigiyla birlikte azalir; dolayisiyla mesela

herhangi bir noktada niimerik metodun yaptif1 hata ilerleyen adimlarda azalma egiliminde
olur. (13,9,10)

3.1.7. Uygun Metot Se¢cimi

Su ana kadar irdelenen higbir metodun her problem igin diger tiim metotlara oranla her
agidan iyi oldugunu ya da optimal oldugunu sdylemek miimkiin degildir. Ayrica burada,
problemi girdiginiz zaman size en optimal metodu kesin olarak verebilecek bir formiil ya da
bir algoritma veya bir kesin kriter de yoktur. Her metodun kendine gére avantajlar1 ve
dezavantajlar1 vardir ve kisi bunlan irdeleyip, her problemin kendi yapisina uygun metodu ,o
probleme &zel olarak tayin etmelidir. Bu durumda biitlin yapilacak olan ydntemlerin

avantajlarim ve dezavantajlarim siralamaya ¢alismaktir. $imdi bunu yapmaya ¢alisalim ;

Tek Adimh Metotlar:

Bu metotlan temsilen klasik Runge —-Kutta metodu g6z 6niine alinmugtir.

Avantajlan:

Ayn bir baglangi¢ metoduna ihtiyag duymaz kendi kendine yeter. Baslamak i¢in, sabit
yerel hata oram O(h®) vardir, islenmesi kolaydir, otomatik adim araligx kontrolii kolaylikla

uygulanabilir.

Dezavantajlan

Her adim 4 adet fonksiyonel degerin hesaplanmasim gerektirir.
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Ekstrapolasyon Metodu:

Avantajlan

Baglamak i¢in kendi kendine yeterlidir, hata oram sabit degildir.

Dezavantajlan
Her adim i¢in dikkate deger bir hesaplama zamam gerektirir.

Cok Adimh Metodlar:

Avantajlan

Genel olarak, her adim yalmzca iki ya da ii¢ fonksiyonel hesaplamaya ihtiya¢ duyar,
keyfi diizeyde yiiksek mertebeden denklemlere kolayhkla uygulanabilir.

Dezavantajlan

Baglangi¢ i¢in kendine yeterli degildir. Baglangi¢ degerlerinin herhangi bagka bir

metodla hesaplanmasina ya da bu degerlerin verilmesine ihtiyag duyar.

Adim aralign kontrolii miimkiin olmasmma ragmen g¢ofu zaman adim aralifinin
degismesi baslangi¢ degerlerinin yeniden hesaplamasim gerektirir. (9,10)
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3.2. FORTRAN (FORmula TRANslation) Programlama Dili

Bu programlama dili 1950 lerin sonunda IBM tarafindan geligtirildi. Bu dil,
programcilarin hesaplamalan matematiksel ifadeler seklinde tamimlayabilmelerini saglayan
ilk ana programlama dilidir.

Mikroislemcinin programlama komutlan ile

seklinde kalabalik dil talimatlan kullamlarak yazilmas1 gereken bir islem zincirini,
FORTRAN programcilarn

D=(A+B)*C

seklinde, orjinal matematiksel ifadeye oldukga paralel bir sekilde ifade edebilme olanagina
kavusmuglardir (burada * sembolii ¢arpma islemine karsilik gelir).

Bilgisayarlar en temel anlamda mikroislemcilerinin elektronik devre konfigiirasyonlar
ile tamyabilir hale geldigi, ortalama birka¢ yiiz adet, makine dilinde ( O lar ve 1 ler
kullanilarak) yazilabilen komutlar ile idare edilirler ve bunun 6tesine gegebilmek miimkiin
degildir. Mesela yukanidaki ilk ifadeler mikroiglemci tarafindan uygulanabilir olan yiikle
(LOAD), topla (ADD) gibi komutlardir. Ancak tabii ki yukanda yazildiklan halleri ile
mikroiglemci tarafindan algilanamazlar; bu komutlarin her birinin ikili tabanda 0 ve 1 ‘lerle
ifade edilen sayisal karsibklan vardir. Ancak bilgisayara kendi segtigi islem zincirlerini
uygulamak isteyen her kisi (yani programcilar) bu karmagik, hataya agik ve denetlemesi
olduk¢a zor makine dili komutlar1 ve programlan ile ugrasmak zorunda kalmamahdir. Iste
programlama dillerinin hepsinin olusturulmasim saglayan neden budur.
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Her programlama dili, kabaca ‘insan’ ile ‘iglemci’ arasinda bir terciiman olarak gorev
yapar. Genellikle ingilizce ve matematik terimleri kullamilarak yazilan ifadeler biitiinii olan
program, programlama dilinin derleyicisi tarafindan islemcinin algilayabilecegi makine dili
programa donigtiiriilir. Yani ashnda programlama dilinin kendisi, bu déniistiirme islemini
yapan bir programdir.

FORTRAN’1n bir ¢ok versiyonu ¢ikmistir. Bunlanin en énemlileri FORTRAN IV
(USASI Standart FORTRAN, 1966) ve FORTRAN 77 (ANSI FORTRAN , 1977) ° dir.
Asagida basit bir FORTRAN IV programi goriilmektedir.

C 1-100 arasi sayilarin toplamini
C bulan Fortran IV programi
INTEGER I, TOPLAM
TOPLAM=0
DO 301=1,100
30 TOPLAM=TOPLAM+I
WRITE(6,20) TOPLAM
20 FORMAT(1X,15)
STOP
END

Yorumlar siitun 1 de ki C ile baglar ve bu satirlar derleyici tarafindan derlenmezler.
Ashnda programin pargasi da degillerdir. Sadece, programcinin program ile ugragirken igini
kolaylastirabilecek ipuglarim ya da programi tanitici bilgileri yazabilmesi i¢in kullanilabilecek
bolgelerdir.

Diger tiim ifadeler 7’inci siitun ya da daha 6tesinden baglarlar. Bunun yamsira 2-5
no’lu siitunlarda baz1 sayilar bulunabilir. Siitun 6 da ise bogluk birakilmamig herhangi bir
satir, bir list satirdaki ifadenin devamu olarak algilanir.

Ornekteki FORMAT ifadesi, ¢iktnin tek bir bogluktan ve onu takip eden 5 karakterlik
yer isgal eden bir tam sayidan olustuBunu belirtir. Bogluk gergekte basilmaz. WRITE
ifadesindeki 6 sayisi da yaziciy: ifade eder (eski IBM bilgisayar mimarisinden bir kalint:).

FORTRAN degiskenlerinin isimleri 6 basamaga kadar harf ya da sayidan olugabilir;
ilk karakter bir harf olmahdir. Degiskenler INTEGER (tamsay1), REAL (ondalik say1),
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DOUBLE PRECISION (ondalik say1 ancak daha fazla bitle daha hassas deger tutmak igin),
COMPLEX (karmagik say1), LOGICAL (mantiksal Boolean) ya da (FORTRAN 77 ‘de )
CHARACTER (karakter) olarak tamimlanabilirler. Eger bir degisken tanimlanmamigsa , ads,
L J,K, L, M yadaN ile bagladif: takdirde bir tamsay1; aksi takdirde kesirli say1 olarak kabul
edilir.

FORTRAN 1V ile karsilagtinldiginda FORTRAN 77 ‘nin daha karmagik d6ngii ve
blok IF-THEN-ELSE komutlarina sahip oldugunu ve karakter islemeye yonelik daha fazla
komutunun bulundugunu gorebiliriz. (15)

3.3. Bloch Denklemlerinin Niimerik Coziimiinii Yapan Fortran Program

Program olusturulurken, Bloch denklemlerini ¢ozmek i¢in niimerik ydntem olarak,
klasik Runge — Kutta metodu olarak da bilinen 4. mertebeden Runge — Kutta metodu
kullamlmgtir.

Program, bir ana (¢agric1) program ve bir alt programdan olusur. Ana program,
metodun gerektirdigi 4 adet k;, kj, k3,k4 degerini hesaplamak i¢in her seferinde alt programm
caginr. Alt program standart bir islem zincirini belli parametrelere uygular. Ana program alt
programu her c¢aginisindan 6nce alt programin kullanacag: parametrelere iligkin gerekli
diizenlemeyi yapar ve alt programin isleyisi bittikten sonra hesaplanan degerlerin uygun
sekilde igler.

Bilindigi tizere Bloch denklemleri 3 adet diferansiyel denklemden olusur. Program, 3
denklemi bagimsiz olarak ¢dzmeye ¢aligan 6zdes islem zincirlerinin es zamanh yiiriitiilmesi
esasina dayanarak, kullandigi niimerik yéntemi iigli bir denklem takimina uygulamigtir.
Dolayistyla, ¢6ziimiin her adim igin programin hesaplamaya ihtiyag duydugu parametre
sayist 4 den (k;, ki, k3,ks ) 12’ye yiikselmistir. Bu nedenle hesaplama zamam ii¢ katina
cikmistir.

Miknatislanma vektoriiniin ii¢ bilesenine iligkin denklemlerin her biri igin ayn bir
adim arahg kullamlmamigtir. Bunun yerine, ii¢ denklem igin gereken farkli adim araliklarnin
en kii¢iigii tic denklem i¢in ortak adim arahi olarak ahnmugtir.

Program yapilirken, FORTRAN 77’de olup FORTRAN IV’te olmayan IF-THEN-
ELSE yapilan oldukga ige yaramig ve siklikla kullanilmagtir.

Programin baginda 6zellikle adim aralifinin degeri tizerinde durulmus ve programin
kendi i¢inde gerekli adim aralifn hesaplanmgtir. Daha sonra bu adim arahg kullamlarak
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program 1000000 adim isleyecek sekilde tasarlanmistir. Bu noktadan sonra program
kullaniciya baglangigtan itibaren hangi ana kadar hesaplamanin yapildifim ve bu zamanm T1
ve T2’ nin % kagma kadar bir dilim oldugunu bildirir. Daha sonra bu periyot boyunca
hesaplanmig yaklasik degerleri gérmek isteyip istemedigini sorar. Eger istenirse bu zaman
dilimi igerisindeki herhangi bir an yazilarak, miknatislanma vektoriiniin bilegenlerinin o ana
iligkin degerleri (yani Bloch denklemlerinin ¢6ziimleri) gériilebilir. Ancak kullanic1 bu zaman
dilimindeki degerlerle ilgilenmek istemeyip; bir sonraki periyot i¢in hesaplamamn devam
etmesini saglayabilir. Bu y6ndeki istegi her asamada program tarafindan kullaniciya sorulur.
Kullamc: bunu istediginde, énceki periyodun hesaplanan son degerleri ve bunlara iliskin
zaman baglangi¢ alinarak aym: adim aralif1 ile yeni bir 1000000 deger i¢in daha hesaplama
yapilir. Ve tiim islemler aym sekilde bu ve daha sonraki periyotlar i¢in devam eder.

Program durdurulmak istendiginde sonug¢larin gériilmek istendigi zaman degeri olarak
negatif bir say1 girilir. Program baslangic am olarak t=0 anim1 kullanmaktadur.

Herhangi bir periyoda iligkin hesap yapildiginda, yalmzca o periyoda iligkin degerler
goriintiilenebilir, 6ncesine dénmek miimkiin degildir. Gerekli durumlarda program durdurulup
aym degerler girilerek yeniden ¢aligtiriimalidir.
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BOLUM 4.

SONUCLAR VE TARTISMA

Bloch denklemlerini ¢6zmek ig¢in niimerik yontem olarak ‘klasik Runge-Kutta
metodu’ olarak da bilinen 4. mertebeden Runge-Kutta metodu kullanilmigtir. Bu metot Bloch
denklemleri gibi baglangic deger problemleri i¢in olduk¢a iyi sonu¢ vermesinin yaninda,
kolay programlanabilir olmasmnin da getirdigi avantaj diigtiniilerek se¢ilmistir. Bu metot,
yazilan programda da goriildiigii gibi, tek bir altprogram kullamlarak programlanabilmektedir.
Bir ¢ok problemin ¢6ziimiinde oldukga popiiler oldugu séylenebilecek bu metot, bizim
problemimiz olan ‘Bloch denklemleri’ igin de uygun metot olarak diigiintilmiistiir.

Bu metodun iglenecegi programlama dili olarak da FORTRAN 77 segilmistir. - Ciinkii
en temel ve bilimsel altyapiya en uygun programlama dili (daha ¢ok matematikgilerin,
fizik¢ilerin ve miihendislerin kullandif1 dil) FORTRAN programlama dilidir.

Giiniimiizde daha geligkin gorsel 6zelliklere (grafik arabirimleri, li¢ boyutlu gizimler
gibi) sahip programlama dilleri bulunmasina ragmen, programciya en az esneklik tammasi
itibar1 ile kullammu en zor programlama dili olan FORTRAN, programciy1 bilgisayar kurallan
ile diger dillere oranla daha ¢ok kusatip, bilgisayarin siirlanm en g¢ok hissettiren
programlama dili olma $zelligini tagir. Bu 6zelligi nedeni ile programcilarin (6zellikle yogun
matematik ve hesaplamalarla ilgilenen programcilarin) baslangig olarak FORTRAN’1
segmeleri tavsiye edilir. FORTRAN" kullanmay1 6grendikten sonra diger dilleri kullanmaya
baglayan bir programci, bilgisayarin ¢aligma prensiplerini ve programlama mantigim en iyi
sekilde kavrama olasiifin arttirtr. Tiim bu nedenler g6z 6niine alinarak Bloch denklemlerinin
¢Oziimiinii veren programi yazmak igin FORTRAN 77 programlama dili segilmigtir. Bu
segimin olugturacag: altyapinin iizerine, ileride daha gelismis gesitli simiilasyon programlari
olusturmak miimkiin olabilecektir.

Bloch denklemlerinin ¢6ziimii i¢in se¢ilen 4. mertebeden Runge-Kutta algoritmasi Ek1
deki programin tam dokiimiinde goriildiigli sekildle FORTRAN 77 programlama dilinde
islenmigtir,

Temel ¢6ziim algoritmasina, yani klasik Runge-Kutta metoduna ek olarak, metodun
ihtiyag duydugu uygun adim arahifim, programa baglangigta girilen degerlere uygun olacak
sekilde tespit eden bir algoritma gelistirilip programa eklenmistir. Bu algoritmamin 6zii, adim
aralif kiigiildiikge dogruluk derecesinin her zaman artacag diigiincesine dayamr. Ancak,
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kolayca tahmin edilebilecegi gibi adim araligim keyfi olarak istedigimiz kadar kiiciiltmek
miimkiin degildir. Ciinkii eger bu yapilirsa hesaplama zamam tahammiil edilemeyecek kadar
artar ve buna karsilik elde edilen sonuglanin dogruluk derecesi dikkate degecek olgiide
artmayabilir. Bu nedenle hatay: yeterince (istenilen oranda) kiigiilten ancak hesaplama zamam
yoniinden de tasarruflu davranan optimal bir adim arahif: tespit etmek programn Kalitesi
agisindan zorunlu hale gelmektedir.

Olusturulan programda adim araliimin tespiti igin kullamlan algoritma su sekildedir;
once belli bir adim arahg: degeri igin tek bir adim atilarak ilk yaklagik deger hesaplamr. Sonra
baga doniiliip adim arahify yanya diigiiriilerek aym nokta igin yaklasik deger, bu kez iki adim
atilarak hesaplamir. iki farkh adim arahgiyla aym nokta igin hesaplanan bu iki deger
kiyaslanir. Eger adim aralifim yanya diislirmekle olusan fark belli bir oramin (bizim
yaptigimiz program igin % 0.1) altinda kaliyor ise bu durumda adim arahigmin yariya
diismemis degeri (tek adimda hesap yapmak i¢in kullanmilan) uygun bir degerdir ve bu adim
arahgim daha da kiigiiltmenin bir anlam yoktur. Ancak eger fark oramn iistiinde ise bu kez
adim arahf1 yanya digiiriiliir ve basa doniiliip aym prosediir bu kez yarim aralifina
uygulanir. Bu isiem zinciri, aradaki fark istenilen oranin altina diigiinceye kadar adim arah:
kiigiiltiilerek stirer. Sonugta uygun adim aralii, gereginden fazla kiigiiltiilmeden bu yolla
tespit edilir.

Bloch denklemlerinin analitik ve niimerik yolla yapilan ¢ziimlerini irdeleyerek her iki
temel yontem igin birtakim genel yargilara varabiliriz. S6yle ki; Bloch denklemlerini analitik
yolla ¢6zmek istedigimizde, sonuca 6zel bir varsayim altinda ulasabilmekteyiz. Bu varsayim,
spin sisteminin doéner koordinatlarda kararli duruma ulastif1 yani miknatislanma vektdriiniin
kutuplanmasinin ve z'dogrultusundan sapmasinin ¢ok yavag oldugu varsayimdir. Buna gore
denklemler;

= =—Z2 =0 yazlarak ¢6ziilebilmektedir.

Niimerik yontemle ¢oziime gidebilmek i¢in bu varsayimlara ihtiyag duyulmamaktadir.
Dolayisiyla analitik ¢6ziim i¢in gegerli varsayimin saglanamadify araliklarda analitik ¢6ziim
sonug vermez iken, niimerik yontemle yapilan ¢6ziim hala etkinligini siirdiirmekte ve sonug
verebilmektedir.




67

Ayrica ¢oziimii ¢ok fazla zaman alabilecek, ¢ok zor olabilecek ya da ¢ok fazla deger
ve parametre igeren bir denklem grubunun temsil ettigi bir deneyi laboratuarda, ancak siirh
sayida degerle ve uzun siiren Glgiimlerle gergeklestirebilirken; s6z konusu denklemleri bir
niimerik y6ntem aracilifiyla bilgisayara isleyerek bir deney simiilasyon programi
olugturuldugunda, aragtirmaci tarafindan denetlenmesi imkansiz gibi goriinen bir veri y1gimini,
bilgisayarin sundugu olanaklar1 kullanarak ¢ok degisik agilardan aym anda denetlemek ve
iglemek miimkiin olabilmektedir.

Biitiin bunlara ek olarak, ger¢ek bir deneyde belki de asla ulasamayacafimiz baz
parametre degerlerini (6rnegin: 100 Tesla’lik bir magnetik alan degeri ya da 0.94 ¢ hizinda
giden bir gemi gibi) simiilasyon programi sayesinde test etmek ve sonuglar gézlemek
oldukga kolaydir.

NMR spektrometresi ile yapilan bir deneyde magnetik sistem tizerine uygulanan RF
(Radyo Frekans) alani 90°-180° atmast uygulanip kesildikten sonra miknatislanma vektériiniin
My, My ve M, bilesenleri incelenmektedir. Standart bir NMR deneyinde ortalama 10-15
parametre girilebilinirken; ayn1 deneyi simiile eden bir programda bdyle bir sinir sézkonusu
degildir.

Ancak niimerik yoéntem kullanmanin belli bazi dezavantajlan da ¢6ziim boyunca
kendini hissettirmigtir. Bunlardan ilki, ¢6ziimiin dogruluk derecesinin kiiciik de olsa niimerik
yontemin kullamlmasina paralel azalmasidir. Ikincisi ise, birinci stkintiyn gidermek igin
uygulanan en etkili yontem olan adim araligimmn kiigiiltiilmesi durumunda, hesaplanma
zamamnn oldukg¢a uzayabilir olmasidir.

Sonug olarak, Bloch denklemleri gibi analitik ¢6ziimii yapilabilen denklemler igin
aym siddette olmasa bile; ¢oziimii ¢ok zor yapilabilen hatta hi¢ yapilamayan problemler i¢in
niimerik yontemlerin ve bilgisayar destekli ¢6ziimiin géz ardi edilemez bir alternatif oldugu
sOylenebilir.

Bu ¢alismada, sonu¢ olarak, genis ¢aph bir simiilasyon program: olusturmaya dogru
gidebilecek bir yolun altyapisi hazirlanmig, ayrica heniiz ¢6ziilememis bir takim problemlere

niimerik yaklagimlarla ¢6ziim aranabilecek bir platform saglanabilecegi diistintilmiigtiir..
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EK-1 : BLOCH Denklemlerinin Coéziimiinii Veren FORTRAN Programi

a0 0000000000000 00600a0n

Bu program bir magnetik alan i¢indeki magnetizasyon
(miknatislanma) vektoriiniin zamanla degisimini tamimlayan ve
NMR'"1n temel denklerinden olan BLOCH denklemlerinin ¢6ziimlerini
verir.

Program, bir baslangi¢ deger problemi érnegi olan ve BLOCH
denklemleri olarak bilinen diferansiyel denklem takimmm ¢ézmek
icin niimerik yontem olarak 4. mertebeden RUNGE-KUTTA metodunu
kullanmmgstir.

Program ayrica baslangicta otomatik uygun adim aralign segmektedir.
Prpogramn istedigi parametreler (girdileri): Miknatislanma vektoriiniin
baslangi¢ degerini tamimlayan ii¢ bilesen (Mx, My,Mz); jiromagnetik oran (G);
relaksasyon zamanlan (T1,T2); uygulanan sabit magnetik alanm siddeti(Bo)
ve uygulanan doner magnetik alanin siddetidir.

Programn kendi i¢inde hesapladify parametre, niimerik yontem icin
kullanmilan adim arahgidir (H).

Programn verdigi sonuglar ise (¢iktilar), istenen bir ana iligkin

miknatislanma vektdriiniin bilesenlerinin degerleridir (Mx,My,Mz).

not: Program sonlandirmak icin negatif bir zaman degeri girmek yeterlidir.

CHARACTER CHA*1
DIMENSION X(1000000),Y(1000000),Z(1000000)

DOUBLE PRECISION X,Y,Z

WRITE(*,*)'BASLANGIC DEGERLERINi GiRiNiZ : Mx,My,Mz'
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READ(*,*)X(1),Y(1),Z(1)

TN=0
H=0.001
TTN=TN

XMAX=X(1)
XMIN=X(1)
YMAX=Y(1)
YMIN=Y(1)
ZMAX=Z(1)
ZMIN=Z(1)

WRITE(*,*)'JIROMAGNETiIK ORANI GiRiNiZ : G'
READ(*,*)G

WRITE(*,*)'SABIiT VE DEGIiSKEN MAGNETiIK ALAN SiDDETLERINi

GiRINiZ : Bo, Brf

15

READ(*,*)BZ,BX

WRITE(*,*)'RELAKSASYON SABIiTLERINi GiRiNiZ : T1,T2'

READ(*,*)T1,T2

Z0=Z(1)

H=H/2

DO 30 N=1,2

XN=X(N)

YN=Y(N)
ZN=Z(N)
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CALL FNIL(H,TN,G,BZ,BX,T1,T2,XN,YN,ZN,XK,YK,ZK)

XK1=XK
YK1=YK
ZK1=ZK

TN=TN+H/2

XN=X(N)}+H*(XK1/2)
YN=Y(N)+H*(YK1/2)
ZN=Z(N)+H*(ZK1/2)

CALL FNIL(H,TN,G,BZ,BX,T1,T2,XN,YN,ZN,XK,YK,ZK)

XK2=XK
YK2=YK
ZK2=7K

XN=X(N)+H*(XK2/2)
YN=Y(N)+H*(YK2/2)
ZN=Z(N)}+H*(ZK2/2)

CALL FNIL(H,TN,G,BZ,BX,T1,T2,XN,YN,ZN,XK,YK,ZK)

XK3=XK
YK3=YK
ZK3=ZK

TN=TN+H/2

XN=X(N)+H*XK3
YN=Y(N)+H*YK3
ZN=Z(N)}+H*ZK3



CALL FNIL(H,TN,G,BZ,BX,T1,T2,XN,YN,ZN,XK,YK,ZK)

XK4=XK
YK4=YK
ZK4=ZK

X(N+1)=X(N)+(H*(XK1+2*XK2+2*XK3+XK4))/6
Y(N+1)=Y(N)+(H*(YK142* YK2+2* YK 3+ YK4))/6
Z(N+1)=Z(N)+(H*(ZK1+2*ZK2+2*ZK3+ZK4))/6

30 CONTINUE

C*****************************************************

H=2*H
N=1
TN=TTN
XN=X(N)
YN=Y(N)
ZN=Z(N)

CALL FNIL(H,TN,G,BZ,BX,T1,T2,XN,YN,ZN,XK,YK,ZK)

XK1=XK
YKI1=YK
ZK1=ZK

TN=TN+H/2

XN=X(N)+H*(XK1)/2
YN=Y(N)+H*(YK1)/2
ZN=Z(N)}+H*(ZK1)/2

CALL FNIL(H,TN,G,BZ,BX,T1,T2,XN,YN,ZN,XK,YK,ZK)

71
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XK2=XK
YK2=YK
ZK2=7ZK

XN=X(N)+H*(XK2/2)
YN=Y(N)+H*(YK2/2)
ZN=Z(N)+H*(ZK2/2)

CALL FNIL(H,TN,G,BZ,BX,T1,T2,XN,YN,ZN,XK,YK,ZK)

XK3=XK
YK3=YK
ZK3=ZK

TN=TN+H/2

XN=X(N)+H*XK3
YN=Y(N)+H*YK3
ZN=Z(N)+H*ZK3

CALL FNIL(H,TN,G,BZ,BX,T1,T2,XN,YN,ZN,XK,YK,ZK)

XK4=XK
YK4=YK
ZK4=7ZK

X(N+1)=X(N)+H*(XK1+2*XK2+2*XK3+XK4))/6
Y(N+1)=Y(N)+(H*(YK1+2*YK2+2*YK3+YK4))/6
Z(NH1)=Z(N)y+(H*(ZK1+2*ZK2+2*ZK3+7ZK4))/6

C*************‘k***************************************

Crx* adim arahg tespiti Fhkdddkdk

C*****************************************************




DX=X(3)-X(N+1)
DY=Y(3)-Y(N+1)
DZ=Z(3)-Z(N+1)

DDX=(DX/X(3))*100
DDY=(DY/Y(3))*100
DDZ~(DZ/Z(3))*100

F=0.1

IF(DDX.GT.F.OR.DDY.GT.F.OR.DDZ.GT.F)THEN
H=H/2

GO TO 15

ENDIF

C*****************************************************

55

WRITE(*,*)'ADIM ARALIGI',H
TN=TTN
DO 35 N=1,999999
XN=X(N)
YN=Y(N)
ZN=Z(N)
CALL FNIL(H,TN,G,BZ,BX,T1,T2,XN,YN,ZN,XK,YK,ZK)
XK1=XK

YK1=YK
ZK1=7ZK
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TN=TN+H/2

XN=X(N)+H*(XK1/2)
YN=Y(N)+H*(YK1/2)
ZN=Z(N}+H*(ZK1/2)

CALL FNIL(H,TN,G,BZ,BX,T1,T2,XN,YN,ZN,XK,YK,ZK)

XK2=XK
YK2=YK
ZK2=ZK

XN=X(N)+H*(XK2/2)
YN=Y(N)+H*(YK2/2)
ZN=Z(N)+H*(ZK2/2)

CALL FNIL(H,TN,G,BZ,BX,T1,T2,XN,YN,ZN,XK,YK,ZK)

XK3=XK
YK3=YK
ZK3=7ZK

TN=TN+H/2

XN=X(N)}+H*XK3
YN=Y(N}+H*YK3
ZN=Z(N)+H*ZK3

CALL FNIL(H,TN,G,BZ,BX,T1,T2,XN,YN,ZN,XK,YK,ZK)
XK4=XK
YK4=YK

ZK4=ZK

X(N+1)=X(N)+HH*(XK1+2*XK2+2*XK3+XK4))/6
Y(N+D)=Y(N}HH*(YK142*YK2+2*YK3+YK4))/6



35  Z(N+1)=ZN)+(H*(ZK1+2*ZK2+2*ZK3+ZK4))/6

C*******************************************************

Cr¥¥%%%% Minimum ve maksimum degerlerin tespiti ***

C******************************************************

DO 45 K1.=1,1000000

IF(X(KL).GT.XMAX)THEN
XMAX=X(KL)

ELSE IF(X(KL).LT.XMIN)THEN
XMIN=X(KL)

ENDIF

IF(Y(KL).GT.YMAX)THEN
YMAX=Y(KL)

ELSE IF(Y(KL).LT.YMIN)THEN
YMIN=Y(KL)

ENDIF

IF(Z(KL).GT.ZMAX)THEN
ZMAX=Z(KL)
ELSE IF(Z(KL).LT.ZMIN)THEN
ZMIN=Z(KL)
ENDIF
45 CONTINUE

C***************************************‘k*************************

TIME=TTN+H*1000000
WRITE(*,101)TTN,TIME
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101 FORMAT(//,'program ',E14.8,2X,'ile',2X,E14.8,' nci saniyeler arasindaki
yaklasik
+degerleri hesapladi',/)

T1YZD=100*(TIME/T1)
T2YZD=100*(TIME/T2)

WRITE(*,104)T1YZD,T2YZD
104 FORMAT(/,'T1 in %',F18.6,' sine ve T2 nin %',F'18.6,' sine kadar hesaplama
yapildi.',/)

WRITE(*,105)
105 FORMAT(/,'Bu zaman dilimindeki degerleri gormeden hesaplamanin bir periyot
daha devam et
+mesini ister misiniz?(E/H)")
READ(*,*)CHA
IF(CHA.EQ.'E'YTHEN
X(1)=X(1000000)
Y(1)=Y(1000000)
Z(1)=2(1000000)

TTN=TN
GO TO 55

ENDIF

WRITE(*,*)'Magnetizasyon vektorunun bilesenlerinin su ana kadar hesaplanan
minimum ve max
+imum degerleri asagidaki gibidir:'

WRITE(*,102)XMAX,XMIN,YMAX,YMIN,ZMAX,ZMIN
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102
FORMAT(/,'/MXmax=',F14.6,5X,'MXmin=',F14.6,/,/, MY max=',F14.6,5X,"MY mi
n=',F14.6,/,/,"MZmax
='F14.6,5X,'MZmin=',F14.6./,/)

40 WRITE(*,107)TTN, TN

107 FORMAT(/,'Hesaplama araligi [ ',F16.12,', ',F16.12,' ] seklindedir.',/)
WRITE(*,*)'Bu araliktaki bir yerde magnetizasyon degerlerini gormek icin

zamani girmeniz

+ yeterlidir.’

READ(*,*)TTIME
IF(TTIME.LT.0)GO TO 20

IF(TTIME.LT.TTN.OR.TTIME.GT.TN)THEN

WRITE(*,*)'Girdiginiz zaman degeri hesap yapilan zaman diliminin disinda
kalmaktadir.Arali
+gin icinde bir deger girin.'
GO TO 40
ENDIF

JKL=(TTIME-TTN)/H

WRITE(*,100)TTIME,X(JKL),TTIME,Y(JKL),TTIME,Z(JKL)
100

FORMAT(5X,'Mx(',E14.9,")=",F20.10,/,5X,'My(',E14.9,)=",F20.10,/,5X,'Mz(',E14.
9,"=",F20.10)

WRITE(*,106)
106 FORMAT(/,'Bir sonraki periyot icin hesaplamanin devam etmesini ister
misiniz? (E/H)")

READ(*,*)CHA

IF(CHA.EQ.'E")THEN



X(1)=X(1000000)
Y(1)=Y(1000000)
Z(1)=Z(1000000)
TTN=TN

GO TO 55
ENDIF

GO TO 40

20 STOP
END

C******************* altprogram L R L Tt L A L A L

SUBROUTINE FNIL(H,TN,G,BZ,BX,T1,T2,XN,YN,ZN,XK,YK,ZK)

S=SIN(G*BZ*TN)

C=COS(G*BZ*TN)

XK=G*(YN*BZ-ZN*BX*sin(G*BZ*TN))-XN/T2

YK=G*(ZN*BX*cos(G*BZ*TN)-XN*BZ)-YN/T2

ZK=G*(XN*BX*sin(G*BZ*TN)-YN*BX*cos(G*BZ*TN))+(Z0-ZN)/T1

RETURN
END
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