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ogrenimimi Abdulkerim Bengi Tarsus Anadolu Lisesi’ nde tamamladim. 1995 yilinda Dicle
Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiin{i kazandim ve 1999 yilinda mezun
oldum, aym yil D.U. Fen Bilimleri Enstitiisii'nde yitksek lisansi kazandim. 1999-2000
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Béliimiinde aragtirma gorevlisi olarak goreve bagladim. Halen aym kurumda Arastirma

Gorevlisi olarak gérev yapmaktayim.

NURKUT NURAY (SAZLI) URGAN



iv

AMAC

Giinliik yagantida gogu kez, yapilan maddeleri gesitli oranlarda kangstirarak
istenilen nitelikte tirtin olugturma “Karma Deneme” olarak adlandirilir.

Karma denemelerde ama¢ maddeleri gesitli oranlarda karigtirarak istenilen
niteliklerde ve optimum drlinler olugturmaktir. Bir {iretim formiilii {izerinde
caligildiginda standart faktoriyel deneme tek bagina yeterli degildir. En iyi yada
optimum iiretim formiilii i¢in karma tasarimlara ihtiyag vardir.

Bu nedenle bu ¢aligmanin amaci, kimya, endiistri ve zirai alanlarda sikga
kullamlan karma denemelerle ilgili tasarimlar1 ve modelleri incelemek, ayrica bir

deney i¢in model se¢imi ve ¢6ziimiinii sunmaktir.



OZET

Karma denemeler, bir karigim olugturan maddelerin oranlarina bagli olup
denemedeki karigimin toplam miktar: sabit tutularak, bu maddelerin oranlar toplami
1 olma kosulu altinda, maliyeti en az ama kalitesi en ¢ok olan karmanin elde edildigi
denemelerdir.

“Karma Denemelerde Model Segimi” adhi bu ¢ahsma ii¢ bélimden
olugmaktadir.

Birinci béliimde, karma denemeler, karma denemelerin amaci ve karma
denemelerin yamit yiizeyi hakkinda bilgi verilmektedir. Bunun yam sira karma
denemeler ile ilgili giiniimiize kadar yapimis olan g¢aligmalar ve igerikleri
sunulmaktadir.

Ikinci béliimde, karma denemelerde karigimi olusturan maddelerin oranlar

toplaminin 1 olma kogulunun saglandifi veya saglanmadigy durumlarda kullanilan

tasarimlar hakkinda bilgi verilmektedir.

Ugiincii boliimde, karma denemeler igin modeller tamitilmaktadir.

Son béliimde de, kimyasal bir deney igin bu modellerden biri segilip, uygun
karigim bulunmustur. Ayrica aym deneydeki karigim maddelerinin bir bagka dzelligi

kullanilarak ug deger tasarim ile tutarsizlig gosterilmistir.
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ABSTRACT

Experiments with mixtures, of which the property depends on the proportions
of the components of mixture such that the sum of the components equal to one
under the condition to fix the total amount of the mixture, is a mixture that has at the
least cost price and at the most quality.

This study entitled as “Model Choice at Expériments with Mixtures” consists
of three chapters.

In the first chapter, experiments with mixtures, the aim and the response
surface of mixtures were given. In addition, the related papers published in the
literature were given briefly.

In the second chapter, the designs which are used for the cases either the sum
of the proportions of the components present in the blend equals to one or not.

In the third chapter, the models for experiments with mixtures were
introduced.

Finally, a model chosen for a chemical experiment and a fitting blend is
found for it in the last chapter. Also the extreme vertices designs applied by using

another property taken from the same experiment were given.
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1.BOLUM
GENEL BILGILER

Bu bolimde karma denemeler ve ozelligi, yanit yiizeyi ve karma

denemelerle ilgili daha énceki yapilan ¢alismalardan bahsedilecektir.

1.1.Karma Denemeler

Karma deneme, bir kangimin miktarina degil de, o kangimi olusturan
bilesenlerin oranlarina bagl olan denemelerdir. Ornegin, bir kekin yumusaklig
veya 1iyi kabarmasi gibi Ozellikler kek karigimuni olugturan yag, un, seker, siit,
kabartma tozu... gibi maddelerin oranlarina; demiryolu igiklandirmasinin giicii
istklandirmayt olusturan sodyum nitrat, stronyum nitrat ve binder maddelerinin
oranlarina; ananas, portakal ve greyfurt suyu ile yapilacak olan bir meyve suyunun
tadi bu maddelerin oranlarina baglidir. Karma denemede amag, bilesenlerin farkl
oranlardaki karigimlari, fiziksel, kimyasal ve ekonomik sartlar1 g6z 6niine alinarak ,
Giriinlin kalitesini azaltmayan ve maliyeti arttirici etkisi olmayan en iyi karmay:
elde edebilmektir. Bu da bilegenler iizerinde baz kisitlamalara neden olur. Kisitlama

genellikle q karma denemedeki bilegen sayisi ve x; i-inci bilesenin orami olmak

lizere, denemede karigimin toplam miktar1 sabit tutulur ve bilesenlerin oranlan

q
toplami in =1 olacak gekilde degistirilir. Ornek olarak iki maddenin karigimi ele

i=I
alimirsa, x, birinci madde, x, ikinci maddenin oram olmak fizere karigimlari,
X, +x, =1 (0<x,,x, <1) olmali. Bu karnisim, Sekil 1.1 deki gibi bir dogruyu

belirtir. Bu iki maddenin tiim olas1 karigimlar: bu dogru tizerindedir.

Sekil 1.1: X; + X, =1 bir boyutlu karma deneme uzayn, iki boyutlu uzay
icine gobmiilmiistiir,



Eger karma, {ic maddenin birlesimiyle olusursa, bu karigim $ekil 1.2 deki gibi bir

eskenar {iggen belirtir.

x 4(0,0,1)
X, +X, +Xx; =1
G
(0,1,0)
(1,0,0)

X3

Sekil 1.2: X, + X, +X; =1 iki boyutlu karma deneme uzay, ii¢ boyutlu
uzay igine gémiilmiigtir,

1.2. Yamt Yiizeyi

q bilegenli bir karma deneme, beklenen yanit x,,x,,...,X bilegsen oranlarina

bagli olup, karigimin toplam miktarina bagh degildir.

n bilegenli karmadaki i. bilesenin oran X;

q
Yx; =1, x,20 (1.1)
i=1

denklemini saglar ve faktor uzay:1 bir simplekstir. (x,,x2,...,x q)= X icin beklenen
yanit n(x) ile gosterilir. (1.1) ile gosterilen denklem diizgiin (n-1)_boyutlu S
simpleksi i¢in deneysel bélge sinirlamasidir. Buna gére, n=2 igin S bir diizgiin dogru;
n=3 i¢in S bir diizglin licgen; n=4 i¢in S bir diizgiin tetrahedron olur. S, n-bilegenli
karma denemelerin muhtemel bolgesi olarak adlandinlir.

Ornegin, portakal suyu(x,), ananas suyu(x,) ve greyfurt suyu(x,) karigimiyla

meyve suyu yapmak igin, 1=tatsiz, 5=orta ve 9=agir1 tath olsun. Bu olayda meyve



sularinin herhangi bir karmas: igin 6lgiilen tat orami , ki arttk buna yamt denir,
koordinatlar1 tiggenin i¢inde ve sinirlar1 {izerinde bulunan karmanin yukarisindaki bir
dikey ylikseklik ile gosterilebiliyorsa birli, ikili, {i¢lii meyve suyu karigimlarinin tat
degerlerinin bolgesi {iggen iizerindeki bir yilizey olarak g6z oniine alinir, Biitiin
meyve sulannin karngim igin siirekli oldugu digiiniilen bu yiizey Sekil 1.3 ile

gosterilir.

Agin
Tath T
Orta 5 1
T 1
A '
X
-1 /N
” - ~ ~
14 P ” ~
Tatsiz p S
p——llee X, X,

Tahmini tat ylizeyinin kontur haritast da Sekil 1.4 deki gibidir. Burada her
kontur egrisi ylizeyi 6zel bir yiikselti boyunca kesen, {icgene paralel olan bir diizlemle

olusturulan tat ylizeyinin bir dik kesitinin ii¢ bilesenli iiggen lizerine iz diisiimiidiir.

Portakal Suyu

Ananas " 5,8\ Greyfurt

6.6 .

s\ (
Suyu N [\ Suyu
(x2) (x)

Sekil 1.4: Meyve suyu ylizeyinin sabit meyveli tat konturlari.

Deneme polinom seklinde yazilirsa (1.1) deki kisitlama fazlalik gdsterir, bu yiizden 1.

dereceden polinom:

RC. YORSTKOGRETIM KURTLE
POKIMANTASYON MERKERA



B, —?»)+$;(Bi #A)K, (1.2)

denklemi tiim A’ lar igin S° de dzdestir. Onerilen birinci ve ikinci dereceden polinom

kanonik formda

&= B, (1.3)

i=1

le(x)=ipixi +Zq:Bijxixj (1.4)

seklindedir. Burada f,” ler tek bilesenli karmalarin beklenen yamti, B.’° ler

i
X; = X; =% (i=j) ikili bilesenlerin beklenen yamtidir. Yiksek dereceli polinom

esitliklerini kullanmaktansa daha az terim igeren ve (B) parametrelerini tahmin

etmede az sayida gozlenen yanit degerleri gereken diisiik dereceli polinom esitlikleri

kullanmak daha uygundur.

N denemeden olugan bir deneysel program esnasinda myamti gozlenirken, u.

deneme icin gozlenen deger y, (u=1,2,...,N), bir o* varyansh 1M, hun ortalamasi

civarinda degigir. Gozlenen deger
Y,=N,+&,, |Su<sN (1.5)

dir. Burada €, deneysel hatadir. Deneysel hata (g, ), 0 ortalamali ve o®varyansl

ayn1 dagilima sahiptir. Hata igin,

E(e,)=0



E(az):o2 , E(z-: £ ,)=O uzu', u,u' =1,2,.,N

Uty

dir. Bu nedenle gozlenen y  i¢in beklenen deger
E(y, )=n, , Yu=12,.,N

olur.

1.3. Onceki Calismalar

Scheffé (1958) ile baslayan makalelerin ¢ogu degisik detaylar1 kapsar.
Bunlar, orijinal karma problemler i¢in tasarimlar ve modeller; simpleks bélgenin
kisith bolgeleri igin tasarimlar; karma problemlerin genellegtirilmesi (burada biiyiik
kiigiik bilesenlerin iki veya daha fazla farkli kategorilerden geldigi kabul edildi) gibi
degisik modeller igeren ¢aligmalardir. o

Daha o6zel olarak, Scheffé (1958) de  simpleks-sentroit tasarimlari ve
simpleks-latis tasarimlar1 igeren galigmalar yapti. Mclean ve Anderson (1966) kisith
bolgeler igin ug diisey tasarimlari inceledi.

Kurotori (1966) eksenler boyunca yamitin platlanmasim ve tasarimin
uygulamasmm incelemek igin pseudo-bilesenli roket hareket ettirme verilerini
kullandi. Ayrica galismasinda 10 bilegenli benzin karmasi denemesi ve analizlerine
yer verdi. Alt veya st sinirlarin bilesenlerinin tiimiiniin veya bazilarimin {izerine
yerlesmesi durumunda, uygun bolge, simpleksin sadece alt bolgesi oldugunda,
aragtirmacilar, alt bolgenin tepe noktalariun en iyi sekilde yerlestirildigi Snee ve
Marquardt (1974) in  XVERT algoritmasini kullanirlar.

Murty ve Das (1968) simetrik-simpleks tasarimlari; Thompson ve Myers
(1968) karma denemeler igin yamit ylizeyi tasarimlarimi ele aldi. Lambrakis (1969)
karma denemeler {izerine yaptig1 ¢aligmada goklu latisleri, Cornell ve Good (1970)
karma denemeler igin doniistiriilebilir tasarimlan inceledi. Nigam (1970) karmalar
i¢in sadece iki bloklu tasarimlar1 g6z 6niine ald.

Becker (1970) ayrica bdlge momentlerini tasarim momentlerine esitlemenin
yeterli kogullarim, Sekil 1.5b, genel bir q i¢in miimkiin olan quadratik yiizey birinci
dereceden modele uyduruldugunda, tasarim elde etmek igin bazi diklik kosullar: ile
birlikte kullandi. Burada, ilgili bSlge tam bir simplekstir ve optimal tasarimin segimi

igin kriter V’ yi minimize etmektedir, V simpleks tizerinde ortalama yanitin tahmin



hatasinin karesinin beklenen degerine katkida bulunan varyanstir. Bu galismada
beklendigi gibi, tasarimlarin ¢ogu (bunlarin ¢ofu aymi n merkezini kullanarak
olusturulur, burada n=3 veya 4’tiir) simpleks i¢in i¢ noktalara sahiptir ve sadece tam
karmalarin kullanimi 6nerilmektedir.

Cox (1971), olas1 Scheffé¢ modellerini kullanmaktan bagka daha uygun &zel
yorumlar ile parametreleri tanimlamaya caligmakta, birinci ve ikinci dereceden

polinomlarin sirasiyla,

E(y) =B, +il3ixi (1.3.1)
i=l

E®)=Bo + Y Bix, + 23 Bixx; 5 (B =By) (132)
i=1

i=1 j=1

bigiminde olmasim Onermektedir. Burada (1.3.1) birinci dereceden polinomda
parametreler {izerine kisitlama yapild: ve (1.3.2) de ise q+1 kisitlama yapilmaktadir.

Paku, Manson ve Nelson (1971), q=4 ve q=3 bilesenli karmalar igin,
matematiksel olarak (g-1) bagimsiz degigkeni kapsayan polinomsal yanit yiizeyi igin
tasarimlari g6z Oniine aldilar ve genel minimum yanli tahmin problemini yeniden
gbzden gecirdiler.

Saxena ve Nigam (1973) , simpleksin herhangi bir bélgesinde karma
noktalarinin segimi ve herhangi sayidaki bloklarin kullammu igin deneyciye segenek
tantyan ydntemlerde blok tasarimlar sundular. Veri analizi, Murty ve Das (1968)
tarafindan kullanilan ve tasarim noktalar {izerinde kesin simetri kosullar1 gerektiren
yontemle yapildi. Saxena ve Nigam, bilesen sayisinin biiyiik olmasindan dolay:
bloklarin kullamlmas: gerekebilecegini ifade etti ve bu durum bir koruyucu silindir
makinenin yapiminda ortaya ¢ikti. Makinenin maddeleri; giiriimeyi engelleyici bir
bilesik madeni yaglama yag, petrol mumu, petrol 6zii, dagitici bir madde ve yapiskan
bir madde kullanilmakta idi.

Farkli bilesenlerin oynadig: rollerin incelenmesi karma sistemin daha iyi
anlagilmasimi saglar. Snee (1973) pratikte faydali olacak karma veriler igin gesitli
tekniklere yer vermektedir. Buna gore, bir deneyci, 6ncelikle model denklemlerindeki
terimlerin sayisim azaltarak analizi basitlestirmeye ¢alismalidir. Bu sadece baskin
bilegenlerin (bu bilesenler 6nemsiz bilesenlerin elenmesi ile bulunur) ¢alisilmasi ile

bu bilesenlerin birlestirilmesi ve biiyiiklikkte esit olan parametre kestirimlerinden



birinin segilmesi ile yapilir. Bu son olaya bir 6rnek Snee tarafindan sunulmustur. Bu
omek 4 bilesenli birinci dereceden Scheffé modelini kullanarak 9 oktan yamit

degerlerini igerir. Bu model,
E(y)=B,x, +B,x, +B;x; +B,X,... (1.3.3)
seklinde gosterilir. ﬁ, , ﬁz , ﬁs parametre kestirimleri yaklagik olarak,

§=B,(x, +x, +x;) +Bx, (1.3.4)

seklinde basitlestirilmig yanit kestirimlerinden bulunabilir. (1.3.4) ifadesi (1.3.3)

ifadesinden daha basittir. Sadece iki terimlidir, bu terimler (x, +x,+x,) ve x,tiir.

Bu 6rnekte Snee, bilegenler arasindaki iligkiyi bulmak veya baskin bileseni aragtirmak
i¢in bireysel bilesenler yerine yanit degerlerinin platlanmasini 6nermektedir.
(1.3.3)’deki Scheffé modelleri, siklikla, terimler arasinda yiiksek korelasyona

sahip olabilmektedir. Korelasyonlar1 indirgemek igin B, terimini kapsayan genel

polinomda bilesenlerin oranlari kullamilir. Oran modeli bir egik yiizey tanimlar.
Bununla beraber Becker (1968)’ in homojen modellerinde oldugu kadar Scheffé’nin
modellerinde de yiizeyin gekli farklidir. Snee ve Marquardt (1974) dogrusal karma
modelleri ele aldilar ve bu modeller i¢in ug deger (extreme vertices) tasarimlari
incelediler.

Marquardt ve Snee (1974) karma modeller igin test istatistifini incelediler.

Scheffé ve Becker tarafindan onerilen modeller B, terimini kapsamaz ve bu
modellere siklikla siradan uygunlugu elde etmek igin “sabitsiz veya B, =07

istatistikleri uygulanir. Bu durumda, Marquardt ve Snee (1974), sadece karelerin
toplaminin regresyonu igin hesaplama formiilleri ile degil ayrica dolayli olarak,
karelerin toplaminin regresyonu ve toplam Kkareler toplami icin belirlenen serbestlik
derecesi ile de bir geligki ortaya ¢ikacagini belirttiler. Polihedron iizerinde Scheffé
l.dereceden modelin uydurulmasi amacina yénelik olarak Mclean ve Anderson
(1966) tarafindan &nerilen ug tepe deger algoritmasina bir alternatif olarak Snee ve
Marquardt (1974) ug tepe degerlerin bir alt kiimesini segen bir algoritma &nerdiler.

Birinci dereceden modelin 6nemine yonelik bir 6rnek, optimum karma kosullarini



belirlemek amagh bir dogrusal programda yer alan karma benzin problemidir.
Algoritma, XVERT olarak ifade edilir ve iki durum incelenir: XVERT tarafindan

secilen tasarimlarin, diger algoritmalar tarafindan segilen tasarimlardan daba kiiciik,
tr(X'X)™", ize sahip olmas1 ve XVERT tasarimlari temel bir nokta iizerinde en az

diger tasarimlar kadar mevcut deneysel bolgenin biiyiik bir oranini kapsamasidir.
Burada ayrintili olarak {i¢ tasarim kriteri tartigilmaktadir:

i) minimum | (X"X)™" |

ii) minimum tr (X'X)"!

iii) ¥(x)* in maximum-minimum varyansi

Bilesenlerin biri veya daha fazlasi igin b; —a; kiiglik oldugunda yiiksek
derecede kisith bolgede bir veya daha fazla orandaki kiigiik degisimlerin yamt
yiizeyinde bir efrisel degisim yaratacagi dogru olabilir. Ug tepe noktalarin bir alt
kiimesinden olusan bir tasarima 1.dereceden bir modelin uydurulmasinda bu
Onerilmez.

Bu durumda, modeli dogrulayabilen bir tasarima uydurulan modelin egriligini
hesaplamak i¢in uygun yiiksek dereceden bir model géz oniine alinmalidir. Snee
(1975) kasith bolgelerde kuadratik bir modeli destekleyecek bir tasarim buldu. Snee,
kisith bolgelerde tasarimlarin olusturulmasi igin Wheeler (1972) tarafindan yapilan
baz1 Sneriler kadar Marquardt’ in buldugu sonuglari géz dniine alarak, bilesenlerin bir
dizisinin boylarl kadar bilesenlerin sayisina bagh tasarimlar igin birkag oneri yapti.
Kisaca, =3 ve q=4 durumunda, kuadratik bir modelin uydurulmas: igin yeterli
tasarim noktalari, ug tepe degerlerin bir alt kiimesi, baz kisitli diizlemlerin merkezi

veya kenarlarin merkezi ve biitiin merkezlerden olusur (q>5). Bu amaglar icin

Wynn (1970) algoritmas: géz 6niine alinabilir, ancak kisith diizlem merkezleri, ug
tepe degerlerden tasarim segme ve bu gibi amaglar igin Wynn (1972) algoritmast
kullanilir.

Snee (1975) bilesen eksenlerinin sonuglanan alt bslgenin merkezini kesmedigi
ve karma uzaymn kisitlandigi durumlarda gradientlerin hesaplanmasinda bilesen
eksenlerinin uygun olup olmadig1 kogullarda gradient Slgiilerinin yararlarini inceledi.
Kisith bolgeler igin, ikisi de bdlgenin merkezinden gegen, olasi iki eksen kiimesini de
ele alan Snee, bir eksen kiimesi, eksenleri, Cox (1971) tarafindan onerilen iki

yontemle olusturulurken, baska bir kiimeyi orijinal eksenlere paralel olan eksenlerden



olugturdu. Son yontemde, tahmini olarak standart karma bolgenin merkezine
yerlesecek veya merkez olarak belirecektir.

Cornell (1975), (1.3.1) ve (1.3.2)" deki biitiin parametreleri eszamanli olarak
kestirmek igin, Scheffé simpleks latis tasarimlarimn kullamlabildigini ve bu
tasarimlarin, ayni sayida noktalardan olusan diger tepe noktasi olmayan sinirh
tasarimlar veya i¢ nokta tasarimlari kullamilarak elde edilen kestirimlerden daha
kii¢iik varyansh keétirimler verdigini gosterdi. Standart karma simpleks’in merkezine
yerlestiginde, kestirilen parametre varyans matrisinin izi, birinci ve ikinci dereceden
model i¢in minimumdur. Burada (X'X)™'c? matrisinin izi kestirilen varyanslarin
toplamuna egittir. Ozel bir bilegenin diger bilesenlere gore etkinligini lgmek igin bir
esit kopyali simetrik tasarim tiretilir, ve noktalar bilegen eksenleri {izerine yerlestirilir.
Standart karma s, merkez degil de, i.bilesene karsihik gelen eksen {izerine
yerlestirildiginde; s, i. tepe noktasina yakin yerlestirilir. Diger bilesenlerin
kestirimlerine gore i.bilesen ile birlestirilen kestirimler daha kesin olacaktir. Benzer
olarak, s, simpleksin merkezine yerlestirilirse ve A, i.bilesen ekseni iizerinde s’ den
tasarim noktasina olan uzaklik olarak verilirse, ( Sekil 1.5(b), g=3) birinci dereceden

model i¢in en biiytk oramn, A, /A j; bir A; <(q~-1)/q sabit degeri igin kiigiik

degeri Var(ﬁi)/ Var(ﬁ ;) olacaktir. Burada ﬁi ve [§ i» 1. ve j. bilesenler ile birlestirilen

parametrelerin kestirimleridir.

Sekil 1.5(a): r. bilesendeki A, artis degisimi Sekil 1.5 (b): bilesen eksenleri boyunca A; ve A i
arasindaki tasarim noktasi
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Cornell ve Ott (1975), Snee (1975), 6nemli bilegenler bulunmug ve ylizey
ikinci veya tglincli dereceden polinomlar ile modellenmigken, bilesen eksenleri
boyunca yiizeyin egiminin belirlenmesi ile sonuglanabilen yiizey egiminin nasil daha
iyi anlagilacagini gosterdiler. Buna gore, i. bilesen eksenleri boyunca ikinci dereceden
ylizeyin egiminin bir Ol¢limii, g-bilesenli ikinci dereceden Scheffé polinomu

formunda olan asagidaki polinom ile elde edilebilmektedir.

Bw)=YBix + X Y Byxix, (13.5)
i=1

i<j

Bir tasarim konfigrasyonunun se¢imi, bir deneyci tarafindan atilan ilk
adimdir, daha sonra her tasarimda ne.kadar gbzlemin yerlestirilecegi karar gelir.
Simpleks-latis tasarimlar1 igin 6zel kiibik ve genel kiibik modellerin uygunlugunu
desteklemek igin, Lake (1975), simpleks iizerinde tahmin edilen yamtin birlestirilen
varyansinin minimize edilmesi kriterini gz 6ntine aldi. Gerekli olmayan bilegenlerin
elenmesi veya kaldirilmasi, 6zellikle aday bilesenlerin sayis1 (q = 6) biiyik oldugunda
bilegenlerin sayisinin indirgenmesini garanti edecek bir stratejidir. Calisilacak gerekli
bilesenlerin sayisim indirgemek igin, Snee ve Marquardt (1976) calismalarinda, egit
etkiye sahip veya O etkiye sahip bilegenleri aramay1 Snerdiler. Scheffé modelini

kullanarak i.bilesenin etkisi E, olmak iizere bu etkiyi,

E, =B, —(q—l)“'iﬁ,- (1.3.6)

izj

seklinde tanimladilar. E, =0 ise yani ﬁi modelde geri kalan kestirimlerin ortalamasi
ise, x; aktif degildir ve B;x; modelden silinir. E,” lerin iki veya daha fazlas: esit
oldugunda her bir B,;x; terimleri indirgenmis model formda birlestirilir.

Genellikle bilesenlerin elendigi simpleks bélgeye sahip olundugu durum igin,
Snee ve Marquardt simpleks elenmis tasarimlar onerirler. Bu tasanimlar,
agagidaki nokta smiflarinin tiimiinii veya bazilarin kapsar.
A: q tepe noktalari, x; =1, X;=0,Vi#j,
B: ig noktalari, x; =q +1/2q, x; =(2q)™", Vi#j,

yOXSTXOGRETIN KURULD
TooKDMANTASYOR MERKES]
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C: sentroit(merkez) x, =q~', Vi=1,2,..q,

D: q, soneleman, x; =0,x;=(g—-1)",Vi#]

q bilesen eksenleri boyunca yanitin platlanmasi istenirse A’ dan D’ ye dort swifin
tamami Snerilmektedir.

Saxena ve Nigam (1977) ikinci dereceden Scheffé polinomunun uydurulmasi
amacina iliskin, kisith faktdr uzayimn kapsayacagi bolge i¢in bir yéntem sundular.
Saxena ve Nigam tarafindan sunulan iki drnekten biri $ekil 1.6(a) da gosterilen lig
bilesenli problemdir. 6 tepe degerde yerlesen tasarim noktalarinin yerine 6 terimli
ikinci dereceden modelin uydurulmas i¢in polihedronun merkezinde bir nokta fazla
kabul edildi. Saxena ve Nigam ‘in tasarimi, Sekil 1.6(b) de goriildiigii gibi 9 noktadan
olusur. Rasgele bir godzlemci igin, Sekil 1.6(b) deki tasarimi ug tepe deger
tasarimindan daha diizgiin olarak bélgeyi kapsayacagi goriiniir ve ileri siiriilen iddia;
simetrik simpleks tasarimindan sonuglanan x,’ lerin her biri igin diizeylerin sayis1 en
az ug tepe deger (extreme vertices) tasarimlar ile belirlenmis olanlar kadar biiytiktiir.

Saxena ve Nigam’in yonteminin cazibesi, asir1 olarak ug tepe deger (extreme
vertices) tasarimlarda bile tasarim iireten bilgisayarlardan bagimsiz olmasidir. Bu
bagimsizligin eksikligi ve yoOntemin goreceli olarak kolayligi, tasarim {ireten
metotlarin tercih nedenleri ve yazarlar tarafindan listelenen biiylik avantajlardir. Buna
ragmen, simetrik simpleks i¢ tasarimlar1 Snee (1975) tarafindan ileri siiriilen sinirl
tasarimlarla kargilagtirildiginda, bu tasarimlarda nispeten yeterlilik kaybinin oldugu
ifade edilebilir.

Draper ve John (1977), Scheffé polinomlarinda goriilen terimlere ek olarak
(1/x,) ters terimlerini kullandi. Omnegin, garpisan iki lokomotifin yanma performansi
Olgtildiigiinde veya gilekli kekin kabariklilifini ve pasta hamurunda kabartma tozunun
0 oldugu kabarikliliginin ol¢timii yapildiémda ug bir degisiklik miimkiindir. Ilgili
deneysel bolge x, =0 simrina yakin bolgeyi kapsar ancak genellikle sinir1 kapsamaz.
1/x; *nin Taylor agilim:

XL=1—(Xi D+, -1 = (x; -1 +...
oldugundan ve 1/x;; x,,x},x},... terimlerini kapsadigindan model, ters terimlerin

dahil edilmesiyle Scheffé polinomunun bir agilimi olan bir modele doniisiir.
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Draper ve St.John (1977) , li¢ ve dort bilegenli sistemler igin yaklagik olarak
D-optimal dl¢lim tasarimlart ayrica ters terimli modellere uygulamak igin

kullamlabilecek D, optimal olabilen n-noktali tasarimlari ele aldilar ve tasarimlarin

sinirlarda yerlesen noktalar kadar tepe noktalarina yakin sekildeki pozisyonda
bulunan noktalar1 da kapsayabilecegini gésterdiler..

Scheffé modeli uygulandiginda ve simpleks boyunca hata varyansinin
homojen oldugu kabulii stiphelidir, yeniden anlamli deneysel sonuglan elde etmek
i¢in birkag olasilik mevcuttur. Bu olasiliklardan birisi, Cornell (1977), tarafindan ele
alindi. Bu olasilik, birinci dereceden Scheffé modeli kullanildiginda Sekil 1.5 de

goriilen simetrik eksen tipindeki tasarimin kullanilabilmesidir.

Xz

$ekil 1.6(a): kisithi 6 tepe noktali bolige Sekil 1.6(b): Bir simetrik-simpleks i¢ tasarim

Galil ve Kiefer , bir (y,f) tasarimu belirledi, burada f, 3 kompakt simpleks
tizerinde x; ve x;x; (1Si<j<q) q(q+1)/2 fonksiyonlarinin stitun vektoriidiir. x

uzay1 lizerinde bir olasiik Glgiisii olarak bir tasarim tanimlayan, Galil ve Keifer
(1977) simpleks’in kenarlarmin orta noktalari ve tepe noktalarinda esit sayida
gozlemden olugan, D-optimal tasariminin, hata karelerinin beklenen degeri anlaminda
Box ve Draper’in kriterlerini kullanan tasarimda oldugu gibi, yanlh olarak
yonlendirilen tasarimdan daha iyi oldufunu gdsterdiler. Sadece % iizerinde hata
kriterlerinin beklenen degerinin ortalamasi g6z 6niine alinmadi ayn1 zamanda hata
karelerinin beklenen degerlerinin maximumu da ¢alisildi.

Galil ve Keifer (1977), D, A ve E optimallik kriterlerine gore optimum olan

tasarimlar1 kargilagtirarak, tasarimi belirleyen hesaplama teknikleri gelistirdiler.
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Ayrica v-simetrik tasarimlarn 6zellikleri vurgulanarak optimum yapilarin geometrisi
tartigilirdi.

Ug bilesenli karmalar igin {iggensel bolgedeki yiizeyin bigiminin
¢alisilmasinda konsantrik i¢ tiggenlerin bir kiimesinin her bir tiggen iizerinde sabil
varyanslan i¢ine alan tahmini bir ylizey olunmast arzu edilir.

Cornell ve Khuri (1978), iki boyutlu konsantrik daireleri, konsantrik eskenar
licgen tizerine doniistliren bir doniigim fonksiyonu sundu. Bir komsu sistemdeki
dairesel bolgede doniistiiriilebilir bir tasarim kullamilarak ve kompleks déniigiim
fonksiyonuna uygulayarak aym merkezli daireler ailesinin bir iiyesi {izerinde sabit
varyans Ozelliginin donlisim altinda korundufunu dairenin doniigtiigii eskenarli
licgen iizerinde varyansin sabit oldugunu gosterdi.

Hare (1977), karma denemelerde degisken iglemleri bulundugunda faydali
olan bazi tasarim teknikleri sundu. ki degisken yoéntemi, 6rnegin, kek formiilii
caligmalarinda zaman ve pisirme sicakligi... Hare, Li (1971) tarafindan g6z 6niine
alinan bazi fikirlerden yararlanilarak, bagimsiz degiskenler metodu igin kiibik faktor
uzayina birlestirilen karma uzayda yazilan ilgili kiibik bolgede galisti. Karma bilesen
oranlarimin ekli kisitlamal1 veya ekli kisitlamasiz oldugu, ilgili b6lgelerinin merkezi
noktali oldugu veya olmadi ii¢ ve dort bilesenli olan farkli sekiz deneysel olay igin
tasarimlar tiireterek, iki ilging niimerik rnek sundu.

Park (1978), Scheffé’ nin modellerindeki bilesenlerin alt kiimelerinin segimi
igin farkli strateji sunan bir galisma yapti.Bu ¢alismada parametreler iizerine lineer
kisitlamalanin bir kiimesi uygulanir ve simpleks bélge iizerinde integre edilen
indirgenmis modelin hata karelerinin beklenen degerinin minimum degeri aragtirilir.

Bilesenlerden biri kendi karmalar ile oldugu kadar diger biitiin bilesenler ile
dogrusal olarak bir sistemde karigtirildifinda ve geri kalan bilesenler dogrusal
olmayacak sekilde karigtirildiginda, bir polinom model dogal bir sekilde basarisiz
olabilir. Ekli etkiyi bulmak igin gerekli olan sey birinci dereceden homojen ve
polinom olmayan modeldir.

Cornell ve Gorman (1978), siradan polinomsal karma verinin siradan
polinomsal analizinde , daha basit polinom olmayan formun daha gergekgi bir model
olarak nasil elde edilebilecegini gosterdi.

Bir karma denemenin k-mnc1 bileseni x, ele alindiginda , x, *da ki degisimler

herhangi bir gekilde yamti degigtirmiyorsa bu bilegenlere aktif olmayan bilesen
denilmektedir. Becker (1978) , k inc1 bilesen aktif degilse sistem igin modelin geri
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kalan g-1 cinsinden ifade edilebilecegini ifade etti ve 0. dereceden homojen bir

modeli, 6rnegin, =3 igin

X X X
E(y) =B, + Pix, + PaXs + Psxs +Phy, (x,X,)
X|+X2 X2 +X3 X3 +Xl

+Bishs (x,X5) +Byshy(x,%5)
modelini ele aldi. Burada h;, , i<j, 0. dereceden homojen fonksiyonlardur.

Becker (1978), h(.)’ nin degisik formlarim ele aldi.Bu formlardan birisi, ikili

karmalar igin olusturulan,

X 5 X. T
hij(xixj)= i : , 1
X; +X; X; + X,
seklindedir.

Cornell (1979) da yaptign bir ¢alismasinda , Scheffé’nin kanonik

polinomlarini, Draper ve Lawrence (1965)’1n ii¢ faktor icin kanna tasarimlarini ve
(1977) dort faktor i¢in karma tasarimlarini, Murty ve Das (1968)’mn ve Cox (1971)’
in standart polinomlarini, modellerde pseudo-bilesenlerin kullanimi ve birinci

dereceden modellerde homojen olan Becker (1968)’in modellerini inceledi.
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2.BOLUM
KARMA DENEMELER iCiN TASARIMLAR

Bu boliimde, karma denemeler igin deneysel bolge tasarimlary, kisul
Bolge, tutarll bolge ve tutarli kisul bolge hakkinda bilgiler verilecekttir.
Ayrica karmayr olugturan maddelerin oranlarvun  toplanunin bire egit
oldugu durumlarda kullanilan simpleks latis, simpleks sentroit ve ¢ifili
latis tasarimlar: agiklanacaktir ve maddelerin oranlarimn toplamin bire
esit olmadigr zamanlarda kullamilan ug¢ deger tasarimlari hakkinda

bilgi verilecektir.
2.1.Karma Denemeler I¢in Deneysel Bolge Tasarimlar
2.1.1. Karma Denemeler Igin Kisith Simpleks Bolge Tasarim

X;, nbilesenli bir karmada i. bilesenin orani olmak iizere

q
Yx =1, 0<x;<1 (2.1.1)

=1
idi. Kanisimlardaki bazi bilegenlere birgok durumlarda
0<a, <x;<b, <1 (i=1,2,...,n) (2.1.2)

kisitlamalar yapilabilir. ~ (2.1.2) deki eklenen sabitler sonucunda, simpleksin
incelenilen bolgesi simplex iginde bir hiperpolihedrona doniisiir. Boyle simrlt
bolgeleri incelemek igin McLean ve Anderson, (2.1.1) ve (2.1.2) yi saglayan
ugdefer tasarimi(extrem vertices design, EVD) ileri stirmiistir. Bu tasarimdaki
noktalar, tepeler ve hiperpolihedronun yiiziiniin orta noktalaridir ve orta noktalar
haricinde bolgenin igindeki hi¢bir noktay: kapsamaz.

Saxena ve Nigam (1977), hiperpolihedronun iginde tasartm noktalari olan
simpleksin bu gibi simrl incelemeleri igin simetrik-simpleks tasarimlarindan karma
tasarimlar  tiiretmiglerdir. Boyle tasarimlara Sirli Bolge Simpleks Tasarimi

(restricted region simplex design, RRSD) ad1 verilir. RRSD nin bilesensel gosterimi
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X=(x,) v=1,2,.,N i=1,2,..,n

bir karma tasarimumin Nx n tipindeki matrisini gdstersin ve W de Nx(n-1) tipinde

(stirekli veya siireksiz) bir garpansal diizen olmak iizere
X =(W:0)M+Jx} (2.1.3)
yazilabilir. Burada

0 :(Nx1) 0 vektsri

M : (nxn) ortogonal (dik) matris (MIM = I)

J : Nx1 birim vektor.

x}: (2.1.1) denklemini saglayan karmanin bilegenlerinin (X, ,X gy 5---» Xo, ) Oranlarinin

(1xn) tipinde vektorii olmak iizere

Wi Wi Wiy 5 0 _m“ my, ...my, ] -jll ]
W WopeouWoyy 30| [my my, .omy, Joi
X=[" " ’ ’ o’ ) F +| O[Xol on-..Xon]
..... ' . .
..... :
| Wit Wi eeeee Wipoiy 3 0 [ M ooty || i |

X, (N xn) tipinde bir matris olur.
Bilesensel plandaki bilesenlerin diizeyleri (2.1.1) denklemini saglayan X’ deki

sonuglardan segildi. Segilen bu uygun diizey(M), X tasarimindaki m; =minx, ve
M, = maxx ile sinirlanan bolgeyi inceler.
u

Fakat Onerilen bu ortogonal(dik) matris X tasanmindaki tepelerin ¢ok azini
saglar. Tasarimda bulunan sinirli boélgenin daha fazla olmasi igin simetrik fakat
ortogonal olmayan ve M’nin alternatif bir formu olan keyfi bir M, matrisinin segimi

yanit ylizeyinin bulunmasinda daha uygun olur. Bu
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S T
-1 2 -1
0 -1 2 .. .
M, = 0 1 2.14)
0 .. 2-1
I 0 -1 1

seklinde bir matris olup biitiin satirlarinin ve biitiin siitunlarinin toplami 0 dur.
Her (n-1) carpanlan s seviyede k,,k,,..k, (0<k, <k, <..< k,) olan bir tam

simetrik W ¢arpansal tasarimi alirsa X,

ki ky, ook k3011 -1 0 0. . .7
k, k, .. k, k;0[|-1 2 -1 o0 ...
ky k, « k; k, ;0[] 0 -1 2 -1
X, =
ke ke Ky k30| 0 L L =11
X, =(W:0M, (2.1.5)

olur. Segilen M, igin, X tasarimindaki m; = minx,; ve M, = maxx, ile sirlanan
u u

bolge Tablo 2.1 ile gdsterilir.

Siitun Maximum Minimum
@) M) (m,)
1 k, -k, k, -k,
2 2k, - k,) 2k, - k,)
n-2 2k, —-k,) 2(k, - k,)
n-1 2%, ~1 2%, -k,
n -k, -k

Tablo 2.1: M, igin, X tasarimindaki m; = minx,; ve M; = maxx; ile smirh bolge.
u u



18

X matrisini nx1 tipindeki bir C vektorii ile ¢arpalim. C vektoriiniin ¢, bilegenleri
agagidaki denklemlerle bulunur

m, +c, M, +c;

- =a, ve —=b;, (i=1.2,.,n)

e e

it i=1

AT LT m

RS B ORI (2.1.6)
B J' ... 1 M

A (a1,a2,...,a“)
B : (b,,b,,...,b,)
C : (c,cy,.st,)
I (1,1,1,..1,1,1)
m : (m,,m,,...,m,)
M: (M,,M,,...M,)

I : nxn birim matris

Ve X,’ in i.siitunundaki biitiin elemanlari igin (2.1.6) daki denklemlerin ¢6zlimii ile

bulunan c, degerleri eklenirse X matrisi:

X=(Ye,)" [(W:0M, +71,,C'] 2.1.7)

i=1

olur. Bu X matrisi (2.1.2) sinirh bélgeyi agiklayan RRSD matrisidir.

Eger (b, —a,) (i=1,2,...,n) dizileri 2:4:...:4:3:1 oranh ise C’nin tek ¢6ziimii vardir ve

C=BI'-D".M=Al'"-D)"'.m

@y -t =] [BJ'+(1—ibi]I]
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AT -t = [AJ‘+(1—iaiH
>a; -1 =l

dir. Buradan c; degerleri:

(2n-3)b,(k, —k,)+(1 ——f;lbi)M,
—_— 1=

c = -
>b, -1
i=l
(2n-3)b, (k, ~ ky, + (1~ Eb) )M,
C2 — - j=1
>b, 1
i=l
(n-3)b, (k, —k,)+(1- f;lbi)Mn
Cp = =
b, —1
i=1
seklinde bulunur.

2.1.1.Tanmm: (2.1.7) denklemindeki X tasarim matrisinin sirasiyla (1,2,...,n) bireysel
bilesenlerinin oranlarinin maksimum (b;) ve minimum (a,;) ’lerin var oldugu iki
bilesim tipi vardir, bunlar:

b, a, b, a,

a, b, a, b,

ise boyle bilesimlere “zoruniu bilesimler” denir.

2.1.1.0rnek: -a, 0, a ile bir n=3 carpansalin,

1 -1 0 0.30<x, <0.50
M,=|-1 2 -1| .ve 0.20<x, <0.50
0 -1 1 0.20<x, <0.30

ile sinirlanan bolgeyi incelemek igin ¢, =8a, ¢, = 7a, ¢, = 5a verildiginde Tablo 2.2
de gosterilen ve (E,) ve (E,) ile adlandirilan X’ deki (a,,0,,a,) ve (b,,a,,b;)

bilesenleri “zorunlu bilesimlerdir”.
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w:0 X =(W:0) =L [x, +J(8a7a5a)]
20a

-a -a 0 0 -a a (04 0.3 0.3

-a 0 0 -a a 0 (035 0.4 0.25

A a0 |22 31 2 |03 0.5 02 (E)
0 -a 0 a -2a a |045 0.25 0.3

0 0 0 0 0 0 {04 0.35 0.25

0 a 0 -a 2a -a [0.35 0.45 0.2

a -a 0 2a -3a .a |05 0.2 0.3 (E,)
a 0 0 a -a 0 (045 0.3 0.25

a a 0 0 a -a |04 0.4 0.2

Tablo 2.2: 8a, 7a, 5a degerleri igin (E,) ve (E, ) zorunlu bilegimleri.

2.1.2.Karma Denemelerde Tutarh Kisith Bilge

X;> (2.1.1) denklemindeki kisitlamalari fiziksel, teorik ve ekonomik

nedenlerden dolay1 saglamayabilir. Bu durumlarda bilesenlerin alt ve iist sinurlarinda
 Sb, (2.1.8)
veya bilesenlerin lineer bilesimlerinde

Cj SA]jxl +A2jX2 +..+A X SdJ (2.1.9)

ag-q

ek kisitlamalar yapilir.

1-Tutarh Kisitlamalar
Karma denemelerde (2.1.8) ve (2.1.9) kisitlamalarinin tutarli olmasim

beklenir. R; (2.1.1), (2.1.8) ve (2.1.9) ile tamimlanan kisitl bolgedeki noktalar kiimesi
olsun. x; =a,, x; =b,, i=l,...,q gibi R’ de x=(x,,x2,...,xq) noktalar1 bulunuyorsa

(2.1.8) formunun sinurlar: tutarl: olur.
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Ayrica (2.1.9) formunun sirlart efer R’de her j i¢in y; =c;,y;=d,,

Y =AX+Ayx, +..+Ayx, olacak sekilde x noktalarim bulunduruyorsa, tutarh

olur. (2.1.8) formunun sinirlan (2.1.1)° i, (2.1.9) formunun sinirlart (2.1.1) ve (2.1.8)’i

saglamali.

2-Bireysel Bilesen Kisitlamalari

Bireysel bilegenler tizerinde alt ve {ist sinir kisitlamalar1 yapilirken

iai <1 ve Zq:bi 21 (2.1.10)

i=1 i=1

kriterleri kullamlir. Bu kriterlerle kisitli bolgedeki karmalar kiimesinin bos olmadig

da gosterilmis olur. Eger (2.1.10) deki her iki durumda saglanmazsa, karma sinirmi

g
in =1’de tutmak olanaksizdur.

(2.1.7) formunun kisitlamalarin1 gosterirken, (2.1.10) deki kisitlamalarin
biiyiik tutarsizliklarinin saglanmamasmé dikkat edilmelidir. Tutarsizlifin kolayca
gosterilemeyen bagka formlari da vardir. Ornegin: McLean ve Anderson’un 4-

bilesenli flare denemeleri igin sinirlar,

0.40 < x, <0.60
0.10 < x, <0.50
0.10 < x; <0.50
0.03 <x, <0.08

2.1.11)

olup bu kisitlamalar tutarsizdir, giinkii siirli R bolgesinde x, =0.50 veya x, = 0.50

gibi higbir x noktas1 yoktur ve R’deki x, veya x; noktalarindan herhangi birinin en
yiiksek noktasi 0.47 dir.
Tutarsizligin bir bagka gesidi de asagidaki 3-bilesen tizerindeki kiimede goriiliir.

0.0<x,<0.1
0.1<x,<0.2
0.6<x;<0.8
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Burada x; = 0.6 olacak bir nokta yoktur ve x,’{in alabilecegi en kiigiik deger 0.7 dir.

Birinci tip tutarsizlik,

9
b+Ya; >, i=12,.9 (2.1.12)

iz

durumu , ikinci tip tutarsizlik,

q
a+y b<l, i=1.2,..9 (2.1.13)

i#j
durumu olustugunda meydana gelir. (2.1.12) ve (2.1.13)’ e denk &lgiitler:

R!>1 i=12,..,q (2.1.14)

ve

q
YRi<l  i=12,..q (2.1.15)

i%j

dir, burada

)

seklindedir ve j bileseninin “pseudo-bilesen” dizisidir. (2.1.14) ve (2.1.15)
denklemlerinin kullanilmas: ile kisitl: tutarsizliklar daha kolay bir sekilde saptanir. Bu
nedenle (2.1.14) ve (2.1.15) kendilerine karsilik gelen (2.1.12) ve (2.1.13)%e tercih

edilir. Buna gore 4-bilesenli flare denemesi igin,
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(0.50-0.10)
(1-0.63)
=1.08>1

Ry =R =

ve benzer olarak (2.1.15) i¢in 3-bilesen 6rneginde

01-0 02-01 2
R =3R'=R!+R} = + ==«
3 Ej FTTETR T 070 1-07 3

olur, (2.1.14) ve (2.1.15) ifadeleri, kisith tutarsizliklarin bulunmasi i¢in tercih
edilirken (2.1.12) ve (2.1.13) ifadeleri tutarsizliklan diizeltmek igin kullanilir. (2.1.12)
ve (2.1.13) simrh tutarsizliklarin diizeltilmesi igin alt veya {ist sinirlar arttirtlir veya

azaltilir. Boylece:

bi + Za_‘ =1
i#j
veya

£}

olur. Ornegin; McLean ve Anderson’un flare denemelerinden 2 veya 3-bilesenleri

gbézoniline alinrsa: b, =0.50 ve b, =0.50 almak gerekmiyorsa (2.1.11) sinirlar
b, veb,’iin 0.47 ile degistirilmesiyle tutarli yapilabilir. Fakat b, =0.50 siurini
almak onemli oldugunda a, a;vea, sinularindan herhangi biri veya hepsi

diizeltilmeli ve boylece b, +a, +a, +a, =1 olmalidir.

3-Bilesenlerin Lineer Kombinasyonlar1 Uzerindeki Kisitlamalar

(2.1.9) formundaki kisitlamalar yapildiginda kisitlamalarin bir kiimesinin
uygunlugunun kontrolti zor oldufundan, bu kisitlamalarin ayrik oldugu ve

A; =0 veya A; =1 olan basit durumlar bulunur.
A; =0 veya Ay =1 (i=1,2,....q , j=1,2,...,k ) oldugu ve (2.1.9) formunun

aynk k (k< %) kisitlamalar dizisini ele alalim. Genellik bozulmadan, “k” kisitlamalar

dizisi q bilegenlerinin tamamlayicisi olsun.
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Cj < A]ja] + Azja2 + ..+ quaq (2116)

dj <A1jb] +A2jb2 +...+qubq (2.1.17)
k

d;+Y.c,>1 (2.1.18)
[£3]
k

c;+y.d,>1 (2.1.19)
[£7]

durumlarindan herhangi biri j=1,2,...k> nin herhangi biri i¢in olusursa, (2.1.9)
formunun kisitlamalarinin dizisi tutarsizdir. (2.1.16) ve (2.1.17) durumlari sadece
ilgisiz kisitlamalar1 (kisitlt bolgeyi ileri derecede sinirlamayan kisitlamalar) ortaya
¢ikarir. (2.1.18) ve (2.1.19) durumlar1 da bireysel bilegen kisitlamalar1 olan (2.1.12)

ve (2.1.13) durumlarina benzerdir. (2.1.18) ve (2.1.19) durumlarini hesaplama

bakimindan uygun olan

Q) >1 (2.1.20)
iQ; <1 (2.1.21)
[£3]

kogullari ile yer degistirebilir. Burada

d. —c.
Qj =—(—J—kﬂl (2.1.22)
(1—}?_.]011)

dir. (2.1.22) denklemi j. “orta karma bilegen” Ay;x, +AgXg +...+AgXq terimin

pseudo-bilesen dizisi olarak géz Oniine almabilir. (2.1.16) den (2.1.21)’ e kadar
numaralanan durumlarin kullanimini agiklamak igin Piepel (1982a)’ in yedi bilesenli

Orneginden yararlanirsak, bu drnek i¢in verilen sinurlar,
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0.41<X; <0.60 0< X, <0.065
0.055<X, <0.15 0< Xz <0.080
<X; <0. 0<Xg <0.035
0<X; <016 ¢ (2.1.23)
0<X,<0.14 0< X0 <0.035
0<X5<0.09 0< X, £0.035
0.09 < X4 <0.17
ve
54< <0.80
0.54 X] +X2 +X3 8 (21'24)

0.13 <X, + X5 +Xg <035

olur. Burada (2.1.23)’ deki sinirlarnin tutarh oldugu rahathikla goriilebilir.

0<X; +Xg+Xg+Xjg+X;; 2025

ile smirh (2.1.24) ifadesinin sinirlarinin arttinlmasiyla X;’ nin aynk sinirlarimn
tamaminin bir kiimesini olusturursak, bu simrlama yetersizdir giinkii X, Xg,..., X;; i
(2.1.23)’ deki sinirlarda oldugundan daha ileri derecede kisitlanamaz. Bununla
birlikte (2.1.16)" den (2.1.21)’ e kadar numaralanan durumlarin kontrol yapisin

tamamlar. Kontroller igin (2.1.22) denkleminden faydalamlarak hesaplar yapilirsa, bu

hesaplar Tablo 2.3 deki gibi bulunur.

(2.1.16)durumu igin (2.1.17)durumu igin (2.1.20)durumu igin | (21..21)durumu igin

test

test

test

test

11 11 3
DA D Asb, 2.Q
j ¢ i=1 d, i=1 Q; t%j
1 1054 | 0.465 0.80 0.91 0.7879 1.4243
2 {0.13 | 0.09 0.35 0.40. 0.6667 1.5455
3 10 0 0.25 0.25 0.7576 1.4546

(2.1.24)  kisitlamalart  (2.1.16),

uymadigindan tutarlidir,  Simdi

Tablo 2.3: (2.1.16), (2.1.17), (2.1.20), (2.1.21) durumlan igin test hesaplari.

ayrik

2.1.17),

olmayan veya/ve

(2.1.20)

veya

(2.1.21)e
Ay #0veya A =1

degerlerine sahip olan (2.1.9) formunun bir kiimesinin tutarlilik testi ele aliursa,
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(2.1.16) ve (2.1.17) durumlan yetersiz sinirlan1 aramaya devam edecektir, bununla
birlikte (2.1.18) ve (2.1.19) durumlar bu tip kisitlamalar igin uygulanabilir degildir.

(2.1.9) formunun kisitlamalar1 igin kisitlamalar kiimesi tutarli olmasina
ragmen, arzu edilenden farkli bigimde kisith boélgeyi degistirebilirler. Bilesenlerin
smirlt  kisitlanmig bir lineer bilesiminde, ayrica gesitli sekillerde her bir bireysel
bilesenlerde kisitlanabilir.  (2.1.9)  formundaki  kisitlamalar olustugunda,
aragtrmaci, verilen bireysel kisittamalardan haberdar olmalidir. Ozel olarak
ilgilenilen, bilesenlerin her birinin alt ve {ist sinirlanmin  galisilmasina izin
vermeyen kisitlamalardir. Bu konular agagidaki gibi 6zetlenir.

(2.1.9) formunun bir kisitlamasim ve kisitlamasi1 A, #0 olacak sekilde bir X,

bileseni ele alalim. Eger

q
Az, +ZAﬁbi <, (2.1.25)
inl

ise bu kisitlama X,'nin a, alt simirina yaklagmasina izin vermez. Bu durumlarda

etkili alt ve tist sinirlar sirayla,

<Xl- ZA a, (2.1.26)
[£34
ve

>i ZA b, (2.1.27)

i#f

:1>

olur. Eger (2.1.9) formunun kisitlamalarinin kiimesi ayrik ise bu sinrlar X, igin

etkin olan son alt ve {ist sinirlardir.
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2.2- Simpleks-Latis Tasarimi

Simpleks {izerinde noktalarin diizenli dagilimlarmin meydana getirdigi
yerlesim diizenine latis denir. Latis terimi noktalarin siralanigiyla ilgi kurmakta

kullanilir. Burada her faktSr igin kullanilan oranlar 0’dan 1’e “m+1” es uzayh

degerlere, x,=0, ——1— , 3 ,ees 1, Sahiptir.
m m
=1 x =1
(1,0,0) (1,0,0)

(273,0,13) (2/3,113,0)

(1/1’0:1/1) (%,1/2,0)

113,113,413
(183, 15.113)

(13,0,23) (1/3,2/3,0)

(0,0,1) 0— (0, (0,0,1)
X3=1 (011/1‘1/1) X,=1

s . (0,1,0)
%=1 (0.14,28) (0,23,18) x,=1

{3, 2} simpleks-latis {3, 3} simpleks-latis

x =1
(1,0,0,0)

(%.0,0,%) (% %.0,0)

(0,0,0,1) {0,1,0,0)
X219 %=1
(0,0, %, %) (0. %, %,0)

x;= 1
(0,0,1,0)

{43 2} simpleks-latis

{4,3} simpleks-latis
Sekil 2.1: Bazi {q,m} latisleri
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Bu tasarimdaki noktalarin sayisi, {q,m} latis noktalarinin koordinatlarmin m
ile carpiminin sonucunda ortaya ¢ikan {q,m}l latisi olsun, bu latis (x,,xz,...,x q)
noktalarini igerir ve

x, =0,1,....,m

i
X +X; +..HX, =m

dir. {q, m}' latisindeki noktalarin sayisini ortaya ¢ikarmak igin biitiin noktalara 0 ve

1 den olusan bir kod sayis1 verilirse, (x,,xz,...,x q) noktalar1 ardigik rakamlan x,

bir ve sifir, x, bir ve sifir ..., x,, bir ve sifir, x, bir olan kod sayilarina sahiptir.

m tane 1 ve g-1 tane 0’dan olugan rakam sayist (m+q-1) ile latis noktalar1 arasinda

1-1 bir iligki vardir. Bu sekilde
m+q-—1
m

(xl,...,x q) noktast yazilabilir. Bu da {q,m} simpleks-latis bilesenlerinin
kombinasyon sayisidir. Ornegin: q=3 ve m=2 igin (i=1,2,3) x,=0,1/2,1 {3.2}
simpleks-latisin {iggensel garpim uzaymnin sinirlarinda 6 nokta hesaplanir. Tablo
24, 3q<10vel<m<4 q ve m degerleri igin bir {q,m} simpleks-latisdeki

noktalarin sayisii gésterir.

Modelin derecesi Bilesenlerin sayisi

(m) q= 3 4 5 6 7 8 9 10
1 3 4 5 6 7 8 9 10
2 6 10 15 21 28 36 45 35
3 10 20 35 56 84 120 165 220
4 15 35 70 126 210 331 495 715

Tablo 2.4: q ve m degerleri igin {q,m}simpleks-latisdeki noktalarin sayisi
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2.2.1. Simpleks- Latis Uzerindeki Polinomlar

Xy5X; 5. %, bilesenleri igin q degiskenli n.dereceden polinom

n=p,+ ZBixi + ZBijxixj + ZBijkxinxk t...t ZBi.iz...inxi,xiz‘“xi“ (2.2.1)

1<i<q 1<igjsq isi<j<k<q i<i; iy <.8ip <q

seklindedir. Burada x, +x, +...+x, =1 olacak gekilde x, >0 ve B katsayilari

sabittir. Bu polinom {q,n} polinomu olarak adlandirlir. (2.2.1) deki katsayilarin

+
sayis1 (n q] tanedir. (2.2.1) denkleminde x, yerine
n

x,=1-)x, (2.2.2)

yazilirsa, ayni fonksiyon x,,x,,...x,; q-1 degiskenli bir polinom olur. Bu sadece

n+q-1
( 1 ) katsay: igerir. Bu say1 {q,n} sayisiyla aymdir, bu da polinom regresyon
n

modellerinin simpleks latis tasarimina-ve onun degigimlerine iyi uygulanabildigini

gosterir. q degiskenli n.dereceden en genel polinom x; 20, x, +x, +..+X =1
olacak sekilde x, 20 koguluyla

n=1 i¢in (lineer form)

’]"l = ZBixi (2.2.33)
I<si<q
n=2 i¢in (quadratik form)
n= ZBixi + ZBijxiXJ (2.2.3b)

i<igq 1gi<j<q
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n=3 i¢in (kiibik form)

n= ZBixi + 2:[3ijxixj 4—}:yij.>(ixj(xi —Xj)+ZBiijinXk (2.2.3¢)

I1si<q 1<igj<q

olarak yazilabilir.B; +By; =0, Byxix,+Byx,x; formundaki %%, (x; - x;)

ifadesinin yazilmasiyla (2.2.3c) deki notasyon daha simetrik yapilir.(2.2.3b) ve

(2.2.3c) deki B; katsayilarinin sayis @:2_1_)3 dir. (2.2.3c) deki v; katsayisinin

sayist da aynmidir ve (2.2.3c) deki By, katsayisiun sayist q_(q_—lg(_q—_2_) dur.

2.2.2. Polinom Katsayilarimin Tespiti

Bu polinomlardaki katsayilar1 yorumlamak i¢in yanit fonksiyonunun n ile

verildigini ve (2.2.3a), (2.2.3b) ve (2.2.3c) formunda oldugunu kabul edelim. Tek
indisli i katsayilar1 i-inci saf bilesenin yanmitinin terimlerine goére, i ve j indisli
katsayilar i ve j bilesenlerinin ikili karmalarinin yamitinin terimlerine gore, i, j ve k
indisli katsayilar i , j ve k bilegenlerinin {iglii karmalarinin yanitin terimlerine gore

yorumlanabilir. i-inci saf bilegen igin yanit1 7, ile verilsin.ve (2.2.3a), (2.2.3b) ve

(2.2.3¢c) denklemlerinin herhangi birinde x;, =1 (x, =0,i# j) ve n=m, almrsa
Pi=m,

bulunur, B, katsayilarni saf bilesenler i¢in yanittir. Eger (2.2.3a) lineer form

kullanilirsa yanit,

q
ZBixi =2 XiM;
=1

i=1

olur. Bu lineer karisim veya lineer karma degeri {izerindeki yamitin fazlaligi
x;oranlarindan hesaplanir ve saf bilegene bagli n, yamitlart ¢esitli alanlarda

karmanin sinercimsi olarak adlandirilir. Bu negatif ise karmanin antoganizmi olarak
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adlandirilir. i ve j bilegenlerinin ikili karmasi igin yamt (2.2.3b) quadratik formu ile

verilen

Bix; +Bx; +ByxX;
dir.
Byx;x; ikili karmamn sinercimsi, B; katsayisi da i ve j bilesenlerinin ikili
sinercisiminin quadratik katsayisidir. (2.2.3c) kiibik formda, ikili karmanin
sinercismi v;x;X;(x; —X;), v; katsayisi da i ve j bilesenlerinin ikili sinercisminin

katsayisidir. (2.2.3c) denkleminde i, j ve k bilegenlerinin {iglii karmalarinin

sinercismi ise

lpijxixj + XX (X —Xj)J+[Bikxixk Y X Xy (X4 _Xk)]+|pjkxjxk + XX (X _Xk)J

+Bijkxix P

dir. i saf bileseninin yaniti v, i ve j bilegenlerin 1:1 (birebir) ikili karmalarinin
yamti n, i, j ve k bilesenlerinin 1:1:1 igli karmalarimin yaniti N> 1 V€ J

bilesenlerinin 2:1 ve 1:2 ikili karmalar1 igin yamit sirayla Ny veny dir. {g,2}

latisindeki B; terimini elde etmek igin , x,=x;=

ve n=m); ifadelerini (2.3)

N =

formlarinda yerine yazilir ve

1 1 1
nij='3ixi+Bjxj+B’jxixj=§Bi+5Bj+ZBij (2.2.4)

Bij =4nij - 21, —Zm

olarak bulunur. {q,3} latisinde B; terimini elde etmek igin (2.3c) de

X, =3 % =3 1= yazilir ve

Mig = Bix; +Bx; +Byxix; + 7%, X (% —x;)

1. 2 2
=Bi+=B; +E

2
—B. +
P 379

Ny = 3 Yij (2.2.5)
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J

elde edilir. Ayni denklemde x, =%~ , X =§ » N="ny yazilirsa,

2

1 2 2
=—B =B+ B ——1. 2.2.6
71;,, 3B| 3 BJ 963 27 Ylj ( )
elde edilir. Bu iki denlemin toplamindan
4 : 4
Ny + Ny =B; +B; +'§Bu =1M; +N; +§Bij
=2 2.2.7
Bij_Z(niij My — M -1;) (2.2.7)
elde edilir. (2.2.5) denkleminden (2.2.4) denklemi gikarilirsa
=2 3 3 22.8
'Yij”‘z( My — 3N — M +1;) (2.2.8)

elde edilir. By, igin, x; =x;=x, =§ ve (2.2.3c) denkleminde n=mny, yazilirsa

n= ZBixi+ ZBijxixj+ Zyijxixj(xi—xj)+ ZBijkxixjxk

1<i<q Isigj<q 1<i<j<q I1<igjsksq
1 1 1.1 1 1
Nk= 2 Bi+ T Byt T vyoG-D+ B
P g3 isi<igq? Y s 93 3 iik 57

1 1 1

Nijk =§(Tli +M; +nk)+§(Bij +Bix +Bjk)+-27[3ijk

B =27my —9(m; +n; + T\k)“3k4ﬂij =2n; —2n,) + (4 — 2w, “2T\j)J
-3(4ny —2n;-2n,)

Bik =27 —3(; +n; + 1) — 125 + My + M) (2.2.9)

bulunur.
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2.3.Simpleks-Sentroit Tasarim

Bir q bilegenli simpleks —sentroit tasariminda ayrik noktalarin sayis1 2% -1
dir. Bu goézlemler, q saf-bilesen, esit oranli (CZIJ ikili karma, esit oranl ((31] iicli
karma, ..., esit oranli g-lu karmadir. Bu (1,0,0,...,0)’ m q permutasyonu,
(%,%,0,...,0)" m ((21) permutasyonu, ( 4,%,4,0,...,0,0)’1n ((31) permutasyonu,...,

sonug olarak hepsinin merkez noktasi (), 4, Yos- Jo» Jo) ‘10 q-lu karma sayisidir.

Yani simpleks-sentroit tasarim tiim bilesenlerin esit degerler aldifi tasarim
noktalarim iginde bulunduran tasarimlardir. Boyle tasarimlar (q-1)-boyutlu
simpleksin merkezinde ve (q-1)-boyutlu simpleksi kapsayan biitiin gok-boyutlu
simplekslerin merkezine yerlesir. Sekil 2.2 de 3-bilesenli ve 4-bilesenli simpleks—

sentroit tasarimlar gosterilmistir.

x =1

1
X, = x,=Va
px, = o= V2

O o =113
X=X = x, =173 K= K= Xa=

L ]
X2 = xf'/z XS XS Xy = x4=1/4

X =1

x=1
X=X = 2, =13
)

=1

(a) 3-bilegenli simpleks-sentroit (b) 4-bilegenli simpleks-sentroit
Sekil 2.2: (a) ve (b), 3-bilegenli ve 4-bilegenli simpleks-sentroit tasarimudir.

Yamt {izerindeki veriler simpleks-sentroit tasarimimin noktalarinda

toplanmistir. Bu noktalara kargilik gelen polinomun denklemi,

q
n=ZBi X; 4—21[3ij X;X; + Zﬁﬁk XXX, +...+[3,2mq XXy X (2.3.1)
in

i<) i<j<k
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dir. Eger yamit 7, (2.3.1) denklemini gerektirirse, B katsayilar1 simpleks-sentroit

tasariminin 29-1 noktalanindaki 7’ niin degerleriyle belirlenir. (2.3.1)

denklemindeki B, parametresi saf bilesene gore beklenen degeri gosterir ve i
bileseninin lineer kanigim degeridir. Denklemin kalan kismu da sinercisim olarak

adlandirtlir.  (2.3.1) denkleminde P, i ve j bilesenleri i¢in ikili sinercismin
kuadratik katsayist, B, , i, j ve k bilegenleri igin tilii sinercismin kiibik katsayisidir.

Simpleks-sentroit tasarimi {izerindeki, (2.3.1) yamit denkleminin bireysel
terimlerini agiklamanin bagka bir yolu, B.x;’nin i.saf bilesenin yamitim1 veren
i.terimden bagka simpleksin kdse noktasindaki yamti etkilemedigini gostermek;

B;x;x; teriminin, gerekli sinercimsi veren, orta noktadaki yanit1 ayarlayan i. ve j.

koseleri birlestiren kenar haricindeki higbir kenar lizerindeki yamit1 etkilemedigini

gostermek; B, x;x;X, teriminin 1. ve 2. derece terimlerle ortaya ¢ikmayan pargalari

veren merkezdeki yanit1 ayarlayan i., j. ve k. kdselerle dlgtilen yiiziin diginda higbir

iki boyutlu yiizey tizerindeki yanti etkilemedigini géstermektir.

(2.3.1) denklemine bir B, sabit katsay1 eklenirse,elde edilen denklem 219
gozlemli olur. B, =B, (x, +x, +..+x_) karma denemedeki lineer terimleri igine

alir ve boylece B,,B,, B,,...,B, katsayilari regresyon denkleminde

Z(Bo +B,)x;

1€i<q
seklinde olur. (2.3.1) denklemindeki (2% ~1) tane B katsayisi simpleks-sentroit
tasarimindaki (27 —1) noktadaki yanitlarla belirtilir.
i.saf bilesen i¢in yant 7, ise

n=n,, x=1, x;=0 i#]j (23.2)

i ve j bilesenlerinin esit oranli ikili karmalarn igin yamt n; ise

, %, =0, k#i,] (2.3.3)
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i, j ve k bilesenlerinin esit oranli tiglii karmalari i¢in yanit 0, ise

="y xi=xj=xk~=% %, =0, m#1,j,k @34)

seklindedir. Genel olarak i,,i,,...,i, bilesenlerinin esit oranh karmalari i¢in yanit

MNijiy .., ise
=N, X =X, =.=X; =—, X; =0,i¢il,i2,...,i (2.3_5)

seklinde yazilir. (2.3.2) esitligi (2.3.1) de yerine yazildiginda
Bi=m, (2.3.6)
ve (2.3.3) esitligi (2.3.1) de yerine yazildiginda

n= ZBixi + ZBijxixj

=Bx; +B;x; +Byx;x;
ai =2_I(Bi +Bj)+2—2Bij
Ny =2"'(Th +nj)+2_2Bij

B, =202'n, -1'(, +m,)} 2.3.7)

olur. (2.3.4) esitligi (2.3.1) de yerine yazildiginda da

1]=§:Bixi +ZBanin +ZBijkxiijk

Nge =37 B; +B; +B)+37 By +PBy +B) +37 By

Mge =37 (M + 1+, )+ 3740 +ny +15) =374, +n; +1,)
+37By,

3By = Mg — (7 =374, +n; +n,)) =374y + 1y + 1)

B =3{32nijk -22(% + My +T|jk)+12(ni +1; +11k)} (2.3.8)
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elde edilir.

S,, {1,2,...,q} kiimesinin r elemaninin {i,,i,,...,i,} kiimelerinden herhangi
r
birini gostermek fizere, £(S,), S,’deki r bilesenden esit oranli t-li (t) karmanin

biitiin yanitlarinin toplam1 olsun. Buna gore genel denklem:

Bs, =48, -t -2, (8) + (=2 £,,(S,) .
+(D)T1 (8,
B, =13 (=D)L, (S,) 239)

seklinde olacaktr.
2.4. Ekstrem Vertiks Tasarim (Ugdeger Tasarim)

Ug deger tasarim, simpleks iginde daha kiiglik bir uzay igeren karma
tasarimdir. Eger karma ic¢inde bulunan bilesenlerin alt ve iist siirlarinda ek
kisitlamalar varsa bu tasarim kullanilir. Bilesenler iizerinde alt veya fist smir
kisitlamasi veya hem alt hem iist sinir kisitlamasi bulunabilir. i.bilesen tizerindeki

kisitlamalarda, alt sinir L;, tist sinir U, olmak iizere bu kisitlama:
L, <x,<U, , i=1,2,...q 2.4.1)

seklindedir. Kisitlamalarla olugan yeni bolge simpleks olacagindan yeni bolge
lizerinde 0 ile 1 arasinda degerler alan yeni bilesenler tanimlamak miimkiindiir. Bu

yeni bilesenlere pseudo-bilegenler denir ve bu bilesenler,

R!>1 i=1,2,...,q

q
Y Ri<l  i=12,.q

i#j
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_U;~Ly (2.4.2)

seklinde tanimlanir.

Ornegin alttan stmirh 4-bilesen,

q

Y x;=lve L, <x; <1, i=1,2,...,q igin
i=1

023<x,, 0.10<x,, 0.05<x,, 0.08<x,

olsun. Bunlarin pseudo-bilesenleri:

»

x;-L;, x,-023 x,-023
X, =

1 —

a T [-046  0.54

=1—ZL;

i=l

* x2 "O.IO * X3 ’—0.05 * X4 “"0-08

=-—————-———’x4=

Xo= 2 » X3
0.54 0.54 0.54

seklindedir. Tasarim pseudo-bilesenler cinsinden de kurulabilir, bu nedenle x,

tasarim noktalatini x, terimleri olarak yazilarak,

x, =L, +(l —zq:Li)x; (2.4.3)

i=]

doniisiimii kullanildiginda orijinal bilesenlere doniigiim yapilir.



38

2.5.Ciftli -Latis

Tanim 2.5.1: ilk olarak X5X,,.-, X, bilegenlerinin kiimesinin simpleks-latisi ve ikinci
olarak z,,z,,..,z, bilesenlerinin kiimesinin simpleks-latisi segildiinde, sirayla
c, vec, oranli birinci simpleks-latisin ve ikinci simpleks-latisin tim karmalarinin
karigimlariyla tiretilebilen karigimlar varsa, bunlar “¢ifili- latis” olarak adlandirilir.
Ornegin, birinci bilegenlerin kiimesi i¢in {p,3} simpleks-latisten ve ikinci

bilegenler kiimesi igin {q,2} simpleks-latisten {p,q;3,2} ¢iftli-latis elde edilir.

{p.3} simpleks-latisi, x;=1 oranli p saf karmalann n,; (1<i<p), x; =§, X; =§

oranli (g) ikiling, ny (1<i<j<p) ve x,=x;=x, =% oranll(gj ticli karmalar
Mg (1£i<j<k<p) kapsar. {q,2} simpleks-latis, z; oranli q saf karmalar,
z, =2; =% oranlt (g) ikili karmalann kapsar. Sirayla a, ve o, oranh {p,3}

simpleks-latisin = ve  {q,2} simpleks-latisin tiim karmalar1 Kkangstirildiginda yeni

karigim olan {p,q;3,2} ¢iftli-latisi i¢in Tablo 2.5’ deki karmalar elde edilir.

Karma Karmalarin Yamt: Karmalarin Bilesenlerinin Oranlar
sayis)
Pq niii’jj,(lSiSp,lstq) Xi=cl(xi=l),Zj=c2(zj=l)

niii,j](’(]SiSp"Sj<kSq)

-
—
N a2
SN

Xi =c] ()(l =]),Zj =C2 =Zk (ZJ =Zk =i)

P 2 1
ik (Isi<j<plck<q) xi=°l("i=§)'xj=°l ("j=?)’zk=°k(zk=')

-

o 1
Nk - (Si<isplsk<q Xi=e (5 = 5% = o &) =Pz = @ =)

-

[ 2 1 1
N - (<4 <jgsplgskc<lgq) Xj=eop(; =5hXj=cj(xj =3)Zy =Z| =cy(z =2 = 7)

N

1 2 L
X; =cylx; = 3),Xj =c2(xj =32y =2y =cy(zy =2) =5

N -1
AN N =
N o N2
~—

Nk - (si<isplsk<l<g)

~N

w

Tk (Isi<j<ksplslsyq ’Xi=Xj=Xk = ¢ (x; =xj=xy =3hZ =cy(z =1)

=

qijklm,(lSi<j<kSp,lsl<m5q)

~

A )

-
SN—
=
1
>
-
]
b
=
1
o
P
)
i
¢
L
i
»
=
[}
W feme
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2.5.1.Ciftli-Latis Polinomlar:

Burada giftli-latis igin uygun regresyon fonksiyonu bulmak gerekir. Uygun
regresyon fonksiyonu, ¢iftli latis noktalariyla aymi katsayiya sabip bir regresyon
olmali, ve giftli-latisteki her karma igin yamtin deneysel ortalamasinin
kullaniimasiyla regresyon fonksiyonundaki katsayilarin bir tek tahminini elde etmek
miimkiin olmalidir. Ciftli-latisi kapsayan simpleks-latislere benzer kanonik
polinomlarin garpimlarindan elde edilen uygun regresyon fonksiyonu Kkestirilir.
Omegin: {p,q;3,2} siftli-latisi i¢in uygun regresyon fonksiyonu sirayla {p,3}
simpleks-latis ve {q,2} simpleks-latisine uygun kanonik polinomlarin garpimlarindan

elde edilir. {p,3} simpleks-latisine uygun kanonik polinom,

P
N=2Bx+ Y BXX;+ DvxX (K —X)+ Y .Buxxx, (2.5.1)
i=1 1<i<j<p I<i<j<p Igi<j<k<p
seklindedir. Katsayilarin tahmin edilmesiyle polinom
P
i =Zaiiiniii + Z (ayiy +aijjﬁijj)+zaijkﬁijk
i

Isi<j<p

seklinde yazilir. Burada
1
By = Exi(3xi -2)3x,-1)

a5 = %Xixj(xi ~1)
(2.5.2)
9
a; =5xixj(xj-—1)

8y = 27X;X X,

dir.

{q,2} simpleks-latise uygun polinom
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n= iBizi + ZBijziZj (2.5.3)
i1

1€i<j<q

olup katsayilar tahmininden sonra denklem,

q
ﬁ = Zbﬁﬁii + Zbijﬁij (2-5-4)
i=1

Isi<jgq

seklinde yazilir. Burada b; =2z,(2z; -1) , by =4z;z; seklindedir. (2.5.1) ve (2.5.3)

polinomlarinin  garpilmasiyla ve katsaytr sonuglarinin  basit katsayilarla

degistirilmesiyle, {p,q;3,2} ¢iftli-latisi igin,

P 4 P q
‘1=z ZBi,jxiZj+z ZBi,jkxiZjZk+ Z ZBij,kxiszk+ Z ZBij,klxinzkzI

i = io 1sj<ksq 1sicjsp kel 1sicjsp I<keli<q
q
L 2 TaXiX (% =Xzt Y D XX (X —X))z2,
Isi<jsp k=l Isi<jsp 1sk<i<q
q
+ Z ZBijk,lxiijkZI + Z ZBijk,lmxixjxkzlzm
Isi<j<k<p =} Igi<j<k<p I<li<msq

(2.5.5)

regresyon fonksiyonu elde edilir.

Yukarida gosterilen regresyon fonksiyonlarinin ¢iftli-latis igin uygun oldugu bu

regresyon fonksiyonlarinin katsayilar tahminlerinden elde edilir.
2.5.2.{p,q;3,2} Ciftli-latisinin Katsayilarmin Tahmini

(2.5.5) regresyon fonksiyonu sifirdan farkli her ¢, ve ¢, (c,+c,=1) igin
kullamlirsa, ¢, ve c, ninelde edilen degerlerinde sirayla, 1. .
N> Migikr s Migers Mg 1910 g 55 B s Tiowes i » T > Tiier > Tigkor > Tiiem gbzlemleri

bulunur. 7 deneysel ortalamalari, X; vez, oranlarimin uygun degerleri (2.5.5)

denkleminde yerine yazilirsa,

iy =B 2.5.6)
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A 1 bl A 1 .
i je = = Bi; +Bi) +—Bi i (2.5.7)
2 4
. | S A 2 2 .
Mg,k = 3 (2B +B)+ 5[3 7,, k . (2.5.8)
n 2 .
ik = (B; «t ZB i)+ Bg K Yl, (2.5.9)

ﬁiij,kl (2311( +2B|1 +B;k +B,1)+ (2[3‘ K "‘BJ Wt (Buk "‘Bu/)

1 A I . R 1.
E(Bij,kl) +§7('Yij,k +¥50)+ 57""" (2.5.10)

o I~ & A A 1 A A 1 A ~
MNijiw = E(Bi,k +Bis +2B; +2B;) + 1—2(B;,k1 +2B;,)+ ’9“(Bij,k +Bi.0)

1 A

[ n I .
+ =B = @i +¥40) — 'Y,, K (2.5.11)
18 27

54

ﬁijk,ll (B|1+B11+Bk1)+ (Bu +B|kl+Bjkl)+ ngz (2.5.12)

27

ﬁijk,u 1 (5.1 +Bnm +B_]1 +Bjm "‘Bkl'*‘Bkm)"' (B.zm +B11m +Bk1m)

(Bljl +BI] +B|k1 +B|km +B_|k1 +B|k m)+ (Bu Im +B|k Im +Blk lm)

(B,,k, +Biom) + e 108 B,,k i (2.5.13)
normal denklemleri elde edilir. Yukaridaki denklem sistemlerinin ¢6ziimii ile

ﬁi,j = ﬁiii,jj (2.5.14)
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Bi,jk = A 5 — 2055 + i) (2.5.15)

katsayilarnin en kiigiik kareler tahmini elde edilir. (2.5.8)ile (2.5.9) denklemlerinin

toplanmastyla

A A ~ ~ 4 ~
Mgk + M = Bi,k + Bj,k + ’"Bij,k
9

4 ~ A ~ N ~
§Bij,k = (Mg + D) + Bige +Bjx)

A 9 . n n n
Bix = 1 { M + M) — (i e + M) (2.5.16)

elde edilir. (2.5.8) denkleminden (2.5.9) denklemi ¢ikarildiginda,

n n 1A 1~ 4,
Nig e — Mijiae = EBi,k —EBj,k + '2“7“'Yij,k

n S N n n
Yix = Z{3miij,kk - nijj,kk) - (T]iii,kk - nmkk)} (2.5.17)
elde edilir. (2.5.10) ile (2.5.11) denklemleri toplandiginda

n n | P S 1 A ~ 2 A ~
Nig e T N = 3 By BB+ B+ Z(Bi,kl +Biu)t §(Bij,k + Bij,l)
1A
+ §Bij,k/
Biw = M0 + Niga) — '2‘( Bix tBis+Bix B )- Z( Biw *Bix)
'2( Bik,k + BUI )

A A 9 " A "~ L)
ﬁij,k/ = 9(ﬂﬁj.k1 + nijj,kl) - E(rliii,kk + M F M TN jjj,ll)

9 A A A A A A
- Z[ Mk + M =2 e + M) 2 Mg + M) -

9. R n n
- 2[2 {(niij,kk + T )~ Miie + Mg )}}
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9 A ~ N A
+2 [Z {(Thij,u + M) — M + M mll)}]

A

9( A - " R N . N n
Biw= ) {2(niij,kl + M) + M e + Mg + N M0 i) — 2Mii +n jjj,kl)}

9 .. ) ) )
3 {(T]iij,kk + M + Mg + nijj,ll)} (2.5.18):
bulunur. (2.5.10) denkleminden (2.5.11) denklemi ¢ikarildiginda

g — Niiaa = % (ﬁi,k + ﬁi,l - B ik~ ﬁ il )"‘ 527 ('?ij.k + ?ij,l)

- (ﬁiij,kk + ﬁijj,kk + ﬁiij,ll + ﬁijj,u)
,. n . 27 A PN ~
Yiwr = 27 M0 — Nigia) — —6‘(Bi.k +Bi —Bix =B,
27 . r 9 . A
- 2[7 (Tliij,kk = Niji, ki - Z M jii ke Vi kk )
27 .. n 9 . r 27 [~

+ ‘4— (niij,ll — Nigin) — Z (T]iii,u — N )] - E [4niii,kl -

— 2 e + D) — ) ik 2(7 ik fi iﬁ,ll)J
N 9 ~ A A P A ~ A ~
Vi = 5 {6(niij,kl - nijj,kl) - 3 (M + Mi.nr — Migjkk — T]ijj,ll) = 2N —M jjj.kl)

+ (N s + T — ﬁjjj,kk -7 i )} (2.5.19)

elde edilir. (2.5.12) denklemi ele alinursa,

iyt = 3 i + Ny + Mgar) + 94 [(ﬂiij,u + Nyin + Wi + Maenr + Migewr + i)
1 A

— 2 + 20 i 2ﬁkkk,ll)]+ 27 Pis

My = s i + N + M) + 2 Migr + Mg + i + Niger + Nigenr + Mijaesr)

1 ~
+ 57‘ Bijk,l
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by 9 ~ ~ ~ ~ "~ A "
Biws = 1 {1 2 + 300 + M+ Miser + N + N + 1 jkk,ll)}

9 A A A
+ Zz(niii,ll + Mo + M) (2.5.20)

bulunur. (2.5.13) denklemi ele alinirsa

~ 1 ~ ~ " " A A
Mijk,tm = 6 i+ Moo + Nt + Mimm T Mttt + Pt mm )
1 ~ ~ ~ -~ ~ A
+ 18 Biis +Bim +Bacs +Bicm +Bis +Bicm)
”n 1 ~ ~ A ~ A A
Niim = = i + MmNt + Niiomm + Midesr + N o)
6

l ~ ~ A ~ N A
+ Iz [“ 2+ Mo+ N + Niimm + Tgesr + Niddemm )
+ 4 Mt + N + Nideem )J

1 [ A ~ A A ~ A L)
+ 3 Mo + N + Mo + N + N + Niserr F N rum
F MmN + Mo + Nomm + Mo ) — i + N
F i + Moyt + Mitymm + Miadgmm T Mg + M + N + T]kkk,mm)J
+ 3 (it it + Nidesin + Mjrsm + Njim)
= (i + Ny + Nium T Nigimm N
F M + Nitgmm + Nigmm T Mo T Mjger + Nieonm + Micomm )
= 2Mii o + N + Miiiim + Nt + Nijigm + NikieJm )

+2(Mii i + N + N +1 imm Mo + Mok ) 1
+ —5—22 12(nijk,11 + Tlijk,mm ) - 3(niij,ll + nijj,n + rliij,mm + T]l_u,mm + Tliik,ll
F i + Miemm + Mg + Njjen + N + Nijiomm + Vi)

1 -

+ 2Ny + N o + 11 it Y MmNt + Nt mm )]"‘ 108 Biik im
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bl 9 A fo) A n A A
Bijk,lm == {24‘1ijk,1m - 12(%1(,11 - rIijk,mm) - 6(niij,lm + N + Miik i
2
*+ Mg + Mg + Mieim) 3 i + M + Moo

F Miomm F Mkt T Mt T Mikymm T Nideymm + N
+ Mg + Mg + Nagmm ) T4 M e + Niigen + M)

- 2(ﬁm,u + Tl o + f it il iij,mm T ﬁkkk,ll + ﬁkkk,mm )} (2.5.21)

bulunur. B ve y katsayilari yerine onlarin en kiigiik kareler tahmini ﬁ ve ¥ ve
diger terimlerin yazilmasi ile olusan (2.5.5) denkleminde (2.5.11) yerine (2.5.21)
denkleminin yazilmasiyla, tahmini yamt varyansiun daha kolay hesaplanmasi ve

yanitin daha kolay tahmin edilmesini saglayan

P q A p .
=20 D uflg + 2 2B
i1 =l i=1 1sj<k<q
q A Fo)
+ Z Z(aiij,kkniij.kk + a5 M)
I<i<jsp k=i
A A q
+ Z Z(aiij,klniij,kl + aijj,klrlijj,kl) + Z Zaijk,llnijk,ll
Isi<jsp 1<k<l<q Igi<j<k<p I=1
+ Z zaijk,lmnijk,lm (2.5.22)
I<i<j<k<p I1si<w<q

denklemi elde edilir. Burada

2, ;5 = 1%, 03%, 1)(3x ~2)]z,(2z, - D] =a,b; (2.5.23)
2 5 = (1%, 3%, 1)(3x ~2))|4zz, | = a; b, (2.5.24)
8 = [2%%,0%, - D[z, 2z, )] = ab (2.5.25)
By = [3%%,0%, - Dz, 22, - )] = aby, (2.5.26)
8y = [2%%,0%, - D]l4z,2,] = azby, (2.5.27)
2 = [3%%,0x, - D[[4z,2,] = by, (2.5.28)
ayo = [27xx %, 2,27, - 1)) = a;by (2.5.29)
8y m = 27xx %, 42,2, ] = 2y, b, (2.5.30)

dir.
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2.6. Grafiksel Tasarim

2.6.1.Tiim Simpleks Bolge i¢in Grafiksel Yaklasim
Karma sisteminde (1.1) kisitlamasi karmanin boyutunu q’ dan g-1’ e kisitlar.
3-bilegenli sistem igin ylizey Sekil 2.3 deki gibi bir eskenar tiggenin simrlar ve

iciyle gosterilir, benzer olarak 4-bilesenli sistem i¢in yiizey bir tetrahedron olur.

Xy

(1,0,0)

Xt XXy = 1

(0,0,1)

(0,1,0)

Sekil 2.3: Tiim deneysel noktalari iggenin iginde yada tizerinde olan 3-bilesenli
Simpleks bdlge.

2.6.2. Simirh Bolgeler i¢in Grafiksel Yaklasim
Bazen karma denemelerde agagidaki sinirlamalara gereksinim duyulur, x,

1

tizerindeki sinirlama ile eklenen sinirlar bilegen oranlarinin alt ve iist sinirlarinda yer

alir.
0<L,; <x,<U; <1 (2.6.1)

Ornegin; Cain ve Price’ in  (1986), bir kok yaginin, x,,x, ve x, gibi {i¢ yagm
biriyle veya birkaginin karigumi ile olusan ve bir yaglama yagi olan dort bilesenli
karmas1 6rnek olarak alinsin, kdk yagi, yag kargiminin ¢ogunlugunu olustursun
(x,20.845). x, =0.90 oldugu saptanan kék yaginin orani ile x, +x, +x, =0.10

olacak gekildeki ii¢ yagin,
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0.025<x, <0.090
0.0075<x, <0.04
0.002<x, <0.042

seklindeki degigen oranlan ele alinsin. Kisitli bélge 6 ug tepe degerli ve 6 kenarl
diizensiz bir polihedrondur. Bu tip diizensiz polihedron, oranlar {izerindeki hem {ist
hem de alt sinir kisitlamalan oldugu zaman olusur.

Genel olarak, tasarim, biitiin merkezlerden (q>4 olan) baz1 yiizey
merkezlerinden, kenar orta noktalarin bazilarindan ve ug tepe degerlerin bir
kiimesinden olugan bir kisith bolge tizerindeki (yukarisindaki) bir modele uygulamak
i¢in kullamlir. Ug tepe degerler, kenar orta noktalar, ylizey merkezleri ve bunun gibi
noktalar “aday(candidate) noktalar” olarak adlandirilir. Bu noktalar i¢in, modelin

y=XB+¢ (2.6.2)
olarak verildigi kabul edilsin. y, nx1tipinde yanit vektdrii, X, uygun bilesen

oranlarinin nx p (p<n) matrisi ve modele bagli oranlar arasindaki miimkiin direkt
oran , B, px1 tipinde bilinmeyen parametre vektorii, €, nx1 tipinde rasgele hata

vektoriidiir. Aday tasarim noktalariun ozel kiimesi, agagidaki basit degerler

kullanilarak genellikle ACED gibi bir paket program yardimiyla segilir.

a) (X'X)™" in izini minimize eden A-optimallik

b) (X'X) in determinantin1 maximize eden D-optimallik

¢) Ilgilenilen bolge tizerindeki x’ (X'X)™'x,’ in maximum degerini minimize
eden G-optimallik. Burada x,, bu bolgedeki keyfi bir noktadir.

d) x; (X'X)"'x, 1n ortalama degerini minimize eden V-optimallik.

Bu kriterler birinci ve ikinci dereceden modeller igin, biitlin tasarim noktalari

ilgilenilen bolgenin simirlarinda bulunan sinir tasarimimi segmekte kullanilir.
2.6.3. Karmalar i¢in Grafiksel Yaklagim

Amag, karma tasarimlar igin basit-deger kriterine bir alternatif bulmak
olduunda grafiksel ytntem oOnerilir. Gorman ve Hinman (1962), iiggen bolge
tizerindeki @i¢ bilesenli karmalar igin simpleks-latis tasarimlarim &rnekleme igin

kiibik modeli ve ikinci dereceden model igin tahmin varyansinin konturlarim



48

kullanilarak, bdyle konturlar1 ii¢ bilegenli sistemlerle sinirladilar. Eger ii¢ bilesenli
bir sistemde ¢alisiliyorsa, genellikle beklenen yanit degerlerinin (veya ylizeylerin) ve
tahmin degerlerinin varyanslarinin bir kontur plot1 yeterli olacaktir. Ug bilesenden

fazlasi igin bagka teknikler gerekir.
Cox yéntemini bir 6rnekle agiklamak igin bir s= (s,,5,,...,,) kaynak karmas

tanimlansin. S koordinatlari, ilgilenilen bélgenin koordinatlarinin ortalamasi olan
karigimin veya bolgenin merkezi olacaktir. Bir bagka karigimda i.bileseninin oram bir

A, (A;>0 veya A, <0) miktariyla degisen karisim oldugu diistiniilsiin, yani
X; =8, + A,
olsun. Yeni karisimdaki diger bilesenlerin oranlart

_ .Aisj

1-s,

X; =8

, =259 , i#]

denklemi kullanilarak ayarlanabiliyorsa, bu yeni karmada, geriye kalan herhangi iki j
ve k (i#]j, i#k) bilesenlerinin oranlarinin yardimer karmadaki kendi oranlariyla

ayni oldugu anlamina gelir, yani
X. S.
L= @,k #i)
X

ve bu s’ den x; =1 tepe noktasina kadar incelendiginde Cox ydntemi olarak bilinir.
Bu ismnlar boyunca deneysel bélge iginde noktalar  (veya  karigimlar)
tanimlandiginda, Cox’ un bu ydntemini tahmin isinlan1 olarak adlandirilir. Her
bilesen i¢in bir tahmini 1s1n bulundugundan, her bilesen igin ayr1 bir yanmit izi
bulunur. Ug bilesenli (x,,x, ve x,) yaglama Srnegi igin tahmini 1mlar1 Sekil 2.4

te gOsterilmigtir.
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X, igin tahmin 1511

X, igin tahmin 151m X, igin tahmin rgin1

X, =0.10 X,=0.10

Sekil 2.4 : Bolge merkezi (X,,X4,X, ) =(0.0564, 0.0227, 0.0209) koordinatli olan
karma. Kisttl bolge i¢in Cox yontemi veya tahmin isinlari.

2.6.4. Yamt izi Boyunca Tahmini Varyans

Tahmini 1gmlar boyunca yamit izi ve varyansi incelenen ¢ok bilesenli
sistemler igin kolay ve etkili bir metottur. Bunu gdstermek igin, bir karma denemenin

(2.6.2) denklemindeki uygun modeli i¢in tasarlanmis ve & rasgele hata vektoriiniin
ortalamasi 0 ve varyansi ol olsun. Buradan (2.6.2) modelindeki B’ mmn en kiigiik

kareler tahmini ve tahminin varyans kovaryans matrisi

b=XX)"Xy
varcov(b) = (X'X)" ¢*

seklindedir. x,, tahmini 1ginda keyfi bir nokta ve y(x,) uygun modelle bulunan bu
noktadaki tahmini yanit degeridir. Buradan

3’()(0) = x;)b
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ve varyansl

Var(5(x,)) = o2x, (X'X) ™" %,

olur. Islemlerin daha kolay olmasi igin o® =1 oldugu kabul edilirse, x, keyfi

noktasindaki tahmin varyans: karmayi etkilemeyen bir deger olarak tanimlanabilir.



3.BOLUM
KARMA DENEMELER ICiN MODELLER

Bu boliimde, karma denemelerde kullanilan Cox karma modeli,
Scheffé karma modeli, lineer, kuadratik ve kiibik karma modeli ve

Becker karma modelleri hakkinda bilgi verilecektir.

3.1.Scheffé Karma Modeli

Scheffé karmalarinin birinci dereceden modeli

fkinci dereceden modeli

n=iBixi +Zil3ijxixj

i<j

olarak tanimlanir.
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(3.1.1)

(3.1.2)

Scheffé karma modelinin bazi 3-bilesenli ve 4-bilesenli karmalarinin tasarim

noktalar1 Tablo 3.1 deki gibidir.
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yanit X, X, X, X, X, X, X,
it 1 0 0 I 0 0 0
m 0o | 1 0 0 i 0 0
M 0 0 1 0 0 1 0
T O FE 0]
T O L L A
w0 | F | ¢ T [ [T
M2 3 3 0 % 3 0 0
N2z 0 3 3 0 % 3 0
Miss 3 0 % 3 0 0 0
Nass 0 3 % 0 3 % 0
Mz 3 i 0 N ¥ 0 0
Mi223 T 7 i v b N 0
Ni1a4 7 0 0 3
MNi234 T i 7 T
Na23a4 0 i JT 3

Tablo 3.1: Scheffé modeline gore 3- ve 4-bilesenli karmalarin bazi tasarim noktalar.
Ikinci dereceden (7.2) denkleminde 3-bilesenli karma modeli,
N=Px, +Byx; +B3x; +BpX X, +Bsx X5 +ByX, X, (3.1.3)
seklindedir.
;=1 , x;=0 , i,j=1,23 , i#] noktasinda beklenen yanit Nis
X; =3 , X;=% , x,=0, i<j , k#i,j noktasinda beklenen yani n, ise

(T

oldugundan 6 tasarim noktasi bulunur. Bunlar
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m =B, mMm=B,, M3=B;
n, =B, (5)+B8,()+8,, ()
nis =B, (4)+B, (1) +B,s ()
N =B, () +B5 (1) +B (3)

olur. Buradan da:
By=m,  By=my,  Biy=my
B =4ny, —2n, —2m,
iy =4my; —2n, -2, (3.1.4)

By =4My —2n, — 21,

B; parametresi, i saf bileseninin yanit1, B, i ve j bilegenlerinin kbge noktalarindaki

yanitlar ile i ve j bilesenlerinin koselerini birlestiren kenarlarin orta noktalarindaki

yanitlar1 kargilagtiran bir zithiktir.  (3.1.3) denklemindeki B,x, +f,x, +B,x,
toplam1 karmanin lineer kismidir. §ekil (3.1) de Byx;x; , i< terimi bulunmayan

karmanin lineer boliimiinti olusturan B,x, +B,X, +B,x; ’nin olusturdugu yanit

ylizey gOsterilmistir.

M = BiXeF BaxatBaxs

B,
B,
-
xa= 1
B,{}1 P
’ BT
_ f K i. LA
x,=1 £ AR ii:
% LLTET
Ja. .i L 4
T 2
ST

Sekil 3.1): n=0,x, +B,Xx, +P;X; denkleminin yanit ytizeyi.
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Genel olarak i,j=1,2,...,q, i<j i¢in

B, =m;
By =4m; —2(n; +1;) (3.1.5)

olur. Scheffé karma modelinin matris gdsterimi
y=XB+¢ (3.1.6)

seklindedir. Burada X, nxp tipinde i.satin x, degerlerini igeren matris, y, nx1
tipinde yamit vektdrti, B, px1 tipinde bilinmeyen parametrelerin vektorii, €, nx1
tipinde E(e)=0 ve Var(e)=o’1 6zelliklerini saglayan rasgele hata vektoriidiir.

u-uncu denemedeki yanrtin gozlem degeri y, , (1<u < N) olmak iizere

yll =T‘ll +8ll

formunda yazilsin. (3.1.5) denkleminde n; ven; yerine swrayla y; ve Yi

yazildiginda,
b, =y, iFl.2,..q
by =4y, =20y, +y;) , Li=12,..q , i
by i+
2 VT 3.1.7
4 Yi 2 ( )
olur, son denklemdeki TU miktar1 x; =x; =7 karmasindaki gdzlenen yamitin

yiksekligi ile i ve j bilesenlerinin tepe noktalarinda gézlenen yanitin yitksekliginin

ortalamas: arasindaki farki gosterir. Bu Sekil 3.2 de gosterilmistir.
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70 +3,)
x, =1 3 x, =0
X, = 1 x, =1

Sekil 3.2: 1 ve 2 bilegenlerinin karmasi.

. . . _ _ . 1 —_l_
I, X; =1,%x; =0 noktasindaki, 1 , X; =0, x; =1 noktasindaki, L s X; =73,%;=73

noktasindaki tekrarli gézlemler ve y,,y jvey; tekrarlarin ortalamalari olmak {izere
parametre tahminleri i¢in en kiigiik kareler formiilii,

b, =y, ,i=12,..4q

by =45, =2F, +¥)) ,i=12,..q . i (3.18)

b; ve b, tahminlerinin varyans,

E(b;)=E(;) =B;
o2

var(b;) = var(y;) = —
I

E(bij) = E[‘Wu -2(y; + 3;_])] = Bij

o’ 4o’ 4o’
+ +

var(b,) = var[4g, - 27, +7 )] = (3.19)

i L Y

cov(bi’bj):Ewi(yj)]"E(?i)E(y—j)=0 si# ]
cov(bi’bij) =E[y; (43;ij -2y, —zyj)]— E@.)E(‘Wu -2y, —-2y;)

= 2E(F?) + 2(EF,))’ =—3rL (3.1.10)

2
cov(bij,bik)=fg— , 1#k
I,
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olarak bulunur. b; ve b; tahminleri, (y; vey;) rasgele degiskenlerin lineer
fonksiyonlan ve kendileri de rasgele degiskenler oldugundan x’ deki yamitin $(x)
tahmini bir rasgele degiskendir. b; ve b, tahminleri yansiz ise §(x) nin beklenen
degeri E[y(x)]=n olur. §(x) tahmininin varyansi (3.1.9) ve (3.1.10) denklemleriyle
gosterilebilir ancak daha kolay bir yolla da gosterilebilir, buda:

S’(x)=ibi +Zzbu iXj

i<j

g1

= +ZZ(4}’U ~2Yj)xixj

=| i<j

y‘,[x -2x, [Zx H+Zz:4y,J X

i#] i<j

I
M.n

T

a,y, +ZZa.,y.J (.1.11)

i<j

I
."..M"

seklindedir, burada a; =x;(2x; =1) ve a; =4x;x; , i,j= 1,2,...,q, i<j dir. §; ve §;,

sirayla r; ve r;’° nin ortalamalari olmak tizere §(x)’in varyanst,

var[y(x)]=cz{z—+zz "} (3.1.12)

i=] i 1<) ‘J

29

seklindedir. Eger o bilinmiyorsa r, ver; tekrath gozlemlerle ¢°’ nin yansiz
tahmin edicisi s> bulunur. o yerine s>’ nin yazilmasiyla, var[§(x)]’ in bir tahmini

yazilir ve bu @[)‘/(x)] seklinde yazilir. n igin (1 - o) giiven arali

JE)-A<n<yx)+A (3.1.13)

- L
seklindedir. Burada A=t , ][var[ff(x)]]2 ve f, t-dagiliminin serbestlik derecesidir.

Gozlemlerin varyansi, farkli karmalara yiiklenmis degerlerin ortalamalari arasindaki
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varyans ve tiim karigimlardaki tekrarli 6rnekler arasindaki varyans olarak iki farkli

sekilde ele alinsin. Gozlemlerdeki karmalar arasindaki varyans,

6
Karmalar arasindaki Kareler Toplami = Z r(y, -y)’ (3.1.149)
=1

olur. Burada 7,, i. karmanin tekrarli gozlem sayisi, ,, i. karmanin r, tekrarh
gbzlem sayisinin ortalamasi, y , N gozlem sayisimin tiim ortalamasidir, ve bu toplam

p-1 serbestlik derecesine sahiptir. {q,m} polinomu, {q,m} simpleks latis tasarim

noktalarinda toplanan verilere uyduruldugunda, modeldeki terimlerin sayis1 tasarimla

+m-1
gosterilen farkli karmalarin sayisina esit olacaktir, bu sayi [q ) dir. Boylece
m

uydurulan modelle agiklanan gézlemlerdeki degisim “regresyon kareler toplami” ,

N
Regresyon kareler toplami(R.K.K) = Z @,-9)’ (3.1.15)

u=l

olarak yazilir. Burada ¥, uygun model kullanilarak elde edilen karma bilesenlerin u.

: . . +.
kosuldaki tahmini, ¥, biitiin gézlemlerin ortalamasidir ve 7= b1+, ~ +Yn)

dir.

Karmalar igindeki tekrarli gézlemler arasindaki degisim, karmalar arasindaki

farkla bulunamaz ve kalanlarin degisimi olarak bulunur. Kalan kareler toplami
N
Kalan Kareler Toplam: (K. K.K) = Z . -5 (3.1.16)
u=]
olup, N-p serbestlik derecesine sahiptir. N verisinin tamaminin varyanst ise
N
Ttm Kareler Toplami (T.K.K) => (y, —y)° (3.1.17)

u=l

dir.
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Serbestlik Kareler toplamt Ortalama kare F-orant
derecesi
Regresyon -1 NGO RK.K RKK/(p-1)
P RKK=) ., -7’ e /(P
o (P-1 K.KK/(N-p)
Kalan N-p N " 2 K.K.K
K.K.K= e« =Y
Zl V=92 N7
Tom N-1 N '
TKK=) (v, ~¥)’
u=l|

Tablo 3.2: Varyans analiz tablosu.

Alinan model dogru ise regresyon i¢in ve kalan igin ortalama karelerin beklenen

degeri

E(kalanlarin ortalama karesi) =6

E(regresyonun ortalama karesi) = &> + f(B;,B, B2 )

olur. Yiizey simpleks iizerinde bir diizlem ise  f(B,,B,,...,B,;)= 0 olur. Eger

Hy:B, =B, =B, =B, B;; =P,, =B, =0 hipotezi dogru ise, simpleks veya licgen

tizerindeki ylizey, tiim noktalardan esit uzaklikta olan yatay bir diizlemdir. Oranlar

(p —1) x (regresyon ortalama karesi)

{c’ + f(Brs Byres By} =0 Xip-n

Ve

(N — p)x (kalaniar ortalama karesi) )
2 = Aw-p

o
dir. * rasgele degiskenleri bagimsizdir ve buradan F rasgele degiskeni

e (p —1) x (regresyon ortalama karesi)/(p — )o
(N — p) x (kalanlar ortalama karesi)/(N — p)o>

(3.1.18)
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olarak bulunur. (3.1.18) oramimin sorucu ile tablodan Fp-1,n-p« degeri
karsilagtirilir, eger bu deger tablo degerinden biiyiik ¢ikarsa H, hipotezi reddedilir,

kiigiikse kabul edilir ve buda ylizeyin, simpleksin noktalarindan esit uzaklikta olan

bir diizlem oldugunu gosterir.
3.2.Cox Karma Modeli

Cox karma modeli Scheffé karma polinomuna bir alternatif olarak verilir.
q_

Polinomlar kullanildiginda, in =1 kisitlamas1 parametrizasyonda fazlalik
i1

gosterir. Tim 6zdes A’ lar igin birinci dereceden polinom 6zdestir ve bu polinom
q
Bo +M) + ), (B; —Mx; (3.2.1)
i=1

seklinde yazilir. (3.1.1) ve (3.1.2) Scheffé karma polinomlarinda, ilgilenilen yalnizca
verilen noktalardaki yanit ylizeyinin yiiksekliginin tahmini ise hesaplamalar haric
parametrizasyonlarin se¢imi Onemsizdir. Bununla beraber, ilgili bireysel yorum ile
parametreler genellikle faydalidir ve buradan hareketle, Scheffé’ nin polinomlar:
bazen uygun olmasina ragmen agagidaki dezavantajlar1 vardir. Bunlar:

(i) Ayn sistem iizerinde iki kez tekrarlanan bir denemede, sabit terimler arasindaki
fark hari¢ beklenen yanit aym ise (3.1.1) ve (3.1.2) modellerinde iki tekrarda farkli
B; parametreler goriiliir. Bu da yorumu giiclestirir.

(i) (3.1.2)’ den karesel terimlerin kaldirilmasi, &zel bir bilesen igin yanitin
egriliginin biiyiikligii ve yoniini g6z oniine almak (3.1.2)’ yi anlamsiz yapar.

(iii) (3.1.1) ve (3.2.2)°deki B; ve B’ nin yorumu, ¢ok basit karmalar igin yanitin
terimlerindedir. ilgilenilen olduk¢a karmasik karmalarin davramslart da olabilir ve
gergekte deneme bélgesi, sadece birkag bilesenli karmalari ihmal edebilir.

Bu dezavantajlari ortadan kaldirmak igin bir alternatif polinom formu Cox karma

modelidir.
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Cox karmalarin birinci dereceden modeli

M) =Bo + Y Bix, (322)

ikinci dereceden modeli

N, (X)=B, +Zq:[3ixi "'Zq:ﬂijxixj s By =By (3.2.3)

=

seklindedir. (3.2.2) denklemindeki P, parametresi i. bilesenin yanmit iizerindeki

q
etkisini gosterir. Eger i. bilegenin oram degistirilecek olursa, in =1 kisitlamasinin

i=l
bozulmamas: igin kalan g-1 bilesenden en az birinin oraninda degisiklik olacaktir.
Bunun igin simpleks iginde merkeze yakin herhangi bir noktada s=(s,,s,,...,s,)
standart karma segilsin. Ve s ile x, =1 noktalarini birlestiren dogru iizerinde bir x
noktasi segilsin, x {izerindeki i.bilesenin oran1 A,, s iizerindeki i.bilesenin oran: s,
olsun. ibilesen parametresinin tanimlanmasinda bu bilesenin oranin x,’den
X; +A,’ye arttif1 gdz Oniine alinsin. Vé kalan bilesenlerde standart karma iginde

kendi olusumlarina gore oranlar dahilinde ayarlansin. Béylece j#i igin x ,

X; —Aisj
_(1_‘——85"' (3.2.4)

seklinde degisir. (3.2.2) birinci dereceden model igin beklenen yanittaki degisim,

A, A
An,(x)=9'—;———'s—zﬁjsj (3.2.5)

l—Si 1- i =l

seklindedir.
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Bu da,

q
D> B;s; =0 (3.2.6)
i=l

kisitlamasini giiglendirir ve bu

M (8)=Po (3.2.7)

olmasim gerektirir.

B, parametresi i.bilegenin degigimi i¢in yant yiizeyinin egimini belirler. (3.2.5)

denklemindeki

katsayis1 ve yeni bir

a, = (3.2.8)

parametresi tamimlanir. x,’ deki artigi 1—s; oramnin bir kesri olarak ifade

edebilmek i¢in,

z, =—! (3.2.9)

seklindeki bagimsiz degisken kullanilir. Ayni yol ikinci dereceden polinomlar iginde
q

kullanilir. (3.2.6) kisitlamasinin yam sira ZB «S;8, =0 kisitlamastyla birinci
k=1

dereceden denklemdeki oranlarla ayni degisim yapildiginda,

A, A Y
Anz(5)=Bii-__"s_+Bii( l J (3.2.10)

i 1;Si

q
standart karmasi elde edilir. Ayrica ZB #S;8¢ =0 oldugundan (3.2.3) denkleminde
k=1
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N,(8) =B, (3.2.11)

olur. Daha sonra x=s’ den baglanarak yeni oranlar elde edilir. Bu oranlar (3.2.9)
denklemi de kullanilarak

AnZ(S)=ZBiAZi +ZBEjAZiAZj (3.2.12)

seklinde yazilabilir. Degisim s’ den degil de x’de Slgiilmiis ise diizeltmeler yapilir.
(3.2.12) denklemindeki ikili carpimlar degismez ancak lineer terimler merkezin

degisiminden etkilenecektir. Egers, (s, =s, =...= S, = 1/q) seklinde standart karma

q
ise, D> B;s;=0 ve D PBus;s, =0
k=1

iﬁj =0 Zq:Bjk = (G=1,2,...,9) (3.2.13)
j k=1

j=1
seklinde basit formda olacaktir.
3.3.Lineer, Kuadratik ve Kiibik Karma Modelleri

Bir {q,m} simpleks-latisin noktalarinda toplanan verilere uygulanabilen

regresyon fonksiyonunun genel formu m. dereceden bir polinom denklemi olup, bu

9 q 9 q 1 9
T]=BO+ZB1X| +ZZBin|XJ+Z ZZB,JleXJXk +... (3.3.])
i=]

isj isj<k

+
seklindedir. Bu denklemdeki terimlerin sayis1 (q m} ve bu denklemdeki terimler
m

X; + X, +...+x_ =1 kosulunu saglar.
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Burada x  gekilirse:

X, =1-)x, (3.3.2)

I : q+m-1 -
olur. (3.3.2) esitligi (3.3.1) de yerine yazilirsa 1, terimli
m

(X15XyeX 1), q-1 bilesenli m. dereceden bir polinom olur. Bu denklem basit

formdadir, ¢linkii daha az bilegen ve daha az terim igerir, ve bdylece q. bileseni
denklemde bulunmadigindan, bu bilesenin etkisi kaybolacaktir. Bu yiizden q.
bilesenin degeri énemli oldugu siirece (3.3.2) denklemi kullanilmaz. Bunun yerine
ylizeyi gosterecek (3.3.1) denklemine bagka bir alternatif denklem tiiretilebilir. Bu

denklem , (3.3.2) denklemindeki terimlerin bazilarimin 6zdes (x; +x, +...+X,)

terimlerle carpilmastyla veya sadelestirilmesiyle olusturulur. Olusan denkleme

“kanonik polinom” veya “basit {q,m} polinom” denir. {q,m} polinomundaki
oo q+m-1) : .
terimlerin say1st dir ve bu say1 {qm} simpleks-latisin tasarim
m

noktalarim olugturan noktalarin sayisina esittir.

Ornegin m=1 igin
q
n=R, + ZBixi
i=1
denkleminde B, (x, + X, +..+ x ) =1 yazildiginda
q q q R
n=Bo| 2 x; |+ 2 Bix; =2 Bix, (3.3.3)
B: =BO +Bi s i=192a'“sq

“lineer denklemi” elde edilir. (3.3.3) denklemindeki terimlerin sayis1 {q,1} latisin

noktalarinin sayist ile aynidir ve q dur. q degigkenli 2. dereceden genel polinom:



64

n=B0+zq:Bixi+zq:ﬁi +Zﬁn 1+ZZﬁlj i j (3‘34)

i=1 i=] i<j

olur, X, +x, +...+x, =1 esitligi bu denklemde yerine yazildiginda,

q
x{ =x;{1-)"x; (3.3.5)
=

i#j

n=Bo(ixi)+iBix, }: BiX; Zx +ZZ[¥U X,

i=l =l i<j
|=ej

1= B0 B +Bx, - X Bk x, + T3 Bxix,

i#j i<j

n=YBix + XY Bixex, (336)

i<j

seklindeki “kuadratik denklem” elde edilir. Bu denklemin terimlerinin sayis

(@-1)_q(q+1)
2 2

olur. (3.3.4) ve (3.3.6) denklemleri arasinda karsilagtirma yapildiginda (3.3.6)

q+q

denklemindeki parametrelerin (3.3.4) denklemindeki parametrelerin basit fonksiyonu

oldugu sonucu gtkar. Bu parametrelerde,

..:= +D.+D..
Bl BO 51 ﬁu ,J 12 ’q <j
ij =Bij - By ‘Bjj

seklindedir. (3.3.6) denklemi homojen formda

n= ZSH .'*'ZZSU iXj

i<j

q
=20 8xx, (3.3.7)

i<j
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seklinde yazilir. Bu homojen form, x,+x,+..+x, =1 ifadesi ile (3.3.7)
q

denklemindeki ZB;xi nin ¢arpimindan ve daha sonra terimlerin sadelesmesiyle
i=l

olusan bir formdur. (3.3.6) ve (3.3.7) modelleri biri digerinden elde edildigi icin

esittir. “Tam kiibik” veya {q,3} polinomu,

IO DV HEID D AFEHED

i<j i<j
q
DIDWN M E S (3.3.8)

i<j<k

olarak bulunur. &;x;x,(x; —x,) terimleri dikkate alnmadifinda polinom “dzel

kiibik polinom” olur ve bu

n=jzl[3i' +ZZBU K+ ZZBukx (3.3.9)

i<j i<j<k

seklinde yazilir. Biitin {q,m} polinomlarinda PB;,B;,B;, terimlerindeki yildizlar

kaldirip yerine B;,B;,B; terimleri kullanilsin. Boylece 3-bilesenli karma igin,

(3.3.3), (3.3.6), (3.3.9) denklemlerinin modelleri sirayla,
n=3,x, +B,x, +B;x,
denklemi lineer form,
N=BX; +B,X, +B,x; +P,X;X, +P;;X,X; +ByX,X,

denklemi kuadratik form,
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N=Bx; +B,X; +B3X; +BpX;X, +Bp3X X5 +BX,X; +8,% X, (X, —X,)

+ 03X X5 (X) = X;3) + 03X, X5 (X, — X;3) +B 15X, X, X,

denklemi tam kiibik form ve

N=BX, +B,X, +B3X; +Bx X, +BiaX Xy + B3 %, X5+ B 55X XX,

denklemi 6zel kiibik formdur. {q,m} polinomundaki terimlerin sayisi q’ nun birkag

degeri Tablo 3.3’ de gésterilmisgtir.

q-bilesen | Lineer form | Kuadratik | Ozel kibik Tam Kkubik
sayisi igin form igin Form igin Form igin

2 2 3 -
3 3 6 7 10
4 4 10 14 20
5 5 15 25 35
6 6 21 41 56
7 7 28 63 84
8 8 36 92 120
Q q a@+1)/2 | q(¢® +5)/6 | a(@+1)(q+2)/6

Tablo 3.3: {q,m} polinomundaki q’nun degerleri igin kanonik polinomlarm terimlerinin sayist.

(3-3.3) veya (3.3.6) modellerinde x; =1 yazildiginda X;=0,1i#] n=p,
olur.p; parametresi i.saf bilesen i¢in beklenen yamiti gosterir ve grafiksel olarak B,
(i=1,2,..,q) igin x; =1 kose noktasinda simpleksin yukarisindaki karma yiizeyin

yiksekligidir. (3.3.3) denklemi, bilesenlerin lineer karsimlarimn yamt yiizeyi
simpleks lizerindeki bir diizlemdir. =3 i¢in yanit yiizey Sekil 3.3’ de gosterilmistir.



o>
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3.4. Becker Karma Modeli

Becker karma modelinde, g-bilegenli bir karma denemede ilgilenilen bolge

(g-1) boyutlu simpleksle sinirlidir. Bu bélge
S ={x=(x|,...,xq) | ZXi =1, x;,20, i=1,...,q} (3.4.1)

dir. S, bdlgesindeki genel yanit modeli,

y=Xp+e (3.4.2)

seklindedir. Burada y;, Nx1 tipinde gozlem wvektsrii, X; elemanlari karma
bilesenlerinin oranlari ve fonksiyonlari olan Nx p tipinde genisletilmis tasarim
matrisi, B ; px 1tipinde bilinmeyen parametrelerin vektorii, & ; E(e)=0, Var(e)=c’1
olan rasgele hatalarin Nx1 tipinde vektériidiir. Becker ekli bilesenler i¢in karma

denemeleri ele almis ve q bilesen igin homojen fonksiyonlu ii¢ yanit modeli

bulmugtur. 2 <n <q olmak iizere Becker karma modeli

H, : E(y)= iﬁixi + Y Bymin(x;, X ;) +.. + Y By MINEK; X, )

i<j iy <...<ip

(3.4.3)

q X.X.

H, :E¥)=) B.X, + Y Bi——+...
2 (y) ;Bl i ;Bg Xl. +XJ
X X

+ - LB 3.4.4
il§in B]'ml" (XiI +"'+Xi“ )n—] ( )

H,: E(y)=§:ﬁixi + 2By b DB (x;x; )

lII
i<j i <.<iy

(3.4.5)
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dir. H,> deki herhangi bir payda 0 ise buna karsilik gelen terimin degeri 0 alinr.

S, bolgesi tizerinde karma yamtim incelemek igin simpleks sentroit ve simpleks
latis tasarimlan klasik alternatifler olarak verilir. x®, (Y, %,..., K0 0) €Sy,

(k=1,2,...,n) olarak verilsin. ¥ bileseni k ¢okluBuna sahiptir ve r,, bir simpleks
sentroit tasariminda g-koordinatlarinin kombinasyonlartyla bulunan [q] noktalarinin

her biri i¢in bir agirhk ise,

(qu, T (q)r,, -1 (3.4.6)
| n

olur. Simpleks, x,,..,X, bilesenlerine gore degismez simetrik olduundan x®
(k=1,...,n)’ nin (:J permutasyonlariyla gosterilen noktalarin her biri i¢in aym 1,

agirligt uygulanilir. Bu da simpleks-sentroit tasarimin bir simetrik model sinifi igin

kullamlabildigini gosterir. H,,H,,H, Becker modellerini kapsayan bu model sinifi,

X;»s X, bilesenlerine gore simetrik degismezdir. y=XP+e modeli igin

genisletilmis tasarim matrislerinin yapisi tanimlanabilir ve bu tasarim matrisi

genellikle,

X =[x, Yoo Fx )]

seklindedir. Burada f(x,),f(x,),...,f(xy) N tane farkli px1 tipinde vektor, X, ,

(m=1,....N), S_’ den segilen N tasarim noktalari,
Y =1 ) (Y] (2<n<q<ps<N) (3.4.7)

N gozlemdir. H, igin, genisletilmig tasarim matrisi,

X, = [0 i (0,0 (3.4.8)
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seklindedir. Burada
£ =], £, 10) (3.4.9)
£y =[x,,x2,...,xqj
fl, = [min(x, ,xz),...,min(xq_,,xq)]

fl = lmin(xl srees X g oevs min(xq_n“ . & )J

dir. H, igin, genigletilmig tasarim matrisi

X, =6, s £y (x0)] (3.4.10)
seklindedir ve
£ =(f2 0 1) (3.4.11)

£31 = (X Xg)

£ = XX, Xg4-1Xgq

22 _ gveey
| X+ X, Xqa X

Froo XXy Xq_M,...Xq

2n T n-1 ****? n-1
(X + X)) (Kgonst Fooet X))

dir. H, igin, genisletilmis tasarim matrisi

X, =[5 (% )oeres £ (%)] (3.4.12)
seklindedir ve burada
£] = (f 1) | (3.4.13)

£3, = (X Xq)
f3,2 = [(XIXZ)%,.,_,(Xq_IXq)%]

£ =[(x],,‘xn)%,...,(xq_,;+,'...xq)%]

dir. f,;,f,,f; ifadeleri incelenirse f|, =f,, =f,, oldugu goriilir. Simpleks-sentroit

tasarimi altinda g-boyutlu x,, (m=1,...,N) tasarim noktalari
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Xy =(1,0,00) 5 X= 0ees0,1) seeey Xy = (000, Koy J0)

v(1)-+(0)

seklindedir ve p=N dir. X;,X,,X, genisletilmis tasarim matrisleri M, G>k ,

k=1,2,...,n) ve I, =M, (birim matris) matrisleri kullanilarak agiklanabilir. M,
(q) X (q) tipinde bir matristir.

i) \k

1\/[jl matrisi, xM = (%,%,...,%,0,...,0) :%(1,1,,_,,1,0,”_,0) vektoriine bagli olarak

elde edilir. M 'in (q) satirlant x™'in (q) permutasyonlarini gdsterir. M,
J J

matrisleri (j>k>1) model 6zelliklerine gére M ;s den olusur. Sonug olarak k>j igin

M;, =0 dir. Buradan da singiiler olmayan tasarim matrisleri

Iu 0 0 0
~II\/IZI 2-1122 0 0
X, =X,={3"M,, 3'M, 3L, - 0 (3.4.14)
_n—anl n—anZ n—anB n—lIﬂﬂ~
_ I“ 0 0 0 ]
27'M,, (2x2)7'I, 0 0
X,=3"M,, @x3)"M, G*x3)'I, - 0
My @)'M, @M, e @',

(3.4.15)
seklinde elde edilir.
[t1,, 0 0 0 |
0 nl,, O 0
A= 0 0 I, -~ O (3.4.16)
| 0 0 0 r, 1.
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agirlik matrisi olmak {izere en kiigiik kareler yontemiyle modeller yanita uydurulur,

ve tahmin edilen yanit f{(x,b,...) dir.

Burada b= (X'AX)™' X'Ay dir. Daha agik olarak D(b)=c>X'AX)™" olur.
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4. BOLUM
KARMA DENEMELERDE MODEL SECIiMi

Segilen bir drnek iizerine en wygun model segilip en iyi
bilesim olugturulacak, ayrica belirli simrlar verilmis bir drnegin

¢oziimil yapilacaktir.

4.1. Bir Deney i¢in Model Segimi

Kumaga mavi boya (x,),sar1 boya (x,) ve kirmizi boya (x;) karmalan

dokiilerek kumasin boyayl tutma deneyi yapiliyor ve buna iligkin gozlem degerleri

agagidaki tablo ile veriliyor.

mavi sar1  kirmizi Kumagin renk tutmasi Kumasin renk tutmasinin
X, X, X, ¥,) Ortalama degeri (7, )

1 1 0 2.84,3.19 3.015

2 0 1 0 2.43 2.43

3 0 0 1 3.50 3.50

4 | 4 JA 0 1.635, 1.234 1.4345

504 0 % 1.690, 1.494 1.592

6 0 JA )4 1.145,1.430 1.2875

Tablo (4.1): pamuklu bir kumaga dokiile boyalarin kumag: tutma gézlem sonuglari.

Verilen gézlem sonuglarini Scheffé ikinci dereceden modele uygulayalim.

g q
n= Zﬂixi + ZZ i%i%y
i

i<j

N=PBX; +B,%, +B3x; +Bux X, +P3x X5 +PoyX, X,

n, =P, ,i=1,2,3
Ny =3(B; +Bj)+%Bij s 1#],19
b, =y, , i=1,2,3

b, =3.015, b, =243 , b, =350

by, =4y, —2(y, +Y,)



b, =4.(1.4345) - 2.(3.015+2.43)=-5.152
by =4y —2(y, +y;)

by, =4.(1.592) — 2.(3.015+3.50) = -6.662
by =4y —2(y, +Y,)

b,, =4.(1.2875) — 2.(2.43+3.50) = -6.71
b, =¥, ., by=4y;-2(7,+7))
E(b;)=E(y;,) = B;

E(b;) =E[4y; -2(3; +¥;)] = B;

§2 = 26:2%3 Vi _yi)z

6

i=l  u=] Z(ri - 1)
i=1

g2 _ (284-3.015) +(3.19-3.015) +...+ (1145 1.2875)’
T 2-D+(A-D+I-D+Q-D+2-D+2-1)

s* =0.05

Var(b,) = Var(b;) =——=0.05

2 2 2
Var[47, - 27, +7,)]= %4 4(‘;—+‘—’r—J
ij i j

1

6 4
— =t
2
6

\
Var(b,,) = sz( % =0.05.(14) =0.7

1

Var(b,,) =5’ (7 +

-‘11 =0.05.(14)= 0.7

Var(b,,) =S’ (17 +

4
—+
2

\
2+ 2)-005.016)=08
1 1)

tahminlerin standart hatalar1:

s.h(b;) = \/Var(b;)

s.h(b,)=0.16
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s.h(b,)=sh(b,) =022

sh(by) = [Var(b;)

sh(b,;) =s.h(b,,) =0.84

s.h(b,,)=0.89

Cov(b;,b;)= E[y,F ;)] - EF,)EF,)
=Bi; —B:B; =0

2

Cov(b;,b;)=—2"
L

2

by) =4
T.

Cov(b

ij’

q
) =D bx; + Y > byxx,
i=l

=35 + T Y @, 20, + TR ,x,
§0) =2 Tilx; = 2%, (Tx ]+ 2 3 4x;x,

q
3’(X)=Zaiyi "‘ZZ%’?@' » a8 =x;(2x; - 1), a; =4X;X;
i=l

ve model:
¥(x) =3.015x; +2.43x, +3.50x, —5.152x,x, — 6.662x,x, —6.71x,X,

0.15)  (0.22) (022)  (0.84) (0.84) (0.89)
@.1.1)

olur. Parametre tahminleri sonuglarindan

b, >b, >b,
b, <0, b,;<0, b, <0

1ve2, 1 ve3, 2 ve 3 ikili karmalarinin hepsi antoganistiktir. Ikili karmalarin higbiri
sinercistik olmadigindan herhangi bir rengin karmada kesin olarak bulunmasi
gerektifi sylenemiyor, bu ylizden tekil karmalara bakilir ve 3 karmasinin degeri ¢ok
yiiksek oldugundan ekonomik olmayacag sdylenebilir, buda olugturulacak karmada

3. bilesenin tek bagina bulunmamasi gerektigini gosterir.
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3-bilesenli tiggenin x noktasindaki, ¥(x) ’in tahmini varyansi
3

— a’ 3 a?
var[§(x)] =s> {ZT' + er—J}

i=l i T

ornegin; (x, =%,x, =1,x, =0) noktasinda:

=0 @x -D =W =1

3, =()(-9=-3

a, =0

a;, =4x%,x, =4(%)(%)=%
a3 =8, =0

3:(% , % ,0) 'nin tahmini varyanst:

2372 132 832
v_ar[fr(x)]:o.os{(?z) L6 106 +°+°}

1 2

= 0.05{2} =0.022
81

§(x) =3.015(2) + 2.43(2) +3.50(0) - 5.152(2. 1) ~ 6.662(0) — 6.71(0)
$(x)=1.68

n igin %95’lik giiven araligt: t,, 55 =2.776

A=1t,40s V0> =2.776(+/0.022) = 0.4
y-A<n<y+A

1.68 — 0.4 <1<1.68 + 0.4
1.28<77<2.08

$(3,%.,0) noktas1 igin
§(x)=3.015() +2.43(2) + 0 - 5.152(1.2) - 0

$(x)=1.5

var[§(x)] = 0.05{(%2) + () +0 + ) } = 0.05{13_}

1 2 162



var[§(x)] = 0.023

A =t,00s Vo =2.776(~/0.023) = 0.4
1.5-0.4<n<1.5+0.4
1.1<n<1.9

$(1.,0,2) noktast igin
§(x) =3.015(1) + 0+ 3.50(2) - 6.662(}.2)=1.85

—_ % 2 % 2 0 % 2 73
var[Y(X)]=0.05{(2) 4 )1+ +(2) }=0,05{ﬁ}=0.023

A=t,90s Vo7 =2.776(~/0.023) = 0.4
1.85-04<n<1.85+0.4
1.45 <1 <2.25

y(4,1,1) noktas igin

§(x) =3.015() + 2.43(%) +3.5(%) - 5.152(3) - 6.662(2) — 6.71(3)

$(x)=0.92

@) G +E) N () +@ +E)’
2 1 2

var[§(x)] = o.os{ i

— 53
=0.05{-—=0.017
var[y(x)] {1 62}

A=t,0ms Vo> =2.776(:/0.017) =036
0.92 - 0.36 <1 <0.92 +0.36
0.56 <1 <1.28

9(4,1,0) noktasi igin

§(x) =3.015(%) + 2.43(1) - 5.152(4.1) - 0 =2.08

S 12y2 332 162
var[y(x)]=0.05 Gs +(25) +(” =0.05 A8 =0.016
2 1 1250

2

A=1,505 Vo> =2.776(-0.016) = 0.36

77



2.08—0.36 <7 <2.08+0.36
1.72<n<2.44

y(4,4,0) noktas: igin

§(x) =3.015(1) +2.43(4) - 5.152(2.1) - 0=1.7

— COC N {553 }
005120y 2L D) {50220 102
vyl { 2 1 2 1250

A=t,40s Jo? =2.776(/0.02) = 0.4
1.7-04<n<1.7+04
13<n<2.1

§(0,1,%) noktas: igin

§(x) =3.015(0) + 2.43(3) +3.50(4) - 0 - 6.71(L. £)=2.21

342 122 1642
Ef[y(x)]—-o.os{(;sl) L&), G }:0.05{%}:0.02

1 2

221-04<n<221+04

1.81<n<2.61
karma | (x  x, x,) |Altlimit | ¥ Ust limit VaED:
1 0.68 0.16 0.16 1.28 1.68 2.08 0.15
2 0.16 0.68 0.16 1.1 1.5 1.9 0.15
3 0.16 0.16 0.68 1.45 1.85 2.25 0.15
4 033 033 033 0.56 0.92 1.28 0.13
5 0.80 0.10 0.10 1.72 2.08 2.44 0.13
6 0.10 0.80 0.10 1.3 1.7 2.1 0.15
7 0.10 0.10 0.80 1.81 2.21 2.61 0.15
8 0.90 0.05 0.05 2.14 2.5 2.86 0.13

Table 4.2: Rasgele segilen karmalar igin limitler ve $(x) degerleri.

78
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(%) = i}% _ 201.388 ~2.06
Ortalama deger Kalanlar Sapmalar Regresyon
degerler (F .~ . -9 (3. -9
2.84 3.015 -0.175 0.78 0.955
3.19 3.015 0.175 1.13 0.955
243 243 0 0.37 0.37
3.50 3.50 0 1.44 1.44
1.635 1.4345 0.2005 -0.425 -0.6255
1.234 1.4345 -0.2005 -0.826 -0.6255
1.690 1.592 0.098 -0.37 -0.468
1.494 1.592 -0.098 -0.566 -0.468
1.145 1.2875 -0.1425 -0.915 -0.7725
1.430 1.2875 0.1425 -0.63 -0.7725
10 10 10
;(Yu -¥.) g(Yr'y)Z “Z;(ffu -y’
=0 =144.107 ~144.10°

Tablo 4.3: Kalanlar, sapmalar ve regresyon kareler toplami tablosu

Varyans tablosunun analizi:

Serbestlik derecesi | Kareler toplami Ortalama kare F-oran
regresyon | p-1=5 144.10° 144.10° /5 288.107 /0 =0
=288.107
kalan N-p=4 0 0
toplam N-1=9 144.107¢

F-oram testi i¢in; H,:B, =B, =B, = ,

Tablo 4.4: Boya 6rnegi igin varyans tablosu.

B, =B;; =B, =0 hipotezi dogru ise

yanit ylizey, simplex veya liggen {izerindeki yiizey yiiksekligi her noktada aym olan
bir yatay diizlemdir.
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Fep - 1,n - p, = F.4005=6.26
F5,4,0.05) < 00
oldugundan H, hipotezi reddedilir. Buda yanit yiizeyinin simpleksten ayni uzaklikta

olmadigim gosterir. Bu ylizey diizlem veya egri olabilir.

Eger yiizey kose noktalarindan esit uzaklikta olmayan bir diizlem ise:
H, :B, =B, =B, =B , B, =B3 =P,; =0 hipotezi reddedilir,
H, By, =Bi3 =B5 =0, B, =B, =P; veya
Py =B, =P, veya
B, #B, #B, hipotezi kabul edilir.

Eger ylizey bir egri ise:

H, :B, =B, =B, =B , B, =B,; =P, =0 hipotezi reddedilir,
H, B, =B =By %0 , B, =B, =B, veya

B, =P, #P, veya

B, #P, =B; hipotezi kabul edilir.

Ayni 6rnek Scheffé modeline B, katsayis: ekleyerek goziilecek olursa, yeni denklem:

q
* * *
n=B, +B;x, +B,x, +“'+Bq—lxq—l+ZZBijxixj

i<j

q-1 q
=P, +ZBi‘xi +ZZBijxixj

i<j
seklinde olur. Kumag: boyama 6rneginde B,, B, ’iin yerine ve B;, B, —B,’ iin yerine

yazilsin.

FX)=by +bix, +b3x, +b,X X, +b,X, X, +byX,x,
b, =b, =3.50

b} =b, —b, =3.015-3.50

b, =b, b, =-1.07
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s.h(b,) =s.h(b,)=0.22
s.h(b}) = {var(b,) + var(b,) - 2cov(b;, b,)}*
s.h(b]) ={0.025 + 0.050 — 2.(0)}* =0.27

s.h(b}) = {0.050 + 0.050 — 2.(0)}* =0.32
$(x)=3.50 — 0.485x, —1.07x, —5.152x,x, ~ 6.662x,x, —6.71x,X,

(4.1.2)
Serbestlik derecesi | Kareler toplami Ortalama kare F-oran
regresyon | p-1=5 144.107 144.10°/5 288.107 /0 =0
=288.107
kalan N-p=4 0 0
toplam N-1=9 144.10°°

Tablo 4.5: Boya 6rnegi igin Bo katsayili varyans tablosu.

Scheffé’ nin ikinci dereceden (4.1.1) denklemine ait varyans analizi Tablo 4.4 ile,

Scheffé’ nin ikinci dereceden denklemine bir B, parametresi eklendiginde olugan

yeni (4.1.2) denklemine ait varyans analizi Tablo 4.5 ile gosterilmistir. iki tablodan
da anlagilacagi gibi B, parametresinin eklenmesiyle modelin varyansinda hi¢ bir

degisiklik meydana gelmez. Degisiklik sadece uydurulan model denkleminde olusur.

4.1.1. Kumasin Boya Tutma Isik Hashigi Aymi olan Boyalarin
Tutarhlik Testi

Kumagin boya tutma deneyinde ayni 1g1k hasligina sahip boyalarin oranlar
asagidaki gibidir. Mavi boyanin 1g1k hashigi (x,), sart boyanin 15tk hashigi (x,),

kirmizi boyanin 1g1ik hashigt (x,) olmak tizere
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0.07<x, <098
0.13<x, <0.25
0.07<x, <0.25

Bu kisitlama tutarsizdir, ¢linkii simirli R bolgesi iginde x, =0.98 gibi higbir
x noktast yoktur. R siirh bolgesindeki x, noktasinn en yiiksek noktast 0.80° dir.

Bu tutarsizlik,
b, + Za ;>1
oldugundan meydana gelmistir. Bu tutarsizlik,

_ (bj —aj)
1-Ya,)
k=1

R;

psiido-bilesen denklemi ile gosterilirse:

py _ (0:98-0.07)
1-0.20

=1.1375 >1

oldugundan tutarsizdir. Bulunan bu tutarsizhii diizeltmek igin alt veya iist sinirlart

arttinip azaltabiliriz; yani x,” in oram b, =0.80° e indirilirse:

b, +a, +a, =0.80+0.13+0.07 =1

olur ve boylece karma tutarlt hale getirilmis olunur.
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