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OZET

Dort boliimden olusan bu ¢alismanin birinci ve ikinci temel boliimlerinde,
daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanitum ve teoremler verildi.Ugiincii
boliimde, konform doniigiim hakkinda temel bilgiler verilerek, doniigiim konform
olmas: ile analitik olmas: arasindaki iligkiyi agiklayan temel tanitim ve teoremler
verildi.Son béliimde ise ;SI,clcktrostatik ve hidrodinamikte bir gok dnemli problemin
¢ozitlebildigi konform doniigiimlerin uygulamalarindan olan Dirichlet ve Neumann
problemleri hakkinda genel bilgiler verilmis ve bunlarin ¢ember,yan diizlemdeki

¢oziimleri gosterilmigtir.
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SUMMARY

This thesis is prepared for degree of master of science.In this thesis we are
interested in The Dirichlet problem and Neumann problem.

This thesis consists of four chapters.In chapter 1,we summarize the
fundemental concepts of the analytic functions.Chapter 2 is concerned with the
integration of complex functions.Chapter 3 we summarize the conformal
mappings.In the last chapter, we solved the Dirichlet problem and the Neumann

problem.



GIRiS

Kompleks fonksiyon genelde bir bolgeyi bir bagka bolge iizerine
resmeder.Resmedilen bodlge ile resim bolgesi arasmndaki ilginin daha iyi
belirlenebilmesi i¢in kompleks fonksiyon yerine konform doniisiim yapan
analitik fonksiyonlar gbzoniine alinir.Bu doniisiim agilan ve yonleri koruyan bir
doniigiimdiir.

Analitik fonksiyon kuraminda son derece Onemli bir yere sahip olan

Riemann doniigiim tecoremi sayesinde konform doniislimiin en Onemli

uygulamalarindan biri olan Dirichlet problemini verilen bdlge yerine bundan ¢ok

daha basit olan bir bolgeye resmeden bire-bir, analitik fonksiyonun varhgm
gosterir.S6z konusu bu problemde verilmis fonksiyonun normal dogrultudaki
tiirevi kogulunu ekledigimiz zaman konform doniigiimin diger bir uygulamas:
olan Neumann problemini ifade eder. Bu iki problemin 1s1 iletimi,elektrostatik ve

hidrodinamikte bir cok Gnemli problem ¢oziilebilir.

iii



LBOLUM

ANALITIK FONKSiYONLAR
1.1. Diizlemde Bolgeler

Kompleks analizde limit, stireklilik, tlirev ve integral gibi kavramlari,
kompleks diizlemin herhangi alt kiimelerinde tamimlamak yerine, kompleks diizlemin

bolge diye adlandiracagimiz bazi 6zel alt kiimelerinde tammlayacagiz. Bu nedenlere
bazi teknik terimlerin tanimlarini bu kesimde verecegiz.

1.1.1. Tanim:Bir zj ¢ C noktasinine -komsulugu
D(zp,6) ={zec:|z—z|<e
olarak tanimlanan z, merkezli € yangaph agik disk dir.
D(eo,R) = {z e ¢ :|z|> R} {0}
kiimesine o un R- komsulugu denir.
Ny = D(zy,€) ~ {20}
kiimesine z,1n delinmis komgsulugu denir.

ScC kiimesi verilsin. z;eS noktasmin uygun bir & komsulugu S
kiimesinde kaliyorsa, z, noktasina S nin bir i¢ noktasi denir. S kiimesinin her noktas:
bir i¢ nokta ise S ye C de agik kiime denir.

Bir z, e C noktasinin her delinmis komsulugu ile S kiimesini arakesiti bog

degilse z, noktasina S nin y181lma noktasidir denir.
Bir z, € C noktasinin her delinmis komsulugunda S kiimesinde bulunan ve

bulunmayan en az bir nokta varsa z; noktasina S kiimesinin bir sinir noktasidir
denir.
S cC kiimesine ait herhangi z, ve z, gibi iki nokta bir poligon ile

birlestirilebiliyorsa S kiimesine baglantili kiime denir.



Kompleks diizlemin baglantili ve agtk alt kiimelerine bolge denir.

1.2. Stereografik Izdiigiim

Ug boyutlu uzayda merkezi orijinde olan,
g2 +n’ +¢2 =1

birim kiiresini g6z Oniine alalim. Koordinatlar1 N (0,0,1) olan noktaya kuzey kutbu
ve S ( 0,0,-1) olan noktaya da giiney kutbu denir. Verilen kiire ile kompleks diizlemin
ara kesiti, diizlemde x* + y? =1 ¢emberidir.
Kiire iizerindeki herhangi P(€,m,£) noktasinmin kiirenin N kuzey kutbuna birlestiren
dogrunun kompleks diizlemini kestigi nokta z olsun. Bu durumda kiire tizerindeki her
P noktasina diizlemde bir z noktasina kargilik getirilmis olur. N (0,0,1) kuzey kutup
noktasina da o sembolil ile gbsterilen ve “ Sonsuz > diye okunan nesneyi karsilik
getirelim. Bu durumda birim kire yiizeyinin noktalan ile CuU{eo} kiimesinin
noktalari bire — bir eslenmis olur. Bu sekilde elde edilen CuUf{wo} kiimesine
Genigletilmis Kompleks Diizlem “ Genisletilmis kompleks sayilar kiimesi > denir.

Birim kiire yiizeyi ile genisletilmis kompleks diizlemin yukaridaki y6ntem ile
bire — bir eslenmesine “ Stereografik Izdiigiim “ denir.

Simdi stereografik izdiigtim ile kiire yiizeyi izerindeki P(&,m,£) noktasinin
kompleks diizlemde karsihk gelen z= (x, y) = x +iy noktasinin koordinatlar

arasindaki iligkiyi belirleyelim.

¢24024 3=
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Sekil 1.2.1



Yukaridaki Sekil 1.2.1deki benzer iiggenleri kullanarak , =,/x2 +y ve

p=+E2 +n* olmak iizere,

g_n_p_l-¢
xX y v 1
oranlarini yazabiliriz. Bu oranlardan,
g n
X=—,)y=—
1-¢” T1-¢
ve
2 2y, r*-1
§_I+r2’n_l+r2’c—r2+l
yazilabilir.

Simdi genisletilmis kompleks diizlemde o noktasin komsulugunu

tammlayal:m. Yeteri derecede kii¢iik >0 sayis1 i¢in [zl = 1 g¢emberlerine kiire ylizeyi
€

tizerinde N(0,0,1) kuzey kutbuna yeteri derecede yakin ¢emberler kargilik gelir.
Boylece |z]> P kosuluna uyan z noktalarmin kiimesine yani || = 3 ¢emberinin
£ €

disinda kalan noktalarinin kiimesine, o0 noktasinn €- komsulugu denir.
1.3. Kompleks Fonksiyonun Tanimi

ScC olmak lizere,her zeS Ogesine belirli bir weC 68esi karsihik
getiren bir f kurali varsa, bu kurala S den C ye bir kompleks fonksiyon (veya
doniigiim) denir ve

f:§->C
z-w= f(2) veyaw=£(z), ze S
seklinde gosterilir. z € S igin w= f(z) bir kompleks say1 oldugundan, bunun
vux,y)=Ref(z) , v=v(xy)=Imf(z)
ile g6sterilen gergel ve sanal kismi vardir. Bir kompleks fonksiyonun gergel ve sanal

kisimlan genel olarak iki degiskenli gergel fonksiyonlardir. Bu nedenle bir kompleks
fonksiyon igin



w=f(z)=u(x,y)+iv (X,y)
gOsterimini kullanacagiz.
. Reel analizde fonksiyon sozciigliniin hep tek- degerli olmak anlaminda
kullanilmasina kargin, kompleks analizde fonksiyon gok degerli oldugu durumlarda
dayine fonksiyon sozcitigiinii kullanacagiz.

14. Kompleks Fonksiyonun Geometrik Anlam

Bir w=f(z) fonksiyonu tamimli oldugu ScC kiimesini C- diizleminin bir B
kiimesine resmeder. Ancak tamm kiimesi ve resim kiimesinin daha iyi goriilebilmesi
i¢in, tanim kiimesi igin bir C- dlizlemi kullamilir, ki buna gogunlukla z- diizlemi de
denir. Resim kiimesi igin ise bir baska C- diizlemi kullanilir, ki buna da w- diizlemi

denir.

1.5.Kompleks Fonksiyonlarda Limit ve Siireklilik

1.5.1.Tanmm: S c C olmak iizere bir f : S — C kompleks fonksiyonu ve a
kompleks sayis1 verilsin. z,,S nin bir y1gi1lma noktas: olsun.Eger verilen her £>0
sayisl i¢in

0<|z—2zy| <& oldugunda |f(z)-d|<e
olacak bigimde bir 6>0 sayis1 bulunabilirse,f fonksiyonun . z; noktasinda limiti
vardir ve limiti a dir denir.Bu durum,

}'gnzof(z)=a yvadaz—>z, icin  f(z)>a

gosterimi ile belirtilir.

1.5.2. Teorem: zlg? f(@=a ve }Lrgl g(z) =b olsun. Bu durumda
® liml/(2)+ g@]=a+b
(ii) lim[f(2).g()]= ab
(iii) zl'g;[f(z)/ g(@)]=alb (b#0)
@iv) Ege:r h, f(z) noktalarinda tanimh ve 31_1){11 h(w)=c ise
zlgg h(f(z))=c dir.



1.5.3. Teorem: f(z) =u(x,y) +iv (x,y) fonksiyonun z, = x, +iy, noktasinda
limitinin olmasi igin gerekli ve yeterli kosul, u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarinin her
birinin (x,,y,) noktasinda limitinin olmasidir. Bu durumda,

i - , . ’
im f(2) im  u(x y)+z(x‘y )—13& ’yo)v(x ¥)

7oz (ry)>lag.30)
dir.
Ispat: lim f(z) = 4=a+ib olsun. Bu durumda, £>0 verildiginde &yle bir >0 sayist
vardir ki
0<|z-z,| <6 igin |f(2)-4|<e
olur. Diger taraftan
lu(x,y)-d|<|f(2)- 4 ve [(x,»)-b<|f(2)-4
esitsizlikleri géz Oniine alinirsa, verilen €>0 sayisina kargilik
0<(x=x,)" +(y-y,)° <&’
i¢in ‘
lu(x,y)—al <& ve (x,y)-bl<e
olur. Tersine £>0 verildiginde Syle 8, >0 ve 8, >0 sayilan vardir ki
0< (-":_3"0)2 +(y“)’o)2 < 512
oldugunda
£
u(x,y)—al <=
. y) -l <3
ve
0<(x~x)" +(y=y,) <&’
oldugunda
£
v(x,y)-bl <=
v ) =8 <2
olur. Verilen >0 sayisina karsihk § =min(6,,8,) alimrsa, 0 <|z —z,| < & igin
|f(2) = 4 = |u(x, ) + iv(x, y) ~ (a +ib)|

<ju(x, y) - a|+v(x,y) - B|
£ &

<Z4+Z=¢
2 2

oldugu goriiliir.

1.5.4.Tanum:Bir f fonksiyonu z, noktasinin bir komgulugunda tanimli olsun. Eger,
lim /(2) = £ (z0)

ise f fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir. Eger bir f fonksiyonu bir S
kiimesinin tiim noktalarinda siirekli ise, f fonksiyonu S kiimesinde siireklidir denir.



1.5.5. Teorem:f(z) = u(x,y) + iv (x,y) fonksiyonun z, = x, +iy, noktasinda siirekli

olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosul, u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarin (x,,y,)
noktasinda siirekli olmasidir.

Ispat:Teorem 1.5.3 te

A= f(zo) = u(xo,yo) +1i(x,,¥,) ‘
alinarak ispat yapilr.

1.5.6.Teorem:f ve g fonksiyonlarimn tanim kiimeleri S ve z, € S de siirekli
olsunlar. Bu taktirde,

@) frg

(i) f.g

Gii)f/g, g(z,)#0
fonksiyonlar1 da z, € S noktasinda siireklidirler.

1.5.7.Teorem: f : C — C stirekli fonksiyonu verilsin.A ,C de agik ise f~'(4)
agiktir.

Ispat:A, C de agik olsun ve z € f7'(4) alalim.w=f(z) denirse w e 4 ve A agik
oldugundan 6yle bir €0 vardir ki D(w, &) < A olur. f siirekli olduguna gore
D(z,8) c f(D(w,e)) < f7'(4) elde edilir.O halde f~'(4) agiktur.

1.6. Kompleks Fonksiyonlarda Diferansiyellenebilme

1.6.1.Tanmm w = f (z) fonksiyonu zp noktasinin g- komsulugunda tamimli olsun.

lim f(zo '*'h)—f(zo)
h

h—0

limiti var ve sonlu ise, bu limite f(z) nin z, daki tiirevi denir. Ve genelde f7(z,)

42

veya dz |z =z, ilegosterilir. Bu durumda,

£'(zy) =lim

f(zy +h)~ f(z,)
h

yazilir.

f(z) fonksiyonunun f'(z,) tiirevi meveut ise f(z) ye 2z, noktasinda

diferansiyellenebilir denir.



1.6.2. Tecorem f(z) fonksiyonun z; noktasinda diferansiyellenebilir ise, f(z)
fonksiyonu z da siireklidir.

Ispat : f(z) fonksiyonu z, noktasindan diferansiyellenebilir oldugundan, bu
noktanin bir e- komsulugunda tammlidir. Buradan,
O<||<evez=zy+h

olmak {izere

1@ = £y + LT

seklinde yazilabilir.

}_igl f(z) =f(20)+gi_l)r(}|:f(zo +hz_f(20)-h]

= f(2,) + f'(2,).0
= f(z,)

olur. Yani f(z) fonksiyonu z,noktasinda stireklidir.

f(z) ve g(z) fonksiyonlan =z e C noktasinda diferansiyellenebilir
fonksiyonlar olmak tizere, kompleks fonksiyonlarin limitlerine iligkin 6zellikleri
kullanarak asagidaki teoremin ilk ii¢ sikkini ispatsiz olarak ifade edebiliriz.

1.6.3. Teorem:

a) —;L[cf (z)] = ¢f"(2), ( ¢ sabit kompleks say1)
Z
b L7 8)]=rOFe@

c)%[f(Z)-g(Z)] - f@g'(@)+2(D).1(2)

d| f(2)|_g2)-f'(2)-g'(2)-f(2)
d)— = 0
)dz[g(z)] kar 597
Ispat : d) Teorem 1.6.2 ye gbre eger g(z,)#0 ise |h| <6(e) ve ¢ <|g(zo )| olmak

tizere,



|lg(z, + )| =|g(z,) - &(2, + 1) - 8(2,)| 2 |g(z,) — €| >0
olur. Buna gore;

fz+h)  f(z) _ 8@z + )~ f(2)]- fz)g(zo +B) - &(z,)]
g(zo+h) glzy) 8(zy).g((z, +h))

yazilir.

Sflzo +h) = f(2,) g(z, +h)—g(z,)
e L [f(zo +h) Sz + h)} . &) - — f(2,). .

=lim
h| g(z, +h) g(z,) h=0 8(z,)g(z, +h)
h—o

- 8(2,)-f'(20)~ f(2,)-8'(2,)
lezo)f

olur. Bu da teoremin ( d ) stkkim ispatlar.

1.7. Cauchy- Riemann Denklemleri

f(z2)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonunun z, =(x,,y,) =x,+iy, noktasinda

tiirevi meveut olsun. Bu durumda, s =k, +ih, olmak lizere,

f'(zo)=£i_t>%f(z° +h2_f(z°)

seklinde yazalim.Teorem 1.6.3 € gore,

Relf(z)] = lim Re] L tP=SCa)

tml (2] = g | LGt =S 0D
olur.

[z + 1)~ f(20) _ (% + s Yo + 1) = (X, ¥o) + iluCxo + Py yo + 1) — (%0, )]
h h, +ih,

dir. Eger (h,,h,) —> (0,0)a x — ekseni lizerinden yaklasirsa, yani A, =0 ise,




, . u(xy+h,y,)—u(x,,
Re[f (20)]=£‘11_'£(l, ( 0 y{;?) ( 0 yo) =ux(x0’y0)

1

Im[fl(z )]= lim u(xo +h|9y0)—v(x0’y0)
0/ h»o h

= Vx(xo,yo)

elde edilir. Bu son iki esitligin anlama; .

Fi(zo) =, (%0, ¥,) + v, (%5, ) (1.7.1)
dir. Burada wu, ve v, , u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarinn (x,,y,) noktasindaki
x e gbre kismi tiirevleridir.

Benzer sekilde (4,h,) — (0,0) a y- ekseni lizerinden yaklagirsa, yani # =0
ise,
(Z) = =i, (o5 ¥0) + 9, (%05 30))] (1.7.2)
elde edilir. (1.7.1) ve (1.7.2) esitlikleri karsilagtinlirsa,

U, (X0, ¥0) =V, (X0, ¥) V& u,(X,¥0) ==V, (%4, ¥,)

esitsizlikleri elde edilir. Bu birinci mertebeden kismi tiirevli denklemlere Cauchy —
Riemann denklemleri denir. Yani f(z) fonksiyonun 2z, noktasim bir &-

komsulugunda diferansiyellenebilir ise, bu komgulukta;

Cauchy — Riemann denklemleri saglanir.
Simdi agagidaki teoremi ispatsiz olarak ifade edelim.
1.7.1.Teorem f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu z, = x, + iy, noktasinin
g-komgulugunda tamimli ve bu komsuluktan, u» ve v fonksiyonlarinin x vey ye
gore birinci mertebeden kismi tiirevleri var ve bu kismi tiirevler (x,,y,) noktasinda,
u,=v, , u,=-v,

seklindeki Cauchy-Riemann esitliklerini saglasinlar. Bu halde f(z)fonksiyonun

(%5,y,) noktasinda f'(z,) tiirevi mevcuttur ve degeri

f(zg) =u (xg, )+ v, (%0, ¥,)
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1.8 .Analitik Fonksiyonlar

Yukanda kompleks fonksiyonlar igin “bir noktada tiirevlenebilir olmak™
kavramim tamimladik ve bazi temel ozellikleri inceledik. Burada bir agik kiimenin
tiim noktalarinda tiirevi olan fonksiyonlari(Analitik fonksiyonlar) inceleyecegiz.
Boylece kompleks fonksiyonlar kiimesinin bir alt kiimesini dikkate almig oluyoruz.
Ik bakista gereksiz gibi goriilebilen bu kisitlama, kompleks fonksiyonlarla ilgili
derin ve anlaml sonuglar elde edebilmek igin zorunludur.

1.8.1.Tamm: w = f(z) fonksiyonu z, € C noktasimn bir e- komgulugunda taniml
olsun. f(z) nin z;, da analitik olmas: i¢in gerek ve yeter kosul f(z) nin z,
noktasinin s-komsulugﬁnda tiirevlenebilir olmasidir.

1.8.2.Tanmm: D bélgesinde tanimh w = f(z) fonksiyonu D bélgesinin her noktasin
da diferansiyellenebiliyorsa f(z) ye D de analitik fonksiyon denir. Cogu kez bir
bolgede analitik olan fonksiyonlara, holomorf fonksiyonlarda denir.

1.8.3.Teorem: w = f(z) =u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu bir z,€C noktasinda
analitik olmasi igin gerek ve yeter kosul, z, noktasinin uygun bir e-komsulugunda,

u ve v fonksiyonlarmin x ve y ye gore birinci mertebeden siirekli kismi

tiirevlerinin mevcut ve Cauchy — Riemann denklemlerinin saglanmasidir.

1.9.Harmonik Fonksiyonlar

1.9.1.Tanmim: D, xy — diizleminde bir bdlge olmak lizere,
u:D->R
(6.y) > ux,y)=u
ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. Eger D

bolgesinde # nun ikinci mertebeden kismi tlirevleri (x,y) noktalarinda;

2, — —
Vu=u,+u,=0
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Laplace denklemini sagliyorsa, # fonksiyonuna D bélgesindeki (x,y) noktalarinda

harmoniktir denir.

1.9.2. Teorem: f(z) = u(x,y) +iv(x,y) fonksiyonu D bolgesinde analitik olsun. Bu
durumda; f(z)=u(x,y)+iv(x,y) D bdlgesinde analitik olduguna gore, bu bdlgede
Cauchy-Riemann denklemleri saglanir. Yani u, =v,, u, = —v, dir. Eger u ve v nin
ikinci mertebeden kismi tiirevleri mevcut ise,

o Uy =TV

olur. Tkinci mertebeden kismi tiirevleri siirekli oldugundan
dir. Buna gére,

olur. Benzer sekilde
Ve tV, =0

elde edilir. Yani v fonksiyonu da D bolgesinde harmonik fonksiyon olur.
1.9.3.Tanim: # ve v fonksiyonlann D bélgesinde Harmonik ve birinci mertebeden

kismi tiirevleri Cauchy-Riemann denklemlerini saghyorsa v fonksiyonuna u

fonksiyonunun harmonik eslenigi denir.

Not: f(z) =u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu D bolgesinde analitik ise, f(z) nin bu

bolgede her mertebeden siirekli tlirevlerinin mevcut oldugu gosterilecektir.

1.9.4. Teorem: f(z) = u(x,y) +iv(x,y) fonksiyonun Dbdlgesini de analitik olmas:

i¢in gerek ve yeter kosul v nin # fonksiyonunun harmonik eglenigi olmasidir.

ispat: f(2) =u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu D bolgesinde analitik ise, v, » nun

harmonik eglenigidir. Tersine v, # nun harmonik eglenigi ise;

f(2) = u(x,y) +iv(x,y)
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fonksiyonu D bolgesinde analitik olur.

Not: Eger v fonksiyonu, D bolgesinde » fonksiyonunun harmonik eglenigi ise,
—u fonksiyonu da, D bolgesinde v fonksiyonun harmonik eslenigidir. Ayrica,
(@) =u(x,y)+iv(x,y) ise ~if (z) = v(x,y) —iu(x,y) olup, f(z) fonksiyonunun D
bolgesinde analitik olmas: igin gerek ve yeter kosul if(z) fonksiyonunun D
bolgesin de analitik olmasidur.

1.9.5.Teorem: u = u(x,y),D bélgesinde harmonik fonksiyon olsun. Eger, u
fonksiyonunun D bolgesinde bir v=v(x,y) gibi harmonik eslenigi varsa,
(xo,'yo) € D olmak lizere,

W 3) = G Ju (r )

Yo

dir.

Ispat: Eger, v fonksiyonu u nun bir harmonik eslenigi ise f =u+iv fonksiyonu
analitik olur. Buna gore D bolgesinde

v, (%,3) =u,(x,)
dir. Bu esitligi y ye gore integre edersek

y
v(x,y)= fu,(x.0dt +O(x)
Yo
olur. Bu esitligin her iki yamm x e gore tiiretirsek

v (x,¥)= i[un (x,0)dt + Q' (x) = - yj‘uw (x,5)dt + Q' (x)
Yo Yo

= =u, (X, y) +u,(x,¥,) + Q' (x)
bulunur.
v, (x, ) = -u,(x,y)
oldugundan bunu yukarida yerine yazarsak
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Q' (x) = —u,(x,5,)
elde edilir. Buradan her iki tarafi x e gore integre edersek

O(x)= —Iuy (r,yo)dr +c
olur. Bylece

y g x
v(ix,y) = J‘ux (x,)dr - ju L yy)dr +¢
%

34}
bulunur. Eger (0,0) noktas1 D bdlgesine ait ise, x, =0, y, =0 almak islem

kolaylig: getirir.
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2. BOLUM

KOMPLEKS FONKSIYONLARIN INTEGRALI

Bu boliimde kompleks fonksiyonlarin diferansiyellenebilir egriler lizerinde
integralini tamimlayacagiz. Daha sonra bir analitik fonksiyonun en énemli &zelligi
olan “ her mertebeden tiirevlenebilme “ dzelligi integral kavramindan yararlamlarak
verilecektir. Zaten bu 6zelligi ve analitik fonksiyonlarin bir kisim ©nemli

ozelliklerini integral kavramindan yararlanmadan belirtmek olasilig1 yoktur.
2.1.Egri ve Cevre

2.1.1.Tamum: y :[a,b] - C siirekli fonksiyonuna C-diizleminde bir egri denir. Bir y
y :[a,b] > C siirekli fonksiyonu verilsin. Eger y fonksiyonun tiirevi var ve siirekli
ise ¥ fonksiyonuna diferansiyellenebilir egri denir.

y  diferansiyellenebilir bir egri olmak iizere, fe€[a,b] i¢in
y'(t)=x' (1) +iy' (t) # 0 ise y egrisine diizgiin egri denir.
Bu durumda, ¥ egrisinin her noktasinda bir tegeti vardir. [a, b] aralifinin sonlu
sayida noktas: diginda y egrisi diferansiyellenebiliyorsa ve bu s6z konusu noktalarda
y nin sagdan ve soldan tiirevleri var ve bunlar ' niin bu noktalardaki sag ve sol
limitlerine esit ise ¥ egrisine pargal diferansiyellenebilir egri denir.

Biry egrisi sadece f, =t, i¢in y(t,) =y(t,) oluyorsa basit egridir denir. y
basit bir egri ve ¥ (a) =y (b) ise basit kapali egri denir.

Sonlu sayida pargali diferansiyellenebilir egrilerin u¢ uca birlestirilmesiyle

olusan egriye ¢evre denir.
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2.2. Kompleks Fonksiyonlarmn Integrali

2.2.1.Tanmm: % :[a,b] > C fonksiyonu

h(t) = u(t) +iv(r)
seklinde tammmlanmig ve u(¢),v(t) reel fonksiyonlarimin [a,b] aralifinda reel analizde
belirtilen anlamda integralleri varsa 4 nin [a,b] araliindaki integrali

I]h(t)dt = l]u(t)dt + il]v(t)dt

olarak tanimlamr.

222Tanm: D, C de bir agk kimef:D—>C,w= f(z) siirekli ve
y(6) = x(t) +iy(r),a<t <beprisi y([a,b) c D ozelliginde diferansiyellenebilir bir

egri olsun. y iizerinde f fonksiyonunun integrali
[7=[r@a
. r 4
seklinde gosterilir ve

b
[r=[f@a= [rowy®a.

Eger y egrisi y,,7,,..7, pargal diferansiyellenebilir egrilerin ug uca eklenmesiyle

olusan gevre ise,
[f=[f@az=3 [f)d
Y Y =04,

olarak tanimlanir.

Not : f(2) =u(x,y) +iv(x,y) ve y(@)=x({)+iy(t), a<t<b seklinde verilmig

olsun. fTy(O)] = ulx(1), y(O]+iv[x(®),y(1)] ve y" ()=x" ()+iy' () oldufundan,
yukarida verilen integral tanimi

b b
[f@dz= [fe@)y @dt= [ —vy' e +i [’ +uy Yt
4 4 a a
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seklinde yazilabilir. Ayrica f=u+iv ve y(t)=z(t)=x()+iy(t) olmak iizere
dz = dx +idy yazilirsa,

| jf(Z)dZ = judx—vdy+ij'vdx+udy

4

olur.

2.2.3. Teorem: f:D — C siirekli fonksiyonu verilsin vey egrisi D igindeki
z,noktasini, yine D igindeki z, noktasina birlestiren diferansiyellenebilir egri

olsun. Eger Dbélgesinde F' = f olacak gekilde bir F : D — C analitik fonksiyonu

varsa,

[£=F(z)-F@)

ve Ozel olarak z, = z, ise,

fr=0

4

dir.

h
a

ispat: [ =[£G @)y (Odi= [F' G0y 0t = [dIFGr(1)) = F(r())

=F(y(0)) - F(y(a)) = F(z,) - F(z,)

olur. z; = z, olmast durumunda F(z,) = F(z,) olacagindan,

fr=c

4
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olur.

2.2.4.Tamm: Bir F(z) fonksiyonu igin F' (2) = f(z) ise F(z) ye f(z) nin

belirsiz integrali denir ve

[f(dz=F(2)+C
seklinde gosterilir.
2.3. Cauchy Integral Teoremi

Komleks analizin en nemli teoremi Cauchy Integral teoremidir.Bu teorem kisaca
Cauchy teoremide olarakta adlandirilir.Komleks analizin bir ¢ok énemli 6zelligi bu

teoremin birer sonucu olarak elde edilir.

2.3.1.Teorem: f fonksiyonu basit baglantili bir D bdolgesinde ve bu bélgenin y

¢evresi tlizerinde analitik olsun. Bu durum da,

j f(2)dz =0

dur.

Ispat : Bu teoremin ilk ispati, /' tiirev fonksiyonunun D bé&lgesinde ve y iizerinde
siirekli olmas: kosulu altinda A.L.Cauchy tarafindan verilmistir. Daha sonra bu
teoremin ispat1 E.Goursat tarafindan f' tiirev fonksiyonunun stirekli olmasi kosulu

kaldinlarak yapilmistir. Burada teoremin Cauchy tarafindan yapilan ilk ispati

verelim. f(z) = u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu analitik oldugundan,
S @ =u,(xy)+iv,(x,y)=v,(x,y) = iu,(x,y)

olur. f” tiirev fonksiyonu D bdlgesinde ve y iizerinde siirekli oldugundan u ,u ,

v, ve v, kism tiirevleri de D bolgesinde ve y {lizerinde siirekli olurlar. Ayrica f

analitik oldufundan u ve v fonksiyonlar siirekli olurlar. Dolayistyla u ve v

fonksiyonlar1 Green teoreminin kosullarini saglarlar. Buna gore
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[ = Ju+iv)dx +idy) = [uds — valy +i [vebx + udy

4 14

= H(—v,r —uy)dxdy+i”(ux — v, )dxdy
D D

yazilabilir. f fonksiyonu analitik oldugundan,

dir.

Cauchy-Riemann esitlikleri kullanilirsa yukaridaki iki kath integrallerinin her
ikisinin de sifir oldugu goriiliic. Buna gore,

[f@dz=0
olur.

2.3.2.Teorem: f fonksiyonu basit baglantili bir D bélgesinde analitik olsun z, ve

z,, D bolgesinde bulunan iki nokta olmak tizere
[/ (z)dz
integrali z, noktasimi z, noktasina birlestiren yoldan bagimsizdir.

Ispat:y, ve y,egrileri D bélgesinde bulunan ve z, noktasim z, noktasina birlestiren

herhangi iki gevre olsun.Cauchy teoremine gére

| f(Ddz= [f)tz+ [f(2)dz

h-=7:2 =¥
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= [f(D)dz - [f(2)z
olur.Buradan

[f@)dz = [f(2)dz

elde edilir.
2.4. Cauchy Tiirev Formiilii

Cauchy tiirev formiilii Cauchy integral teoremini bir sonucudur.Cauchy tiirev
formiiliine baghh olarak ,kompleks analizin “Morera Teoremi,Maksimum Modiil

Teoremi ve Liouville Teoremi “ gibi birgok 6nemli sonuglan elde edilir.

2.4.1. Teorem(Cauchy Tiirev Formiilii): / fonksiyonu basit kapali bir  egrisinin
lizerinde ve bu egrinin sinirladig1 bolgede analitik olsun. z;, noktas1 y ile smurl

bolge iginde bir nokta olmak tizere, f (")(zo) tiirevi var ve degeri

f(n)(zo) _ _j' f(z) 1z

(Z Zo)n+l

seklindedir.

Ispat : n=1 igin ispati yapalim. Bunun igin,

@,
fz o>——j(z ZZO)

Cauchy Integral formiiliinde z, yerine z,+h yazalim. Burada » kompleks sayist,

zy+h y ile simrh bolge i¢inde kalacak gekilde secilmistir.

f(zo+h)——j LD, 120) = jf(z)d

z2—2zy—h z-1z,
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yazilir. Buna gore;

f(zo"'h)"f(zo):LJ' f(2)
h 27 J(z—zy — h)(z - z;)

elde edilir. Buradan 4 — 0 igin limite gegirilirse,

SICELS CATNS By S

h—*° b0 271 (2 -2y (z~2y —h)

_ 1 imj f(2)

=— dz
;(z2-2,)(z-2,~h)

271 h-0
olur. Ispat1 tamamlamak i¢in yukaridaki limitin;

.[ f(2) &

) (z-z,)

oldugunu gdstermek yeter. Bunun igin verilen her £>0 sayisina karsilik 0 <|#| <&

igin,

j f(2) J' f(2)
(Z z, )z -z, _h) (Z zo)

olacak sekilde bir & > 0 sayisinin varhifini géstermeliyiz,

[ /@ (L@ |

[ |
,(z—zoxz—zo—h) 7 (2-2,)’

7 (z=20—h)(z—2,)|

<|H | /() 2|

J|z—zy—hlz~z |2|

yazilabilir. | S | fonksiyonunun y egrisi iizerindeki maksimum degerini M, y
egrisinin uzunlugu L ve z, noktasimn y egrisi lizerindeki noktalara olan en kisa

uzaklig1 yani |z - zol 1n en kiiglik degeri p olmak iizere



L@ L@ | _omL
7(:—20)(z—z0—h) (z zo)l pz(P"a)

olur. Burada
|z—zo ~h| > |z—20|—|h] =Zp-0
oldugu dikkate alinmigtir. O halde,

ML pe
—— =& Vveya 6 = ————
p(p-9) ML+ p’e

alinirsa, yukaridaki farkin mutlak degeri £ dan kiigiik birakilmis olur.

Yani,
1 /@
f1(z) = I(Z o
olur. n =2 igin
_1l i f@
f'(z,) I(Z 7

veE

ot b == J‘ f(Z)

(Z Zy—

alinarak, yukarida izledigimiz yolla

f(z0) = —J(Zf(zz:) dz

oldugu gosterilir. Benzer sekilde devam edilerek

21
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ey = LD

( z— zo )n+l
esitligine ulagilir.

Cauchy Tiirev formiilii gdsteriyor ki bir noktada analitik olan bir fonksiyon

bu noktada her mertebeden tiirevlenebilir ve tlirevler de analitik fonksiyonlardir.
Bundan bagka f = u+iv fonksiyonu bir z; = (x;,y,) noktasinda analitik ise # ve

v fonksiyonlarinin bu noktada her mertebeden kismi tiirevleri vardir.



23

3.BOLUM

KONFORM DONUSUMLER

3.1. Konform Déniisiimler

Reel degiskenli fonksiyonlarda tiirevin bir geometrik anlami vardir. Yani
y = f(x) fonksiyonunun x, daki tiirevi, fonksiyonun grafiginin x, noktasindaki

tegetinin egimini verir.

Kompleks degiskenli fonksiyonlarin tlirevine de bir geometrik anlam vermek

olanag vardir. Simdi ¢ok genis uygulamalar olan bu anlami ¢ikarmaya calisacagiz.

Bilindigi gibi bir kompleks fonksiyon genelde kompleks diizlemin bir
bolgesini bir bagka diizlemin bir bolgesi lizerine resmeder. Resmedilen bolge ile
resim bolgesi arasindaki ilginin daha iyi belirlenebilmesi ve bu resmetme igleminden
uygulamada yararlanabilmek i¢in herhangi kompleks fonksiyon yerine konform

doniisiim yapan analitik fonksiyonlar g6z 6niine alinir.

Konform doniisim kavrami iki boyutlu statik alanlara iligkin sinir — deger
problemlerinin ¢6zlimiinde ¢ok dnemli uygulamalara sahiptir. Konform doniisiimler
sinirlan degisik geometrik yapiya sahip bolgelere iligkin sinir — deger problemlerini

kolayca ifade etmeye ve ¢dzmeye elverisli ortogonal silindirik koordinatlar

olusturulmasinda ¢ok yararl: bir rol oynar.

Konform déniigiimiin matematik — fizik bakimindan en 6nemli ve en ilging

yan Laplace denklemini yine kendine doniistiirmesi, invariyant birakmasidur.

Konform doniigmelerin Dirichlet probleminin ¢6ziimiinde (bir bolgenin
kapanmiginda, stirekli, i¢inde harmonik olan fonksiyonun varligi) ve harmonik

fonksiyonlarda 6nemli uygulamalar1 vardir. Bu nedenle de 1s1, elektrostatik ve
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hidrodinamikte bir ¢ok 6nemli problemi ¢6zebiliriz. Bu uygulamalarda ana ilke s6yle
belirtilebilir: Problemi verilen bolge yerine bundan ¢ok daha basit bir bolgede
¢6zmek ve sonucu ters donilisiim yardimiyla verilen ilk bélgeye tagimaktir. Bunun
i¢inde wverilen bolgeyi s6z konusu basit bolgeye resmeden bire-bir analitik
fonksiyonu bulmak gerekir. Boyle bir analitik fonksiyonun varligimi Riemann
doniisiim teoremi ile gorecegiz. Bu teorem analitik fonksiyonlar kuraminda oldukea.

onemli role sahiptir.

3.1.1.Aqilarin Korunmasy: /' fonksiyonu bir z;, noktasinda analitik ve f'(z,)#0
oldugu zaman w = f(z) doniislimii alinda, bu noktada kesigen egrilerin arasindaki
agin yoniintin degisip degismedigini inceleyelim. f fonksiyonu z, da analitik
oldugu i¢in z,1n komsulugunda bulunan diizgiin bir yaymn goriintiisii, w diizleminde
diizglin bir yaydir. Aw = f(z, + Az) — f(z,) olmak lizere

fi(zy) = gn}) —Ai)— tirevi vardir ve bu limit Az nin sifira yaklagim yolundan

bagimsizdir.

y

Sekil 3.1.1

f'(z,) #0 oldugundan f'(z,) sayisinin arglimanin degerlerinden birine vy, ve

| f ’(z0)| ada R, diyelim. Boylece;

S'(z0) = Re™* (3.1.1)

olur. Buradan

lim
Az—0

A _ g lim| arg 2% | =y
Az 0 gAz 0

Az—>0f
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esitliklerini (3.1.1) esitliginden bulunabilir.

Simdi C, z, noktasindan gegen diizgiin bir egri ve S de bu egirinin
w = f(z) doniigiime altindaki goriintiisii olsun. Eger C b(;yunca yine pozitif bir y6n
alinirsa, buna karsilik olarak f fonksiyonu S boyunca yine pozitif bir yon belirtir.
z,+ Az noktasi C flizerinde z, dan itibaren pozitif yonde bir bir nokta oldugu
zaman, Az — 0 iken A- nin arglimanin limiti C nin z, daki y6nlemis tegetinin «
egim aqisidir. w, = f(z,) ve z, + Az mn gorlintiisii de w, + Aw ise buradan Aw nin

arglimani S nin w, daki yonlenmis tegetinin f# egim agisina yaklagir.

oldugundan Aw nin argiimanin bir degeri
Aw
argAw = arg Az + arg—
g g g Az

dir. Buradan
Az >0 ise, f=a+y,

elde edilir. Demek ki bir C egrisininz, daki yonlenmis tegeti, f/ nin z, da analitik

olmasi ve f'(z,) # 0 bulunmasi kosulu altinda, w = f(z) doniisimii altinda
v, = arg f'(z,) ag1s1 kadar dondiiriiliir.

Bir w= f(z) fonksiyonuz, noktasinda siirekli ise z, 1n yeterince kiigiik bir
komsulugundaki tiim noktalarimin resimleri w, in belli bir & komsuluguna diiser.
Stireklilik baglantililigr da korudugundan, w, noktasinin ¢ komsuluguda baglantili

bir kiime olur. Ancak bunlar bize w, 1n bir komsulugunu tamamen O&rtiillip

ortiilemedigini veya bir defadan fazla ortiiliip 6rtiilemedigini belirtmez .
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Ortaya ¢ikan bu sorularin cevabim ancak f nin analitik olmas: kosulu ile

verebilir. Ozellikle f'(z,) # 0 kosulu alinda 6nemli sonuglar elde edilecektir

3.1.2.Teorem: w = f(z) fonksiyonu bir z noktasinda analitik ve f'(z,)#0 ise

w=f(z) doniisiimii altinda z, 1n belli bir komsulugu, w, 1n belli bir komsulugunu tam

bir defa Srter.

Ispat: D, = D,(z,,7,) f nin analitik oldugu disk olsun ve w, = f(z,) olmak iizere
F(z) = f(z) -w, fonksiyonunu dikkate alalm. F', Dy da analitiktir ve z, da birinci
mertebeden bir sifir vardir. Ustelik 0<r;<rg olmak tizere D, = D,(z,,%) diskinde F

nin bagka bir sifir yeri yoktur. Buna gére,

m = min|F(2)| = min| f(2) - w|

alahm ve D, = D, (w,,m) olsun. Gosterecegiz ki f : D, - D, doniisiimii bire-bir
ve Ortendir. Gergekten de f, D, deki herhangi bir w degerini bir tek defa alir.

Ciinkii we D,, ise

i IF,(Z)dz= L [ /@ g
2mi ;5 F(2) 2mi 5 f(@)-w,

integralinin w, daki degeri 1 dir. Ciinkii F'nin 8D, iginde bir tek sifir yeri olup kutbu
yoktur. Diger yandan [ siireklidir ve bir tamsay1 fonksiyonudur. O halde I(w)=1,

yani we D, degeri D, de bir tek defa alinir. Bu bize f : D, — D, nin bire-bir ve

Orten oldugunu gosterir.

3.1.3. Teorem:f fonksiyonu analitik ve biitlin z e 4 noktalan igin f'(z)#0 ise

f,A daki acik kiimeleri agik kiimelere resmeder.

Ispat: U, 4 icinde bulunan agik bir kiime olsun ve z, e U igin, f(U) iginde bir

w, = f(z,) noktasi alalim. Varsayim geregi f'(z,) # 0 oldugunda z, n Syle bir
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agitk V' ve w, 1n da W agik komsulugu vardir ki f:¥V — W fonksiyonu 6ncelikle
siireklidir ve f~' analitiktir. /™' analitik olduguna gére oncelikle siireklidir. Bu
nedenle de U NV agik oldugundan (f ™')™ (U V) kiimesi de agiktir ve istelik £ V
den W ye bire-bir ve iizerine oldugundan wye(f)!' UANV)=

fU)YNW c f(U)olur yani f(U) agik bir kiimedir.

3.1.4.Teorem: w = f(z) fonksiyonu bir B bolgesinde bire-bir ve analitik ise B nin f
altindaki resmi f{B) yi bir defa orter ve f{(B) bir bolgedir.

Ispat: B nin f altinda ki resminin f(B)yi tam bir defa orttliii, f nin bire-birliginde

agik ve baglantili oldugu ise Teorem 3.1.3 ve fnin stirekliliginden goriiliir.

3.1.5. Teorem w = f(z) fonksiyonu z, da analitik, f*(z,) # 0 olsun. z, dan gecen
bir y diizgiin egrisinin z, daki tegeti x- eksine ile 6 agisi yapiyorsa, ¥ resim
egrisinin de w, da tegeti vardir ve bu tegetinin u- ekseni ile yaptig1 ag1;

¢=0+arg f'(z,) dir.
Ispat :¥ {izerinde w, # w, olmak lizere w, — w, olacak sekilde bir (w,) noktalar

dizisi alalim. w, = f(z,) denirse y da z, # z, olmak lizere z, — z, olacak bi¢imde

(z,) noktalar dizisi vardir. O halde,

¥
[v
LT T Wy
/,4 X 1§ ?/ ///
o *n .
L]
.- ) '

Sekil 3.1.5
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arg(w, —w,) = arg(z, —z,) +arg

f(z"):f(ZO)(modZR)

Zn ZO

bulunur.Dikkat edilirse #»—> o igin arg(z,—z,),¢ nin Xx- ekseniyle yaptigi

acidir. Yani;
0= '111_13 arg(z, — z,)
dir. Bdylece,
}‘1_{130 arg(w, —w,) =0+arg f'(z,) (mod 2x)
bulunur. Bu son ifade bize ¢ nin ¥ ya w, da bir teget oldugunu ve bunun u—ekseni
ile yaptig1 aginminda
¢=0+arg f'(z,) (mod 2m)
oldugunu gésterir.

3.1.6. Teorem: f fonksiyonu z, da analitik ve f*(z,) # 0 olsun. z, dan gegen ve

aralarinda a agist olusturan vy, ve y, egrilerinin resimleri de w, da, a agsi

olusturur.
Ispat : Teorem 3.1.5 geregi;
o, =0, +arg f'(z,) ved, =0, +arg f'(z,)
olacagindan
¢,-¢,=0,-06,=a

bulunur.
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3.1.7. Tamm:D, C de bir bolge olmak tizere f:D — C siirekli doniisiimii verilsin.
Eger bir z, € D noktasindan gegen ve aralarinda & agis1 yapan herhangi iki diizgiin
Y, ve v, egrilerinin f (y,) ve [ (y,_) resim egrileri de w, da aralarinda a ile aymt

yonde ve biiyliklik bakimindan « agis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna z;, da bir

konform doniigtimdiir denir.

Eger her z, € D noktasinda /' konform ise f ye D de konform déniigiimdiir

denir.

3.1.8. Teorem:f bir z, noktasinda analitik ve f'(z,) %0 ise f, z, da bir konform

doniistimdiir.

Ispat:Teorem 3.1.6 ve Tamm 3.1.7 den ispati kolayca goriiliir.Eger bir doniigim
konform ise bu doniisimiin Jakobiyen degerinin sifirdan farkli oldugu sonucuna

hemen varabiliriz. Ciinki;

S, y)=u(x,y)+iv(x,y) analitik bir fonksiyonsa,Cauchy-Riemann
denklemleri kullanilarak

Ou ou
o) (o oy _(auY (au) low au . g
T ey) |ov @"(ax) +('5y‘) BENE =@
ox Oy

yazilir. Buradan da su sonucu sOyleyebiliriz.

3.1.9 Teorem:

a) Eger f,4 — B déniisiimii konform, bire-bir ve orten ise f~': B — 4

bigimindeki ters doniigtimii de konformdur.

b) Eger f,A—> B ve g:B — C doniisiimler konform bire-bir ve 6rtense,

gof: A - C olan bileske doniisiimii de konform, bire—bir ve drtendir.
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Ispat:

a) f fonksiyonu bire-bir ve orten oldugundan f~' doniistimii vardir. Ters

: o B . af'(w) 1 N
fonksiyon teoremine gore, w=f{z) olmak iizere - =75 seklinde tiirevi olan
&
-1
£ fonksiyonu analitiktir. id(z—) # 0 oldugundan ﬂ% # 0 olur. Boylece f'
'z

déniigiimii Teorem 3.1.8 e gdre konformdur.

b) g ve f fonksiyonlar bire-bir, drten ve analitik olduklarindan, gof bileske
fonksiyonit da bire-bir, drten ve analitiktir.gof fonksiyonunun z noktasindaki tlirevi

g'(f(2)) f'(z) # 0 oldugundan gof doniisiimii konformdur.
Simdi konform déiistimler ile ilgili basit bir 6rnek verelim.

3.1.10. Ornek: w= f(z) = z* olduguna gére x=1,y=1 ve x+ y =ldogrularinin

smirladig: bblgenin resmini buluruz.
Coziim :

w=u+iv=_(x+iy)’ =x* - y* +2ixy
ve boylece,

u=x"-y

v =2xy
elde edilir. Buradan,

. v
x=1 dogrusu u=1—-—4— egrisine,

2
y=1 dogrusu u = %— —1egrisine
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x+y=1 dogrusuda v=%(1—u2)

egrisine, resmedilir.Dikkat edilirse a§1lar da korunmustur. Ciinkii w= f'(z) =2z dir

ve tiirev A,B ve C noktalarinda sifirdan farklidir. Yani w = f(z) = z* doniisiimii A,B

ve C noktalarinda konformdur.

Sekil 3.1.10

3.1.11. Teorem:w = f(z) fonksiyonu bir z, noktasinda analitik ve bu noktada
f(2)- f(z,) m k.(k 22) mertebeden sifir1 varsa, z, dan gegen ve aralarinda a
agis1 yapan iki diizgiin egrinin resimleri w, da ko agis1 yaparlar. Dolayisiyla da z,

in bir komsulugu w, m bir komsulugunu k defa 6rter.
Ispat: z, 1n uygun bir komsulugunda f(z)
f@) = f(z))+a,(z—z) +a,,,(z—2,)" +...., k=2,a, #0,
de Taylor serisine agilabilir.Buradan,
w=w, = f(2)- f(z,) = (- 2,)".8(2)
yazabiliriz g(z) fonksiyonu z, da analitik ve g(z,)# 0 dir. Buradan,

arg (w—w,) = arg(f(2) - f(z,)) = k.arg(z — z,) + arg..g(2)
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elde edilir. Simdi z-— z;, i¢in iki tarafin limiti alinir ve de Teorem 3.1.6 teki
anlamda gosterimler olarak disiiniilirse ¢ =460 +argg(z,) bulunur. Ancak

arg g(z,) ,6 dan bagimsiz oldugundan Teorem 3.1.6 geregi

¢2 _4’1 =k(92 _91) = kot
sonucuna varilir.

Not:Eger f'(z,)=0 ise doniisiim konform olmayabilir. f'(z)=0 yapan bu

noktaya doniiglimiiniin kritik noktas: denir .

3.1.12.Tanm:Acilan biiyliklik ve y6n bakimindan koruyan doniisiimlere direkt

konform déniigiimler de denir.

3.1.13.Tanmm :Aginin biiyiikliigiinii koruyan fakat yoniinii degistiren doniisiimlere de

ters (indirekt) konform doniiglimler denir.

Aw

3.1.14 Sonug: Lm}) v

= ] f'(z, )| = R, idi. Bu nedenle, déniistimler kisa dogrularin

uzunluklarini yaklagik olarak R, garpam kadar biiylitlirler. Nokta yakinindaki kiiglik
sekillerin her birinin goriintiisii, yaklasik olarak ayni bigimde olmasi anlaminda, asil
sekle uyar. y, donme acis1 gibi R, biiylime katsayisi da noktadan noktaya degisir.

Biiyiik gekiller asillanyla ilgili benzerlik tagimayan sekillere doniisebilirler.

3.1.15.Teorem: u, B kiimesinde harmonik bir fonksiyon olsun. Eger f:4 — B

fonksiyonu analitikse, u o f bileskesi de 4 kiimesinde harmoniktir.

Ispat: z € 4, w=f(z) olmak fizere W,w merkezli acik disk ve V = f~' (W) olsun.W
iizerinde u=Re(g) bagintistni gergekleyen bir g fonksiyonu vardir.O halde

uof=Re(uog) yazabiliriz.Her z noktas i¢in benzer tartisma gecerli oldugundan uof,A

iizerinde harmoniktir.

Not:Teorem 3.1.15 Dirichlet probleminin ¢6ziimiinde olduk¢a yararlidir. Omnegin

Dirichlet problemini, A4 bolgesi lizerinde ¢ozmek yerine 6nce bir f : 4 — B bire-
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bir, iizerine konform doéniiglim bulunur ve problem gok daha basit olan B boligesinde
¢coziiliir. Bu ¢oziim £~ ile A bolgesine taginir. Dikkat edilirse bu tartismada uof nin

yine harmonik olmasi gerekir. Teorem 3.1.15 gosteriyor ki  wuof gercekten
harmoniktir. Burada dogal olarak bdyle bire-bir konform doniigtimin bulunup
bulunmayacag: sorusu ortaya ¢ikar. Riemann doniiglim teoremi basit baglantili bir

bolgenin bir bagka basit baglantili bir bolge iizerine resmedebilecegini gbsterir.

3.1.16.Teorem: w = f(z) |2/<1 birim diskinde basit olsun. Oyle ki [w]| <1 birim

diskine, otijini orijine ve orijinde y6nii korursa o zaman f(z) = z dir.

Ispat: |2/ =1 ve f{0)=0 oldupunda maksimum prensibi geregi |f(z)|=1 elde edilir.
Schawrz Lemmasindan |w|=|f(z)| < || olur. Tersini gdrmek i¢in aym degiskenlere
bagvurulursa |z|<|w| elde edilir.Buradan f(z)=|z| veya f(z)=e"™z dir. O zaman

w=arg z+0o. ve orijinde verilen bir y6n korunmak zorunda oldugundan a =0 dir.

Boéylece,w=f(z)=z bulunur.

3.1.1.17 Teorem:f(z) fonksiyonu |z| <1 diskinde bire-bir ve analitik olsun.Eger f(z)
fonksiyonu |z| <1 diskini , || <1 diski tizerine doniistiiriiyorsa f(z) lineer kesirsel

dontiglimdyir.

Ispat:Biri diski ,birim disk {izerine doniistiiren en genel lineer kesirsel doniistim o

reel say1 ve |B] <1 olmak iizere,

seklindedir.Bu doniigiim z=0 noktasim1 w= Be’® noktasina resmeder.$imdi;6rnegin
birim  diski  birim  disk  {zerine  doniigtiren f(z)  doniisiimiini

w, = f(0) = fe’® seklinde olsun.Bu durumda

W—ﬁem

pw—e™
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ters  doniisiimi  w-diizlemindeki w,noktasint  z-diizleminde  orijine

donigtiiriir. Boylece

f@)-pe"
Bf (z)-e€"
doniisiimii orijini orijine resmeder.O halde
j:_(z)_—ﬂe_: =e”z
Bf(z)—e
dir.Teorem 3.1.16.geregi

ia ei}'z__ﬂ

w=fla)=e Bez -1

elde edilir.Bu da bir lineer kesirsel dontigtimdiir.

Biraz sonra ispatlayacagimiz,Riemann doniigiim teoremi,basit baglantili bir D
bolgesini basit baglantili bir D’ bolgesi lizerine doniistliren bire-bir ve analitik
fonksiyonunun varligini gosterecektir.Burada basit baglantili bir D bdlgesinin lw\ <1

diski iizerine doniistliriilebilecegini gormek yeterli olacaktir.Clinkii bu durumda =
diizlemindeki basit baglantih D’ bolgesini birim disk {izerine doniistiiren w = g(7)

seklinde bire-bir ve analitik fonksiyon vardir.O halde
r=g"[f(2)]
doniigiimii bire-bir ve analitik olup, D bolgesini D’ bolgesi lizerine doniistiiriir.

Yukaridaki agiklamaya gore D’ bolgesi yerine |w] <1 diskini almak yeterli

olacaktir.

Riemann doniisiim teoreminin ispatinda ,s6z konusu D bolgesinin siniri

tizerinde baz1 kisitlamalar yapmak gerekecektir.Ornegin D basit baglantili bslgesinin
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z, gibi bir tek sinir noktasi olsun.z; =« da olabilir.Bu durumda Teorem3.1.16.

geregi ,

doniisiimii de D bélgesini birim disk {izerine doniistiiriir. Eger D bélgesi igin Riemann
doniigiim teoremi dogru ise , f(z) biitiin genisletilmig diizlemde bire-bir ve analitik
olup, genisletilmis dizlemi |w]=|f(z)]<1 diski Uzerine resmeder.Liouville

teoremi’ geregi f(z) sabit olmak zorundadir.Bu yiizden Riemann doniigiim
g

teoreminin D bdlgesinin en az iki sinir noktasi olmasi durumunda ispatlayacagiz.

(1) Teorem: f(z) tam analitik fonksiyonu sinirli ise sabittir.(Liouville Teoremi)
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3.1.18.Teorem(Riemann Déniigiim Teoremi ):D en az iki sinir noktasina sahip
basit baglantil: bdlge olsun.Bu durumda D bélgesini |w| <1 birim diski tizerine

doniigtiiren bire-bir ve analitik w = f(z) fonksiyonu vardir. Eger d6niigtim D
bolgesindeki z, noktasin orijine doniistiirecek sekilde ve z,noktasi ile orijinde

onceden verilen yonleri koruyacak bigimde belirtilmis ise s6z konusu doniigiim
tektir.

Ispat :Ispata gegmeden 6nce fbnksiyon diziler ile ilgili asagidaki tanimlar1 vermek

uygun olacaktir,

Diizgiin Yakinsakhk: S bolgesi tizerinde tammli {f, (z)} fonksiyon dizisi verilsin.
{ £, (z)} fonksiyon dizisinin S bolgesinde f(z) fonksiyonuna diizgiin yakinsamas: igin
gerek ve yeter kosul her £ >0 sayisi i¢in,z € S noktalarindan bagimsiz 6yle bir
N(¢) sayist bulunabilmeli ki her n>N(e) igin |f,(2)- f(2)|<¢& esitsizligi

gerceklensin.

Normal Yakinsakhk: S bolgesi iizerinde tammh {f,(z)} fonksiyon dizisi
verilsin.Eger S nin her kompakt alt kiimesi iizerinde { £, (z)} dizisi diizglin yakinsak

ise {f,(z)} dizisine normal yakinsaktir denir.

Normal Aile: D bolgesinde tanimh analitik fonksiyonlarin bir ailesi verilsin.Eger bu
ailedeki her fonksiyon dizisi normal yakinsak bir alt dizi ihtiva ediyorsa bu aileye

normal aile denir.

Simdi Riemann déniisiim teorisine gege biliriz.Once fonksiyonlarin normal
ailesini kullanacagiz.Ozellikle bir kompakt aile insa edecegiz ve aradigimiz déniisiim

fonksiyonu bu ailedeki fonksiyonlarin belli bir dizisinin limiti olacaktir.

D bolgesinde tanimli bire-bir ve analitik g(z) fonksiyonlarimin bir ailesi G
olsun.Ayrica D bolgesinde . lg(z)l <1 olsun.Once G ailesinin bos olmadigim

gOsterecegiz. . a ve b, D bolgesinin sinir noktalar1 olmak tizere.

o5
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fonksiyonunu olugturalim.Bu fonksiyon karekokii D de bulunan bir fonksiyon
elemanin,D nin biitiniine analitik devam ile elde edilebilir.D basit baglantili
oldugundan monodromy teoremi geregi bu analitik devam ve D nin tek degerli bir
analitik  fonksiyon belirtir.h(z) bire-bir ve analitk fonksiyondur.Ciinkii
h(z,) = h(z,)ise

[h(Zl )]2 = [h(zz)]2
ve

z,—a z,—-a

z,—-b z,-b

esitliginden z, =z, elde edilirD*=R(D) olsun.Yani D bolgesinin h fonksiyonu
altindaki gériintiistt D* olsun. S eD"ise — B eD’ dir.Ciinki,

_ ’zl—a Y, . ,zz—a
p z,-b’ g Sy =Y,

ise

’B2=zl—a=zz—a

z,-b z,-b

olup,buradan z, =z, elde edilir. w, , D* de olsun. D* bdlge oldugundan w, 1n
uygun bir |w - wol < ¢ gibi € - komgulugu D* da kalir. w; ve -w, 1n her ikisi birden
D* da bulunmadigindan |w+ wol <¢ komsulugu D* da bulunmaz. Boylece her
zeD igin Ih(z) + w0| 2 ¢ dir.Simdi

gl(Z)=m

fonksiyonu D bolgesinde bire-bir ve analitik olup |g, (z)l <1 dir.Buna goére g,(2)

fonksiyonu G ailesine aittir.Yani G ailesi bog degildir. G ailesi diizgiin sinirh bir
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aile olup, analitik fonksiyonlarin normal ailesidir.Ancak G ailesi kompakt degildir.
Ciinkii G ailesi bire-bir ve analitik olmayan sabit fonksiyonlar: igerir. Fakat bu sabit
fonksiyonlar bire-bir ve analitik fonksiyon dizilerinin limitleri olabilirler.z, € D
olmak iizere |g'(z,)| 2 |g](z,)| kosulu saglayan fonksiyonlarin olusturdugu G’ ailesi

, G ailesinin bir alt ailesi olsun. G’ ailesi bos degildir. Ciinkii g(z) fonksiyonu
G’ ailesine-aittir. AyricaG' ailesi kompaktir.Ciinkii sabit fonksiyonlar G’ ailesine

ait degildir.Gergekten sabit fonksiyonlann tiirevi sifir olup, g,(z) bire-bir ve analitik

oldugundan | g:1(z, )| >0 oldugundan sabit fonksiyonlar G’ ailesine ait degildir.

lg'(z,)| G’ ailesinde M gibi bir maksimum degerini alir. Yani G’ ailesinde
Oyle bir f(z) fonksiyonu vardir ki G’ ailesindeki diger biitlin g(z) fonksiyonlar igin
|f'(z)| = M 2|g'(z,)] olur. '

F [g] = | g'(z, )] diyelim.Burada F ye g nin bir fonksiyonu denir. Bu durumda
F fonksiyonu asagidaki anlamda siirekli fonksiyondur:Eger

lim(g, (2)) = g(2) ise lim Flg, | = Flg]

n—->w

dir.Simdi G’ ailesindeki biitlin g fonksiyonlan igin F[g] pozitif reel sayilarin
kiimesinin M gibi bir en kiiglik tist sinir1 vardir.Buna gore Syle bir {g«(z)} dizisi

vardir ki

limFlg,]=M

n—>w

dir.Aynca G’ ailesi normal ve kompakt oldugundan {ga(2)} dizisinin, {g, ()} gibi

bir alt dizisi vardir ve bu alt dizinin f(z) limiti G’ ailesine aittir.Boylece

F[f]=”1i§;F[gn,‘]=M

F[f] sonlu oldugundan M de sonludur ve G’ deki biitlin g fonksiyonlari igin
M > F[g] dur.
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Son olarak w = f(z) fonksiyonun D bolgesini |w] <1 diski iizerine
donigtirdigiinit gosterelim.|f(z)] maksimum degerini D nin bir i¢ noktasinda

alamayacagindan ve l f(z, )| <1 oldugundan f(z,)=0 dur.

@)= F(z)
he) =@ -1

fonksiyonu da G’ ailesine aittir.Bundan bagka,

|f'(zo )l

ﬁ’(zo) = 2
l—lf(zo)l

2 If'(zo )I

olup, f(z,) # Oigin |f(z,)|> M dirSimdi farz edelim ki w, w|<1 degeri D

bolgesinde f{z) fonksiyonu i¢in alinmasin.Yani higbir z € D noktasinin goériintiisii

_ 7@
AR e

fonksiyonu D bélgesinde bire-bir ve analitik fonksiyondur.Ciinkii D bélgesinde z,

w olmasin.Bu durumda

ve z, noktalart igin p(z,) = p(z,) olsun.Bu durumda

W—_f(zl) _ W—_f(Zz)
I-wf(z) 1-wf(z,)

olur.f(z) D de bire-bir ve analitik oldugundan f(z,) = f(z,) ise z, = z, olacagindan

p fonksiyonu bire-birdir.Ayrica

w-r@) _,

lp2)|" = II_—Tfiz_)l <

oldugundan p(z) fonksiyonu G ailesine aittir.Ayrica
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_ P(2)-p(z)

()= 2P
A Wy

fonksiyonu da G ailesine aittir . Bundan bagka

(z )*—lililf'(z )
8\%)= 2\/’; 0

ve

1+ = 24w + (1 - w)? >2,]W]

oldugundan

Ig'(zo )l > lf’(zo )l

dir.Bu sonug

|/'(z0)| = M 2 |g'(z,)]
esitligi ile geligkidir.Yani w=f{z) fonksiyonu D’ bolgesindeki her degeri alir.

Son olarak tekligi ispatlayalim.Farz edelim ki f(z) ve f,(z) fonksiyonlar1 D

bolgesini |w| <1 diski tizerine resmetsin. Oyle ki f£,(z,) = f,(z,) =0 ve z, da ki

belli bir yonii, orijinde aym yone resmetsin.Bu durumda fof,” bileske fonksiyonu
birim diski birim disk iizerine resmeder.Oyle ki orijinin goriintiisti yine orijin
olup,orijinde belli bir yonii korur. Bu durumda f‘ofz" ozdes olup f, = f, elde
edilir.

Not:Yukarida ispatladigimiz  Riemann  doniisim teoremi iki  agidan
yetersizdir.Bunlardan birincisi,verilen basit baglantili D bolgesini |w| <1 diski
{izerine resmeden doniiglimiin varlifini garanti etmesine karsilik bu doniigiimiin nasil
insa edilecegini belirtmemektedir.Ikincisi,b6lgelerinin  siirlarinin ~ doniistimi
hakkinda bir sey soylememektedir.Omegin, w=f{z) fonksiyonu D bé&lgesini D*

bolgesine konform olarak resmediyorsa boélgelerin sinirlarimi  ne  sekilde
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déniistiirdiigii hakkinda bir sey sSylememektedir.Ancak asagidaki teoremi olarak
ifade edelim.

Teorem'":D ve D* bolgelerin C ve c’ cevreleri basit kapali olsunlar.Bu durumda D
yi D* iizerine resmeden konform doniisim DU C lizerinde siireklidir.Ayrica bu

s * . b .s s se e
konform doniigtim C simirint C sinirina bire-bir dontistiirtir.

(1) Nehari,Z.,Conformal Mapping.
New York:-McGraw-Hill Book Company.Inc., 1952,pp.179-181.
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4. BOLUM
KONFORM DONUSUMUNUN UYGULAMALARI

4.1. POISSON INTEGRAL FORMULU

_ 1 ¢f(E@),,
f@=5- j:dz @.1.1)

Cauchy Integral formiilii analitik bir f fonksiyonun kapali bir C, gevresinin z ig
noktalarindaki degerlerini, Cy 1n iizerinde bulunan =z’ noktalarinda f nin aldij
degerleri tiriinden verir. Cp bir gember oldufunda, harmonik bir fonksiyona kargilik
gelen bir formiil, yani ¢gember i¢in Dirichlet problemini ¢6zen bir formiil bulabiliriz.
Bununla birlikte, /=u+iv olmak iizere, (4.1.1) esitligindeki gercel bilesenlerin
Ozdeglenmesi Cp 1n i¢indeki noktalarda u yu Cj lizerindeki noktalarda u ile v
cinsinden aldig1 degerleri verir.Bu durumda Cauchy-Integral formiiliinde bazi

degisiklikler yapmak gerekir.

Sekil 4.1.1

Cy gembernin denklemi z'=re® olsun ve r <r, igin z=re® yazlabilir
(Sekil 4.1.1.) z noktasmnin ¢gembere gore tersi ,#, C, ¢emberinin yarigapi, z,.z # 0

noktalarinin gembere gore tersi ve |z ||z| =7 olmak iizere,

Wogw L EE 4.12)
z
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olarak yazlabilir. Bir f fonksiyon- ¢gemberin iginin ve lizerinin her yerinde analitik
oldugundan (4.1.1) esitligi f(z) yi verir; ama oradaki integral degeri z yerine z,

kondugunda 0 dir. Bu nedenden dolayi, bir an z#0 saylp dz' yerine iz'd6’

koyarak
1%z z ~
f (Z)=2— P (z')d6
T \z -z z'-z

yazabiliriz. Integrantinin parantez igindeki ¢arpani gergeldir, ¢iinkii z, igin (4.1.2)

esitliginden

2
z' 1 7 z 1 —r?

(4.1.3)

’

z -z 1—?/2_2'—2 ?-—; |z —z|

bigiminde yazabiliriz.Dolaysiyla Cauchy Integral Formiiliiniin degisik bir bigimi

2 2z i
Fire®y =TT jf ™) g (<) (4.1.4)

o |z' 4"
olur. |z’ - z|2 nin z' ile z noktalan arasindaki uzaklik, yani

|2~ 2" = r2 =2r,rcos(@ @) +r* >0 (4.1.5)
oldugunu ve ayrica (4.1.4) esitliginde z=0 igin gegerli oldugunu gozoniine
aliyoruzgiinkii bu son formiil f0) igin (4.1.1.) cauchy integral formiilline
indirgenir.Eger fnin gergel bileseni u ise,0 zaman (4.1.4.) formuliine gére
1% @2 -r)u(r,,0)

u(r,0) = -2— -
w1y —2rreos(8'—6)+r?

do' (r<r) (4.1.6)

olur.Bu gember i¢inde harmonik u fonksiyonunun Pisson integral formiiluidiir.

4.1.1.Tanim(Poisson Cekirdegi):4.1.6. formiiliindeki integral u(r,0’) niin u(r,0)
icine dogrusal bir integral doniigiimiini tanimlar.Bu doniisim r ve 6 parametreli
olup u(r,0) f fonksiyonunu 2mu(r,f) ya donigtirir.Bu integral
doniisiimiiniin,(4.1.3) esitligi ile gosterilen formiilden dolay, gekirdegi pozitif gergel

degerli fonksiyon tanimlar.

2 _ 2 2 _ 2
P(r,,7,0'~0) = ———2__ =Tl @.1.7)
ry —2ryreos(@ —-0)+r |z'—z|
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. . e .z .
fonksiyonudur. Buna Poisson Cekirdegi denir. == ile onun
z'-z z -z

kompleks
esleniginin gergel bilegenleri ayni oldugundan, (4.1.3) esitligini kullanarak

P(ro,r,H'—9)=‘.R( Z 4= ]:sn(z ”J (4.1.8)

'~z z'-z zZ'—z

buluruz; o halde C, tizerinde belirlenmis herbir 2z’ i¢in P,C, 1 ig¢inde (r,0) nin

harmonik fonksiyonudur.P nin 8'-6 ya goére periyodu 2w olan periyodik bir ¢ift
fonksiyon oldugunu ve r=0 i¢in P=1 ¢iktigini (4.1.7) esitliginden goérebiliriz.

Poisson (4.1.6) integral formiiliinii simdi
u(r,0) = ?ly;sz(ro,r,H' - u(r),0")de' (r <ry) (4.1.9)
bigiminde yazilabilir. f~u=1 06zel durumunda P nin
%;Z;I[P(ro,r,ﬁ' _0)do'=1 (r<r,) (4.1.10)

Ozelligini saglar.
4.2.Dirichlet Problemi

Basit baglantili bir bdlgede harmonik olan ve bodlgenin simn {izerinde
onceden verilen degerlere sahip olan harmonik fonksiyonun bulunma problemi
literatiirde Dirichlet problemi olarak bilinir.Eger s6z konusu harmonik fonksiyonun,
bélgenin sinin {izerinde, 6nceden verilen normal tiirevinin saflanmasi isteniyorsa,
problem Neumann problemi olarak bilinir.Burada Dirichlet probleminin ¢6ziimii ile
ilgili bir kag uygulama vermeye ¢alisacagiz.Bilindigi gibi basit baglantili bolgede her
harmonik fonksiyonun genelde bir harmonik eglenigi mevcut olup bu iki harmonik
fonksiyon bir analitik fonksiyon dogurur.§imdi konuyu dagitmadan g¢aligmamizin

amacina uygun olarak agagidaki agiklamalari(6rnekleri) verelim.-

Ornek:

o’u  du

gu 9 _y
62x2 aZyZ
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u(0.v)=0, u(rm, y)v= 0
u(x.0)=sinx, }1_{2 u(x,y)=0
su;Jr deger problemlerini goz Oniine alalim.0 < x <7 kosulunu saglayan her serit
i¢in
. u(x,y)=e”’sinx
fonksiyonu yukaridaki kosullari saglar.Kolayca gériilebilecegi gibi
v(x,y)=e" cosx
fonksiyonu u(x,y) fonksiyonun harmonik eslenigidir.Buna gore
iu(x,y) +v(x,y)=ie”’ sinx +e” cosx = e”

fonksiyonu soz konusu bolgede bir tam fonksiyon olup, bire-bir ve analitik

fonksiyondur.

Not:Verilen bir sinir deer probleminin ¢6ziimii,gogu kez bu eslenik fonksiyonlar
yontemiyle bulunabilir.Ne var ki bu verilen problemin kolaylik derecesine ve bizim
analitik fonksiyonlarin gergel ve sanal kisimlarini ne derece tespit edebilecegimize
baghdir.Simdi bir disk i¢in Dirichlet probleminin ¢6ziimiine ge¢gmeden Once

asagidaki teoremi verelim.

4.2.1.Teorem: w=f{z)=u(x,y)+iv(x,y) analitik fonksiyonu z-diizlemindeki
D, bolgesini  w-diizlemindeki D,  bolgesi iizerine doniistiirsiin.Eger h(u,v)
fonksiyonu D,, bolgesinde harmonik ise,

Hix.y)=h[u(x.y),v(x.y)]
fonksiyonu D, bolgesinde harmoniktir.

ispat: Once D, bolgesinin basit baglantili olmasi durumunda teoremi
ispatlayalim.Bu durumda A(%,v) harmonik fonksiyonun , D, bolgesinde g(u,v) gibi
bir harmonik eslenigi vardir.Bdylece

¢(w) = h(u,v) +ig(u,v)
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fonksiyonu D, bolgesinde analitik olur.f(z) fonksiyonu D, bolgesinde analitik
oldugundan, ¢[f(z)] bileske fonksiyonu da D, bolgesinde analitiktir. Buna gore
¢[f(z)] bileske fonksiyonun Af/u(x,y),v(x,y)] reel kismi1 D, bﬁlgesiride harmoniktir.
Simdi D, bolgesinin basit baglantil1 olmadig1 durumda,teoremi ispatlayalim.

D, bélgesi agik kiime oldugundan her bir w, € D,, noktasmin |w—w,|<¢

seklindeki uygun bir komsulugu D, bolgesinde kalir ve bu komsuluk basit

baglantilidir.Buna gore bu komsulukta teoremin birinci kisminda belirttigimiz gibi

¢[h(z)] seklinde bir analitik fonksiyon vardir.Aynica f(z) fonksiyonu z, € D, de
stirekli oldugundan ,z, noktasiun dyle bir |z—z,| <& komsulugu vardir ki bu
komsulugun f altindaki goriintiisi |w-w,| <& komsulugu igine diiser.Bylece
#[f(2)] bileske fonksiyonu |z-z,|<5 komsulugunda analitiktir.Buradan soz
konusu komsulukta hfu(x,y),v(x,y)]  fonksiyonu harmoniktir.w, € D, keyfi
seildigine gore ve f(z) D, bolgesini D, bolgesi lizerine resmettiginden,

R[u(x,y),v(x,y)] fonksiyonu D, de harmonik olur.

4.3.Konform Doniisiim Yardimiyla Dirichlet Probleminin
Coziimii
Dirichlet ve ileriki bolimlerde gosterilecek olan Neumann problemlerini bir
analitik fonksiyon yardimiyla yarnt diizlem veya birim g¢emberin igine
doniistiiriilebilen basit baglantili,herhangi bir D bolgesi i¢in ¢oziilebilir.Bu déniigiime
Riemann Déniigtimii denir.
Riemann Déntisiim Teoremini kullanarak yukaridaki temel diigtince asagidaki
gibi izlenebilir:
(i) 1lk olarak D bolgesi i¢in sinir deger problemini iist yar diizleme veya
birim daireye doniistiirmek i¢in dontisiim fonksiyonu kullanilir.
(i) Ust yan diizlem veya birim daire i¢in Dirichlet veya Neumann
problemi ¢éziilecek.
(iii) Son olarakta ters doniigiim vasitasiyla (ii) deki ¢6ziim D bélgesine

taginacak.
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4.4, Bir Disk I¢in Dirichlet Problemi

F(0) fonksiyonu (0 £ 8 < 2x)aralifinda pargasal stirekli olsun.Bu zaman F

nin Poisson Integral déniigiimiince tanimlanan u fonksiyonu, yani
2z
u(r,0) = 2L IP(ro,r,G' -0)F(@)de' (r<r,) . (4.4.1)
4 0

olur.Simdi u(r,0) fonksiyonu r =r, ¢emberinin icinde harmonik ve F nin stirekli
oldugu @ degerleri igin

}i_g:u(r,@) =F@) (r<r) (4.4.2)
oldugunu gosterelim.

F(0), (0<0 <27) araliginda pargali siirekli oldugundan bu araliktaki sonlu
sayida 6O harig F siireklidir.Bundan baska u,r <7, diski igin Dirichlet probleminin
¢6ziimii olacagindan (r,0) , (r,,0) ya yarigap boyunca yaklasirken u(r,8) degerleri
F(0) ile gakisir.Ancak burada F nin stireksiz oldugu sonlu sayida noktay: harig
tutmak gerekir.

Oncelikle r =7, ¢emberinin iginde P fonksiyonu r ve € nin harmonik
fonksiyonu oldugundan u da r =r, g¢emberi iginde harmoniktir.F parcali siirekli

oldugundan (4.4.1) integrali sonlu sayida belirli integralin toplami olarak
yazilabilir.Burada her bir integralde integrant r, 8 ve &' nin sirekli
fonksiyonudur.Ayrica bu integrantlarin kismi tlirevleri r ve € mnin stirekli
fonksiyonlaridir ve r ve € ya gore alinan kismi tiirevlerin siras1 degistirilebilir.P
harmonik oldugundan Laplace denkleminin kutupsal formu olan

r’P, +rP.+ P, =0
denklemini saglar.Ayrica u da harmonik oldugundan yukanidaki Laplace denklemini
saglar.(4.4.2) kosulunu ispatlamak i¢in her pozitif £ sayisina kargilik

O<ry~-r<o (4.4.3)

oldugunda

lu(r,0)~ F(8)| < 2¢
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kalacak sekilde bir & sayisimn varlhigirni gosterecegiz. P nin (4.1.10.) 6zelliginin

1s1ginda, buradaki son esitsizlik
2z .
5-1—- IP(rO 5,0 —0)F(@')—- F(0)]do'|< 2¢ 4.4.4)
7o

olarak yazilabilir.
F yi periyodik diisiiniirsek, integrant1 da 8 ile 8’ ye gore periyodiktir.0 noktasinda
F siirekli oldugundan verilen € sayisina kargilik
l0'-6|<o iin |F(@)-F@)|<e
kalacak sekilde bir o sayis1 vardir.

6+o
I,(r,0) = 51; [P(ry,r. 0" -O)F(0) - F(©)1d0’

6-o

2z+0-0
1,(r,0) = -217 j P(r,,r,0' —-O)[F (") - F(0)]d6’

f+o

yazalim. Buna gore, u(r,0) — F(0) = I, + I, dir.P>0 oldugundan

0+o 2z
£
1< |F(@)-F(@)PdO’' <— |pdl' =¢
i< [IF@)-F@jpae <~ [p
.oge (roz __rZ) - ’ . ’ .
elde edilir. p=———= oldugunu hatirlayarak z' niin @’ argiimam 6+c dan

z' —z|2
2n+(0-0) ye kadar degistikge |z'—zl2 fonksiyonunun pozitif bir m(c) minimum

degerine sahip oldugunu Sekil 4.1.1 den gériiriiz.Eger 0 ile 6’ niin tam deZeri i¢in

|[F(0' - F(8)| mnbir siurna M dersek, bu durumda, r, — r < ’;(O-)g icin

o
L] < 222y <My g
2mm(c) m(o)
kalir. Bu nedenle
5= m(o)e
2Mr,

denirse r,—r <& igin |I}|+|],|<2¢ olur. Bu, (4.4.3) kosulunu saglayan bir

sayisidir.
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r=0 oldugunda (4.4.1) esitligi,
2z
1(0,8) = jF(a')de' (4.4.5)
0

bigimine indirgenir. Bdylece harmonik bir fonksiyonun g¢emberin merkezindeki

degeri onun ¢ember lizerindeki sinir degerlerinin ortalamasidir.
Burada belirttigimiz P ve u harmonik fonksiyonlan 7" cosnfve

r" sin n@ seklindeki harmonik fonksiyonlarin bir serisi geklinde ifade edilebilir.Bu

seriler

n=1 rO

P(ry,r,0'-0)=1+ Zi (LJ cosn(@’ - 6)

ve

u(r,0)= %ao +i(L) (a, cosn@+b, sinnh)

n=l ro

seklindedir.Burada a, ve b, katsayilan

2z )
a, = l jF(e') cosnf'dd’
a 0

2z
b, =— [F(@)sinno'de’
0

3|~

integralleri ile belirtilmistir.
4.5.Yar1 Diizlem i¢in integral Formiilleri

z nin y 2 0,yan diizleminin her yerinde analitik olup belli k ve M sabitler
icin
2 f@)|<M (y20, k>0) (4.5.1)
kosulunu saglayan bir fonksiyon f olsun. x-ekseni tizerinde belirlenmis bir z noktasi
igin R >|z| olmak ve 8’ sifirdan © ye kadar degismek tizere bir z' = Re’”

yar1 ¢emberine C, diyelim ($ekil.4.5.1)
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Sekil 4.5.1

Bu durumda Cauchy integral formiiliine gore,

r ’ R ' '
mif z) = [LOL, (L& (452)
C,

dir. | f (z’)[ < %k oldugu icin bu integrallerin birincisinin, R sonsuza giderken sifir

oldugunu goriirtiz.Bu nedenle
1 T/ ()
z)=— |- >0 453
/(2 hi_ix,_z »>0) (4.5.3)
elde edilir.(4.5.1) kosulu geregi buradaki has.olmayan integral yakinsaktir. bundan

dolay1 esas degeri ile aymdir.

(4.5.3) esitligi yan diizlem i¢in bir Cauchy integral formiilidiir.z noktasinin
x-¢ksenin altinda bulunmas: durumunda (4.5.2) esitliginin sag yan1 ve dolaysiyla

(4.5.3) integrali, sifir olur.Sonug olarak, z noktas! x-eksenin {ist yaninda oldugunda,

herbir ¢ sabiti i¢in

f(z)=% j( ,1 +—L )f(x’)dx’ (y>0)  (4.5.4)
i \x'—z x'-z

gibi degisik bir formiil elde ederiz.c=1 ve c=-1 durumlarinda bu formiil sirayla

j V) v (y>0) (4.5.5)
n afx' -’

f(2)= jg—x)—f-("—)dx' (y > 0) (4.5.6)
JU Zl

formiillerine indirgenir. Eger f=u+iv ise harmonik eslenik u ve v fonksiyonlarinin

y>0 yar1 diizleminde u nun sinir degerleri tiirliinden
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u(x,y) -

Iyu(r 0 ¥ I(_“_(Q)__dx' (y>0) (4.5.7)
X

x)? +y?

1 °:’[(x' - x)u(x',0) '

W(x,y) = o
X — 2

(y>0) (4.5.8)

esitlikleri ile gosterildigi (4.5.5) ve(4.5.6) eéitliklerinden elde edilir.(4.5.7) esitligi

yari diizlem i¢in Poisson integral formiilii ya da Schwarz formiilti olarak bilinir.
4.6.Yar1 Diizlem I¢in Dirichlet Problemi

Tiim x ler igin sinirh bulunan ve ancak sonlu sayidaki sonlu sigramalar harig

siirekli olan, x in gergel degerli bir fonksiyonuna F diyelim. Herhangi bir pozitif ¢

N . 1 y
sabiti igin y > £ ve |x| < — oldugunda
€

te= fe = eyt
ve integrali X ve y ye gore diizgiin yakinsar.Ayrnica her bir integral F nin siirekli
oldugu araliklar {izerinde sonlu sayida has olmayan yada belirli integrallerin
toplamidir,dolaysiyla y > ¢ i¢in bilesen integralleden her birinin integrant1 x’
,X ve y nin bir stirekli fonksiyonudur.Sonug olarak,I(x,y) nin kismi tlirevlerinden

herbir y>0 oldugu zamanlar integrantt aynt tiirden tlirevinin integraliyle gosterilir.

U =y_1 yazalim. O halde U,F nin (4.5.7) Schwarz integral doniistimiidiir,
V4

demek ki

(x"dx'

(y>0) (4.6.1)
-x)* +y?

U(r.y) = j i

Buradaki ylx’ —z|_2 ¢ekirdegi y>0 icin z ye gore analitik olan

- fonksiyonun
x'—z '

sanal bilegenidir. Su halde g¢ekirdek, harmonik olup x ve y ye gore Laplace
denklemini saglar. Tiirev alma ile integralleme siras: yer degistirebilecegi igin (4.6.1)
foksiyonu aym esitligi saglar. Sonug olarak y>0 i¢in U harmoniktir.

F nin siirekli oldugu her bir belirlenmis x i¢in
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lirrg U(x,y)=F(x) (y>0 (4.6.2)
y>
oldugunu belirlemek amaciyla (4.6.1) esitligini

%
Ux.y)= [Fx+ytnt)dr  (y>0) (4.6.3)

olarak yazmak i¢inx’'— x =tanz degistirmesini yapalim. AF = F(x + ytant) - F(x)

denirse veo kiigiik pozitif bir sabit ise

(-%)+o %-o A
L= [AFdr , I,= [AFdr ,1,= |AFdr
% Hpe #H)-o
olmak tizere,
%
olU(x,y) - F(x)]= jAFdr =1, +1,+1, (4.6.4)

%
bulunur. |F| nin bir fist siir1 M ise bu zaman |AF| < 2M olur. Verilen bir € sayisi ¢ y1

6M _ < ¢ olacak sekilde segelim. Buna gore
I, <2M < £ve|I_,,| <<
3 3
kalir.§imdi € a kargihik
- £
0<y<d igin |12|<§

kalacak sekilde bir 8 sayisimn varligim gosterecegiz ki ; o zaman (4.6.2) kosulu

(4.6.4) esitliginden ¢ikar.x noktasinda F(x) siirekli oldugundan
yltant| < &' igin |F(x+ ytant)— F(x)| < f;
kalacak sekilde bir &'sayisi vardir ve eger [tan rl nin maksimum degeri olan
tan(% —o)=coto kullanilirsa,yani eger y <d’'tancoisel,ile ilgili olan <t larnn
tiimil igin yjtanz| < ' kosulu saglanir.Oyleyse 6 = &'tanc olmak iizere,
0<y<3 igin |1, | < (7 - 20) % < g

kalir.Boylece (4.6.2) kosulu olusturulur.
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Bu nedenle (4.6.1) ye de (4.6.3) Schwarz formiilii,y>0 yan1 diizlemi i¢in

(4.6.2) kosunu saglayan Dirichlet problemini ¢6ziimii elde edilir.Ayrica U nun sinurli
oldugunu yani [F(x)| in bir Ust sin M olmak iizere y>0 yan diizleminde
|U (x, y)[ <M oldugunu da gosterir.Ayrica F; bir sabit olmak lizere F(x)= F;i¢in
U = F, olur.

4.7.Neumann Problemleri

Neumann problemi C egrisinin simrn {izerinde daha Gnceden belirlenen

degerler alan % normal dogrultudaki tiirev ile Laplace denklemini saglayan u(x,y)
r

fonksiyonunu elde etme problemidir. Bu problem Dirichlet problemi gibi bir ¢ember

veya yari diizlemde ¢oziiliir.
4.8.Dairesel Bolgeler i¢cin Neumann Problemi

Sekil(4.1.1) de oldugu gibi "~ <7, olmak iizere,z' =re’ve z=re”
yaziyoruz.z' belirlenince
@ =-2r,Loglz’' - 2| = —roLog[r02 ~2r,rcos(@'—6) + r2] (4.8.1)
fonksiyonu|z,| =7, ¢emberinin iginde harmoniktir,¢iinkii o,—2#, log(z—2") niin
gergel bilesenidir.Buradaki log(z—z') niin (0,27]araligindaki bir dali olsun. z’

noktasindan diga dogru bir 1gindir. Ustelik eger P, (4.1.7.) Poisson ¢ekirdegi ise o
Zaman

Q_@ _ -r 2r? —21’(]}‘005(9!'_9) =’7'£[P(r , 9:_9)_1] (4.8.2).
or  r rl-2rrcos(@-@)+r: r- "

elde edilir.Bu gézlemler ¢ nun r = r, semberi {izerindeki _66% normal tiirevi belli

g(0) degerlerini alan harmonik bir u fonksiyonunu gosterecek olan bir integral

formiiliindeki bir gekirdek olarak kullamlabilecegini gosteren ipuglardir.

Eger g parcasi siirekli ve »_herhangi bir sabit ise
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1 2z
u(r,0) =4 [o(ry.r.0'-0)g(01d0 +u,  (r<r,) (4.8.3)

=% 0
fonksiyonu harmoniktir. ¢linkii integrant1 (r,6) nin harmonik bir fonksiyonudur.

Eger g nin ¢ember lizerindeki ortalama degeri sifir ise yani
2z
[g@)de =0 (4.8.4)
0

ise bu zaman (4.8.2) esitligi ile birlikte diisiiniiliirse

Oou _

rO 7 ' }"0 1 7 ! ’ ’
=0 ~-1)gd@’ =2 — |P(r,,r.0' -0)g(0")YdEO
or 2mr J(p )& r 2z 5[ (o7 )80

(4.4.1) ve (4.4.2) esitliklerine gore g nin siirekli oldugu © larin her biri igin

lima—ug(B) (r<ry) (4.8.5)

r—n Or
elde edilir »=0 i¢in ¢ bir sabittir.Dolayisiyla (4.8.3) ile (4.8.4)esitliklerinden u nun
cember merkezindeki degerinin u, oldugu ¢ikar, yani
u, =(0,0) (4.8.6)

dir. Bu nedenle
—% 7 2 ' 2 ' '
u(r.0)=>> [Loglr ~2r,rcos(0 ~0) +r | (6")d0 +uy, (r <1,) (48.7)
T 0

formiilii ¢emberin i¢ bolgesi i¢in Neumann problemini ¢dzer. Buradaki g(#), bu

harmonik fonksiyonun (4.8.5) kosulu anlaminda sinirdaki normal tiirevidir.
4.9.Yar1 Diizlem icin Bir Neumann Problemi

g(x) fonksiyonu, ancak sonlu sayidaki sonlu sigramalar hari¢ gercel x lerin

tiimil i¢in stirekli olsun ve

Ix"g(x)l <M (k>1,—0<x<w) (4.9.1)
gibi bir siralama Ozelligini saglasin. Eger z=x+iy ise x' lerin herbiri i¢in
Loglz~x'| fonksiyonu y>0 yari diizleminde harmonik olur. Sonug olarak, B gergel

bir sabit olmak iizere
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U(x,y)= —;— ILoglz - x'lg(x')dx’ +B

- 51; ijog[(x' ) +y RN+ B (y>0)  (492)

fonksiyonu bu yari diizlemde harmoniktir.(4.9.2) esitligi (4.5.8) Schwarz formiilii
akilda tutularak yazilmistir. Ciinkii (4.9.2) den

j yg(x) " (y>0) (4.9.3)

elde edilir. Dolayisiyla (4.6.1) ve (4.6.2) esitliklerine gbre g nin siirekli oldugu x

noktalarinin her birinde
. Ou
lyl-%gy_ =g(x) (y>0) (4.9.4)

olur. Dolayisiyla (4.9.2) integral formiilii y>0 yar1 diizlemi i¢in (4.9.7) sinir kosullu

Neumann problemini ¢ozer.
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