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                                                       ÖZET 

YÜKSEK LĠSANS TEZĠ 

 

DÜĞÜM TABLOLARI ĠÇĠN YENĠ BĠR METOD: 

DÜĞÜM DĠGRAF NOTASYONU 
 

Tuğçe KUNDURACI 

 

Erzurum Teknik Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

DanıĢman: Doç. Dr. Ceren Sultan ELMALI 

Düğüm tabloları oluĢturmak için yeni bir metod geliĢtirildi. Düğüm digraf notasyonu 

adını verdiğimiz bu metodda düğüm grafından elde edilen digraflara quasi-pseudo metrik 

vasıtasıyla bir bitopoloji eĢlendi. Bu bitopolojiler sınıflandırılarak yeni düğüm tabloları elde 

edildi. GiriĢ bölümünde literatür bilgisi verilmiĢtir. Ġkinci bölümde ise düğüm, graf, digraf, 

bitopolojik uzay gibi temel tanım ve teoremler ifade edilmiĢtir. Üçüncü bölümde  düğümden 

graf, dual graf ve digrafın elde ediliĢi ve bunlara bağlı olarak quasi- pseudo metrik vasıtasıyla 

bitopolojilerin elde ediliĢi yer almaktadır. Dördüncü bölümünde,            ve         

olmak üzere,    düğümlerinden elde edilen grafların; digraflarıyla oluĢturulan bitopolojilerin 

herbirinin tek tek elde edilmesi verilmiĢtir. Son bölümde ise elde edilen bitopolojilere bağlı 

olarak            ve         olmak üzere,    düğümlerinin çeĢitli sınıflandırmaları 

verilmiĢtir. 
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ABSTRACT 

MASTER THESIS 

 

A NEW METHOD FOR KNOT TABLES: 

KNOT DIGRAPH NOTATION 

 

Tuğçe KUNDURACI 

 

Erzurum Technical University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

 

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Ceren Sultan ELMALI 

 

A new method for creating knot tables was developed. In this method, which we call the 

knot digraph notation, a bitopology is matched to the digraphs obtained from the knot 

graph by quasi-pseudo metric. By classifying these bitopologies, new knot tables were 

obtained. Literature was given in the introduction. In the second part, fundamental 

definitions and theorems such as knot, graph, digraph, bitopological space are 

expressed. In the third part, knot graph, dual graph and digraphs are obtained, and 

depending on these, bitopologies are obtained by means of quasi-pseudo metric. In the 

fourth section, the graphs obtained from knots   , with            and         

each of the bitopologies created by the digraphs is given individually. In the last section, 

various classifications of    knots are given, with            and          

depending on the bitopologies obtained. 
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1. GĠRĠġ 

Tezimizin ilk materyali olan düğüm grafına geçmeden önce graf teorisi ile ilgili 

çalıĢmalara bakalım. Graf teorisinin baĢlangıcı, Leonhard Euler tarafından, 1736 

yılında, Königsberg'in yedi köprüsü (Die Sieben Brücken von Königsberg) baĢlığı ile 

yayımlanan ve günümüzde hala popülerliğini koruyan bir problem ile ilgili olarak 

yazılan makaledir. 

Bu problem Ģöyledir: Königsberg kentinde Eski ve Yeni Pregel nehirleri 

birleĢerek Pregel (Pregolya) nehrini oluĢturmaktadır. Bu nehirler, Ģehri dört bölüme 

ayırmaktadır ve nehir üzerinde bu bölgeleri birleĢtiren yedi köprü bulunmaktadır. Merak 

edilen ise Ģudur: Bütün köprülerden bir ve yalnız bir defa geçmek koĢulu ile bir yürüyüĢ 

yapılabilir mi? 

 

ġekil 1.1. Konigsberg köprüleri 

Euler problemin çözümüne kara parçalarının noktalar, köprülerin ise bu noktaları 

birleĢtiren çizgiler olacak Ģekilde graf (çizge) çizimiyle baĢlamıĢtır. Grafın elemanları; 

köĢe adı verilen noktalar, ve bu köĢeleri birbirine bağlayan kenarlardır. Ayrıca bir 

köĢeye bağlı olan elemanların sayısı ise o köĢenin derecesi olarak adlandırılır. Bu 
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doğrultuda soru, grafın herhangi bir köĢesinden baĢlayarak yedi elemanının her birini 

bir ve yalnız bir kere kullanarak dolaĢma problemine dönüĢmüĢ olur. 

 

ġekil 1.2. Konigsberg köprüleri ve graf gösterimi 

Euler'in çalıĢmaları böyle bir gezintinin mümkün olmadığını kanıtlamıĢtır. 

Leonhard Euler’in çalıĢmaları matematikte tamamıyla yeni bir dal olan graf teorisinin 

ilk teoremi ve topolojinin keĢfinin habercisi olmuĢtur. 

Düğüm grafının ana unsuru düğümdür. Bir düğüm    in 3 boyutlu Euclidean 

uzayı    (veya   ) e gömülmesi ile elde edilen basit kapalı bir eğridir. Düğümlerle ilk 

olarak kimin ne zaman ilgilendiğini söylemek zor olsa da son döneminde Gauss un  bu 

alana ilgi duyduğu bilinmektedir. Amerikalı matematikçi Alexander düğüm teorisinin 3-

boyutlu topoloji çalıĢmalarında ne kadar önemli olduğunu gösteren ilk kiĢidir. Ayrıca 

Alman matematikçi  Seifert 1920 lerin baĢından 1930 lara kadar bu teorinin önemini 

ortaya koyan eserler vermiĢtir. Özellikle bu dönemde Bankwitz, Aumann, Yajima, 

Kinoshita, Murasugi gibi isimler düğüm teorisine önemli katkılar sağlamıĢlardır. 

Tarihsel olarak düğüm teorisi ve graf teorisinin geçmiĢi çok eskilere dayanmasına 

rağmen düğüm grafı kavramının baĢlangıcı 1930’lara Bankwitz’ in çalıĢmalarına 
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dayanmaktadır. Bankwitz, bizimde bu çalıĢmada kullandığımız düğüm grafı kavramını 

ilk olarak literatüre kazandırmıĢtır. Düğüm grafları düğüm teorisiyle graf teorisinin 

ortak çalıĢma alanı olarak düĢünülebilir. 

Daha sonra Aumann (1956) alterne düğümler çalıĢmasında bu konuya yer 

vermiĢtir. Yajima ve Kinoshita (1957) bu kavramın grafiksel davranıĢlarını 

incelemiĢlerdir. Ġlerleyen dönemlerde de bu çalıĢmalar sürmüĢ ve 1980’den sonra ise 

Jones (1987) kendi ismini verdiği polinomu keĢfinden sonra düğüm graflarının önemi 

bir kat daha artmıĢtır. 

Teorik ve uygulamalı matematikte değiĢik yapılarla verilen kümelerle 

çalıĢılmıĢtır. Ortaya atılan bir problemi çözerken bazen bir kümeyi belirli bir yapıda göz 

önüne almanın yeterli olmadığı görülmüĢtür. Çözüme ulaĢmak için, bir küme üzerinde 

ilave bir yapının tanımlanması ihtiyacı oluĢmuĢtur. Bu ihtiyaç doğrultusunda topolojik 

uzaylarda kullanılan teoriler bitopolojik uzaylara taĢınmıĢtır. Bitopolojik uzaylarda 

çalıĢmanın en büyük yararı; tek ve aynı küme üzerinde iki veya daha fazla yapının göz 

önüne alınması ve matematiksel kavramların uzaylar üzerinde ayırt edilmesini 

sağlamasıdır. 

Bitopolojik uzaylar ilk defa, J. C. Kelly tarafından 1963 yılında yayınladığı 

“Bitopolojik Uzaylar” adlı makalesinde incelenmiĢtir. Kelly bu makalede,   kümesini 

boĢtan farklı herhangi bir küme, τ1 ve τ2 topolojilerini de,   üzerinde herhangi iki 

topoloji olarak alarak bitopolojik uzayı (X, τ1, τ2) üçlüsü ile tanıtmıĢtır. AĢağıdaki 

diyagram bitopoloji uzay ile diğer uzaylar arasındaki iliĢkiyi göstermektedir. 
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1983 yılında Acharya tarafından bir grafa dönüĢümler yardımıyla bir bitopoloji 

eĢleyerek bitopolojik graf kavramını literatüre kazandırmıĢtır.  

Bu çalıĢmanın giriĢ bölümünde literatür bilgisi verilmiĢtir. Ġkinci bölüm olan 

kuramsal temellerde ise düğüm, graf, digraf, bitopolojik uzay gibi temel tanım ve 

teoremler ifade edilmiĢtir. Üçüncü bölüm olan materyel ve yöntem de ise düğümden 

graf, dual graf ve digrafın elde ediliĢi ve bunlara bağlı olarak quasi- pseudo metrik 

vasıtasıyla bitopolojilerin elde ediliĢi yer almaktadır. Dördüncü bölüm olan araĢtırma 

bulguları ve tartıĢma da,            ve         olmak üzere,    düğümlerinden 

elde edilen grafların; digraflarıyla oluĢturulan bitopolojilerin herbirinin tek tek elde 

ediliĢi verilmiĢtir. Son bölüm olan Sonuç ve Önerilerde ise elde edilen bitopolojilere 

bağlı olarak            ve         olmak üzere,    düğümlerinin çeĢitli 

sınıflandırmaları verilmiĢtir. 

Bu çalıĢma ile düğümlerin tablosunu oluĢturmak için yeni bir metod geliĢtirildi. 

Düğüm digraf notasyonu adını verdiğimiz bu metod ile düğümlerin grafından elde 

edilen düğüm digrafına quasi-pseudo metrik vasıtasıyla bir bitopoloji eĢlendi. Böylece 

Acharya’ nın tanımı gözönüne alındığında bitopolojik düğüm grafı kavramı literatüre 

kazandırılmıĢ oldu. Ayrıca bu bitopolojileri sınıflandırarak yeni düğüm tabloları elde 

edildi. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanacağımız temel tanım ve teoremleri 

vereceğiz. 

2.1. Topolojik Kavramlar 

Tanım 2.1.1:   , boĢtan farklı bir küme olmak üzere,   da   in alt kümelerinin bir 

sınıfı olsun. Eğer     aĢağıdaki Ģartları sağlıyorsa   ya     üzerinde bir topoloji denir. 

i)       

ii)   ya ait olan kümelerin herhangi bir sayıdaki birleĢimi yine   ya ait 

olmalıdır. 

iii)   ya ait olan kümelerin sonlu sayıdaki kesiĢimleri yine   ya ait olmalıdır. 

  ile birlikte   ya topolojik uzay denir ve       ile gösterilir (Kocak 2006). 

Tanım 2.1.2:       bir topolojik uzay ve   da   in açık alt kümelerinin bir sınıfı 

olsun.   nun her elemanı   koleksiyonuna ait olan elemanların birleĢimi olarak 

yazılabiliyorsa   ya   topolojisinin bir tabanı (bazı) denir (Kocak 2006). 

Tanım 2.1.3:       bir topolojik uzay ve   da   in açık alt kümelerinin bir sınıfı 

olsun.   ya ait bütün sonlu sayıdaki kümelerin arakesiti τ nun bir tabanı oluyorsa   ya τ 

topolojisinin bir alt tabanı denir (Kocak 2006). 

Tanım 2.1.4:       bir topolojik uzay ve     olsun.       olacak Ģekilde 

bir   açık kümesi varsa   ye   noktasının bir komĢuluğu denir (Kocak 2006). 

Tanım 2.1.5:       bir topolojik uzay,     ve     olsun. Eğer       

olacak Ģekilde bir     açık kümesi varsa, yani   kümesi   in bir komĢuluğu ise,   

elemanına    nın bir iç noktası denir.   nın tüm iç noktalarının kümesine   nın içi denir 

(Kocak 2006). 
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Tanım 2.1.6:   , boĢtan farklı bir küme ve       [     dönüĢümü her 

        için, 

(p1):          

(p2):                      

(p3):              

(p4):               

koĢullarını sağlıyorsa,  ’ ye   üzerinde metrik denir.       ikilisine de metrik uzay 

denir (Uluçay 2006). 

Eğer  , 

(p1) ve (p2) koĢullarını sağlıyorsa  ’ye   üzerinde quasi-pseudo metrik denir. 

       ikilisine de quasi- pseudo metrik uzay denir. 

(p1), (p2) ve (p3) koĢullarını sağlıyorsa  ’ye   üzerinde quasi metrik denir.  

       ikilisine de quasi metrik uzay denir. 

(p1), (p2) ve (p4) koĢullarını sağlıyorsa  ’ye   üzerinde pseudo metrik denir.  

       ikilisine de pseudo metrik uzay denir. 

Tanım 2.1.7:  ,   kümesi üzerindeki quasi- pseudo metrik ve       [     

dönüĢümü her       için, 

              

olarak tanımlansın. Bu durumda  ’ya  ’nin eĢleniği denir.         ile gösterilen bu 

uzaya da quasi- pseudo metrik uzay denir ve kısaca     metrik uzay yazılır (Mucuk 

2010). 

Tanım 2.1.8:       bir metrik uzay olsun.     ve     olmak üzere  

         olacak Ģekilde   noktalarının kümesine   in    komĢuluğu denir (Kocak 

2006). 
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Tanım 2.1.9:        bir metrik uzay ve        olsun. Eğer B        

olaca Ģekilde bir       sayısı varsa   e   nin iç noktası denir (Kocak 2006). 

2.2. Düğüm 

Bir parça ip ġekil 2.1(a) da gösterildiği gibi kutuya gevĢek Ģekilde bağlayalım. 

Elde edilen düğümün basit bir tipidir. ġekil 2.1(b) de bu ipin iki ucu yapıĢtırılmıĢtır. 

Kutu sadece destek amaçlı kullanılmıĢtır. ĠĢlem tamamlandığında ġekil 2.1(c) de verilen 

ip ile meydana getirilen bir düğümlenmiĢ ilmektir. Matematikte bu ilmeğe düğüm 

denir. 

 

ġekil 2.1. Düğüm 

BaĢka bir ifadeyle düğüm tek bir eğri olarak düĢünülebilir. O halde düğüm uzayda 

basit kapalı bir eğridir. Eğer yukarıdaki sağ el ile yapılan iĢlem sol el ile yapılırsa yine 

düğüm elde edilir. Ancak bu iki düğüme dikkatle bakıldığında bazı farklılıklar olduğu 

görülmektedir. Aslında bu iki düğümün her biri trefoil düğüm (yonca yaprağı) dır. 

Yukarıda yapılan iĢlemlerle elde edilen iki düğümü ayırt etmek için birine sağ-el trefoil 

düğümü, diğerine ise sol-el trefoil düğümü adı verilmiĢtir (Murasugi 1996). 

 

ġekil 2.2. Sağ-el ve sol-el trefoil düğüm 
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Tanım 2.2.1: Düğüm,    çemberinin    e gömülmesidir (Burde, Zieschang 

2003). Burada   ,    e sonsuz noktanın eklenmesiyle elde edilir (Burde, Zieschang 

1985). 

2.3. Regüler Diyagram 

   deki          noktasını ġekil 2.3 de görüldüğü gibi   -düzlemindeki 

 ̂        noktasına izdüĢüren fonksiyon   olsun. 

 

ġekil 2.3. Düğümün izdüĢümü 

Eğer K bir düğüm ise       ̂ ya   nın izdüĢümü denir.   bir yönlendirmeye 

sahipse doğal olarak  ̂  de   nın yönlendirmesinden doğan bir yönlendirmeye sahip 

olacaktır. Ancak  ̂ nin birkaç arakesit noktası olduğundan düzlemde basit kapalı bir eğri 

değildir. Sezgisel olarak  ̂   nin   ya benzerliğini görmek için uzayda   üzerinde birkaç 

düğüm hareketi yapılabilir. AĢağıdaki Ģartları uygulayalım. 

i)  ̂ sonlu sayıda arakesit noktasına sahiptir. 

ii) Eğer 𝒬,  ̂ nın bir arakesit noktası ise 𝒬 nun ters görüntüsü K da iki farklı 

noktaya sahiptir. Yani 𝒬,  ̂ nın bir katlı noktasıdır. (Bakınız ġekil 2.4(a). 

ġekil 2.4(b) de gösterildiği gibi ikiden fazla noktaya müsaade edilmez. 
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iii) K düğümü poligonal olarak düĢünüldüğünde K nın bir köĢesi  ̂ nın katlı 

noktasına dönüĢmez. ġekil 2.4(c) ve (d) deki örneklerin ikisinde de, bir 

poligonal doğru  ̂ nın bir köĢesine izdüĢmüĢtür. Bu durumların ikisine de izin 

verilmez. 

 

      (a)                              (b)                               (c)                            (d) 

ġekil 2.4. Katlı noktalar  

Yukarıdaki Ģartları sağlayan   ̂ düğümünün izdüĢümünün bir regüler 

izdüĢümüdür. Ancak izdüĢümlerle ilgili çalıĢmalarda katlı noktalardan dolayı bazı 

önemli belirsizlikler olduğu görülür. ĠzdüĢümün katlı noktasında düğümün kendi 

kendisinin altından mı yoksa üstünden mi geçtiği belli değildir. Bu belirsizliği ortadan 

kaldırmak için düğümün kesim noktası iĢaretlenerek, katlı nokta bölgesinde düğüm bir 

miktar değiĢtirilebilir. Böylece düğümün bu belirsizliği orjinaline uymasa da gerçek 

görüntüsü çizilir. Bu Ģekilde değiĢtirilmiĢ izdüĢümler bir regüler diyagram olarak 

adlandırılır. ġekil 2.5(a),(b). 

 

 (a)                                         (b)                                         (c) 

ġekil 2.5. Regüler diyagramlar 
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Bir regüler diyagram düğümün üç boyutlu uzayda nasıl varolduğunu verir. Yani 

düzlemde uzaysal bir çizimin yapılabilmesine olanak sağlar. Dahası izdüĢümde 

kaybolan veriyi elde etmek için regüler diyagram kullanılır. Örneğin ġekil 2.5(c), ġekil 

2.5(a) ve (b) farklı iki düğümün regüler izdüĢümüdür (Murasugi 1996). 

2.4. Temel (Basit) Düğüm Hareketleri 

Bir düğümün Ģeklinde kolayca değiĢiklik yapılabilir. Örneğin bir  K düğümü 

üzerindeki AB kenarını AC ve CB kenarlarıyla değiĢtirmek mümkündür. Bu değiĢikliğin 

terside yapılabilir. Bu Ģekilde yer değiĢtirmeler basit düğüm hareketleri olarak 

adlandırılır. Bu değiĢim hareketleri detaylı olarak aĢağıdaki gibi tanımlanabilir. 

Verilen bir K düğümü üzerinde aĢağıdaki iĢlemler uygulanabilir. 

(1) ġekil 2.6 görüldüğü gibi bir K düğümü üzerindeki AB kenarı bir C noktası 

referans alınarak AC ve CB Ģeklinde iki kenara bölünebilir. 

(1)’ ((1) in tersi) ġekil 2.6  da görüldüğü gibi bir K düğümü üzerinde bitiĢik AC ve 

CB kenarlarından oluĢan bir doğru varsa bu C noktası silinerek bir AB kenarı elde 

edilebilir. 

 

ġekil 2.6. Temel düğüm hareketleri 

(2) ġekil 2.7  de görüldüğü gibi K düğümü üzerinde bulunmayan bir C noktasını 

düĢünelim.  AB ve C ile biçimlendirdiğimiz ABC üçgeni AB kenarı hariç K düğümünü 
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kesmezse bu durumda AB kenarı ortadan kaldırılabilir ve AC ve CB kenarları 

eklenebilir. 

(2)’ ((2) nin tersi) K düğümü üzerinde K  nın  AC ve CB bitiĢik iki kenarını ihtiva 

eden bir ABC üçgeni mevcutsa ve bu üçgen AC ve CB kenarlı hariç K düğümünü 

kesmezse, ġekil 2.7 de görüldüğü gibi AC ve CB kenarları silinebilir ve AB kenarı 

eklenebilir. 

 

ġekil 2.7. Temel düğüm hareketleri 

Bu iĢlemler basit düğüm hareketleri olarak adlandırılır (Murasugi 1996). 

2.5. Reidemeister Hareketleri 

Ġki düğüm diyagramı ġekil 2.8 de gösterilen Reidemeister hareketlerinin sonlu 

dizisi ile birbirleri üzerine dönüĢtürülebiliyorsa denktir. Reidemeister, aynı düğümler 

için herhangi iki diyagramın denk olduğunu gösterdi. Ayrıca Reidemeister 

hareketlerinin incelenmesiyle iki diyagram denkse aynı düğümü  ifade ettiği de görülür. 

(Murasugi 1996) 

Ġki düğüm i=1,2,3 için    veya onların tersi   
   Reidemeister hareketlerinin 

sonlu bir dizisi ile iliĢkilendiriliyorsa bu iki düğümün denk olduğu söylenir (Burde, 

Zieschang 1985). 
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ġekil 2.8. Reidemeister hareketleri 

Örneğin    ġekil 2.9 da gösterildiği gibi, AC  CB ile AB yi yer değiĢtiren regüler 

diyagram üzerinde bir basit düğüm hareketine karĢılık gelen hareket olarak 

düĢünülebilir (Murasugi 1996). 

 

ġekil 2.9. Basit düğüm hareketi 

2.6. Graf 

Tanım 2.6.1:   ile gösterilen, köĢe (veya tepe) noktaları kümesi adı verilen 

elemanlar kümesi ve      kartezyen çarpımı kümesindeki sıralı ikililer ile 

tanımlanmıĢ ayrıtların oluĢturduğu   kümesinin birlikte oluĢturduğu Ģemaya 

(diyagrama) graf denir. Graf          ile gösterilir (Bollobas 1998). 
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ġekil 2.10. Graf örneği 

ġekil 2.10 daki grafın köĢeleri; 

  {         } 

ve grafın kenarları; 

  {                             } 

kümesidir. 

Tanım 2.6.5:   bir graf,      grafın köĢeleri ve      grafın kenarları olsun. Her 

bir kenarı   veya – ile iĢaretlenmiĢ olan   grafına iĢaretlenmiĢ graf denir (Gross ve 

Yellen 2005). 

2.7. Digraf (YönlendirilmiĢ Graf) 

Tanım 2.7.1: G grafının kenarlı üzerinde yönlendirme varsa bu grafa digraf 

denir. D digrafının  köĢelerinin kümesi     , kenarlarının kümesi ise      dir. Digraf 

        ile gösterilir (Girija ve Pilakkat 2013). 

 

ġekil 2.11. Digraf örneği 
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ġekil 2.11 deki digrafın köĢeleri; 

  {         } 

ve digrafın kenarları; 

  {                                   } 

kümesidir. 

Tanım 2.7.3: Bir D digrafının köĢelerinin sayısına digrafın boyutu denir(Gross 

ve Yellen 2005). 

 .Tanım 2.7.4: Bir D digrafının kenarlarının sayısına digrafın büyüklüğü denir 

(Gross ve Yellen 2005). 

2.8. Graf Hareketleri 

Bir düğümün her deformasyonu, Reidimeister Hareketlerine   ,   ,    denktir. 

Bu deformasyonlar, graflar üzerine uygulanabilir. Bir düğümün   regüler diyagramı 

      ve        olmak üzere iki grafa sahip olduğundan, bir     deformasyonu için    

ve     olarak iki graf deformasyonunu uygulayacağız.    ve     birbirinin dual 

operasyonlarıdır. 

Bir graf üzerinde aĢağıdaki iĢlemler tanımlıdır: 

1) Bir        grafı, bir   bloğundan ve bir kapalı d yayından oluĢsun. Bu durumda 

  bloğu ile d kapalı yayının kesiĢimi bir tek noktadır ve d kapalı yayı ihmal edilebilir. 

Bu iĢlemin terside doğrudur . 

 

 

ġekil 2.12 1. Graf bozması 
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2) Bir       grafı, bir   bloğu ve       gibi iki zıt iĢaretli yayla;            

olacak Ģekilde bir seriden meydana gelsin.Bu durumda,       zıt iĢaretli yayları ihmal 

edilerek   blokları birleĢtirilebilir. Eğer       grafı bir   bloğundan ve       gibi iki zıt 

iĢaretli birbirine paralel bağlı yaylardan oluĢuyorsa, bu durumda yaylar ihmal edilebilir. 

Ayrıca bu iĢlemlerin tersleri de doğrudur. 

 

ġekil 2.13. 2. Graf bozması 

3)          köĢeleri,    köĢesiyle bağlantılı olacak Ģekilde, biri diğerinden zıt 

iĢaret olan          yayları ile bağlansın. Bu durumda,    ihmal edilebilir. (i=1,2,3)  

için her    yayı,       köĢelerini bağlayan zıt iĢaretli     yayıyla yer değiĢtirir. Burada 

j,k nın iĢlevi  i den ve diğerlerinden farklıdır. Bu iĢlemlerin tersi de doğrudur.  

 

ġekil 2.14. 3. Graf bozması 

4) Bir       grafı,       gibi iki blok, d bir yay olmak üzere            serisi 

Ģeklinde bağlansın. Burada   , paralel bağlantılı olan aynı iĢaretli iki yayı ihtiva eder ve 

d,    e zıt iĢaretlidir. Bu durumda d yayı ihmal edilebilir ve    iĢaret değiĢtirir. Burada 

bu iĢlemlerin tersi ve dual iĢlemleri de doğrudur. 
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ġekil 2.15. 4. Graf bozması 

5)     bloğu, paralel bağlantılı olan aynı iĢaretli üç yayı ihtiva etsin ve d,    e zıt 

iĢaretli olmak üzere bir G grafı,            serisi Ģeklinde bağlansın. Bu durumda, d 

ihmal edilebilir ve   ,    den zıt iĢaretli olan     üçgensel bloğu ile yer değiĢtiri. Bu 

iĢlemlerin tersi ve dual iĢlemleri de doğrudur. 

 

 

ġekil 2.16. 5. Graf bozması 

6) Bir düğümün her       grafı esas iĢlemler yoluyla        dual grafına denktir. 

7) Bir       grafı paralel bağlantılı olan            blokları ihtiva ediyorsa, bu 

durumda bir bloğu devirli bir düzende değiĢtirebiliriz.       grafı bir küre üzerinde 

bulunduğu için ifade sağlanır . 

8)       yayları zıt iĢaretli yaylar,   ,   iki blok olmak üzere, bir       grafı, 

                serisi Ģeklinde bağlansın. Bu durumda yaylar,    nin ortak noktaları 

boyunca eksen  çevresinde    nin      lik dönmesiyle ihmal edilebilir. Ters iĢlemler de 

doğrudur. 
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ġekil 2.17. 6. Graf bozması 

9)   ,   iki blok, d herhangi bir iĢaretli yay olmak üzere, bir       grafı,         

serisi Ģeklinde bağlansın. Bu durumda d,    nin      lik dönmesiyle ihmal edilebilir. 

Ters iĢlemde doğrudur (Yajima ve Kinoshita 1957). 

 

ġekil 2.18. 7. Graf bozması 

2.9. Bitopolojik Uzay 

Tanım 2.9.1:   boĢtan farklı bir küme,    ve      üzerinde farklı iki topoloji 

olsunlar.           sıralı üçlüsüne bir bitopolojik (ikili topolojik) uzay denir (Kelly 

1963). 

ġimdi  bir digrafa eĢlenen bitopolojinin elde ediliĢini inceleyelim. 

Tanım 2.9.2: V, bir digrafın köĢelerinin kümesi,         olmak üzere, 

       {
                                
                                     

 

olarak tanımlanan fonksiyon V üzerinde bir quasi-pseudo metriktir. Ayrıca p,  

        {          } 
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kümesi yardımıyla V üzerindeki bir topoloji için taban oluĢturur. Bu topolojiyi    ile 

gösterelim. 

Benzer Ģekilde         olmak üzere, 

       {
                                  
                                        

 

Olarak tanımlanan fonksiyon V üzerinde diğer bir quasi-pseudo metriktir. Ayrıca q, 

        {          } 

kümesi yardımıyla V üzerindeki bir topoloji için taban oluĢturur. Bu topolojiyi de     ile 

isimlendirelim. Görüldüğü üzere                olduğundan,  bu   ve   quasi-

pseudo metrikleri birbirinin eĢleniğidir. Bu   ve   quasi-pseudo metrikleri yardımıyla V 

üzerinde oluĢturulan    ve    ile birlikte      ,    bitopolojik uzayı tanımlanır (Girija 

ve Pilakkat 2013). 

Örnek 2.9.3: KöĢeleri    {       } olan digraf aĢağıdaki gibi olsun. 

 

ġekil 2.19. Digraf 

Öncelikle    metriğini kullanarak komĢuluklar yardımıyla aĢağıdaki iĢlemleri 

yaparak    topolojisini bulalım. 

       {
                            
              

 

olmak üzere         {          } komĢuluklarını teĢkil edelim. 
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   ,     olsun. Bu durumda 

        {                             }  { } 

olur. 

   ,     olarak alalım. Bu durumda 

        {                                               }    

olur. Sırasıyla diğer noktaların da     ve     komĢuluklarını teĢkil edelim. 

   ,     

        {                             }    

   ,     

        {                                               }     

   ,     

        {                             }  {   } 

   ,     

        {                                               }    

   ,     

        {                             }  {     } 

   ,     

        {                                               }    

elde edilir. Bu komĢuluklar yardımıyla elde edilen taban tarafından doğrulan topoloji 

   {    {   } {     } { }}   

Ģeklindedir. 
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ġimdi ise    metriğini kullanarak komĢuluklar yardımıyla oluĢturulan    

topolojisini bulalım. 

       {
                             
              

 

olmak üzere         {          } komĢuluklarını teĢkil edelim.  

   ,     olsun. Bu durumda 

        {                             }  {   } 

olur. 

   ,     olarak alalım. Bu durumda 

        {                                               }    

olur. Sırasıyla diğer noktaların da     ve     komĢuluklarını teĢkil edelim. 

   ,     

        {                             }  {     } 

         

        {                                               }    

   ,     

        {                             }  { } 

   ,     

        {                                               }    

   ,     

        {                             }    
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   ,     

        {                                               }    

elde edilir. Bu komĢuluklar yardımıyla elde edilen taban tarafından doğrulan topoloji 

   {    {     } {   } { }} 

Ģeklindedir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

3.1. Düğümden Graf ve Dual Grafın Elde EdiliĢi 

Düğümlerin regüler izdüĢümleri 2-boyutlu S küresini her biri açık bir diske 

homeomorf  bölgelere böler. Bu bölgeler  siyah-beyaz, taralı-taralı olmayan ya da iç-dıĢ 

diye bölgelere ayrılır. En dıĢta bulunan bölgeden baĢlayarak bölgeler ya siyah ya da 

beyaz ile renklendirilir. Aslında komĢu bölgeler aynı renk olmayacak Ģekilde yani bir 

kenarın her iki yanındaki renkler aynı olmayacak Ģekilde bölgeler renklendirilir. Sonra 

her bir beyaz bölge içinde noktalar seçilir. Bu noktalara beyaz bölgelerin merkezleri 

denir. Eğer iki beyaz bölge ortak geçite sahipseler o zaman bu beyaz bölgelerin iki 

merkezi kenarlar vasıtasıyla birleĢtirilir. Her bir kenar sırasıyla bir ortak geçite karĢılık 

gelir. Böylece düzlemsel graf elde edilir. Daha sonra her bir siyah bölge içinden 

noktalar seçilir. Eğer iki siyah bölge ortak geçite sahipseler o zaman bu beyaz 

bölgelerin iki merkezi kenarlar vasıtasıyla birleĢtirilir. Her bir kenar sırasıyla bir ortak 

geçite karĢılık gelir. Bu yolla düzlemsel dual graf elde edilir.  Örneğin trefoil 

düğümünde en dıĢtaki (sınırsız) bölgeyi siyah ile renklendirelim ġekil 3.1. 

 

ġekil 3.1. Trefoil düğümün regüler izdüĢümü 

Renklendirme iĢleminden sonra beyaz bölgeleri iki merkezi kenar vasıtasıyla 

birleĢtirdiğimizde trefoil düğümden düzlemsel graf  ġekil 3.2(a) elde edilir (Leung 

2008). Daha sonra her iki siyah bölge içinden noktalar seçip bu bölgeleri iki merkezi 

kenarlar vasıtasıyla birleĢtirdiğimizde düzlemsel dual graf ġekil 3.2(b) elde edilir (Lien 

ve Watkins 2000). 
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                                         (a)                                                                (b) 

ġekil 3.2. Graf ve dual graf 

3.2. Graftan Digrafın Elde EdiliĢi 

Düğüm graflarının bitopolojilerini bulmak için yönlendirilmiĢ grafa yani digrafa 

ihtiyaç duyulmaktadır. Bu bölümde digrafın nasıl elde edildiğine açıklık getirelim. 

ġekil 3.3’de görüldüğü gibi; trefoil düğümü,  geçit bölgelerinde sırasıyla, sağ 

yönlendirme veya sol yönlendirmeye bağlı olarak  + veya – iĢareti alır. 

 

ġekil 3.3. Düğüm geçitleri 

Örneğin seçmiĢ olduğumuz trefoil düğümünde sağ-el yönlendirmesiyle bu 

düğüme ait grafın kenarlarını + ile iĢaretleyip iĢaretlenmiĢ graf elde ederiz(ġekil 3.4). 

 

ġekil 3.4. ĠĢaretlenmiĢ graf 
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Grafın iĢaretini belirledikten sonra geriye kalan dual graf ise bu graf iĢaretin tersi 

olacaktır. Dikkat edilmelidir ki dual grafın iĢareti, grafın iĢaretinin zıttıdır(ġekil 3.5). 

 

ġekil 3.5. ĠĢaretlenmiĢ dual graf 

Elde ettiğimiz iĢaretlenmiĢ graf ve iĢaretlenmiĢ dual grafın yönlendirmesi ise; 

ġekil 3.6 daki gibi graf üzerindeki iĢaret + ise yönlendirme sağa doğru, iĢaret – ise 

yönlendirme sola doğru seçilmelidir. 

 

ġekil 3.6. ĠĢaretlerin yönlendirmesi 

Böylece sırasıyla elde ettiğimiz digraf ve yönlendirilmiĢ dual digraf ġekil 3.7 de 

gösterilmiĢtir. 

 

ġekil 3.7. Digraf ve dual digraf 

Son olarakta digrafların köĢelerini doğal sayılar veya harflerle etiketlersek ġekil 

3.8 deki gibi bitopolojileri bulunmaya hazır hale gelmiĢ olur. 
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ġekil 3.8. EtiketlenmiĢ digraf ve dual digraf 

 

3.3. Digraf ile EĢlenen Bitopolojinin Bulunması 

Bu bölümde elde ettiğimiz digrafların bitopolojilerini nasıl bulacağımızı 

açıklayalım. Bunun için aĢağıda kabul ettiğimiz kuralları sırasıyla uygulayalım. 

1. Önce düğümün graf ve dual grafı çizilir. 

2. Graflardaki döngü (cycle) de yönler zıt olacak Ģekilde baĢlangıç noktası(start 

point) seçilir. 

3. Saat yönünde her kenardan bir kere geçilir. 

4. Start-stop noktaları aynı olamaz, bitiĢiktir. 

5. OluĢan döngülerde ġekil 3.9.(a), 3.10(a) yapılacak bozma iĢlemleri (graf 

hareketlerinin 4.sü) ġekil 3.9(b), 3.10.(b) aĢağıdaki gibidir. 

 

i) Cycle bozması: 

 

(a)                                                          (b) 

ġekil 3.9 Cycle bozması 

Burada   
  ;     kenarında yapılan   tane bozmayı gösteriyor. 
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ii) Üçgen bozması: 

 

        (a)                                          (b) 

ġekil 3.10. Üçgen bozması 

6) Ġlk tercih digraftan bitopoloji bulunmasıdır. 4. madde sağlanmıyor veya bozma 

yaptıktan sonra döngü bozulmuyorsa (start-stop aynı nokta oluyorsa)  dual 

grafa bakılır. Çünkü döngü oluĢunca quasi-pseudo metrik hep indiskret topoloji 

oluĢturur. Yani indiskret topolojiye sahip olan düğümler çemberdir. 

Örneğin; Trefoil düğümün ġekil 3.11 de digrafının bitopolojisini bulalım. 

 

ġekil 3.11. Trefoil düğüm digrafı 

ġekildeki digrafın yönlendirmedeki baĢlangıç ve bitiĢ noktası aynıdır. Yani 

düğüm digraf notasyonundaki 4. maddeye göre bu durum istenmeyen durumdur. Digraf 

bu haliyle aĢağıda gösterildiği üzere indiskret topoloji oluĢturur. 

Öncelikle    metriğini kullanarak komĢuluklar yardımıyla aĢağıdaki iĢlemleri 

yaparak    topolojisini bulalım. 

       {
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olmak üzere         {          } komĢuluklarını teĢkil edelim. Sırasıyla herbir 

noktanın      ve     için komĢuluklarını elde edelim. 

   ,     için 

        {                            }    

    için 

        {                                              }    

   ,     için 

        {                             }    

    için 

        {                                               }    

   ,     için 

        {                            }    

    için 

        {                                              }    

bulunur. Bu komĢulukların doğurduğu topoloji 

   {   }   

olur. 

ġimdi ise    metriğini kullanarak komĢuluklar yardımıyla    topolojisini bulalım. 

       {
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olmak üzere         {          } komĢuluklarını teĢkil edelim. Sırasıyla her bir 

noktanın      ve     için komĢuluklarını elde edelim. 

   ,     için 

        {                             }    

    için 

        {                                               }    

   ,     için 

        {                             }    

    için 

        {                                               }    

   ,     için 

        {                             }    

    için 

        {                                               }    

bulunur. Bu komĢulukların doğurduğu topoloji 

   {   } 

olur ve buradan 

   {   }  ve     {   } 

 dir. 
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7) Son olarak çizilen digraflardan   ve   metriklerine bağlı olarak taban bulunur, 

tabandan     ve     bitopolojileri bulunur. 

Notasyon 3.3.1: Bu iĢlemlerin tamamına düğüm digraf notasyonu (knot digraph 

notation) denir. 

ġimdi ise trefoil düğümün dual digrafın bitopolojisini hesaplayalım: 

 

ġekil 3.12. Dual digrafa yapılan cycle bozması 

Öncelikle    metriğini kullanarak komĢuluklar yardımıyla aĢağıdaki iĢlemleri 

yaparak    topolojisini bulalım. 

       {
                            
              

 

olmak üzere         {          } komĢuluklarını teĢkil edelim. Sırasıyla herbir 

noktanın      ve     için komĢuluklarını elde edelim. 

   ,     için 

        {                            }    

    için 

        {                                              }    

         için 

        {                             }  { } 
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   ,     için 

        {                                               }    

    
  ,     için 

     
      {          

                      }  {   } 

    
  ,     için 

     
      {          

                                        }    

bulunur. Bu komĢulukların doğurduğu topoloji 

   {    { } {   }}   

olur. ġimdi ise    metriğini kullanarak komĢuluklar yardımıyla    topolojisini bulalım. 

       {
                             
              

 

 olmak üzere         {          } komĢuluklarını teĢkil edelim. Sırasıyla her bir 

noktanın      ve     için komĢuluklarını elde edelim. 

   ,     için 

        {                             }  {  
    } 

   ,     için 

        {                                               }    

   ,     için 

        {                             }  {  
  } 

   ,     için 
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        {                                               }    

    
  ,     için 

     
      {    

                            }    

    
  ,     için 

     
      {    

                                              }    

bulunur. Bu komĢulukların doğurduğu topoloji 

   {    {    
  } {  

  }} 

olur ve buradan 

   {    { } {   }} ve    {    {    
  } {  

  }} 

dir. 
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4. ARAġTIRMA BULGULARI VE TARTIġMA 

4.1. Bazı Düğümlerin Bitopolojilerinin Hesaplanmaları 

Bu bölümde            ve         olmak üzere    düğümlerinin, graf 

veya dual graflarından yararlanılarak oluĢturacağımız digrafların bitopolojilerini 

hesaplayacağız. 

AĢağıda sırasıyla düğümün regüler diyagramı, digraf, dual digraf ve bitopolojileri 

verilmiĢtir. 

   düğümü: 

 

ġekil 4.1.    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digraf, düğüm digraf notasyonuna uymadığı için dual digrafta bozma iĢlemi 

yapılır. 

Dual digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.2. Dual digrafa yapılan cycle bozma 
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   {    { } {   }} 

   {    {    
   } {  

   }} 

 

   düğümü: 

 

ġekil 4.3    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

   düğümü ayna görüntüsüne sahip olduğu için digrafı ile dual digrafı aynıdır. 

Digrafta yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.4 Digrafa yapılan üçgen bozma 

   {    { } {   } {     }} 

   {    {      
   } {    

   } {  
   }} 
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   düğümü: 

 

ġekil 4.5    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digraf, düğüm digraf notasyonuna uymadığı için dual digrafta bozma iĢlemi 

yapılır. 

Dual digrafta yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.6 Dual digrafa yapılan cycle bozma 

   {    { } {   }} 

   {    {    
     

  } {  
     

  }} 
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   düğümü: 

 

ġekil 4.7.    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.8. Digrafa yapılan cycle bozma 

   {    { } {   } {     } {       }} 

   {    {        
  } {      

  }{    
  } {  

  }} 
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   düğümü: 

 

ġekil 4.9.    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.10. Digrafa yapılan cycle bozma 

   {    { } {   } {     } {       } {         }} 

   {    {          
  } {        

  }{      
  } {    

  } {  
  }} 
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   düğümü: 

 

ġekil 4.11.    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.12. Digrafa yapılan üçgen bozma 

   {    { } {   } {     } {       }} 

   {    {       } {     } {   } { }} 
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   düğümü: 

 

ġekil 4.13.    düğümü, digrafı ve dual digrafı 

   düğümü ayna görüntüsüne sahip olduğu için digrafı ve dual digrafı aynıdır. 

Digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.14. Digrafa yapılan üçgen bozma   

   {    { } {   } {     }} 

   {    {     } {   } { }} 
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   düğümü: 

 

ġekil 4.15.    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digraf, düğüm digraf notasyonuna uymadığı için dual digrafta bozma iĢlemi 

yapılır. 

Dual digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.16. Dual digrafa yapılan cycle bozma 

   {    { } {   }} 

   {    {    
     

     
  } {  

     
     

  }} 
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   düğümü: 

 

ġekil 4.17.    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.18. Digrafa yapılan cycle bozma 

   {    { } {   } {     } {       } {         } {           }} 

   {    {            
  } {          

  }{        
  } {      

  } {    
  } {  

  }} 

 

 

 



 

41 

   düğümü: 

 

ġekil 4.19.    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digraf, düğüm digraf notasyonuna uymadığı için dual digrafta bozma iĢlemi 

yapılır. 

Dual digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.20. Dual digrafa yapılan cycle bozma 

   {    { } {   } {     } {       }} 

   {    {        
     

  } {      
     

  } {    
     

  } {  
     

  }} 
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   düğümü: 

 

ġekil 4.21.    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.22. Digrafa yapılan cycle bozma 

   {    { } {   } {     } {       } {         } {           } {             }} 

   {    {              
  } {            

  }{          
  } {        

  }  

{      
  } {    

  } {  
  }} 
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   düğümü: 

 

ġekil 4.23.    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.24. Digrafa yapılan üçgen bozma 

   {    { } {   } {     } {       } {         } {           }} 

   {    {           } {         } {       } {     } {   } { }} 
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   düğümü: 

 

ġekil 4.25.    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

   düğümü ayna görüntüsüne sahip olduğu için digrafı ve dual digrafı aynıdır. 

Digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.26. Digrafa yapılan cycle bozma 

   {    { } {   } {     } {       } {         }} 

   {    {          
     

  } {        
     

  } {      
     

  } {    
     

  } {  
     

  }} 
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   düğümü: 

 

ġekil 4.27.    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digraf, düğüm digraf notasyonuna uymadığı için dual digrafta bozma iĢlemi 

yapılır. 

Dual digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.28. Dual digrafa yapılan cycle bozma 

   {    { } {   }} 

   {    {    
     

     
     

  } {  
     

     
     

  }} 
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   düğümü: 

 

ġekil 4.29.    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Dual digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.30. Dual digrafa yapılan cycle bozma 

   {
    { } {   } {     } {       } {         } {           } 

{             } {               }
} 

   {    {                
  } {              

  }{            
  } {          

  }  

{        
  } {      

  } {    
  } {  

  }} 
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   düğümü: 

 

ġekil 4.31.    düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digraf, düğüm digraf notasyonuna uymadığı için dual digrafta bozma iĢlemi 

yapılır. 

Dual digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.32. Dual digrafa yapılan cycle bozma 

   {    { } {   } {     } {       }} 

   {    {        
     

     
  } {      

     
     

  } {    
     

     
  } {  

     
     

  }} 
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    düğümü: 

 

ġekil 4.33.     düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.34. Digrafa yapılan cycle bozma 

   {
    { } {   } {     } {       } {         } {           } {             } 

{               } {                 }
} 

   {    {                  
  } {                

  }{              
  } {            

  }  

{          
  } {        

  } {      
  } {    

  } {  
  }} 
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    düğümü: 

 

ġekil 4.35.     düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.36. Digrafa yapılan üçgen bozma 

   {
    { } {   } {     } {       } {         } {           } 

{             } {               }
} 

   {
    {               } {             } {           } {         } {       } 

{     } {   } { }
} 
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    düğümü: 

 

ġekil 4.37.     düğümünün regüler diyagramı, digrafı ve dual digrafı 

Digrafa yapılan bozma iĢlemi: 

 

ġekil 4.38. Digrafa yapılan cycle bozma 

   {    { } {   } {     } {       } {         } {           } {             }} 

   {    {              
     

  } {            
     

  } {          
     

  }  

{        
     

  } {      
     

  } {    
     

  } {  
     

  }} 

 

Tanım 4.1.1: Düğüm digraf notasyonu ile elde edilen graflara bitopolojik düğüm 

grafları denir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

Bu bölümde AraĢtırma Bulgularında yer verdiğimiz             ve         

olmak üzere,    düğümlerine karĢılık gelen bitopolojileri  sınıflandırarak elde ettiğimiz 

sonuçlar ve bu sınıflandırma doğrultusunda elde edilen tablolar verilmiĢtir. 

Sonuç 5.1:    ,   tek,       için düğümler  

  ,   ,   ,   , ... 

Sonuç 5.2:   ,   çift,      için düğümler 

   ,   ,   ,    , ... 

Sonuç 5.3:   ,   tek,     için düğümler 

  ,   ,   , ... 

Sonuç 5.4:   ,   çift,     için düğümler 

  ,   ,    , ... 

Sonuç 5.5:   ,   tek,     için düğümler 

  ,   , ... 

Sonuç 5.6:   ,   çift,     için düğümler 

  ,    , ... 

Sonuç 5.7:   ,   çift,     için düğümler 
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Ģeklinde sınıflandırılır. Bu sınıflandırma doğrultusunda aĢağıdaki düğüm tabloları elde 

edilir. 

Çizelge 5.1.     (   tek,     ) düğümleri ve bitopolojileri 

   (   tek,     ) Digraf ile eĢlenen bitopoloji 

   
   {    { } {   }} 

   {    {    
   } {  

   }} 

   
   {    { } {   }} 

   {    {    
     

  } {  
     

  } 

   
   {    { } {   }} 

   {    {    
     

     
  } {  

     
     

  }} 

    

   
   {    { } {   }} 

   {    {    
     

         
 

  }  {  
     

         
 

  } 
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Çizelge 5.2.    (   çift,     ) düğümleri ve bitopolojileri 

   (   çift,      ) Digraf ile eĢlenen bitopoloji 

   
   {    { } {   } {     }} 

   {    {      
   } {    

   } {  
   }} 

   
   {    { } {   } {     } {       } {         }} 

   {    {          
  } {        

  } {      
  }  

{    
  } {  

  }} 

   
   {

    { } {   } {     } {       } {         } {           } 
{             }

} 

   {    {              
  } {            

  }{          
  } {        

  }  

{      
  } {    

  } {  
  }} 

    

   
   {    { } {   } {     }   {           }} 

   {    {              
    } {            

    }   

{          
    }   {          

    }  

{      
    } {  

    }} 
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Çizelge 5.3.    (   tek,     ) düğümleri ve bitopolojileri 

   (   tek,      ) Digraf ile eĢlenen bitopoloji 

   
   {    { } {   } {     } {       }} 

   {    {        
  } {      

  }{    
  } {  

  }} 

   
   {    { } {   } {     } {       } {         } {           }} 

   {    {            
  } {          

  }{        
  } {      

  }  

{    
  } {  

  }} 

   

   {
    { } {   } {     } {       } {         } {           } 

{             } {               }
} 

   {    {                
  } {              

  }{            
  }  

{          
  } {        

  } {      
  } {    

  } {  
  }} 

    

   
   {    { } {   }   {         }} 

   {    {            
    } {          

    }    

{          
    } {      

    } {  
    }} 
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Çizelge 5.4.    (   çift,     ) düğümleri ve bitopolojileri 

   (   çift,     ) Digraf ile eĢlenen bitopoloji 

   
   {    { } {   } {     } {       }} 

   {    {       } {     } {   } { }} 

   
   {

    { } {   } {     } {       } {         } 
{           }

} 

   {
    {           } {         } {       } {     } 

{   } { }
} 

    
   {

    { } {   } {     } {       } {         } {           } 
{             } {               }

} 

   {
    {               } {             } {           } 

{         } {       } {     } {   } { }
} 

    

   
   {    { } {   }   {           }} 

   {    {           } {         }  

{       }   {   }} 
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Çizelge 5.5.    (   tek,      ) düğümleri ve bitopolojileri 

   (   tek,     ) Digraf ile eĢlenen bitopoloji 

      {    { } {   } {     } {       }} 

   {    {        
     

  } {      
     

  } {    
     

  }  

{  
     

  }} 

   
   {    { } {   } {     } {       }} 

   {    {        
     

     
  } {      

     
     

  }  

{    
     

     
  } {  

     
     

  }} 

    

   
   {    { } {   } {     } {       }} 

   {    {        
     

         
 

  }  {      
     

         
 

  }  

{    
     

         
 

  }  {  
     

         
 

  }} 
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Çizelge 5.6.    (   çift,     ) düğümleri ve bitopolojileri 

   (   çift,      ) Digraf ile eĢlenen bitopoloji 

   
   {    { } {   } {     } {       } {         }} 

   {    {          
     

  } {        
     

  } {      
     

  }  

{    
     

  } {  
     

  }} 

       {    { } {   } {     } {       } {         } {           }  

{             }} 

   {    {              
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Çizelge 5.7.    (   çift,     ) düğümü ve bitopolojisi 
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*   amphicerial olup üçgen bozması yapılmıĢtır. 
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