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SIMGELER DiZiNi

Simgeler Aciklama

K Herhangi bir diigiim

K* K diigiimiiniin ayna goriintiisii

R?2 2-boyutlu Oklid Uzay1

R3 3-boyutlu Oklid Uzay

st 1-Boyutlu Kiire

S3 R3 U {oo} seklinde olusturulan uzay

s K diigiimiiniin standart izdiistimii

Q; i = 1,2,3 icin Reidemeister Hareketleri
;! i = 1,2,3 igin Reidemeister Hareketlerinin tersi
g(m) Bir diiglimiin grafi

g' () Bir diigiimiin dual grafi

gbe b — ¢ kenari arasinda a tane bozma



1. GIRIS

Tezimizin ilk materyali olan diigiim grafina gegmeden Once graf teorisi ile ilgili
caligmalara bakalim. Graf teorisinin baslangici, Leonhard Euler tarafindan, 1736
yilinda, Konigsberg'in yedi kopriisii (Die Sieben Briicken von Konigsberg) basligi ile
yayimlanan ve giiniimiizde hala popiilerligini koruyan bir problem ile ilgili olarak

yazilan makaledir.

Bu problem soyledir: Konigsberg kentinde Eski ve Yeni Pregel nehirleri
birleserek Pregel (Pregolya) nehrini olusturmaktadir. Bu nehirler, sehri dort boliime
ayirmaktadir ve nehir iizerinde bu bolgeleri birlestiren yedi koprii bulunmaktadir. Merak
edilen ise sudur: Biitiin kdpriilerden bir ve yalniz bir defa gegmek kosulu ile bir yiirtiylis

yapilabilir mi?

e &«"
CEHERR
@N ﬂia . ..i.l"ﬁ.

AL “nhL =
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Sekil 1.1. Konigsberg kdpriileri

Euler problemin ¢oziimiine kara pargalarinin noktalar, kopriilerin ise bu noktalar
birlestiren ¢izgiler olacak sekilde graf (gizge) ¢izimiyle baslamistir. Grafin elemanlart;
kose adi verilen noktalar, ve bu koseleri birbirine baglayan kenarlardir. Ayrica bir

koseye bagl olan elemanlarin sayist ise o kosenin derecesi olarak adlandirilir. Bu



dogrultuda soru, grafin herhangi bir kdsesinden baslayarak yedi elemaninin her birini

bir ve yalniz bir kere kullanarak dolagsma problemine déniismiis olur.

Sekil 1.2. Konigsberg kopriileri ve graf gosterimi

Euler'in caligmalar1 bodyle bir gezintinin miimkiin olmadigint kanitlamistir.
Leonhard Euler’in ¢aligmalar1 matematikte tamamiyla yeni bir dal olan graf teorisinin

ilk teoremi ve topolojinin kesfinin habercisi olmustur.

Diigiim grafinin ana unsuru diigiimdiir. Bir diigiim S* in 3 boyutlu Euclidean
uzay1 R3 (veya S3) e gomiilmesi ile elde edilen basit kapali bir egridir. Diigiimlerle ilk
olarak kimin ne zaman ilgilendigini sdylemek zor olsa da son doneminde Gauss un bu
alana ilgi duydugu bilinmektedir. Amerikali matematik¢i Alexander diigiim teorisinin 3-
boyutlu topoloji ¢aligmalarinda ne kadar énemli oldugunu gosteren ilk kisidir. Ayrica
Alman matematik¢i Seifert 1920 lerin basindan 1930 lara kadar bu teorinin 6nemini
ortaya koyan eserler vermistir. Ozellikle bu dénemde Bankwitz, Aumann, Yajima,

Kinoshita, Murasugi gibi isimler diigiim teorisine 6nemli katkilar saglamislardir.

Tarihsel olarak diigiim teorisi ve graf teorisinin gegmisi ¢ok eskilere dayanmasina

ragmen diiglim grafi kavramimin baslangict 1930’lara Bankwitz’ in ¢aligmalara



dayanmaktadir. Bankwitz, bizimde bu ¢alismada kullandigimiz diigiim grafi kavramin
ilk olarak literatiire kazandirmistir. Diiglim graflar1 diiglim teorisiyle graf teorisinin

ortak calisma alan1 olarak diisiiniilebilir.

Daha sonra Aumann (1956) alterne diiglimler calismasinda bu konuya yer
vermigtir. Yajima ve Kinoshita (1957) bu kavramin grafiksel davraniglarini
incelemislerdir. ilerleyen donemlerde de bu galismalar siirmiis ve 1980°den sonra ise
Jones (1987) kendi ismini verdigi polinomu kesfinden sonra diigiim graflarinin énemi

bir kat daha artmistir.

Teorik ve uygulamali matematikte degisik yapilarla verilen kiimelerle
calisilmigtir. Ortaya atilan bir problemi ¢ézerken bazen bir kiimeyi belirli bir yapida goz
Oniine almanin yeterli olmadig1 goriilmiistiir. Coziime ulasmak icin, bir kiime iizerinde
ilave bir yapinin tanimlanmasi ihtiyaci olusmustur. Bu ihtiyag dogrultusunda topolojik
uzaylarda kullanilan teoriler bitopolojik uzaylara tasinmistir. Bitopolojik uzaylarda
calismanin en biiyiik yarari; tek ve ayni kiime iizerinde iki veya daha fazla yapinin géz
Oniine alinmast ve matematiksel kavramlarin uzaylar tlizerinde ayirt edilmesini

saglamasidir.

Bitopolojik uzaylar ilk defa, J. C. Kelly tarafindan 1963 yilinda yayinladig:
“Bitopolojik Uzaylar” adli makalesinde incelenmistir. Kelly bu makalede, X kiimesini
bostan farkli herhangi bir kiime, t; ve 1, topolojilerini de, X iizerinde herhangi iki
topoloji olarak alarak bitopolojik uzayr (X, 11, 12) Ugliisii ile tamitmugtir. Asagidaki

diyagram bitopoloji uzay ile diger uzaylar arasindaki iliskiyi gostermektedir.

Metrik uzaylar Quasi-metrik uzaylar

Dizgiinlesebilir uzaylar &= Genellestirilmis : Genellestirilmis
metrik uzaylar quasi-metrik uzaylar

Topolojik uzaylar Bitopolojik uzaylar



1983 yilinda Acharya tarafindan bir grafa doniisiimler yardimiyla bir bitopoloji

esleyerek bitopolojik graf kavramini literatiire kazandirmastir.

Bu c¢alismanin giris boliimiinde literatiir bilgisi verilmistir. ikinci bdliim olan
kuramsal temellerde ise digiim, graf, digraf, bitopolojik uzay gibi temel tanim ve
teoremler ifade edilmistir. Ugiincii béliim olan materyel ve ydntem de ise diigiimden
graf, dual graf ve digrafin elde edilisi ve bunlara bagl olarak quasi- pseudo metrik
vasitastyla bitopolojilerin elde edilisi yer almaktadir. Dordiincii boliim olan arastirma
bulgular1 ve tartisma da, m = 3,4, ...,10 ve n = 1,2,3 olmak iizere, m,, diigiimlerinden
elde edilen graflarin; digraflartyla olusturulan bitopolojilerin herbirinin tek tek elde
edilisi verilmistir. Son bdliim olan Sonug ve Onerilerde ise elde edilen bitopolojilere
bagli olarak m = 3,4,...,10 ve n = 1,2,3 olmak {lizere, m, digimlerinin g¢esitli

siniflandirmalar verilmistir.

Bu c¢alisma ile diiglimlerin tablosunu olusturmak i¢in yeni bir metod gelistirildi.
Diigiim digraf notasyonu adini verdigimiz bu metod ile digiimlerin grafindan elde
edilen diigiim digrafina quasi-pseudo metrik vasitasiyla bir bitopoloji eslendi. Boylece
Acharya’ nin tanimi gozoniine alindiginda bitopolojik diigiim grafi kavrami literatiire

kazandirilmig oldu. Ayrica bu bitopolojileri siniflandirarak yeni diigiim tablolar1 elde
edildi.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel tanim ve teoremleri

verecegiz.

2.1. Topolojik Kavramlar

Tanmm 2.1.1: X, bostan farkli bir kiime olmak tizere, T da X in alt kiimelerinin bir

smifi olsun. Eger t asagidaki sartlar1 sagliyorsa T ya X {iizerinde bir topoloji denir.

i) X,0€et
i) T ya ait olan kiimelerin herhangi bir sayidaki birlesimi yine 7 ya ait
olmalidir.

iii) 7 ya ait olan kiimelerin sonlu sayidaki kesisimleri yine 7 ya ait olmalidir.

X ile birlikte T ya topolojik uzay denir ve (X, 7) ile gosterilir (Kocak 2006).

Tamim 2.1.2: (X, 7) bir topolojik uzay ve B da X in agik alt kiimelerinin bir sinifi
olsun.7 nun her elemani S koleksiyonuna ait olan elemanlarin birlesimi olarak

yazilabiliyorsa 8 ya t topolojisinin bir tabani (bazt) denir (Kocak 2006).

Tamm 2.1.3: (X, 7) bir topolojik uzay ve é da X in agik alt kiimelerinin bir sinifi
olsun. § ya ait biitiin sonlu sayidaki kiimelerin arakesiti T nun bir tabani oluyorsa § ya t

topolojisinin bir alt tabam denir (Kocak 2006).

Tamim 2.1.4: (X, 7) bir topolojik uzay ve peX olsun. p € G € N olacak sekilde
bir G agik kiimesi varsa N ye p noktasinin bir komsulugu denir (Kocak 2006).

Tamm 2.1.5: (X, 1) bir topolojik uzay, A € X ve xeA olsun. Eger x e G € A
olacak sekilde bir G € T agik kiimesi varsa, yani A kiimesi x in bir komsulugu ise, x

elemanina A nin bir i¢ noktasi denir. A nin tiim i¢ noktalarinin kiimesine A nin i¢i denir

(Kocak 2006).



Tanmmm 2.1.6: X, bostan farkli bir kiime ve p: X X X — [0, ) doniisiimii her
x,y,z € X igin,

(p1): p(x,x) =0

(P2): p(x,2) < p(x,y) + Py, 2)
(P3):p(x,y) =0=>x=y

(P4): p(x,y) = p(¥,x)

kosullarini sagliyorsa, p’ ye X lizerinde metrik denir. (X, p) ikilisine de metrik uzay
denir (Ulucay 2006).

Egerp,

(pl) ve (p2) kosullarin1 sagliyorsa p’ye X {izerinde quasi-pseudo metrik denir.

(X,p) ikilisine de quasi- pseudo metrik uzay denir.

(p1), (p2) ve (p3) kosullarin1 sagliyorsa p’ye X tizerinde quasi metrik denir.
(X,p) ikilisine de quasi metrik uzay denir.

(p1), (p2) ve (p4) kosullarin1 sagliyorsa p’ye X tizerinde pseudo metrik denir.

(X,p) ikilisine de pseudo metrik uzay denir.

Tamim 2.1.7: p, X kiimesi tizerindeki quasi- pseudo metrik ve q: X X X — [0, o)

doniistimii her x, y € X igin,

q(x,y) = p(y,x)

olarak tanimlansin. Bu durumda g’ya p’nin eslenigi denir. (X,p,q) ile gosterilen bu
uzaya da quasi- pseudo metrik uzay denir ve kisaca p — q metrik uzay yazilir (Mucuk
2010).

Tanmmm 2.1.8: (X,p) bir metrik uzay olsun. x € X ve r >0 olmak iizere

d(x,y) < r olacak sekilde y noktalarmin kiimesine x in r komsulugu denir (Kocak
2006).



Tamm 2.1.9: (X,p) bir metrik uzay ve x € G € X olsun. Eger B(x,r) c G

olaca sekilde bir r > 0 sayis1 varsa x € G nin i¢ noktasi denir (Kocak 2006).

2.2. Diigiim

Bir parca ip Sekil 2.1(a) da gosterildigi gibi kutuya gevsek sekilde baglayalim.
Elde edilen diigiimiin basit bir tipidir. Sekil 2.1(b) de bu ipin iki ucu yapistirilmustir.
Kutu sadece destek amagcli kullanilmistir. islem tamamlandiginda Sekil 2.1(c) de verilen

ip ile meydana getirilen bir diigiimlenmis ilmektir. Matematikte bu ilmege diigiim
denir.

(b)

Sekil 2.1. Diigiim

Baska bir ifadeyle diigiim tek bir egri olarak diisiiniilebilir. O halde diiglim uzayda
basit kapali bir egridir. Eger yukaridaki sag el ile yapilan islem sol el ile yapilirsa yine
diigiim elde edilir. Ancak bu iki diiglime dikkatle bakildiginda bazi farkliliklar oldugu
goriilmektedir. Aslinda bu iki diiglimiin her biri trefoil diiglim (yonca yapragi) dir.
Yukarida yapilan islemlerle elde edilen iki digiimii ayirt etmek i¢in birine sag-el trefoil

diigtimii, digerine ise sol-el trefoil diigiimii adi1 verilmistir (Murasugi 1996).

A AD

Sag-el Sol-el

Sekil 2.2. Sag-el ve sol-el trefoil diigiim



Tamm 2.2.1: Diigiim, ST ¢emberinin S3 e gomiilmesidir (Burde, Zieschang
2003). Burada S3, R® e sonsuz noktanin eklenmesiyle elde edilir (Burde, Zieschang
1085).

2.3. Regiiler Diyagram

R3 deki P(x,y,z) noktasim Sekil 2.3 de goriildiigii gibi xy-diizlemindeki

P(x,y,0) noktasia izdiisiiren fonksiyon m olsun.

ZT‘

Sekil 2.3. Diigiimiin izdiisiimii

Eger K bir diigiim ise m(K) = K ya K nin izdiisiimii denir. K bir yénlendirmeye
sahipse dogal olarak K de K min yonlendirmesinden dogan bir yonlendirmeye sahip
olacaktir. Ancak K nin birkag arakesit noktas1 oldugundan diizlemde basit kapal1 bir egri
degildir. Sezgisel olarak K nin K ya benzerligini gérmek i¢in uzayda K iizerinde birkag

diigiim hareketi yapilabilir. Asagidaki sartlar1 uygulayalim.

i) K sonlu sayida arakesit noktasina sahiptir.

ii) Eger Q, K nin bir arakesit noktas1 ise Q nun ters goriintiisii K da iki farkli
noktaya sahiptir. Yani Q, K nimn bir kath noktasidir. (Bakimz Sekil 2.4(a).
Sekil 2.4(b) de gosterildigi gibi ikiden fazla noktaya miisaade edilmez.



iii) K diigiimii poligonal olarak diisiiniildiigiinde K nin bir késesi K nm kath
noktasmna doniismez. Sekil 2.4(c) ve (d) deki Orneklerin ikisinde de, bir

poligonal dogru K nin bir kdsesine izdiismiistiir. Bu durumlarin ikisine de izin

verilmez.
(@) (b) (©) (d)

Sekil 2.4. Katl1 noktalar

Yukaridaki sartlar1 saglayan K digiimiiniin izdiisiimiiniin bir regiiler
izdlisiimidiir. Ancak izdiisiimlerle ilgili ¢alismalarda katli noktalardan dolayr bazi
onemli belirsizlikler oldugu goriiliir. Izdiisiimiin katli noktasinda diigiimiin kendi
kendisinin altindan m1 yoksa iistiinden mi gectigi belli degildir. Bu belirsizligi ortadan
kaldirmak i¢in diiglimiin kesim noktasi isaretlenerek, katli nokta bolgesinde diigiim bir
miktar degistirilebilir. Boylece diigiimiin bu belirsizligi orjinaline uymasa da gergek
gorlintiisti ¢izilir. Bu sekilde degistirilmis izdiigiimler bir regiiler diyagram olarak

adlandirtlir. Sekil 2.5(a),(b).

P oy 8

Y >

(@) (b) (©)

Sekil 2.5. Regiiler diyagramlar



Bir regiiler diyagram diigiimiin ti¢ boyutlu uzayda nasil varoldugunu verir. Yani
diizlemde uzaysal bir ¢izimin yapilabilmesine olanak saglar. Dahas1 izdisiimde
kaybolan veriyi elde etmek igin regiiler diyagram kullanilir. Ornegin Sekil 2.5(c), Sekil
2.5(a) ve (b) farkli iki diigiimiin regiiler izdiisimiidiir (Murasugi 1996).

2.4. Temel (Basit) Diigiim Hareketleri
Bir diigiimiin seklinde kolayca degisiklik yapilabilir. Ornegin bir K diigiimii
tizerindeki AB kenarin1 AC ve CB kenarlariyla degistirmek miimkiindiir. Bu degisikligin

terside yapilabilir. Bu sekilde yer degistirmeler basit diigiim hareketleri olarak

adlandirilir. Bu degisim hareketleri detayli olarak asagidaki gibi tanimlanabilir.
Verilen bir K diigiimii iizerinde asagidaki islemler uygulanabilir.

(1) Sekil 2.6 goriildiigii gibi bir K diigiimii tizerindeki AB kenar1 bir C noktasi

referans alinarak AC ve CB seklinde iki kenara boliinebilir.
(1)’ ((1) in tersi) Sekil 2.6 da goriildiigii gibi bir K diiglimii tizerinde bitisik AC ve

CB kenarlarindan olusan bir dogru varsa bu C noktasi silinerek bir AB kenari elde
edilebilir.

A D (1) ACD

Sekil 2.6. Temel diigiim hareketleri

(2) Sekil 2.7 de goriildigii gibi K diigiimii tizerinde bulunmayan bir C noktasini
diisiinelim. AB ve C ile bigimlendirdigimiz ABC iicgeni AB kenar1 hari¢ K diiglimiinii
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kesmezse bu durumda AB kenar1 ortadan kaldirilabilir ve AC ve CB kenarlari

eklenebilir.

(2)’ ((2) nin tersi) K diigiimii iizerinde K nin AC ve CB bitisik iki kenarini ihtiva
eden bir ABC iiggeni mevcutsa ve bu iiggen AC ve CB kenarli hari¢ K diigiimiinii
kesmezse, Sekil 2.7 de goriildiigii gibi AC ve CB kenarlari silinebilir ve AB kenari

eklenebilir.

5] |

Sekil 2.7. Temel diigiim hareketleri
Bu islemler basit diigiim hareketleri olarak adlandirilir (Murasugi 1996).
2.5. Reidemeister Hareketleri

Iki diigiim diyagrami Sekil 2.8 de gosterilen Reidemeister hareketlerinin sonlu
dizisi ile birbirleri iizerine doniistiiriilebiliyorsa denktir. Reidemeister, ayn1 diiglimler
icin herhangi 1ki diyagramin denk oldugunu gosterdi. Ayrica Reidemeister
hareketlerinin incelenmesiyle iki diyagram denkse ayni diigiimii ifade ettigi de goriiliir.

(Murasugi 1996)
Iki diigiim i=1,2,3 igin Q; veya onlarin tersi Q;' Reidemeister hareketlerinin

sonlu bir dizisi ile iligskilendiriliyorsa bu iki diigiimiin denk oldugu séylenir (Burde,

Zieschang 1985).
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I
YRWAY
\WK

Sekil 2.8. Reidemeister hareketleri

Omegin O, Sekil 2.9 da gosterildigi gibi, AC UCB ile AB yi yer degistiren regiiler
diyagram iizerinde bir basit digiim hareketine karsilik gelen hareket olarak

diisiiniilebilir (Murasugi 1996).

4C C

I
1
L

B B
A

Sekil 2.9. Basit diiglim hareketi

2.6. Graf

Tamm 2.6.1: V ile gosterilen, kose (veya tepe) noktalart kiimesi adi verilen
elemanlar kiimesi ve V XV  kartezyen carpimi kiimesindeki sirali ikililer ile
tanimlanmis ayritlarin - olusturdugu E  kiimesinin birlikte olusturdugu semaya

(diyagrama) graf denir. Graf G = (V, E) ile gosterilir (Bollobas 1998).

12



Sekil 2.10. Graf 6rnegi

Sekil 2.10 daki grafin koseleri;

V ={1,2,3,4,5}

ve grafin kenarlar;

E ={(12),(1,3),(34),(24),(45)}

kimesidir.

Tamim 2.6.5: G bir graf, V(G) grafin koseleri ve E(G) grafin kenarlar1 olsun. Her

bir kenar1 + veya - ile isaretlenmis olan G grafina isaretlenmis graf denir (Gross ve
Yellen 2005).

2.7. Digraf (Yonlendirilmis Graf)

Tamm 2.7.1: G grafinin kenarli {izerinde yonlendirme varsa bu grafa digraf
denir. D digrafinin kdselerinin kiimesi V' (D), kenarlarinin kiimesi ise A(D) dir. Digraf
D = (V, A) ile gosterilir (Girija ve Pilakkat 2013).

1 »a?
/Jﬁ”
e
e
- 5
s ,
31F N A

Sekil 2.11. Digraf 6rnegi
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Sekil 2.11 deki digrafin koseleri;

V =1{1234,5}

ve digrafin kenarlart;

A={(12),(23),(1,3),(34),(24),(45)}
kiimesidir.

Tamim 2.7.3: Bir D digrafinin koselerinin sayisina digrafin boyutu denir(Gross
ve Yellen 2005).

.Tamim 2.7.4: Bir D digrafinin kenarlarinin sayisina digrafin biiyiikliigii denir
(Gross ve Yellen 2005).

2.8. Graf Hareketleri

Bir diigiimiin her deformasyonu, Reidimeister Hareketlerine Q,, Q,, Q5 denktir.
Bu deformasyonlar, graflar lizerine uygulanabilir. Bir diiglimiin 7 regiiler diyagrami
g(m) ve g'(m) olmak ilizere iki grafa sahip oldugundan, bir Q; deformasyonu i¢in O;
ve 0;" olarak iki graf deformasyonunu uygulayacagiz. O; ve 0;" birbirinin dual

operasyonlaridir.
Bir graf lizerinde asagidaki islemler tanimlidir:

1) Bir g(m) grafi, bir I blogundan ve bir kapali d yayindan olugsun. Bu durumda
I blogu ile d kapali yaymin kesigimi bir tek noktadir ve d kapali yayr ihmal edilebilir.

Bu islemin terside dogrudur .

0 EH]D*"—Z&IUID Oﬁ'gniﬂ]fi

Sekil 2.12 1. Graf bozmasi
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2) Bir g(m) grafi, bir T blogu ve dy,d, gibi iki zit isaretli yayla; T[,d;,d,,T
olacak sekilde bir seriden meydana gelsin.Bu durumda, d;, d, zit isaretli yaylar1 ihmal
edilerek I bloklar1 birlestirilebilir. Eger g(mr) grafi bir I' blogundan ve dy, d, gibi iki zit
isaretli birbirine paralel bagli yaylardan olusuyorsa, bu durumda yaylar ihmal edilebilir.

Ayrica bu islemlerin tersleri de dogrudur.

Sekil 2.13. 2. Graf bozmasi

3) P4, P, P3 koseleri, Py kosesiyle baglantili olacak sekilde, biri digerinden zit
isaret olan dy, d,, d3 yaylar ile baglansin. Bu durumda, P, ihmal edilebilir. (i=1,2,3)
i¢in her d; yay1, P;, P, koselerini baglayan zit isaretli d;’ yayryla yer degistirir. Burada

J;k nmn islevi i den ve digerlerinden farklidir. Bu islemlerin tersi de dogrudur.

Sekil 2.14. 3. Graf bozmasi

4) Bir g(m) grafi, I, I} gibi iki blok, d bir yay olmak tizere Iy, I}, d, [, serisi
seklinde baglansin. Burada I}, paralel baglantili olan ayni isaretli iki yay1 ihtiva eder ve
d, I} e zit isaretlidir. Bu durumda d yay1 ihmal edilebilir ve T isaret degistirir. Burada

bu islemlerin tersi ve dual islemleri de dogrudur.
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Sekil 2.15. 4. Graf bozmasi

5) T blogu, paralel baglantili olan ayni isaretli {i¢ yay ihtiva etsin ve d, I; e zit
isaretli olmak tizere bir G grafi, I}y, I, d, Iy serisi seklinde baglansin. Bu durumda, d
ihmal edilebilir ve Ty, I} den zt isaretli olan I}’ liggensel blogu ile yer degistiri. Bu

islemlerin tersi ve dual islemleri de dogrudur.

Sekil 2.16. 5. Graf bozmasi

6) Bir diigiimiin her g¢(m) grafi esas islemler yoluyla g'(m) dual grafina denktir.

7) Bir g(m) grafi paralel baglantili olan I}, I, ..., I} bloklari ihtiva ediyorsa, bu
durumda bir blogu devirli bir diizende degistirebiliriz. g(mw) grafi bir kiire lizerinde

bulundugu i¢in ifade saglanir .

8) dy,d, yaylar zit isaretli yaylar, I'},[, iki blok olmak fizere, bir g(m) grafi,
[1,dq, Ty, d,y, Ty serisi seklinde baglansin. Bu durumda yaylar, T, nin ortak noktalari
boyunca eksen ¢evresinde I, nin 180° lik donmesiyle ihmal edilebilir. Ters islemler de

dogrudur.
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Sekil 2.17. 6. Graf bozmasi

9) I;,I;, iki blok, d herhangi bir isaretli yay olmak iizere, bir g() grafi, I}, d, T,
serisi seklinde baglansin. Bu durumda d, I nin 180° lik déonmesiyle ihmal edilebilir.

Ters islemde dogrudur (Yajima ve Kinoshita 1957).

P—GD = PO
Sekil 2.18. 7. Graf bozmasi
2.9. Bitopolojik Uzay
Tamm 2.9.1: X bostan farkli bir kiime, 7, ve 7, X lzerinde farkli iki topoloji
olsunlar. (X, t4,7,) sirali Gigliisiine bir bitopolojik (ikili topolojik) uzay denir (Kelly
1963).

Simdi bir digrafa eslenen bitopolojinin elde edilisini inceleyelim.

Tanim 2.9.2: V, bir digrafin koselerinin kiimesi, p: V X V — R olmak iizere,

y den x e ulastlabilirse

@y ={7
PY) =11, aksi durumda

olarak tanimlanan fonksiyon V {izerinde bir quasi-pseudo metriktir. Ayrica p,

Sp(x, &) ={y:p(x,y) < &}
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kiimesi yardimiyla V tizerindeki bir topoloji i¢in taban olusturur. Bu topolojiyi 7, ile

gosterelim.

Benzer sekilde q: V X V — R olmak iizere,

_ (0, xden y'yeulastlabilirse
900 y) = {1, aksi durumda

Olarak tanimlanan fonksiyon V tizerinde diger bir quasi-pseudo metriktir. Ayrica q,

Sq(x, &) ={y:q(x,y) < &}

kiimesi yardimiyla V {izerindeki bir topoloji i¢in taban olusturur. Bu topolojiyi de t, ile
isimlendirelim. Gorildigia tzere p(x,y) = q(y,x) oldugundan, bu pve g quasi-
pseudo metrikleri birbirinin eslenigidir. Bu p ve g quasi-pseudo metrikleri yardimiyla V
tizerinde olusturulan 7, ve t, ile birlikte (V,t;,7,) bitopolojik uzay1 tanimlanir (Girija
ve Pilakkat 2013).

Ornek 2.9.3: Koseleri V = {a, b, c, d} olan digraf asagidaki gibi olsun.

Sekil 2.19. Digraf

Oncelikle p metrigini kullanarak komsuluklar yardimiyla asagidaki islemleri

yaparak t; topolojisini bulalim.

_ (0, y den x e ulastlabiliyorsa
p(x,y) = {1, aksi durumda

olmak tizere Bp(x, €) = {y: p(x,y) < £} komsuluklarmni teskil edelim.
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olur.

x = a, £ < 1 olsun. Bu durumda

Bp(a, &) = {y:y den a ya ulasilabiliyorsa} = {b}

x = a, € = 2 olarak alalim. Bu durumda

Bp(a, &) = {y:y den a ya ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} =V

olur. Sirasiyla diger noktalarin da € < 1 ve € = 2 komsuluklarini teskil edelim.

x=b,e<1

Bp(b, &) = {y:y den b ye ulasilabiliyorsa} = @

x=b,e=2

Bp(a, &) = {y:y den b ye ulasulabiliyor veya ulasilamiyorsa} =V

c,e<l1

=
I

Bp(c,€) = {y:y den c ye ulastlabiliyorsa} = {a. b}

XxX=c, =2

Bp(c,€) = {y:y den c ye ulastlabiliyor veya ulastlamiyorsa} =V

x=d,e<1

Bp(d,e) = {y:y dend ye ulasiulabiliyorsa} = {a.b, c}

x=d,e=2
Bp(c,€) = {y:y den d ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} =V

elde edilir. Bu komsuluklar yardimiyla elde edilen taban tarafindan dogrulan topoloji

1, ={V,0,{a b},{a b,c},{b}}

seklindedir.
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Simdi ise g metrigini kullanarak komsuluklar yardimiyla olusturulan =,

topolojisini bulalim.

x den y ye ulastlabiliyorsa

) ={)
@xy) = 1, aksi durumda

olmak iizere B, (x, &) = {y: q(x,y) < &} komsuluklarini teskil edelim.
x = a, € < 1 olsun. Bu durumda

B,(a,¢) = {y:adany ye ulasilabiliyorsa} = {c, d}
olur.

x = a, £ = 2 olarak alalim. Bu durumda

B,(a,¢) = {y:a dany ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = V

olur. Sirasiyla diger noktalarin da € < 1 ve € = 2 komsuluklarin1 teskil edelim.

x=b,e<1

B,(b,&) = {y:b deny ye ulasilabiliyorsa} = {a, c,d}

x=b,es=2

B,(b,&) = {y:b den y ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = V

x=c,e<1

B,(c,e) = {y:c deny ye ulasilabiliyorsa} = {d}
X=cC, =2
B,(c, &) = {y:c den y ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = V

x=d,e<1

B,(d, &) = {y:d deny ye ulasilabiliyorsa} = @
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x=d,e=2
B,(d,e) = {y:d deny ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = V

elde edilir. Bu komsuluklar yardimiyla elde edilen taban tarafindan dogrulan topoloji
7, = {V,0.{a,c,d}, {c,d},{d}}

seklindedir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Diigiimden Graf ve Dual Grafin Elde Edilisi

Digiimlerin regiiler izdiisiimleri 2-boyutlu S kiiresini her biri agik bir diske
homeomorf bolgelere boler. Bu bolgeler siyah-beyaz, tarali-tarali olmayan ya da ig-dis
diye bolgelere ayrilir. En digta bulunan bolgeden baslayarak bolgeler ya siyah ya da
beyaz ile renklendirilir. Aslinda komsu boélgeler ayni renk olmayacak sekilde yani bir
kenarin her iki yanindaki renkler ayn1 olmayacak sekilde bolgeler renklendirilir. Sonra
her bir beyaz bolge iginde noktalar segilir. Bu noktalara beyaz bolgelerin merkezleri
denir. Eger iki beyaz bolge ortak gecite sahipseler o zaman bu beyaz bolgelerin iki
merkezi kenarlar vasitasiyla birlestirilir. Her bir kenar sirasiyla bir ortak gecite karsilik
gelir. Boylece diizlemsel graf elde edilir. Daha sonra her bir siyah bolge i¢inden
noktalar secilir. Eger iki siyah bolge ortak gecite sahipseler o zaman bu beyaz
bolgelerin iki merkezi kenarlar vasitasiyla birlestirilir. Her bir kenar sirastyla bir ortak
gecite karsilik gelir. Bu yolla diizlemsel dual graf elde edilir. Ornegin trefoil

diigiimiinde en distaki (sinirsiz) bolgeyi siyah ile renklendirelim Sekil 3.1.

Sekil 3.1. Trefoil diiglimiin regiiler izdiigiimii

Renklendirme isleminden sonra beyaz bdlgeleri iki merkezi kenar vasitasiyla
birlestirdigimizde trefoil diigiimden diizlemsel graf Sekil 3.2(a) elde edilir (Leung
2008). Daha sonra her iki siyah bolge igcinden noktalar secip bu bdlgeleri iki merkezi
kenarlar vasitasiyla birlestirdigimizde diizlemsel dual graf Sekil 3.2(b) elde edilir (Lien
ve Watkins 2000).
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(a) (b)
Sekil 3.2. Graf ve dual graf

3.2. Graftan Digrafin Elde Edilisi

Digiim graflarinin bitopolojilerini bulmak igin yonlendirilmis grafa yani digrafa

ithtiya¢ duyulmaktadir. Bu boliimde digrafin nasil elde edildigine aciklik getirelim.

Sekil 3.3’de gortldigii gibi; trefoil digiimii, gecit bolgelerinde sirasiyla, sag

yonlendirme veya sol yonlendirmeye bagli olarak + veya — isareti alir.

P S N

Sekil 3.3. Diigiim gegitleri

Ornegin se¢mis oldugumuz trefoil diigiimiinde sag-el yonlendirmesiyle bu

diigiime ait grafin kenarlarin1 + ile isaretleyip isaretlenmis graf elde ederiz(Sekil 3.4).

Sekil 3.4. Isaretlenmis graf
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Grafin isaretini belirledikten sonra geriye kalan dual graf ise bu graf isaretin tersi

olacaktir. Dikkat edilmelidir ki dual grafin isareti, grafin isaretinin zittidir(Sekil 3.5).

Sekil 3.5. Isaretlenmis dual graf

Elde ettigimiz isaretlenmis graf ve isaretlenmis dual grafin yonlendirmesi ise;
Sekil 3.6 daki gibi graf tizerindeki isaret + ise yonlendirme saga dogru, isaret — ise

yonlendirme sola dogru secilmelidir.

) {

Sekil 3.6. Isaretlerin yonlendirmesi

Boylece sirasiyla elde ettigimiz digraf ve yonlendirilmis dual digraf Sekil 3.7 de

gosterilmistir.

Sekil 3.7. Digraf ve dual digraf

Son olarakta digraflarin koselerini dogal sayilar veya harflerle etiketlersek Sekil

3.8 deki gibi bitopolojileri bulunmaya hazir hale gelmis olur.
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Sekil 3.8. Etiketlenmis digraf ve dual digraf

3.3. Digraf ile Eslenen Bitopolojinin Bulunmasi

Bu boliimde elde ettigimiz digraflarin bitopolojilerini nasil bulacagimizi

aciklayalim. Bunun icin asagida kabul ettigimiz kurallari sirasiyla uygulayalim.

1. Once diigiimiin graf ve dual grafi ¢izilir.

2. Graflardaki dongii (cycle) de yonler zit olacak sekilde baslangi¢ noktasi(start
point) segilir.

3. Saat yoniinde her kenardan bir kere gecilir.

4. Start-stop noktalar1 ayni1 olamaz, bitisiktir.

5. Olusan dongiilerde Sekil 3.9.(a), 3.10(a) yapilacak bozma islemleri (graf
hareketlerinin 4.sii) Sekil 3.9(b), 3.10.(b) asagidaki gibidir.

i) Cycle bozmas:

.—>—® o—>—o—>—(‘;':)

a b c a b g c

(a) (b)
Sekil 3.9 Cycle bozmasi

Burada £2¢; b — ¢ kenarinda yapilan 1 tane bozmayi gosteriyor.
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i) Uggen bozmast:

——
el b c

(a) (b)
Sekil 3.10. U¢gen bozmasi

6) Ilk tercih digraftan bitopoloji bulunmasidir. 4. madde saglanmryor veya bozma
yaptiktan sonra dongii bozulmuyorsa (start-stop ayni nokta oluyorsa) dual
grafa bakilir. Ciinkii dongii olusunca quasi-pseudo metrik hep indiskret topoloji
olusturur. Yani indiskret topolojiye sahip olan diigiimler gemberdir.

Ornegin; Trefoil diigiimiin Sekil 3.11 de digrafinin bitopolojisini bulalim.

-
sl

1 3
Sekil 3.11. Trefoil diigiim digrafi

Sekildeki digrafin yonlendirmedeki baslangic ve bitis noktast aynidir. Yani
diigiim digraf notasyonundaki 4. maddeye gore bu durum istenmeyen durumdur. Digraf
bu haliyle asagida gosterildigi tizere indiskret topoloji olusturur.

Oncelikle p metrigini kullanarak komsuluklar yardimiyla asagidaki islemleri

yaparak t; topolojisini bulalim.

_ (0, y den x e ulastlabiliyorsa
px,y) = {1, aksi durumda
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olmak tizere Bp(x,€) = {y:p(x,y) < €} komsuluklarini teskil edelim. Sirasiyla herbir

noktanin € < 1 ve € = 2 i¢in komsuluklarin elde edelim.
x=1e<1igin
Bp(1,¢) = {y:yden 1 e ulasilabiliyorsa} = X
€= 2i¢in
Bp(1,¢) = {y:y den 1 e ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = X
x=2,e<1igin
Bp(2,¢) = {y:y den 2 ye ulasilabiliyorsa} = X

€ = 2i¢in

Bp(2,¢) = {y:y den 2 ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = X
x =3,e<1igin
Bp(3,¢) = {y:y den 3 e ulasilabiliyorsa} = X
€ =2i¢in
Bp(3,¢) = {y:y den 3 e ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = X
bulunur. Bu komsuluklarin dogurdugu topoloji
7, = {X, 0}
olur.

Simdi ise ¢ metrigini kullanarak komsuluklar yardimiyla 7, topolojisini bulalim.

_ (0, x den y ye ulastlabiliyorsa
q(xy) = {1, aksi durumda
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olmak tizere B,(x, e) = {y: q(x,y) < €} komsuluklarmi teskil edelim. Sirasiyla her bir

noktanin € < 1 ve &€ = 2 i¢in komsuluklarini elde edelim.
x=1,e<1igin
B,(1,¢) = {y:1deny ye ulasilabiliyorsa} = X
€ = 2i¢in
B,(1,¢) = {y:1deny ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = X
x=2,e<1igin
B,(2,¢) = {y:2 deny ye ulasilabiliyorsa} = X
€ = 2i¢in
B,(2,¢) = {y: 2 deny ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = X

x =3,e<1igin
B,(3,¢) = {y:3 deny ye ulasilabiliyorsa} = X
€ =2i¢in
B,(3,¢) = {y:3 den y ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = X
bulunur. Bu komsuluklarin dogurdugu topoloji

Ty = {X, ®}

olur ve buradan
7, = {X, 0} ve 1, = {X, 0}

dir.
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7) Son olarak gizilen digraflardan p ve g metriklerine bagl olarak taban bulunur,

tabandan t, ve t, bitopolojileri bulunur.

Notasyon 3.3.1: Bu islemlerin tamamina digiim digraf notasyonu (knot digraph

notation) denir.

Simdi ise trefoil diigiimiin dual digrafin bitopolojisini hesaplayalim:

oF

Sekil 3.12. Dual digrafa yapilan cycle bozmasi

Oncelikle p metrigini kullanarak komsuluklar yardimiyla asagidaki islemleri

yaparak 7; topolojisini bulalim.

_ (0, y den x e ulastlabiliyorsa
p(x,y) = {1, aksi durumda

olmak tizere Bp(x,€) = {y:p(x,y) < €} komsuluklarini1 teskil edelim. Sirasiyla herbir

noktanin € < 1 ve € = 2 i¢in komsuluklarini elde edelim.
x=1,e<1igin
Bp(1,¢) = {y:y den 1 e ulasilabiliyorsa} = @
€ =21i¢in
Bp(1,¢) = {y:y den 1 e ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = X

x =2,¢<1i¢in

Bp(2,¢) = {y:y den 2 ye ulasilabiliyorsa} = {1}
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X =2,&=2i¢in
Bp(2,¢) = {y:y den 2 ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = X
x = e?, & < 1igin
Bp(ei? &) = {y:y den £I? ye ulasilabiliyorsa} = {1,2}
x = e? & = 2igin
Bp(ei?, ) = {y:y den 1? ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = X
bulunur. Bu komsuluklarin dogurdugu topoloji
T, ={X,0,{1},{1,2}}

olur. Simdi ise ¢ metrigini kullanarak komsuluklar yardimiyla 7, topolojisini bulalim.

_ (0, x den y ye ulastlabiliyorsa
q(xy) = {1, aksi durumda

olmak iizere B, (x, €) = {y: q(x,y) < &} komsuluklarini teskil edelim. Sirasiyla her bir

noktanin € < 1 ve € = 2 i¢in komsuluklarini elde edelim.

x=1e<1igin
B,(1,¢) = {y:1den y ye ulasilabiliyorsa} = {&{?, 2}
x=1&=21ig¢in
B,(1,¢) = {y:1deny ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = X
x=2,e<1igin
B,(2,€) = {y:2 den y ye ulasilabiliyorsa} = {&{*}

X =2,&=21i¢in
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B,(2,¢) = {y:2 deny ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = X
x = e}?, & < 1igin
B,(e? &) = {y:€{* den y ye ulasilabiliyorsa} = @
x = gf?, & = 2igin
B,(e1? €) = {y: £1* den y ye ulasilabiliyor veya ulasilamiyorsa} = X
bulunur. Bu komsuluklarin dogurdugu topoloji

Ty, = {X, Q): {2' 8112}1 {8112}}

olur ve buradan

7, = {X,0,{1},{1,2}} ve 7, = {X, 0, {2, 1%}, {¢]*}}

dir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. Baz1 Diigiimlerin Bitopolojilerinin Hesaplanmalari

Bu bolimde m = 3,4,...,10 ve n = 1,2,3 olmak iizere m,, diigiimlerinin, graf
veya dual graflarindan yararlanilarak olusturacagimiz digraflarin bitopolojilerini

hesaplayacagiz.

Asagida sirastyla diigimiin regiiler diyagrami, digraf, dual digraf ve bitopolojileri

verilmigtir.

34 diigiimii:

1 3

Sekil 4.1. 3; diigiimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Digraf, digiim digraf notasyonuna uymadigi igin dual digrafta bozma iglemi

yapilir.

Dual digrafa yapilan bozma islemi:

Sekil 4.2. Dual digrafa yapilan cycle bozma
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7, = {X,0,{1},{1,2}}
T, = {X,0,{2,61° }, {1 }}

4, diigiimii:

& f‘\i?‘\.
KD ’) 1 3 1 3
Sekil 4.3 4, diigiimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

4, diglimii ayna goriintiisiine sahip oldugu icin digrafi ile dual digrafi aynidir.

Digrafta yapilan bozma iglemi:

ol

Sekil 4.4 Digrafa yapilan tiggen bozma

11 = {X, ®' {1}, {1'2}' {1'2'3}}
T2 ={X,0,{23,6°},{3,&° },{el° }}
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5; diigiimii:

e

Sekil 4.5 5, diiglimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Digraf, diigiim digraf notasyonuna uymadigi i¢in dual digrafta bozma islemi

yapilir.

Dual digrafta yapilan bozma islemi:

Sekil 4.6 Dual digrafa yapilan cycle bozma

7, = {X,0,{1},{1,2}}

T, = {X,0,{2, &% &°} {e1”, "1}
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Sekil 4.7. 5, diigiimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Digrafa yapilan bozma islemi:

Sekil 4.8. Digrafa yapilan cycle bozma

7, = {X,0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4}}
TZ = {X, Q), {2;3;4‘; 8114}' {3'4' 8114}{4' 8114}1 {5114}}
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6, diugiimii:

HTL

Sekil 4.9. 6, diiglimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Digrafa yapilan bozma iglemi:

Sekil 4.10. Digrafa yapilan cycle bozma

7; = {X,0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}}

7, = {X,0,{2,3,4,5,¢1°},{3,4,5, £1°}{4,5, £1°}, {5, €1°}, {e1°}}
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Sekil 4.11. 6, diigiimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Digrafa yapilan bozma islemi:

Sekil 4.12. Digrafa yapilan tiggen bozma

T, = {X,0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4}}

7, = {X,0,{2,3,4,5},{3,4,5},{4,5}, {5}}

37



65 diigiimii:

Sekil 4.13. 65 digiimii, digrafi ve dual digrafi

65 diiglimii ayna goriintiisiine sahip oldugu i¢in digrafi ve dual digrafi aynidir.

Digrafa yapilan bozma islemi:

3

Sekil 4.14. Digrafa yapilan tiggen bozma

T = {X’ Q)’ {1}’ {1'2}' {1'2'3}}

T, = {X, Q); {2’3’4}' {3'4}' {4}}
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7, diigiimii:

HOe

Sekil 4.15. 7, diigiimiiniin regiiler diyagramu, digrafi ve dual digrafi

Digraf, diigiim digraf notasyonuna uymadigi i¢in dual digrafta bozma islemi
yapilir.

Dual digrafa yapilan bozma islemi:

LT

Sekil 4.16. Dual digrafa yapilan cycle bozma

7, = {X,0,{1},{1,2}}

7, ={X,0,{2, 51 ,82 '532} {51 '52 :332}}

39



7, diigiimii:

Sekil 4.17. 7, digiimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Digrafa yapilan bozma islemi:

4 3
Sekil 4.18. Digrafa yapilan cycle bozma

71 ={X,0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,5,6 }}

, ={X,0,{2,3,4,5,6,13},{3,4,5,6, c1°}{4,5,6, 16}, {5,6, £1¢}, {6, £1°}, {ei®}}

l\]
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75 diigiimii:

Sekil 4.19. 75 diigiimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Digraf, diigiim digraf notasyonuna uymadigi icin dual digrafta bozma islemi

yapilir.

Dual digrafa yapilan bozma islemi:

et

Sekil 4.20. Dual digrafa yapilan cycle bozma

7, = {X,0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4}}

7, = {X,0,{2,3,4, 1% 3%}, (3,4, e1*, 34}, {4, 1%, €343}, {e]*, 341}
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8, diigiimii:

Sekil 4.21. 8; diiglimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Digrafa yapilan bozma iglemi:

Sekil 4.22. Digrafa yapilan cycle bozma

71 = {X,0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6,7}}

7, = {X,0,{2,3,4,5,6,7,£1"},{3,4,5,6,7, 1 }{4,5,6,7, 17 },{5,6,7, &1},

{67,617}, {7,617} {e1"}}
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8, diigiimii:

7
& 1
5 2
3 2
4 3

Sekil 4.23. 8, diiglimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Digrafa yapilan bozma islemi:

4 3

Sekil 4.24. Digrafa yapilan tiggen bozma
n, = {X0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,5,6}}

7, = {X,0,{2,3,4,5,6,7},{3,4,5,6,7},{4,5,6,7},{5,6,7},{6,7}, {7}}
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83 dugiimii:

3 3

Sekil 4.25. 85 diigiimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

85 diigiimii ayna goriintiisiine sahip oldugu i¢in digrafi ve dual digrafi aynidir.

Digrafa yapilan bozma islemi:

Sekil 4.26. Digrafa yapilan cycle bozma
7; = {X,0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}}

7, = {X,0,{2,3,4,5,¢1° €3°},{3,4,5, 1>, £2°}, {4,5, £1°, £2°}, {5, e1°, £2°}, {12, €253}
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9, diigiimii:

Oe

Sekil 4.27. 9, diiglimiiniin regiiler diyagramu, digrafi ve dual digrafi

Digraf, diigim digraf notasyonuna uymadigi i¢in dual digrafta bozma islemi

yapilir.

Dual digrafa yapilan bozma islemi:

Sekil 4.28. Dual digrafa yapilan cycle bozma

T, ={X,0,{1},{1,2}}

T, ={X,0,{2 6% &% &% &3°} {&1”, &%, &5%, &7}
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9, diigiimii:

z
8 1
7
6
1 3
5 a

Sekil 4.29. 9, diigiimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Dual digrafa yapilan bozma islemi:

Sekil 4.30. Dual digrafa yapilan cycle bozma

1=

{X, 0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}, {1,2,3,4,5,6},}
{1,2,3,4,5,6,7},{1,2,3,4,5,6,7,8}

7, = {X,0,{2,3,4,5,6,7,8, £1%}, {3,4,5,6,7,8, £18}{4,5,6, 7,8, £18},{5,6,7,8, £18},

{6,7,8,1%},{7,8,£1}, {8, &%}, {1®}}
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9, diigiimii:

7
4 1
6
5 3
4 3 < 2

Sekil 4.31. 95 diigiimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Digraf, diigiim digraf notasyonuna uymadigi icin dual digrafta bozma islemi

yapilir.

Dual digrafa yapilan bozma islemi:

Sekil 4.32. Dual digrafa yapilan cycle bozma

7, ={X,0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4}}

7, = {X,0,{2,3,4, 51 :32 '534} {34, 51 '52 '534} {4, 51 '52 '334} {31 '32 '334}}
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10, diigiimii:

Sekil 4.33. 10, diigiimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Digrafa yapilan bozma iglemi:

Sekil 4.34. Digrafa yapilan cycle bozma

_ {Xp @F {1}F {1)2}1 {1)2)3}F {1)2I3I4}F {1I2I3I4I5}F {1F2’3’4’5’6}I {1I2I3I4I5I6I7}!}
1= {1,2,3,4,5,6,7,8},{1,2,3,4,5,6,7,8,9}

1, = {X,0,{2,3,4,5,6,7,8,9,£1°},{3,4,5,6,7,8,9, £1°}{4,5,6,7,8,9, £1°},{5,6,7,8,9, £;°},
{6J7F8F9F 8%9}) {7!8! 9I 8%9}’ {8I9l 8%9}, {9' 8%9}' {8119}}
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10, diigiimii:

5 4

Sekil 4.35. 10, digiimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Digrafa yapilan bozma islemi:

Sekil 4.36. Digrafa yapilan tiggen bozma

T, = {X; Q; {1}; {112}; {11213}' {1121314}' {112131415}; {1I2I3I4I5I6}J}
1= {1,2,3,4,5,6,7},{1,2,3,4,5,6,7,8}

o { X,0,{2,3,4,5,6,7,8,9},{3,4,5,6,7,8,9},{4,5,6,7,8,9}, {5,6,7,8,9}, {6,7,8,9},}
2 = {7,8,9}; {8F9}' {9}
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10, diigiimii:

3

Sekil 4.37. 105 digiimiiniin regiiler diyagrami, digrafi ve dual digrafi

Digrafa yapilan bozma iglemi:

Sekil 4.38. Digrafa yapilan cycle bozma

71 = {X,0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6,7}}

7, = {X,0,{2,3,4,5,6,7,¢17,537},{3,4,5,6,7,¢17,17},{4,5,6,7, 17, £37},
{567,617, 6373,{6,7, 617,637}, {7, 617, &2" 1 {e1”, 271}

Tamim 4.1.1: Diigiim digraf notasyonu ile elde edilen graflara bitopolojik diigiim

graflar denir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu boliimde Arastirma Bulgularinda yer verdigimiz m = 3,4, ...,10 ve n = 1,2,3
olmak tizere, m,, diigiimlerine karsilik gelen bitopolojileri siniflandirarak elde ettigimiz

sonuclar ve bu siniflandirma dogrultusunda elde edilen tablolar verilmistir.
Sonug 5.1: m,, m tek, m = 3 i¢in diiglimler
31,51, 714, 94,
Sonu¢ 5.2: my, m ¢ift, m > 4 i¢in diiglimler
44,64, 84,104, ...
Sonug 5.3: m,, m tek, m > 5 igin diigtimler
55,72,9,, ...
Sonu¢ 5.4: m,, m ¢ift, m > 6 i¢cin diiglimler
64, 85, 10,, ...
Sonug 5.5: m3, m tek, m > 7 igin diigtimler
73,93, ...
Sonug¢ 5.6: m3, m cift, m > 6 i¢in diiglimler
83,105, ...

Sonug¢ 5.7: m3, m ¢ift, m = 6 i¢in diiglimler

63
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seklinde smiflandirilir. Bu smiflandirma dogrultusunda asagidaki diiglim tablolar elde

edilir.

Cizelge 5.1. m; (mtek, m > 3) diigiimleri ve bitopolojileri

my (mtek, m > 3) Digraf ile eslenen bitopoloji

31
7, = {X,0,{1},{1,2}}

T, ={X,0,{2,&° }, {e1* }}

51
7, = {X,0,{1},{1,2}}
T, = {X,0,{2,&1%, 3%}, {e1%, £3%}
71
T, = {X,0,{1},{1,2}}
T, = {X,0,{2,&1%, 3%, 37}, {el?, 2%, €3%}}
m,y

={Xx,0,{1},{1,2}}

— 12 12 12
T, = {X,(Z),{Z,el LEYT, en 1},{81 ,82 ,en_l}
=z
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Cizelge 5.2. m; ( mift, m = 4 ) diigiimleri ve bitopolojileri

my; (mgift m>4 )

Digraf ile eslenen bitopoloji

44
Tl = {X, @, {1}1 {1'2}1 {1'2'3}}
T, = {X,0,{23,61°},(3,¢1* }, (c1° }}
6,
7, = {X,0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}}
7, = {X,0,{2,3,4,5,£1°},{3,4,5, €1°}, {4,5, 1°},
{5,€1°}, {e1°}}
81 3 {x, 0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}, {1,2,3,4,5,6},}
B {1,2,3,4,5,6,7}
7, = {X,0,{2,3,4,5,6,7,€7},{3,4,5,6,7, £17}{4,5,6, 7, £17},{5,6,7, €17},
(6,7,6173,{7,€17}, {11}

my

7, ={X,0,{1},{1,2},{1,2,3}, ..., {1,2,3, ..., m — 1}}

T, ={X,0,{234, .. m— 1™} (34,..,m— 1,1},
{4’ ey M = 1’ <"‘11”,'_1}' ey {m - zlm - 1; S%m_l}l

{m -1, gllm_l}' {Sllm_l}}
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Cizelge 5.3. m, (m tek, m = 5) diigiimleri ve bitopolojileri

m, (mtek m=>5) Digraf ile eslenen bitopoloji

5
2 T, = {X,0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4}}

T, = {X,0,{23,4,6"}, (34, &' }H4 &1} {e1"}}

7,
T, = {X, o, {1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4}, {1,2,3,4,5}, {1,2,3,4,5,6}}
T, = {X,0,{2,3,4,5,6, 16}, (3,4,5,6, 16 }{4,5,6, 16}, {5,6, £16},
{61}, {e1°1}
9,
—_ {X) @) {1}F {1P2}' {1I2I3}F {1)2)3)4}1 {112131415}1 {11213141516}1}
= {1,2,3,4,5,6,7},{1,2,3,4,5,6,7,8}
T, = {X,0,{2,3,4,5,6,7,8,£18},{3,4,5,6,7,8, £18}{4,5,6, 7,8, 18},
{5,6,7,8,£1%},{6,7,8,£18},{7,8,£{%}, {8, 1}, {{®}}
m;

7, ={X,0,{1},{1,2},..,{1,2,....m — 1}}

7, ={X0,{23,..,m—1,e™m1},(3,...,m—1,&m1}, .,

{m—2m—16Mm"}{m—1e™ 1} {e™ 1
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Cizelge 5.4. m, (m ¢ift, m = 6 ) diigiimleri ve bitopolojileri

m, (m gift, m > 6) Digraf ile eslenen bitopoloji

62 = {X,6,{1},{1,2},{1,2,3}, {1,2,3.4}}

Ty, = {X; ®; {2131415}' {3'4"5}1 {4"5}r {5}}

1=

82 T — {Xl ®l {1}1 {112}I {1I2I3}l {1'2’3'4}I {1'2'3’4’5}I}
{1I2I3l4’5'6}

T — {X) @I {2F3F4F5F6F7}I {3I4I5I6I7}’ {4I5I6I7}’ {5’6’7}I}
2 4 {6,7}, {7}

10, y {X, ®,{1},{1,2},{1,2,3}, {1,2,3,4}, {1,2,3,4,5}, {1,2,3,4,5,6},}
1= (1,2,3,4,5,6,7},{1,2,3,4,5,6,7,8}

T, = {XF @1 {2:3:4:5:6:7:8:9}1 {3F4’5’6’7’8’9}I {4r5r6r7r819};}
27 {5,6,7,8,9},{6,7,8,9},{7,8,9},{8,9}, {9}

71 ={X,0,{1},{1,2},...,{1,2,3,...,m — 2}}

T, ={X,0,{2,34, .., m—1}, {34, .., m — 1},
{4,...,m—1},..,{m—1}}
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Cizelge 5.5. m; (m tek, m > 7 ) diigiimleri ve bitopolojileri

ms(mtek, m=>7)

Digraf ile eslenen bitopoloji

73 7, = (X,0,(1}, (1,2}, {1,2,3},{1,2,3,4}}
1, = {X,0,{2,3,4, e1*, £33, (3,4, e1*, £34}, {4, €14, €343,
{51 :524}}

93

7, = {X, (D,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4}}

1, = {X,0,{2,3,4, 1%, 1%, €34}, (3,4, el*, €34, €143,
{4, 51 '52 '334} {51 '52 '534}}

mg3

71 ={X,0,{1},{1,2},{1,2,3}, {1,2,34}}

T, ={X,(Z) {234 et el4 . ,e&},{%} g14, 20k, ,e@},
3 3

14 _14 14
{4,81 , €2 ,...,£m+1},{£1 ,ex4, L. em+1}}
3
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Cizelge 5.6. m; (m ¢ift, m > 6) diiglimleri ve bitopolojileri

m3 (mgift, m > 6 )

Digraf ile eslenen bitopoloji

83
7, = {X,0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}}
7, = {X,0,{2,3,4,5 1%, €3°}, {3,4,5,¢1°, £3°}, {4,5, £1°, £3°},
{5,¢1°, €3°}, {e1°, £3°}}
103 Tl = {X' Q'{1}'{1'2}’{1'2'3}'{1l2I3I4}I{112131415}1{11213141516}'
{1,2,3,4,5,6,7}}
T, ={X,0,{2,3,4,5,67,¢l7,17},{3/4,5,6,7, 17,173, {4,5,6,7,£}7, €17},
{(5.6,7,¢17,€73,{6,7, e17, 3"}, {7, €17, 37}, {e1”, 37 1}
ms;

7 = {X,0,{1},{1,2},{1,2,..,m — 3}}

7, ={X,0,{2,3,m—3,&™m 3,33}, ..., {m—4,m—3,e™3, M3},

{m =367, ") {a" 7, ™R

Cizelge 5.7. m; (m ¢ift, m = 6) diigiimii ve bitopolojisi

63

7 = {X,0,{1},{1,2},{1,2,3}}

Ty, = {X, @; {2,3,4}' {3'4}' {4}}

*64 amphicerial olup tiggen bozmas1 yapilmistir.
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