JENTK g

A /\/f
,
5 P
= z
> )
S& o
> Ng

SABIT NOKTA VE DENGE PROBLEMLERININ ORTAK
COZUMLERI ICIN ITERATIF METOTLAR

Yiiksek Lisans Tezi

Muhammed Furkan OZDEMIR

Mart 2017



ERZURUM TEKNIK UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZI

SABIT NOKTA VE DENGE PROBLEMLERININ ORTAK
COZUMLERI ICIN ITERATIF METOTLAR

Muhammed Furkan OZDEMIR

Tez Damismani : Yrd. Dog. Dr. ibrahim KARAHAN

Matematik Anabilim Dah

Mart, 2017

ERZURUM

Her Hakki Sakhdir



T.C.
ERZURUM TEKNIiK UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

TEZ ONAY FORMU

SABIT NOKTA VE DENGE PROBLEMLERININ ORTAK
COZUMLERI iCIN iTERATIF METOTLAR

Yrd. Dog. Dr. Ibrahim KARAHAN damsmanliginda, Muhammed Furkan
OZDEMIR tarafindan hazirlanan bu galigma 27/03/2017 tarihinde asagidaki jiiri
tarafindan Matematik Ana Bilim Dali’nda Yiiksek Lisans Tezi olarak oybirligi ile

kabul edilmistir.

Bagkan : Prof. Dr. Hiiseyin AYDIN Imza :

Uye : Dog. Dr. Isa YILDIRIM Imza - M
Uye : Yrd. Dog. Dr. ibrahim KARAHAN Imza -

Yukaridaki sonucu onayliyorum

T. Arzu GORMEZ

Enstitii Miidiirii



ERZURUM TEKNIiK UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

ETIK KURALLARA UYGUNLUK BEYANI

ETU Lisansiisti Egitim ve Ogretim Yo6netmeliginin ilgili hiikiimleri uyarinca
Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “SABIT NOKTA VE DENGE
PROBLEMLERININ ORTAK COZUMLERI ICIN ITERATIF METOTLAR”
baslikl1 bu tezin kendi ¢alismam oldugunu, sundugum tiim sonug, dokiiman, bilgi
ve belgeleri bizzat ve bu tez ¢alismasi kapsaminda elde ettiimi, bu tez ¢calismasiyla
elde edilmeyen biitiin bilgi ve yorumlara atif yaptigimi ve bunlar1 kaynaklar
listesinde usuliine uygun olarak verdigimi, tez ¢aligmasi ve yazimi sirasinda patent
ve telif haklarini ihlal edici bir davranisimin olmadigini, bu tezin herhangi bir
boéliimiinii bu tiniversite veya diger bir tiniversitede baska bir tez ¢aligmasi i¢inde
sunmadigimi, bu tezin planlanmasindan yazimina kadar biitiin sathalarda bilimsel
etik kurallarina uygun olarak davrandigimi ve aksinin ortaya ¢ikmasi durumunda

her tiirlii yasal sonucu kabul edecegimi beyan ederim.

2770372017

—

L 4

Muhammed Furkan OZDEMIR



OZET

YUKSEK LISANS TEZI

SABIT NOKTA VE DENGE PROBLEMLERININ ORTAK
COZUMLERI ICIN ITERATIF METOTLAR

Muhammed Furkan OZDEMIR

Erzurum Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisi

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Ibrahim KARAHAN

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinde literatiir bilgisi verilmis, ikinci
boliimde ise kullanilan temel tanim ve teoremler ifade edilmistir. Ugiincii boliimde sabit
nokta teorisinde kullanilan temel iterasyonlar, sabit nokta teorisi ile baglantili olan
minimizasyon ve varyasyonel esitsizlik problemleri ve bazi temel lemmalar yer
almaktadir. Dordiincii bolimiinde konveks fizibilite problemleri, parcali esitlik, denge ve
sabit nokta problemleri ile ilgili yapilan bazi ¢aligmalar derlenmistir. Son béliimde ise bu

calismalardan elde edilen sonuglar ifade edilmistir.

2017, 92 sayfa

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta, denge problemleri, varyasyonel esitsizlik, konveks

fizibilite problemleri, parcali esitlik problemleri



ABSTRACT

MASTER THESIS

ITERATIVE METHODS FOR COMMON SOLUTIONS OF FIXED POINT
PROBLEMS AND EQUILIBRIUM PROBLEMS

Muhammed Furkan OZDEMIR

Erzurum Technical University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Ibrahim KARAHAN

This thesis consists of five parts. Literature is given in the introduction and the basic
definitions and theorems are given in the second part. In the third part, there exist basic
iterations used in fixed point theory, minimization and variational inequality problems
associated with fixed point theory, and some basic lemmas. In the fourth part, some
studies about convex feasibility problems, split equality, equilibrium and fixed point
problems have been compiled. In the last section, the results obtained from these studies
are expressed.

2017, 92 pages

Anahtar Kelimeler: Fixed point, equilibrium problems, variational inequality, convex

feasibility problems, split equality problems



TESEKKUR

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum bu ¢alisma, Erzurum Teknik Universitesi Fen

Fakiiltesi Matematik Boliimii’nde hazirlanmuistir.

Bu calismada bana her tiirlii kolaylig1 saglayan, bilgi ve tecriibeleriyle beni
destekleyen ¢ok degerli hocam Saym Yrd. Dog. Dr. ibrahim KARAHAN’a en icten

dileklerimle tesekkiir eder saygilarimi sunarim.

Tezin hazirlanmast siirecinde degerli fikirlerinden yararlandigim Atatiirk
Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliim Baskani Prof. Dr. Murat OZDEMIR’e ve

Matematik Boliimii Ogretim Uyelerine tesekkiirlerimi sunarim.

Muhammed Furkan OZDEMIR

Mart 2017



ICINDEKILER

Sayfa

OZET oottt ettt st bbbttt I
ABSTRACT ...ttt ettt r e e bt e e st e s bt e be e st e b e e be e Rt e nre e neenteareenne e I
TESEKKUR ..ottt ettt s sttt n sttt en et s s s st as s seeas iii
ICINDEKILER ..ottt ettt sttt ettt ettt sttt en sttt n et iv
SIMGELER Ve KISITLAMALAR DIZINI ......cccooiiiiiiiniiiscsssseesseessen, v
L GIRIS oottt ettt 1
2. KURAMSAL TEMELLER ......ooiiiee e 3
2.1. Banach Uzay1 ve Hilbert UzZayl........ccccouvviiiiiiiiiiiciice e 3
2.2. Normlu Uzaylarda KompaKtliK.........cccoooiiiiiiiiii 8
2.3. Operatorler ve Bazi Ozel UZaylar ...........cccovcveiieviiisiiesiceesee e 10
2.4. Sabit Nokta Kavrami ve Bazi Dontisim Stiflart ........ccoooeeiiiiiiiiiicnicee 13
2.5. Baz1 Sabit NoKta TEOremIri......ccviiieiiierieiieiiesieeie e seeie e nae e 20
2.6. Metrik 1zdiiglim OPeratoril...........coeevivevrvrireriireresieseissese e 23

3. MATERYAL Ve YONTEM ..ottt 28
3.1, [terasyon YONTEMIETi........ccccvvviuiuirireiieieceese ettt 28
3.2. OZEl PrODICIET .....cocvvivcvevceceeeeeeteietetetetete ettt sttt st sttt et s s st s seseeas 32
3.3. Bazi Onemli LeMmalar .........c.ccco.cooceueveviiieieeieeeeecceeie e, 39

4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA ......ooiiiiiiiie s 42
4.1. Konveks Fizibilite Problemlerinin Céziimii I¢in Bir Viscosity Metod............... 42

4.2. Parcal1 Esitlik Genellestirilmis Karisik Denge Problemi i¢in Giiglii Ve Zayif
Yakinsama TeOremIETT ........cciuiiiiiiiiiiiieiie e 52

4.3. Operator Normlarindan Bagimsiz Olarak Pargali Esitlik Probleminin Coziimii 71

5. SONUC Ve ONERILER ......ocoiiiiiiiiicicieeee ettt 81
KAYNAKLAR ..ot e et et ee e et et et e et ee s e te et et et eneseeeeneeseeteeneneseeeneeeenees 87
OZGECMIS ..ottt ettt e et e ettt n e e 92



SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler Aciklama

Co Sifira yakinsayan dizilerin uzay1

loo Sinirh dizilerin uzayi

F(T) T doniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi

F T, ve T, doniisiimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi
X" X uzayinin normlu duali

Pc Metrik izdiisiim operatori

vf f nin gradyen operatorii

ac C kiimesinin sinir1

c° C kiimesinin i¢i

Nq(v) C kiimesinde taniml1 normal koni

VI(C,A) Varyasyonel esitsizlik

Q Varyasyonel esitsizligin ¢oziim kiimesi
Kisaltmalar

GMEP Genellestirilmis karisik denge problemi
SEMEP Parcal1 esitlik karigik denge problemi
SEGMEP Parcal1 esitlik genellestirilmis karisik denge problemi
SEP Parcali denge problemi

SEEP Pargal1 esitlik denge problemi

SECMP Parcali esitlik konveks minimizasyon problemi
SFP Parcali fizibilite problemi

SCMP Parcali konveks minimizasyon problemi



1. GIRIS

Sabit nokta teorisi modern matematigin en 6énemli konularindan biridir. Bu teori
analiz, topoloji ve geometrinin bir sentezidir. Ozel olarak sabit nokta teorisi matematik
miithendisligi, fizik, ekonomi, oyun teorisi, biyoloji ve kimya gibi bir¢cok alanda
uygulamasi olan bir teoridir. Bu alanda ilk ¢alismay1 1886 yilinda Poincare yapmuistir.
Ardindan, 1912 de Brouwer, f(x) =x denkleminin ¢6ziimii yani sabit noktanin
bulunmasi i¢in Brouwer sabit nokta teoremini ispatlamistir. Brouwer’in bu teoremi
Kakutani tarafindan genellestirilmistir. Ayni yillarda fonksiyonel analizin temel
teoremlerinden biri olan Banach sabit nokta teoremi ispatlanmistir. 1922 de Banach tam
metrik uzayda tanimli daraltan doniisiimlerin tek bir sabit noktaya sahip oldugunu
gostermistir. Browder, Schauder ve Caristi sabit nokta teoremleri dnemli sabit nokta

teoremlerinden bazilaridir.

Bilgisayar ve hizli hesaplama yazilimlarin ortaya ¢ikmasiyla sabit nokta teorisi yeni
bir boyut kazanmistir. Bu yeni ¢alisma alan1 uygulamali matematik, niimerik analiz ve
algoritma calismalarini ileri seviyeye tagimistir. Mann ve Ishikawa’nin ¢alismalarinin
ardindan sabit noktaya yaklagim ve iteratif dizilerin yakinsakliginin incelenmesi konulari
sabit nokta teorisine ivme kazandirmistir. Denklemlerin kesin bir sonuca sahip
olmadiklarinda yaklasik niimerik ¢6ziimler bulma ihtiyacindan dolay1 birgok yazar
tarafindan yaklasim yontemleri ile ilgili ¢esitli c¢alismalar yapilmigtir. Picard,
Krasnoselskij, Kirk, Noor ve S iterasyon yontemleri sabit noktaya yaklagmak igin

kullanilan temel iterasyonlardan bazilaridir.

Sabit nokta teorisi oyun teorisi, matematiksel ekonomi, optimizasyon teorisi,
yaklasim teorisi ve varyasyonel esitsizlikler gibi matematiksel bilimlerin c¢esitli
disiplinlerine uygulamasi olan disiplinler arasi bir teori olmasi agisindan da oldukca
onemlidir. Yine ekonominin temel konularindan biri olan denge problemleri de bu teori
ile baglantihidir. Denge problemleri optimizasyon ve varyasyonel esitsizlik
problemlerinin genellestirmesi olarak Blum ve Oettli tarafindan verilmis ardindan da bir

cok yazar tarafindan ¢alisilmistir. Yine uygulamali matematigin merkezi konularindan



biri olan konveks fizibilite problemleri de denge problemlerinin 6zel bir halidir. Bu
problem, kapal1 konveks kiimelerin ortak noktalarini bulma, genislemeyen doniisiimlerin
ortak sabit noktalarini bulma, konveks fonksiyonlarin ortak minimumlarin1 bulma ve
varyasyonel esitsizlik sistemlerini ¢ozme gibi problemler ile formiilize edilebilir. Diger
taraftan pargali fizibilite ve pargali esitlik problemleri, konveks fizibilite problemlerinin
birer genellestirilmesidir. Bunlardan parcgali fizibilite problemleri medikal goriinti
onarimi ve faz alimi gibi alanlarda ortaya ¢ikan ters problemleri modelleme i¢in ilk olarak
Censor ve Elfing tarafindan tanimlanmis olup giiniimiizde bir¢ok matematikgi tarafindan

calisilmaktadir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ik bdliim olan giris boliimiinde tezde ¢alisilan
konularin literatiir bilgisi verilmis ikinci boliim olan kuramsal temeller boliimiinde ise
kullanilan temel tanim ve teoremler ifade edilmistir. Ugiincii bdliimde sabit nokta
teorisinde kullanilan temel iterasyonlar, sabit nokta teorisi ile baglantili olan
minimizasyon ve varyasyonel esitsizlik problemleri ve bazi temel lemmalar yer
almaktadir. Dordiincli boliim olan aragtirma bulgular1 boéliimiinde konveks fizibilite
problemleri, parcali esitlik, denge ve sabit nokta problemleri ile ilgili yapilan bazi
caligmalar derlenmistir. Son boliimde ise bu ¢alismalardan elde edilen sonuclar ifade

edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde 6ncelikle daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel tanimlar,

teoremler ve ¢alismamizda kullanacagimiz uzaylar hakkinda bilgi verecegiz.
2.1. Banach Uzayi ve Hilbert Uzayr

Tammm 2.1.1: Bir X lineer uzayinda |||: X » R* U {0}, x » ||x|| seklinde
tanimlanan fonksiyon her x,y € X ve her « € R i¢in
i) |lx|l =0 ve ||x]| =0 x =0,
i) lax|l = |alllx|| ve
i) lx +yll < llxll + [yl
sartlarin1 sagliyorsa ||-|| fonksiyonuna X de bir norm, (X, II. lI) ikilisine veya sadece X e

normlu uzay denir. x € X elemanimin normu ||x|| (veya ||x||x) ile gosterilir.

n-boyutlu R™ reel Euclid uzayinda bir x = (x4, ..., x,,) € R™ vektoriiniin normu

1

n 2
— 2
Il = { )
=1

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.1.2: (x,,), (X, ||'[lx) normlu uzayinda bir dizi olsun. Her ¢ > 0 ve n,m >
ny icin |[x, — xn|lx < € olacak sekilde € a bagh bir ny € N sayis1 varsa, (x,,) dizisine

Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.1.3: Asagida verilen 6nermeler dogrudur.

1) Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi sinirlidir.

i) Normlu uzaydaki her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.



iii) (x,) Cauchy dizisinin X normlu uzaymda x, € X elemanina yakinsayan bir
(xn, ) alt dizisi varsa, (x,,) Cauchy dizisi de x, a yakinsar.

iv) (x;,) ve (), X normlu uzayinda birer Cauchy dizisi ise, (x, + y,,) dizisi de
X de bir Cauchy dizisidir (Musayev ve Alp 2000).

Tamm 2.1.4: (X, |l.llx) bir normlu uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi

yakinsak ise X e tam normlu uzay veya Banach uzayi denir.

Tammm 2.1.5: X ve Y aym1 F cismi {izerinde iki lineer uzay1 ve Dy € X olsun.
T:Dy € X -» Y doniisimi Dy nin herbir elemanini Y nin yalniz bir elemanina karsilik
getiriyorsa, T ye D den'Y ye bir operator, Dy ye T operatoriiniin tamim Kiimesi, R(T) =

{y eY:y=T(x),x € Dr} kiimesine de T operatoriiniin goriintii kiimesi denir.

Tamim 2.1.6: X ve Y ayn1 F cismi (F = Rveya F = C) iizerinde iki lineer uzay ve

T:Dy € X = Y bir operator olmak {izere her x,y € Dy ve her a, § € F igin

T(ax + By) = aT (x) + BT (y)

sartin1 saglayan T Operatdriine lineer operator denir.

Tamim 2.1.7: D € X ve T: Dy — Y bir operator olsun. Eger her x € Dy i¢in
ITxlly < c llxllx

sartin1 saglayan bir ¢ > 0 sabit sayis1 varsa T operatoriine Dy lizerinde sinirhidir denir.

Eger Dy = X ise T operatoriine stmrhdir denir.

Yukaridaki esitsizligi saglayan c¢ > 0 sayilarimin infumumuna T:X — Y simirh

lineer operatoriiniin normu denir. Buna gore
|IT|| = inf{c > 0: x € Dy icin ||Tx|ly < c||x||x}
dir. Ayrica yukaridaki esitsizlik x # 0 i¢in

ITxlly

llxllx —




seklinde yazilabilir. Demek ki ¢, Dy — {0} kiimesi tizerinde yukaridaki esitsizligin sol
tarafinin supremumu kadar kiiglik olur. Bu esitsizlikte miimkiin olan en kiigiik ¢

degerine T operatdriiniin normu denir ve

ITxlly
IT|| = sup

XEDT [ES15%
X+0

ile gosterilir. X den Y ye tanimlanan biitlin sinirli ve lineer operatorlerin olusturdugu uzay

B(X,Y) ile gosterilir. Eger Y bir Banach uzay ise B(X,Y) uzay1 da bir Banach uzaydir.

Tamim 2.1.8: X lineer uzaymda tanimli skaler degerli fonksiyona fonksiyonel

denir. Eger f fonksiyoneli ayn1 zamanda lineer ise f ye lineer fonksiyonel denir.

Tanmm 2.1.90 X normlu uzayr iizerinde tanimli biitiin lineer ve siirekli
fonksiyonellerden olusan uzaya X vektor uzayinin dual uzayi denir ve X* ile gosterilir.
Bu X* dual uzay1 f,g € X* ve c € F i¢in (f + g)(x) = f(x) + g(x) (toplama) ve
(cf)(x) = cf (x) (skalerle ¢arpma) islemleri ile bir vektor uzayidir. Bu uzayda bir f €

X* elemanin normu

@)l
Ifllx- = sup7——
Hhe = S0 Tl

olarak tanimlanir. (X*, ||-|| x+) bir Banach uzayidir.

Tanmmm 2.1.10: X* normlu uzayinin duali olan X** = (X*)* vektoér uzaymna X
uzayinin ikinci duali denir. X** ikinci dual uzay1 da bir Banach uzayidir. Sabit bir x € X
eleman1 ve f € X* i¢in g:X* - F, f = g,.(f) = f(x) seklinde bir g, fonksiyoneli
tanimlayalim. Her x € X elemanina bir tek sinirli lineer fonksiyonel karsilik geleceginden
T:X - X, x > T(x) = g.(f) seklinde bir doniigim tanimlanabilir. Bu doniigiime
kanonik doniisiim adi verilir. Eger bu doniisiim {izerine ise X uzayina yansimah uzay

ad1 verilir. X yansimali bir uzay ise X = X** dir.



Teorem 2.1.11: X Banach uzay1 yansimali uzay ise her alt uzay1 da yansimalidir

(Musayev ve Alp 2000).

Tamm 2.1.12: (X, ||-||x) normlu uzay ve (x,,) de X de bir dizi olmak {izere

lim [[x;, — xollx =0
n—->00

olacak sekilde bir x, € X elemani varsa, (x,,) dizisi x, a giiclii yakinsiyor denir ve x,, —

X ile gosterilir.

Tanmim 2.1.13: (X, ||-||x) normlu uzay ve (x;,) de X de bir dizi olmak iizere her f €
X* icin
lim f(xa) = f(x)

olacak sekilde bir x, € X eleman1 varsa (x,,) dizisi x, a zayif yakinsiyor denir ve x,, —

X, ile gosterilir.

Teorem 2.1.14: (x,), X normlu uzayinda bir dizi ve x, € X olmak lizere

i) (xy,) dizisi x, a zayif yakinsak ise yakinsadig1 x, tektir.

i) (x,) dizisi x, a zayif yakinsak ise (||x,||x) dizisi sinirlidir.

iii) (x,) dizisi x, a zayif yakinsak ise (x,,) dizisinin her alt dizisi de x, a zayif
yakinsaktir.

iv) (x,) dizisi x, a gii¢lii yakinsak ise (x,,) dizisi x, a zayif yakinsak olur. Bunun
tersi genel olarak dogru degildir.

V) BoyX < o ise (x,,) dizisinin x, a giiclii yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
sart (x,) dizisinin x, a zayif yakinsamasidir. Yani sonlu boyutlu uzaylarda
zaylf yakinsaklik ile gii¢lii yakinsaklik tanimlar1 ¢akisir (Musayev ve Alp
2000).

Teorem 2.1.15: (x,) dizisi X yansimali Banach uzayinda sinirlt bir dizi ise bu

dizinin X de giiglii yakinsak bir alt dizisi vardir (Wang 2002).



Tamm 2.1.16: X normlu bir uzay ve X in bir K (K c X) alt kiimesi verilsin. Eger
K nin elemanlarindan olusan her bir (x,,) dizisinin yakinsadigi deger, X uzaymin bir

eleman ise K kiimesine X uzayinda yogundur denir.

Tamim 2.1.17: Bir X normlu uzayinin sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa, X e

ayrilabilir uzay denir.

Teorem 2.1.18: X ayrilabilir yansimali bir Banach uzay ve (x,), X*da smirlt bir

dizi ise bu dizi X* da zayif yakinsak bir alt diziye sahiptir (Wang 2002).

Tamm 2.1.19: X, F cismi iizerinde bir lineer uzay olmak tizere (-,') : X X X =» F

fonksiyonu her x,y € X ve a € F igin
i) (x,x)=0ve (x,x)=0=x=0
i) (x,y) = (y,x) (¢, c € Cnin eslenegidir)
i) (ax,y) = alx,y)
iv) (x+y,2)=(x,2)+(y, 2)

sartlarini sagliyorsa (") ye X de bir i¢ carpim ve (X, (-,+)) ikilisine de i¢ ¢carpim uzay adi

verilir. F = R olmasi1 durumunda ii) 6zelligi (x, y) = (y, x) seklindedir.

(X, (-,")) i¢ carpim uzayinda bir x vektoriiniin normu

1
lIxllx = (x,x)2

seklinde tanimlanir.

Ozel olarak n-buyutlu R"™ reel Euclid uzaymdaki x = (xq,..,X,)vey =
(1, --» V) vektorlerinin i¢ carpimi

n

(x,y) = Z Xy

j=1

seklinde tanimlanir.



Tamim 2.1.20: (X, (-,)) i¢ ¢arpim uzay1 bir Banach uzay ise, bu uzaya Hilbert

uzayi denir.
Bundan sonraki boliimlerde Hilbert uzaymi H ile gosterecegiz.
2.2. Normlu Uzaylarda Kompakthk

Tamim 2.2.1: X normlu bir uzayda agik kiimelerin bir smifi D = (D;);¢; olmak
lizere bir K c X alt kiimesi i¢in K € U j¢; D; oluyorsa D sinifina K nin acik bir ortiisii
denir. Eger J, c J sonlu ve K c Ujgj, D; ise Dy = Uj¢, D; smifina K nin sonlu alt
ortiisii denir. K kiimesini 6rten D smifinin her kiimesinin ¢ap1 bir € > 0 dan biiyiik

degilse, D ortiisiine K nin & ortiisii denir (Musayev ve Alp 2000).

Tammm 2.2.2: X normlu uzay ve K c X olmak iizere K kiimesinin her agik
oOrtlisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa K kiimesine X uzayimda kompakt bir kiime denir.
Eger K kiimesinin K kapanisi X uzayinda kompakt bir kiime ise K kiimesine X uzayinda
bir 6n-kompakt kiime denir. X kompakt (6n-kompakt) bir kiime ise X ¢ kompakt (6n-

kompakt) normlu uzay denir.

Tamm 2.2.3: X normlu uzay ve K, X in bir alt kiimesi olmak tizere K daki her
dizinin limiti yine K da olan yakinsak bir alt dizisi varsa K kiimesine X de dizisel
kompakt kiime denir. Eger K nin K Kapanis1 X de dizisel kompakt kiime ise K ya X de
dizisel 6n-kompakt kiime adi verilir. X dizisel kompakt (dizisel 6n-kompakt) bir kiime

ise bu uzaya dizisel kompakt (dizisel 6n-kompakt) normlu uzay denir.

Bu tanima gore X de dizisel kompakt bir K c X alt kiimesi i¢inde alinan herhangi
bir (x,) dizisinin bir x € K noktasina yakinsayan bir (xy, ) alt dizisi vardir. Bu x € K
herhangi bir (x,) dizisinin bir x € K limit noktas1 varsa, (x,) dizisinin bu x noktasina

yakinsayan bir (x,,) alt dizisi bulunabilir.



Teorem 2.2.4 (Heine-Borel teoremi): K c R nin kompakt olmasi i¢in gerek ve

yeter sart K kiimesinin kapali ve sinirli olmasidir (Wang 2002).

Heine-Borel teoreminden, R igindeki her kompakt kiimenin R i¢inde kapali ve
sinirlt oldugunu sdyleyebiliriz. Ayrica R de bir kiimenin kompakt olmasi i¢in gerek ve
yeter sart bu kiimenin kapal1 ve sinirli olmasidir. Fakat sonsuz boyutlu Banach uzaylarda

kapalilik ve sinirlilik kosulu kompaktlik i¢in gereklidir ancak yeterli degildir.

Lemma 2.2.5: X normlu uzay ve K c X olmak iizere K kiimesi X de kompakt bir

kiime ise K kiimesi X de dizisel kompakttir (Musayev ve Alp 2000).

Tamm 2.2.6: (X, ||]|x) normlu bir uzay, x, € X ve r > 0 olmak iizere
Br(xo) = {x € X:|lx — xollx <7}
kiimesine xo merkezli ve r yaricaph a¢ik yuvar,
B.(x9) = {x € X:|lx — xollx < 7}
kiimesine xo merkezli ve r yaricaph kapah yuvar,
Sr(x0) = {x € X:|lx — xollx = 7}

kiimesine xo merkezli ve r yaricaph yuvar yiizeyi denir.

llerleyen boliimlerde X normlu uzaymin agik birim yuvarini By, kapali birim

yuvarini By ve birim yuvar yiizeyini de Sy ile gdsterecegiz.

Tammm 2.2.7: X normlu uzay ve K c X olmak lizere eger her ¢ > 0 igin K
kiimesinin sonlu sayida agik yuvarlardan olusan e-ortiisii varsa K ya X de tamamen

sinirh bir kiime denir.

Teorem 2.2.8: X Banach uzayr ve K c X olmak tlizere K kiimesinin X de On-

kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart K kiimesinin X de tamamen smirli olmasidir

(Musayev ve Alp 2000).



Teorem 2.2.8 den kapali bir kiimenin tamamen sinirli bir kiime olmasi igin gerek
ve yeter sart bu kiimenin kompakt olmasidir. Béylece sonlu boyutlu uzaylarda dogru olan
"kapalilik + sinirlilik = kompaktlik" 6zelligi yerine sonsuz boyutlu uzaylarda "kapalilik

+ tamamen sinirlilik = kompaktlik" 6zelligi ortaya ¢ikmaktadir.

Tamm 2.2.9: X Banach uzay1 ve K c X alt kiimesi verilsin. Eger K igindeki her
sonsuz (x,,) dizisinin bir x € K noktasina zayif yakinsayan bir alt dizisi varsa K ya X de

zayif kompakt (veya dizisel zayif kompakt) kiime denir.

Teorem 2.2.10: X Banach uzaymnin zayif kompakt her kiimesi sinirlidir (Willem
1996).

2.3. Operatorler ve Baz1 Ozel Uzaylar

Tamim 2.3.1: X ve Y normlu uzaylar, T: X = Y bir operatér, (x,) € X dizisi ve

Xo € X elemani verilsin. Eger, n — oo iken
”xn - xO”X —0 (xn - xo)

oldugunda

IT () = Txe)lly > 0 ((Tx) = T(xo))

oluyorsa T operatoriine x, noktasinda siireklidir (veya dizisel siireklidir) denir. Lineer

operatorler i¢in sinirlilik ve stireklilik kavramlart denktir. Lineer olmayan operatorler i¢in

bu ifade gecerli degildir (Willem 1996).

Tammm 2.3.2: T: X — Y operator ve x, € X olmak iizere X de x, = x, olacak

sekilde bir (x,,) dizisi verilsin. Eger

i) n-oooiken Y de T(x,) = T(xy) ise T operatoriine x, noktasinda zayif
sureklidir
ii) n—- oo ikenY de T(x,) = T (x,) ise T operatoriine x, noktasinda giiclii

siireklidir denir.
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Norma gore giiglii yakinsak olan bir T operatorii ayn1 zamanda zayif yakinsak
oldugundan T operatorii gii¢lii siirekli ise ayni zamanda stireklidir. Bu nedenle giiglii

stireklilik kavramu siireklilikten daha giiclii bir kavramdir.

Tamim 2.3.3: f: X = R bir fonksiyonel ve x, € X elemani i¢in x,, = x, olacak

sekilde (x,) c X dizisi verilsin. Eger
f(xo) < liminf f(x,)
n—->oo

sart1 saglaniyorsa, f fonksiyoneline x, € X noktasinda alttan yari-siireklidir denir. Eger
yukaridaki esitsizlik x,, = x, olacak sekilde (x,) € X dizisi i¢in saglaniyorsa,

f fonksiyoneline x, € X noktasinda alttan zayif yari-siireklidir denir.

Tamim 2.3.4: f: X — R bir fonksiyonel ve x, € X eleman: i¢in x,, = x, olacak

sekilde (x,) < X dizisi verilsin. Eger

limsup f(x,) < f(x)

n—oo

sart1 saglaniyorsa, f fonksiyoneline x, € X noktasinda iistten yari-siireklidir denir.
Eger yukaridaki esitsizlik x,, = x, olacak sekilde (x,) < X dizisi igin saglaniyorsa, f

fonksiyoneline x, € X noktasinda iistten zayif yari-siireklidir denir.

f fonksiyoneli x, € X noktasinda siirekli ise bu noktada alttan ve iistten yari-
stireklidir. Eger f fonksiyoneli x, € X noktasinda zay1f siirekli ise bu durumda f, x, €

X noktasinda alttan ve tistten zay1f yari-stireklidir.

Tammm 2.3.5: X, Y iki Banach uzay ve T: X — Y lineer operatér olmak iizere T
operatorii X uzaymin her smirli kiimesini Y uzaymin bir 6n kompakt kiimesine
dontistiiriiyorsa, T ye kompakt lineer operator (tamamen siirekli lineer operator)

denir.

Tammm 2.3.6: K, bir X Banach uzaymin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve

T:K — K bir doniisiim olsun. K daki (x,,) dizisi x* a zayif ve (Tx,,) dizisi p ye giigli
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yakinsadiginda Tx* = p oluyorsa T doniistimiine p de demi-kapahdir denir. I, X in
Ozdes operatorii olmak tlizere K daki her (x,,) smirh dizisi i¢in ((I — T )x,,) nin gii¢lii

yakinsak bir alt dizisi varsa, T ye demi-kompakttir denir (Goebel ve Kirk 1990).

Tamim 2.3.7 (Opial Sarti): Bir X Banach uzayinda x,, = x zayif yakinsamasi her

y # x i¢in

limsup||x,, — x|| <limsup||x,, — yll

n—-oo n—-oo

olmasini gerektiriyorsa, bu durumda X uzayi Opial sartini saglar denir (Opial 1967).

Bu esitsizlikte “<” yerine “<” alinirsa zay1f Opial sart1 olarak adlandirilan sart elde

edilir.

Ornek 2.3.8: Her Hilbert uzay: Opial sartin1 saglar. Yani bir H Hilbert uzayinda

(x,,) dizisi x € H noktasina zayif yakinsak ise her y € H ve y # x i¢in

limsup||x,, — x|| <limsup]|x,, — y|l

n-oo n-oo
dir. Her zayif yakinsak dizi sinirl oldugundan limsup,,_, ||x, — x|| ve limsup,,_, || %, —
y|| sonludur.

It = Y112 =l = 2+ 2= Y112 =l = 2112 + llx = Y11 + 2, = x,2 = y)
oldugundan

limsup||x,, — ¥||? > limsup||x,, — x]|?

n—-oo n—-oo

elde edilir.

Tamm 2.3.9: X, Y iki Banach uzay, f: X — Y bir operatér ve x € X olmak iizere
her h € X igin

i G+t — FOly
1m

t—0 t

=T, ()
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olacak sekilde bir T € L(X,Y) sinirh lineer operatorii varsa f ye x € X noktasinda ve h
yoniinde Géteaux diferansiyellenebilirdir denir.T ye f nin x € X noktasindaki
Géteaux tiirevi adi verilir. Eger bu esitlik her x € X icin saglanirsa, f operatoriine

Gateaux diferansiyellenebilirdir denir (Schechter 2007).

Tamm 2.3.10: X, Y iki Banach uzay, f: X — Y bir operator ve x € X olmak tizere
her h € X i¢in

If & +h) — ) —TeMly _

h=0 lIAllx

0

olacak sekilde bir T € L(X,Y) sinirhi lineer operatdrii varsa, f operatoriine x € X
noktasinda Fréchet diferansiyellenebilir denir. T operatorine de f nin x € X
noktasindaki Fréchet tiirevi denir. Eger yukaridaki esitlik her x € X i¢in saglanirsa f
operatoriine Fréchet diferansiyellenebilir denir (Papageorgiou ve Kyritsi-Yiallourou
2009).

Teorem 2.3.11: Eger f: X — Y operatorii x € X de Fréchet diferansiyellenebilirse
f operatorii x € X de siireklidir (Papageorgiou ve Kyritsi-Yiallourou 2009).

Teorem 2.3.12: Eger f: X — Y fonksiyonelinin X de Gateaux tiirevi siirekli ise bu
durumda f fonksiyoneli Fréchet diferansiyellenebilirdir ve f € C1(X,Y) dir (Willem
1996).

Yukaridaki teoremin tersi her zaman dogru degildir.

2.4. Sabit Nokta Kavrami ve Bazi Doniisiim Siniflar:

Bu baglik altinda sabit nokta kavrami1 ve bazi 6zel doniisiim siniflarini verecegiz.

Tamm 2.4.1: X bos olmayan bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniisiim olsun.
Eger Tx = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T nin sabit noktas1 denir
(Agarwal vd. 2007).
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O halde Tx = x denkleminin ¢oziimleri T nin sabit noktalaridir. T nin sabit
noktalarinin kiimesi F (T) ile gosterilir. Yani F(T) = {x € X: Tx = x} dir. Ozel olarak
T:R - R, y = Tx fonksiyonunun grafigi ile y = x dogrusunun kesisme noktalarinin

apsisleri T nin sabit noktalaridir. Asagidaki sekle gore T nin ii¢ sabit noktas vardir.

Sekil 2.1

Asagida baz1 doniisiimlerin sabit noktalariyla ilgili 6rnekler verilmistir.

Ornek 2.4.2: i) X # @ olmak iizere I: X — X 6zdes doniisiimii i¢in X in her bir

noktas1 bir sabit noktadir.

i) X=R olmak iizere T:X > X, Tx= x>—3x*—x3+3x2-5x+18

fonksiyonunun sabit noktalarinin kiimesi F(T) = {—\/§, V3, 3} dir.

i) X =R ve Y = R" olmak fizere herhangi bir T: X — Y doniisiimiiniin sabit

noktas1 yoktur.

iv) X = R olmak iizere T:X - X, Tx = e* ve Y = R olmak ilizere G:Y - Y,

Gx = In x fonksiyonlarinin sabit noktasi yoktur.
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Sekil 2.2

v) T:(0,1] - (0,1], Tx = sinx doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur. Bu doniisiim

icin x = 0 tek sabit nokta olabilirdi. Fakat 0 ¢ (0,1] dir.

X bos kiimeden farkli bir kiime ve T: X — X bir doniisiim olsun. Herhangi bir x €
X i¢in x in T altindaki n. iterasyonu T™x ile gosterilir ve T""1x = T(T™x) olarak

tanimlanir.

T:X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler yazilabilir.

i) Keyfibirn € Nigin F(T) c F(T™) dir.

i) Keyfi bir n € N igin F(T") = {x} ise, F(T) = {x} dir. Ancak bunun tersi
genelde dogru degildir. Ornegin, T:{a, b,c} - {a, b,c} doniisimii Ta = c,
Tb = b, Tc = a olarak tanimlanirsa, F(T?) = {a, b, ¢} oldugu halde F(T) =
{b} dir.

X bos kiimeden farkli bir kiime ve T, G: X — X herhangi iki doniisiim olsun. Eger

Tx = Gx = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T ve G nin ortak sabit noktas1
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denir. Bu doniisiimlerin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T) N F(G) ile gosterilir.

Asagida birden fazla doniisiimiin ortak sabit noktalartyla ilgili 6rnekler verilmistir.

Ornek 2.4.3: X = R olmak tizere T,G: X = X, Tx = x% + 2x — 2 ve Gx = x?% —
2x + 2 donitisiimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T) N F(G) = {1} dir.

y=T) V=Gt

Y

Sekil 2.3

Ornek 2.4.4: X = R olmak tizere T,G: X —» X, Tx = x — cosx Ve Gx = x — cotx

dontigiimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T) N F(G) = {(2k + 1) g: k e

Z} dir.
Tamim 2.4.5: (X, ||-]|) bir normlu uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun.
i) Herx,y € Xigin

ITx = Tyll < kllx = yli (2.1)

olacak sekilde bir k > 0 sabit sayis1 varsa T ye Lipschitzian doniisiim denir.
(2.1) esitsizligine Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kii¢iik k sayisina da

Lipschitz sabiti denir.

16



i) Eger (2.1) esitsizligi 0 < k < 1 olmasi halinde saglaniyorsa T ye daraltan

doniigiim veya biiziilme donilisiimii (contraction) denir.

iii) Herx,y € X ve x # y igin

ITx =Tyl <llx = yll
ise T ye kesin daraltan doniisiim (contractive) denir.

iv) Herx,y € X i¢in

ITx =Tyl < llx = yll

ise T ye genislemeyen doniisiim (nonexpansive) denir (Agarwal vd. 2009).

Lipschitz kosulunu saglayan her doniisiim diizgiin siirekli olup yukaridaki doniisiim
simiflart da diizglin siireklidir. Dolayisiyla eger T siirekli degilse, daraltan ve

genislemeyen doniisiim de olamaz.

Herhangi bir Banach uzayinda tanimli genislemeyen doniisiimlerin sabit
noktalarinin mevcut olmasi gerekmez. Bunun i¢in ya uzay iizerine ya da doniisiim lizerine

bazi ek kosullar konulmasi gereklidir.

Tamim 2.4.6: H bir Hilbert uzayi, T bu uzayda D(T) tanim ve R(T) goriinti

kiimelerine sahip lineer olmayan bir doniigiim olsun.
i) Herx,y € D(T) i¢in
(Tx —Ty,x —y) =0
esitsizligi saglaniyorsa T ye monoton doniisiim denir.
ii) Herx,y € D(T)vex # y igin

(Tx —Ty,x—y)>0
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i)

esitsizligi saglaniyorsa T ye kesin monoton doniisiim denir.
Her x,y € D(T) ve x # y igin
(Tx — Ty, x —y) = nllx — ylI?
olacak sekilde n > 0 sabiti varsa, T ye n-kuvvetli monoton doniisiim denir.
Her x,y € D(T) igin
(Tx —Ty,x —y) = v||Tx — Ty||?
olacak sekilde v > 0 sabiti varsa, T ye v-ters kuvvetli monoton doniistim

denir.

Bir T monoton doniisimiin G(T) grafigi baska bir monoton doniisiimiin
grafigi tarafindan icerilmiyorsa T ye maksimal monoton doniisiim denir

(Zeidler 1986).

Yukaridaki tanimdan her v-ters kuvvetli monoton doniisiimiin monoton ve -

Lipschitzian doéniisiim oldugu aciktir. Gergekten ters kuvvetli monoton doniisiimiin

tanimindan

oldugundan

dir.

1 1
ITx — Tyl|* < ;(Tx —Ty,x—y) < > ITx — Tyllllx — yll

1
ITx = Tyll < < llx =yl

Ornek 2.4.7: H = Rve K = [0,1] olmak iizere T: K — K déniisiimii

. +1
i) Tx = xT olarak tanimlanirsa

(rx =TG- =

dir. Bu halde T doniisiimii monotondur.
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i) Tx = 5x olarak tanimlanirsa
(Tx = Ty)(x —y) = 5(x — y)*
oldugundan her x,y € K ig¢in (Tx —Ty)(x —y) =5 yazlabilir. Dolayisiyla T

dontsimii 5-kuvvetli monotondur.

iii) Tx = 3x + 1 olarak tanimlanirsa bu doniisim g-ters kuvvetli monotondur.

Gergekten
(Tx = Ty)(x —y) = 3(x —¥)* = Iw(x — ¥)?
esitsizligi v = %igin saglanir.

Tamim 2.4.8: (Konveks Kiime): X bir vektor uzay ve C c X olsun. Her x,y € C
ve her 2 € (0,1) igin (1 — A)x + Ay € C ise C ye konveks kiime denir.

Tamim 2.4.9: H bir reel Hilbert uzay1 ve C de H nin bos olmayan kapali ve konveks

alt kiimesi olmak tizere T: C — C doniigiimii verilsin.

i) Herx,y € Cigin

ITx — Ty||? < (Tx — Ty, x — y)

ise T ye siki genislemeyendir (firmly nonexpansive) sdenir.

i) Herx,y € C igin
ITx = Tyll* < llx = ylI> + kll(x = Ty) = (y = TV

olacak sekilde bir k € [0,1) sabiti varsa T ye x-kesin pseudocontractivdir
denir. Bu doniisiim smifi Brower ve Petryshyn tarafindan teskil edilmistir.

Her genislemeyen doniisiimiin 0-kesin pseudocontraction oldugu agiktir.

Tanmim 2.4.10: X bir lineer uzay ve f: X — R bir doniisiim olsun.

i) Herx,y e Xvele€][0,1]i¢in
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fOAx+ (1 =Dy) SAf () + A= Df ()

esitsizligi saglaniyorsa f ye konveks dontisiim denir.
i) Herx,yeX,x+#yveae€ (0,1)igin
fOx+ A =Dy) <Af(x) + A =Df ()
esitsizligi saglaniyorsa f ye kesin konveks doniisiim denir.
iii) Herx,y € Xve 1 €[0,1] igin
FQx+ (1= DY) S () + (1~ DFG) ~ 5021 = Dllx ~ I
esitsizligi saglanacak sekilde bir @ > 0 sayis1 varsa f ye kuvvetli konveks
dontisiim denir (Cegielski 2012).

2.5. Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Daraltan, kesin daraltan, genislemeyen ve Lipschitzian doniisiimlerin bazilarinin
sabit noktasi olmadigi halde bazilarinin bir veya birden fazla sabit noktasi olabilir. Bu
boliimde hangi doniisiim siniflarinin sabit noktalarinin var ve bu sabit noktalarin hangi

kosullar altinda tek oldugunu teorem ve 6rneklerle ifade edecegiz.
Asagidaki teorem analizdeki en basit sabit nokta teoremi olarak bilinir.

Teorem 2.5.1: [a,b], R de kapali bir aralik ve f:[a,b] — [a,b] siirekli bir

doniisiim olsun. Bu durumda f(c) = c olacak sekilde en az bir ¢ € [a, b] sayis1 vardir.

Teorem 2.5.2 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi): B,(x,), R™ de kapal bir kiire
(dolayistyla R™ nin bir kompakt konveks alt kiimesi) olsun. Bu durumda f: B, (x,) —

B,(x,) siirekli doniisiimii en az bir sabit noktaya sahiptir (Brouwer 1912).
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Brouwer’in bu teoremi herhangi bir sonsuz boyutlu Banach uzayinda gegerli

degildir. Bu durumu bir 6rnekle gosterelim.

Ornek 2.5.3: ECO, Co = {(xn): lim x,, = 0} Banach uzayinda kapali birim yuvar
n—-oo
olmak iizere

T:B, = By, Tx = (1—|x1],%1,%2,...)

doniisiimiinii alalim. Her x, y € B, i¢in
ITx = Tylloo = llx = ¥lle

oldugundan T siireklidir. Ancak Tx = x denkleminin ECO da bir ¢dziimii yoktur.

Teorem 2.5.4 (Schauder Sabit Nokta Teoremi): X bir Banach uzay1, C € X bos
kiimeden farkli kompakt konveks bir alt kiime ve f: C — C siirekli bir doniisiim olsun.

Bu durumda f en az bir sabit noktaya sahiptir (Schauder 1930).

Teorem 2.5.5 (Banach Daralma Ilkesi): X bir Banach uzayi ve T: X — X daraltan
bir doniisiim olsun. Bu durumda T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir (Banach 1922).

Ornek 2.5.6: X = [a,b] ve T:X — X bir doniisiim olsun. Eger T, [a, b] kapal

araliginda siirekli, (a, b) acik araliginda tiirevlenebilir bir doniisiim ve her x € (a, b) igin
IT'x| <k <1

sart1 saglaniyorsa T nin X de bir tek sabit noktasi vardir. Ger¢ekten Ortalama Deger

Teoreminden her x,y € [a, b] i¢in ¢ € (a, b) olmak iizere
ITx =Tyl =T'()|(x = )| < klx -y

olur. Béylece Banach Daralma Ilkesi geregi T nin bir tek sabit noktas1 vardir.

Asagidaki Ornek ile tam metrik uzay ilizerinde tanimlanan geniglemeyen bir

doniisiimiin sabit noktaya sahip olmasi gerekmedigi gosterilmistir.
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Ornek 2.5.7: ¢, Banach uzayinda her x € B, i¢in
T (X1, X2, ooy Xgy ) = (3,X1, X2, X3, ... ) € B,

seklinde tanimlanan T: B,, - B, déniisiimiinii alam. T genislemeyen bir doniisiimdiir
ve x = (3,3,3,...), T nin bir sabit noktasidir. Fakat x = (3,3,3,...) € ¢, dir. Yani T

genislemeyen donlisiimii, ¢, uzayinda bir sabit noktaya sahip degildir.

Teorem 2.5.8: X bir Banach uzay1 ve n € N i¢in T" daraltan doniisiim olacak
sekilde bir T: X — X doniisiimii verilsin. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir
(Khamsi ve Kirk 2001).

Teorem 2.5.9: X bir kompakt Banach uzay1 ve T:X — X kesin daraltan bir

doniisiim olsun. Bu durumda T, bir tek p sabit noktasina sahiptir. Ustelik her x € X i¢in

limT"x =p

n—-oo

dir (Khamsi ve Kirk 2001).

Tanim 2.5.10 (Diizgiin Konveks Uzay): X bir Banach uzayi olsun. Her € > 0 ve

x|l <1, llyll <1 vellx —yl|l = ¢ sartlarin1 saglayan her x,y € X i¢in
1
Slx+yll<1-6(e)

olacak sekilde (&) > 0 sayis1 varsa X e diizglin konveks uzay denir (Clarcson 1936).

Bu tanim, x,y € By ve ||[x — y|| = & > 0 i¢in (x + y)/2 orta noktasinin Sy den bir

8 uzakhiginda ve By kapali birim yuvar iginde oldugunu ifade eder.

Ornek 2.5.11: Her H Hilbert uzay1 diizgiin konvekstir. Gercekten her x,y € H icin

paralel kenar kuralindan

llx +y11% = 2(0xN? + 1yll*) — llx — yII?

dir. x # y olmak iizere x,y € By Ve ||x — y|| = € oldugunu kabul edelim. Boylece
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lx + yl|I? < 4 — &2
olur. Eger 6(e) =1 —+/1 — £2/4 segilirse
1
S+ vl < 1-56)

elde edilir. O halde H diizgiin konveks bir uzaydir.

Ornek 2.5.12: £, = {(x,): X2 11x,] < 0} ve €4 = {(x,): sup,|x,| < oo}
uzaylar sirasiyla ||x||; = Ygeqlxn| Ve ||lx|| = sup{|x,|: n € N} normlarma gore diizgiin
konveks uzay degildir. Bunu gostermek igin € = 1 olmak tizere x = (1,0,0,0, ...),y =
(0,—1,0,0, ...) € ¢4 alalm. Bu durumda ||x||; = Xg=1|xn| normuna gore

Ixlli =1, llylli =1 llx=yllh =2>1=¢

olur. Ancak ||(x + y)/2|l; = 1 oldugundan ||(x + y)/2||; < 1 — & olacak sekilde bir
& > 0 sayis1 yoktur. Dolayistyla £, uzayi diizgiin konveks degildir. Benzer olarak, ¢ = 1
ve x=(1,1100,..), y=(11,-1,0,0,..) € £, olarak alalim. Bodylece ||x| =

sup{|x,|:n € N} normuna goére
”x”OO = 1: “y”oo = 1: ”x_y”oo =2>1=¢

elde edilir. ||(x + ¥) /2|l = 1 oldugundan ¢, uzay: diizgiin konveks degildir.

Agarwal vd. (2007) diizgiin konveks bir Banach uzayinin bos kiimeden farkli,
kapali, konveks ve sinirlt alt kiimesi {izerinde tanimli genislemeyen doniistimiin bir sabit

noktaya sahip oldugunu gostermistir.
2.6. Metrik Izdiisiim Operatorii

Bu boliimde metrik izdiisiimiin Hilbert uzayindaki tanim1 ve bazi temel 6zellikleri

verilecektir.

Tamim 2.6.1: C, H Hilbert uzaymin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve x € H

olsun. Eger her z € C igin
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ly = xIl < llz —xl|

olacak sekilde bir y € C noktasi varsa y ye x in C iizerine metrik izdiisiimii denir ve Pcx
ile gosterilir. s = P.x — x vektoriine de x in C {izerine izdiistim vektorii adi verilir. Eger
her x € H i¢in P.x mevcut ve tek olarak tanimliysa bu durumda P.: H — C operatériine

(C tizerine) metrik izdiisiim operatorii denir (Cegielski 2012).

Metrik izdlisiimiin tanimindan her x € C i¢in Pcx = x dir. Eger x € C ve Pcx
metrik izdiisiimii mevcutsa bu durumda P.x € dC dir. Gergekten eger P.x € C° ise

B(Pcx,€) € C olacak sekilde € > 0 yarigapli bir agik yuvar vardir. Bu durumda z noktasi

z=x+(1- Y(Pex —x) € B(Pex,e) € C

€
1Pcx — x|

seklinde tanimlanirsa ||z — Pcx|| = € olacagindan z € B(P;x, €) € C ve
Iz = xll = (1 = o) IPex = 21l < [1Pex = x|
z=xNl=\—vo—— X—Xx X—Xx
IPcx — x|/ ™€ ¢

olur ki bu esitsizlik metrik izdlisiimiiniin tanimui ile ¢elisir. Dolayisiyla P-x € dC dir.

Tanim 2.6.1, herhangi bir C € H alt kiimesi ve x € H noktasi i¢in P;x metrik
izdiistimiiniin varlik ve tekligini garanti etmez. C kiimesinin kompakt olmasi durumunda

metrik izdiisiimiiniin varlig1 Weierstrass Teoremi’nden elde edilir. Ustelik burada P.x
birden fazla deger de alabilir. Ornegin, [a, b] araliginin orta noktasi olan x = %b ninC =

{a, b} kiimesi tizerine metrik izdiistimleri a, b € H noktalaridir. Dolayisiyla herhangi bir
x € H noktas1 i¢in tanimlanan P.x metrik izdiistimiiniin tekligi i¢in C nin konveks oldugu
kabul edilmelidir. Ustelik metrik izdiisiimiiniin tanimindan ve normun siirekliliginden
P-x in mevcut olmasi durumunda C nin kapanisina ait oldugu agiktir. Yani x € C ise
Pcx € dC dir. Bu nedenle herhangi bir x € H noktast i¢in tanimlanan P.x metrik
izdiisiimiiniin varlig i¢in C nin kapali olmasi gerektigi goriiliir. Bir Hilbert uzayinda C
nin kapalilig1 ve konveksligi her x € H i¢in P;x metrik izdiisiimiiniin varlik ve tekligi
icin yeterlidir. Boylece metrik izdiislimiiniin varlik ve tekligi ile ilgili asagidaki teoremi

verebiliriz.
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Teorem 2.6.2: C, H Hilbert uzaymnin kapal1 ve konveks bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda her x € H igin P-x metrik izdlisiimii var ve tektir (Cegielski 2012).
I¢ ¢arpim uzaylarinda bu durum asagidaki minimum vektdr teoremi ile ifade edilir.

Teorem 2.6.3: X bir i¢ ¢arpim uzay1 ve C, X in tam ve konveks bir alt kiimesi olsun.

Bu durumda x € X keyfi fakat sabit olmak tizere

8 = |lx = yoll = inf{|lx — y|l:y € C}

olacak sekilde bir tek y, € C vardir (Bayraktar 1994).

Sonug 2.6.4: X bir i¢ ¢arpim uzayi ve C, X in tam ve konveks alt kiimesi olsun. Bu

durumda C, normu minimum olan bir vektor igerir (Bayraktar 1994).

Bu teoremden sonra akla ilk olarak teoremin tersinin gecerli olup olmadig1 sorusu
gelir. Oklid uzaylar igin cevap olumludur ve Motzkin Teoremi olarak bilinir. Ancak genel

Hilbert uzaylar i¢in bu durum agik bir problemdir.

Asagidaki teorem bir y € C ninx € H noktasiin C konveks kiimesi tizerine metrik

izdlisiimii olabilmesi i¢in gerekli olan bir kriter sunmaktadir.

Teorem 2.6.5 (Karakterizasyon Teoremi): C, H Hilbert uzaymin kapali ve
konveks bir alt kiimesi, x € H ve y € C olsun. Bu durumda her z € C i¢in asagidakiler
denktir.

i) y = Pcxdir.
i) (x—1y,z—1y) <0 (veyadenk olarak (y,z — y) = (x, z — y)) dir (Cegielski
2012).

Ispat: (i) = (ii) y = Pcx, z € C ve 1 € (0,1) olmak iizere

z=y+AMz—y)

25



olarak tanimlansin. C konveks oldugundan z; € C oldugu agiktir. (i) sikki ve i¢ ¢arpimin

ozelliklerinden

lx =yl < llx — 1> = lx =y — A(z — )|I?
=llx—yll*—2Mx—y,z—y)+ 2*|lz—yl?

yazilabilir. A > 0 oldugu gbz Oniine alinirsa, yukaridaki esitsizlikten

A
=y z-y)<zllz-yl*
bulunur. Buradan A — 0 i¢in (ii) elde edilir.

(ii) = (i) I¢ carpimin dzelliklerinden ve (ii) sikkindan herhangi bir z € C icin

lz—x|>?=lz—y+y—x|?
=|lz—yll?+lly — x>+ 2(z—y,y — x)

2 |ly — xII?

elde edilir. Bu son esitsizlik, metrik izdiistimii tanimindan (i) sikkini verir.

Teorem 2.6.5 in (ii) sikki, x —y ve z —y nin sifirdan farkli vektorler olmasi

durumunda aralarindaki aginin % den biiyiik oldugunu ifade eder.

Lemma 2.6.6: H bir Hilbert uzay ve x,y,z € H olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir.
i) (x—y,z—y)<O0dir.
i) (z—x,y—x)=|ly—x]|?dir.
i) Iz — ylI* < llz — x|I> = lly — x|I* dir.
iv) (z —x,z—y) = 0dir (Cegielski 2012).

Sonug¢ 2.6.7: C, H Hilbert uzaymin kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda P, izdiistimii genislemeyen bir doniisiimdiir. Yani her x, x* € H igin

IPcx — Pex*|l < [lx — x7||
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dir (Cegielski 2012).

Ispat: x,x* € H olmak iizere y = P;x ve y* = P;x" olsun. Teorem 2.6.5den y €

C ve her z € C i¢in
Wz—y)z{xz-y) (2.2)
ve y* € C i¢in
z—y)zxhz—y") (2.3)

yazilabilir. (2.2) esitsizliginde z = y*, (2.3) esitsizliginde de z =y alinir ve ¢ikan

esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa Schwarz esitsizliginden
ly =y IP=C -y y—y)<x—x"y-y) <llx=x"llly -yl
yazilir. Buradan
ly =yl < llx — x|

elde edilir. O halde metrik izdiistim, genislemeyen bir doniisiimdiir.
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. iterasyon Yontemleri

Bir doniisiimiin sabit noktasini veya noktalarini bulurken ¢esitli iterasyon metotlar1
kullanilir. Bunlardan bazilar1 Picard iterasyonu, Kirk iterasyonu, Krasnoselskij
iterasyonu, Mann iterasyonu, Ishikawa iterasyonu, Noor iterasyonu, S iterasyonu ve

Picard-Mann hybrid iterasyonudur.

Picard iterasyonu: (X, d) bir metrik uzay, C € X kapali bir alt kiime ve T : C —

C bir doniisiim olsun. xy € C olmak tizere Picard iterasyonu
Xn = Txn_l = Tnxo, n= 1,2, e (31)

seklinde tanmimlanir. Bu iterasyon, literatiirde ardisik yaklasiklar dizisi (sequence of

successive approximations) olarak da bilinir (Picard 1890).

Tam metrik uzayda tanimli daraltan doniisiimlerin sabit noktalarina yaklasmak i¢in
kullanilan iterasyonlardan biri de Picard iterasyonudur. Daraltan doniisiim yerine farklh

siniftan bir doniisiim alinirsa bu iterasyon, doniisiimiin sabit noktasina yakinsamayabilir.

Ornek 3.1.1: X =[0,1] olmak iizere T:[0,1] - [0,1], Tx =1 —x olsun. T
genislemeyen bir doniistim ve F(T) = {%} dir. Herhangi bir x, = a # %noktam icin (3.1)
Picard iterasyonu

X1=TXO=1_a
x2=TX1=T2x0=a

x3=Tx, =T?x;,=T3xy=1—a

Xp =Txp_q1 =T%x,_5 = =T"x,
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seklinde olup (a,1 —a,a,1 — a, ...) dizisine karsilik gelir. Bu dizi a # % icin yakinsak

olmadigindan Picard iterasyonu doniisiimiin sabit noktasina yakinsamaz. Dolayisiyla

aranan sabit noktay1 bulmak i¢in diger iterasyon metotlarini géz oniine almak gerekir.

Krasnoselskij Iterasyou: X bir normluuzayve T : X — X bir déniisiim olsun. x, €

X ve A € [0,1] i¢in Krasnoselskij iterasyonu
Xpe1 = (1 —ADx, +ATx,, n=0,12,... (3.2)

seklinde tanimlanir. Bu iterasyon A4 =1 i¢in (3.1) Picard iterasyonuna indirgenir

(Krasnoselskij 1955).

Kirk iterasyonu: X bir normlu uzay ve T : X — X bir doniisim olsun. Kirk

iterasyonu, x, € X olmak {izere
Xpp1 = AoXp + a1 Txy + a3 T?x, + - + a; . TFx,, (3.3)
seklinde tanimlanir. Burada i = 0,1,2, ..., k i¢in ; > 0 ve a; = 0 olmak iizere
apta;+a,+-+a,=1

dir. (3.3) esitligi ile verilen Kirk iterasyonu k = 1 igin Krasnoselskij iterasyonuna

indirgenir (Kirk 1971).

Mann iterasyonu: Mann tarafindan kurulmus ve Banach daralma ilkesini
saglamayan doniisiimlerin sabit noktalarini elde etmek igin kullanilmistir. X bir normlu
uzay, C € X bos olmayan konveks bir alt kiime, T: C — C bir doniisiim ve x, € C keyfi

bir nokta olmak lizere Mann iterasyonu
Xps1 = (1 —a)x, + a,Tx,, n=0,12,.. (3.4

seklinde tanimlanir. Burada (a,,), (0,1) araliginda

oo
lim a, =0, E a, = ©
n—-oo

n=1
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sartlarini saglayan bir dizidir (Mann 1953).

(3.4) esitligi ile verilen Mann iterasyonunda a, = A (Sabit) olarak alinirsa bu

iterasyon Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir (Berinde 2006).

Mann’in sonuglar1 Franks ve Marzec (1971) tarafindan ayni sekilde Franks ve
Marzec’in sonuglar1 da Rhoades (1974) tarafindan genisletilmistir. Yine Rhoades 1974
yilinda yapmis oldugu calismasiyla herhangi bir kapali ve sinirlt araliktan yine bu araliga
taniml1 bir doniisiim (self-map) i¢in Mann iterasyonunun bu doniisiimiin sabit noktasina

yakinsadigini géstermistir.

Ornek 3.1.2: X = [1,3] kiimesi iizerinde T: X — X, Tx =§ olarak tanimlanirsa

Mann iterasyonu bu doniistimiin sabit noktasi olan x = /2 ye yakinsar.

Ishikawa Iterasyonu: S. Ishikawa tarafindan teskil edilmis, Lipschitzian ve
pseudocontractive doniisiimler i¢in Mann iterasyonunun yetersiz oldugu durumlarda yeni
bir iterasyon metodu olarak olusturulmustur. Bu iterasyon ilk olarak bir Hilbert uzayinin
konveks ve kompakt alt kiimesi tizerinde tanimli Lipschitzian ve pseudocontractive bir

doniisiimiin sabit noktaya giiclii yakinsadigini gostermek amaciyla kullanilmisgtir.

X bir normlu uzay, C € X bos olmayan konveks alt kiime, T: C — C bir doniisiim

ve x, € C keyfi bir nokta olmak iizere Ishikawa iterasyonu

{xn+1 = (1 - an)xn + a,Tyn, (3 5)
Yo =0 =B xn+ BrTx, n=012,.. '

seklinde tanimlanir. Burada (a,,) ve (B,), (0,1) araliginda

oo
lima, =0, limg,=0, Eanzoo
n—-oo n—->oo

n=1

sartlarini saglayan dizilerdir (Ishikawa 1974).
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(3.5) esitligi ile verilen iterasyonda 3, = 0 alinirsa bu iterasyon Mann iterasyonuna
indirgenir. Buna ragmen Mann ve Ishikawa iterasyonlar1 i¢in yakinsama sonuglari

arasinda genel bir bag yoktur (Berinde 2006).

Rhoades ve Soltuz, 2003-2004 yillarinda doniisiimlerin ¢esitli siniflar1 igin
Ishikawa iterasyonunun yakinsakliginin Mann iterasyonunun yakinsakligina denk

oldugunu gostermislerdir.

Noor Iterasyonu: Noor tarafindan kurulmustur. X bir normlu uzay, C € X bos
olmayan konveks alt kiime, T: C — C bir doniisiim ve x, € C keyfi bir nokta olmak iizere
Noor iterasyonu

Xns1 = (1 — ap)xy + anTyy,,
Yn =1 = Bp)xn + pnTzy,
Zn = (1 = yp)x, + vuTx, n=012,..

seklinde tanimlanir. Burada (a,,), (8,), (v») € (0,1) ve

lima,=0, limpB,=0, limy, =0, Zanzoo
n—oo n—oo

n—oo

dur (Noor 2000).

Xu ve Noor, bu iterasyonunun diizgiin konveks bir Banach uzayinin kapali, sinirl
ve konveks alt kiimesinden kendi ilizerine tanimlanmis asimptotik genislemeyen bir

doniistimiin sabit noktasina yakinsakligini ¢alismislardir (Xu ve Noor 2002).

S iterasyonu: X bir lineer uzay, C S X bos olmayan konveks alt kiime, T: C - C

bir doniisiim ve x, € C keyfi bir nokta olmak iizere S-iterasyonu

{xn+1 = (1 - an)Txn + a,Tyy,
Yo = A =B xn + BnTx,, n=012,..

seklinde tanimlanir. Burada (), (8,) € (0,1) dir (Agarwal vd. 2007).
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Bu iterasyon, Mann ve Ishikawa iterasyonundan bagimsizdir. Agarwal, O’Regan
ve Sahu, daraltan dontisimler igin S iterasyonunun yakinsama hizinin, Picard
iterasyonunun yakinsama hizina denk ve diger sabit nokta iterasyonlarin yakinsama
hizlarindan daha iyi oldugunu gostermis ve gesitli doniisiimler ig¢in S iterasyonunun,
doniistimiin sabit noktasina gii¢lii ve zayif yakinsamasini ¢alismiglardir (Agarwal vd.

2007).

Picard-Mann Hybrid Iterasyonu: Khan ve Sahu tarafindan birbirinden bagimsiz
olarak tanimlanmis ve Khan tarafindan Picard-Mann hybrid (PMH) iterasyonu olarak
adlandirilmistir. Bu iterasyon, X bir normlu uzay, C € X bos olmayan konveks alt kiime,

T:C — C bir doniisiim ve xy € C keyfi bir nokta olmak iizere

{xn+1 = Tyn' (36)

Yo = apxp + (1 —a,)Tx,, n=0,12,..
seklinde tanimlanmistir. Khan, Banach uzaylarda genislemeyen bir T doniisiimii i¢in (3.6)
iterasyonunun zayif ve kuvvetli yakinsakligini incelemistir. Ayrica bu iterasyonun
daraltan doniisiimler i¢in Picard, Mann ve Ishikawa iterasyonlarindan daha hizh

yakinsadigini géstermistir (Khan 2013).
3.2. Ozel Problemler

Bu baglik altinda sabit nokta teorisiyle baglantili baz1 6zel problemleri tanitacagiz.

Oncelikle konveks minimizasyon problemini verecegiz.
A) Konveks Minimizasyon Problemi

Tamm 3.2.1: C, H Hilbert uzaymin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve f: H — R
bir doniisim olsun. f nin C iizerindeki yerel minimum noktalarinin bulunmasina
minimizasyon problemi denir. Eger her x € C i¢in f(x*) < f(x) ise x* noktasina f

doniisiimiiniin genel minimum noktas1 ya da
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min f(x) (3.7)

X€EC

probleminin optimal ¢6ziimii denir ve bu noktalarin kiimesi Argmin f(x) ile gosterilir.
xX€C

f(x*) degerine de f nin C tizerindeki minimumu denir.

(3.7) deki C kiimesi genellikle ¢;: H » R, i € I ={1,2,..., m} olmak lizere C :=
{x € H: c;(x) <0, i€ I}seklinde verilir. Bu durumda (3.7) problemi, asagidaki kisith

(yan sartli) minimizasyon problemine denktir:

o, S (). (3.8)

x€H
(3.8) problemindeki c; fonksiyonlarina problemin kisitlart denilir. Eger f ve ¢;, i € 1
fonksiyonlar1 konveks ise bu durumda (3.8) problemine konveks minimizasyon problemi,

diferensiyellenebilir ise kisitli diferensiyellenebilir minimizasyon problemi denir.

Bir minimizasyon probleminde problemin kisitlarin1 saglayan tiim noktalarin
kiimesine feasible kiime, problemdeki f fonksiyonuna ise amag (objektif) fonksiyonu

denir.

Teorem 3.2.2: C, H Hilbert uzayinin bos kiimeden farkli konveks bir alt kiimesi ve
f:H — R konveks bir fonksiyon olsun. Eger x*, f nin C iizerindeki yerel minimum
noktasi ise ayn1 zamanda bir genel minimum noktasidir. Ustelik f kesin konveks ise bu
durumda minimum nokta tektir. Eger f siirekli, kuvvetli konveks bir doniisiim ve C kapali

ise Argmin f(x) # @ dir (Cegielski 2012).

xX€C
Ornek 3.2.3: 1) H = Rve C = (0,1] olmak iizere f: C — C, f(x) = x3 fonksiyonu
verilsin. Bu durumda f fonksiyonu konvekstir. Ancak C kapali olmadigindan

. . 3
min X)= min x
xX€EC f( ) x€(0,1]

konveks minimizasyon probleminin ¢dziimii yoktur.
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2) H = Rve C = [—1,3] olmak tizere f: C - R, f(x) = |x| + |x — 2| fonksiyonu

verilsin. Bu durumda f fonksiyonu konveks olup
min f (x) = xerfl_lgﬂ(lxl + |x —2)

konveks minimizasyon probleminin ¢6ziim kiimesi [0,2] dir.

Ornek 3.2.4: R? de

. 2 4
min xX; +x
1<%,=10 (et 2)

5Sx2S12

(x1,%2)ER?

seklinde verilen problemi ele alalim. Bu problem igin feasible kiime S = {(x;,x,) €

R%:1 < x; < 10,5 < x, < 12}, amag fonksiyonu ise f(x) = x2 + x5 dir.
B) Varyasyonel Esitsizlik Problemi

Tamm 3.2.5: C, R" Oklid uzayinm bos kiimeden farkli kapali ve konveks bir alt

kiimesi ve A: C — R" siirekli bir doniisiim olsun. Her x € C i¢in
Ax*(x —x*) =0 (3.9)

esitsizligini saglayan x* elemanlarinin bulunmasina, sonlu boyutlu varyasyonel esitsizlik
problemi denir ve VI(C,A) semboliiyle gosterilir. Varyasyonel esitsizlik probleminin

¢ozlim kiimesi ise (1 ile gosterilir.

Geometrik olarak (3.9) varyasyonel esitsizligi, Ax* mn x* noktasinda C kiimesine

dik oldugunu ifade eder.

Ornek 3.2.6: C = [0,1] olmak iizere A: C — R fonksiyonunu Ax = 3x seklinde

tanimlayalim. Bu durumda her x € [0,1] i¢in
Ax*(x—x")=3x"(x—x*) =0

varyasyonel esitsizliginin ¢oziimii x* = 0 noktasidir.
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Simdi varyasyonel esitsizlik problemlerinin ¢éziimiiniin varlik ve tekligi ile ilgili

bazi teorem ve sonuglar1 verelim.

Teorem 3.2.7 (Kompakthk ve Siireklilik Altinda Varhk): ¢, R" nin kompakt
konveks bir alt kiimesi ve A, C tlizerinde siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda

varyasyonel esitsizlik probleminin en az bir ¢6ziimii vardir (Nagurney 2002).

Ispat: Brouwer Sabit Nokta Teoremi’nden A:C — C siirekli bir doniisiim olmak
tizere x* = Ax™ olacak sekilde en az bir x* € C vardir. I 6zdes doniisiim ve y € R olmak
tizere Pc ve (I — yA) siirekli oldugundan P (I — yA) de siireklidir. O halde P-(I — yA)
donilisiimiiniin en az bir sabit noktas1 vardir. O halde P;(I —yA) doniisiimiiniin sabit

noktasi varyasyonel esitsizlik probleminin bir ¢6ziimiidiir.

C kiimesinin sinirsiz  olmast durumunda Brouwer Sabit Nokta Teoremi
uygulanabilir degildir. Dolayisiyla varyasyonel esitsizlik probleminin ¢6ziimiiniin

varligini gosterebilmek i¢in bazi sartlara ihtiyag vardir.

Varlik ve tekligin 6zellikleri, kesin monotonluk sarti altinda kolayca elde edilebilir.

Simdi bununla ilgili sonuglar1 verelim.

Lemma 3.2.8: C, bir H Hilbert uzaymin bos kiimeden farkli, kapali ve konveks bir
alt kiimesi ve A: C - H v-ters kuvvetli monoton doniisiim olsun. Bu durumda VI(C, A)

varyasyonel esitsizlik probleminin en az bir ¢6ziimii vardir (Takahashi ve Toyoda 2003).

Ispat: 0 <A <2a olmak iizere T:C — C doniisimiinii Tx = P;(x — 14x)
seklinde tanimlayalim. P, genislemeyen oldugundan T doniisiimii de genislemeyendir.

Buradan F(T) bos kiimeden farklidir. Her A > 0 i¢in
u€EQ e u=P:(u—14u)

oldugundan VI(C, A) nin en az bir ¢6ziimii vardir.

35



Teorem 3.2.9 (Teklik): A, C tizerinde taniml1 kesin monoton bir operator olsun.

Bu durumda VI(C, A) nin bir ¢6ziimii varsa tektir (Nagurney 2002).

Ispat: x; ve x, birbirinden farkli iki ¢6ziim olsun. Bu durumda her x € C i¢in x;

Ve x, sirasiyla

A(x)(x—x) =0 (3.10)
ve

A(x))(x— x3) =0 (3.11)

esitsizliklerini saglar. (3.10) ve (3.11) esitsizliklerinde x yerine sirasiyla x, ve x; yazilirsa

(A(x1) — A( xz)) (X2 — x1) =0

elde edilir. Fakat bu esitsizlik kesin monotonluk tanimiyla celisir. Dolayisiyla x; = x,

dir.

Teorem 3.2.10: A kuvvetli monoton bir operator olsun. Bu durumda VI(C, A) nin

bir tek x* ¢ozlimii vardir (Nagurney 2002).

O halde C kiimesinin sonsuz olmast halinde A operatoriiniin kuvvetli monotonlugu,
¢oziimiin varlik ve tekligini garanti eder. C nin kompakt olmasi halinde A nin siirekliligi

¢Oziimiin varlig1 garanti ederken, A nn kesin monotonlugu da tekligi garanti etmektedir.

. a T . .
Teorem3.211: ave L, 0<y < = esitsizligini saglayan sabitler olmak {izere A4,

a-kuvvetli monoton ve L-Lipschitz siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda her x,y € C

icin (1 — ya)? < B < 1 olmak iizere

IPc(x —yAx) — Pc(y —vAY) |l < Bllx —

dir. Yani P.(I — yA), B-daraltan bir doniisiimdiir (Nagurney 2002).

Teorem 3.2.11 ve Banach Sabit Nokta Teoremi’nden asagidaki sonug verilebilir.
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Sonug 3.2.12: P.(I — yA) doniisiimiiniin tek sabit noktas1 vardir (Nagurney 2002).

Teorem 3.2.13: A, v-ters kuvvetli monoton bir doniisiim ve y € (0,2v) olsun. Bu

durumda her x, y € C igin

1Pc(x = yAx) = Pc(y — vAp)Il < |lx =yl

dir. Yani P.(I — yA) genislemeyen bir doniisiimdiir (Nagurney 2002).

Ornek 3.2.14: f: [a, b] = R birinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon

olsun.
f(xo) = in, f(x)

esitligini saglayan x, € [a, b] noktalarini aragtiralim. Burada ti¢ durum s6z konusudur.

l.a<xy<bisef'(xy) =0 dur.
2. xy = aise f'(xy) > 0 dir.
3. Xog = b ISE f’(xO) < 0 dir.

Bu ti¢ durum her x € [a, b] i¢in
f'(xo)(x—x0) 20

seklinde tek bir esitsizlikle 6zetlenebilir. Bu esitsizlige R de varyasyonel esitsizlik denir.

Ornek 3.2.15: f, R™ Oklid uzayinin kapali ve konveks bir C alt kiimesi iizerinde
tanimli reel degerli bir fonksiyon olsun. Ornek 3.2.14 deki gibi yine

f(xo) = min f (x)

esitligini saglayan x, € C elemanlarini arastiralim. x,, f fonksiyonunu minimum yapan
deger ve x € C olsun. C konveks oldugundan (1 — t)x, + tx = xo + t(x — x,),0 <t <

1, C nin bir elemanidir. ® fonksiyonunu

d(t) =f(x0 +t(x—x0)), 0<t<1
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seklinde tamimlayalim. @ fonksiyonu minimum degerini t = 0 noktasinda alir.

Dolayistyla her x € C igin
P'(0) = Vf(xo)(x —x0) 2 0

olur. Sonug olarak x, noktas1 her x € C igin
Xo € C:Vf(xg)(x —x9) =0 (3.12)

seklindeki varyasyonel esitsizligi saglar. Eger C siurli ise (3.12) varyasyonel esitsizligini

saglayan en az bir x; noktast mevcuttur.

Bir minimizasyon problemi, minimum yapilacak olan 6zel amag fonksiyonu ile
karakterize edilir. Muhtemel amag fonksiyonlari, kar, fiyat, pazar payi ve portfolyo riski

gibi ifadeleri igerir. Genelde bir minimizasyon problemi tek amag fonksiyonundan olusur.

Hem kisithh hem de kisitsiz minimizasyon problemleri, varyasyonel esitsizlik
problemleri seklinde ifade edilebilir. Asagidaki iki lemma minimizasyon problemi ile

varyasyonel esitsizlik problemi arasindaki baglantiy1 géstermektedir.

Lemma 3.2.16: f, kapali ve konveks bir C kiimesi lizerinde tanimli ve siirekli
diferansiyellenebilir reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger x*, (3.7) minimizasyon
probleminin bir ¢oziimii ise ayn1 zamanda her x € C i¢in (3.12) varyasyonel esitsizlik

probleminin de bir ¢oziimidiir (Nagurney 2002).

Lemma 3.2.17: f konveks bir fonksiyon ve x*, VI(C,Vf) varyasyonel esitsizlik
probleminin bir ¢dzliimii olsun. Bu durumda x*, (3.7) minimizasyon probleminin de bir

¢coziimiidiir (Nagurney 2002).

C) Sabit Nokta Problemleri

Sabit nokta teorisi, ekonomik denge problemlerinin ¢ézlimlerini formiile etmek,

analiz etmek ve hesaplamak icin de kullanilmaktadir. Varyasyonel esitsizlik ve sabit
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nokta problemleri arasindaki bagint1 izdiistim operatorleri kullanilarak asagidaki sekilde

verilir.

Teorem 3.2.18: C, kapali ve konveks bir kiime olsun. Bu durumda x* € C nin
VI(C, A) varyasyonel esitsizlik probleminin bir ¢dziimii olmasi i¢in gerek ve yeter sart

herhangi bir y > 0 i¢in x* in P;(I — yA): C — C doniisiimiiniin sabit noktasi olmasi yani
Pe(x* —yAx™) =x"

olmasidir (Nagurney 2002).

Ispat: x*, varyasyonel esitsizligin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda her x € C igin
Ax*).(x—x*) =0
yazilabilir. Bu esitsizlik once —y < 0 ile ¢arpilir ve her iki tarafa x*(x — x*) eklenirse
x*(x—x*) =[x —yAx*](x — x¥)

esitsizligi elde edilir. Boylece Teorem 2.3.7 den P;(x* — yAx™) = x™* elde edilir. Tersine

y > 0i¢in Pe(x* — yAx™) = x™ oldugu kabul edilirse her x € C igin
x*(x—x*) = [x" — yAx*](x — x¥)
ve buradan her y € C i¢in

Ax*).(y—x) =0

elde edilir.
3.3. Baz1 Onemli Lemmalar

Bu baglik altinda 4. Boliimde yer alan ana teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan

Lemmalar1 verecegiz.

Lemma 3.3.1: C, bir H reel Hilbert uzaymin bos olmayan konveks ve kapali alt

kiimesi ve S: C — C, kesin pseudocontraction doniisiim olsun. Bu durumda I — S demi-
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kapalidir yani (x,), C de x,, = x seklinde bir dizi ve x, — Sx, = 0 ise x € F(S) dir
(Browder F. E., Petryshyn W. V. 1967).

Lemma 3.3.2: C, bir H reel Hilbert uzaymin bos olmayan konveks ve kapali alt
kiimesi ve S: C — C, x-kesin pseudocontraction déniisiim olsun. A, (0,1) araliginda bir
sabit olmak ilizere T = Al + (1 — A)S olarak tanimlansin. Eger A € [k, 1) ise T
genislemeyen ve F(T) = F(S) dir (Browder F. E., Petryshyn W. V. 1967).

Lemma 3.3.3: (x,) ve (), bir H reel Hilbert uzayinda sinirh diziler ve (8,,),
(0,1) araliginda 0 < liminf,,, [, < limsup,_f, < 1 sartin1 saglayan bir dizi olsun.

Hern > 0icin x40 = (1 — Bnp)Yn + YnXx, olmak lizere

limsup([ly, — ¥l = [Ixp41 —x01) <0

n—-oo

ise lim,,_, o ||vn — x|l = 0 dir (Suzuki, T. 2005).

Lemma 3.3.4: C, bir H reel Hilbert uzaymin bos olmayan kapali konveks alt
kiimesi ve T, C de taniml1 genislemeyen doniisiim olsun. Eger F (T) # @ ise I — T demi-
kapalidir. Yani C deki (x,,) dizisi bir x € C zayif yakinsak ve (I — T )x,,) diziside y €
C gligli yakinsak iken (I — T )x = y dir. Burada I, H nin 6zdes operatoriidiir (Goebel,
K., Kirk, W. A. 1990).

Lemma 3.3.5: H bir reel Hilbert uzay1 ve (1), H da bos kiimeden farkh W < H

kiimesinin varlig1 ile asagidaki sartlari saglayan bir dizi olsun:

i) heru € W igin lim ||u,, — u|| mevcuttur.
n—-oo
i) (uy,) dizisinin herhangi bir zayif kapanis noktas1 W ya aittir.

Bu durumda (u,,) nin zayif yakinsadigi bir w* € W mevcuttur (Opial, Z. 1967).

Lemma 3.3.6: H bir reel Hilbert uzay1 olsun. Budurumda her x,y € Hve 1 € [0,1]
i¢cin

lx — 1% = llx|I? = llyll> — 2¢x — y,y)
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ve
12x = (1 = Dyll? = Allxll? + (1 = Dllyll* = 22 = Dllx — ylI?

dir (Marino, G, Xu, H. K. 2000).

Lemma 3.3.7: (¥,,), (0,1) araliginda bir dizi, (6,,) ve (e;) reel dizileri de
I) Z%}:l Yn = @,
i) Yaiqlen| < ocove

i) 1imsupj—" <0 veya 3°,18,] <0

n—-oo n

sartlarini saglayan diziler olmak tizere (a,,),
A1 < (I—y)an + 6, + ey

sartin1 saglayan negatif olmayan reel bir dizi olsun. Bu durumda lim,, ,,,a, = 0 dir (Liu,
L. S. 1995).
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. Konveks Fizibilite Problemlerinin Céziimii icin Bir Viskozite Metot

Sabit nokta ve denge problemleri, nonlineer analiz, miihendislik, optimizasyon,
ekonomi, ulastirma, ag ve yapisal analiz, Oyun teorisindeki Nash denge problemi,
bilgisayarli tomografi, radyoterapi tedavi planlama, fizik, ters problemler gibi birgok
calisma alani ile dolayli ya da dolaysiz olarak iliskili oldugundan iteratif algoritmalar
temel alinarak genis bir sekilde incelenmistir. Bunlardan bazilar1 (Bin Dehaish, B. A. vd.
2015), (Cho, S. Y. vd. 2011, 2013, 2014), (Jung, J. S. 2006), (Censor, Y, vd. 2005-2007)
dir. Viskozite algoritmalar, (Moudafi, A. 2000) tarafindan Hilbert uzaylarinda
genislemeyen doniistimlerin sabit noktalarini incelemek {izere baslatilmistir. Viskozite
algoritmalar1 son zamanlarda farkli alanlardaki bir¢ok yazar tarafindan ayrintili olarak
incelenmistir. Bunlardan bazilar1 (Chang, S. S. 2009), (Cho, S. Y. vd. 2011, 2014), ( He,
Z., Chen, C. 2008), (Jung, J. S. 2006), (Qin, X., Cho, S. Y., Wang, L. 2014), (Qing, Y.,
Lv, S. 2014), (Qin, X., Su, Y., Wang, L. 2013), (Chang, S.S vd. 2009), (Qin, X. 2010),
(Chang, S. S, Agarwal, R. 2014) dir,

H bir reel Hilbert uzayr ve C, H nin bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi
olmak {izere A: C — H bir doniisiimii verilsin. Bu durumda klasik varyasyonal esitsizlik

problemi her y € C igin
(Ax,y —x) =0 (4.1)

olacak sekilde x € C yi bulma seklindedir. Son zamanlarda Hilbert uzaylarinda (4.1)
varyasyonel esitsizligini ¢dzmek icin projeksiyon yontemleri bir ¢ok yazar tarafindan
yogun bir sekilde aragtirilmaktadir. F, C X C den R ye tanimli bifonksiyon ve A: C = H,
ters kuvvetli monoton déniigiim olsun. Her y € C igin

F(x,y) +(Ax,y —x) =0 (4.2)

olacak sekilde x € C yi bulma problemine genellestirilmis denge problemi denir.Bu x €

C noktalariin kiimesi EP(F, A) ile gosterilir. Yani
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EP(F,A) ={x€C:F(x,y)+{(Ax,y —x) =0, Vy € C}
dir. (4.2) problemini ¢alismak i¢in F nin asagidaki sartlar1 sagladigini kabul edelim:

(11) Herx € C igin F(x,x) = 0 dir;
(12) F monotondur yani her x,y € C i¢in F(x,y) + F(y,x) < 0 dir;
(13) Herbir x,y,z € C igin

limsupF(tz + (1 — t)x,y) < F(x,y)
t—0

dir;
(14) Herbirx € Ciginy = F(x,y), konveks ve alttan yari-siireklidir.

Eger F =0 ise (4.2) genellestirilmis denge problemi (4.1) klasik varyasyonel
esitsizligine indirgenir. Eger A = 0 ise (4.2) genellestirilmis denge problemi her y € C
i¢in

F(x,y) =0 (4.3)

esitsizligini saglayan x € C yi bulma seklinde verilen denge problemine indirgenir. Bu

x € C noktalarinin kiimesi EP (F) ile gosterilir. Yani

EP(F) ={x € C:F(x,y) = 0, Vy € C}

dir.

Lemma 4.1.1: C bir H reel Hilbert uzaymin bos olmayan konveks ve kapali alt
kiimesi olsun. F: C X C = R, (11)-(14) sartlarin1 saglayan bifonksiyon olsun. Bu durumda
herhangi bir r > 0 ve x € H i¢in

1
F(z,y)+;(y—z,z—x) >0, Vyec
olacak sekilde z € C mevcuttur. Ayrica herr > 0 ve x € H igin
1
T.x = {z EC:F(zy) +;(y—z,z—x) >0, Vye€ C}

olarak tanimlanirsa asagidakiler gegerlidir.
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(a) T, tek degerlidir;
(b) T, sik1 genislemeyendir yani her x,y € C i¢in

ITx = Tryll* < (Tox = T,y,x — y)
dir;
() F(T,) = EP(F)dir;
(d) EP(F), kapal1 ve konvekstir (Blum, E., Oettli, W. 1994).

Lemma 4.1.2: C, bir H reel Hilbert uzayinin bos olmayan konveks ve kapali alt
kiimesi olsun. F:C X C — R, (I11)-(14) sartlarin1 saglayan bifonksiyon ve T,,, Lemma
4.1.1 deki gibi taniml1 olsun. Bu durumda

|s — ¢

”Tsx - Ttx” < |Tsx - xl

dir (Takahashi, S., Takahashi, W. 2007).

Ispat: u = T,x ve v = T,x dersek F(u,v) +%(v—u,u—x) >0 ve F(v,u) +

%(u — v, v —x) = 0 olur. Béylece

1 1

;(v—u,u—x)+;(u—v,v—x)20
olupbu({u —v,u —x — g(u — x)) = 0 olmasini gerektirir. Buradan

s—t
lu—v||? < T(u - v, U —X)
cikar. Bu ise lemmayi ispatlar.
Yunpeng Zhang ve Yanling Li, kesin pseudocontractionlarin sabit nokta

kiimelerinin ortak bir elemani ile genellestirilmis denge problemlerinin ¢oziim

kiimelerinin ortak ¢oziimiine yaklagsma problemini ele almis ve asagidaki teoremi

vermislerdir.

Teorem 4.1.3: C, bir H reel Hilbert uzayinin bos olmayan konveks ve kapali alt

kiimesi, A: C = H bir a-ters kuvvetli monoton doniisiim ve F:C X C = R de (I11)-(14)
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sartlarin1 saglayan bifonksiyon olsun. S: C = C x-kesin pseudocontraction ve f:C — C
bir p-daraltan doniisiim olsun. Kabul edelim ki F(S) N EP(F,A) # @ dir. Ayrica (1;,) bir
pozitif reel dizi ve (a,), (B,), (6,) ve (4,) de (0,1) araliginda reel diziler olsun. (x,,)
asagidaki iterasyon semast ile iiretilmis bir dizi olsun:

(xl € C,

4F O ¥) + (Axp, ¥y — yn) + %(y ~YnYn = Xn) 20, Vy €C,

Utner = af Gn) + B + VaChadin + (1= 1S9 + B
Burada (e,,), C de sinirl1 bir dizidir. Kontrol dizilerinin agagidaki sartlar1 sagladigini kabul

edelim:

a. o, +Ppt+vnto,=1,

b. lim,_ ,a, =0 ve Y,_;a, = ©,

c. 0 <liminf, B, < limsup,,ef, <1,

d. Yps10, <oovelim,,o|rmer — 1l =1limy, LA — A4l = 0 Ve

e. Arr'reelsabitleriigin0 <k <1, <A1<1ve0<r<mn<r <2a
dir.

Bu durumda (x,), X = Prsyngp(r,a)f (X) ye giiglii yakinsar (Zhang, Y., Li, Y. 2016).

Ispat: Oncelikle (x,,) dizisinin siirli oldugunu gosterelim. p € F(S) N EP(F,A)
keyfi sabit olsun. Herhangi x, y € C i¢in

(I — 1, D)x — (I — 1, DylI> = llx — ylI* — 2r,(x — y, Ax — Ay) + r,?||Ax — Ay||?
< |lx = ylI* = n,(2a — r) || Ax — Ay||?

olur. e sart1 kullanilarak ||(I — r,4A)x — (I — r,A)y|l = |lx — y|| oldugu goriiliir. Bu I —
1, A nin genislemeyen oldugunu gosterir. S,, = A,/ + (1 — 4,))S denirse Lemma 3.3.2

den S,, genislemeyen ve F(S,) = F(S) dir. Boylece

”xn+1 - p” < an”f(xn) - p” + ﬁn”xn - p” + yn”Snyn - p” + 6n”en - p”
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olur. Burada M = sup{||e,,

olur. g, =

< anpillxy = pll + anllf (@) — pll + Bullxn — pll + allyn — Pl + Snllen
< (1= an(1 = )llxn = pll + @ullf (@) = pll + ylley, — p
< max {llx, = pll, L2 + 6, lley —

IIf() ||
U 4+ 6, sllen—s = pll + Sullen —

< max {|lxn—; - pll,

IIf (p)-pll o
< max{llxl - P||,f1p_—ﬂp} + M Y26

nx1

oldugunu gosterir. z, = (I — r,,A)x, dersek

|Zns1 — Zall < 1A = 1941 4) X041 — T — 111 A) x5 ||

+ ”(1 - rn+1A)xn - (I - rnA)xn”

< ”xn+1 - xn” - |Tn+1 - rn”len”
olur. Lemma 4.1.2 den
—yull = ” Tnerln+1 = TrnZn”
= ||Tn+1zn+1 Tn+1Zn|| + ||Tn+1 TTnZTl”
< ||Zn+1 Zn” +M ” Tnerln — Zn”

[Tn+1="nl
< ”xn+1 xn” + |Tn+1 Tn”len” + M” n+1Z - Zn”

elde edilir. Buradan

||Sn+1yn+1 - Snyn” < ”Sn+1yn+1 - Sn+1yn” + ”Sn+1yn - Snyn”

< ”yn+1 - yn” + ”Sn+1yn - Snyn”
< llxns1 = Xl + (741 — 1l Ay |

|rn+1 - rnl
+ ” Tn+1Zn - Zn”
Tn+1

+M—n+1 - An”lsyn - yn”

Xne1=BnXn 1cun. Buradan

n
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— pl|}} dir. Buise (x,,) ve ayn1 zamanda (y,,) dizisinin sinirh

(4.4)



an+1f(xn+1) + yn+15n+1yn+1 + 6n+len+1

Cne1 = Cn = 1- 6.,

_ anf (Xn) + YnSn¥n + Snen

1—-pn
_ i1 (f (1) = Snvadn) + (1 = Bry1)Sna1Vne1 + Onr1(€nts — Spia¥n)
1- ﬁn+1
. an(f(xn) - Snyn) + (1 B ﬁn)Snyn + 6n(en - Snyn)
1- Bn
_ A1 (f Ons1) = Sne1Vne1) | Snv1(€nir — Sne1Vnat)
1- Bn+1 1- ﬁn+1
an(f (xn) = Spyn)  Snlen — Suvn)

- 1- 8, - 1-8, + Sn+1Vn+1 = Sndn

yazilir. (4.4) den
ISn+1 = Sull = IXne1 — x4l

< Uit llf cns1) = Snt1Vnsall  Snsallenss — SnvaVnall

N 1- ﬁn+1 1- ﬁn+1
n anllf (xn) — Spyll n Snllen — Spyull llx — x|l
1 _ ﬁn 1 _ ﬁn n+1 n
1741 — Tl
+ Irn+1 - Tn”len” + e ” rn+1Zn - Zn”
n+1

+ i1 = AnllISyn =yl

ve b-e sartlarindan

limsup([|¢+1 = Gull = lxn+1 = xnl) <0

n—-oo

yazilabilir. Lemma 3.3.3 den lim,,_,, ||{;, — x|l = 0 olur ki buradan

lim [lxn 4 = xpll = 0 (4.5)
dir.

lyn = plIZ < I1(xn — p) — 1, (Ax,, — AD)II?
= ”xn - p”2 - 2rn<xn - D Axn - Ap) + rnZ”Axn - Ap||2
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< llxn — 2l — 1 (2a — 1) || Ax, — Apll? (4.6)
olduguna dikkat edelim. ||-||? konveks oldugundan (4.6) dan
xn11 = PlI? < anllf (en) — pII? + Bullxn — pII? + VaullSpyn — plI? + Snllen — plI?
< anllf Ocn) = plI? + Bullxn — plI? + vallyn — plI* + Snllen — plI?

< anllf () = P12 + llxy — plI? — 1 2a = 1)y llAx, — Apll®
+6nllen — pll?

oldugu goriiliir. Bu ise

rn(za - rn))/n”Axn - Ap||2
< ”xn - p”2 + an“f(xn) - p”2 - ”xn+1 - p”2 + 6n”en - p”2
< (Ixn = 2l = 1%n41 = PIDNXRs1 — x|l + anllf () — pII? + Sy llen, — oI

sonucunu verir. b-e sartlar1 géz 6niine alindiginda (4.5) den
lim [|Ax, — Apll =0 (4.7)
elde edilir. Diger taraftan
2
”yn - p”2 = ”Trn(xn - TnAxn) - Trn(p - TnAp)”
< ((xn - TnAxn) - (p - TnAp), Yn — p)
1
=~ ([IGetn = mAxn) — (0 — AP + llyn — pII?
_(”(xn - rnAxn) - (p - rnAp) - (yn - p)llz)
1
= E(”xn - p”2 + ")Jn - p”2 - (”xn —Vn— rn(Axn - Ap)||2)
1
< E(”xn - p”2 + ”yn - p”2 - ”xn - ynllz - rnz(”Axn - Ap”z
+21 |, — A%, — Apll)
1
< E(”xn - p”2 + ”yn - p”2 - ”xn - ynllz + 2rn”xn - yn””Axn - Ap”)
yani
|IYn - pHZ < ”xn - p”2 - ”xn - ynllz + Zrnllxn - yn””Axn - Ap”)
yazilir. Ayrica bu

”xn+1 - pHZ < an”f(xn) - p”2 + ,Bn”xn - p”2 + Vn”Snyn - p”2 + 6n||en - p”Z
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< apllf () = Dl + Bullxn — pII* + Vallyn — pII? + Syllen, — plI?
< an”f(xn) - p”2 + ”xn - p”2 - )/n”xn _ynllz + 6n||en - p”2
+2rnyn”xn - yn””Axn - Ap”

ve bu son ifade de

Vallxn = yall? < aullf Gen) = plI? + llxn = plI? = llxns — plI?
+25ullxXn — yllllAx, — Apll + Syllen, — plI?
< aullf (o) = plI? + Ulxn = Il + X041 = PIDNx41 — xnll
+25ullXn — YulllAx, — Apll + Syllen, — plI?

olmasin1 gerektirir. b-e sartlar1 goz oniine alindiginda, (4.5) ve (4.7) den

r{i_r)lgo”xn+1 - yn” =0 (48)

olur. Not edelim ki

Vn(S:Vn - xn) = (xn+1 - xn) + an(xn - f(xn)) + Sn(xn - en)
dir. b-d sartlarin1 kullanarak (4.5) den

gi_rfolo”xn+1 =Syl =0 (4.9)

olur. ||Spx, — xpll < 1Snxn — SpVnll + [1Snyn — x5 1| V€ S, genislemeyen oldugundan
(4.8) ve (4.9) dan

lim ||x, — S,x,|| =0 (4.10)
n—>co
elde edilir. Ayrica
”Snxn - xn” < ”Snxn - (Anxn + (1 - An)an)” + ||(/1an + (1 - An)an) - xn”

< An”Snxn - xn” + ”Snxn - xn”

dir. (4.10) ve e sartindan

lim||x,, — Sx,|| =0 (4.12)
n—-oo
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olur. Simdi limsup(f (x) — x, x, — X) < 0 oldugunu gosterelim. Burada

n—-oo
X = PF(S)nEP(F,A)f(f)
dir. Bunu gostermek igin

limsup(f (%) — %, x, — %) = lIm(f (X) — X, xp, — X)

n-oco
olacak sekilde (x,,) nin bir ( xni) alt dizisini segelim. ( xni) sinirl oldugundan bu dizinin
bir x noktasina zayif yakinsayan ( xnij) alt dizisini segilebilir. Genelligi bozmadan ( xni)
nin x noktasina zayif yakinsadigimi kabul edebiliriz. Simdi x € F(S) N EP(F,A)
oldugunu gostermeliyiz. Lemma 3.3.1 i kullanarak x € F(S) oldugunu goriiriiz. Simdi
x € EP(F, A) oldugunu gosterelim. (4.8) den (yni) nin x noktasina zayif yakinsadigini
goriirliz. Buradan

1
F (ny) +{Axp, Yy — yp) + ;(y—yn,yn —x,) 20, VYy€eC

n

dir. (12) sartindan

1
(Axp,y — yn) + r—<y — Y Yn— %) 2 F (¥, yn), VYEC
n

dir. n yerine n; alinirsa

Yni_xni

1
(Axny Y = Yn ) + = Yy Y= F (y,y,) VYEC (4.12)

Tn;
esitsizligielde edilir 0 <t <1vey e Cig¢inu, =ty+ (1 —t)xolsun.y e Cvex €
C oldugundan u, € C dir. (4.12) den

<ut - yni!Aut> 2 (ut - yni: Aut) - <Axnl-;ut - yni)

Y, — Xn.
nlr—.nl)-l_F(ut'yni)

ni

= <ut - yni: Aut - Ayni) + (ut - ynl-'Aynl- - Axm)

Y, — Xn.
nlr—.nl)-l_F(ut'yni)

ni

- <ut - yni:

- <ut - yni:
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bulunur. A monoton oldugundan (u; — yp,, Auy — Ay,,) = 0 dir. 14 sartin1 kullanarak
(uy — x, Aug) = F (ug, x) (4.13)
ifadesine ulasilir. (11) ve (14) sartlar1 kullanilarak (4.13) den

0=F (us,u) <tF (us,y) + {1 —t)F (us, x)
< tF (u;,y) + (1 — t){u; — x, Auy)
= tF (u;,u) + (1 — t)t{y — x, Au;)

bulunur. Boylece F (u;,y) + (1 — t){y — x, Au;) = 0 olup t = 0 i¢in limit alinirsa
F(x,y)+{y —x,Ax) = 0
bulunur ki bu x € EP(F, A) olmasini gerektirir. Buradan

limsup(f(x) —x,x, —x) <0

n—->oo

c¢ikar. Not edelim ki

xn+1 = XI1? < @n(f (n) = X, xn41 — %) + Bullxn — Xllllxney — ||
H¥nllSnyn — Xlllxn+1 — Xl + Snllen — Xlllxn4q — %Il
< ap(f (n) = F(R), Xni1 = %) + ap(f (%) = X, Xp4q — X)
+Bullxn — Zllllxn+1 — Xl + vallxn — Xllllxp41 — I

+6pllen — llllxpe1 — Xl
< ST (e — 7 + ey = FI) + @l (D) = £ gy — )
+28 (lleg — #I12 + s — 7II?)
dir. Buradan

i1 — %2 < (1= an (1 — @)llxn — XI1? + 20, (f (%) — X, xp11 — X) + Sylle, — |

elde edilir. Lemma 3.3.7 kullanilarak lim ||x,, — X|| = 0 bulunur. Bu da ispati tamamlar.
n-oo
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4.2. Parcal Esitlik Genellestirilmis Karisik Denge Problemi I¢in Giiclii ve

Zayif Yakinsama Teoremleri

(4.3) Denge problemi ilk olarak (Blum, E., Oettli, W. 1994) tarafindan genis olarak
caligtlmigtir. 2014 yilinda Ahmad ve Rahaman, her y,z € C ve 4 € (0,1] igin

F(Ax+ (1 —A)y,z) € —C\{0}

olmak flizere bir x € C noktasim1 bulma seklindeki genellestirilmis vektor denge
problemini olusturmuslardir. Burada F: C X C - 2, F(Ax + (1 — 1)y, x) 2 {0} sartim
saglayan kiime degerli bir doniistimdiir. Skalar halde genellestirilmis denge problemi, her

y,z€Cvelde (01]icin F(Ax + (1 — 1)z, x) = 0 sart1 ile
FAx+ (1 —-Ay,z)=0 (4.14)

olacak sekilde bir x € C noktasini bulma formunu alir. Eger 4 = 1 ise (4.14) problemi

(4.3) problemine indirgenir.

T:C — C siirekli bir doniisiim ve ¢:C — R bir fonksiyon olsun. (Rahaman vd.
2015), her y,z € C ve A € (0,1] igin

FAx+ (1 =Dy, z) +(Tx,y —x)+ p(y) — p(x) =0 (4.15)

olmak iizere bir x € C noktasim1 bulma seklindeki genellestirilmis karisik denge
problemini g6z 6niine almiglardir. (4.15) probleminin ¢6ziim kiimesi GMEP(F, T, ¢) ile

gosterilir.

Hy, H, ve Hj reel Hilbert uzaylari, C ve Q sirasiyla H; ve H, nin bos olmayan
kapali ve konveks alt kiimeleri olsun. F: C X C - R ve G:Q x Q — R bifonksiyonlar,
T:C - CveS:Q — Q nonlineer doniisiim, ¢p: C > RU {+o0}ve ¢: Q » RU {+0}, C N
dom¢p # @ ve QNdome # @ olacak sekilde has alttan yar1 siirekli konveks
doniistimler, A: H; —» H; ve B:H, —» H; smirlt lineer doniisiim olsun. (Rahaman vd.
2015), her x,b € C, y,c € Q ve 14,4, € (0,1] igin

FAix*+ (1= 2)b,x) +(Tx*,x — x*) + p(x) — p(x*) = 0,
Gy + (1 —=2A)c,y) +(Sy"y —y )+ o) — o(y") =0 ve (4.16)
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Ax* = By*

olacak sekilde x*€C ve y*€Q bulma scklinde tanimlanan pargali esitlik

genellestirilmis  karigik denge problemini teskil etmislerdir (SEGMEP). (4.16)

probleminin ¢6ziim kiimesi SEGMEP(F,G,T, S, ¢, ¢) ile gosterilir. Bu problem diger

tim problemleri asagida Ki sekillerde genellestirir. (4.16) ile tammli SEGMEP

probleminde

1)

)

3)

(4)

T=S=0ve A, =1, =1 alinirsa, (SEGMEP) parcali esitlik genellestirilmis
karistk denge problemi (SEMEP) pargali esitlik karisik denge problemine
indirgenir. Ma vd. tarafindan teskil edilen (SEMEP) problemi,

F(x*,x)+ ¢p(x) — ¢p(x*) =0, Vx € C,

G y)+ o) — e(y) =0, VyeQ ve (4.17)

Ax* = By*
olacak sekilde x* € C ve y* € Q bulma seklinde tanimlidir.
T=S=¢=¢9=0,B=1,H, =Hyved, =1, =1almursa, (4.16) problemi (He
2012) tarafindan teskil edilen (SEP) pargali denge problemine indirgenir. (SEP)

problemi, her x € C ve y € Q igin

F(x*,x) =0 ve
Ax* =y € Q,G(y",y)=0 (4.18)

olacak sekilde x™ € C bulma seklinde tanimlanir.
T=S=¢=¢p=0ve 4; =1, =1 alinirsa, (4.16) problemi (SEEP) parcali
esitlik denge problemine indirgenir. (SEEP) problemi,
F(x*,x) =0, Vx €C,
Gy y) =0, VyeqQ ve (4.19)
Ax* = By*
olacak sekilde x* € C ve y* € Q bulma seklinde tanimlanir.

F=G=T=S5=0 alinirsa, (4.16) problemi (SECMP) parcali esitlik konveks

minimizasyon problemine indirgenir. (SECMP) problemi,
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(5)

(6)

(7)

d(x) = ¢(x*), VX €C; 9(¥) = ¢(¥y*), ¥y € Q ve Ax™ = By" (4.20)
olacak sekilde x* € C ve y* € Q bulma seklinde tanimlanir.
F=G=T=5=0,B=1veH, = H; alinirsa, (4.16) problemi (SCMP) parcali
konveks minimizasyon problemine indirgenir. (SCMP) problemi,

d(x) = ¢(x*), VX EC; o(¥) = ¢(¥y"), yEQVeAx" =y" €Q  (421)
olacak sekilde x* € C bulma seklinde tanimlanir.

F=G=¢=¢=T=5=0 alinirsa, (4.16) problemi (SEP) parcali denge
problemine indirgenir. (SEP) problemi,

x*€Cvey” €Qicin Ax* = By”* (4.22)
olacak sekilde x*ve y* bulma seklinde tanimlanir.
F=G=¢=¢p=T=5=0,B =1veH, = H; alinirsa, (4.16) problemi
(SFP) pargali fizibilite problemine indirgenir. (SFP) problemi,

x*€ECveAx* € Q (4.23)

olacak sekilde bir x* bulma seklinde tanimlanir. Bu problem, (Censor ve Elfving

1994) tarafindan teskil edilmistir.

Simdi yukaridaki problemlerle ilgili 6ne ¢ikan bazi ¢aligmalar1 verelim:

2015 yilinda Ma vd., (SEMEP) igin giliglii ve zayif yakinsama teoremleri elde

etmek amaciyla asagidaki eszamanli iteratif algoritmayi teskil ettiler: Heru € C, v € Q

ven = 1i¢in

F () + ¢w) = ¢ (n) + = (U =y, Uy — x,) = 0,

1
G(Unrv) + (,0(17) —Q (Un) + Z(U —UnyVUp — yn> = 0' (4.24)
Xnt1 = AulUy + (1- an)T (un - ynA*(Aun - an))'
Yn+1 = OplUy + (1 - an)S (vn - ynB*(Aun - an))-
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Burada T: H; - H, ve S: H, — H,, genislemeyen dontisiimlerdir. Ayn1 y1l (Rahaman vd.
2015), (4.24) algoritmasinin bir genellemesi olarak asagidaki metodu vermislerdir. Her
u,becC, vceQven = 1igin
fF (Alun + (1 - Al)b: u) + ¢(u) - d) (un) + (Tunlu - un)

+ rl(u — Uy, Uy — Xy) =0,
) CGAv,+ (1 =2)c,v)+ o) — @ (v,) + H Sy, v — 1)

+ %(U — UnyUn _yn) =0,
Xn+1 = (1 — ap) Uy — 6,4 (Auy, — Bup) + anp(un — 6, A" (Auy, — an)) )
Lyn+1 = (1 - an)(vn + SnB*(Aun - an) + anQ(Un + SnB*(Aun - an))-

(4.25)

Burada P:H, - H; ve Q:H, = H,, iki demi-daraltan doniisiimdiir. Yazarlar (4.25)
algoritmasi ile tiretilmis ((xn, yn)) dizisinin uygun sartlar altinda (4.16) parcali esitlik

genellestirilmis karisik denge probleminin ¢oziimiine zayif ve giiglii yakinsadigini ispat

etmislerdir.

2016 yilinda Karahan, (4.25) algotritmasindan esinlenerek pargali esitlik
genellestirilmis karigik denge problemi igin zayif ve giiclii yakinsama sonuglar1 elde
etmek amaciyla modifiye bir algoritma olusturdu. Ayrica pargali esitlik problemi, pargali
fizibilite problemi, pargali esitlik karisik konveks diferansiyellenebilir optimizasyon
problemi, pargali esitlik konveks minimizasyon problemi ve parcali esitlik karisik denge
problemi i¢in bazi sonug¢ ve uygulamalar verdi. Karahan’in elde ettigi sonuglar, birgok

yazarin karsilik gelen sonuglarini genellestirmektedir.

F:C X C — R bifonksiyonunun ve T: C — C, ¢: C — R doniistimlerinin asagidaki
sartlar1 sagladigin1 kabul edelim.

(Al) Herx e Cigin F (Ax + (1 — A)b,x) = 0 dur.
(A2) F monotondur yani her x,y € C igin

FAx+A-A)by)+FAy+(1—-2A)b,x) <0

dur.
(A3) T monotondur yani her x,y € C ig¢in (Tx — Ty, x —y) = 0 dir.
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(Ad) Herx € Cig¢iny — F (Ax + (1 — A)b, y), konveks ve alttan yar1 siireklidir.

(A5) F, ilk bilesenine gore hemi siireklidir.

(A6) T, zayif iistten yar1 stireklidir.

(A7) Herx € C, 2 € (0,1] ver > O igin sinirli bir D € C alt kiimesi ve a € C mevcuttur,
oyle ki herhangi bir z € C\D ve her b € C igin

—F(Aa+ 1 —-1)b,2)+ (Tz,a—z)+ ¢p(a) — ¢ (2) + %(a—z,z—x) <0

dir.

Lemma 4.2.1: C, bir H; Hilbert uzaymin bos olmayan kapali konveks alt kiimesi
olsun. F:C X C - R bifonksiyonu ve T:C — C donisiimiiniin (Al)-(A7) sartlarini
sagladiginmi kabul edelim. ¢p: C - R U {+o}, C N dom¢ = @ olacak sekilde bir has

alttan yarisiirekli ve konveks fonksiyon olsun. r > 0, 4; € (0,1] ve x € H; i¢in

rro o (2€CF(uz+ A =2)b,y) + (Tz,y —2) + ¢() — ¢ (2)
Jr (x)—{ +%(y—z,z—x)20, vb,y € C } (4.26)

seklinde tamimh J©7: H; — C bir operatér, F ve T nin rezolvent operatrii olsun. Bu

durumda

i) Herx € H, icin J'T # @ dir.
i) JET tek degerlidir.
i) J&'T siki genislemeyendir. Yani her x,y € H; igin || JETx —JE ’Ty”2 <
FTx = JETy.x~ ) di
iv) FUE™) = GMEP (F,T,$) ve F(JI'"), kapali ve konvekstir (Rahaman vd.
2015),

G:Q X Q - R bifonksiyonu ve S: Q — Q doniisiimii (A1)-(A7) sartlarini saglasin.
@:Q » RU {+}, Q N dome = @ olacak sekilde bir has alttan yarisiirekli ve konveks

fonksiyon olsun. s > 0, 1, € (0,1] ve u € H, i¢in JS*: H, - Q,
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VEQR: G(ALv+(1—2A)e,w)+ (Sv,w—v)+ pw) —@ (v)
+ %(W—v,v—u)ZO, Vw,c € Q

Jst(w) = { } (4.27)

seklinde tanimli J&° operatérii, G ve S nin rezolvent operatérii olsun. Bu durumda J&°
nin Lemma 4.2.1 in (i)-(iv) sartlarini sagladigi ve F(J$°) = GMEP (G, S, ) oldugu
agiktir.

Karahan, 2016 da pargali esitlik genellestirilmis karigsik denge problemini ¢6zmek
icin asagidaki yeni bir modifiye iteratif algoritma vermis ve bu algoritmanin

yakinsakligini ispat etmek i¢in

(B1) H,, H, ve H; reel Hilbert uzaylari, C € H; ve Q S H, bos olmayan kapali konveks
alt kiimelerdir.

(B2) F:C xC = R ve G:Q x Q = R bifonksiyonlar1 (Al), (A2), (A4), (AS) ve (A7)
sartlarini saglar.

(B3) T:C — C ve S:Q — Q doniisiimleri (A3), (A6) ve (A7) sartlarin1 saglar.

(B4) ¢:C > RU{+o0} ve ¢:Q > RU{+w}, CNdomp =0 ve Q Nndomp =0
olacak sekilde has alttan yar1 stirekli ve konveks fonksiyonlardir.

(B5) P,,P,: H, - Hy ve P;,P,: H, = H,, genislemeyen doniistimlerdir.

(B6) A: H; — H; ve B: H, = Hs, smurl lineer doniisiimlerdir.

sartlarint sagladigini kabul etmistir. Keyfi bir (x4, y;) € C X Q baslangi¢ degeri i¢in C X
Q daki ((xp, y)) dizisi heru,b € C, v,c € Q ve A1, 1, € (0,1] igin

(F(Aun + (1= A)b,w) + d(w) — d(up) + (Tup, u — uy)
+rl(u — Uy, Uy — Xp) =0,
G(Avp + (1 — 2A2)c,v) + (v) — @(vy) + (Svp, v — vy)
+%(v — U, Up — V) = 0,
Xny1 = (1 — an)Pl(un — 6, A" (Au,, — an)) + a,P, (un — 6, A" (Au,, — an)),
Wnt1 = (1 — ap)P3(vy + 8,B* (Auy, — Bvy)) + ay Py(vy + 6,8 (Au, — Bvy,))

A

(4.28)

olarak tanimlanmis olsun. Burada (8,), (a,) ve (1,) asagidaki sekilde tanimlanan

dizilerdir.
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(C1) (6,), yeterince kiigiik bir € igin &, € (e — e) olacak sekilde pozitif reel

2
' Aa—2B

dizidir. Burada 14 ve Ap ise sirasiyla A*A ve B*B nin spektral yarigaplaridir.
(C2) (ap),uyguna,B € (0,1)icin0 < @ < a,, < f < 1 sartin1 saglayan dizidir.

(C3) (1) < (0, o) dizisi de liminfr, > 0 ve lim |r,.; — 1| = 0 sartlarini saglar.
n—-oo n—-oo

Teorem 4.2.2: Hy, H,, H3, F, G, T, S, P;, P,,P;, P,, ¢, @, A ve B, (B1)-(B6)
sartlarin1 saglasin ve ((xn, yn)), (4.28) ile iretilmis bir dizi olsun. Eger F :=

N, F(P) N SEGMEP (F,G,P;, ¢, p) # @ ise bu durumda

Q) ((xn, yn)) dizisi (4.16) probleminin ¢6ziimiine zay1f yakinsar.
(i) Eger i = 1,2,3,4 igin P; ler demikompakt ise ((x,,¥,)) dizisi (4.16)

probleminin ¢dziimiine giiclii yakinsar (Karahan, 1. 2016).

Ispat: (i) (x,y) € F olsun. Bu halde x € F(P,) N F(P,) ve y € F(P;) N F(P,)
olup Lemma 4.2.1 den

lln = Il = |7, () = T GOl < Nl — (4.29)

ve

lvn =yl = [ Om) =15 || < llyn = (4.30)

olur. i = 1,2,3,4 igin P; ler genislemeyen oldugundan x,y € H igin

llx = ylIZ = llxll> + llylI* = 2¢y, x)
esitsizligi dikkate alindiginda Lemma 3.3.6 dan
21 = x11? = [|(1 = an) Py (un — 8,4 (Au, — Bvy,))
+an Py (uy — 84" (Atty, — By)) — x||°
= [|(1 = @) (P (u, — 8,4 (Auy, — Bvy)) — x)
+ 0 (P (un — 8, A" (Auy — Bryy)) — x)||°

< (1 - an)”un - SnA*(Aun - an) - x”2
+ayllu, — 6,A"(Au, — Bvy,) — x”2
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—a, (1 — a)||Py(un, — 6,47 (Au, — Bvy,))
—P, (1 — 8,4 (Au, — Bvy)|”

= llup — 6,47 (Au, — Bvp) — x|I°
—a,(1— an)”Pl(un — 6,47 (Au,, — an))
—P, (1 — 8,4 (Au, — Bvy)|”

= llu, — xII* + 87114 (Auy, — Bv)II?
—26,(A*(Au,, — Bv,),u, — x)
—a,(1— an)”Pl(un - 6, A" (Au,, — an))
—P,(uy — 8,4 (Au, — Bvp)||

< llx, — xII? + 62 11A" (Au, — Byl
—28,(A"(Au, — Bv,), u, — x)
—a, (1 — a)||Py(up, — 6,47 (Au, — Bvy,))
Py (ty, — 8,4 (Auy, — Bvp)||*

olur. Diger taraftan

6721||A*(Aun - an)llz = 6721(Aun - an, AA*(Aun - an))

< AASrzlllAun - anllz
dir. Boylece (4.31) ve (4.32) den

lxnt1 — %1% < Il — xII* + 2467 | Awn, — Bunl|?

—26,(Au,, — Bv,, Au,, — Ax)

—a,(1— an)”Pl(un — 6,47 (Au,, — an))

. 2
—P,(up — 8,4 (Au, — Bvy))|
elde edilir. Benzer sekilde

IYn+1 = YII? < llyn — yII? + 256% | Au, — Buy |I?
+268,,(Au,, — Bvy,, Bv, — By)

—a,(1— an)”Pg(vn + 6,B"(Au,, — an))

—Py(vn + 6,B" (A, — Bv)||”
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olur. (4.33) ve (4.34) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa Ax = By oldugunu kullanarak
lxnt1 = X% + lyner — Y12 < Nl — xI1 + llyn — ¥lI? + 67 (A4 + Ap) 1 Auy, — Buy|I?
=26, 1Ay, = Bugll? — (1 = a){[| Py (un — 8,4" (4w, — Bry))
—P, (1, — 8,4 (Auy, — Bv)||” + ||Ps (v + 6,B" (Au, — Bvy)
Py (v + 8,8 (Au, — Bvy)|}
= llxn = xII? + llyn = ylI? = 8n(2 = 8,44 + Ap)) [l Atty, — By |I?
—a,(1 - an){”Pl (un — 6,4 (Au,, — an))
—Py(up — 8,4 (Au, — Bv)||” + ||Ps (v + 6,B" (Au, — Bvy)
Py (v + 6,B" (4w, — Bvy)|} (4.35)
elde edilir. &,(x,y) = ||x, — x||? + ||y, — y|I? olsun. Boylece (4.35) den
Ene1(0,Y) < En(,Y) = 8n(2 = 8, (4 + Ap)) Il Atty, — Buy 2
—a,(1— an){”Pl (un — 6,A"(Au,, — an))
—Py(up — 8,4 (Au, — Bv)||” + ||Ps(vy + 6,B" (Au, — Bvy)

—Py (v + 8,8 (A, — Bvy)|} (4.36)

olur. a,, € (0,1) ve 6, € (e, — e) oldugundan 2 — §,,(44 + 45) > 0 olur. Boylece

2
Aa+Ap
(4.36) dan

fn+1(x; J’) < En(x' }’)

olur. O halde (&,(x,y)) dizisi artmayan ve 0 ile alttan smurhdir. Dolayisiyla
lim,, &, (x, y) limiti mevcuttur. lim,_,é,(x,y) = o(x,y) olsun. Buradan pu, =
(% ), 1 = (x,¥) ve W = F ile Lemma 3.3.5 in (i) sart1 saglanir. (&,(x,y)) dizisi
yakinsak oldugundan (4.36) esitsizliginden

lim ||Au,, — Bv,|| = 0, (4.37)
n—->0oo
rlli_r)g)”Pl(un — 0, A" (Au,, — an)) — Pz(un - 0, A" (Au,, — an))” =0 (4.38)

ve
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%i_{go”Pg,(vn + 6,B*(Au, — Bv,)) — P,(vy + 6,B*(Au, — Bv,))|| =0 (4.39)

elde edilir. Ayrica ||x,, — x||? < &,(x,y) ve |ly, — ylI? < &,(x,y) oldugundan (x,,) ve
(yy,) dizileri smirh ve limsup,,_, 0 ||, — x|| Ve limsup,_,o ||y, — || mevcuttur. (4.29) ve
(4.30) dan ayn1 zamanda limsup,,_, ||u,, — x|| ve limsup,,_, ||V, — ¥|| mevcuttur. Kabul
edelim ki (x,) ve (y,) dizileri sirasiyla x* ve y* noktalarina zayif yakinsar. Boylece
(4.37) den (un — 6,A"(Au,, — an)) dizisi x* a ve (vn + 6,B*(Au,, — an)) dizisi y*
a zayif yakinsar. Lemma 3.3.6 kullanilarak
%nt1 = Xall? = ll2n41 — x — x5 + xII?
= llxtps1 — xl1? = Il — xI1? = 2{otn 41 — X, X0 — %)
= lxn1 — xI1% = llxn — x|I?
—2(Xpgeq1 — X", %0 — x) + 2(x;, — X", x5 — X)

olur. Buradan

lim [lxn 4 = xnll = 0 (4.40)
ve benzer sekilde
Im llynes = yull = 0. (4.41)
bulunur. u,, = ]ff(xn) Ve Upyq = ]TFil(an) oldugundan Lemma 4.2.1 den her u € C
i¢in
F(Aliu, + (1 —A)b,uw) + (Tu,, u — uy)
1 (4.42)
+¢(u) - ¢(un) + ;(u — Up, Uy — xn) =0
ve
F(Aupr + (1= A)b,u) + (Tupyq, U — Upyq)
(4.43)

1
+op () — Pp(up4q) + E(” — Ups1, Unt1 — Xn41) = 0

yazilabilir. (4.43) de u = u,, ve (4.42) de u = u,; alir ve bu esitsizlikleri taraf tarafa

toplarsak

0< F()qun + (1 —24)b, un+1) + F(A1un+1 + (1 —21)b, un)
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+<Tun; Unyq — un) + <Tun+1fun - un+1>

1 1
+ _<un+1 — Up, Up — xn) + (un —Up+1, Upy1 — xn+1>-
T™n T+1

bulunur. (A2)-(A3) sartlar1 kullanilarak

0<

<un — Upt+1)Upy1 — xn+1> +— (un+1 —Up, Up — xn>
Tn+1 T

Un—Xn _ Un+1 _xn+1>

= <un+1 ~ U ™ Tn+1

n

= <un+1 —Up, Up — Uptq + Uppr — Xp — (Upt1 — xn+1)>

Tn+1

Th
= (Up41 — Up, Uy — Upyq) + <un+1 —Up, Xpy1 — Xp T (1 - - ) (Upt1 — xn+1)>
n+1

T,
= _”un+1 - unllz + <un+1 —Up, Xp41 — Xp T (1 - rnjl) (un+1 - xn+1)>

olup buradan

s = a2 < etnas =l (s = 2l + |1 = 2| ks = s )
n+1
ve
s = unll < e = Fall + |1 = 2| litnss = X (4.44)

bulunur. (4.40) ve (C3) kullanilarak (4.44) den

lim [t 1 =l = 0 (4.45)
ve benzer sekilde

rlli_{?o”vn+1 - Un” =0 (446)

olur. Diger taraftan (4.33) ve (4.34) den

%ns1 = %1 < llup — %112 + 83 2allAuy, — Bvpll®
—28,(Au, — Bv,, Au,, — Ax)
_an(l - an)”Pl(un - 6nA*(Aun - an))

—P, (uy — 8,4 (Au, — Bvp)|” (4.47)
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ve

IYns1 = Y112 < llvn — ¥l + 8725 | Au, — Buy |l
+26,,(Au,, — Bv,, Bv, — By)
—a,(1 - an)”Pz (vp + 6,B* (Au,, — Bwy,))

2
—P, (v, + 6,B*(Au, — Bv))|| (4.48)
elde edilir. Ax = By oldugu kullanilarak (4.47) ve (4.48) taraf tarafa toplanirsa

%ne1 = xI1? + 1Yner — Y12 < llun — %17 + llv, — ylI?
~8,(2 = 8, (24 + 1)) | Aup, — Bup|®
—a,(1— an){”Pl(un - 0,A"(Au,, — an))
—P,(up — 8,4 (Au, — Bvp)|”
+||Ps(vs + 6,B* (Au,, — Bvy,))

—Py (v + 88" (A, — Bv)|°} (4.49)
bulunur. Burada
g = 112 = /57 ) = JET 0|

S (xn_x)un _x>

1
= ~{llxn — xl1? + llun — x11* = llx, — unll?} (4.50)
ve
2
llon =y = 5 Om) = Jr" G|

< (yn — Y, Un _y)
1
= ~{llyn = ¥I12 + llvn = Y11 = llyn — vall?} (4.51)

dir. (4.49)-(4.51) den

e — unll® + Ny = vall? <l — xI12 = llxp41 = 1% + Iy — Y112 = lynes — ¥II?
—8,(2 — 6,(A4 + 1)) | Auy, — Bry||?
—a,(1 - an){”Pl(un — 0,A"(Au,, — an))
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—Pz(un — 8, A" (Auy, — an))llz
+||P3(vn + 6,8 (Auy, — an))

Py (v + 88" (A, — Bv)|} (4.52)

sonucuna varilir. (4.37)-(4.41) kullanilarak

lim ||x, —u,|| =0 (4.53)
n—-oo

ve

lim 1y, = vl = 0 (454

elde edilir. Boylece u,, = x* ve v, = y* dir. i =1,2,3,4 i¢in P; ler genislemeyem
oldugundan
lun — Prugll = llun — Xn41 + Xn41 — Prigll
< llup = xpgall + llxne1 — Pyl
= [lun — Uns1 + Uns1 — Xpaall
+|(1 = @) Py (un — 6,47 (Auy, — Bvy))
+a,P, (un — 6,47 (Au,, — an)) — Plun”
< lun = tpgall + 1t s1 = Xnaall
+||Py(un — 6,47 (Auy, — Bvy)) — Pyuy||
+a:n||P1 (un — 0,A"(Au,, — an))
—P,(u, — 8,47 (Au, — Bwy))||
< lun = pgall + 1t s1 = Xnaall
+6n111A7 [l Auy, — Bl
+a:n||P1 (un — 0,A"(Au,, — an))
—Pz(un - 6, A" (Au,, — an))”

olur. (4.37), (4.38), (4.45) ve (4.53) kullanilarak

lim ||u, — Pyu,|| =0 (4.55)
n—>0o

bulunur. Benzer sekilde P,, P; ve P, i¢in yukaridaki ayni adimlar takip edilerek
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lim ||u,, — Pu,|| =0, lim|lv, — P;v,]| =0 ve lim||v, — P,v,|| =0 (4.56)
n—oo n—oo n-—-oo

olur.

”xn - Plxn” = ”xn — Uy + Uy, — Pyuy, + Puy, — Plxn”
< ”xn - un” + ”un - Plun” + ”un - xn”
= zllxn - un” + ”un - Plun”:

oldugundan (4.53) ve (4.55) den

lim ||x, — Pyx,|| =0 (4.57)
n—-oo

ve benzer sekilde

rlli_l}(;lo”xn - Pan” =0, nl_l)rgg”yn - P3yn” =0 ve 7111_{?0”3]” - P4—Yn” =0 (458)

bulunur. (x,,) ve (y,), sirasiyla x* ve y* a zayif yakinsak ve i = 1,2,3,4 i¢in (I — P;),
sifira demi-kapali oldugundan (4.57) ve (4.58) den x* € F(P;) N F(P,)vey* € F(P;) N
F(P,) dir. Diger taraftan her Hilbert uzayr Opial sartin1 sagladigindan ((xn, yn))

dizisinin zay1f alt dizisel limiti tektir.

Simdi x* € GMEP(F,T,¢®) ve y* € GMEP(G, S, ¢) oldugunu gosterelim. u, =
]ff(xn) kullanilarak b,u € C ve A € (0,1] i¢in

Pty + (1= 20b10) + Tty 1 = )+ $00) = () + 2t = by iy — 1) 2 0

n

yazilabilir. (A2) ve (A3) sartlarindan

¢(u) - ¢(un) + rl(u — Up,Up — xn) = _F(llun + (1 - Al)b' u) - (Turvu - un)

n
>FAu+ (A —-2)buy,) +(Tu,u, —u)
ve boylece
1
@) = b (utm,) +— (1 = Uy U, = %)
ng

> F(Alu + (1 —A,)b, unk) + (Tu, Up, — u)
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ele edilir. (4.53) den u,, — x* oldugu kolayca goriiliir. Boylece

”unk B xnk” _

Th

limk_,oo 0

k
yazilabilir. ¢ nin alt yar1 siirekliliginden her b, u € C igin
Fliu+ A —=A)b,x™) + (Tu,x* —u) + p(x*) —p(u) <0 (4.59)
olur. Her t € (0,1] ve u € C igin u; = tu + (1 — t)x* diyelim. C, konveks olup u; € C
dir. (4.59) dan
F(Aug + (1= 2A)b, x™) + (Tug, x* —ug) + p(x*) —p(ue) <0 (4.60)
olur. (4.60) esitsizligi, ¢ nin konveksligi ve (A1) — (A4) sartlar1 kullanilarak
0=Fu + (1 —2A)bu) + (1 — O)(Tug, up — ue) + p(ue) — Pp(uy)
S<tFlhu+ (A —=2)bu)+ (1 —-t)F(Au, + (1 —A1)b,x™)
+tp(w) + (1 — )P (x") — d(u) + (1 — )(Tug, up — x7)
+(1 = O)(Tug, x* —ug)
= t{F(Que + (1 —A)b,u) + (1 — t)(Tug, u — x7) + (W) — d(up)}
+(1 - O{F Aue + (1 = 2)b, x") + (Tue, x* —ue) + (") — p(ue)}
< t{F(Que + (1 —A)b,u) + (1 — t)(Tug, u — x7) + (W) — d(up)}

yazilir. Bu ise her b, u € C igin
F(Aus + (1 —2A)b,u) + (1 — t)(Tup, u — x*) + p(u) — p(uy) =0

olmasimi gerektirir. u; nin tanimindan t = 0 i¢in u; = x* oldugu agiktir. (A5), (A6)

sartlar1 ve ¢ nin has alt yari siirekliliginden her b, u € C i¢in
FAax*+ (@A —=-2Db,u) + (1 —t)(Tx* , u—x*)+ dp(u) —p(x*) =0
elde edilir ve bu x* € GMEP(F, T, ¢) oldugunu gosterir. Benzer adimlar takip edilerek

y* € GMEP(G, S, @) oldugu da goriiliir.

Diger taraftan A: H; - H; ve B: H, = Hj, sinirh lineer doniistimler ve (u,) ve
(v, dizileri sirasiyla x* ve y* a zayif yakinsadigindan keyfi f € H3 icin f(Au,) —
f(Ax™) ve benzer sekilde f(Bv,) — f(By™*) dir. Boylece
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Au, — Bv, = Ax* — By~
olup buradan

|Ax* — By*|| < liminf||Au,, — Bv,|| =0
n—oo

yani Ax* = By* olur. O halde (x*,y*) € SEGMEP(F,G,T,S, ¢, ) olup (x*,y*) € F
dir.

Son olarak her bir (x*,y*) € F i¢in lim, o (||, — x*|| + ||y, — y*||) mevcut ve
I1(x*, y*)|| dizisinin herbir zayif kapanis noktas1 F ye aittir. ||(x, y)|| = 1?2 + ||y]|?
normuile H = H; X Hy, W = F, u, = (x, yn) Ve u = (x*, y*) olsun. Lemma 3.3.5 den
X, — X Ve y, — ¥ olacak sekilde (X, ¥) € F vardir. Boylece (4.28) iteratif algoritmasi ile
olusturulmus ((xn, yn)) dizisi F de (4.16) probleminin bir ¢6ziimiine zayif yakinsar.

Boylece ispat tamamlanir.

(if) Simdi (4.28) iteratif semas ile tretilmis ((x,, yy,)) dizisinin demikompaktlik
sart1 altinda gii¢lii yakinsak oldugunu ispat edelim: i = 1,2,3,4 i¢in P; ler demikompakt,
(xn) ve (y,) dizileri sinirh, lim,_|lx, — Pixg|l = 0, lim,_ellx, — Pyx,ll =0,
im0 ||V — P3ynll = 0 ve lim,, o0 ||y, — P4V |l = 0 oldugundan bu dizilerin sirasiyla

u* ve v* noktalarina giiglii yakinsayan (xnk) ve (ynk) alt dizileri mevcuttur. (xnk) ve

(ynk) nin sirastyla x* ve y* noktalarina zayif yakinsamasi x* = u* ve y* = v* olmasimi
gerektirir. P; lerin demikompaktligindan x* € F(P;) N F(P,) vey* € F(P3) N F(P,) dir.
Onceki benzer adimlar takip edilerek x* € GMEP(F, T, ¢) ve y* € GMEP(G, S, ) dir.
Boylece

l4x* = By*|l = lim [|Axn, = Byy,[| = 0

olup Ax* = By™ dir. O halde (x*,y*) € F dir. Diger taraftan herhangi bir (x,y) € F i¢in
§n(6,y) = llxy — xII? + llyn —¥II*  oldugundan limy_c,¢p, (x*,¥") =0  oldugunu
biliyoruz. (i) varsayimindan lim,_,&,(x*,y*) limitinin mevcut ve bdylece
lim, &, (x*,y*) =0 oldugu goriiliir. Sonug olarak (4.28) iteratif semas: (4.16)

probleminin ¢6ziimiine gii¢lii yakinsar. Bu da (ii) varsayimini ispatlar.
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C, bir H reel Hilbert uzaymin bos olmayan kapali konveks alt kiimesi ve y: C - C
konveks ve diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. Bilindigi gibi konveks

diferansiyellenebilir minimizasyonon problemi
miny (x) = P(x*) (4.61)
xX€eC

olacak sekilde bir x* € C bulma problemidir. Yine iyi bilindigi gibi x* i (4.61)

probleminin bir ¢oziimii olmasi i¢in gerek ve yeter sart her y € C igin
(Vip(x"),y —x") =2 0 (4.62)

olmasidir. (4.62) problemine klasik varyasyonel esitsizlik problemi denir. Eger
F(x*,y) = (VY (x*),y — x*) alirsak bu durumda (4.3) denge problemi ve (4.62)

varyasyonel esitsizlik problemi ayni ¢éziime sahip olur.

(2015 de Rahaman ve Ahmad [3]),

VY (x*),x —x") +(T(x"),x —x" )+ p(x) —p(x*) =0, VX E€C

(Va(y"),y —y)+(SOD)y—y)+ol)—e@ly) =20, Vy€Q, (4.63)
Ax* = By"”

olmak iizere x* € C ve y* € Q bulma seklindeki parcali esitlik karisik konveks
diferansiyellenebilir optimizasyon problemini olusturmuslardir. Burada :C — H; ve
0:Q — H,, konveks diferensiyellenebilir donistimlerdir. (4.63) parcali esitlik karisik
konveks diferansiyellenebilir ~ optimizasyon  probleminin  ¢éziim  kiimesi
SEMCDOP(Y,0,T,S, ¢, @) ile gosterilir. Eger T = 0 ise bu problem (Ma vd. 2015)
tarafindan olusturulan parcali esitlik karisik varyasyonel esitsizlik problemine indirgenir.

Eger B = I ve H, = H; alinirsa bu durumda (4.63) problemi,
(Vp(x),x = x*) +(T(x"),x —x") + p(x) —p(x*) =0, Vx€C
olacak sekilde x* € C bulmave Ax* =y* € Q nin
(Vo(y),y =y )+ (SO, y =y + o) -9 20, vyeQ (464

esitsizligini ¢ozmesi seklindeki parcali karisik konveks diferensiyellenebilir
optimizasyon problemine indirgenir. Bu problemin ¢6ziim kiimesi de

SMCDOP(,a,T,S, ¢, @) ile gosterilir.
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Vi ve Vo gradyenleri monoton doniisiimlerdir, Eger F (x*,y) = (Vi(x*), x — x*),
G(x,y*) =(Va(y*),y —y*) ve 4; = A, = 1 alirsak bu durumda F ve G, (B2) sartin1

saglar. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2.3: Hy,H,,H3,T,S,$,, P, P, P;,P,, A ve B, (B2) sartt hari¢ (B1)-
(B6) sartlarin1 saglasin. :C —» H; ve o0:Q — H, konveks ve diferansiyellenebilir
dontisiimler olsun. Keyfi bir (x1,y,) € C X Q baslangi¢ degeri igin C X Q da ((xn, yn))
dizisi heru € C, v € Q i¢in
( 1
<V1/)(un)ru - un) + ¢(u) - d)(un) + (Tun'u - un) + T_(u —Up,Up — xn) = 0,
n
1
< (Vo(), v —vm) + o(v) — (1) + (Svp, v — 1) + r_(v — VUV — Yn) 20,
n
Xpe1 = (1 —a,)P; (un — 0, A"(Au,, — an)) + a, P, (un — 0,A"(Au,, — an)),
\Yn+1 = (1 - an)P3(Un + SnB*(Aun - an)) + an4(‘Un + SnB*(Aun - an))

olarak tanimlansin. Burada (6,), (a) ve (1,) dizileri sirasiyla (C1)-(C3) sartlarini
saglar. Eger F:=n}_, F(P,) N SEMCDOP(,0,T,S, $,p) # @ ise bu durumda
Q) ((xn, yn)) dizisi (4.63) probleminin bir ¢6ziimiine zayif yakinsar.
(i) i = 1,2,3,4 igin P; ler demikompakt ise ((x,, y,,)) dizisi (4.63) probleminin
bir ¢oziimiine giiclii yakinsar (Karahan, 1. 2016).

Teorem 4.2.2 de F,G,T ve S doniisimlerini F = G =T = S = 0 olarak alirsak,

(4.20) pargali esitlik konveks minimizasyon problemi i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.4: H,,H,,H3, ¢, 9, P, P, P;,P,,A ve B, (B1),(B4),(B5) ve (B6)
sartlarin1 saglasi. Keyfi bir (x;,y,) € C X Q baslangi¢ degeri i¢in C X Q da ((xn, yn))

dizisiheru € C, v € Q i¢in
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($0) = Bn) + =ty = ) 20,

1
{ QD(U) - (P(Un) + T'_(v —UnVUp — yn) =0,

Xne1 = (1 — an)Pl(un — 0,A"(Au,, — an)) + a, P, (un — 6,47 (Au,, — an))
\Vne1 = (1 — an)P3(Un + 6,B*(Au,, — an)) + anP4(vn + 6,B*(Au,, — an))

olarak tanimlansin. Burada (6,), (a,) ve (1) dizileri sirasiyla (C1)-(C3) sartlarini
saglar. Eger F:=n}_, F(P,) N SECMP (¢, p) # @ ise bu durumda

Q) ((xn, yn)) dizisi (4.20) probleminin bir ¢oziimiine zayif yakinsar.
(i) i = 1,2,3,4 igin P; ler demikompakt ise ((x,, y,,)) dizisi (4.20) probleminin
bir ¢dziimiine giiclii yakinsar (Karahan, 1. 2016).

Teorem 4.2.2 de T ve S doniisiimlerini T = S = 0 seklinde ve 4; = A, = 1 olarak

alinirsa, (4.17) pargali esitlik karisik denge problemi i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.5: H,,H,,H;,F,G, ¢, @, Py, P,, P;, Py, A ve B, (B3) sart1 hari¢ (B1)-
(B6) sartlarin1 saglasin. Keyfi bir (x;,y;) € C X Q baslangi¢c degeri i¢in C X Q da
((xn,yn)) dizisiheru € C, v € Q i¢in

(F 1) + ) = $at) +— 1 = 0y = 5) 2 0,

n

1
< G(Un' U) + (P(v) - (P(Un) + T_<v —UnyVp — yn) =0,

n
Xnt1 = (1 — a)Py(un — 8,4 (Au, — Bvy)) + a Py (uy — 6,47 (Auy, — Bvy)),
\Yn+1 = (1 - an)PB(vn + 6nB*(Aun - an)) + anp4(vn + SnB*(Aun - an))

olarak tanimlayalim. Burada (6,), (a,) ve (1) dizileri sirasiyla (C1)-(C3) sartlarin
saglar. Eger F:=n}_, F(P,) N SEMEP(F,G,, ) # @ ise bu durumda

0] ((xn, yn)) dizisi (4.17) probleminin bir ¢6ziimiine zayif yakinsar.
(if) i = 1,2,3,4 icin P; ler demikompakt ise ((x,, y,,)) dizisi (4.17) probleminin
bir ¢dziimiine giiclii yakinsar (Karahan, I. 2016).
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4.3. Operator Normlarindan Bagimsiz Olarak Parc¢ah Esitlik Probleminin

Coziimii

H,, H, ve H; reel Hilbert uzaylari, C € H; ve Q c H, bos olmayan kapali ve
konveks kiimeler ve A: H; = H;, B: H, — Hj iki smurli lineer operator olsun. (4.22) ile
numaralandirilan (SEP) pargali denge problemi, bir konveks fizibilite problemi

dolayisiyla da bir optimizasyon problemidir.

Moudafi, (4.22) (SEP) in ¢oziimi icin asagidaki alterne CQ algoritmasini
(ACQA) teskil etmistir:

{xk+1 = PC(xk — VA" (Axy — B}’k)). (4.65)

Vierr = Po(¥i + BxB* (Axy1 — Byy)).
Burada A4ve Ap sirasiyla A*A ve B*B nin spektral yarigaplari olmak iizere yy, S €

(e, min (i,i) — e) dir. B =1, By =1 alindiginda (4.65) algoritmasi tam olarak
24’ 2p

(Byrne 2002) tarafindan verilen CQ algoritmasidir.

(SEP), bir ¢oziime sahip oldugunda asagidaki konveks minimizasyon problemi
gibi goriilebilir:
o1 _ 2
xerg;réQz ||Ax — Byl||*. (4.66)

Simdi (SEP) in tutarli yani bir ¢6ziime sahip oldugunu ve ¢éziim kiimesinin de
I'={x€eC,y€Q:Ax = By}

oldugunu kabul edelim. (4.66) i¢in klasik projeksiyon gradyen algoritmasi (PGA) (veya

projeksiyon algoritmasi)

{xk+1 = Pc(x — yiA*(Axg — Byy)), (4.67)

Vir1 = Po(yk + viB*(Ax — Byy))

1
Aa+p

dir. Burada yy, (s, — s) araligindan segilmistir. Kolayca goriilebilecegi gibi (4.65)

alterne CQ algoritmas1 dizisel fakat (4.67) algoritmasi es zamanhdir. B = I alinirsa

(4.67) algoritmas1 (Byrne 2002) tarafindan verilen orijinal CQ algoritmasina
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benzemekle birlikte bu algoritmaya denk olamaz. Buna ragmen ayni problemi ¢ozer.
Yukarda bahsedilen (4.65) ve (4.67) algoritmalarinda y, adim boyutunun belirlenmesi
||A]| ve ||B|| operator (matris) normlarina (veya A*A ve B*B nin en biiyiik 6zdegerlerine)
bagl oldugunu goriilebilir. Bu yiizden (4.65) alterne CQ algoritmasini ve (4.67)
projeksiyon algoritmasini uygulanmasi i¢in dncelikle A ve B normlarinin hesaplanmasi

gerekir. Bu ise pratikte kolay bir is degildir.

Bu zorlugun tistesinden gelmek i¢in, (Lopez vd. 2012) ve (Zhao vd. 2013) sirasiyla
pargal1 fizibilite ve multiple-set pargali fizibilite problemlerini ¢6zmek i¢in operator
normlarina ihtiya¢ duymadan y, adim boyutunu belirleyecek faydali bir yontem
sundular. Onlardan esinlenerek, (4.67) projeksiyon algoritmasi i¢in (y,) adim boyutu

dizisinin,

| Axx—Byyll? || Ax~Byll } (4.68)

=0 min{
Vie = Ok 14" (Axr—ByI2’ 1B (Axp—Byll?

seklinde yeni bir se¢imini sunmuslardir. Burada o;, € (0,1) dir. (4.68) seciminin avantaji,
A ve B nin operator normlart hakkinda 6nceden bilgi verilmesi gerekmemesi ve hala

yakinsamanin garanti edilmesi gercegidir.

H bir Hilbert uzay1 olmak tizere f: H = R, diferansiyellenebilir fonksiyonel ise
Vf, f nin gradyenini ve f: H — R, alt diferansiyellenebilir fonksiyonel ise df, f nin alt
diferansiyelini gostersin. Hy X H, deki (xy,yy) dizisi verildiginde w,, (xy, yy) zayif
topolojideki kapanis noktalarmin kiimesini temsil etsin. Simdi asagidaki tanimlar

verelim:

Tamim 4.3.1: Bir (x;) dizisi igin eger
’li_g}o”xk+1 — x|l =0

ise bu diziye asimptotik regiilerdir denir.

Tanim 4.3.2: y, € T(x,) olmak tizere (y,), y ye gigli ve (x,) de x e zayif

yakinsarken y € T'(x) ise T operatoriiniin grafigine zayif-giiglii kapalidir denir.
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Asagidaki lemma, maksimal monoton operatorlerin zayif-giiglii kapali oldugunu

gosterir.

Lemma 4.3.3: H bir Hilbert uzayr ve T: H =3 H maksimal monoton doniisiim
olsun. Eger H daki (x;) dizisi norma gore sinirli ve bir x noktasina zayif yakinsak ve H
daki (wy,) dizisi bir w noktasina giiglii yakinsak ve her k i¢cin w;, € T (x;,) ise bu durumda
w € T(x) dir (Tseng 2000).

SEP, asagidaki minimizasyon problemi olarak yazilabilir:

1
minH () +1(y) + 5 l1Ax — By||2.
2

X€EHq,yE
Burada ¢ (x),

0, x €EC

te(x) = {+oo, diger hallerde

seklinde tanimli C nin indikat6r fonksiyonudur.
1 * 1 *
V. (31l4x — Byl?) = A"(4x — By), V, (:ll4x - By|l?) = —B*(4x — By)

ve dic(x) = Nc(x), 9ip(y) = No(y) olduguna dikkat ediniz. Burada Nc ve N,

sirastyla C ve Q konveks kiimelerinin normal konileridir. Optimallik sartlarini yazarak

1

0ev, {E | Ax — By||2} + 01 (x) = A*(Ax — By) + No(x),
1

0ev, {E | Ax — Byllz} + d1g(y) = —B*(Ax — By) + No(»)

elde edilirkibuday > 0, 8 > 0 i¢in

{x — yA*(Ax — By) € x + yN¢,
y + BB*(Ax — By) € y + BNy,

olmasimi gerektirir. Bu son ifade bizi

{x = (I +yNg)~*(x — yA*(Ax — By)),
y = (I +BNy)~ (v + BB*(Ax — By))
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seklindeki sabit nokta formiilasyonuna gétiiriir. (I + yNg)™! = P, ve (I + ﬁNQ)_l =

Py oldugundan

{x = Pc(x — yA*(Ax — BY)), (4.69)

y = Po(y + fB*(Ax — By))

olur. (4.69) sabit nokta denkleminin ¢dziimlerinin tam olarak SEP in ¢6ziimleri oldugu

asagidaki 6nermede verilmistir.

Onerme 4.3.4: x* € H, ve y* € H, verilsin. Bu durumda (x*,y*) m SEP i

¢ozmesi icin gerek ve yeter sart (x*,y*) 1n (4.69) sabit nokta denklemini ¢6zmesidir

(Qiao-Li Dong, vd. 2015).

Ispat: SEP in ¢dziimlerinin (4.69) sabit nokta teoreminin de ¢dziimii oldugu zaten
gosterildi. Tersine (x*,y*) 1n, (4.69) sabit nokta denklemini ¢6zdiigiinii kabul edelim.
x* € Cvey* € Q oldugu agiktir. (4.69) ve Teorem 2.6.5 den

{(x* —yA*(Ax* —By*) —x*, u—x*) <0, u€ec,
(y*+BB*(Ax* —By") —y",v—y") <0, vEQ

yani

{(A*(Ax* —By"),x*—u)<0, uec,
(B*(Ax* —By"),v—y*) <0, veQ

olur. Boylece

{(Ax* —By*",Ax*—Au) <0, u€ecC, (4.70)
(Ax* — By*,Bv —By*) <0, veEQ '
yazilir. (4.70) deki iki esitsizlik toplanarak

(Ax* —By*,Bv — Au+ Ax* — By*) <0, ueC,veQ

bulunur. Buradan (u, v) € I" yani Au = Bv olup Ax* = By™ elde edilir. Buise (x*,y*) €
I demektir.
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Onerme 4.3.4 de SEP ve (4.69) sabit nokta denkleminin denkligini gordiik.
Dolayistyla SEP i ¢ozmek i¢in sabit nokta denklemlerini kullanabiliriz. Basitlestirmek

icin § = y alacagiz.

Daha 6nce agiklandigr gibi (4.65) alterne CQ algoritmasi ve (4.67) projeksiyon
algoritmasinin uygulanmasindaki zorluk, y; adim boyutunun se¢iminin A ve B operator
normlarina bagli olmasidir. (Qiao-Li Dong, vd. 2015). ||A|| ve boyutunun ||B|| operator

normlarina bagl olmadig1 asagidaki projeksiyon algoritmasini olusturmuslardir.

Algoritma 4.3.5: Keyfi x, € H, Ve y, € H, baslangi¢ tahminleri se¢in. x;, € C ve
Vi € Q k. iterasyonlar1 teskil edilmis ve Ax, — By, # 0 dir. Bu durumda (k + 1).

(Xk+1, Vi+1) iterasyonunu

{xk+1 = Pe(xr — viA*(Ax — Byy)), 4.71)
Yi+1 = Po(¥i + vkB*(Axy, — Byy))
formiilii ile hesaplariz. Burada y;, adim boyutu 0 < g, < 1 i¢in
_ . lAx).—BylI? | Ax)—Byill?
Vie = O) i {nA*(Axk—Byk)nz ’ ||B*(Axk—Byk)||2}' (4.72)

seklinde segilir. Eger Ax, — By, =0 ise (Xgy1,Yk+1) = Xk, Vi), SEP in bir
¢coziimidiir ve iteratif islem durur; aksi halde k := k + 1 alinarak (4.71) e gidilir ve bir
sonraki (Xy42, Yi+2) hesaplanir. Not ediniz ki (4.72) deki y; adim boyutu se¢imi, ||Al|
ve || B|| normlarindan bagimsizdir (Qiao-Li Dong, vd. 2015).

(Schopfer vd. 2008), Banach uzaylarinin daha genel smiflart ve katli konveks
kiimeler i¢in Algoritma 4.3.5 i incelemistir. Burada adim boyutu satir arama metodu ile

secilmistir.

Lemma 4.3.6: (xy, yx) dizisi Algoritma 4.3.5 ile olusturulmus olsun. Bu durumda

(i) (x*,v*) €T olmakiizere ||x; — x*||? + llyx — y*|I*> yakmsaktir.
(i) (x) ve (yg) siirhidir (Qiao-Li Dong, vd. 2015).
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Ispat: (x*,y*) € T'yanix* € C,y* € Q, Ax* = By* alarak ve P, projeksiyonunun

genislemeyen oldugunu kullanarak (4.71) in ilk esitsizliginden
%+ — %7117 < Nl — x* = v A" (Axye — By |I?
= llxe — x*II* + v lA*(Axy — By)lI? — 2yi{A* (Axye — Byy), X, — x7)
= llxe — x* 11> + v 14" (Axye — Byi)lI? — 2yi{Axy — By, Axy — Ax”)
olur.
—2(Axy — Byy, Ax — Ax") = —|lAxy — Byl — |Ax; — Ax"[|” — lIByy — Ax”||?
esitligini kullanarak
%1 — 27112 < llxie — x*11? + v A" (Axie — By)lI? = viellAxy — Byi|I?
— YillAxy — Ax*|1? + v ||Byy — Ax*||?
ve benzer sekilde (4.71) in ikinci esitsizliginden
1Vker = ¥ 17 < My = y* 17 + vElIB*(Axi — Byi)lI? — viellAxi — By lI?
= YillByx — By*|I? + villAx,. — By*|I?

elde edilir. Son iki esitsizlik taraf tarafa toplanir ve Ax* = By™ oldugu hesaba katilirsa

sonu¢ olarak

k1 — 211 + Nyksr — Y5 I12 < Nl = x*112 4 |y — y* 12
—vk (|1Ax) — B)’k”Z — VrllA* (Axy — B)’k)”z)
—Vi ([Ax, — BJ’k”2 — YklIB*(Ax), — BJ’k)”Z) (4.73)

bulunur. Simdi
T (%, ¥ = e = x* 17 + llye — ¥*II?
alinirsa

e (6% y") < Te(x”, y™) = vie(lAxy, = ByilI? = yillA"(Axy — Byi)1I?)
=Yk (IlAxx — Byill* = yilIB* (Axy — By)lI*) (4.74)

esitsizligi bulunur. (4.72) den T (x*, y*) dizisi azalan ve alttan 0 ile sinirl olup sonlu

bir limite sahiptir. Bu limit I(x*, y*) olsun. Boylece (x;) ve () sinirlidir.
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Lemma 4.3.7: (xy, yi) dizisi Algoritma 4.3.5 ile olusturulmus olsun. o3, € (¢,1 —

€) alalim. Bu durumda
Ilim ||Ax; — Byill = 0, (4.75)
lim [14" (4x, = Byy)Il = 0 ve lim [|B*(Ax, — Byl = 0, (4.76)

lli_{go)/k”A*(Axk — By )|l =0ve 111_1[{)10 YillB*(Axx — By )|l = 0 (4.77)

dir (Qiao-Li Dong, vd. 2015).

Ispat: Ispat1 iki boliime ayiracagiz:
1.Durum: Kabul edelim ki her k >k, igin ||A*(Ax;, — By)|l = ||B*(Ax) —
By;)|| olacak sekilde bir k( vardir. Bu durumda

Y |1 Ax, — Byill®
“I14*(Ax;. — By)II?

Yk

dir. Lemma 4.3.6 (i) ve (4.74) den

|Ax; — By ll*
lim o, (1 — oy) =0
koo € “T114* (Axy — BylI?
olup gy, nin segilisinden
. |Ax; — Byl
lim —— =0
koo ||A*(Ax — Byl
olur.
|Ax)c — Byll?
14" (Axx — Byidll = or 5713
Pl e PR = Ok A (A = Byl
esitliginden

Ili_)fg)/k”A*(Axk — By )l =0
yazilir. ||A*(Ax, — By)|l = ||B*(Ax;, — Byy) || kabuliinden

,li_{{)lo}’k”B*(Axk — By )| =0
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olur.

lAx), — By |I*

lAxi — Byll < [1All
kT Bk 147 (Ax, — Byl

oldugunu gostermek kolaydir. Sonug olarak
Jim |Axx — Byill = 0
elde edilir. ||A*(Ax;, — Byi)ll < l|AllllAx, — Byi|l oldugundan limy_||A*(Ax;, —
By )|l = 0 ve boylece limy,_, ||B*(Axy — By )|l = 0 olur. Tersine kabul edelim ki her
k > kq igin ||[A*(Ax, — Byi)|| < ||B*(Ax, — By, )|l olacak sekilde bir k; vardir. Bu
durumda yukaridaki islemi takip ederek istenilen sonuglar elde edilir.
2.Durum: Kabul edelim ki her k > k, i¢in

|14* (Axy — Byi)ll = [|1B*(Ax — Byl
veya

|A*(Axy — Byl < |IB*(Axy — Byl
olacak sekilde bir k, vardir. (A*(Axk — Byk)) dizisini iki alt diziye bolelim.
(A*(Aka — Bykm)) ile gosterecegimiz ilk alt dizi

|A* (Ax). — Byi)ll = |B*(Axi — Byl
esitsizligini ve (A*(Axkn — Bykn)> ile gosterecegimiz ikinci alt dizi de

|A* (Ax). — Byi)ll < |B*(Axi — Byl

esitsizligini saglasin. 1. Durum islemlerinden k,, ve k,, indisli alt diziler i¢in sonuglarin

gecerli oldugunu goriiriiz. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.8: g, € (&,1 — €) olsun. Bu durumda Algoritma 4.3.5 ile olusturulmus
(X, Vi) dizisi SEP in ¢6ziimiine zayif yakinsar ve (xy), (y) dizilerinin her ikisi de

asimptotik regiilerdir (Qiao-Li Dong, vd. 2015).
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Ispat: 1k olarak (x;) ve (y,) dizilerinin asimptotik regiiler oldugunu

gosterecegiz. (4.71) in birinci esitligi bize
41 — xiell < viellA*(Axie — Byl
verir ki bu da (4.76) ve (4.77) ile birlikte

o X —xkll
lim k1260 —
k— o0 Yk

ve
;iggollxk+1 —xll =0
olur. Benzer sekilde (4.71) in birinci esitliginden

Iyi+1 — Yill < viellB*(Axi — Byi)ll
ve bu da (4.76) ve (4.77) ile birlikte,

. =Yell
hm Yk+1— Yk — O
k—oo Yk

ve
]li_)ngo||)’k+1 -yl =0

olur. Boylece (x;) ve (y,) asimptotik regiilerdir.

(4.78)

(4.79)

(%, 9) € wy, (xx, yx) olsun. Bu durumda (x;) nin (benzer sekilde (y,) nin) X ya (y

ya) zayif yakinsayan bir alt dizisi vardir. (4.71) deki iki esitlik

xk%k_xk — A" (Axy — Byy) + Ne(xk41),

yk%k_yk + B*(Axy — Byy) + No(Vk+1)

(4.80)

seklinde yeniden yazilabilir. Burada N; ve N, maksimal monoton operatdrlerin

grafikleri zayif-giiglii kapalidir. Son islemlerdeki limitleri gegerek ve (4.76) yi

kullanirsak 0 € N (X) ve 0 € Ny (9) elde edilir ki bu da

xeC ve yeQ
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olmasina denktir. Ayrica (Ax; — By;) in AX — By ya zayif yakinsak olmasi ve karesel

normun alttan yari siirekliliginden

|AX — BY|| < li}gninfllek — Byl =0
olur. Burada (4.75) kullanilmistir. Boylece den (%,y) € T dir.

Zayif kapanis noktalarinin tekligini gostermek i¢in meshur Opial Lemmasini
kullanacagiz. (X, ¥), (xx, Vi) nin diger bir zayif kapanis noktasi olsun. Bagintidaki limiti

atlayarak
Ne(®,9) = T y) + 12 — %> + 117 - I1* + 2 — %, % = 2) + 2y, = 7,7 — )

ve buradan

1(2,9) =1(x,y) + |12 — %l + |9 — yII?
elde edilir. (%, ) ve (X, ¥) nin rollerini tersine gevirirsek

1(x,y) =19 + Iz —xlI* + Iy — ylI?
olur. Son iki esitlik taraf tarafa toplanirsa

1% —xlI?+ 11y - ylI*?=0

elde edilir. Boylece (%,y) = (x,¥y) olup bu (xy,yx) dizisinin, SEP in bir ¢6ziimiine

zay1f yakisadigini gosterir ve bu sonug ispati tamamlar.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu boliimde Arastirma Bulgularinda yer verdigimiz teoremlerin bazi sonuglarini

verecegiz. 1k olarak Teorem 4.1.3 den asagidaki sonucu yazabiliriz..

Sonu¢ 5.1: C, bir H reel Hilbert uzayimnin bos olmayan konveks ve kapali alt kiimesi,

A: C = H bir a-ters kuvvetli monoton doniisiim ve F: C X C = R de (11)-(14) sartlarin1
saglayan bifonksiyon olsun. S: C = C genislemeyen ve f: C — C bir p-daraltan doniisiim
olsun. Kabul edelim ki F(S) N EP(F, A) # @ dir. Ayrica (r;,) bir pozitif reel dizi ve (a,,),
(B, (¥n), (8,,) ve (A,,) de (0,1) araliginda reel diziler olsun. (x,,) asagidaki iterasyon
semast ile iiretilmis bir dizi olsun:

x; €C,

F (Y y) +{Axp,y = yn) + %(y —~YnYn—Xn) 20, Vy €C,

Xn+1 = Anf (Xn) + BnXn + ¥nSyn + Snen.
Burada (e,,), C de sinirh bir dizidir. Kontrol dizilerinin asagidaki sartlar1 sagladigini
kabul edelim:

a. ap+PBpty,t+6,=1,

b. lim,_,a, =0 ve Y _,a, = o,

c. 0 <Iliminf, B, < limsup,_fn <1,

d Yoo16, <oovelim, |1 —m| =0ve

e. 1,1’ reel sabitler olmak lizere 0 < r <1, <r' < 2a dir.

Bu durumda (x,,), ¥ = Pr(s)ngp(r,a)f (X) ye giiglii yakinsar (Zhang, Y., Li, Y. 2016).

S, C de 6zdes doniisiim olarak alinirsa, yine Teorem 4.1.3 den (4.2) genellestirilmis

denge problemi ile ilgili asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 5.2: C, bir H reel Hilbert uzayimin bos olmayan konveks ve kapali alt kiimesi,
A:C — H bir a-ters kuvvetli monoton doniisiim, F:C X C = R de (11)-(14) sartlarini

saglayan bifonksiyon ve f:C — C bir p-daraltan doniisiim olsun. Kabul edelim ki
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EP(F,A) # @ dir. Ayrica (1) bir pozitif reel dizi ve (a,), (Bn), (vn), (6,) ve (1,,) de
(0,1) araliginda reel diziler olsun. (x,,) asagidaki iterasyon semasi ile tiretilmis bir dizi
olsun:
(xl € C,
4F O ¥) + (Axp, ¥y — yn) + %(y ~ Y Yn = Xn) 20, Vy €C,
Wtnr = @uf Gin) + Bun + Y + Bnen.
Burada (e,), C de smirh bir dizidir. Kontrol dizilerinin agagidaki sartlari sagladigini
kabul edelim:
a. ap+Pfpt+y,t+d,=1,
b. lim,_ ,a, =0 ve Y,_;a, = o,
c. 0 <liminf, B, < limsup,,ef, <1,
d Yo10, <oovelim, ,,|rm_1—m| =0,

e. 1,1 reel sabitler olmak lizere 0 < r <1, < r' < 2a dir.

Bu durumda (x,), X = Pgp(r,a)f (¥) ye giiclii yakinsar (Zhang, Y., Li, Y. 2016).
Simdi (4.3) denge problemi {izerine bir sonug verecegiz.

Sonug 5.3: C, bir H reel Hilbert uzayinin bos olmayan konveks ve kapali alt kiimesi
ve F:C X C — R de (I1)-(14) sartlarii saglayan bifonksiyon olsun. S: C — C x-kesin
pseudocontraction ve f:C — C bir p-daraltan doniisiim olsun. Kabul edelim ki F(S) N
EP(F) # @ dir. Ayrica (1,) bir pozitif reel dizi ve (ay,), (Brn), (rn), (6,) ve (1,,) de (0,1)
araliginda reel diziler olsun. (x;,) asagidaki iterasyon semasi ile iiretilmis bir dizi olsun:

x, € C,
F (yn,y) + %(y ~ Y Yn = Xn) 20, Vy €C,
Xnt1 = Onf (Xn) + BpXn + ¥a(Anyn + (1 = 2,)Syn) + Snen.
Burada (e,), C de smirh bir dizidir. Kontrol dizilerinin asagidaki sartlar1 sagladigini

kabul edelim:

a. ap+PBp+ynt+o,=1,
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b. lim,,,a, =0 ve Y;_;a, = o,
c¢. 0 <liminf, B, < limsup,,efn < 1,
d Yoo16, <oovelim, ol — | =lim,_elde1 — A = 0 ve

e. A,r,7 reel sabitler olmak iizere 0 <k <A1, <A< 1ve0 <r <r,dr.

Bu durumda (x,,), X = Pgs)nepr)f (X) ye giiglii yakinsar (Zhang, Y., Li, Y. 2016).

(4.1) varyasyonel esitsizliginin ¢oziim kiimesi ile sik1 pseudocontractionun sabit

nokta kiimesinin ortak ¢éziim kiimesi iizerine bir sonug verecegiz.

Sonug 5.4: C, bir H reel Hilbert uzayinin bos olmayan konveks ve kapali alt kiimesi
ve A:C —> H bir a-ters Kkuvvetli monoton donisim olsun. S:C — C x-kesin
pseudocontraction ve f: C — C bir p-daraltan doniisiim olsun. Kabul edelim ki F(S) N
VI(C,A) # @ dir. Ayrica (r;,) bir pozitif reel dizi ve (), (Bn), (¥n), (6,) ve (1,,) de
(0,1) araliginda reel diziler olsun. (x,) asagidaki iterasyon semasi ile tiretilmis bir dizi
olsun:

x; €C,
Yn = Pc (X — 1,A%5),
Xn+1 = Onf (Xn) + BpXp + ¥n(Anyn + (1 = 4,)Syn) + Snen.
Burada (e,), C de sinirh bir dizidir. Kontrol dizilerinin asagidaki sartlar1 sagladigini

kabul edelim:

a. ap+Ppty,+6,=1,

b. lim,_e,a, =0 ve Y, ,a, = o,

c. 0<Iliminf, B, < limsup,_fn <1,

d Yooi6, <oovelim, ol — | =lim,eldo1 — A = 0 ve

e. A,r,7 reel sabitler olmak lizere 0 <k <A, <A1<1vel0<r<mn <r'<

2« dir.

Bu durumda (x,,), X = Pgs)avi(c,a)f (%) ye giiglii yakmsar (Zhang, Y., Li, Y. 2016).
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Diger taraftan Teorem 422 de F=G =T =5 = ¢ = ¢ = 0 alarak asagidaki

(4.22) pargal1 esitlik problemi i¢in yakinsaklik sonucunu verebiliriz.

Sonuc¢ 5.5: H{, H,, H3, P, P,, P3, Py, A ve B, (B1), (B5) ve (B6) sartlarini saglasin.
Keyfi bir (x1,1) € C X Q baslangig degeri igin C x Q da ((x,, ¥,)) dizisini
{xn+1 = (1 - an)Pl(xn - 6nA*(Axn - Byn)) + anPZ(xn - 6nA* (Axn - BYn))
Yn+1 = (1 - an)PS(yn + 6nB*(Axn - Byn)) + anp4(yn + 6nB*(Axn - Byn))'
olarak tanimlayalim. Burada (§,,) ve (a,,) dizileri sirasiyla (C1) ve (C2) sartlarini saglar.
Eger F :=n}_, F(P,) N SEP # @ ise bu durumda
(i) ((xn, yn)) dizisi (4.22) probleminin bir ¢dziimiine zayif yakinsar.
(i) i = 1,2,3,4 i¢in P; ler demikompakt ise ((x,, ¥,,)) dizisi (4.22) probleminin
bir ¢dziimiine giiclii yakinsar (Karahan, 1. 2016).

Sonu¢ 5.5 de B =1 ve H, = H; alarak (4.23) pargali fizibilite problemi i¢in

asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 5.6: A:H, — H,.olmak iizere H,,H,, P;,P,,P;,P, ve A yukaridaki
(B1), (B5) ve (B6) sartlarin1 saglasin. Keyfi bir (x;,y;) € C X Q baslangi¢ degeri i¢in
C x Q da ((xp, y,)) dizisini

{xn+1 = (1= )Py (xn — 824" (Axy = Y)) + @ Pa (%0 — 8" (Axy — Y1)

Yni1 = (1= ap)Ps(yn + 8 (Axn — Y1) + anPa(Vn + 8 (A2 — ) m 2 1,
olarak tanimlayalim. Burada (a,), (C2) sartin1 saglayan bir dizi ve (J,,) de A4, A*A nin
spektral yarigapini gostermek tizere yeteri kadar kiiclik ¢ i¢in 6, € (s,i - e) olacak
sekilde pozitif reel dizidir. Eger F: =n?_, F(P;) N SFP # @ ise bu durumda

Q) ((xn, yn)) dizisi (4.23) probleminin bir ¢oziimiine zayif yakinsar.
(ii) i = 1,2,3,4icin P; ler demikompakt ise ((x,, y,,)) dizisi (4.23) probleminin
bir ¢dziimiine gii¢lii yakinsar (Karahan, 1. 2016).
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Teorem 4.2.3 de B = I ve H, = H; alirsak asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢5.7: H{,H,,T,S, ¢, ¢, P, Py, P3,P,ve A, A: Hi = H, olmak lizere (B2) sart1
hari¢ (B1)-(B6) sartlarini saglasin. Kabul edelim ki y: C — H; ve o: Q — H, konveks ve
diferansiyellenebilir doniistimlerdir. Keyfi bir (x;,y;) € C X Q baslangi¢ degeri igin C X
Q da ((xy, y,,)) dizisini heru € C, v € Q igin

(<Vl/)(un)ru - un) + ¢(u) - d)(un) + (Tunlu - un) +ri(u —Up,Up — xn> = 0,

n

1
< Vo), v — 1) + o(v) — (1) + (Svp, v — 1) + r_(v — VUV — Yn) 20,

n

Xn+1 = (1 - an)Pl (un - SnA*(Aun - vn)) + anPZ (un - 61114’k (Aun - Un))
\Vn+1 = (1 - an)P3(Un + Sn(Aun - Un)) + anP4(Un + Sn(Aun - vn))

olarak tanimlayalim. Burada (&,,) dizisi A4, A*A nin spektral yarigapini gostermek iizere
1

Y s) olacak sekilde pozitif reel dizi ve (a,,) ve (1,),
A

yeteri kadar kiigiik € i¢in §,, € (s,
sirastyla (C2) ve (C3) sartlarini saglar. F:=n?_, F(P,) N SMCDOP(,0,T,S, ¢, p) #

@ ise bu durumda

Q) ((xn, yn)) dizisi (4.65) probleminin bir ¢dziimiine zayif yakinsar.
(i) i = 1,2,3,4 icin P; ler demikompakt ise ((xn, yn)) dizisi (4.65) probleminin
bir ¢dziimiine gii¢lii yakinsar (Karahan, 1. 2016).

Teorem 4.2.4 de B =1 ve H, = H; olarak alirsak, (4.21) pargali konveks

minimizasyon problemi i¢in asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 5.8: Hy,H,,P;,P,,P3, Py, ), ve A, A: H; = H, olmak iizere (B1), (B4),
(B5) ve (B6) sartlarini saglasin. Keyfi bir (x4, y,) € C X Q baslangi¢ degeri i¢in C X Q
da ((xp, y,)) dizisini her u € C, v € Q igin
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($0) = B )+ =ty = ) 20,

1
{ QD(U) - (P(Un) + T'_(v —VnVUp — yn) =0,

Xn+1 = (1 - an)Pl (un - 6nA* (Aun - vn)) + anPZ (un - 6nA*(Aun - Un))'
\Vn+1 = (1 - an)PS(Un + 6n(Aun - vn)) + anp4(vn + Sn(Aun - Un))

olarak tanimlayalim. Burada (8,,) dizisi A4, A*A nin spektral yarigapini gostermek tizere
yeteri kadar kiigiik € i¢in §,, € (8, i — 8) olacak sekilde pozitif reel dizi ve (a,,) ve (13,),
sirastyla (C2) ve (C3) sartlarini saglar. Eger F:=n?_, F(P,) N SCMP(¢, p) + @ ise bu
durumda
(i) ((xp, yn)) dizisi (4.21) probleminin bir ¢dziimiine zayif yakinsar.
(i) i = 1,2,3,4 igin P; ler demikompakt ise ((x,, y,,)) dizisi (4.21) probleminin
bir ¢dziimiine giiclii yakinsar (Karahan, 1. 2016).
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