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Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Giriş bölümünde literatür bilgisi verilmiş, ikinci 

bölümde ise kullanılan temel tanım ve teoremler ifade edilmiştir. Üçüncü bölümde sabit 

nokta teorisinde kullanılan temel iterasyonlar, sabit nokta teorisi ile bağlantılı olan 

minimizasyon ve varyasyonel eşitsizlik problemleri ve bazı temel lemmalar yer 

almaktadır. Dördüncü bölümünde konveks fizibilite problemleri, parçalı eşitlik, denge ve 

sabit nokta problemleri ile ilgili yapılan bazı çalışmalar derlenmiştir. Son bölümde ise bu 

çalışmalardan elde edilen sonuçlar ifade edilmiştir. 
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1. GİRİŞ 

Sabit nokta teorisi modern matematiğin en önemli konularından biridir. Bu teori 

analiz, topoloji ve geometrinin bir sentezidir. Özel olarak sabit nokta teorisi matematik 

mühendisliği, fizik, ekonomi, oyun teorisi, biyoloji ve kimya gibi birçok alanda 

uygulaması olan bir teoridir. Bu alanda ilk çalışmayı 1886 yılında Poincare yapmıştır. 

Ardından, 1912 de Brouwer, 𝑓(𝑥) = 𝑥 denkleminin çözümü yani sabit noktanın 

bulunması için Brouwer sabit nokta teoremini ispatlamıştır. Brouwer’in bu teoremi 

Kakutani tarafından genelleştirilmiştir. Aynı yıllarda fonksiyonel analizin temel 

teoremlerinden biri olan Banach sabit nokta teoremi ispatlanmıştır. 1922 de Banach tam 

metrik uzayda tanımlı daraltan dönüşümlerin tek bir sabit noktaya sahip olduğunu 

göstermiştir. Browder, Schauder ve Caristi sabit nokta teoremleri önemli sabit nokta 

teoremlerinden bazılarıdır. 

Bilgisayar ve hızlı hesaplama yazılımların ortaya çıkmasıyla sabit nokta teorisi yeni 

bir boyut kazanmıştır. Bu yeni çalışma alanı uygulamalı matematik, nümerik analiz ve 

algoritma çalışmalarını ileri seviyeye taşımıştır. Mann ve Ishikawa’nın çalışmalarının 

ardından sabit noktaya yaklaşım ve iteratif dizilerin yakınsaklığının incelenmesi konuları 

sabit nokta teorisine ivme kazandırmıştır. Denklemlerin kesin bir sonuca sahip 

olmadıklarında yaklaşık nümerik çözümler bulma ihtiyacından dolayı birçok yazar 

tarafından yaklaşım yöntemleri ile ilgili çeşitli çalışmalar yapılmıştır. Picard, 

Krasnoselskij, Kirk, Noor ve S iterasyon yöntemleri sabit noktaya yaklaşmak için 

kullanılan temel iterasyonlardan bazılarıdır. 

Sabit nokta teorisi oyun teorisi, matematiksel ekonomi, optimizasyon teorisi, 

yaklaşım teorisi ve varyasyonel eşitsizlikler gibi matematiksel bilimlerin çeşitli 

disiplinlerine uygulaması olan disiplinler arası bir teori olması açısından da oldukça 

önemlidir. Yine ekonominin temel konularından biri olan denge problemleri de bu teori 

ile bağlantılıdır. Denge problemleri optimizasyon ve varyasyonel eşitsizlik 

problemlerinin genelleştirmesi olarak Blum ve Oettli tarafından verilmiş ardından da bir 

çok yazar tarafından çalışılmıştır. Yine uygulamalı matematiğin merkezi konularından 
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biri olan konveks fizibilite problemleri de denge problemlerinin özel bir halidir. Bu 

problem, kapalı konveks kümelerin ortak noktalarını bulma, genişlemeyen dönüşümlerin 

ortak sabit noktalarını bulma, konveks fonksiyonların ortak minimumlarını bulma ve 

varyasyonel eşitsizlik sistemlerini çözme gibi problemler ile formülize edilebilir. Diğer 

taraftan parçalı fizibilite ve parçalı eşitlik problemleri, konveks fizibilite problemlerinin 

birer genelleştirilmesidir. Bunlardan parçalı fizibilite problemleri medikal görüntü 

onarımı ve faz alımı gibi alanlarda ortaya çıkan ters problemleri modelleme için ilk olarak 

Censor ve Elfing tarafından tanımlanmış olup günümüzde birçok matematikçi tarafından 

çalışılmaktadır. 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. İlk bölüm olan giriş bölümünde tezde çalışılan 

konuların literatür bilgisi verilmiş ikinci bölüm olan kuramsal temeller bölümünde ise 

kullanılan temel tanım ve teoremler ifade edilmiştir. Üçüncü bölümde sabit nokta 

teorisinde kullanılan temel iterasyonlar, sabit nokta teorisi ile bağlantılı olan 

minimizasyon ve varyasyonel eşitsizlik problemleri ve bazı temel lemmalar yer 

almaktadır. Dördüncü bölüm olan araştırma bulguları bölümünde konveks fizibilite 

problemleri, parçalı eşitlik, denge ve sabit nokta problemleri ile ilgili yapılan bazı 

çalışmalar derlenmiştir. Son bölümde ise bu çalışmalardan elde edilen sonuçlar ifade 

edilmiştir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

Bu bölümde öncelikle daha sonraki bölümlerde kullanacağımız temel tanımlar, 

teoremler ve çalışmamızda kullanacağımız uzaylar hakkında bilgi vereceğiz. 

2.1. Banach Uzayı ve Hilbert Uzayı 

Tanım 2.1.1: Bir 𝑋 lineer uzayında ‖∙‖: X → ℝ+ ∪ {0}, 𝑥 ↦ ‖𝑥‖ şeklinde 

tanımlanan fonksiyon her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  ve her 𝛼 ∈ ℝ için 

i) ‖𝑥‖ ≥ 0  ve  ‖𝑥‖ = 0 ⟺ 𝑥 = 0,  

ii) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ ve 

iii) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

şartlarını sağlıyorsa ‖∙‖ fonksiyonuna 𝑋 de bir norm, (𝑋, ∥. ∥)  ikilisine veya sadece 𝑋 e 

normlu uzay denir. 𝑥 ∈ 𝑋 elemanının normu ‖𝑥‖ (veya ‖𝑥‖𝑋) ile gösterilir.  

𝑛-boyutlu ℝ𝑛 reel Euclid uzayında bir 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ
𝑛 vektörünün normu 

‖𝑥‖ = (∑𝑥𝑗
2

𝑛

𝑗=1

)

1
2

 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.1.2: (𝑥𝑛), (𝑋, ‖∙‖𝑋)  normlu uzayında bir dizi olsun. Her 𝜀 > 0 ve 𝑛,𝑚 ≥

𝑛0  için ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖𝑋 < 𝜀 olacak şekilde 𝜀 a bağlı bir 𝑛0 ∈ ℕ sayısı varsa, (𝑥𝑛) dizisine 

Cauchy dizisi denir. 

Teorem 2.1.3: Aşağıda verilen önermeler doğrudur. 

i) Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi sınırlıdır. 

ii) Normlu uzaydaki her yakınsak dizi bir Cauchy dizisidir. 
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iii) (𝑥𝑛) Cauchy dizisinin 𝑋 normlu uzayında 𝑥0 ∈ 𝑋 elemanına yakınsayan bir 

(𝑥𝑛𝑘) alt dizisi varsa, (𝑥𝑛) Cauchy dizisi de 𝑥0 a yakınsar. 

iv) (𝑥𝑛)  ve (𝑦𝑛), 𝑋 normlu uzayında birer Cauchy dizisi ise, (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) dizisi de 

𝑋 de bir Cauchy dizisidir (Musayev ve Alp 2000). 

Tanım 2.1.4: (𝑋, ∥. ∥𝑋) bir normlu uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi 

yakınsak ise 𝑋 e tam normlu uzay veya Banach uzayı denir. 

Tanım 2.1.5: 𝑋 ve 𝑌 aynı 𝐹 cismi üzerinde iki lineer uzayı ve 𝐷𝑇 ⊂ 𝑋 olsun. 

𝑇:𝐷𝑇 ⊂ 𝑋 → 𝑌  dönüşümü 𝐷𝑇 nın herbir elemanını 𝑌 nin yalnız bir elemanına karşılık 

getiriyorsa, 𝑇 ye 𝐷𝑇 den 𝑌 ye bir operatör, 𝐷𝑇 ye 𝑇 operatörünün tanım kümesi, 𝑅(𝑇) =

{𝑦 ∈ 𝑌: 𝑦 = 𝑇(𝑥), 𝑥 ∈  𝐷𝑇}  kümesine de 𝑇 operatörünün görüntü kümesi denir. 

Tanım 2.1.6: 𝑋 ve 𝑌 aynı 𝐹 cismi (𝐹 = ℝ veya 𝐹 = ℂ) üzerinde iki lineer uzay ve 

𝑇:𝐷𝑇 ⊂ 𝑋 → 𝑌  bir operatör olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷𝑇 ve her 𝑎, 𝛽 ∈ 𝐹 için 

𝑇(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) =  𝛼𝑇(𝑥) + 𝛽𝑇(𝑦) 

şartını sağlayan 𝑇 operatörüne lineer operatör denir. 

Tanım 2.1.7: 𝐷𝑇 ⊂ 𝑋 ve 𝑇:𝐷𝑇 ⟶ 𝑌  bir operatör olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝐷𝑇 için 

‖𝑇𝑥‖𝑌 ≤ 𝑐 ‖𝑥‖𝑋 

şartını sağlayan bir 𝑐 > 0 sabit sayısı varsa 𝑇 operatörüne 𝐷𝑇 üzerinde sınırlıdır denir. 

Eğer 𝐷𝑇 = 𝑋  ise 𝑇 operatörüne sınırlıdır denir.  

Yukarıdaki eşitsizliği sağlayan 𝑐 > 0 sayılarının infumumuna 𝑻:𝑿 → 𝒀 sınırlı 

lineer operatörünün normu denir. Buna göre 

‖𝑇‖ = inf{𝑐 > 0:  𝑥 ∈  𝐷𝑇  için  ‖𝑇𝑥‖𝑌 ≤ 𝑐 ‖𝑥‖𝑋}   

dir. Ayrıca yukarıdaki eşitsizlik 𝑥 ≠ 0 için 

‖𝑇𝑥‖𝑌
‖𝑥‖𝑋

≤ 𝑐 
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şeklinde yazılabilir. Demek ki 𝑐, 𝐷𝑇 − {0} kümesi üzerinde yukarıdaki eşitsizliğin sol 

tarafının supremumu kadar küçük olur. Bu eşitsizlikte mümkün olan en küçük 𝑐 

değerine 𝑇 operatörünün normu denir ve  

‖𝑇‖ = sup
𝑥∈𝐷𝑇
𝑥≠0

‖𝑇𝑥‖𝑌
‖𝑥‖𝑋

 

ile gösterilir. 𝑋 den 𝑌 ye tanımlanan bütün sınırlı ve lineer operatörlerin oluşturduğu uzay 

𝐵(𝑋, 𝑌) ile gösterilir. Eğer 𝑌 bir Banach uzay ise 𝐵(𝑋, 𝑌) uzayı da bir Banach uzaydır. 

Tanım 2.1.8: 𝑋 lineer uzayında tanımlı skaler değerli fonksiyona fonksiyonel 

denir. Eğer 𝑓 fonksiyoneli aynı zamanda lineer ise 𝑓 ye lineer fonksiyonel denir. 

Tanım 2.1.9: 𝑋 normlu uzayı üzerinde tanımlı bütün lineer ve sürekli 

fonksiyonellerden oluşan uzaya 𝑋 vektör uzayının dual uzayı denir ve 𝑋∗ ile gösterilir. 

Bu 𝑋∗ dual uzayı 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑋∗ ve 𝑐 ∈ 𝐹 için (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) (toplama) ve 

(𝑐𝑓)(𝑥) = 𝑐𝑓(𝑥) (skalerle çarpma) işlemleri ile bir vektör uzayıdır. Bu uzayda bir 𝑓 ∈

𝑋∗ elemanın normu 

‖𝑓‖𝑋∗ = sup
𝑥∈𝑋
𝑥≠0

|𝑓(𝑥)|

‖𝑥‖𝑋
 

olarak tanımlanır. (𝑋∗, ‖∙‖𝑋∗) bir Banach uzayıdır.  

Tanım 2.1.10: 𝑋∗ normlu uzayının duali olan 𝑋∗∗ = (𝑋∗)∗ vektör uzayına 𝑋 

uzayının ikinci duali denir. 𝑋∗∗ ikinci dual uzayı da bir Banach uzayıdır. Sabit bir 𝑥 ∈ 𝑋 

elemanı ve 𝑓 ∈ 𝑋∗ için 𝑔: 𝑋∗ → 𝐹, 𝑓 → 𝑔𝑥(𝑓) = 𝑓(𝑥)  şeklinde bir 𝑔𝑥 fonksiyoneli 

tanımlayalım. Her 𝑥 ∈ 𝑋 elemanına bir tek sınırlı lineer fonksiyonel karşılık geleceğinden 

𝑇: 𝑋 → 𝑋∗∗, 𝑥 → 𝑇(𝑥) = 𝑔𝑥(𝑓) şeklinde bir dönüşüm tanımlanabilir. Bu dönüşüme 

kanonik dönüşüm adı verilir. Eğer bu dönüşüm üzerine ise 𝑋 uzayına yansımalı uzay 

adı verilir. 𝑋 yansımalı bir uzay ise 𝑋 = 𝑋∗∗ dir. 
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Teorem 2.1.11: 𝑋 Banach uzayı yansımalı uzay ise her alt uzayı da yansımalıdır 

(Musayev ve Alp 2000). 

Tanım 2.1.12: (𝑋, ‖∙‖𝑋) normlu uzay ve (𝑥𝑛) de 𝑋 de bir dizi olmak üzere 

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥0‖𝑋 = 0 

olacak şekilde bir 𝑥0 ∈ 𝑋 elemanı varsa, (𝑥𝑛) dizisi 𝑥0 a güçlü yakınsıyor denir ve 𝑥𝑛 →

𝑥0 ile gösterilir. 

Tanım 2.1.13: (𝑋, ‖∙‖𝑋) normlu uzay ve (𝑥𝑛) de 𝑋 de bir dizi olmak üzere her 𝑓 ∈

𝑋∗ için 

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0) 

olacak şekilde bir 𝑥0 ∈ 𝑋 elemanı varsa (𝑥𝑛) dizisi 𝑥0 a zayıf yakınsıyor denir ve 𝑥𝑛 ⇀

𝑥0 ile gösterilir. 

Teorem 2.1.14: (𝑥𝑛),  𝑋 normlu uzayında bir dizi ve 𝑥0 ∈ 𝑋 olmak üzere 

i) (𝑥𝑛) dizisi 𝑥0 a zayıf yakınsak ise yakınsadığı 𝑥0 tektir. 

ii) (𝑥𝑛) dizisi 𝑥0 a zayıf yakınsak ise (‖𝑥𝑛‖𝑋) dizisi sınırlıdır. 

iii) (𝑥𝑛) dizisi 𝑥0 a zayıf yakınsak ise (𝑥𝑛) dizisinin her alt dizisi de 𝑥0 a zayıf 

yakınsaktır. 

iv) (𝑥𝑛) dizisi 𝑥0 a güçlü yakınsak ise (𝑥𝑛) dizisi 𝑥0 a zayıf yakınsak olur. Bunun 

tersi genel olarak doğru değildir. 

v) Boy𝑋 < ∞ ise (𝑥𝑛) dizisinin 𝑥0 a güçlü yakınsak olması için gerek ve yeter 

şart (𝑥𝑛) dizisinin 𝑥0 a zayıf yakınsamasıdır. Yani sonlu boyutlu uzaylarda 

zayıf yakınsaklık ile güçlü yakınsaklık tanımları çakışır (Musayev ve Alp 

2000). 

Teorem 2.1.15: (𝑥𝑛) dizisi 𝑋 yansımalı Banach uzayında sınırlı bir dizi ise bu 

dizinin 𝑋 de güçlü yakınsak bir alt dizisi vardır (Wang 2002). 
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Tanım 2.1.16: 𝑋 normlu bir uzay ve 𝑋 in bir 𝐾 (𝐾 ⊂ 𝑋) alt kümesi verilsin. Eğer 

𝐾 nın elemanlarından oluşan her bir (𝑥𝑛) dizisinin yakınsadığı değer, 𝑋 uzayının bir 

elemanı ise 𝐾 kümesine 𝑋 uzayında yoğundur denir. 

Tanım 2.1.17: Bir 𝑋 normlu uzayının sayılabilir yoğun bir alt kümesi varsa, 𝑋 e 

ayrılabilir uzay denir. 

Teorem 2.1.18: 𝑋 ayrılabilir yansımalı bir Banach uzay ve (𝑥𝑛), 𝑋
∗da sınırlı bir 

dizi ise bu dizi 𝑋∗ da zayıf yakınsak bir alt diziye sahiptir (Wang 2002). 

Tanım 2.1.19: 𝑋, 𝐹 cismi üzerinde bir lineer uzay olmak üzere 〈∙,∙〉 ∶ 𝑋 × 𝑋 → 𝐹 

fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  ve 𝛼 ∈ 𝐹 için 

i) 〈𝑥, 𝑥〉 ≥ 0  ve  〈𝑥, 𝑥〉 = 0 ⟺ 𝑥 = 0 

ii) 〈𝑥, 𝑦〉 = 〈𝑦, 𝑥〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝑐̅, 𝑐 ∈ ℂ nin eşleneğidir)  

iii) 〈𝛼𝑥, 𝑦〉 = 𝛼〈𝑥, 𝑦〉  

iv) 〈𝑥 + 𝑦, 𝑧〉 = 〈𝑥, 𝑧〉 + 〈𝑦, 𝑧〉 

şartlarını sağlıyorsa 〈∙,∙〉 ye 𝑋 de bir iç çarpım ve (𝑋, 〈∙,∙〉) ikilisine de iç çarpım uzayı adı 

verilir. 𝐹 = ℝ olması durumunda ii) özelliği 〈𝑥, 𝑦〉 = 〈𝑦, 𝑥〉 şeklindedir. 

(𝑋, 〈∙,∙〉) iç çarpım uzayında bir 𝑥 vektörünün normu 

‖𝑥‖𝑋 = 〈𝑥, 𝑥〉
1
2   

şeklinde tanımlanır. 

Özel olarak 𝑛-buyutlu ℝ𝑛 reel Euclid uzayındaki 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ve 𝑦 =

(𝑦1, … , 𝑦𝑛)  vektörlerinin iç çarpımı 

〈𝑥, 𝑦〉 =∑𝑥𝑗𝑦𝑗

𝑛

𝑗=1

 

şeklinde tanımlanır. 
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Tanım 2.1.20: (𝑋, 〈∙,∙〉) iç çarpım uzayı bir Banach uzay ise, bu uzaya Hilbert 

uzayı denir. 

Bundan sonraki bölümlerde Hilbert uzayını 𝐻 ile göstereceğiz. 

2.2. Normlu Uzaylarda Kompaktlık 

Tanım 2.2.1:  𝑋 normlu bir uzayda açık kümelerin bir sınıfı 𝒟 = (𝐷𝑗)j∈J olmak 

üzere bir 𝐾 ⊂ 𝑋 alt kümesi için 𝐾 ⊂ ⋃ 𝐷𝑗𝑗∈𝐽  oluyorsa 𝒟 sınıfına 𝑲 nin açık bir örtüsü 

denir. Eğer 𝐽0 ⊂ 𝐽 sonlu ve  𝐾 ⊂ ⋃ 𝐷𝑗𝑗∈𝐽0  ise 𝒟0 = ⋃ 𝐷𝑗𝑗∈𝐽0  sınıfına 𝑲 nin sonlu alt 

örtüsü denir. 𝐾 kümesini örten 𝒟 sınıfının her kümesinin çapı bir 𝜀 > 0 dan büyük 

değilse, 𝒟 örtüsüne 𝑲 nin 𝜺 örtüsü denir (Musayev ve Alp 2000). 

Tanım 2.2.2: 𝑋 normlu uzay ve 𝐾 ⊂ 𝑋 olmak üzere 𝐾 kümesinin her açık 

örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa 𝐾 kümesine 𝑋 uzayında kompakt bir küme denir. 

Eğer 𝐾 kümesinin 𝐾 kapanışı 𝑋 uzayında kompakt bir küme ise 𝐾 kümesine 𝑋 uzayında 

bir ön-kompakt küme denir. 𝑋 kompakt (ön-kompakt) bir küme ise 𝑋 e kompakt (ön-

kompakt) normlu uzay denir. 

Tanım 2.2.3: 𝑋 normlu uzay ve 𝐾, 𝑋 in bir alt kümesi olmak üzere 𝐾 daki her 

dizinin limiti yine 𝐾 da olan yakınsak bir alt dizisi varsa 𝐾 kümesine 𝑋 de dizisel 

kompakt küme denir. Eğer 𝐾 nın 𝐾  kapanışı 𝑋 de dizisel kompakt küme ise 𝐾 ya 𝑋 de 

dizisel ön-kompakt küme adı verilir. 𝑋 dizisel kompakt (dizisel ön-kompakt) bir küme 

ise bu uzaya dizisel kompakt (dizisel ön-kompakt) normlu uzay denir. 

Bu tanıma göre 𝑋 de dizisel kompakt bir 𝐾 ⊂ 𝑋 alt kümesi içinde alınan herhangi 

bir (𝑥𝑛) dizisinin bir 𝑥 ∈ 𝐾 noktasına yakınsayan bir (𝑥𝑛𝑘) alt dizisi vardır. Bu 𝑥 ∈ 𝐾 

noktası (𝑥𝑛)  dizisi için bir limit noktasıdır. Ayrıca 𝐾 ⊂ 𝑋 alt kümesi içinde alınan 

herhangi bir (𝑥𝑛) dizisinin bir 𝑥 ∈ 𝐾 limit noktası varsa, (𝑥𝑛) dizisinin bu 𝑥 noktasına 

yakınsayan bir (𝑥𝑛𝑘)  alt dizisi bulunabilir. 
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Teorem 2.2.4 (Heine-Borel teoremi): 𝐾 ⊂ ℝ nin kompakt olması için gerek ve 

yeter şart 𝐾 kümesinin kapalı ve sınırlı olmasıdır (Wang 2002). 

Heine-Borel teoreminden, ℝ içindeki her kompakt kümenin ℝ içinde kapalı ve 

sınırlı olduğunu söyleyebiliriz. Ayrıca ℝ de bir kümenin kompakt olması için gerek ve 

yeter şart bu kümenin kapalı ve sınırlı olmasıdır. Fakat sonsuz boyutlu Banach uzaylarda 

kapalılık ve sınırlılık koşulu kompaktlık için gereklidir ancak yeterli değildir. 

Lemma 2.2.5: 𝑋 normlu uzay ve 𝐾 ⊂ 𝑋 olmak üzere 𝐾 kümesi 𝑋 de kompakt bir 

küme ise 𝐾 kümesi 𝑋 de dizisel kompakttır (Musayev ve Alp 2000). 

Tanım 2.2.6: (𝑋, ‖∙‖𝑋) normlu bir uzay, 𝑥0 ∈ 𝑋 ve 𝑟 > 0 olmak üzere 

𝐵𝑟(𝑥0) = {𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑥 − 𝑥0‖𝑋 < 𝑟} 

kümesine 𝒙𝟎 merkezli ve 𝒓 yarıçaplı açık yuvar, 

𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑥0) = {𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑥 − 𝑥0‖𝑋 ≤ 𝑟} 

kümesine 𝒙𝟎 merkezli ve 𝒓 yarıçaplı kapalı yuvar, 

𝑆𝑟(𝑥0) = {𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑥 − 𝑥0‖𝑋 = 𝑟} 

kümesine 𝒙𝟎 merkezli ve 𝒓 yarıçaplı yuvar yüzeyi denir. 

İlerleyen bölümlerde 𝑋 normlu uzayının açık birim yuvarını 𝐵𝑋, kapalı birim 

yuvarını 𝐵̅𝑋 ve birim yuvar yüzeyini de 𝑆𝑋 ile göstereceğiz. 

Tanım 2.2.7: 𝑋 normlu uzay ve 𝐾 ⊂ 𝑋 olmak üzere eğer her 𝜀 > 0 için 𝐾 

kümesinin sonlu sayıda açık yuvarlardan oluşan 𝜀-örtüsü varsa 𝐾 ya 𝑋 de tamamen 

sınırlı bir küme denir. 

Teorem 2.2.8: 𝑋 Banach uzayı ve 𝐾 ⊂ 𝑋 olmak üzere 𝐾 kümesinin 𝑋 de ön-

kompakt olması için gerek ve yeter şart 𝐾 kümesinin 𝑋 de tamamen sınırlı olmasıdır 

(Musayev ve Alp 2000). 
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Teorem 2.2.8 den kapalı bir kümenin tamamen sınırlı bir küme olması için gerek 

ve yeter şart bu kümenin kompakt olmasıdır. Böylece sonlu boyutlu uzaylarda doğru olan 

"kapalılık + sınırlılık = kompaktlık" özelliği yerine sonsuz boyutlu uzaylarda  "kapalılık 

+ tamamen sınırlılık = kompaktlık" özelliği ortaya çıkmaktadır. 

Tanım 2.2.9: 𝑋 Banach uzayı ve 𝐾 ⊂ 𝑋 alt kümesi verilsin. Eğer 𝐾 içindeki her 

sonsuz (𝑥𝑛) dizisinin bir 𝑥 ∈ 𝐾 noktasına zayıf yakınsayan bir alt dizisi varsa 𝐾 ya 𝑋 de 

zayıf kompakt (veya dizisel zayıf kompakt) küme denir. 

Teorem 2.2.10:  𝑋 Banach uzayının zayıf kompakt her kümesi sınırlıdır (Willem 

1996). 

2.3. Operatörler ve Bazı Özel Uzaylar 

Tanım 2.3.1: 𝑋 ve 𝑌 normlu uzaylar, 𝑇: 𝑋 → 𝑌 bir operatör, (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋 dizisi ve 

𝑥0 ∈ 𝑋 elemanı verilsin. Eğer, 𝑛 → ∞  iken 

‖𝑥𝑛 − 𝑥0‖𝑋 ⟶ 0    (𝑥𝑛 → 𝑥𝑜) 

olduğunda 

‖𝑇(𝑥𝑛) − 𝑇(𝑥𝑜)‖𝑌 → 0    ((𝑇𝑥𝑛) → 𝑇(𝑥0)) 

oluyorsa 𝑇 operatörüne 𝑥0 noktasında süreklidir (veya dizisel süreklidir) denir. Lineer 

operatörler için sınırlılık ve süreklilik kavramları denktir. Lineer olmayan operatörler için 

bu ifade geçerli değildir (Willem 1996). 

Tanım 2.3.2: 𝑇: 𝑋 → 𝑌 operatör ve 𝑥0 ∈ 𝑋 olmak üzere 𝑋 de 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥0  olacak 

şekilde bir (𝑥𝑛) dizisi verilsin. Eğer  

i) 𝑛 → ∞ iken 𝑌 de 𝑇(𝑥𝑛) ⇀ 𝑇(𝑥0) ise 𝑇 operatörüne 𝑥0 noktasında zayıf 

süreklidir  

ii) 𝑛 → ∞ iken 𝑌 de 𝑇(𝑥𝑛) → 𝑇 (𝑥0) ise 𝑇 operatörüne  𝑥0 noktasında güçlü 

süreklidir denir. 
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Norma göre güçlü yakınsak olan bir 𝑇 operatörü aynı zamanda zayıf yakınsak 

olduğundan 𝑇 operatörü güçlü sürekli ise aynı zamanda süreklidir. Bu nedenle güçlü 

süreklilik kavramı süreklilikten daha güçlü bir kavramdır. 

Tanım 2.3.3: 𝑓: 𝑋 → ℝ  bir fonksiyonel ve 𝑥0 ∈ 𝑋  elemanı için 𝑥𝑛 → 𝑥0 olacak 

şekilde (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋 dizisi verilsin. Eğer 

𝑓(𝑥0) ≤ liminf
𝑛→∞

 𝑓(𝑥𝑛) 

şartı sağlanıyorsa, 𝑓 fonksiyoneline 𝑥0 ∈ 𝑋 noktasında alttan yarı-süreklidir denir. Eğer 

yukarıdaki eşitsizlik 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥0 olacak şekilde (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋 dizisi için sağlanıyorsa, 

𝑓 fonksiyoneline 𝑥0 ∈ 𝑋 noktasında alttan zayıf yarı-süreklidir denir. 

Tanım 2.3.4: 𝑓: 𝑋 → ℝ bir fonksiyonel ve 𝑥0 ∈ 𝑋 elemanı için 𝑥𝑛 → 𝑥0 olacak 

şekilde (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋 dizisi verilsin. Eğer 

limsup
𝑛→∞

 𝑓(𝑥𝑛) ≤ 𝑓(𝑥0) 

şartı sağlanıyorsa, 𝑓 fonksiyoneline  𝑥0 ∈ 𝑋  noktasında üstten yarı-süreklidir denir. 

Eğer yukarıdaki eşitsizlik 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥0 olacak şekilde (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋 dizisi için sağlanıyorsa, 𝑓 

fonksiyoneline 𝑥0 ∈ 𝑋 noktasında üstten zayıf yarı-süreklidir denir. 

𝑓 fonksiyoneli 𝑥0 ∈ 𝑋 noktasında sürekli ise bu noktada alttan ve üstten yarı-

süreklidir. Eğer 𝑓 fonksiyoneli 𝑥0 ∈ 𝑋 noktasında zayıf sürekli ise bu durumda 𝑓,  𝑥0 ∈

𝑋 noktasında alttan ve üstten zayıf yarı-süreklidir. 

Tanım 2.3.5: 𝑋, 𝑌 iki Banach uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑌 lineer operatör olmak üzere 𝑇 

operatörü 𝑋 uzayının her sınırlı kümesini 𝑌 uzayının bir ön kompakt kümesine 

dönüştürüyorsa, 𝑇 ye kompakt lineer operatör (tamamen sürekli lineer operatör) 

denir. 

Tanım 2.3.6: 𝐾, bir 𝑋 Banach uzayının boş kümeden farklı bir alt kümesi ve 

𝑇:𝐾 → 𝐾 bir dönüşüm olsun. 𝐾 daki (𝑥𝑛) dizisi 𝑥∗ a zayıf ve (𝑇𝑥𝑛) dizisi 𝑝 ye güçlü 
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yakınsadığında 𝑇𝑥∗ = 𝑝 oluyorsa 𝑇 dönüşümüne 𝑝 de demi-kapalıdır denir. 𝐼, 𝑋 in 

özdeş operatörü olmak üzere 𝐾 daki her (𝑥𝑛) sınırlı dizisi için ((𝐼 − 𝑇 )𝑥𝑛) nin güçlü 

yakınsak bir alt dizisi varsa, 𝑇 ye demi-kompakttır denir  (Goebel ve Kirk 1990). 

Tanım 2.3.7 (Opial Şartı): Bir 𝑋 Banach uzayında 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥 zayıf yakınsaması her 

𝑦 ≠ 𝑥  için 

limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦‖ 

olmasını gerektiriyorsa, bu durumda 𝑋 uzayı Opial şartını sağlar denir (Opial 1967). 

Bu eşitsizlikte “<” yerine “≤” alınırsa zayıf Opial şartı olarak adlandırılan şart elde 

edilir. 

Örnek 2.3.8: Her Hilbert uzayı Opial şartını sağlar. Yani bir 𝐻 Hilbert uzayında 

(𝑥𝑛) dizisi 𝑥 ∈ 𝐻 noktasına zayıf yakınsak ise her 𝑦 ∈ 𝐻 ve 𝑦 ≠ 𝑥  için 

limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦‖ 

dir. Her zayıf yakınsak dizi sınırlı olduğundan limsup𝑛→∞‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ ve limsup𝑛→∞‖𝑥𝑛 −

𝑦‖ sonludur. 

‖𝑥𝑛 − 𝑦‖
2 = ‖𝑥𝑛 − 𝑥 + 𝑥 − 𝑦‖

2 = ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖
2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 + 2〈𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑥 − 𝑦〉 

olduğundan 

limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦‖
2 > limsup

𝑛→∞
‖𝑥𝑛 − 𝑥‖

2 

elde edilir. 

Tanım 2.3.9: 𝑋, 𝑌 iki Banach uzay, 𝑓: 𝑋 → 𝑌 bir operatör ve 𝑥 ∈ 𝑋 olmak üzere 

her ℎ ∈ 𝑋  için 

lim
𝑡→0

‖𝑓(𝑥 + 𝑡ℎ) − 𝑓(𝑥)‖𝑌
𝑡

= 𝑇𝑥 (ℎ)  
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olacak şekilde bir 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌) sınırlı lineer operatörü varsa 𝑓 ye 𝑥 ∈ 𝑋 noktasında ve ℎ 

yönünde Gâteaux diferansiyellenebilirdir denir. 𝑇 ye 𝑓 nin 𝑥 ∈ 𝑋 noktasındaki 

Gâteaux türevi adı verilir. Eğer bu eşitlik her 𝑥 ∈ 𝑋 için sağlanırsa, 𝑓 operatörüne 

Gâteaux diferansiyellenebilirdir denir (Schechter 2007). 

Tanım 2.3.10: 𝑋, 𝑌 iki Banach uzay, 𝑓: 𝑋 → 𝑌 bir operatör ve 𝑥 ∈ 𝑋 olmak üzere 

her ℎ ∈ 𝑋 için 

lim
ℎ→0

‖𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) − 𝑇𝑥(ℎ)‖𝑌
‖ℎ‖𝑋

= 0 

olacak şekilde bir 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌) sınırlı lineer operatörü varsa, 𝑓 operatörüne 𝑥 ∈ 𝑋 

noktasında Fréchet diferansiyellenebilir denir. 𝑇 operatörüne de 𝑓 nin 𝑥 ∈ 𝑋 

noktasındaki Fréchet türevi denir. Eğer yukarıdaki eşitlik her 𝑥 ∈ 𝑋 için sağlanırsa 𝑓 

operatörüne Fréchet diferansiyellenebilir denir (Papageorgiou ve Kyritsi-Yiallourou 

2009). 

Teorem 2.3.11: Eğer 𝑓: 𝑋 → 𝑌 operatörü 𝑥 ∈ 𝑋 de Fréchet diferansiyellenebilirse 

𝑓 operatörü 𝑥 ∈ 𝑋 de süreklidir (Papageorgiou ve Kyritsi-Yiallourou 2009). 

Teorem 2.3.12: Eğer 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌  fonksiyonelinin X de Gâteaux türevi sürekli ise bu 

durumda 𝑓 fonksiyoneli Fréchet diferansiyellenebilirdir ve 𝑓 ∈ C1(𝑋, 𝑌) dir (Willem 

1996). 

Yukarıdaki teoremin tersi her zaman doğru değildir.  

2.4. Sabit Nokta Kavramı ve Bazı Dönüşüm Sınıfları 

Bu başlık altında sabit nokta kavramı ve bazı özel dönüşüm sınıflarını vereceğiz. 

Tanım 2.4.1: 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 herhangi bir dönüşüm olsun. 

Eğer 𝑇𝑥 = 𝑥 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑥 noktasına 𝑇 nin sabit noktası denir 

(Agarwal vd. 2007). 
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O halde 𝑇𝑥 = 𝑥 denkleminin çözümleri 𝑇 nin sabit noktalarıdır. 𝑇 nin sabit 

noktalarının kümesi 𝐹(𝑇) ile gösterilir. Yani 𝐹(𝑇) = {𝑥 ∈ 𝑋:  𝑇𝑥 = 𝑥} dir. Özel olarak 

𝑇:ℝ → ℝ,  𝑦 = 𝑇𝑥 fonksiyonunun grafiği ile 𝑦 = 𝑥 doğrusunun kesişme noktalarının 

apsisleri 𝑇 nin sabit noktalarıdır. Aşağıdaki şekle göre 𝑇 nin üç sabit noktası vardır. 

 

Şekil 2.1 

Aşağıda bazı dönüşümlerin sabit noktalarıyla ilgili örnekler verilmiştir. 

Örnek 2.4.2: i) 𝑋 ≠ ∅ olmak üzere 𝐼: 𝑋 → 𝑋 özdeş dönüşümü için 𝑋 in her bir 

noktası bir sabit noktadır.  

ii) 𝑋 = ℝ olmak üzere 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 =  𝑥5 − 3𝑥4 − 𝑥3 + 3𝑥2 − 5𝑥 + 18 

fonksiyonunun sabit noktalarının kümesi 𝐹(𝑇) = {−√3, √3, 3} dir. 

iii) 𝑋 = ℝ ve 𝑌 = ℝ𝑛 olmak üzere herhangi bir 𝑇: 𝑋 → 𝑌 dönüşümünün sabit 

noktası yoktur. 

iv) 𝑋 = ℝ olmak üzere 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 𝑒𝑥 ve 𝑌 = ℝ+ olmak üzere 𝐺: 𝑌 → 𝑌, 

𝐺𝑥 = ln 𝑥 fonksiyonlarının sabit noktası yoktur. 
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Şekil 2.2 

v) 𝑇: (0,1] → (0,1], 𝑇𝑥 = sin𝑥  dönüşümünün sabit noktası yoktur. Bu dönüşüm 

için 𝑥 = 0 tek sabit nokta olabilirdi. Fakat 0 ∉ (0,1] dir. 

𝑋 boş kümeden farklı bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Herhangi bir 𝑥 ∈

𝑋 için 𝑥 in 𝑇 altındaki 𝑛. iterasyonu 𝑇𝑛𝑥 ile gösterilir ve 𝑇𝑛+1𝑥 = 𝑇(𝑇𝑛𝑥) olarak 

tanımlanır. 

𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler yazılabilir. 

i) Keyfi bir 𝑛 ∈ ℕ için 𝐹(𝑇) ⊂ 𝐹(𝑇𝑛) dir.  

ii) Keyfi bir 𝑛 ∈ ℕ için 𝐹(𝑇𝑛) = {𝑥} ise, 𝐹(𝑇) = {𝑥} dir. Ancak bunun tersi 

genelde doğru değildir. Örneğin, 𝑇: {𝑎, 𝑏, 𝑐} → {𝑎, 𝑏, 𝑐} dönüşümü 𝑇𝑎 = 𝑐,

𝑇𝑏 = 𝑏, 𝑇𝑐 = 𝑎 olarak tanımlanırsa, 𝐹(𝑇2) = {𝑎, 𝑏, 𝑐} olduğu halde 𝐹(𝑇) =

{𝑏} dir. 

𝑋 boş kümeden farklı bir küme ve 𝑇, 𝐺: 𝑋 → 𝑋 herhangi iki dönüşüm olsun. Eğer 

𝑇𝑥 = 𝐺𝑥 = 𝑥 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑥 noktasına 𝑇 ve 𝐺 nin ortak sabit noktası 
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denir. Bu dönüşümlerin ortak sabit noktalarının kümesi ℱ = 𝐹(𝑇) ∩ 𝐹(𝐺) ile gösterilir. 

Aşağıda birden fazla dönüşümün ortak sabit noktalarıyla ilgili örnekler verilmiştir. 

Örnek 2.4.3: 𝑋 = ℝ olmak üzere 𝑇, 𝐺: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 𝑥2 + 2𝑥 − 2 ve 𝐺𝑥 = 𝑥2 −

2𝑥 + 2 dönüşümlerinin ortak sabit noktalarının kümesi ℱ = 𝐹(𝑇) ∩ 𝐹(𝐺) = {1} dir. 

 

Şekil 2.3 

Örnek 2.4.4: 𝑋 = ℝ olmak üzere 𝑇, 𝐺: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 𝑥 − cos𝑥 ve 𝐺𝑥 = 𝑥 − cot𝑥 

dönüşümlerinin ortak sabit noktalarının kümesi ℱ = 𝐹(𝑇) ∩ 𝐹(𝐺) = {(2𝑘 + 1)
𝜋

2
: 𝑘 ∈

ℤ} dir.  

Tanım 2.4.5: (𝑋, ‖∙‖) bir normlu uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun.  

i) Her 𝑥, 𝑦 ∈  𝑋 için 

 

 ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ 𝑘‖𝑥 − 𝑦‖   (2.1) 
 

olacak şekilde bir 𝑘 ≥ 0 sabit sayısı varsa 𝑇 ye Lipschitzian dönüşüm denir. 

(2.1) eşitsizliğine Lipschitz şartı ve bu şartı sağlayan en küçük 𝑘 sayısına da 

Lipschitz sabiti denir. 
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ii) Eğer (2.1) eşitsizliği 0 ≤ 𝑘 < 1 olması halinde sağlanıyorsa 𝑇 ye daraltan 

dönüşüm veya büzülme dönüşümü (contraction) denir. 

 

iii) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑥 ≠ 𝑦 için 

 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ < ‖𝑥 − 𝑦‖ 

 

ise 𝑇 ye kesin daraltan dönüşüm (contractive) denir. 

 

iv) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 

 

ise 𝑇 ye genişlemeyen dönüşüm (nonexpansive) denir (Agarwal vd. 2009). 

Lipschitz koşulunu sağlayan her dönüşüm düzgün sürekli olup yukarıdaki dönüşüm 

sınıfları da düzgün süreklidir. Dolayısıyla eğer 𝑇 sürekli değilse, daraltan ve 

genişlemeyen dönüşüm de olamaz.  

Herhangi bir Banach uzayında tanımlı genişlemeyen dönüşümlerin sabit 

noktalarının mevcut olması gerekmez. Bunun için ya uzay üzerine ya da dönüşüm üzerine 

bazı ek koşullar konulması gereklidir.  

Tanım 2.4.6: 𝐻 bir Hilbert uzayı, 𝑇 bu uzayda 𝐷(𝑇) tanım ve 𝑅(𝑇) görüntü 

kümelerine sahip lineer olmayan bir dönüşüm olsun.  

i) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷(𝑇) için 

〈𝑇𝑥 − 𝑇𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 ≥ 0 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇 ye monoton dönüşüm denir. 

ii) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷(𝑇) ve 𝑥 ≠ 𝑦 için 

〈𝑇𝑥 − 𝑇𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 > 0 
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eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇 ye kesin monoton dönüşüm denir. 

iii) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷(𝑇) ve 𝑥 ≠ 𝑦 için 

〈𝑇𝑥 − 𝑇𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 ≥ 𝜂‖𝑥 − 𝑦‖2 

olacak şekilde 𝜂 > 0 sabiti varsa, 𝑇 ye η-kuvvetli monoton dönüşüm denir. 

iv) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷(𝑇) için 

〈𝑇𝑥 − 𝑇𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 ≥ 𝑣‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖2 

olacak şekilde 𝑣 > 0 sabiti varsa, 𝑇 ye 𝑣-ters kuvvetli monoton dönüşüm 

denir. 

v) Bir 𝑇 monoton dönüşümün 𝐺(𝑇) grafiği başka bir monoton dönüşümün 

grafiği tarafından içerilmiyorsa 𝑇 ye maksimal monoton dönüşüm denir 

(Zeidler 1986). 

Yukarıdaki tanımdan her 𝑣-ters kuvvetli monoton dönüşümün monoton ve  
1

𝑣
-

Lipschitzian dönüşüm olduğu açıktır. Gerçekten ters kuvvetli monoton dönüşümün 

tanımından 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖2 ≤
1

𝑣
〈𝑇𝑥 − 𝑇𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 ≤

1

𝑣
‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖‖𝑥 − 𝑦‖ 

olduğundan 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤
1

𝑣
‖𝑥 − 𝑦‖ 

dir. 

Örnek 2.4.7: 𝐻 = ℝ ve 𝐾 = [0,1] olmak üzere 𝑇:𝐾 → 𝐾 dönüşümü  

i) 𝑇𝑥 =
𝑥+1

2
  olarak tanımlanırsa 

(𝑇𝑥 − 𝑇𝑦)(𝑥 − 𝑦) = (
𝑥 + 1

2
−
𝑦 + 1

2
) (𝑥 − 𝑦) =

(𝑥 − 𝑦)2

2
≥ 0 

dır. Bu halde 𝑇 dönüşümü monotondur. 
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ii) 𝑇𝑥 = 5𝑥 olarak tanımlanırsa 

(𝑇𝑥 − 𝑇𝑦)(𝑥 − 𝑦) = 5(𝑥 − 𝑦)2 

olduğundan her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 için (𝑇𝑥 − 𝑇𝑦)(𝑥 − 𝑦) ≥ 5 yazılabilir. Dolayısıyla 𝑇 

dönüşümü 5-kuvvetli monotondur. 

iii) 𝑇𝑥 = 3𝑥 + 1 olarak tanımlanırsa bu dönüşüm 
1

3
-ters kuvvetli monotondur. 

Gerçekten 

 

(𝑇𝑥 − 𝑇𝑦)(𝑥 − 𝑦) = 3(𝑥 − 𝑦)2 ≥ 9𝑣(𝑥 − 𝑦)2 

eşitsizliği 𝑣 =
1

3
 için sağlanır. 

Tanım 2.4.8: (Konveks Küme): 𝑋 bir vektör uzay ve 𝐶 ⊂ 𝑋 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 

ve her 𝜆 ∈ (0,1) için (1 − 𝜆)𝑥 + 𝜆𝑦 ∈ 𝐶 ise 𝐶 ye konveks küme denir. 

Tanım 2.4.9: 𝐻 bir reel Hilbert uzayı ve 𝐶 de 𝐻 nın boş olmayan kapalı ve konveks 

alt kümesi olmak üzere 𝑇: 𝐶 → 𝐶 dönüşümü verilsin.  

i) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için 

 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖2 ≤ 〈𝑇𝑥 − 𝑇𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 

ise 𝑇 ye sıkı genişlemeyendir (firmly nonexpansive) sdenir. 

ii) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖2 ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖2 + 𝜅‖(𝑥 − 𝑇𝑦) − (𝑦 − 𝑇𝑦)‖2 

olacak şekilde bir 𝜅 ∈ [0,1) sabiti varsa 𝑇 ye κ-kesin pseudocontractivdir 

denir. Bu dönüşüm sınıfı Brower ve Petryshyn tarafından teşkil edilmiştir. 

Her genişlemeyen dönüşümün 0-kesin pseudocontraction olduğu açıktır. 

Tanım 2.4.10: 𝑋 bir lineer uzay ve 𝑓: 𝑋 → ℝ bir dönüşüm olsun. 

i) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝜆 ∈ [0,1] için 
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𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝜆𝑓(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑦) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 ye konveks dönüşüm denir. 

ii) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑦 ve 𝜆 ∈ (0,1) için 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) < 𝜆𝑓(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑦) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 ye kesin konveks dönüşüm denir. 

iii) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝜆 ∈ [0,1] için 

 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝜆𝑓(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑦) −
1

2
𝛼𝜆(1 − 𝜆)‖𝑥 − 𝑦‖2 

 

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir 𝛼 > 0 sayısı varsa 𝑓 ye kuvvetli konveks 

dönüşüm denir (Cegielski 2012). 

2.5. Bazı Sabit Nokta Teoremleri 

Daraltan, kesin daraltan, genişlemeyen ve Lipschitzian dönüşümlerin bazılarının 

sabit noktası olmadığı halde bazılarının bir veya birden fazla sabit noktası olabilir. Bu 

bölümde hangi dönüşüm sınıflarının sabit noktalarının var ve bu sabit noktaların hangi 

koşullar altında tek olduğunu teorem ve örneklerle ifade edeceğiz. 

Aşağıdaki teorem analizdeki en basit sabit nokta teoremi olarak bilinir. 

Teorem 2.5.1: [𝑎, 𝑏], ℝ de kapalı bir aralık ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → [𝑎, 𝑏] sürekli bir 

dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑓(𝑐) = 𝑐 olacak şekilde en az bir 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] sayısı vardır. 

Teorem 2.5.2 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi): 𝐵̅𝑟(𝑥0), ℝ
𝑛 de kapalı bir küre 

(dolayısıyla ℝ𝑛 nin bir kompakt konveks alt kümesi) olsun. Bu durumda 𝑓: 𝐵̅𝑟(𝑥0)  →

𝐵̅𝑟(𝑥0)  sürekli dönüşümü en az bir sabit noktaya sahiptir (Brouwer 1912). 
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Brouwer’ın bu teoremi herhangi bir sonsuz boyutlu Banach uzayında geçerli 

değildir. Bu durumu bir örnekle gösterelim. 

Örnek 2.5.3: 𝐵̅𝑐0, 𝑐0 = {(𝑥𝑛): lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0} Banach uzayında kapalı birim yuvar 

olmak üzere 

𝑇: 𝐵̅𝑐0 → 𝐵̅𝑐0 , 𝑇𝑥 = (1 − |𝑥1|, 𝑥1, 𝑥2, … )  

dönüşümünü alalım. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵̅𝑐0  için 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖∞ = ‖𝑥 − 𝑦‖∞ 

olduğundan 𝑇 süreklidir. Ancak 𝑇𝑥 = 𝑥 denkleminin 𝐵̅𝑐0 da bir çözümü yoktur. 

Teorem 2.5.4 (Schauder Sabit Nokta Teoremi): 𝑋 bir Banach uzayı, 𝐶 ⊆ 𝑋 boş 

kümeden farklı kompakt konveks bir alt küme ve 𝑓: 𝐶 → 𝐶 sürekli bir dönüşüm olsun. 

Bu durumda 𝑓 en az bir sabit noktaya sahiptir (Schauder 1930). 

Teorem 2.5.5 (Banach Daralma İlkesi): 𝑋 bir Banach uzayı ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 daraltan 

bir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑇, 𝑋  de bir tek sabit noktaya sahiptir (Banach 1922). 

Örnek 2.5.6: 𝑋 = [𝑎, 𝑏] ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer 𝑇, [𝑎, 𝑏] kapalı 

aralığında sürekli, (𝑎, 𝑏) açık aralığında türevlenebilir bir dönüşüm ve her 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 

|𝑇′𝑥| ≤ 𝑘 < 1 

şartı sağlanıyorsa 𝑇 nin 𝑋 de bir tek sabit noktası vardır. Gerçekten Ortalama Değer 

Teoreminden her 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) olmak üzere 

|𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| = 𝑇′(𝑐)|(𝑥 − 𝑦)| ≤ 𝑘|𝑥 − 𝑦| 

olur. Böylece Banach Daralma İlkesi gereği 𝑇 nin bir tek sabit noktası vardır. 

Aşağıdaki örnek ile tam metrik uzay üzerinde tanımlanan genişlemeyen bir 

dönüşümün sabit noktaya sahip olması gerekmediği gösterilmiştir. 
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Örnek 2.5.7: 𝑐0 Banach uzayında her 𝑥 ∈ 𝐵̅𝑐0 için 

𝑇(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑖 , … ) = (3, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) ∈ 𝐵̅𝑐0 

şeklinde tanımlanan 𝑇: 𝐵̅𝑐0 → 𝐵̅𝑐0 dönüşümünü alalım. 𝑇 genişlemeyen bir dönüşümdür 

ve 𝑥 = (3,3,3, … ), 𝑇 nin bir sabit noktasıdır. Fakat 𝑥 = (3,3,3, … ) ∉ 𝑐0 dır. Yani 𝑇 

genişlemeyen dönüşümü, 𝑐0 uzayında bir sabit noktaya sahip değildir. 

Teorem 2.5.8: 𝑋 bir Banach uzayı ve 𝑛 ∈ ℕ için 𝑇𝑛 daraltan dönüşüm olacak 

şekilde bir 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü verilsin. Bu durumda 𝑇 bir tek sabit noktaya sahiptir 

(Khamsi ve Kirk 2001). 

Teorem 2.5.9: 𝑋 bir kompakt Banach uzayı ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 kesin daraltan bir 

dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑇, bir tek 𝑝  sabit noktasına sahiptir. Üstelik her 𝑥 ∈ 𝑋 için 

lim
𝑛→∞

𝑇𝑛𝑥 = 𝑝 

dir (Khamsi ve Kirk 2001).  

Tanım 2.5.10 (Düzgün Konveks Uzay): 𝑋 bir Banach uzayı olsun. Her 𝜀 > 0 ve 

‖𝑥‖ ≤ 1, ‖𝑦‖ ≤ 1 ve ‖𝑥 − 𝑦‖ ≥ 𝜀 şartlarını sağlayan her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

1

2
‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ 1 − 𝛿(𝜀) 

olacak şekilde 𝛿(𝜀) > 0 sayısı varsa 𝑋 e düzgün konveks uzay denir (Clarcson 1936). 

Bu tanım, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵̅𝑋 ve ‖𝑥 − 𝑦‖ ≥ 𝜀 > 0 için (𝑥 + 𝑦)/2 orta noktasının 𝑆𝑋 den bir 

𝛿 uzaklığında ve 𝐵̅𝑋 kapalı birim yuvar içinde olduğunu ifade eder. 

Örnek 2.5.11: Her 𝐻 Hilbert uzayı düzgün konvekstir. Gerçekten her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 için 

paralel kenar kuralından 

‖𝑥 + 𝑦‖2 = 2(‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2) − ‖𝑥 − 𝑦‖2 

dir. 𝑥 ≠ 𝑦 olmak üzere 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵̅𝐻 ve ‖𝑥 − 𝑦‖ ≥ 𝜀 olduğunu kabul edelim. Böylece 
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‖𝑥 + 𝑦‖2 ≤ 4 − 𝜀2 

olur. Eğer  𝛿(𝜀) = 1 − √1 − 𝜀2 4⁄  seçilirse 

1

2
‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ 1 − 𝛿(𝜀) 

elde edilir. O halde 𝐻 düzgün konveks bir uzaydır. 

Örnek 2.5.12: ℓ1 = {(𝑥𝑛): ∑ |𝑥𝑛|
∞
𝑛=1 < ∞} ve ℓ∞ = {(𝑥𝑛): sup𝑛|𝑥𝑛| < ∞} 

uzayları sırasıyla ‖𝑥‖1 = ∑ |𝑥𝑛|
∞
𝑛=1  ve ‖𝑥‖ = sup{|𝑥𝑛|: 𝑛 ∈ ℕ} normlarına göre düzgün 

konveks uzay değildir. Bunu göstermek için 𝜀 = 1 olmak üzere 𝑥 = (1,0,0,0,… ), 𝑦 =

(0,−1,0,0, … ) ∈ ℓ1 alalım. Bu durumda ‖𝑥‖1 = ∑ |𝑥𝑛|
∞
𝑛=1  normuna göre 

‖𝑥‖1 = 1,   ‖𝑦‖1 = 1,   ‖𝑥 − 𝑦‖1 = 2 > 1 = 𝜀 

olur. Ancak ‖(𝑥 + 𝑦) 2⁄ ‖1 = 1 olduğundan ‖(𝑥 + 𝑦) 2⁄ ‖1 ≤ 1 − 𝛿 olacak şekilde bir 

𝛿 > 0 sayısı yoktur. Dolayısıyla ℓ1 uzayı düzgün konveks değildir. Benzer olarak, 𝜀 = 1 

ve 𝑥 = (1,1,1,0,0,… ), 𝑦 = (1,1, −1,0,0, … ) ∈ ℓ∞ olarak alalım. Böylece ‖𝑥‖ =

sup{|𝑥𝑛|: 𝑛 ∈ ℕ} normuna göre 

‖𝑥‖∞ = 1,  ‖𝑦‖∞ = 1,  ‖𝑥 − 𝑦‖∞ = 2 > 1 = 𝜀 

elde edilir. ‖(𝑥 + 𝑦) 2⁄ ‖∞ = 1 olduğundan  ℓ∞ uzayı düzgün konveks değildir. 

Agarwal vd. (2007) düzgün konveks bir Banach uzayının boş kümeden farklı, 

kapalı, konveks ve sınırlı alt kümesi üzerinde tanımlı genişlemeyen dönüşümün bir sabit 

noktaya sahip olduğunu göstermiştir. 

2.6. Metrik İzdüşüm Operatörü 

Bu bölümde metrik izdüşümün Hilbert uzayındaki tanımı ve bazı temel özellikleri 

verilecektir. 

Tanım 2.6.1: 𝐶, 𝐻 Hilbert uzayının boş kümeden farklı bir alt kümesi ve 𝑥 ∈ 𝐻 

olsun. Eğer her 𝑧 ∈ 𝐶 için 
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‖𝑦 − 𝑥‖ ≤ ‖𝑧 − 𝑥‖ 

olacak şekilde bir 𝑦 ∈ 𝐶 noktası varsa 𝑦 ye 𝑥 in 𝐶 üzerine metrik izdüşümü denir ve 𝑃𝐶𝑥 

ile gösterilir. 𝑠 = 𝑃𝐶𝑥 − 𝑥 vektörüne de 𝑥 in 𝐶 üzerine izdüşüm vektörü adı verilir. Eğer 

her 𝑥 ∈ 𝐻 için 𝑃𝐶𝑥 mevcut ve tek olarak tanımlıysa bu durumda 𝑃𝐶 : 𝐻 → 𝐶 operatörüne 

(𝐶 üzerine) metrik izdüşüm operatörü denir (Cegielski 2012). 

Metrik izdüşümün tanımından her 𝑥 ∈ 𝐶 için 𝑃𝐶𝑥 = 𝑥 dir. Eğer 𝑥 ∉ 𝐶 ve 𝑃𝐶𝑥 

metrik izdüşümü mevcutsa bu durumda 𝑃𝐶𝑥 ∈ 𝜕𝐶 dir. Gerçekten eğer 𝑃𝐶𝑥 ∈ 𝐶
𝑜 ise 

𝐵(𝑃𝐶𝑥, 𝜀) ⊆ 𝐶 olacak şekilde 𝜀 > 0 yarıçaplı bir açık yuvar vardır. Bu durumda 𝑧 noktası 

𝑧 ≔ 𝑥 + (1 −
𝜀

‖𝑃𝐶𝑥 − 𝑥‖
)(𝑃𝐶𝑥 − 𝑥) ∈ 𝐵(𝑃𝐶𝑥, 𝜀) ⊆ 𝐶 

şeklinde tanımlanırsa ‖𝑧 − 𝑃𝐶𝑥‖ = 𝜀 olacağından 𝑧 ∈ 𝐵(𝑃𝐶𝑥, 𝜀) ⊆ 𝐶 ve  

‖𝑧 − 𝑥‖ = (1 −
𝜀

‖𝑃𝐶𝑥 − 𝑥‖
) ‖𝑃𝐶𝑥 − 𝑥‖ < ‖𝑃𝐶𝑥 − 𝑥‖ 

olur ki bu eşitsizlik metrik izdüşümünün tanımı ile çelişir. Dolayısıyla 𝑃𝐶𝑥 ∈ 𝜕𝐶 dir. 

Tanım 2.6.1, herhangi bir 𝐶 ⊆ 𝐻 alt kümesi ve 𝑥 ∈ 𝐻 noktası için 𝑃𝐶𝑥 metrik 

izdüşümünün varlık ve tekliğini garanti etmez. 𝐶 kümesinin kompakt olması durumunda 

metrik izdüşümünün varlığı Weierstrass Teoremi’nden elde edilir. Üstelik burada 𝑃𝐶𝑥 

birden fazla değer de alabilir. Örneğin, [𝑎, 𝑏] aralığının orta noktası olan 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
 nin 𝐶 =

{𝑎, 𝑏} kümesi üzerine metrik izdüşümleri 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 noktalarıdır. Dolayısıyla herhangi bir 

𝑥 ∈ 𝐻 noktası için tanımlanan 𝑃𝐶𝑥 metrik izdüşümünün tekliği için 𝐶 nin konveks olduğu 

kabul edilmelidir. Üstelik metrik izdüşümünün tanımından ve normun sürekliliğinden 

𝑃𝐶𝑥 in mevcut olması durumunda 𝐶 nin kapanışına ait olduğu açıktır. Yani 𝑥 ∉ 𝐶 ise 

𝑃𝐶𝑥 ∈ 𝜕𝐶 dir. Bu nedenle herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐻 noktası için tanımlanan 𝑃𝐶𝑥 metrik 

izdüşümünün varlığı için 𝐶 nin kapalı olması gerektiği görülür. Bir Hilbert uzayında 𝐶 

nin kapalılığı ve konveksliği her 𝑥 ∈ 𝐻 için 𝑃𝐶𝑥 metrik izdüşümünün varlık ve tekliği 

için yeterlidir. Böylece metrik izdüşümünün varlık ve tekliği ile ilgili aşağıdaki teoremi 

verebiliriz. 
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Teorem 2.6.2: 𝐶, 𝐻 Hilbert uzayının kapalı ve konveks bir alt kümesi olsun. Bu 

durumda her 𝑥 ∈ 𝐻 için 𝑃𝐶𝑥 metrik izdüşümü var ve tektir (Cegielski 2012). 

İç çarpım uzaylarında bu durum aşağıdaki minimum vektör teoremi ile ifade edilir. 

Teorem 2.6.3: 𝑋 bir iç çarpım uzayı ve 𝐶, 𝑋 in tam ve konveks bir alt kümesi olsun. 

Bu durumda 𝑥 ∈ 𝑋 keyfi fakat sabit olmak üzere 

𝛿 = ‖𝑥 − 𝑦0‖ = inf{‖𝑥 − 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝐶}  

olacak şekilde bir tek 𝑦0 ∈ 𝐶 vardır (Bayraktar 1994). 

Sonuç 2.6.4: 𝑋 bir iç çarpım uzayı ve 𝐶, 𝑋 in tam ve konveks alt kümesi olsun. Bu 

durumda 𝐶, normu minimum olan bir vektör içerir (Bayraktar 1994). 

Bu teoremden sonra akla ilk olarak teoremin tersinin geçerli olup olmadığı sorusu 

gelir. Öklid uzaylar için cevap olumludur ve Motzkin Teoremi olarak bilinir. Ancak genel 

Hilbert uzaylar için bu durum açık bir problemdir. 

Aşağıdaki teorem bir 𝑦 ∈ 𝐶 nin 𝑥 ∈ 𝐻 noktasının 𝐶 konveks kümesi üzerine metrik 

izdüşümü olabilmesi için gerekli olan bir kriter sunmaktadır. 

Teorem 2.6.5 (Karakterizasyon Teoremi): 𝐶, 𝐻 Hilbert uzayının kapalı ve 

konveks bir alt kümesi, 𝑥 ∈ 𝐻 ve 𝑦 ∈ 𝐶 olsun. Bu durumda her 𝑧 ∈ 𝐶 için aşağıdakiler 

denktir. 

i) 𝑦 = 𝑃𝐶𝑥 dir. 

ii) 〈𝑥 − 𝑦, 𝑧 − 𝑦〉 ≤ 0 (veya denk olarak 〈𝑦, 𝑧 − 𝑦〉 ≥ 〈𝑥, 𝑧 − 𝑦〉) dir (Cegielski 

2012). 

İspat: (𝐢) ⇒ (𝐢𝐢) 𝑦 = 𝑃𝐶𝑥, 𝑧 ∈ 𝐶 ve 𝜆 ∈ (0,1) olmak üzere 

𝑧𝜆 = 𝑦 + 𝜆(𝑧 − 𝑦) 
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olarak tanımlansın. 𝐶 konveks olduğundan 𝑧𝜆 ∈ 𝐶 olduğu açıktır. (i) şıkkı ve iç çarpımın 

özelliklerinden 

‖𝑥 − 𝑦‖2 ≤ ‖𝑥 − 𝑧𝜆‖
2 = ‖𝑥 − 𝑦 − 𝜆(𝑧 − 𝑦)‖2 

= ‖𝑥 − 𝑦‖2 − 2 𝜆〈𝑥 − 𝑦, 𝑧 − 𝑦〉 + 𝜆2‖𝑧 − 𝑦‖2 

yazılabilir. 𝜆 > 0 olduğu göz önüne alınırsa, yukarıdaki eşitsizlikten 

〈𝑥 − 𝑦, 𝑧 − 𝑦〉 ≤
𝜆

2
‖𝑧 − 𝑦‖2 

bulunur. Buradan 𝜆 → 0 için (ii) elde edilir. 

(𝐢𝐢) ⇒ (𝐢) İç çarpımın özelliklerinden ve (ii) şıkkından herhangi bir 𝑧 ∈ 𝐶 için 

‖𝑧 − 𝑥‖2 = ‖𝑧 − 𝑦 + 𝑦 − 𝑥‖2 

= ‖𝑧 − 𝑦‖2 + ‖𝑦 − 𝑥‖2 + 2〈𝑧 − 𝑦, 𝑦 − 𝑥〉 

≥ ‖𝑦 − 𝑥‖2 

elde edilir. Bu son eşitsizlik, metrik izdüşümü tanımından (i) şıkkını verir. 

Teorem 2.6.5 in (ii) şıkkı, 𝑥 − 𝑦 ve 𝑧 − 𝑦 nin sıfırdan farklı vektörler olması 

durumunda aralarındaki açının 
𝜋

2
 den büyük olduğunu ifade eder. 

Lemma 2.6.6: 𝐻 bir Hilbert uzay ve 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 olsun. Bu durumda aşağıdakiler 

denktir. 

i) 〈𝑥 − 𝑦, 𝑧 − 𝑦〉 ≤ 0 dir. 

ii) 〈𝑧 − 𝑥, 𝑦 − 𝑥〉 ≥ ‖𝑦 − 𝑥‖2 dir. 

iii) ‖𝑧 − 𝑦‖2 ≤ ‖𝑧 − 𝑥‖2 − ‖𝑦 − 𝑥‖2 dir. 

iv) 〈𝑧 − 𝑥, 𝑧 − 𝑦〉 ≥ 0 dir (Cegielski 2012). 

Sonuç 2.6.7: 𝐶, 𝐻 Hilbert uzayının kapalı ve konveks bir alt kümesi olsun. Bu 

durumda 𝑃𝐶 izdüşümü genişlemeyen bir dönüşümdür. Yani her 𝑥, 𝑥∗ ∈ 𝐻 için 

‖𝑃𝐶𝑥 − 𝑃𝐶𝑥
∗‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑥∗‖ 
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dir (Cegielski 2012). 

İspat: 𝑥, 𝑥∗ ∈ 𝐻 olmak üzere 𝑦 = 𝑃𝐶𝑥 ve 𝑦∗ = 𝑃𝐶𝑥
∗ olsun. Teorem 2.6.5 den 𝑦 ∈

𝐶 ve her 𝑧 ∈ 𝐶 için 

〈𝑦, 𝑧 − 𝑦〉 ≥ 〈𝑥, 𝑧 − 𝑦〉 (2.2) 

ve 𝑦∗ ∈ 𝐶 için 

〈𝑦∗, 𝑧 − 𝑦∗〉 ≥ 〈𝑥∗, 𝑧 − 𝑦∗〉 (2.3) 

yazılabilir. (2.2) eşitsizliğinde 𝑧 = 𝑦∗, (2.3) eşitsizliğinde de 𝑧 = 𝑦 alınır ve çıkan 

eşitsizlikler taraf tarafa toplanırsa Schwarz eşitsizliğinden 

‖𝑦 − 𝑦∗‖2 = 〈𝑦 − 𝑦∗, 𝑦 − 𝑦∗〉 ≤ 〈𝑥 − 𝑥∗, 𝑦 − 𝑦∗〉 ≤ ‖𝑥 − 𝑥∗‖‖𝑦 − 𝑦∗‖ 

yazılır. Buradan 

‖𝑦 − 𝑦∗‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑥∗‖ 

elde edilir. O halde metrik izdüşüm, genişlemeyen bir dönüşümdür. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

3.1. İterasyon Yöntemleri 

Bir dönüşümün sabit noktasını veya noktalarını bulurken çeşitli iterasyon metotları 

kullanılır. Bunlardan bazıları Picard iterasyonu, Kirk iterasyonu, Krasnoselskij 

iterasyonu, Mann iterasyonu, Ishikawa iterasyonu, Noor iterasyonu, S iterasyonu ve 

Picard-Mann hybrid iterasyonudur. 

Picard İterasyonu: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝐶 ⊆ 𝑋 kapalı bir alt küme ve 𝑇 ∶ 𝐶 →

𝐶 bir dönüşüm olsun. 𝑥0 ∈ 𝐶 olmak üzere Picard iterasyonu 

𝑥𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−1 = 𝑇𝑛𝑥0,   𝑛 = 1,2, …                                            (3.1) 

şeklinde tanımlanır. Bu iterasyon, literatürde ardışık yaklaşıklar dizisi (sequence of 

successive approximations) olarak da bilinir (Picard 1890). 

Tam metrik uzayda tanımlı daraltan dönüşümlerin sabit noktalarına yaklaşmak için 

kullanılan iterasyonlardan biri de Picard iterasyonudur. Daraltan dönüşüm yerine farklı 

sınıftan bir dönüşüm alınırsa bu iterasyon, dönüşümün sabit noktasına yakınsamayabilir. 

Örnek 3.1.1: 𝑋 = [0,1] olmak üzere 𝑇: [0,1] → [0,1], 𝑇𝑥 = 1 − 𝑥 olsun. 𝑇 

genişlemeyen bir dönüşüm ve 𝐹(𝑇) = {
1

2
} dir. Herhangi bir 𝑥0 = 𝑎 ≠

1

2
 noktası için (3.1) 

Picard iterasyonu  

𝑥1 = 𝑇𝑥0 = 1 − 𝑎                     

    𝑥2 = 𝑇𝑥1 = 𝑇
2𝑥0 = 𝑎 

    𝑥3 = 𝑇𝑥2 = 𝑇2𝑥1 = 𝑇
3𝑥0 = 1 − 𝑎 

      ⋮ 

    𝑥𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−1 = 𝑇2𝑥𝑛−2 = ⋯ = 𝑇𝑛𝑥0 

      ⋮ 
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şeklinde olup (𝑎, 1 − 𝑎, 𝑎, 1 − 𝑎,… ) dizisine karşılık gelir. Bu dizi 𝑎 ≠
1

2
 için yakınsak 

olmadığından Picard iterasyonu dönüşümün sabit noktasına yakınsamaz. Dolayısıyla 

aranan sabit noktayı bulmak için diğer iterasyon metotlarını göz önüne almak gerekir. 

Krasnoselskij İterasyou: 𝑋 bir normlu uzay ve 𝑇 ∶ 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. 𝑥0 ∈

𝑋 ve 𝜆 ∈ [0,1] için Krasnoselskij iterasyonu 

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝜆)𝑥𝑛 + 𝜆𝑇𝑥𝑛,   𝑛 = 0,1,2,…                            (3.2) 

şeklinde tanımlanır. Bu iterasyon 𝜆 = 1 için (3.1) Picard iterasyonuna indirgenir 

(Krasnoselskij 1955). 

Kirk İterasyonu: 𝑋 bir normlu uzay ve 𝑇 ∶ 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Kirk 

iterasyonu, 𝑥0 ∈ 𝑋 olmak üzere 

𝑥𝑛+1 = 𝛼0𝑥𝑛 + 𝛼1𝑇𝑥𝑛 + 𝛼2𝑇
2𝑥𝑛 +⋯+ 𝛼𝑘𝑇

𝑘𝑥𝑛                         (3.3) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑖 = 0,1,2,… , 𝑘 için 𝛼1 > 0 ve 𝛼𝑖 ≥ 0 olmak üzere 

𝛼0 + 𝛼1 + 𝛼2 +⋯+ 𝛼𝑘 = 1 

dir. (3.3) eşitliği ile verilen Kirk iterasyonu 𝑘 = 1 için Krasnoselskij iterasyonuna 

indirgenir (Kirk 1971). 

Mann İterasyonu: Mann tarafından kurulmuş ve Banach daralma ilkesini 

sağlamayan dönüşümlerin sabit noktalarını elde etmek için kullanılmıştır. 𝑋 bir normlu 

uzay, 𝐶 ⊆ 𝑋 boş olmayan konveks bir alt küme, 𝑇: 𝐶 → 𝐶 bir dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝐶 keyfi 

bir nokta olmak üzere Mann iterasyonu 

             𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛 ,   𝑛 = 0,1,2, … (3.4) 

şeklinde tanımlanır. Burada  (𝛼𝑛), (0,1) aralığında 

lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 ,    ∑ 𝛼𝑛 = ∞

∞

𝑛=1
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şartlarını sağlayan bir dizidir (Mann 1953). 

(3.4) eşitliği ile verilen Mann iterasyonunda 𝛼𝑛 = 𝜆 (sabit) olarak alınırsa bu 

iterasyon Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir (Berinde 2006). 

Mann’ın sonuçları Franks ve Marzec (1971) tarafından aynı şekilde Franks ve 

Marzec’in sonuçları da Rhoades (1974) tarafından genişletilmiştir. Yine Rhoades 1974 

yılında yapmış olduğu çalışmasıyla herhangi bir kapalı ve sınırlı aralıktan yine bu aralığa 

tanımlı bir dönüşüm (self-map) için Mann iterasyonunun bu dönüşümün sabit noktasına 

yakınsadığını göstermiştir. 

Örnek 3.1.2: 𝑋 = [1,3] kümesi üzerinde 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 =
2

𝑥
 olarak tanımlanırsa 

Mann iterasyonu bu dönüşümün sabit noktası olan 𝑥 = √2 ye yakınsar. 

Ishikawa İterasyonu: S. Ishikawa tarafından teşkil edilmiş, Lipschitzian ve 

pseudocontractive dönüşümler için Mann iterasyonunun yetersiz olduğu  durumlarda yeni 

bir iterasyon metodu olarak oluşturulmuştur. Bu iterasyon ilk olarak bir Hilbert uzayının 

konveks ve kompakt alt kümesi üzerinde tanımlı Lipschitzian ve pseudocontractive bir 

dönüşümün sabit noktaya güçlü yakınsadığını göstermek amacıyla kullanılmıştır. 

𝑋 bir normlu uzay, 𝐶 ⊆ 𝑋 boş olmayan konveks alt küme, 𝑇: 𝐶 → 𝐶 bir dönüşüm 

ve 𝑥0 ∈ 𝐶 keyfi bir nokta olmak üzere Ishikawa iterasyonu 

{
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛 ,

𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛,   𝑛 = 0,1,2, …
                            (3.5) 

şeklinde tanımlanır. Burada (𝛼𝑛) ve (𝛽𝑛), (0,1) aralığında 

lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 ,   lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = 0 ,    ∑𝛼𝑛 = ∞

∞

𝑛=1

 

şartlarını sağlayan dizilerdir (Ishikawa 1974). 
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(3.5) eşitliği ile verilen iterasyonda 𝛽𝑛 = 0 alınırsa bu iterasyon Mann iterasyonuna 

indirgenir. Buna rağmen Mann ve Ishikawa iterasyonları için yakınsama sonuçları 

arasında genel bir bağ yoktur (Berinde 2006).  

Rhoades ve Şoltuz, 2003-2004 yıllarında dönüşümlerin çeşitli sınıfları için 

Ishikawa iterasyonunun yakınsaklığının Mann iterasyonunun yakınsaklığına denk 

olduğunu göstermişlerdir. 

Noor İterasyonu: Noor tarafından kurulmuştur. 𝑋 bir normlu uzay, 𝐶 ⊆ 𝑋 boş 

olmayan konveks alt küme, 𝑇: 𝐶 → 𝐶 bir dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝐶 keyfi bir nokta olmak üzere 

Noor iterasyonu 

{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛 ,

𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛 ,

𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛,   𝑛 = 0,1,2, …

 

şeklinde tanımlanır. Burada (𝛼𝑛), (𝛽𝑛), (𝛾𝑛) ∈ (0,1) ve 

lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 ,   lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = 0 ,   lim
𝑛→∞

𝛾𝑛 = 0 ,    ∑𝛼𝑛 = ∞

∞

𝑛=1

 

dur (Noor 2000). 

Xu ve Noor, bu iterasyonunun düzgün konveks bir Banach uzayının kapalı, sınırlı 

ve konveks alt kümesinden kendi üzerine tanımlanmış asimptotik genişlemeyen bir 

dönüşümün sabit noktasına yakınsaklığını çalışmışlardır (Xu ve Noor 2002). 

S İterasyonu: 𝑋 bir lineer uzay, 𝐶 ⊆ 𝑋 boş olmayan konveks alt küme, 𝑇: 𝐶 → 𝐶 

bir dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝐶 keyfi bir nokta olmak üzere S-iterasyonu 

           {
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛,

𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛,   𝑛 = 0,1,2, …
  

şeklinde tanımlanır. Burada (𝛼𝑛), (𝛽𝑛) ∈ (0,1) dir (Agarwal vd. 2007). 
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Bu iterasyon, Mann ve Ishikawa iterasyonundan bağımsızdır. Agarwal, O’Regan 

ve Sahu, daraltan dönüşümler için S iterasyonunun yakınsama hızının, Picard 

iterasyonunun yakınsama hızına denk ve diğer sabit nokta iterasyonların yakınsama 

hızlarından daha iyi olduğunu göstermiş ve çeşitli dönüşümler için S iterasyonunun, 

dönüşümün sabit noktasına güçlü ve zayıf yakınsamasını çalışmışlardır  (Agarwal vd. 

2007). 

Picard-Mann Hybrid İterasyonu:  Khan ve Sahu tarafından birbirinden bağımsız 

olarak tanımlanmış ve Khan tarafından Picard-Mann hybrid (PMH) iterasyonu olarak 

adlandırılmıştır.  Bu iterasyon, 𝑋 bir normlu uzay, 𝐶 ⊆ 𝑋 boş olmayan konveks alt küme, 

𝑇: 𝐶 → 𝐶 bir dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝐶 keyfi bir nokta olmak üzere 

        {
𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑦𝑛,

𝑦𝑛 = 𝛼𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑥𝑛,   𝑛 = 0,1,2, …
 (3.6) 

şeklinde tanımlanmıştır. Khan, Banach uzaylarda genişlemeyen bir 𝑇 dönüşümü için (3.6) 

iterasyonunun zayıf ve kuvvetli yakınsaklığını incelemiştir. Ayrıca bu iterasyonun 

daraltan dönüşümler için Picard, Mann ve Ishikawa iterasyonlarından daha hızlı 

yakınsadığını göstermiştir (Khan 2013). 

3.2. Özel Problemler 

Bu başlık altında sabit nokta teorisiyle bağlantılı bazı özel problemleri tanıtacağız. 

Öncelikle konveks minimizasyon problemini vereceğiz. 

A) Konveks Minimizasyon Problemi 

Tanım 3.2.1: 𝐶, 𝐻 Hilbert uzayının boş kümeden farklı bir alt kümesi ve 𝑓:𝐻 → ℝ 

bir dönüşüm olsun. 𝑓 nin 𝐶 üzerindeki yerel minimum noktalarının bulunmasına 

minimizasyon problemi denir. Eğer her 𝑥 ∈ 𝐶 için 𝑓(𝑥∗) ≤ 𝑓(𝑥) ise 𝑥∗ noktasına 𝑓 

dönüşümünün genel minimum noktası ya da 
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min
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) (3.7) 

probleminin optimal çözümü denir ve bu noktaların kümesi Argmin
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) ile gösterilir. 

𝑓(𝑥∗) değerine de 𝑓 nin 𝐶 üzerindeki minimumu denir. 

(3.7) deki 𝐶 kümesi genellikle 𝑐𝑖: 𝐻 → ℝ, 𝑖 ∈ 𝐼 = {1,2, … ,𝑚} olmak üzere 𝐶 ≔

{𝑥 ∈ 𝐻:   𝑐𝑖(𝑥) ≤ 0,   𝑖 ∈ 𝐼} şeklinde verilir. Bu durumda (3.7) problemi, aşağıdaki kısıtlı 

(yan şartlı) minimizasyon problemine denktir: 

             min
𝑐𝑖(𝑥)≤0,𝑖∈𝐼

𝑥∈𝐻

𝑓(𝑥). 
 (3.8) 

(3.8) problemindeki 𝑐𝑖 fonksiyonlarına problemin kısıtları denilir. Eğer 𝑓 ve 𝑐𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 

fonksiyonları konveks ise bu durumda (3.8) problemine konveks minimizasyon problemi, 

diferensiyellenebilir ise kısıtlı diferensiyellenebilir minimizasyon problemi denir. 

Bir minimizasyon probleminde problemin kısıtlarını sağlayan tüm noktaların 

kümesine feasible küme, problemdeki 𝑓 fonksiyonuna ise amaç (objektif) fonksiyonu 

denir. 

Teorem 3.2.2: 𝐶, 𝐻 Hilbert uzayının boş kümeden farklı konveks bir alt kümesi ve 

𝑓:𝐻 → ℝ konveks bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑥∗, 𝑓 nin 𝐶 üzerindeki yerel minimum 

noktası ise aynı zamanda bir genel minimum noktasıdır. Üstelik 𝑓 kesin konveks ise bu 

durumda minimum nokta tektir. Eğer 𝑓 sürekli, kuvvetli konveks bir dönüşüm ve 𝐶 kapalı 

ise Argmin
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) ≠ ∅ dir (Cegielski 2012). 

Örnek 3.2.3: 1) 𝐻 = ℝ ve 𝐶 = (0,1] olmak üzere 𝑓: 𝐶 → 𝐶, 𝑓(𝑥) = 𝑥3 fonksiyonu 

verilsin. Bu durumda 𝑓 fonksiyonu konvekstir. Ancak 𝐶 kapalı olmadığından 

min
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) = min
𝑥∈(0,1]

𝑥3 

konveks minimizasyon probleminin çözümü yoktur. 
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2) 𝐻 = ℝ ve 𝐶 = [−1,3] olmak üzere 𝑓: 𝐶 → ℝ, 𝑓(𝑥) = |𝑥| + |𝑥 − 2| fonksiyonu 

verilsin. Bu durumda 𝑓 fonksiyonu konveks olup  

min
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) = min
𝑥∈[−1,3]

(|𝑥| + |𝑥 − 2|) 

konveks minimizasyon probleminin çözüm kümesi [0,2] dir.  

Örnek 3.2.4: ℝ2 de 

                                                  min
1≤𝑥1≤10
5≤𝑥2≤12

(𝑥1,𝑥2)∈ℝ2

(𝑥1
2 + 𝑥2

4) 

şeklinde verilen problemi ele alalım. Bu problem için feasible küme 𝑆 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈

ℝ2: 1 ≤ 𝑥1 ≤ 10, 5 ≤ 𝑥2 ≤ 12}, amaç fonksiyonu ise 𝑓(𝑥) = 𝑥1
2 + 𝑥2

4 dir. 

B) Varyasyonel Eşitsizlik Problemi 

Tanım 3.2.5: 𝐶, ℝn Öklid uzayının boş kümeden farklı kapalı ve konveks bir alt 

kümesi ve 𝐴: 𝐶 → ℝn sürekli bir dönüşüm olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐶 için 

   𝐴𝑥∗(𝑥 − 𝑥∗) ≥ 0 (3.9) 

eşitsizliğini sağlayan 𝑥∗ elemanlarının bulunmasına, sonlu boyutlu varyasyonel eşitsizlik 

problemi denir ve 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) sembolüyle gösterilir. Varyasyonel eşitsizlik probleminin 

çözüm kümesi ise Ω ile gösterilir. 

Geometrik olarak (3.9) varyasyonel eşitsizliği, 𝐴𝑥∗ ın 𝑥∗ noktasında 𝐶 kümesine 

dik olduğunu ifade eder. 

Örnek 3.2.6: 𝐶 = [0,1] olmak üzere 𝐴: 𝐶 → ℝ fonksiyonunu 𝐴𝑥 = 3𝑥 şeklinde 

tanımlayalım. Bu durumda her 𝑥 ∈ [0,1] için  

𝐴𝑥∗(𝑥 − 𝑥∗) = 3𝑥∗(𝑥 − 𝑥∗) ≥ 0 

varyasyonel eşitsizliğinin çözümü 𝑥∗ = 0 noktasıdır. 
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Şimdi varyasyonel eşitsizlik problemlerinin çözümünün varlık ve tekliği ile ilgili 

bazı teorem ve sonuçları verelim. 

Teorem 3.2.7 (Kompaktlık ve Süreklilik Altında Varlık): 𝐶, ℝn nin kompakt 

konveks bir alt kümesi ve 𝐴, 𝐶 üzerinde sürekli bir dönüşüm olsun. Bu durumda 

varyasyonel eşitsizlik probleminin en az bir çözümü vardır (Nagurney 2002). 

İspat: Brouwer Sabit Nokta Teoremi’nden 𝐴: 𝐶 → 𝐶 sürekli bir dönüşüm olmak 

üzere 𝑥∗ = 𝐴𝑥∗ olacak şekilde en az bir 𝑥∗ ∈ 𝐶 vardır. 𝐼 özdeş dönüşüm ve 𝛾 ∈ ℝ olmak 

üzere 𝑃𝐶 ve (𝐼 − 𝛾𝐴) sürekli olduğundan 𝑃𝐶(𝐼 − 𝛾𝐴) de süreklidir. O halde 𝑃𝐶(𝐼 − 𝛾𝐴) 

dönüşümünün en az bir sabit noktası vardır. O halde 𝑃𝐶(𝐼 − 𝛾𝐴) dönüşümünün sabit 

noktası varyasyonel eşitsizlik probleminin bir çözümüdür.  

𝐶 kümesinin sınırsız olması durumunda Brouwer Sabit Nokta Teoremi 

uygulanabilir değildir. Dolayısıyla varyasyonel eşitsizlik probleminin çözümünün 

varlığını gösterebilmek için bazı şartlara ihtiyaç vardır. 

Varlık ve tekliğin özellikleri, kesin monotonluk şartı altında kolayca elde edilebilir. 

Şimdi bununla ilgili sonuçları verelim. 

Lemma 3.2.8: 𝐶, bir 𝐻 Hilbert uzayının boş kümeden farklı, kapalı ve konveks bir 

alt kümesi ve 𝐴: 𝐶 → 𝐻 𝑣-ters kuvvetli monoton dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) 

varyasyonel eşitsizlik probleminin en az bir çözümü vardır (Takahashi ve Toyoda 2003). 

İspat: 0 < 𝜆 ≤ 2𝛼 olmak üzere 𝑇: 𝐶 → 𝐶 dönüşümünü 𝑇𝑥 = 𝑃𝐶(𝑥 − 𝜆𝐴𝑥) 

şeklinde tanımlayalım. 𝑃𝐶 genişlemeyen olduğundan 𝑇 dönüşümü de genişlemeyendir. 

Buradan 𝐹(𝑇) boş kümeden farklıdır. Her 𝜆 > 0 için  

𝑢 ∈ Ω ⟺ 𝑢 = 𝑃𝐶(𝑢 − 𝜆𝐴𝑢) 

olduğundan 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) nın en az bir çözümü vardır. 
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Teorem 3.2.9 (Teklik): 𝐴, 𝐶 üzerinde tanımlı kesin monoton bir operatör olsun. 

Bu durumda 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) nin bir çözümü varsa tektir (Nagurney 2002). 

İspat: 𝑥1 ve 𝑥2 birbirinden farklı iki çözüm olsun. Bu durumda her 𝑥 ∈ 𝐶 için  𝑥1 

ve 𝑥2 sırasıyla 

              𝐴( 𝑥1)(𝑥 − 𝑥1) ≥ 0 (3.10) 

ve 

             𝐴( 𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) ≥ 0 (3.11) 

eşitsizliklerini sağlar. (3.10) ve (3.11) eşitsizliklerinde 𝑥 yerine sırasıyla 𝑥2 ve 𝑥1 yazılırsa 

(𝐴( 𝑥1) − 𝐴( 𝑥2)). (𝑥2 − 𝑥1) ≥ 0 

elde edilir. Fakat bu eşitsizlik kesin monotonluk tanımıyla çelişir. Dolayısıyla 𝑥1 = 𝑥2 

dir.  

Teorem 3.2.10: 𝐴 kuvvetli monoton bir operatör olsun. Bu durumda 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) nin 

bir tek 𝑥∗ çözümü vardır (Nagurney 2002). 

O halde 𝐶 kümesinin sonsuz olması halinde 𝐴 operatörünün kuvvetli monotonluğu, 

çözümün varlık ve tekliğini garanti eder. 𝐶 nin kompakt olması halinde 𝐴 nın sürekliliği 

çözümün varlığı garanti ederken, 𝐴 nn kesin monotonluğu da tekliği garanti etmektedir. 

Teorem 3.2.11: 𝛼 ve 𝐿, 0 < 𝛾 <
𝛼

𝐿2
  eşitsizliğini sağlayan sabitler olmak üzere 𝐴, 

𝛼-kuvvetli monoton ve 𝐿-Lipschitz sürekli bir dönüşüm olsun. Bu durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 

için (1 − 𝛾𝛼)2 ≤ 𝛽 < 1 olmak üzere 

‖𝑃𝐶(𝑥 − 𝛾𝐴𝑥) − 𝑃𝐶(𝑦 − 𝛾𝐴𝑦)‖ ≤ 𝛽‖𝑥 − 𝑦‖ 

dir. Yani 𝑃𝐶(𝐼 − 𝛾𝐴), 𝛽-daraltan bir dönüşümdür (Nagurney 2002). 

Teorem 3.2.11 ve Banach Sabit Nokta Teoremi’nden aşağıdaki sonuç verilebilir. 
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Sonuç 3.2.12: 𝑃𝐶(𝐼 − 𝛾𝐴) dönüşümünün tek sabit noktası vardır (Nagurney 2002). 

Teorem 3.2.13: 𝐴, 𝑣-ters kuvvetli monoton bir dönüşüm ve 𝛾 ∈ (0,2𝑣) olsun. Bu 

durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için 

‖𝑃𝐶(𝑥 − 𝛾𝐴𝑥) − 𝑃𝐶(𝑦 − 𝛾𝐴𝑦)‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 

dir. Yani 𝑃𝐶(𝐼 − 𝛾𝐴) genişlemeyen bir dönüşümdür (Nagurney 2002). 

Örnek 3.2.14: 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ birinci mertebeden sürekli türevlenebilir bir fonksiyon 

olsun. 

𝑓(𝑥0) = min
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥) 

eşitliğini sağlayan 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] noktalarını araştıralım. Burada üç durum söz konusudur. 

1. 𝑎 < 𝑥0 < 𝑏 ise 𝑓′(𝑥0) = 0 dır. 

2. 𝑥0 = 𝑎 ise 𝑓′(𝑥0) > 0 dır. 

3. 𝑥0 = 𝑏 ise 𝑓′(𝑥0) < 0 dır. 

Bu üç durum her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) ≥ 0 

şeklinde tek bir eşitsizlikle özetlenebilir. Bu eşitsizliğe ℝ de varyasyonel eşitsizlik denir. 

Örnek 3.2.15: 𝑓, ℝ𝑛 Öklid uzayının kapalı ve konveks bir 𝐶 alt kümesi üzerinde 

tanımlı reel değerli bir fonksiyon olsun. Örnek 3.2.14 deki gibi yine 

𝑓(𝑥0) = min
𝑥∈𝐶

𝑓(𝑥) 

eşitliğini sağlayan 𝑥0 ∈ 𝐶 elemanlarını araştıralım. 𝑥0, 𝑓 fonksiyonunu minimum yapan 

değer ve 𝑥 ∈ 𝐶 olsun. 𝐶 konveks olduğundan (1 − 𝑡)𝑥0 + 𝑡𝑥 = 𝑥0 + 𝑡(𝑥 − 𝑥0), 0 ≤ 𝑡 ≤

1, 𝐶 nin bir elemanıdır. Φ fonksiyonunu 

Φ(𝑡) = 𝑓(𝑥0 + 𝑡(𝑥 − 𝑥0)),   0 ≤ 𝑡 ≤ 1 
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şeklinde tanımlayalım. Φ fonksiyonu minimum değerini 𝑡 = 0 noktasında alır. 

Dolayısıyla her 𝑥 ∈ 𝐶 için 

Φ′(0) = ∇𝑓(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) ≥ 0 

olur. Sonuç olarak 𝑥0 noktası her 𝑥 ∈ 𝐶 için  

                𝑥0 ∈ 𝐶: ∇𝑓(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) ≥ 0 (3.12) 

şeklindeki varyasyonel eşitsizliği sağlar. Eğer 𝐶 sınırlı ise (3.12) varyasyonel eşitsizliğini 

sağlayan en az bir 𝑥0 noktası mevcuttur. 

Bir minimizasyon problemi, minimum yapılacak olan özel amaç fonksiyonu ile 

karakterize edilir. Muhtemel amaç fonksiyonları, kar, fiyat, pazar payı ve portfolyo riski 

gibi ifadeleri içerir. Genelde bir minimizasyon problemi tek amaç fonksiyonundan oluşur.  

Hem kısıtlı hem de kısıtsız minimizasyon problemleri, varyasyonel eşitsizlik 

problemleri şeklinde ifade edilebilir. Aşağıdaki iki lemma minimizasyon problemi ile 

varyasyonel eşitsizlik problemi arasındaki bağlantıyı göstermektedir. 

Lemma 3.2.16: 𝑓, kapalı ve konveks bir 𝐶 kümesi üzerinde tanımlı ve sürekli 

diferansiyellenebilir reel değerli bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑥∗, (3.7) minimizasyon 

probleminin bir çözümü ise aynı zamanda her 𝑥 ∈ 𝐶 için (3.12) varyasyonel eşitsizlik 

probleminin de bir çözümüdür (Nagurney 2002). 

Lemma 3.2.17: 𝑓 konveks bir fonksiyon ve 𝑥∗, 𝑉𝐼(𝐶, ∇𝑓) varyasyonel eşitsizlik 

probleminin bir çözümü olsun. Bu durumda 𝑥∗, (3.7) minimizasyon probleminin de bir 

çözümüdür (Nagurney 2002). 

C) Sabit Nokta Problemleri 

Sabit nokta teorisi, ekonomik denge problemlerinin çözümlerini formüle etmek, 

analiz etmek ve hesaplamak için de kullanılmaktadır. Varyasyonel eşitsizlik ve sabit 
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nokta problemleri arasındaki bağıntı izdüşüm operatörleri kullanılarak aşağıdaki şekilde 

verilir.  

Teorem 3.2.18: 𝐶, kapalı ve konveks bir küme olsun. Bu durumda 𝑥∗ ∈ 𝐶 nin 

𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) varyasyonel eşitsizlik probleminin bir çözümü olması için gerek ve yeter şart 

herhangi bir 𝛾 > 0 için 𝑥∗ ın 𝑃𝐶(𝐼 − 𝛾𝐴): 𝐶 → 𝐶 dönüşümünün sabit noktası olması yani 

𝑃𝐶(𝑥
∗ − 𝛾𝐴𝑥∗) = 𝑥∗ 

olmasıdır (Nagurney 2002). 

İspat: 𝑥∗, varyasyonel eşitsizliğin bir çözümü olsun. Bu durumda her 𝑥 ∈ 𝐶 için 

𝐴(𝑥∗). (𝑥 − 𝑥∗) ≥ 0 

yazılabilir. Bu eşitsizlik önce −𝛾 < 0 ile çarpılır ve her iki tarafa 𝑥∗(𝑥 − 𝑥∗) eklenirse 

𝑥∗(𝑥 − 𝑥∗) ≥ [𝑥∗ − 𝛾𝐴𝑥∗](𝑥 − 𝑥∗) 

eşitsizliği elde edilir. Böylece Teorem 2.3.7 den 𝑃𝐶(𝑥
∗ − 𝛾𝐴𝑥∗) = 𝑥∗ elde edilir. Tersine 

𝛾 > 0 için 𝑃𝐶(𝑥
∗ − 𝛾𝐴𝑥∗) = 𝑥∗ olduğu kabul edilirse her 𝑥 ∈ 𝐶 için 

𝑥∗(𝑥 − 𝑥∗) ≥ [𝑥∗ − 𝛾𝐴𝑥∗](𝑥 − 𝑥∗) 

ve buradan her 𝑦 ∈ 𝐶 için 

𝐴(𝑥∗). (𝑦 − 𝑥∗) ≥ 0 

elde edilir. 

3.3. Bazı Önemli Lemmalar 

Bu başlık altında 4. Bölümde yer alan ana teoremlerin ispatlarında kullanılacak olan 

Lemmaları vereceğiz. 

 Lemma 3.3.1: 𝐶, bir 𝐻 reel Hilbert uzayının boş olmayan konveks ve kapalı alt 

kümesi ve 𝑆: 𝐶 → 𝐶, kesin pseudocontraction dönüşüm olsun. Bu durumda 𝐼 − 𝑆 demi-
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kapalıdır yani (𝑥𝑛), 𝐶 de 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥 şeklinde bir dizi ve 𝑥𝑛 − 𝑆𝑥𝑛 → 0 ise 𝑥 ∈ 𝐹(𝑆) dir 

(Browder F. E., Petryshyn W. V. 1967). 

Lemma 3.3.2: 𝐶, bir 𝐻 reel Hilbert uzayının boş olmayan konveks ve kapalı alt 

kümesi ve 𝑆: 𝐶 → 𝐶, κ-kesin pseudocontraction dönüşüm olsun. 𝜆, (0,1) aralığında bir 

sabit olmak üzere 𝑇 = 𝜆𝐼 + (1 −  𝜆)𝑆 olarak tanımlansın. Eğer 𝜆 ∈ [𝜅, 1) ise 𝑇 

genişlemeyen ve 𝐹(𝑇) = 𝐹(𝑆) dir (Browder F. E., Petryshyn W. V. 1967). 

Lemma 3.3.3: (𝑥𝑛) ve (𝑦𝑛), bir 𝐻 reel Hilbert uzayında sınırlı diziler ve (𝛽𝑛), 

(0,1) aralığında 0 < liminf𝑛→∞𝛽𝑛 ≤ limsup𝑛→∞𝛽𝑛 < 1 şartını sağlayan bir dizi olsun. 

Her 𝑛 ≥ 0 için 𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛽𝑛)𝑦𝑛 + 𝑦𝑛𝑥𝑛 olmak üzere 

limsup
𝑛→∞

(‖𝑦𝑛 − 𝑦‖ − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖) ≤ 0 

ise lim𝑛→∞‖𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 dır (Suzuki, T. 2005). 

Lemma 3.3.4: 𝐶, bir 𝐻 reel Hilbert uzayının boş olmayan kapalı konveks alt 

kümesi ve 𝑇, 𝐶 de tanımlı genişlemeyen dönüşüm olsun. Eğer 𝐹 (𝑇) ≠ ∅ ise 𝐼 − 𝑇 demi-

kapalıdır. Yani 𝐶 deki (𝑥𝑛) dizisi bir 𝑥 ∈ 𝐶 zayıf yakınsak ve ((𝐼 − 𝑇 )𝑥𝑛) dizisi de 𝑦 ∈

𝐶 güçlü yakınsak iken (𝐼 − 𝑇 )𝑥 = 𝑦 dir. Burada 𝐼, 𝐻 nın özdeş operatörüdür (Goebel, 

K., Kirk, W. A. 1990). 

Lemma 3.3.5: 𝐻 bir reel Hilbert uzayı ve (𝜇𝑛), 𝐻 da boş kümeden farklı 𝑊 ⊂ 𝐻 

kümesinin varlığı ile aşağıdaki şartları sağlayan bir dizi olsun: 

i) her 𝜇 ∈ 𝑊 için lim
𝑛→∞

‖𝜇𝑛 − 𝜇‖ mevcuttur.  

ii) (𝜇𝑛) dizisinin herhangi bir zayıf kapanış noktası 𝑊 ya aittir. 

Bu durumda (𝜇𝑛) nin zayıf yakınsadığı bir 𝑤∗ ∈ 𝑊 mevcuttur (Opial, Z. 1967). 

Lemma 3.3.6: 𝐻 bir reel Hilbert uzayı olsun. Bu durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 ve 𝜆 ∈ [0,1] 

için  

‖𝑥 − 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 − ‖𝑦‖2 − 2〈𝑥 − 𝑦, 𝑦〉 
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ve 

‖𝜆𝑥 − (1 − 𝜆)𝑦‖2 = 𝜆‖𝑥‖2 + (1 − 𝜆)‖𝑦‖2 − 𝜆(1 − 𝜆)‖𝑥 − 𝑦‖2 

dir (Marino, G, Xu, H. K. 2000). 

Lemma 3.3.7: (𝛾𝑛), (0,1) aralığında bir dizi, (𝛿𝑛) ve (𝑒𝑛) reel dizileri de 

i) ∑ 𝛾𝑛
∞
𝑛=1 = ∞,  

ii) ∑ |𝑒𝑛|
∞
𝑛=1 < ∞ ve 

iii) limsup
𝑛→∞

𝛿𝑛

𝛾𝑛
≤ 0  veya  ∑ |𝛿𝑛|

∞
𝑛=1 < 0 

şartlarını sağlayan diziler olmak üzere (𝛼𝑛),  

𝛼𝑛+1 ≤ (1 − 𝛾𝑛)𝛼𝑛 + 𝛿𝑛 + 𝑒𝑛 

şartını sağlayan negatif olmayan reel  bir dizi olsun. Bu durumda lim𝑛→∞𝛼𝑛 = 0 dır (Liu, 

L. S. 1995). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA 

4.1. Konveks Fizibilite Problemlerinin Çözümü İçin Bir Viskozite Metot 

Sabit nokta ve denge problemleri, nonlineer analiz, mühendislik, optimizasyon, 

ekonomi, ulaştırma, ağ ve yapısal analiz, Oyun teorisindeki Nash denge problemi, 

bilgisayarlı tomografi, radyoterapi tedavi planlama, fizik, ters problemler gibi birçok 

çalışma alanı ile dolaylı ya da dolaysız olarak ilişkili olduğundan iteratif algoritmalar 

temel alınarak geniş bir şekilde incelenmiştir. Bunlardan bazıları  (Bin Dehaish, B. A.  vd.  

2015), (Cho, S. Y. vd. 2011, 2013, 2014), (Jung, J. S. 2006), (Censor, Y, vd. 2005-2007) 

dir. Viskozite algoritmalar, (Moudafi, A. 2000) tarafından Hilbert uzaylarında 

genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktalarını incelemek üzere başlatılmıştır. Viskozite 

algoritmaları son zamanlarda farklı alanlardaki birçok yazar tarafından ayrıntılı olarak 

incelenmiştir. Bunlardan bazıları (Chang, S. S.  2009), (Cho, S. Y. vd. 2011, 2014), ( He, 

Z., Chen, C. 2008), (Jung, J. S. 2006), (Qin,  X., Cho, S. Y., Wang, L. 2014), (Qing, Y., 

Lv, S. 2014), (Qin, X., Su, Y., Wang, L. 2013), (Chang, S.S vd. 2009), (Qin, X. 2010), 

(Chang, S. S, Agarwal, R. 2014) dir, 

𝐻 bir reel Hilbert uzayı ve 𝐶, 𝐻 nın boştan farklı, kapalı ve konveks alt kümesi 

olmak üzere 𝐴: 𝐶 → 𝐻 bir dönüşümü verilsin. Bu durumda klasik varyasyonal eşitsizlik 

problemi her 𝑦 ∈ 𝐶 için                    

                                                               〈𝐴𝑥, 𝑦 − 𝑥〉 ≥ 0   (4.1) 

olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝐶 yi bulma şeklindedir. Son zamanlarda Hilbert uzaylarında (4.1) 

varyasyonel eşitsizliğini çözmek için projeksiyon yöntemleri bir çok yazar tarafından 

yoğun bir şekilde araştırılmaktadır. 𝐹, 𝐶 × 𝐶 den ℝ ye tanımlı bifonksiyon ve 𝐴: 𝐶 → 𝐻, 

ters kuvvetli monoton dönüşüm olsun. Her 𝑦 ∈ 𝐶 için                  

                                                     𝐹(𝑥, 𝑦) + 〈𝐴𝑥, 𝑦 − 𝑥〉 ≥ 0   (4.2) 

olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝐶 yi bulma problemine genelleştirilmiş denge problemi denir. Bu 𝑥 ∈

𝐶 noktalarının kümesi 𝐸𝑃(𝐹, 𝐴) ile gösterilir. Yani 
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𝐸𝑃(𝐹, 𝐴) = {𝑥 ∈ 𝐶: 𝐹(𝑥, 𝑦) + 〈𝐴𝑥, 𝑦 − 𝑥〉 ≥ 0,   ∀𝑦 ∈ 𝐶} 

dir. (4.2) problemini çalışmak için 𝐹 nin aşağıdaki şartları sağladığını kabul edelim: 

(I1)  Her 𝑥 ∈ 𝐶 için 𝐹(𝑥, 𝑥)  =  0 dır; 

(I2)  𝐹 monotondur yani her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için 𝐹(𝑥, 𝑦)  +  𝐹(𝑦, 𝑥)  ≤  0 dır; 

(I3)  Her bir 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐶 için 

limsup
𝑡→0

𝐹(𝑡𝑧 + (1 −  𝑡)𝑥, 𝑦)  ≤  𝐹(𝑥, 𝑦) 

        dir; 

(I4)  Her bir 𝑥 ∈ 𝐶 için 𝑦 ↦  𝐹(𝑥, 𝑦), konveks ve alttan yarı-süreklidir. 

Eğer 𝐹 ≡ 0 ise (4.2) genelleştirilmiş denge problemi (4.1) klasik varyasyonel 

eşitsizliğine indirgenir. Eğer 𝐴 ≡ 0 ise (4.2) genelleştirilmiş denge problemi her 𝑦 ∈ 𝐶 

için   

                                                                     𝐹(𝑥, 𝑦) ≥ 0   (4.3) 

eşitsizliğini sağlayan 𝑥 ∈ 𝐶 yi bulma şeklinde verilen denge problemine indirgenir. Bu 

𝑥 ∈ 𝐶 noktalarının kümesi 𝐸𝑃(𝐹) ile gösterilir. Yani 

𝐸𝑃(𝐹) = {𝑥 ∈ 𝐶: 𝐹(𝑥, 𝑦) ≥ 0,   ∀𝑦 ∈ 𝐶} 

dir.  

Lemma 4.1.1: 𝐶 bir 𝐻 reel Hilbert uzayının boş olmayan konveks ve kapalı alt 

kümesi olsun. 𝐹: 𝐶 × 𝐶 → ℝ, (I1)-(I4) şartlarını sağlayan bifonksiyon olsun. Bu durumda 

herhangi bir 𝑟 > 0 ve 𝑥 ∈ 𝐻 için  

𝐹(𝑧, 𝑦) +
1

𝑟
〈𝑦 − 𝑧, 𝑧 − 𝑥〉 ≥ 0,    ∀𝑦 ∈ 𝐶 

olacak şekilde 𝑧 ∈ 𝐶 mevcuttur. Ayrıca her 𝑟 > 0 ve 𝑥 ∈ 𝐻 için  

𝑇𝑟𝑥 = {𝑧 ∈ 𝐶: 𝐹(𝑧, 𝑦) +
1

𝑟
〈𝑦 − 𝑧, 𝑧 − 𝑥〉 ≥ 0,   ∀𝑦 ∈ 𝐶}    

olarak tanımlanırsa aşağıdakiler geçerlidir. 
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(a) 𝑇𝑟 tek değerlidir; 

(b) 𝑇𝑟  sıkı genişlemeyendir yani her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için 

‖𝑇𝑟𝑥 − 𝑇𝑟𝑦‖
2 ≤ 〈𝑇𝑟𝑥 − 𝑇𝑟𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 

dir; 

(c) 𝐹(𝑇𝑟)  =  𝐸𝑃(𝐹) dir; 

(d) 𝐸𝑃(𝐹), kapalı ve konvekstir (Blum, E., Oettli, W. 1994). 

Lemma 4.1.2: 𝐶, bir 𝐻 reel Hilbert uzayının boş olmayan konveks ve kapalı alt 

kümesi olsun.  𝐹: 𝐶 × 𝐶 → ℝ, (I1)-(I4) şartlarını sağlayan bifonksiyon ve 𝑇𝑟,  Lemma 

4.1.1 deki gibi tanımlı olsun. Bu durumda 

‖𝑇𝑠𝑥 − 𝑇𝑡𝑥‖ ≤
|𝑠 − 𝑡|

𝑠
|𝑇𝑠𝑥 − 𝑥| 

dir (Takahashi, S.,  Takahashi, W. 2007). 

İspat: 𝑢 = 𝑇𝑠𝑥 ve 𝑣 = 𝑇𝑡𝑥 dersek 𝐹(𝑢, 𝑣) +
1

𝑠
〈𝑣 − 𝑢, 𝑢 − 𝑥〉 ≥ 0 ve 𝐹(𝑣, 𝑢) +

1

𝑡
〈𝑢 − 𝑣, 𝑣 − 𝑥〉 ≥ 0 olur. Böylece  

1

𝑠
〈𝑣 − 𝑢, 𝑢 − 𝑥〉 +

1

𝑡
〈𝑢 − 𝑣, 𝑣 − 𝑥〉 ≥ 0  

olup bu 〈𝑢 − 𝑣, 𝑢 − 𝑥 −
𝑡

𝑠
(𝑢 − 𝑥)〉 ≥ 0 olmasını gerektirir. Buradan  

‖𝑢 − 𝑣‖2 ≤
𝑠 − 𝑡

𝑠
〈𝑢 − 𝑣, 𝑢 − 𝑥〉 

çıkar. Bu ise lemmayı ispatlar.  

Yunpeng Zhang ve Yanling Li, kesin pseudocontractionların sabit nokta 

kümelerinin ortak bir elemanı ile genelleştirilmiş denge problemlerinin çözüm 

kümelerinin ortak çözümüne yaklaşma problemini ele almış ve aşağıdaki teoremi 

vermişlerdir. 

Teorem 4.1.3: 𝐶, bir 𝐻 reel Hilbert uzayının boş olmayan konveks ve kapalı alt 

kümesi, 𝐴: 𝐶 → 𝐻 bir 𝛼-ters kuvvetli monoton dönüşüm ve 𝐹: 𝐶 × 𝐶 → ℝ de (I1)-(I4) 
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şartlarını sağlayan bifonksiyon olsun. 𝑆: 𝐶 → 𝐶 κ-kesin pseudocontraction ve 𝑓: 𝐶 → 𝐶 

bir µ-daraltan dönüşüm olsun. Kabul edelim ki 𝐹(𝑆) ∩ 𝐸𝑃(𝐹, 𝐴) ≠ ∅ dir. Ayrıca (𝑟𝑛) bir 

pozitif reel dizi ve (𝛼𝑛), (𝛽𝑛), (𝛿𝑛) ve (𝜆𝑛) de (0,1) aralığında reel diziler olsun. (𝑥𝑛) 

aşağıdaki iterasyon şeması ile üretilmiş bir dizi olsun: 

{
 

 
𝑥1 ∈ 𝐶,                                                                                                         

𝐹 (𝑦𝑛, 𝑦) + 〈𝐴𝑥𝑛, 𝑦 − 𝑦𝑛〉 + 
1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑦𝑛, 𝑦𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,   ∀𝑦 ∈ 𝐶,   

𝑥𝑛+1  = 𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛(𝜆𝑛𝑦𝑛 + (1 − 𝜆𝑛)𝑆𝑦𝑛) + 𝛿𝑛𝑒𝑛.     

 

Burada (𝑒𝑛), 𝐶 de sınırlı bir dizidir. Kontrol dizilerinin aşağıdaki şartları sağladığını kabul 

edelim:  

a. 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛 + 𝛿𝑛 = 1, 

b. lim𝑛→∞𝛼𝑛 = 0  ve  ∑ 𝛼𝑛
∞
𝑛=1 = ∞,  

c. 0 < liminf𝑛→∞𝛽𝑛 ≤ limsup𝑛→∞𝛽𝑛 < 1, 

d. ∑ 𝛿𝑛
∞
𝑛=1 < ∞ ve lim𝑛→∞|𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛| = lim𝑛→∞|𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛| = 0 ve 

e. 𝜆, 𝑟, 𝑟′ reel sabitleri için 0 < 𝜅 < 𝜆𝑛 ≤ 𝜆 < 1 ve 0 < 𝑟 ≤ 𝑟𝑛 ≤ 𝑟′ < 2𝛼 

dır. 

Bu durumda (𝑥𝑛), 𝑥̅ =  𝑃𝐹(𝑆)∩𝐸𝑃(𝐹,𝐴)𝑓(𝑥̅) ye güçlü yakınsar (Zhang, Y., Li, Y. 2016). 

İspat: Öncelikle (𝑥𝑛) dizisinin sınırlı olduğunu gösterelim. 𝑝 ∈ 𝐹(𝑆) ∩ 𝐸𝑃(𝐹, 𝐴) 

keyfi sabit olsun. Herhangi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için 

‖(𝐼 − 𝑟𝑛𝐴)𝑥 − (𝐼 − 𝑟𝑛𝐴)𝑦‖
2 = ‖𝑥 − 𝑦‖2 − 2𝑟𝑛〈𝑥 − 𝑦, 𝐴𝑥 − 𝐴𝑦〉 + 𝑟𝑛

2‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖2 

 ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖2 − 𝑟𝑛(2𝛼 − 𝑟𝑛)‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖
2 

olur. e şartı kullanılarak ‖(𝐼 − 𝑟𝑛𝐴)𝑥 − (𝐼 − 𝑟𝑛𝐴)𝑦‖ = ‖𝑥 − 𝑦‖ olduğu görülür. Bu 𝐼 −

𝑟𝑛𝐴 nin genişlemeyen olduğunu gösterir. 𝑆𝑛 = 𝜆𝑛𝐼 + (1 − 𝜆𝑛)𝑆 denirse Lemma 3.3.2 

den 𝑆𝑛 genişlemeyen ve  𝐹(𝑆𝑛) = 𝐹(𝑆) dir. Böylece 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑝‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛‖𝑆𝑛𝑦𝑛 − 𝑝‖ + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖ 
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 ≤ 𝛼𝑛𝜇‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑓(𝑝) − 𝑝‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖

 ≤ (1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜇))‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑓(𝑝) − 𝑝‖ + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖  

 ≤ max {‖𝑥𝑛 − 𝑝‖,
‖𝑓(𝑝)−𝑝‖

1−𝜇
} + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖ 

 ≤ max {‖𝑥𝑛−1 − 𝑝‖,
‖𝑓(𝑝)−𝑝‖

1−𝜇
} + 𝛿𝑛−1‖𝑒𝑛−1 − 𝑝‖ + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖ 

 ≤ ⋯ 

 ≤ max {‖𝑥1 − 𝑝‖,
‖𝑓(𝑝)−𝑝‖

1−𝜇
} + 𝑀∑ 𝛿𝑖

∞
𝑖=1 𝑛

 

olur. Burada 𝑀 = sup
𝑛≥1

{‖𝑒𝑛 − 𝑝‖}} dir. Bu ise (𝑥𝑛) ve aynı zamanda (𝑦𝑛) dizisinin sınırlı 

olduğunu gösterir. 𝑧𝑛 = (𝐼 − 𝑟𝑛𝐴)𝑥𝑛 dersek 

‖𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛‖ ≤ ‖(𝐼 − 𝑟𝑛+1𝐴)𝑥𝑛+1 − (𝐼 − 𝑟𝑛+1𝐴)𝑥𝑛‖

+ ‖(𝐼 − 𝑟𝑛+1𝐴)𝑥𝑛 − (𝐼 − 𝑟𝑛𝐴)𝑥𝑛‖ 

 ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ − |𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛|‖𝐴𝑥𝑛‖ 

olur.  Lemma 4.1.2 den 

  ‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ = ‖𝑇𝑟𝑛+1𝑧𝑛+1 − 𝑇𝑟𝑛𝑧𝑛‖ 

     ≤ ‖𝑇𝑟𝑛+1𝑧𝑛+1 − 𝑇𝑟𝑛+1𝑧𝑛‖ + ‖𝑇𝑟𝑛+1𝑧𝑛 − 𝑇𝑟𝑛𝑧𝑛‖ 

   ≤ ‖𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛‖ +
|𝑟𝑛+1−𝑟𝑛|

𝑟𝑛+1
‖𝑇𝑟𝑛+1𝑧𝑛 − 𝑧𝑛‖ 

                       ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ + |𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛|‖𝐴𝑥𝑛‖ +
|𝑟𝑛+1−𝑟𝑛|

𝑟𝑛+1
‖𝑇𝑟𝑛+1𝑧𝑛 − 𝑧𝑛‖ 

elde edilir. Buradan 

 ‖𝑆𝑛+1𝑦𝑛+1 − 𝑆𝑛𝑦𝑛‖ ≤ ‖𝑆𝑛+1𝑦𝑛+1 − 𝑆𝑛+1𝑦𝑛‖ + ‖𝑆𝑛+1𝑦𝑛 − 𝑆𝑛𝑦𝑛‖ 

 ≤ ‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ + ‖𝑆𝑛+1𝑦𝑛 − 𝑆𝑛𝑦𝑛‖ 

 ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ + |𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛|‖𝐴𝑥𝑛‖ 

      +
|𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛|

𝑟𝑛+1
‖𝑇𝑟𝑛+1𝑧𝑛 − 𝑧𝑛‖ 

 +|𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛|‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑦𝑛‖  (4.4) 

olur. 𝜁𝑛 =
𝑥𝑛+1−𝛽𝑛𝑥𝑛

1−𝛽𝑛
 olsun. Buradan 
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𝜁𝑛+1 − 𝜁𝑛 =
𝛼𝑛+1𝑓(𝑥𝑛+1) + 𝛾𝑛+1𝑆𝑛+1𝑦𝑛+1 + 𝛿𝑛+1𝑒𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1

−
𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + 𝛾𝑛𝑆𝑛𝑦𝑛 + 𝛿𝑛𝑒𝑛

1 − 𝛽𝑛
 

=
𝛼𝑛+1(𝑓(𝑥𝑛+1) − 𝑆𝑛+1𝑦𝑛) + (1 − 𝛽𝑛+1)𝑆𝑛+1𝑦𝑛+1 + 𝛿𝑛+1(𝑒𝑛+1 − 𝑆𝑛+1𝑦𝑛)

1 − 𝛽𝑛+1

−
𝛼𝑛(𝑓(𝑥𝑛) − 𝑆𝑛𝑦𝑛) + (1 − 𝛽𝑛)𝑆𝑛𝑦𝑛 + 𝛿𝑛(𝑒𝑛 − 𝑆𝑛𝑦𝑛)

1 − 𝛽𝑛
 

=
𝛼𝑛+1(𝑓(𝑥𝑛+1) − 𝑆𝑛+1𝑦𝑛+1)

1 − 𝛽𝑛+1
+
𝛿𝑛+1(𝑒𝑛+1 − 𝑆𝑛+1𝑦𝑛+1)

1 − 𝛽𝑛+1

−
𝛼𝑛(𝑓(𝑥𝑛) − 𝑆𝑛𝑦𝑛)

1 − 𝛽𝑛
−
𝛿𝑛(𝑒𝑛 − 𝑆𝑛𝑦𝑛)

1 − 𝛽𝑛
+ 𝑆𝑛+1𝑦𝑛+1 − 𝑆𝑛𝑦𝑛 

yazılır. (4.4) den 

‖𝜁𝑛+1 − 𝜁𝑛‖ − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖

≤
𝛼𝑛+1‖𝑓(𝑥𝑛+1) − 𝑆𝑛+1𝑦𝑛+1‖

1 − 𝛽𝑛+1
+
𝛿𝑛+1‖𝑒𝑛+1 − 𝑆𝑛+1𝑦𝑛+1‖

1 − 𝛽𝑛+1

+
𝛼𝑛‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑆𝑛𝑦𝑛‖

1 − 𝛽𝑛
+
𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑆𝑛𝑦𝑛‖

1 − 𝛽𝑛
‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖

+ |𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛|‖𝐴𝑥𝑛‖ +
|𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛|

𝑟𝑛+1
‖𝑇𝑟𝑛+1𝑧𝑛 − 𝑧𝑛‖

+ |𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛|‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑦𝑛‖  

ve b-e şartlarından 

limsup
𝑛→∞

(‖𝜁𝑛+1 − 𝜁𝑛‖ − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖) ≤ 0 

yazılabilir. Lemma 3.3.3 den lim𝑛→∞‖𝜁𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 olur ki buradan 

 
                   lim

𝑛→∞
‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ = 0 (4.5) 

dır. 

 ‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 ≤ ‖(𝑥𝑛 − 𝑝) − 𝑟𝑛(𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝)‖

2 

 = ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 − 2𝑟𝑛〈𝑥𝑛 − 𝑝, 𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝〉 + 𝑟𝑛

2‖𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝‖
2 
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 ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 − 𝑟𝑛(2𝛼 − 𝑟𝑛)‖𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝‖

2                           (4.6) 

olduğuna dikkat edelim. ‖∙‖2 konveks olduğundan (4.6) dan 

 ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖
2 ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑝‖

2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 + 𝛾𝑛‖𝑆𝑛𝑦𝑛 − 𝑝‖

2 + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖
2 

   ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑝‖
2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 + 𝛾𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖

2 

   ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑝‖
2 + ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 − 𝑟𝑛(2𝛼 − 𝑟𝑛)𝛾𝑛‖𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝‖
2 

                                   +𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖
2 

olduğu görülür. Bu ise 

𝑟𝑛(2𝛼 − 𝑟𝑛)𝛾𝑛‖𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝‖
2 

 ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 + 𝛼𝑛‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑝‖

2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖
2 + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖

2 

 ≤ (‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖)‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ + 𝛼𝑛‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑝‖
2 + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖

2 

sonucunu verir. b-e şartları göz önüne alındığında (4.5) den 

lim
𝑛→∞

‖𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝‖ = 0 (4.7) 

elde edilir. Diğer taraftan  

‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 = ‖𝑇𝑟𝑛(𝑥𝑛 − 𝑟𝑛𝐴𝑥𝑛) − 𝑇𝑟𝑛(𝑝 − 𝑟𝑛𝐴𝑝)‖

2
 

 ≤ 〈(𝑥𝑛 − 𝑟𝑛𝐴𝑥𝑛) − (𝑝 − 𝑟𝑛𝐴𝑝), 𝑦𝑛 − 𝑝〉 

 =
1

2
(‖(𝑥𝑛 − 𝑟𝑛𝐴𝑥𝑛) − (𝑝 − 𝑟𝑛𝐴𝑝)‖

2 + ‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 

 −(‖(𝑥𝑛 − 𝑟𝑛𝐴𝑥𝑛) − (𝑝 − 𝑟𝑛𝐴𝑝) − (𝑦𝑛 − 𝑝)‖
2) 

 ≤
1

2
(‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 + ‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 − (‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 − 𝑟𝑛(𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝)‖

2) 

 ≤
1

2
(‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 + ‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 − ‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

2 − 𝑟𝑛
2(‖𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝‖

2 

 +2𝑟𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖‖𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝‖) 

 ≤
1

2
(‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 + ‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 − ‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

2 + 2𝑟𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖‖𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝‖) 

yani 

‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 − ‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖
2 + 2𝑟𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖‖𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝‖) 

yazılır. Ayrıca bu  

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖
2 ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑝‖

2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 + 𝛾𝑛‖𝑆𝑛𝑦𝑛 − 𝑝‖

2 + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖
2 
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  ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑝‖
2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 + 𝛾𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖

2 

  ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑝‖
2 + ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 − 𝛾𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖
2 + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖

2 

   +2𝑟𝑛𝛾𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖‖𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝‖ 

ve bu son ifade de  

 𝛾𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖
2 ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑝‖

2 + ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖

2 

   +2𝑟𝑛𝛾𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖‖𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝‖ + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖
2 

  ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑝‖
2 + (‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖)‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

   +2𝑟𝑛𝛾𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖‖𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑝‖ + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑝‖
2 

olmasını gerektirir. b-e şartları göz önüne alındığında, (4.5) ve (4.7) den 

                                             lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ = 0 (4.8) 

olur. Not edelim ki 

                     𝛾𝑛(𝑆𝑦𝑛 − 𝑥𝑛) = (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛) + 𝛼𝑛(𝑥𝑛 − 𝑓(𝑥𝑛)) + 𝛿𝑛(𝑥𝑛 − 𝑒𝑛) 

dir. b-d şartlarını kullanarak (4.5) den 

                                                 lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛+1 − 𝑆𝑛𝑦𝑛‖ = 0 

 

 

 

(4.9) 

olur.  ‖𝑆𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ ≤ ‖𝑆𝑛𝑥𝑛 − 𝑆𝑛𝑦𝑛‖ + ‖𝑆𝑛𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ ve 𝑆𝑛 genişlemeyen olduğundan 

(4.8) ve (4.9) dan  

                                                 lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑆𝑛𝑥𝑛‖ = 0   (4.10) 

elde edilir. Ayrıca 

‖𝑆𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ ≤ ‖𝑆𝑛𝑥𝑛 − (𝜆𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝜆𝑛)𝑆𝑥𝑛)‖ + ‖(𝜆𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝜆𝑛)𝑆𝑥𝑛) − 𝑥𝑛‖ 

 ≤ 𝜆𝑛‖𝑆𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑆𝑛𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

dir. (4.10) ve e şartından  

                                                lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑆𝑥𝑛‖ = 0   (4.11) 
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olur. Şimdi limsup
𝑛→∞

〈𝑓(𝑥̅) − 𝑥̅, 𝑥𝑛 − 𝑥̅〉 ≤ 0 olduğunu gösterelim. Burada 

𝑥̅ =  𝑃𝐹(𝑆)∩𝐸𝑃(𝐹,𝐴)𝑓(𝑥̅) 

dir. Bunu göstermek için  

limsup
𝑛→∞

〈𝑓(𝑥̅) − 𝑥̅, 𝑥𝑛 − 𝑥̅〉 = lim
𝑖→∞

〈𝑓(𝑥̅) − 𝑥̅, 𝑥𝑛𝑖 − 𝑥̅〉 

olacak şekilde (𝑥𝑛) nin bir ( 𝑥𝑛𝑖) alt dizisini seçelim. ( 𝑥𝑛𝑖) sınırlı olduğundan bu dizinin 

bir 𝑥 noktasına zayıf yakınsayan ( 𝑥𝑛𝑖𝑗
) alt dizisini seçilebilir. Genelliği bozmadan ( 𝑥𝑛𝑖) 

nin 𝑥 noktasına zayıf yakınsadığını kabul edebiliriz. Şimdi 𝑥 ∈ 𝐹(𝑆) ∩ 𝐸𝑃(𝐹, 𝐴) 

olduğunu göstermeliyiz. Lemma 3.3.1 i kullanarak 𝑥 ∈ 𝐹(𝑆) olduğunu görürüz.  Şimdi 

𝑥 ∈ 𝐸𝑃(𝐹, 𝐴) olduğunu gösterelim. (4.8) den ( 𝑦𝑛𝑖) nin 𝑥 noktasına zayıf yakınsadığını 

görürüz. Buradan 

𝐹 (𝑦𝑛, 𝑦) + 〈𝐴𝑥𝑛, 𝑦 − 𝑦𝑛〉 + 
1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑦𝑛, 𝑦𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,   ∀𝑦 ∈ 𝐶 

dir. (I2) şartından 

〈𝐴𝑥𝑛, 𝑦 − 𝑦𝑛〉 + 
1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑦𝑛, 𝑦𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 𝐹 (𝑦, 𝑦𝑛),   ∀𝑦 ∈ 𝐶 

dir. 𝑛 yerine 𝑛𝑖 alınırsa 

                 〈𝐴𝑥𝑛𝑖 , 𝑦 − 𝑦𝑛𝑖〉 + 
1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑦𝑛𝑖 ,

𝑦𝑛𝑖−𝑥𝑛𝑖

𝑟𝑛𝑖
〉 ≥ 𝐹 (𝑦, 𝑦𝑛𝑖),   ∀𝑦 ∈ 𝐶   (4.12) 

eşitsizliği elde edilir. 0 < 𝑡 ≤ 1 ve 𝑦 ∈ 𝐶 için 𝑢𝑡 = 𝑡𝑦 + (1 − 𝑡)𝑥 olsun. 𝑦 ∈ 𝐶 ve 𝑥 ∈

𝐶 olduğundan 𝑢𝑡 ∈ 𝐶 dir. (4.12) den 

 〈𝑢𝑡 − 𝑦𝑛𝑖 , 𝐴𝑢𝑡〉 ≥ 〈𝑢𝑡 − 𝑦𝑛𝑖 , 𝐴𝑢𝑡〉 − 〈𝐴𝑥𝑛𝑖 , 𝑢𝑡 − 𝑦𝑛𝑖〉 

−〈𝑢𝑡 − 𝑦𝑛𝑖 ,
𝑦𝑛𝑖 − 𝑥𝑛𝑖
𝑟𝑛𝑖

〉 + 𝐹 (𝑢𝑡 , 𝑦𝑛𝑖)   

  = 〈𝑢𝑡 − 𝑦𝑛𝑖 , 𝐴𝑢𝑡 − 𝐴𝑦𝑛𝑖〉 + 〈𝑢𝑡 − 𝑦𝑛𝑖 , 𝐴𝑦𝑛𝑖 − 𝐴𝑥𝑛𝑖〉 

−〈𝑢𝑡 − 𝑦𝑛𝑖 ,
𝑦𝑛𝑖 − 𝑥𝑛𝑖
𝑟𝑛𝑖

〉 + 𝐹 (𝑢𝑡 , 𝑦𝑛𝑖) 
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bulunur. 𝐴 monoton olduğundan 〈𝑢𝑡 − 𝑦𝑛𝑖 , 𝐴𝑢𝑡 − 𝐴𝑦𝑛𝑖〉 ≥ 0 dır. I4 şartını kullanarak  

                                              〈𝑢𝑡 − 𝑥, 𝐴𝑢𝑡〉 ≥ 𝐹 (𝑢𝑡 , 𝑥)  (4.13) 

ifadesine ulaşılır. (I1) ve (I4) şartları kullanılarak (4.13) den 

0 = 𝐹 (𝑢𝑡, 𝑢𝑡) ≤ 𝑡𝐹 (𝑢𝑡, 𝑦) + 〈1 − 𝑡〉𝐹 (𝑢𝑡, 𝑥) 

   ≤ 𝑡𝐹 (𝑢𝑡, 𝑦) + 〈1 − 𝑡〉〈𝑢𝑡 − 𝑥, 𝐴𝑢𝑡〉 

  = 𝑡𝐹 (𝑢𝑡 , 𝑢) + 〈1 − 𝑡〉𝑡〈𝑦 − 𝑥, 𝐴𝑢𝑡〉 

bulunur. Böylece  𝐹 (𝑢𝑡, 𝑦) + 〈1 − 𝑡〉〈𝑦 − 𝑥, 𝐴𝑢𝑡〉 ≥ 0 olup 𝑡 → 0 için limit alınırsa   

𝐹(𝑥, 𝑦) + 〈𝑦 − 𝑥, 𝐴𝑥〉 ≥ 0 

bulunur ki bu 𝑥 ∈ 𝐸𝑃(𝐹, 𝐴) olmasını gerektirir. Buradan 

limsup
𝑛→∞

〈𝑓(𝑥̅) − 𝑥̅, 𝑥𝑛 − 𝑥̅〉 ≤ 0 

çıkar. Not edelim ki 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑥̅‖
2 ≤ 𝛼𝑛〈𝑓(𝑥𝑛) − 𝑥̅, 𝑥𝑛+1 − 𝑥̅〉 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑥̅‖‖𝑥𝑛+1 − 𝑥̅‖ 

  +𝛾𝑛‖𝑆𝑛𝑦𝑛 − 𝑥̅‖‖𝑥𝑛+1 − 𝑥̅‖ + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑥̅‖‖𝑥𝑛+1 − 𝑥̅‖ 

 ≤ 𝛼𝑛〈𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥̅), 𝑥𝑛+1 − 𝑥̅〉 + 𝛼𝑛〈𝑓(𝑥̅) − 𝑥̅, 𝑥𝑛+1 − 𝑥̅〉 

+𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑥̅‖‖𝑥𝑛+1 − 𝑥̅‖ + 𝛾𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑥̅‖‖𝑥𝑛+1 − 𝑥̅‖ 

 +𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑥̅‖‖𝑥𝑛+1 − 𝑥̅‖ 

  ≤
𝛼𝑛𝜇+𝛽𝑛+𝛾𝑛

2
(‖𝑥𝑛 − 𝑥̅‖

2 + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥̅‖
2) + 𝛼𝑛〈𝑓(𝑥̅) − 𝑥̅, 𝑥𝑛+1 − 𝑥̅〉 

  +
𝛿𝑛

2
(‖𝑒𝑛 − 𝑥̅‖

2 + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥̅‖
2) 

dir. Buradan 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑥̅‖
2 ≤ (1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜇))‖𝑥𝑛 − 𝑥̅‖

2 + 2𝛼𝑛〈𝑓(𝑥̅) − 𝑥̅, 𝑥𝑛+1 − 𝑥̅〉 + 𝛿𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑥̅‖ 

elde edilir. Lemma 3.3.7 kullanılarak lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥̅‖ = 0 bulunur. Bu da ispatı tamamlar. 
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4.2. Parçalı Eşitlik Genelleştirilmiş Karışık Denge Problemi İçin Güçlü ve  

Zayıf Yakınsama Teoremleri 

(4.3) Denge problemi ilk olarak (Blum, E., Oettli, W. 1994) tarafından geniş olarak 

çalışılmıştır. 2014 yılında Ahmad ve Rahaman, her 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐶 ve 𝜆 ∈ (0,1] için 

𝐹(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦, 𝑧) ⊈ −𝐶\{0} 

olmak üzere bir 𝑥 ∈ 𝐶 noktasını bulma şeklindeki genelleştirilmiş vektör denge 

problemini oluşturmuşlardır. Burada 𝐹: 𝐶 × 𝐶 → 2𝐻, 𝐹(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦, 𝑥) ⊇ {0} şartını 

sağlayan küme değerli bir dönüşümdür. Skalar halde genelleştirilmiş denge problemi, her 

𝑦, 𝑧 ∈ 𝐶 ve 𝜆 ∈ (0,1] için 𝐹(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑧, 𝑥) = 0 şartı ile  

        𝐹(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦, 𝑧) ≥ 0 (4.14) 

olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝐶 noktasını bulma formunu alır. Eğer 𝜆 = 1 ise (4.14) problemi 

(4.3) problemine indirgenir. 

𝑇: 𝐶 → 𝐶 sürekli bir dönüşüm ve 𝜙: 𝐶 → ℝ bir fonksiyon olsun. (Rahaman vd. 

2015), her 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐶 ve 𝜆 ∈ (0,1] için  

 𝐹(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦, 𝑧) + 〈𝑇𝑥, 𝑦 − 𝑥〉 + 𝜙(𝑦) − 𝜙(𝑥) ≥ 0 (4.15) 

olmak üzere bir 𝑥 ∈ 𝐶 noktasını bulma şeklindeki genelleştirilmiş karışık denge 

problemini göz önüne almışlardır. (4.15) probleminin çözüm kümesi 𝐺𝑀𝐸𝑃(𝐹, 𝑇, 𝜙) ile 

gösterilir. 

𝐻1, 𝐻2 ve 𝐻3 reel Hilbert uzayları, 𝐶 ve 𝑄 sırasıyla 𝐻1 ve 𝐻2  nin boş olmayan 

kapalı ve konveks alt kümeleri olsun. 𝐹: 𝐶 × 𝐶 → ℝ ve 𝐺:𝑄 × 𝑄 → ℝ bifonksiyonlar, 

𝑇: 𝐶 → 𝐶 ve 𝑆: 𝑄 → 𝑄 nonlineer dönüşüm, 𝜙: 𝐶 → ℝ ∪ {+∞} ve 𝜑:𝑄 → ℝ ∪ {+∞}, 𝐶 ∩

𝑑𝑜𝑚𝜙 ≠ ∅ ve 𝑄 ∩ 𝑑𝑜𝑚𝜑 ≠ ∅ olacak şekilde has alttan yarı sürekli konveks 

dönüşümler, 𝐴: 𝐻1 → 𝐻3 ve 𝐵:𝐻2 → 𝐻3 sınırlı lineer dönüşüm olsun. (Rahaman vd. 

2015), her 𝑥, 𝑏 ∈ 𝐶, 𝑦, 𝑐 ∈ 𝑄 ve 𝜆1, 𝜆2 ∈ (0,1] için 

𝐹(𝜆1𝑥
∗ + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑥) + 〈𝑇𝑥

∗, 𝑥 − 𝑥∗〉 + 𝜙(𝑥) −  𝜙(𝑥∗) ≥ 0, 

𝐺(𝜆2𝑦
∗ + (1 − 𝜆2)𝑐, 𝑦) + 〈𝑆𝑦

∗, 𝑦 − 𝑦∗〉 + 𝜑(𝑦) −  𝜑(𝑦∗) ≥ 0 ve (4.16) 
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𝐴𝑥∗ = 𝐵𝑦∗ 

olacak şekilde 𝑥∗ ∈ 𝐶 ve 𝑦∗ ∈ 𝑄 bulma şeklinde tanımlanan parçalı eşitlik 

genelleştirilmiş karışık denge problemini teşkil etmişlerdir (𝑆𝐸𝐺𝑀𝐸𝑃). (4.16) 

probleminin çözüm kümesi 𝑆𝐸𝐺𝑀𝐸𝑃(𝐹, 𝐺, 𝑇, 𝑆, 𝜙, 𝜑) ile gösterilir. Bu problem diğer 

tüm problemleri aşağıda ki şekillerde genelleştirir. (4.16) ile tanımlı 𝑆𝐸𝐺𝑀𝐸𝑃 

probleminde 

(1) 𝑇 = 𝑆 = 0 ve 𝜆1 = 𝜆2 = 1 alınırsa, (𝑆𝐸𝐺𝑀𝐸𝑃) parçalı eşitlik genelleştirilmiş 

karışık denge problemi (𝑆𝐸𝑀𝐸𝑃) parçalı eşitlik karışık denge problemine 

indirgenir. Ma vd. tarafından teşkil edilen (𝑆𝐸𝑀𝐸𝑃) problemi,  

𝐹(𝑥∗, 𝑥) + 𝜙(𝑥) −  𝜙(𝑥∗) ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐶, 

𝐺(𝑦∗, 𝑦) + 𝜑(𝑦) −  𝜑(𝑦∗) ≥ 0, ∀𝑦 ∈ 𝑄  ve (4.17) 

𝐴𝑥∗ = 𝐵𝑦∗ 

olacak şekilde 𝑥∗ ∈ 𝐶 ve 𝑦∗ ∈ 𝑄 bulma şeklinde tanımlıdır. 

(2) 𝑇 = 𝑆 = 𝜙 = 𝜑 = 0, 𝐵 = 𝐼, 𝐻2 = 𝐻3 ve 𝜆1 = 𝜆2 = 1 alınırsa, (4.16) problemi (He 

2012) tarafından teşkil edilen (𝑆𝐸𝑃) parçalı denge problemine indirgenir. (𝑆𝐸𝑃) 

problemi, her 𝑥 ∈ 𝐶 ve 𝑦 ∈ 𝑄 için 

𝐹(𝑥∗, 𝑥) ≥ 0  ve 

𝐴𝑥∗ = 𝑦∗ ∈ 𝑄, 𝐺( 𝑦∗, 𝑦) ≥ 0 (4.18) 

olacak şekilde 𝑥∗ ∈ 𝐶 bulma şeklinde tanımlanır. 

(3) 𝑇 = 𝑆 = 𝜙 = 𝜑 = 0 ve 𝜆1 = 𝜆2 = 1 alınırsa, (4.16) problemi (𝑆𝐸𝐸𝑃) parçalı 

eşitlik denge problemine indirgenir. (𝑆𝐸𝐸𝑃) problemi,  

 𝐹(𝑥∗, 𝑥) ≥ 0,   ∀𝑥 ∈ 𝐶, 

   𝐺(𝑦∗, 𝑦) ≥ 0,   ∀𝑦 ∈ 𝑄   ve (4.19) 

   𝐴𝑥∗ = 𝐵𝑦∗ 

olacak şekilde 𝑥∗ ∈ 𝐶 ve 𝑦∗ ∈ 𝑄 bulma şeklinde tanımlanır. 

(4) 𝐹 = 𝐺 = 𝑇 = 𝑆 = 0 alınırsa, (4.16) problemi (𝑆𝐸𝐶𝑀𝑃) parçalı eşitlik konveks 

minimizasyon problemine indirgenir. (𝑆𝐸𝐶𝑀𝑃) problemi,  
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  𝜙(𝑥) ≥  𝜙(𝑥∗), ∀𝑥 ∈ 𝐶;  𝜑(𝑦) ≥  𝜑(𝑦∗), 𝑦 ∈ 𝑄 ve 𝐴𝑥∗ = 𝐵𝑦∗  (4.20) 

olacak şekilde 𝑥∗ ∈ 𝐶 ve 𝑦∗ ∈ 𝑄 bulma şeklinde tanımlanır. 

(5) 𝐹 = 𝐺 = 𝑇 = 𝑆 = 0, 𝐵 = 𝐼 ve 𝐻2 = 𝐻3 alınırsa, (4.16) problemi (𝑆𝐶𝑀𝑃) parçalı 

konveks minimizasyon problemine indirgenir. (𝑆𝐶𝑀𝑃) problemi,  

  𝜙(𝑥) ≥  𝜙(𝑥∗), ∀𝑥 ∈ 𝐶;  𝜑(𝑦) ≥  𝜑(𝑦∗), 𝑦 ∈ 𝑄 ve 𝐴𝑥∗ = 𝑦∗ ∈ 𝑄  (4.21) 

olacak şekilde 𝑥∗ ∈ 𝐶 bulma şeklinde tanımlanır. 

(6) 𝐹 = 𝐺 = 𝜙 = 𝜑 = 𝑇 = 𝑆 = 0 alınırsa, (4.16) problemi (𝑆𝐸𝑃) parçalı denge 

problemine indirgenir. (𝑆𝐸𝑃) problemi,  

   𝑥∗ ∈ 𝐶 ve 𝑦∗ ∈ 𝑄 için 𝐴𝑥∗ = 𝐵𝑦∗     (4.22) 

olacak şekilde 𝑥∗ve 𝑦∗ bulma şeklinde tanımlanır. 

(7) 𝐹 = 𝐺 = 𝜙 = 𝜑 = 𝑇 = 𝑆 = 0 , 𝐵 = 𝐼 ve 𝐻2 = 𝐻3 alınırsa, (4.16) problemi 

(𝑆𝐹𝑃) parçalı fizibilite problemine indirgenir. (𝑆𝐹𝑃) problemi,  

  𝑥∗ ∈ 𝐶 ve 𝐴𝑥∗ ∈ 𝑄 (4.23) 

olacak şekilde bir 𝑥∗ bulma şeklinde tanımlanır. Bu problem, (Censor ve Elfving 

1994) tarafından teşkil edilmiştir.  

Şimdi yukarıdaki problemlerle ilgili öne çıkan bazı çalışmaları verelim:  

2015 yılında Ma vd., (𝑆𝐸𝑀𝐸𝑃) için güçlü ve zayıf yakınsama teoremleri elde 

etmek amacıyla aşağıdaki eşzamanlı iteratif algoritmayı teşkil ettiler: Her 𝑢 ∈ 𝐶, 𝑣 ∈ 𝑄 

ve 𝑛 ≥ 1 için 

 

{
 
 

 
 𝐹 (𝑢𝑛, 𝑢) +  𝜙(𝑢) − 𝜙 (𝑢𝑛) + 

1

𝑟𝑛
〈𝑢 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,

𝐺(𝑣𝑛, 𝑣) +  𝜑(𝑣) − 𝜑 (𝑣𝑛) + 
1

𝑟𝑛
〈𝑣 − 𝑣𝑛, 𝑣𝑛 − 𝑦𝑛〉 ≥ 0,   

𝑥𝑛+1  = 𝛼𝑛𝑢𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)𝑇 (𝑢𝑛 − 𝛾𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 −  𝐵𝑣𝑛)),    

𝑦𝑛+1  = 𝛼𝑛𝑢𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)𝑆 (𝑣𝑛 − 𝛾𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 −  𝐵𝑣𝑛)).     

   (4.24) 
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Burada 𝑇: 𝐻1 → 𝐻1 ve 𝑆:𝐻2 → 𝐻2, genişlemeyen dönüşümlerdir. Aynı yıl (Rahaman vd. 

2015), (4.24) algoritmasının bir genellemesi olarak aşağıdaki metodu vermişlerdir. Her 

𝑢, 𝑏 ∈ 𝐶, 𝑣, 𝑐 ∈ 𝑄 ve 𝑛 ≥ 1 için 

{
 
 
 

 
 
 
𝐹 (𝜆1𝑢𝑛 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢) +  𝜙(𝑢) − 𝜙 (𝑢𝑛) + 〈𝑇𝑢𝑛, 𝑢 − 𝑢𝑛〉                                 

+ 
1

𝑟𝑛
〈𝑢 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,                                                                   

𝐺(𝜆2𝑣𝑛 + (1 − 𝜆2)𝑐, 𝑣) +  𝜑(𝑣) − 𝜑 (𝑣𝑛) + +〈𝑆𝑣𝑛, 𝑣 − 𝑣𝑛〉                                 

+ 
1

𝑟𝑛
〈𝑣 − 𝑣𝑛, 𝑣𝑛 − 𝑦𝑛〉 ≥ 0,                                                                     

𝑥𝑛+1  = (1 − 𝛼𝑛)(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 −  𝐵𝑣𝑛) + 𝛼𝑛𝑃(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴

∗(𝐴𝑢𝑛 −  𝐵𝑣𝑛)) ,

𝑦𝑛+1  = (1 − 𝛼𝑛)(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 −  𝐵𝑣𝑛) + 𝛼𝑛𝑄(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵

∗(𝐴𝑢𝑛 −  𝐵𝑣𝑛)).

 (4.25) 

Burada 𝑃:𝐻1 → 𝐻1 ve 𝑄:𝐻2 → 𝐻2, iki demi-daraltan dönüşümdür. Yazarlar (4.25) 

algoritması ile üretilmiş ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisinin uygun şartlar altında (4.16) parçalı eşitlik 

genelleştirilmiş karışık denge probleminin çözümüne zayıf ve güçlü yakınsadığını ispat 

etmişlerdir. 

2016 yılında Karahan, (4.25) algotritmasından esinlenerek parçalı eşitlik 

genelleştirilmiş karışık denge problemi için zayıf ve güçlü yakınsama sonuçları elde 

etmek amacıyla modifiye bir algoritma oluşturdu. Ayrıca parçalı eşitlik problemi, parçalı 

fizibilite problemi, parçalı eşitlik karışık konveks diferansiyellenebilir optimizasyon 

problemi, parçalı eşitlik konveks minimizasyon problemi ve parçalı eşitlik karışık denge 

problemi için bazı sonuç ve uygulamalar verdi. Karahan’ın elde ettiği sonuçlar, birçok 

yazarın karşılık gelen sonuçlarını genelleştirmektedir.  

𝐹: 𝐶 × 𝐶 → ℝ bifonksiyonunun ve 𝑇: 𝐶 → 𝐶, 𝜙: 𝐶 → ℝ dönüşümlerinin aşağıdaki 

şartları sağladığını kabul edelim. 

(A1)  Her 𝑥 ∈ 𝐶 için 𝐹 (𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑏, 𝑥) = 0 dır. 

(A2)  𝐹 monotondur yani her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için  

𝐹 (𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑏, 𝑦) + 𝐹 (𝜆𝑦 + (1 − 𝜆)𝑏, 𝑥) ≤ 0 

         dır. 

(A3)  𝑇 monotondur yani her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için 〈𝑇𝑥 − 𝑇𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 ≥ 0 dır. 
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(A4)  Her 𝑥 ∈ 𝐶 için 𝑦 ⟼ 𝐹 (𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑏, 𝑦), konveks ve alttan yarı süreklidir.  

(A5)  𝐹, ilk bileşenine göre hemi süreklidir. 

(A6)  𝑇, zayıf üstten yarı süreklidir.  

(A7)  Her 𝑥 ∈ 𝐶, 𝜆 ∈ (0,1] ve 𝑟 > 0 için sınırlı bir 𝐷 ⊆ 𝐶 alt kümesi ve 𝑎 ∈ 𝐶 mevcuttur,   

öyle ki herhangi bir 𝑧 ∈ 𝐶\𝐷 ve her 𝑏 ∈ 𝐶 için 

−𝐹 (𝜆𝑎 + (1 − 𝜆)𝑏, 𝑧) + 〈𝑇𝑧, 𝑎 − 𝑧〉 + 𝜙(𝑎) − 𝜙 (𝑧) + 
1

𝑟
〈𝑎 − 𝑧, 𝑧 − 𝑥〉 < 0 

dır. 

Lemma 4.2.1: 𝐶, bir 𝐻1 Hilbert uzayının boş olmayan kapalı konveks alt kümesi 

olsun. 𝐹: 𝐶 × 𝐶 → ℝ bifonksiyonu ve 𝑇: 𝐶 → 𝐶 dönüşümünün (A1)-(A7) şartlarını 

sağladığını kabul edelim. 𝜙: 𝐶 → ℝ ∪ {+∞}, 𝐶 ∩ 𝑑𝑜𝑚𝜙 = ∅  olacak şekilde bir has 

alttan yarısürekli ve konveks fonksiyon olsun. 𝑟 > 0, 𝜆1 ∈ (0,1] ve 𝑥 ∈ 𝐻1 için  

 𝐽𝑟
𝐹,𝑇(𝑥) = {

𝑧 ∈ 𝐶:  𝐹 (𝜆1𝑧 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑦) + 〈𝑇𝑧, 𝑦 − 𝑧〉 + 𝜙(𝑦) − 𝜙 (𝑧)

+ 
1

𝑟
〈𝑦 − 𝑧, 𝑧 − 𝑥〉 ≥ 0,   ∀𝑏, 𝑦 ∈ 𝐶                  

} (4.26) 

şeklinde tanımlı 𝐽𝑟
𝐹,𝑇: 𝐻1 → 𝐶 bir operatör, 𝐹 ve 𝑇 nin rezolvent operatörü olsun. Bu 

durumda 

i) Her 𝑥 ∈ 𝐻1 için  𝐽𝑟
𝐹,𝑇 ≠ ∅ dir. 

ii) 𝐽𝑟
𝐹,𝑇

 tek değerlidir. 

iii) 𝐽𝑟
𝐹,𝑇

 sıkı genişlemeyendir. Yani her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻1 için ‖𝐽𝑟
𝐹,𝑇𝑥 − 𝐽𝑟

𝐹,𝑇𝑦‖
2
≤

〈𝐽𝑟
𝐹,𝑇𝑥 − 𝐽𝑟

𝐹,𝑇𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 dir 

iv) 𝐹(𝐽𝑟
𝐹,𝑇) =  𝐺𝑀𝐸𝑃 (𝐹, 𝑇, 𝜙) ve 𝐹(𝐽𝑟

𝐹,𝑇), kapalı ve konvekstir (Rahaman vd. 

2015), 

𝐺:𝑄 × 𝑄 → ℝ bifonksiyonu ve 𝑆: 𝑄 → 𝑄 dönüşümü (A1)-(A7) şartlarını sağlasın. 

𝜑:𝑄 → ℝ ∪ {+∞}, 𝑄 ∩ 𝑑𝑜𝑚𝜑 = ∅ olacak şekilde bir has alttan yarısürekli ve konveks 

fonksiyon olsun. 𝑠 > 0, 𝜆2 ∈ (0,1] ve 𝑢 ∈ 𝐻1 için 𝐽𝑠
𝐺,𝑆: 𝐻2 → 𝑄, 
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 𝐽𝑠
𝐺,𝑆(𝑢) = {

𝑣 ∈ 𝑄:  𝐺 (𝜆2𝑣 + (1 − 𝜆2)𝑐, 𝑤) + 〈𝑆𝑣, 𝑤 − 𝑣〉 + 𝜑(𝑤) − 𝜑 (𝑣)

+ 
1

𝑠
〈𝑤 − 𝑣, 𝑣 − 𝑢〉 ≥ 0,   ∀𝑤, 𝑐 ∈ 𝑄                  

} (4.27) 

şeklinde tanımlı  𝐽𝑠
𝐺,𝑆

 operatörü, 𝐺 ve 𝑆 nin rezolvent operatörü olsun. Bu durumda  𝐽𝑠
𝐺,𝑆

 

nin Lemma 4.2.1 in (i)-(iv) şartlarını sağladığı ve 𝐹(𝐽𝑠
𝐺,𝑆) =  𝐺𝑀𝐸𝑃 (𝐺, 𝑆, 𝜑) olduğu 

açıktır. 

Karahan, 2016 da parçalı eşitlik genelleştirilmiş karışık denge problemini çözmek 

için aşağıdaki yeni bir modifiye iteratif algoritma vermiş ve bu algoritmanın 

yakınsaklığını ispat etmek için  

(B1)  𝐻1, 𝐻2 ve 𝐻3 reel Hilbert uzayları, 𝐶 ⊆ 𝐻1 ve 𝑄 ⊆ 𝐻2 boş olmayan kapalı konveks 

alt kümelerdir. 

(B2) 𝐹: 𝐶 × 𝐶 → ℝ ve 𝐺:𝑄 × 𝑄 → ℝ bifonksiyonları (A1), (A2), (A4), (A5) ve (A7) 

şartlarını sağlar. 

(B3)  𝑇: 𝐶 → 𝐶 ve 𝑆: 𝑄 → 𝑄 dönüşümleri (A3), (A6) ve (A7) şartlarını sağlar. 

(B4) 𝜙: 𝐶 → ℝ ∪ {+∞} ve 𝜑:𝑄 → ℝ ∪ {+∞}, 𝐶 ∩ 𝑑𝑜𝑚𝜙 = ∅ ve 𝑄 ∩ 𝑑𝑜𝑚𝜑 = ∅ 

olacak şekilde has alttan yarı sürekli ve konveks fonksiyonlardır. 

(B5)  𝑃1, 𝑃2 ∶ 𝐻1 → 𝐻1 ve 𝑃3, 𝑃4: 𝐻2 → 𝐻2, genişlemeyen dönüşümlerdir. 

(B6)  𝐴: 𝐻1 → 𝐻3 ve 𝐵:  𝐻2 → 𝐻3, sınırlı lineer dönüşümlerdir. 

şartlarını sağladığını kabul etmiştir. Keyfi bir (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐶 × 𝑄 başlangıç değeri için 𝐶 ×

𝑄 daki ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi her 𝑢, 𝑏 ∈ 𝐶, 𝑣, 𝑐 ∈ 𝑄 ve 𝜆1, 𝜆2 ∈ (0,1] için  

 

{
 
 
 

 
 
 
𝐹(𝜆1𝑢𝑛 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢) + 𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑛) + ⟨𝑇𝑢𝑛, 𝑢 − 𝑢𝑛⟩

       +
1

𝑟𝑛
⟨𝑢 − 𝑢𝑛 , 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛⟩ ≥ 0,           

𝐺(𝜆2𝑣𝑛 + (1 − 𝜆2)𝑐, 𝑣) + 𝜑(𝑣) − 𝜑(𝑣𝑛) + ⟨𝑆𝑣𝑛, 𝑣 − 𝑣𝑛⟩

       +
1

𝑟𝑛
⟨𝑣 − 𝑣𝑛 , 𝑣𝑛 − 𝑦𝑛⟩ ≥ 0,

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)),

𝑦𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃3(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 −𝐵𝑣𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))

 (4.28)  

olarak tanımlanmış olsun. Burada (𝛿𝑛), (𝛼𝑛) ve (𝑟𝑛) aşağıdaki şekilde tanımlanan 

dizilerdir. 
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(C1) (𝛿𝑛), yeterince küçük bir 𝜀 için 𝛿𝑛 ∈ (𝜀,
2

𝜆𝐴−𝜆𝐵
− 𝜀) olacak şekilde pozitif reel 

dizidir. Burada 𝜆𝐴 ve 𝜆𝐵 ise sırasıyla 𝐴∗𝐴 ve 𝐵∗𝐵 nin spektral yarıçaplarıdır. 

(C2)  (𝛼𝑛), uygun 𝛼, 𝛽 ∈ (0,1) için 0 < 𝛼 ≤ 𝛼𝑛 ≤ 𝛽 < 1 şartını sağlayan dizidir. 

(C3)  (𝑟𝑛) ⊂ (0,∞) dizisi de liminf
𝑛→∞

𝑟𝑛 > 0 ve lim
𝑛→∞

|𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛| = 0 şartlarını sağlar. 

Teorem 4.2.2: 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3, 𝐹, 𝐺, 𝑇, 𝑆, 𝑃1,  𝑃2, 𝑃3,  𝑃4, 𝜙, 𝜑, 𝐴 ve 𝐵, (B1)-(B6) 

şartlarını sağlasın ve ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)), (4.28) ile üretilmiş bir dizi olsun. Eğer ℱ ≔

⋂ 𝐹(𝑃𝑖)⋂ 𝑆𝐸𝐺𝑀𝐸𝑃 (𝐹, 𝐺, 𝑃𝑖 , 𝜙, 𝜑)
4
𝑖=1 ≠ ∅ ise bu durumda 

(i) ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.16) probleminin çözümüne zayıf yakınsar. 

(ii) Eğer 𝑖 =  1,2,3,4 için 𝑃𝑖 ler demikompakt ise ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.16) 

probleminin çözümüne güçlü yakınsar (Karahan, İ. 2016). 

İspat: (i) (𝑥, 𝑦) ∈ ℱ olsun. Bu halde 𝑥 ∈ 𝐹(𝑃1) ∩ 𝐹(𝑃2) ve 𝑦 ∈ 𝐹(𝑃3) ∩ 𝐹(𝑃4) 

olup Lemma 4.2.1 den 

 ‖𝑢𝑛 − 𝑥‖ = ‖𝐽𝑟𝑛
𝐹,𝑇(𝑥𝑛) − 𝐽𝑟𝑛

𝐹,𝑇(𝑥)‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ (4.29) 

ve 

 ‖𝑣𝑛 − 𝑦‖ = ‖𝐽𝑟𝑛
𝐹,𝑇(𝑦𝑛) − 𝐽𝑟𝑛

𝐹,𝑇(𝑦)‖ ≤ ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖ (4.30) 

olur. 𝑖 = 1,2,3,4 için 𝑃𝑖 ler genişlemeyen olduğundan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 için  

 ‖𝑥 − 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 − 2⟨𝑦, 𝑥⟩ 

eşitsizliği dikkate alındığında Lemma 3.3.6 dan 

 ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥‖
2 = ‖(1 − 𝛼𝑛)𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                      +𝛼𝑛𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) − 𝑥‖

2
 

  = ‖(1 − 𝛼𝑛)(𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) − 𝑥) 

                                  +𝛼𝑛(𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) − 𝑥)‖

2
 

  ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛) − 𝑥‖

2 

                      +𝛼𝑛‖𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛) − 𝑥‖

2 
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                                  −𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                      −𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
 

  = ‖𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛) − 𝑥‖

2 

                      −𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                      −𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
 

  = ‖𝑢𝑛 − 𝑥‖
2 + 𝛿𝑛

2‖𝐴∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)‖
2 

                      −2𝛿𝑛⟨𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛), 𝑢𝑛 − 𝑥⟩ 

                      −𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                      −𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
 

  ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖
2 + 𝛿𝑛

2‖𝐴∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)‖
2 

                      −2𝛿𝑛⟨𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛), 𝑢𝑛 − 𝑥⟩ 

                      −𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                      −𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
 (4.31) 

olur. Diğer taraftan 

 𝛿𝑛
2‖𝐴∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)‖

2 = 𝛿𝑛
2⟨𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛, 𝐴𝐴

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)⟩ 

                ≤ 𝜆𝐴𝛿𝑛
2‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖

2 (4.32) 

dir. Böylece (4.31) ve (4.32) den 

 ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥‖
2 ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖

2 + 𝜆𝐴𝛿𝑛
2‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖

2 

                                      −2𝛿𝑛⟨𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛, 𝐴𝑢𝑛 − 𝐴𝑥⟩ 

                                      −𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                          −𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
 (4.33) 

elde edilir. Benzer şekilde 

 ‖𝑦𝑛+1 − 𝑦‖
2 ≤ ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖

2 + 𝜆𝐵𝛿𝑛
2‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖

2 

                          +2𝛿𝑛⟨𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛, 𝐵𝑣𝑛 − 𝐵𝑦⟩ 

                          −𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)‖𝑃3(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                          −𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
 (4.34) 
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olur. (4.33) ve (4.34) eşitsizlikleri taraf tarafa toplanırsa 𝐴𝑥 = 𝐵𝑦 olduğunu kullanarak 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑥‖
2 + ‖𝑦𝑛+1 − 𝑦‖

2 ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖
2 + ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖

2 + 𝛿𝑛
2(𝜆𝐴 + 𝜆𝐵)‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖

2 

      −2𝛿𝑛‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖
2 − 𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛){‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

       −𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
+ ‖𝑃3(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

       −𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
} 

             = ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖
2 + ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖

2 − 𝛿𝑛(2 − 𝛿𝑛(𝜆𝐴 + 𝜆𝐵))‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖
2 

        −𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛){‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

        −𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
+ ‖𝑃3(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

        −𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
} (4.35) 

elde edilir. 𝜉𝑛(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖
2 + ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖

2 olsun. Böylece (4.35) den 

 𝜉𝑛+1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜉𝑛(𝑥, 𝑦) − 𝛿𝑛(2 − 𝛿𝑛(𝜆𝐴 + 𝜆𝐵))‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖
2 

                −𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛){‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

             −𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
+ ‖𝑃3(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

     −𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
} (4.36) 

olur. 𝛼𝑛 ∈ (0,1) ve 𝛿𝑛 ∈ (𝜀,
2

𝜆𝐴+𝜆𝐵
− 𝜀) olduğundan 2 − 𝛿𝑛(𝜆𝐴 + 𝜆𝐵) > 0 olur. Böylece 

(4.36) dan  

 𝜉𝑛+1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜉𝑛(𝑥, 𝑦) 

olur. O halde (𝜉𝑛(𝑥, 𝑦)) dizisi artmayan ve 0 ile alttan sınırlıdır. Dolayısıyla 

lim𝑛→∞𝜉𝑛(𝑥, 𝑦) limiti mevcuttur. lim𝑛→∞𝜉𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝜎(𝑥, 𝑦) olsun. Buradan 𝜇𝑛 =

(𝑥𝑛, 𝑦𝑛), 𝜇
∗ = (𝑥, 𝑦) ve 𝑊 = ℱ ile Lemma 3.3.5 in (i) şartı sağlanır. (𝜉𝑛(𝑥, 𝑦)) dizisi 

yakınsak olduğundan (4.36) eşitsizliğinden 

 lim
𝑛→∞

‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖ = 0, (4.37) 

lim
𝑛→∞

‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) − 𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖ = 0 (4.38) 

ve 
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 lim
𝑛→∞

‖𝑃3(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) − 𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖ = 0 (4.39) 

elde edilir. Ayrıca ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖
2 ≤ 𝜉𝑛(𝑥, 𝑦) ve ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖

2 ≤ 𝜉𝑛(𝑥, 𝑦) olduğundan (𝑥𝑛) ve 

(𝑦𝑛) dizileri sınırlı ve limsup𝑛→∞‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ ve limsup𝑛→∞‖𝑦𝑛 − 𝑦‖ mevcuttur. (4.29) ve 

(4.30) dan aynı zamanda limsup𝑛→∞‖𝑢𝑛 − 𝑥‖ ve limsup𝑛→∞‖𝑣𝑛 − 𝑦‖ mevcuttur. Kabul 

edelim ki (𝑥𝑛) ve (𝑦𝑛) dizileri sırasıyla 𝑥∗ ve 𝑦∗ noktalarına zayıf yakınsar. Böylece 

(4.37) den (𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) dizisi 𝑥∗ a ve (𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) dizisi 𝑦∗ 

a zayıf yakınsar. Lemma 3.3.6 kullanılarak  

 ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖
2 = ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥 − 𝑥𝑛 + 𝑥‖

2 

  = ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥‖
2 − ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖

2 − 2⟨𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛, 𝑥𝑛 − 𝑥⟩ 

  = ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥‖
2 − ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖

2 

                       −2⟨𝑥𝑛+1 − 𝑥
∗, 𝑥𝑛 − 𝑥⟩ + 2⟨𝑥𝑛 − 𝑥

∗, 𝑥𝑛 − 𝑥⟩ 

olur. Buradan 

 lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ = 0 (4.40) 

ve benzer şekilde 

 lim
𝑛→∞

‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ = 0. (4.41) 

bulunur. 𝑢𝑛 = 𝐽𝑟𝑛
𝐹,𝑇(𝑥𝑛) ve 𝑢𝑛+1 = 𝐽𝑟𝑛+1

𝐹,𝑇 (𝑥𝑛+1) olduğundan Lemma 4.2.1 den her 𝑢 ∈ 𝐶 

için  

 
𝐹(𝜆1𝑢𝑛 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢) + ⟨𝑇𝑢𝑛, 𝑢 − 𝑢𝑛⟩

        +𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑛) +
1

𝑟𝑛
⟨𝑢 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛⟩ ≥ 0

 (4.42) 

ve 

 
𝐹(𝜆1𝑢𝑛+1 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢) + ⟨𝑇𝑢𝑛+1, 𝑢 − 𝑢𝑛+1⟩

             +𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑛+1) +
1

𝑟𝑛+1
⟨𝑢 − 𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1⟩ ≥ 0

 (4.43) 

yazılabilir. (4.43) de 𝑢 = 𝑢𝑛 ve (4.42) de 𝑢 = 𝑢𝑛+1 alır ve bu eşitsizlikleri taraf tarafa 

toplarsak 

 0 ≤ 𝐹(𝜆1𝑢𝑛 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢𝑛+1) + 𝐹(𝜆1𝑢𝑛+1 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢𝑛) 
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        +⟨𝑇𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛⟩ + ⟨𝑇𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1⟩ 

        +
1

𝑟𝑛
⟨𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛⟩ +

1

𝑟𝑛+1
⟨𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1⟩. 

bulunur. (A2)-(A3) şartları kullanılarak  

  0 ≤
1

𝑟𝑛+1
⟨𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1⟩ +

1

𝑟𝑛
⟨𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛⟩ 

 ≤ ⟨𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛,
𝑢𝑛−𝑥𝑛

𝑟𝑛
−
𝑢𝑛+1−𝑥𝑛+1

𝑟𝑛+1
⟩ 

 = ⟨𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛 −
𝑟𝑛

𝑟𝑛+1
(𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1)⟩ 

= ⟨𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1⟩ + ⟨𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 + (1 −
𝑟𝑛
𝑟𝑛+1

) (𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1)⟩ 

 = −‖𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛‖
2 + ⟨𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 + (1 −

𝑟𝑛

𝑟𝑛+1
) (𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1)⟩ 

olup buradan 

‖𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛‖
2 ≤ ‖𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛‖ (‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ + |1 −

𝑟𝑛

𝑟𝑛+1
| ‖𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1‖) 

ve 

 ‖𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛‖ ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ + |1 −
𝑟𝑛

𝑟𝑛+1
| ‖𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1‖ (4.44) 

bulunur. (4.40) ve (C3) kullanılarak (4.44) den 

 lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛‖ = 0 (4.45) 

ve benzer şekilde 

 lim
𝑛→∞

‖𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛‖ = 0 (4.46) 

olur. Diğer taraftan (4.33) ve (4.34) den 

 ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥‖
2 ≤ ‖𝑢𝑛 − 𝑥‖

2 + 𝛿𝑛
2𝜆𝐴‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖

2 

                          −2𝛿𝑛⟨𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛, 𝐴𝑢𝑛 − 𝐴𝑥⟩ 

                          −𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                          −𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
 (4.47) 
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ve 

 ‖𝑦𝑛+1 − 𝑦‖
2 ≤ ‖𝑣𝑛 − 𝑦‖

2 + 𝛿𝑛
2𝜆𝐵‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖

2 

                           +2𝛿𝑛⟨𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛, 𝐵𝑣𝑛 − 𝐵𝑦⟩ 

                           −𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)‖𝑃2(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                           −𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
 (4.48) 

elde edilir. 𝐴𝑥 = 𝐵𝑦 olduğu kullanılarak (4.47) ve (4.48) taraf tarafa toplanırsa 

 ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥‖
2 + ‖𝑦𝑛+1 − 𝑦‖

2 ≤ ‖𝑢𝑛 − 𝑥‖
2 + ‖𝑣𝑛 − 𝑦‖

2 

                                     −𝛿𝑛(2 − 𝛿𝑛(𝜆𝐴 + 𝜆𝐵))‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖
2 

                                     −𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛){‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                                      −𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
 

                                      +‖𝑃3(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                                                  −𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
} (4.49) 

bulunur. Burada 

 ‖𝑢𝑛 − 𝑥‖
2 = ‖𝐽𝑟𝑛

𝐹,𝑇(𝑥𝑛) − 𝐽𝑟𝑛
𝐹,𝑇(𝑥)‖

2
 

 ≤ ⟨𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑢𝑛 − 𝑥⟩ 

                               =
1

2
{‖𝑥𝑛 − 𝑥‖

2 + ‖𝑢𝑛 − 𝑥‖
2 − ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖

2} (4.50) 

ve 

 ‖𝑣𝑛 − 𝑦‖
2 = ‖𝐽𝑟𝑛

𝐺,𝑆(𝑦𝑛) − 𝐽𝑟𝑛
𝐹,𝑇(𝑦)‖

2
 

 ≤ ⟨𝑦𝑛 − 𝑦, 𝑣𝑛 − 𝑦⟩ 

                   =
1

2
{‖𝑦𝑛 − 𝑦‖

2 + ‖𝑣𝑛 − 𝑦‖
2 − ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖

2} (4.51) 

dir. (4.49)-(4.51) den 

‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖
2 + ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖

2 ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖
2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥‖

2 + ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖
2 − ‖𝑦𝑛+1 − 𝑦‖

2 

                               −𝛿𝑛(2 − 𝛿𝑛(𝜆𝐴 + 𝜆𝐵))‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖
2 

                               −𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛){‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 
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                               −𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
 

                               +‖𝑃3(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                                −𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖

2
} (4.52) 

sonucuna varılır. (4.37)-(4.41) kullanılarak 

 lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ = 0 (4.53) 

ve 

 lim
𝑛→∞

‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ = 0 (4.54) 

elde edilir. Böylece 𝑢𝑛 ⇀ 𝑥∗ ve 𝑣𝑛 ⇀ 𝑦∗ dir. 𝑖 = 1,2,3,4 için 𝑃𝑖 ler genişlemeyem 

olduğundan  

 ‖𝑢𝑛 − 𝑃1𝑢𝑛‖ = ‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛+1 − 𝑃1𝑢𝑛‖ 

 ≤ ‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛+1‖ + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑃1𝑢𝑛‖ 

 = ‖𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1‖ 

                              +‖(1 − 𝛼𝑛)𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                                          +𝛼𝑛𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) − 𝑃1𝑢𝑛‖ 

  ≤ ‖𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1‖ + ‖𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1‖ 

                                          +‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) − 𝑃1𝑢𝑛‖ 

                              +𝛼𝑛‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                                          −𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖ 

  ≤ ‖𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1‖ + ‖𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1‖ 

                              +|𝛿𝑛|‖𝐴
∗‖‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖ 

                                          +𝛼𝑛‖𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) 

                               −𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))‖ 

olur. (4.37), (4.38), (4.45) ve (4.53) kullanılarak 

 lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑛 − 𝑃1𝑢𝑛‖ = 0 (4.55) 

bulunur. Benzer şekilde 𝑃2, 𝑃3 ve 𝑃4 için yukarıdaki aynı adımlar takip edilerek 
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 lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑛 − 𝑃2𝑢𝑛‖ = 0, lim
𝑛→∞

‖𝑣𝑛 − 𝑃3𝑣𝑛‖ = 0   ve  lim
𝑛→∞

‖𝑣𝑛 − 𝑃4𝑣𝑛‖ = 0 (4.56) 

olur.  

 ‖𝑥𝑛 − 𝑃1𝑥𝑛‖ = ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛 + 𝑢𝑛 − 𝑃1𝑢𝑛 + 𝑃1𝑢𝑛 − 𝑃1𝑥𝑛‖ 

 ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + ‖𝑢𝑛 − 𝑃1𝑢𝑛‖ + ‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

 = 2‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + ‖𝑢𝑛 − 𝑃1𝑢𝑛‖, 

olduğundan (4.53) ve (4.55) den 

 lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑃1𝑥𝑛‖ = 0 (4.57) 

ve benzer şekilde  

 lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑃2𝑥𝑛‖ = 0,   lim
𝑛→∞

‖𝑦𝑛 − 𝑃3𝑦𝑛‖ = 0   ve  lim
𝑛→∞

‖𝑦𝑛 − 𝑃4𝑦𝑛‖ = 0 (4.58) 

bulunur. (𝑥𝑛) ve (𝑦𝑛), sırasıyla 𝑥∗ ve 𝑦∗ a zayıf yakınsak ve 𝑖 = 1,2,3,4 için (𝐼 − 𝑃𝑖), 

sıfıra demi-kapalı olduğundan (4.57) ve (4.58) den  𝑥∗ ∈ 𝐹(𝑃1) ∩ 𝐹(𝑃2) ve 𝑦∗ ∈ 𝐹(𝑃3) ∩

𝐹(𝑃4) dir. Diğer taraftan  her Hilbert uzayı Opial şartını sağladığından ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) 

dizisinin zayıf alt dizisel limiti tektir.  

Şimdi 𝑥∗ ∈ 𝐺𝑀𝐸𝑃(𝐹, 𝑇, 𝜙) ve 𝑦∗ ∈ 𝐺𝑀𝐸𝑃(𝐺, 𝑆, 𝜑) olduğunu gösterelim. 𝑢𝑛 =

𝐽𝑟𝑛
𝐹,𝑇(𝑥𝑛)  kullanılarak 𝑏, 𝑢 ∈ 𝐶 ve 𝜆 ∈ (0,1] için 

𝐹(𝜆1𝑢𝑛 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢) + ⟨𝑇𝑢𝑛, 𝑢 − 𝑢𝑛⟩ + 𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑛) +
1

𝑟𝑛
⟨𝑢 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛⟩ ≥ 0 

yazılabilir. (A2) ve (A3) şartlarından  

𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑛) +
1

𝑟𝑛
⟨𝑢 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛⟩ ≥ −𝐹(𝜆1𝑢𝑛 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢) − ⟨𝑇𝑢𝑛, 𝑢 − 𝑢𝑛⟩ 

                                          ≥ 𝐹(𝜆1𝑢 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢𝑛) + ⟨𝑇𝑢, 𝑢𝑛 − 𝑢⟩ 

ve böylece 

𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑛𝑘) +
1

𝑟𝑛𝑘
⟨𝑢 − 𝑢𝑛𝑘 , 𝑢𝑛𝑘 − 𝑥𝑛𝑘⟩

≥ 𝐹(𝜆1𝑢 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢𝑛𝑘) + ⟨𝑇𝑢, 𝑢𝑛𝑘 − 𝑢⟩ 



66 

 

ele edilir. (4.53) den 𝑢𝑛𝑘 ⇀ 𝑥∗ olduğu kolayca görülür. Böylece 

lim𝑘→∞

‖𝑢𝑛𝑘 − 𝑥𝑛𝑘‖

𝑟𝑛𝑘
= 0 

yazılabilir.  𝜙 nin alt yarı sürekliliğinden her 𝑏, 𝑢 ∈ 𝐶 için 

 𝐹(𝜆1𝑢 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑥
∗) + ⟨𝑇𝑢, 𝑥∗ − 𝑢⟩ + 𝜙(𝑥∗) − 𝜙(𝑢) ≤ 0 (4.59) 

olur. Her 𝑡 ∈ (0,1] ve 𝑢 ∈ 𝐶 için 𝑢𝑡 = 𝑡𝑢 + (1 − 𝑡)𝑥∗ diyelim. 𝐶, konveks olup 𝑢𝑡 ∈ 𝐶 

dir.  (4.59) dan  

 𝐹(𝜆1𝑢𝑡 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑥
∗) + ⟨𝑇𝑢𝑡, 𝑥

∗ − 𝑢𝑡⟩ + 𝜙(𝑥
∗) − 𝜙(𝑢𝑡) ≤ 0 (4.60) 

olur. (4.60) eşitsizliği, 𝜙 nin konveksliği ve (𝐴1) − (𝐴4) şartları kullanılarak   

 0 = 𝐹(𝜆1𝑢𝑡 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢𝑡) + (1 − 𝑡)⟨𝑇𝑢𝑡 , 𝑢𝑡 − 𝑢𝑡⟩ + 𝜙(𝑢𝑡) − 𝜙(𝑢𝑡) 

 ≤ 𝑡𝐹(𝜆1𝑢𝑡 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢) + (1 − 𝑡)𝐹(𝜆1𝑢𝑡 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑥
∗) 

      +𝑡𝜙(𝑢) + (1 − 𝑡)𝜙(𝑥∗) − 𝜙(𝑢𝑡) + (1 − 𝑡)⟨𝑇𝑢𝑡, 𝑢𝑡 − 𝑥
∗⟩ 

      +(1 − 𝑡)⟨𝑇𝑢𝑡 , 𝑥
∗ − 𝑢𝑡⟩ 

 = 𝑡{𝐹(𝜆1𝑢𝑡 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢) + (1 − 𝑡)⟨𝑇𝑢𝑡, 𝑢 − 𝑥
∗⟩ + 𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑡)} 

      +(1 − 𝑡){𝐹(𝜆1𝑢𝑡 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑥
∗) + ⟨𝑇𝑢𝑡 , 𝑥

∗ − 𝑢𝑡⟩ + 𝜙(𝑥
∗) − 𝜙(𝑢𝑡)} 

 ≤ 𝑡{𝐹(𝜆1𝑢𝑡 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢) + (1 − 𝑡)⟨𝑇𝑢𝑡, 𝑢 − 𝑥
∗⟩ + 𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑡)} 

yazılır. Bu ise her 𝑏, 𝑢 ∈ 𝐶 için 

𝐹(𝜆1𝑢𝑡 + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢) + (1 − 𝑡)⟨𝑇𝑢𝑡, 𝑢 − 𝑥
∗⟩ + 𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑡) ≥ 0 

olmasını gerektirir. 𝑢𝑡 nin tanımından 𝑡 → 0 için 𝑢𝑡 → 𝑥∗ olduğu açıktır. (A5), (A6) 

şartları ve 𝜙 nin has alt yarı sürekliliğinden her 𝑏, 𝑢 ∈ 𝐶 için 

 𝐹(𝜆1𝑥
∗ + (1 − 𝜆1)𝑏, 𝑢) + (1 − 𝑡)⟨𝑇𝑥

∗, 𝑢 − 𝑥∗⟩ + 𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑥∗) ≥ 0 

elde edilir ve bu 𝑥∗ ∈ 𝐺𝑀𝐸𝑃(𝐹, 𝑇, 𝜙) olduğunu gösterir. Benzer adımlar takip edilerek 

𝑦∗ ∈ 𝐺𝑀𝐸𝑃(𝐺, 𝑆, 𝜑) olduğu da görülür. 

Diğer taraftan 𝐴:𝐻1 → 𝐻3 ve 𝐵:𝐻2 → 𝐻3, sınırlı lineer dönüşümler ve (𝑢𝑛) ve 

(𝑣𝑛), dizileri sırasıyla 𝑥∗ ve 𝑦∗ a zayıf yakınsadığından keyfi 𝑓 ∈ 𝐻3
∗ için 𝑓(𝐴𝑢𝑛) →

𝑓(𝐴𝑥∗) ve benzer şekilde 𝑓(𝐵𝑣𝑛) → 𝑓(𝐵𝑦∗)  dir. Böylece 
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 𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛 ⇀ 𝐴𝑥∗ − 𝐵𝑦∗ 

olup buradan 

 ‖𝐴𝑥∗ − 𝐵𝑦∗‖ ≤ liminf
𝑛→∞

‖𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛‖ = 0 

yani 𝐴𝑥∗ = 𝐵𝑦∗ olur. O halde (𝑥∗, 𝑦∗) ∈ 𝑆𝐸𝐺𝑀𝐸𝑃(𝐹, 𝐺, 𝑇, 𝑆, 𝜙, 𝜑) olup (𝑥∗, 𝑦∗) ∈ ℱ 

dir. 

Son olarak her bir (𝑥∗, 𝑦∗) ∈ ℱ için lim𝑛→∞(‖𝑥𝑛 − 𝑥
∗‖ + ‖𝑦𝑛 − 𝑦

∗‖) mevcut ve 

‖(𝑥∗, 𝑦∗)‖ dizisinin herbir zayıf kapanış noktası ℱ ye aittir. ‖(𝑥, 𝑦)‖ = √‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 

normu ile 𝐻 = 𝐻1 × 𝐻2, 𝑊 = ℱ, 𝜇𝑛 = (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ve 𝜇 = (𝑥∗, 𝑦∗) olsun. Lemma 3.3.5 den 

𝑥𝑛 ⇀ 𝑥̅ ve 𝑦𝑛 ⇀ 𝑦̅ olacak şekilde (𝑥̅, 𝑦̅) ∈ ℱ vardır. Böylece (4.28) iteratif algoritması ile 

oluşturulmuş ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi ℱ de (4.16) probleminin bir çözümüne zayıf yakınsar. 

Böylece ispat tamamlanır. 

(ii) Şimdi (4.28) iteratif şeması ile üretilmiş ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisinin demikompaktlık 

şartı altında güçlü yakınsak olduğunu ispat edelim: 𝑖 = 1,2,3,4 için 𝑃𝑖 ler demikompakt, 

(𝑥𝑛) ve (𝑦𝑛) dizileri sınırlı, lim𝑛→∞‖𝑥𝑛 − 𝑃1𝑥𝑛‖ = 0, lim𝑛→∞‖𝑥𝑛 − 𝑃2𝑥𝑛‖ = 0, 

lim𝑛→∞‖𝑦𝑛 − 𝑃3𝑦𝑛‖ = 0 ve lim𝑛→∞‖𝑦𝑛 − 𝑃4𝑦𝑛‖ = 0 olduğundan  bu dizilerin sırasıyla 

𝑢∗ ve 𝑣∗ noktalarına güçlü yakınsayan (𝑥𝑛𝑘) ve (𝑦𝑛𝑘) alt dizileri mevcuttur. (𝑥𝑛𝑘) ve 

(𝑦𝑛𝑘) nın sırasıyla  𝑥∗ ve 𝑦∗ noktalarına zayıf yakınsaması 𝑥∗ = 𝑢∗ ve 𝑦∗ = 𝑣∗ olmasını 

gerektirir. 𝑃𝑖 lerin demikompaktlığından 𝑥∗ ∈ 𝐹(𝑃1) ∩ 𝐹(𝑃2) ve 𝑦∗ ∈ 𝐹(𝑃3) ∩ 𝐹(𝑃4) dır. 

Önceki benzer adımlar takip edilerek 𝑥∗ ∈ 𝐺𝑀𝐸𝑃(𝐹, 𝑇, 𝜙) ve 𝑦∗ ∈ 𝐺𝑀𝐸𝑃(𝐺, 𝑆, 𝜑) dir. 

Böylece 

‖𝐴𝑥∗ − 𝐵𝑦∗‖ = lim
𝑘→∞

‖𝐴𝑥𝑛𝑘 − 𝐵𝑦𝑛𝑘‖ = 0 

olup 𝐴𝑥∗ = 𝐵𝑦∗ dir. O halde (𝑥∗, 𝑦∗) ∈ ℱ dir. Diğer taraftan herhangi bir (𝑥, 𝑦) ∈ ℱ için 

𝜉𝑛(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖
2 + ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖

2 olduğundan lim𝑘→∞𝜉𝑛𝑘(𝑥
∗, 𝑦∗) = 0 olduğunu 

biliyoruz. (i) varsayımından lim𝑛→∞𝜉𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗) limitinin mevcut ve böylece 

lim𝑛→∞𝜉𝑛(𝑥
∗, 𝑦∗) = 0 olduğu görülür. Sonuç olarak (4.28) iteratif şeması (4.16) 

probleminin çözümüne güçlü yakınsar. Bu da (ii) varsayımını ispatlar.  
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𝐶, bir 𝐻 reel Hilbert uzayının boş olmayan kapalı konveks alt kümesi ve 𝜓: 𝐶 → 𝐶 

konveks ve diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun. Bilindiği gibi konveks 

diferansiyellenebilir minimizasyonon problemi 

 min
𝑥∈𝐶

𝜓(𝑥) = 𝜓(𝑥∗) (4.61) 

olacak şekilde bir 𝑥∗ ∈ 𝐶 bulma problemidir. Yine iyi bilindiği gibi 𝑥∗ ın (4.61) 

probleminin bir çözümü olması için gerek ve yeter şart her 𝑦 ∈ 𝐶 için  

 ⟨∇𝜓(𝑥∗), 𝑦 − 𝑥∗⟩ ≥ 0 (4.62) 

olmasıdır. (4.62) problemine klasik varyasyonel eşitsizlik problemi denir. Eğer 

𝐹(𝑥∗, 𝑦) = ⟨∇𝜓(𝑥∗), 𝑦 − 𝑥∗⟩ alırsak bu durumda (4.3) denge problemi ve (4.62) 

varyasyonel eşitsizlik problemi aynı çözüme sahip olur. 

(2015 de Rahaman ve Ahmad [3]),  

 ⟨∇𝜓(𝑥∗), 𝑥 − 𝑥∗⟩ + ⟨𝑇(𝑥∗), 𝑥 − 𝑥∗⟩ + 𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑥∗) ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐶 

 ⟨∇𝜎(𝑦∗), 𝑦 − 𝑦∗⟩ + ⟨𝑆(𝑦∗), 𝑦 − 𝑦∗⟩ + 𝜑(𝑦) − 𝜑(𝑦∗) ≥ 0, ∀𝑦 ∈ 𝑄, (4.63) 

 𝐴𝑥∗ = 𝐵𝑦∗ 

olmak üzere 𝑥∗ ∈ 𝐶 ve 𝑦∗ ∈ 𝑄 bulma şeklindeki parçalı eşitlik karışık konveks 

diferansiyellenebilir optimizasyon problemini oluşturmuşlardır. Burada 𝜓: 𝐶 → 𝐻1 ve 

𝜎: 𝑄 → 𝐻2, konveks diferensiyellenebilir dönüşümlerdir. (4.63) parçalı eşitlik karışık 

konveks diferansiyellenebilir optimizasyon probleminin çözüm kümesi 

𝑆𝐸𝑀𝐶𝐷𝑂𝑃(𝜓, 𝜎, 𝑇, 𝑆, 𝜙, 𝜑) ile gösterilir. Eğer 𝑇 = 0 ise bu problem (Ma vd. 2015) 

tarafından oluşturulan parçalı eşitlik karışık varyasyonel eşitsizlik problemine indirgenir. 

Eğer 𝐵 = 𝐼 ve 𝐻2 = 𝐻3 alınırsa bu durumda (4.63) problemi,  

⟨∇𝜓(𝑥∗), 𝑥 − 𝑥∗⟩ + ⟨𝑇(𝑥∗), 𝑥 − 𝑥∗⟩ + 𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑥∗) ≥ 0,   ∀𝑥 ∈ 𝐶 

olacak şekilde 𝑥∗ ∈ 𝐶 bulma ve  𝐴𝑥∗ = 𝑦∗ ∈ 𝑄 nin 

                 ⟨∇𝜎(𝑦∗), 𝑦 − 𝑦∗⟩ + ⟨𝑆(𝑦∗), 𝑦 − 𝑦∗⟩ + 𝜑(𝑦) − 𝜑(𝑦∗) ≥ 0, ∀𝑦 ∈ 𝑄 (4.64) 

eşitsizliğini çözmesi şeklindeki parçalı karışık konveks diferensiyellenebilir 

optimizasyon problemine indirgenir. Bu problemin çözüm kümesi de 

𝑆𝑀𝐶𝐷𝑂𝑃(𝜓, 𝜎, 𝑇, 𝑆, 𝜙, 𝜑) ile gösterilir. 
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∇𝜓 ve ∇𝜎 gradyenleri monoton dönüşümlerdir, Eğer 𝐹(𝑥∗, 𝑦) = ⟨∇𝜓(𝑥∗), 𝑥 − 𝑥∗⟩, 

𝐺(𝑥, 𝑦∗) = ⟨∇𝜎(𝑦∗), 𝑦 − 𝑦∗⟩ ve 𝜆1 = 𝜆2 = 1 alırsak bu durumda 𝐹 ve 𝐺, (B2) şartını 

sağlar. Böylece aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 4.2.3:  𝐻1, 𝐻2, 𝐻3, 𝑇, 𝑆, 𝜙, 𝜑, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝐴 ve 𝐵, (B2) şartı hariç (B1)-

(B6) şartlarını sağlasın. 𝜓: 𝐶 → 𝐻1 ve 𝜎: 𝑄 → 𝐻2 konveks ve diferansiyellenebilir  

dönüşümler olsun. Keyfi bir (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐶 × 𝑄 başlangıç değeri için 𝐶 × 𝑄 da ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) 

dizisi her 𝑢 ∈ 𝐶, 𝑣 ∈ 𝑄 için 

{
  
 

  
 ⟨∇𝜓(𝑢𝑛), 𝑢 − 𝑢𝑛⟩ + 𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑛) + ⟨𝑇𝑢𝑛, 𝑢 − 𝑢𝑛⟩ +

1

𝑟𝑛
⟨𝑢 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛⟩ ≥ 0,

⟨∇𝜎(𝑣𝑛), 𝑣 − 𝑣𝑛⟩ + 𝜑(𝑣) − 𝜑(𝑣𝑛) + ⟨𝑆𝑣𝑛, 𝑣 − 𝑣𝑛⟩ +
1

𝑟𝑛
⟨𝑣 − 𝑣𝑛, 𝑣𝑛 − 𝑦𝑛⟩ ≥ 0,

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)),

𝑦𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃3(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))

 

olarak tanımlansın.  Burada (𝛿𝑛), (𝛼𝑛) ve (𝑟𝑛) dizileri sırasıyla (C1)-(C3) şartlarını 

sağlar. Eğer ℱ:=∩𝑖=1
4 𝐹(𝑃𝑖) ∩ 𝑆𝐸𝑀𝐶𝐷𝑂𝑃(𝜓, 𝜎, 𝑇, 𝑆, 𝜙, 𝜑) ≠ ∅ ise bu durumda 

(i) ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.63) probleminin bir çözümüne zayıf yakınsar.  

(ii) 𝑖 = 1,2,3,4 için 𝑃𝑖 ler demikompakt ise ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.63) probleminin 

bir çözümüne güçlü yakınsar (Karahan, İ. 2016).  

Teorem 4.2.2 de 𝐹, 𝐺, 𝑇 ve 𝑆 dönüşümlerini 𝐹 = 𝐺 = 𝑇 = 𝑆 = 0 olarak alırsak, 

(4.20) parçalı eşitlik konveks minimizasyon problemi için aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 4.2.4: 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3, 𝜙, 𝜑, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝐴 ve 𝐵, (B1), (B4), (B5) ve (𝐵6) 

şartlarını sağlasın. Keyfi bir (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐶 × 𝑄 başlangıç değeri için 𝐶 × 𝑄 da ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) 

dizisi her 𝑢 ∈ 𝐶, 𝑣 ∈ 𝑄 için 
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{
  
 

  
 𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑛) +

1

𝑟𝑛
⟨𝑢 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛⟩ ≥ 0,          

𝜑(𝑣) − 𝜑(𝑣𝑛) +
1

𝑟𝑛
⟨𝑣 − 𝑣𝑛, 𝑣𝑛 − 𝑦𝑛⟩ ≥ 0,

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))

𝑦𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃3(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))

 

olarak tanımlansın.  Burada (𝛿𝑛), (𝛼𝑛) ve (𝑟𝑛) dizileri sırasıyla (C1)-(C3) şartlarını 

sağlar. Eğer ℱ:=∩𝑖=1
4 𝐹(𝑃𝑖) ∩ 𝑆𝐸𝐶𝑀𝑃(𝜙, 𝜑) ≠ ∅ ise bu durumda 

(i) ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.20) probleminin bir çözümüne zayıf yakınsar.  

(ii) 𝑖 = 1,2,3,4 için 𝑃𝑖 ler demikompakt ise ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.20) probleminin 

bir çözümüne güçlü yakınsar (Karahan, İ. 2016).   

 

Teorem 4.2.2 de 𝑇 ve 𝑆 dönüşümlerini 𝑇 = 𝑆 = 0 şeklinde ve 𝜆1 = 𝜆2 = 1 olarak 

alınırsa, (4.17) parçalı eşitlik karışık denge problemi için aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

Teorem 4.2.5: 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3, 𝐹, 𝐺, 𝜙, 𝜑, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝐴 ve 𝐵, (B3) şartı hariç (B1)-

(B6) şartlarını sağlasın. Keyfi bir (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐶 × 𝑄 başlangıç değeri için 𝐶 × 𝑄 da 

((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi her 𝑢 ∈ 𝐶, 𝑣 ∈ 𝑄 için 

{
  
 

  
 𝐹(𝑢𝑛, 𝑢) + 𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑛) +

1

𝑟𝑛
⟨𝑢 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛⟩ ≥ 0,      

𝐺(𝑣𝑛, 𝑣) + 𝜑(𝑣) − 𝜑(𝑣𝑛) +
1

𝑟𝑛
⟨𝑣 − 𝑣𝑛, 𝑣𝑛 − 𝑦𝑛⟩ ≥ 0,

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)),

𝑦𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃3(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛𝐵

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝐵𝑣𝑛))

 

olarak tanımlayalım. Burada (𝛿𝑛), (𝛼𝑛) ve (𝑟𝑛) dizileri sırasıyla (C1)-(C3) şartlarını 

sağlar. Eğer ℱ:=∩𝑖=1
4 𝐹(𝑃𝑖) ∩ 𝑆𝐸𝑀𝐸𝑃(𝐹, 𝐺, 𝜙, 𝜑) ≠ ∅ ise bu durumda 

(i) ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.17) probleminin bir çözümüne zayıf yakınsar.  

(ii) 𝑖 = 1,2,3,4 için 𝑃𝑖 ler demikompakt ise ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.17) probleminin 

bir çözümüne güçlü yakınsar (Karahan, İ. 2016).  
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4.3. Operatör Normlarından Bağımsız Olarak Parçalı Eşitlik Probleminin 

Çözümü 

𝐻1, 𝐻2 ve 𝐻3 reel Hilbert uzayları, 𝐶 ⊂ 𝐻1 ve 𝑄 ⊂ 𝐻2 boş olmayan kapalı ve 

konveks kümeler ve 𝐴:𝐻1 → 𝐻3, 𝐵: 𝐻2  → 𝐻3 iki sınırlı lineer operatör olsun. (4.22) ile 

numaralandırılan (𝑆𝐸𝑃) parçalı denge problemi, bir konveks fizibilite problemi 

dolayısıyla da bir optimizasyon problemidir. 

Moudafi, (4.22) (𝑆𝐸𝑃) in çözümü için aşağıdaki alterne CQ algoritmasını 

(ACQA) teşkil etmiştir: 

                      {
𝑥𝑘+1 = 𝑃𝐶(𝑥𝑘 − 𝛾𝑘𝐴

∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)),    

𝑦𝑘+1 = 𝑃𝑄(𝑦𝑘 + 𝛽𝑘𝐵
∗(𝐴𝑥𝑘+1 − 𝐵𝑦𝑘)).

 (4.65) 

Burada 𝜆𝐴ve 𝜆𝐵 sırasıyla 𝐴∗𝐴 ve 𝐵∗𝐵 nin spektral yarıçapları olmak üzere 𝛾𝑘, 𝛽𝑘 ∈

(𝜀,min (
1

𝜆𝐴
,
1

𝜆𝐵
) − 𝜀) dir. 𝐵 = 𝐼, 𝛽𝑘 = 1 alındığında (4.65) algoritması tam olarak 

(Byrne 2002) tarafından verilen CQ algoritmasıdır.  

(𝑆𝐸𝑃),  bir çözüme sahip olduğunda aşağıdaki konveks minimizasyon problemi 

gibi görülebilir: 

         min
𝑥∈𝐶,𝑦∈𝑄

1

2
‖𝐴𝑥 − 𝐵𝑦‖2. (4.66) 

Şimdi (𝑆𝐸𝑃) in tutarlı yani bir çözüme sahip olduğunu ve çözüm kümesinin de 

Γ = {𝑥 ∈ 𝐶, 𝑦 ∈ 𝑄: 𝐴𝑥 = 𝐵𝑦} 

olduğunu kabul edelim. (4.66) için klasik projeksiyon gradyen algoritması (PGA) (veya 

projeksiyon algoritması)  

                {
𝑥𝑘+1 = 𝑃𝐶(𝑥𝑘 − 𝛾𝑘𝐴

∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)),

𝑦𝑘+1 = 𝑃𝑄(𝑦𝑘 + 𝛾𝑘𝐵
∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘))

 (4.67) 

dir. Burada 𝛾𝑘, (𝜀,
1

𝜆𝐴+𝜆𝐵
− 𝜀) aralığından seçilmiştir. Kolayca görülebileceği gibi (4.65) 

alterne CQ algoritması dizisel fakat (4.67) algoritması eş zamanlıdır. 𝐵 = 𝐼 alınırsa 

(4.67) algoritması (Byrne 2002) tarafından verilen orijinal CQ algoritmasına 
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benzemekle birlikte bu algoritmaya denk olamaz. Buna rağmen aynı problemi çözer. 

Yukarda bahsedilen (4.65) ve (4.67) algoritmalarında 𝛾𝑘 adım boyutunun belirlenmesi 

‖𝐴‖ ve ‖𝐵‖ operatör (matris) normlarına (veya 𝐴∗𝐴 ve 𝐵∗𝐵 nin en büyük özdeğerlerine) 

bağlı olduğunu görülebilir. Bu yüzden (4.65) alterne CQ algoritmasını ve (4.67) 

projeksiyon algoritmasını uygulanması için öncelikle 𝐴 ve 𝐵 normlarının hesaplanması 

gerekir. Bu ise pratikte kolay bir iş değildir. 

Bu zorluğun üstesinden gelmek için, (López vd. 2012) ve (Zhao vd. 2013) sırasıyla 

parçalı fizibilite ve multiple-set parçalı fizibilite problemlerini çözmek için operatör 

normlarına ihtiyaç duymadan 𝛾𝑘 adım boyutunu belirleyecek faydalı bir yöntem 

sundular. Onlardan esinlenerek, (4.67) projeksiyon algoritması için (𝛾𝑘) adım boyutu 

dizisinin,  

 𝛾𝑘 = 𝜎𝑘min {
‖𝐴𝑥𝑘−𝐵𝑦𝑘‖

2

‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘−𝐵𝑦𝑘)‖
2 ,

‖𝐴𝑥𝑘−𝐵𝑦𝑘‖
2

‖𝐵∗(𝐴𝑥𝑘−𝐵𝑦𝑘)‖
2}.  (4.68) 

şeklinde yeni bir seçimini sunmuşlardır. Burada 𝜎𝑘 ∈ (0,1) dir. (4.68) seçiminin avantajı, 

𝐴 ve 𝐵 nin operatör normları hakkında önceden bilgi verilmesi gerekmemesi ve hala 

yakınsamanın garanti edilmesi gerçeğidir. 

𝐻 bir Hilbert uzayı olmak üzere 𝑓:𝐻 → ℝ, diferansiyellenebilir fonksiyonel ise 

𝛻𝑓, 𝑓 nin gradyenini ve 𝑓:𝐻 → ℝ, alt diferansiyellenebilir fonksiyonel ise 𝜕𝑓, 𝑓 nin alt 

diferansiyelini göstersin. 𝐻1 ×𝐻2 deki (𝑥𝑘 , 𝑦𝑘) dizisi verildiğinde 𝜔𝑤(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) zayıf 

topolojideki kapanış noktalarının kümesini temsil etsin. Şimdi aşağıdaki tanımları 

verelim: 

Tanım 4.3.1: Bir (𝑥𝑘) dizisi için eğer 

lim
𝑘→∞

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ = 0 

ise bu diziye asimptotik regülerdir denir. 

Tanım 4.3.2: 𝑦𝑛 ∈ 𝑇(𝑥𝑛) olmak üzere (𝑦𝑛), 𝑦 ye güçlü ve (𝑥𝑛) de 𝑥 e zayıf 

yakınsarken 𝑦 ∈ 𝑇(𝑥) ise 𝑇 operatörünün grafiğine zayıf-güçlü kapalıdır denir. 
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Aşağıdaki lemma, maksimal monoton operatörlerin zayıf-güçlü kapalı olduğunu 

gösterir. 

Lemma 4.3.3: 𝐻 bir Hilbert uzayı ve 𝑇:𝐻 ⇉ 𝐻 maksimal monoton dönüşüm 

olsun. Eğer 𝐻 daki (𝑥𝑘) dizisi norma göre sınırlı ve bir 𝑥 noktasına zayıf yakınsak ve 𝐻 

daki (𝑤𝑘) dizisi bir 𝑤 noktasına güçlü yakınsak ve her 𝑘 için 𝑤𝑘 ∈ 𝑇(𝑥𝑘) ise bu durumda 

𝑤 ∈ 𝑇(𝑥) dir (Tseng 2000). 

𝑆𝐸𝑃, aşağıdaki minimizasyon problemi olarak yazılabilir: 

min
𝑥∈𝐻1,𝑦∈𝐻2

𝜄𝐶(𝑥) + 𝜄𝑄(𝑦) +
1

2
 ‖𝐴𝑥 − 𝐵𝑦‖2.  

 Burada 𝜄𝐶(𝑥),  

𝜄𝐶(𝑥) = {
0,                       𝑥 ∈ 𝐶
+∞,   diğer hallerde  

  

şeklinde tanımlı 𝐶 nin indikatör fonksiyonudur. 

∇𝑥 (
1

2
‖𝐴𝑥 − 𝐵𝑦‖2) = 𝐴∗(𝐴𝑥 − 𝐵𝑦),   ∇𝑦 (

1

2
‖𝐴𝑥 − 𝐵𝑦‖2) = −𝐵∗(𝐴𝑥 − 𝐵𝑦) 

 ve 𝜕𝜄𝐶(𝑥) = 𝑁𝐶(𝑥), 𝜕𝜄𝑄(𝑦) = 𝑁𝑄(𝑦) olduğuna dikkat ediniz. Burada NC ve 𝑁𝑄, 

sırasıyla 𝐶 ve 𝑄 konveks kümelerinin normal konileridir. Optimallik şartlarını yazarak 

{
0 ∈ ∇𝑥 {

1

2
‖𝐴𝑥 − 𝐵𝑦‖2} + 𝜕𝜄𝐶(𝑥) = 𝐴∗(𝐴𝑥 − 𝐵𝑦) + 𝑁𝐶(𝑥),   

0 ∈ ∇𝑦 {
1

2
‖𝐴𝑥 − 𝐵𝑦‖2} + 𝜕𝜄𝑄(𝑦) = −𝐵

∗(𝐴𝑥 − 𝐵𝑦) + 𝑁𝑄(𝑦)

 

elde edilir ki bu da 𝛾 > 0, 𝛽 > 0 için 

{
𝑥 − 𝛾𝐴∗(𝐴𝑥 − 𝐵𝑦) ∈ 𝑥 + 𝛾𝑁𝐶 ,

𝑦 + 𝛽𝐵∗(𝐴𝑥 − 𝐵𝑦) ∈ 𝑦 + 𝛽𝑁𝑄 ,
 

olmasını gerektirir. Bu son ifade bizi 

{
𝑥 = (𝐼 + 𝛾𝑁𝐶)

−1(𝑥 − 𝛾𝐴∗(𝐴𝑥 − 𝐵𝑦)),

𝑦 = (𝐼 + 𝛽𝑁𝑄)
−1
(𝑦 + 𝛽𝐵∗(𝐴𝑥 − 𝐵𝑦))
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şeklindeki sabit nokta formülasyonuna götürür. (𝐼 + 𝛾𝑁𝐶)
−1 = 𝑃𝐶 ve (𝐼 + 𝛽𝑁𝑄)

−1
=

𝑃𝑄 olduğundan 

                               {
𝑥 = 𝑃𝐶(𝑥 − 𝛾𝐴

∗(𝐴𝑥 − 𝐵𝑦)),

𝑦 = 𝑃𝑄(𝑦 + 𝛽𝐵
∗(𝐴𝑥 − 𝐵𝑦))

   (4.69) 

olur. (4.69) sabit nokta denkleminin çözümlerinin tam olarak 𝑆𝐸𝑃 in çözümleri olduğu 

aşağıdaki önermede verilmiştir. 

Önerme 4.3.4: 𝑥∗ ∈ 𝐻1 ve 𝑦∗ ∈ 𝐻2 verilsin. Bu durumda (𝑥∗, 𝑦∗) ın 𝑆𝐸𝑃 i 

çözmesi için gerek ve yeter şart (𝑥∗, 𝑦∗) ın (4.69) sabit nokta denklemini çözmesidir 

(Qiao-Li Dong, vd. 2015). 

İspat: SEP in çözümlerinin (4.69) sabit nokta teoreminin de çözümü olduğu zaten 

gösterildi. Tersine (𝑥∗, 𝑦∗) ın, (4.69) sabit nokta denklemini çözdüğünü kabul edelim. 

𝑥∗ ∈ 𝐶 ve 𝑦∗ ∈ 𝑄 olduğu açıktır. (4.69) ve Teorem 2.6.5 den 

{
〈𝑥∗ − 𝛾𝐴∗(𝐴𝑥∗ − 𝐵𝑦∗) − 𝑥∗, 𝑢 − 𝑥∗〉 ≤ 0,   𝑢 ∈ 𝐶,
〈𝑦∗ + 𝛽𝐵∗(𝐴𝑥∗ − 𝐵𝑦∗) − 𝑦∗, 𝑣 − 𝑦∗〉 ≤ 0,   𝑣 ∈ 𝑄

 

yani 

{
〈𝐴∗(𝐴𝑥∗ − 𝐵𝑦∗), 𝑥∗ − 𝑢〉 ≤ 0,   𝑢 ∈ 𝐶,
〈𝐵∗(𝐴𝑥∗ − 𝐵𝑦∗), 𝑣 − 𝑦∗〉 ≤ 0,   𝑣 ∈ 𝑄

 

olur. Böylece 

         {
〈𝐴𝑥∗ − 𝐵𝑦∗, 𝐴𝑥∗ − 𝐴𝑢〉 ≤ 0,   𝑢 ∈ 𝐶,
〈𝐴𝑥∗ − 𝐵𝑦∗, 𝐵𝑣 − 𝐵𝑦∗〉 ≤ 0,   𝑣 ∈ 𝑄

   (4.70) 

yazılır. (4.70) deki iki eşitsizlik toplanarak 

〈𝐴𝑥∗ − 𝐵𝑦∗, 𝐵𝑣 − 𝐴𝑢 + 𝐴𝑥∗ − 𝐵𝑦∗〉 ≤ 0,   𝑢 ∈ 𝐶, 𝑣 ∈ 𝑄 

bulunur. Buradan (𝑢, 𝑣) ∈ Γ yani 𝐴𝑢 = 𝐵𝑣 olup 𝐴𝑥∗ = 𝐵𝑦∗ elde edilir. Bu ise (𝑥∗, 𝑦∗) ∈

Γ demektir. 
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Önerme 4.3.4 de 𝑆𝐸𝑃 ve (4.69) sabit nokta denkleminin denkliğini gördük. 

Dolayısıyla 𝑆𝐸𝑃 i çözmek için sabit nokta denklemlerini kullanabiliriz. Basitleştirmek 

için 𝛽 = 𝛾 alacağız. 

Daha önce açıklandığı gibi (4.65) alterne CQ algoritması ve (4.67) projeksiyon 

algoritmasının uygulanmasındaki zorluk, 𝛾𝑘 adım boyutunun seçiminin 𝐴 ve 𝐵 operatör 

normlarına bağlı olmasıdır. (Qiao-Li Dong, vd. 2015). ‖𝐴‖ ve boyutunun ‖𝐵‖ operatör 

normlarına bağlı olmadığı aşağıdaki projeksiyon algoritmasını oluşturmuşlardır. 

Algoritma 4.3.5: Keyfi 𝑥0 ∈ 𝐻1 ve 𝑦0 ∈ 𝐻2 başlangıç tahminleri seçin. 𝑥𝑘 ∈ 𝐶 ve 

𝑦𝑘 ∈ 𝑄 𝑘. iterasyonları teşkil edilmiş ve 𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘 ≠ 0 dır. Bu durumda (𝑘 + 1). 

(𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1) iterasyonunu   

 {
𝑥𝑘+1 = 𝑃𝐶(𝑥𝑘 − 𝛾𝑘𝐴

∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)),

𝑦𝑘+1 = 𝑃𝑄(𝑦𝑘 + 𝛾𝑘𝐵
∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘))

 (4.71) 

formülü ile hesaplarız. Burada 𝛾𝑘 adım boyutu 0 < 𝜎𝑘 < 1 için 

𝛾𝑘 = 𝜎𝑘min {
‖𝐴𝑥𝑘−𝐵𝑦𝑘‖

2

‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘−𝐵𝑦𝑘)‖
2
,

‖𝐴𝑥𝑘−𝐵𝑦𝑘‖
2

‖𝐵∗(𝐴𝑥𝑘−𝐵𝑦𝑘)‖
2
}.  (4.72) 

şeklinde seçilir. Eğer 𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘 = 0 ise (𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1) = (𝑥𝑘, 𝑦𝑘), 𝑆𝐸𝑃 in bir 

çözümüdür ve iteratif işlem durur; aksi halde 𝑘 ≔ 𝑘 + 1 alınarak (4.71) e gidilir ve bir 

sonraki (𝑥𝑘+2, 𝑦𝑘+2) hesaplanır. Not ediniz ki (4.72) deki 𝛾𝑘 adım boyutu seçimi, ‖𝐴‖ 

ve ‖𝐵‖ normlarından bağımsızdır (Qiao-Li Dong, vd. 2015). 

(Schöpfer vd. 2008), Banach uzaylarının daha genel sınıfları ve katlı konveks 

kümeler için Algoritma 4.3.5 i incelemiştir. Burada adım boyutu satır arama metodu ile 

seçilmiştir. 

Lemma 4.3.6: (𝑥𝑘, 𝑦𝑘) dizisi Algoritma 4.3.5 ile oluşturulmuş olsun. Bu durumda   

(i) (𝑥∗, 𝑦∗) ∈ Γ  olmak üzere  ‖𝑥𝑘 − 𝑥
∗‖2 + ‖𝑦𝑘 − 𝑦

∗‖2  yakınsaktır. 

(ii) (𝑥𝑘) ve (𝑦𝑘) sınırlıdır (Qiao-Li Dong, vd.  2015). 
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İspat: (𝑥∗, 𝑦∗) ∈ Γ yani 𝑥∗ ∈ 𝐶, 𝑦∗ ∈ 𝑄, 𝐴𝑥∗ = 𝐵𝑦∗ alarak ve 𝑃𝐶 projeksiyonunun 

genişlemeyen olduğunu kullanarak (4.71) in ilk eşitsizliğinden  

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥
∗‖2 ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑥

∗ − 𝛾𝑘𝐴
∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖

2 

  = ‖𝑥𝑘 − 𝑥
∗‖2 + 𝛾𝑘

2‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖
2 − 2𝛾𝑘〈𝐴

∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥
∗〉 

 = ‖𝑥𝑘 − 𝑥
∗‖2 + 𝛾𝑘

2‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖
2 − 2𝛾𝑘〈𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘, 𝐴𝑥𝑘 − 𝐴𝑥

∗〉 

olur.  

−2〈𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘, 𝐴𝑥𝑘 − 𝐴𝑥
∗〉 = −‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖

2 − ‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐴𝑥
∗‖2 − ‖𝐵𝑦𝑘 − 𝐴𝑥

∗‖2 

eşitliğini kullanarak 

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥
∗‖2 ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑥

∗‖2 + 𝛾𝑘
2‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖

2 − 𝛾𝑘‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖
2

− 𝛾𝑘‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐴𝑥
∗‖2 + 𝛾𝑘‖𝐵𝑦𝑘 − 𝐴𝑥

∗‖2 

ve benzer şekilde (4.71) in ikinci eşitsizliğinden  

‖𝑦𝑘+1 − 𝑦
∗‖2 ≤ ‖𝑦𝑘 − 𝑦

∗‖2 + 𝛾𝑘
2‖𝐵∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖

2 − 𝛾𝑘‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖
2

− 𝛾𝑘‖𝐵𝑦𝑘 − 𝐵𝑦
∗‖2 + 𝛾𝑘‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦

∗‖2 

elde edilir. Son iki eşitsizlik taraf tarafa toplanır ve 𝐴𝑥∗ = 𝐵𝑦∗ olduğu hesaba katılırsa 

sonuç olarak  

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥
∗‖2 + ‖𝑦𝑘+1 − 𝑦

∗‖2 ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑥
∗‖2 + ‖𝑦𝑘 − 𝑦

∗‖2 

                                           −𝛾𝑘(‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖
2 − 𝛾𝑘‖𝐴

∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖
2) 

                                          −𝛾𝑘(‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖
2 − 𝛾𝑘‖𝐵

∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖
2)   (4.73) 

bulunur. Şimdi  

Γ𝑘(𝑥
∗, 𝑦∗) =  ‖𝑥𝑘 − 𝑥

∗‖2 + ‖𝑦𝑘 − 𝑦
∗‖2 

alınırsa  

Γ𝑘+1(𝑥
∗, 𝑦∗) ≤ Γ𝑘(𝑥

∗, 𝑦∗) − 𝛾𝑘(‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖
2 − 𝛾𝑘‖𝐴

∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖
2)  

  −𝛾𝑘(‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖
2 − 𝛾𝑘‖𝐵

∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖
2)   (4.74) 

eşitsizliği bulunur.  (4.72) den Γ𝑘(𝑥
∗, 𝑦∗) dizisi azalan ve alttan 0 ile sınırlı olup sonlu 

bir limite sahiptir. Bu limit 𝐼(𝑥∗, 𝑦∗) olsun. Böylece (𝑥𝑘) ve (𝑦𝑘) sınırlıdır. 
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Lemma 4.3.7: (𝑥𝑘, 𝑦𝑘) dizisi Algoritma 4.3.5 ile oluşturulmuş olsun. 𝜎𝑘 ∈ (𝜀, 1 −

𝜀) alalım. Bu durumda 

 lim
𝑘→∞

‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖ = 0,   (4.75) 

 lim
𝑘→∞

‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ = 0 ve lim
𝑘→∞

‖𝐵∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ = 0,   (4.76) 

 lim
𝑘→∞

𝛾𝑘‖𝐴
∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ = 0 ve lim

𝑘→∞
𝛾𝑘‖𝐵

∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ = 0    (4.77) 

dır (Qiao-Li Dong, vd. 2015).  

İspat:  İspatı iki bölüme ayıracağız: 

1.Durum: Kabul edelim ki her 𝑘 ≥ 𝑘0 için ‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ ≥ ‖𝐵∗(𝐴𝑥𝑘 −

𝐵𝑦𝑘)‖ olacak şekilde bir 𝑘0 vardır. Bu durumda 

𝛾𝑘 = 𝜎𝑘
‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖

2

‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖2
 

dır. Lemma 4.3.6 (i) ve (4.74) den 

lim
𝑘→∞

𝜎𝑘(1 − 𝜎𝑘)
‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖

4

‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖2
= 0 

olup 𝜎𝑘  nın seçilişinden 

lim
𝑘→∞

‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖
2

‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖
= 0 

olur. 

𝛾𝑘‖𝐴
∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ = 𝜎𝑘

‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖
2

‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖
 

eşitliğinden  

lim
𝑘→∞

𝛾𝑘‖𝐴
∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ = 0 

yazılır.  ‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ ≥ ‖𝐵
∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ kabulünden                                                                    

lim
𝑘→∞

𝛾𝑘‖𝐵
∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ = 0 
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olur.  

‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖ ≤ ‖𝐴‖
‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖

2

‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖
 

olduğunu göstermek kolaydır. Sonuç olarak 

lim
𝑘→∞

‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖ = 0 

elde edilir. ‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ ≤ ‖𝐴‖‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖ olduğundan lim𝑘→∞‖𝐴
∗(𝐴𝑥𝑘 −

𝐵𝑦𝑘)‖ = 0 ve böylece lim𝑘→∞‖𝐵
∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ = 0 olur. Tersine kabul edelim ki her 

𝑘 ≥ 𝑘1 için ‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ ≤ ‖𝐵∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ olacak şekilde bir 𝑘1 vardır. Bu 

durumda yukarıdaki işlemi takip ederek istenilen sonuçlar elde edilir. 

2.Durum: Kabul edelim ki her 𝑘 ≥ 𝑘0 için 

‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ ≥ ‖𝐵∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ 

veya 

‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ ≤ ‖𝐵∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ 

olacak şekilde bir 𝑘0 vardır. (𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)) dizisini iki alt diziye bölelim. 

(𝐴∗(𝐴𝑥𝑘𝑚 − 𝐵𝑦𝑘𝑚)) ile göstereceğimiz ilk alt dizi 

‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ ≥ ‖𝐵∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ 

eşitsizliğini ve (𝐴∗(𝐴𝑥𝑘𝑛 − 𝐵𝑦𝑘𝑛)) ile göstereceğimiz ikinci alt dizi de  

‖𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ < ‖𝐵∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ 

eşitsizliğini sağlasın. 1. Durum işlemlerinden 𝑘𝑚 ve 𝑘𝑛 indisli alt diziler için sonuçların 

geçerli olduğunu görürüz. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 4.3.8: 𝜎𝑘 ∈ (𝜀, 1 − 𝜀) olsun. Bu durumda Algoritma 4.3.5 ile oluşturulmuş 

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) dizisi 𝑆𝐸𝑃 in çözümüne zayıf yakınsar ve (𝑥𝑘), (𝑦𝑘) dizilerinin her ikisi de 

asimptotik regülerdir (Qiao-Li Dong, vd. 2015). 
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İspat: İlk olarak (𝑥𝑘) ve (𝑦𝑘) dizilerinin asimptotik regüler olduğunu 

göstereceğiz. (4.71) in birinci eşitliği bize 

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ ≤ 𝛾𝑘‖𝐴
∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ 

verir ki bu da (4.76) ve (4.77) ile birlikte 

 lim
𝑘→∞

‖𝑥𝑘+1−𝑥𝑘‖

𝛾𝑘
= 0  (4.78) 

ve 

lim
𝑘→∞

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ = 0 

olur. Benzer şekilde (4.71) in birinci eşitliğinden  

‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖ ≤ 𝛾𝑘‖𝐵
∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘)‖ 

ve bu da (4.76) ve (4.77) ile birlikte, 

 lim
𝑘→∞

‖𝑦𝑘+1−𝑦𝑘‖

𝛾𝑘
= 0   (4.79) 

ve 

lim
𝑘→∞

‖𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘‖ = 0 

olur. Böylece (𝑥𝑘) ve (𝑦𝑘) asimptotik regülerdir. 

(𝑥̂, 𝑦̂) ∈ 𝜔𝑤(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) olsun. Bu durumda (𝑥𝑘) nın (benzer şekilde (𝑦𝑘) nın) 𝑥̂ ya (𝑦̂ 

ya) zayıf yakınsayan bir alt dizisi vardır. (4.71) deki iki eşitlik  

 {

𝑥𝑘+1−𝑥𝑘

𝛾𝑘
− 𝐴∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘) + 𝑁𝐶(𝑥𝑘+1),

𝑦𝑘+1−𝑦𝑘

𝛾𝑘
+ 𝐵∗(𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘) + 𝑁𝑄(𝑦𝑘+1)

  (4.80) 

şeklinde yeniden yazılabilir. Burada 𝑁𝐶 ve 𝑁𝑄 maksimal monoton operatörlerin 

grafikleri zayıf-güçlü kapalıdır. Son işlemlerdeki limitleri geçerek ve (4.76) yı 

kullanırsak 0 ∈ 𝑁𝐶(𝑥̂) ve 0 ∈ 𝑁𝑄(𝑦̂) elde edilir ki bu da 

𝑥̂ ∈ 𝐶  ve  𝑦̂ ∈ 𝑄 
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olmasına denktir. Ayrıca (𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘) in 𝐴𝑥̂ − 𝐵𝑦̂ ya zayıf yakınsak olması ve karesel 

normun alttan yarı sürekliliğinden  

‖𝐴𝑥̂ − 𝐵𝑦̂‖ ≤ liminf
𝑘→∞

‖𝐴𝑥𝑘 − 𝐵𝑦𝑘‖ = 0 

olur. Burada (4.75) kullanılmıştır.  Böylece den (𝑥̂, 𝑦̂) ∈ Γ dır. 

Zayıf kapanış noktalarının tekliğini göstermek için meşhur Opial Lemmasını 

kullanacağız. (𝑥̅, 𝑦̅), (𝑥𝑘, 𝑦𝑘) nın diğer bir zayıf kapanış noktası olsun. Bağıntıdaki limiti 

atlayarak 

Γ𝑘(𝑥̂, 𝑦̂) = Γ𝑘(𝑥̅, 𝑦̅) + ‖𝑥̂ − 𝑥̅‖
2 + ‖𝑦̂ − 𝑦̅‖2 + 2〈x𝑘 − 𝑥̅, 𝑥̅ − 𝑥̂〉 + 2〈y𝑘 − 𝑦̅, 𝑦̅ − 𝑦̂〉 

ve buradan  

𝐼(𝑥̂, 𝑦̂) = 𝐼(𝑥̅, 𝑦̅) + ‖𝑥̂ − 𝑥̅‖2 + ‖𝑦̂ − 𝑦̅‖2 

elde edilir. (𝑥̂, 𝑦̂) ve (𝑥̅, 𝑦̅) nin rollerini tersine çevirirsek 

𝐼(𝑥̅, 𝑦̅) = 𝐼(𝑥̂, 𝑦̂) + ‖𝑥̂ − 𝑥̅‖2 + ‖𝑦̂ − 𝑦̅‖2 

olur. Son iki eşitlik taraf tarafa toplanırsa 

   ‖𝑥̂ − 𝑥̅‖2 + ‖𝑦̂ − 𝑦̅‖2 = 0 

elde edilir. Böylece (𝑥̂, 𝑦̂) = (𝑥̅, 𝑦̅) olup bu (𝑥𝑘, 𝑦𝑘)  dizisinin, 𝑆𝐸𝑃 in bir çözümüne 

zayıf yakınsadığını gösterir ve bu sonuç ispatı tamamlar. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu bölümde Araştırma Bulgularında yer verdiğimiz teoremlerin bazı sonuçlarını 

vereceğiz. İlk olarak Teorem 4.1.3 den aşağıdaki sonucu yazabiliriz.. 

Sonuç 5.1: 𝐶, bir 𝐻 reel Hilbert uzayının boş olmayan konveks ve kapalı alt kümesi, 

𝐴: 𝐶 → 𝐻 bir 𝛼-ters kuvvetli monoton dönüşüm ve 𝐹: 𝐶 × 𝐶 → ℝ de (I1)-(I4) şartlarını 

sağlayan bifonksiyon olsun. 𝑆: 𝐶 → 𝐶 genişlemeyen ve 𝑓: 𝐶 → 𝐶 bir µ-daraltan dönüşüm 

olsun. Kabul edelim ki 𝐹(𝑆) ∩ 𝐸𝑃(𝐹, 𝐴) ≠ ∅ dir. Ayrıca (𝑟𝑛) bir pozitif reel dizi ve (𝛼𝑛), 

(𝛽𝑛), (𝛾𝑛), (𝛿𝑛) ve (𝜆𝑛) de (0,1) aralığında reel diziler olsun. (𝑥𝑛) aşağıdaki iterasyon 

şeması ile üretilmiş bir dizi olsun: 

{
 

 
𝑥1 ∈ 𝐶,                                                                                                          

𝐹 (𝑦𝑛, 𝑦) + 〈𝐴𝑥𝑛, 𝑦 − 𝑦𝑛〉 + 
1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑦𝑛, 𝑦𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,   ∀𝑦 ∈ 𝐶,   

𝑥𝑛+1  = 𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑆𝑦𝑛 + 𝛿𝑛𝑒𝑛.                                         

 

Burada (𝑒𝑛), 𝐶 de sınırlı bir dizidir. Kontrol dizilerinin aşağıdaki şartları sağladığını 

kabul edelim: 

a. 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛 + 𝛿𝑛 = 1, 

b. lim𝑛→∞𝛼𝑛 = 0  ve  ∑ 𝛼𝑛
∞
𝑛=1 = ∞, 

c. 0 < liminf𝑛→∞𝛽𝑛 ≤ limsup𝑛→∞𝛽𝑛 < 1, 

d. ∑ 𝛿𝑛
∞
𝑛=1 < ∞ ve lim𝑛→∞|𝑟𝑛−1 − 𝑟𝑛| = 0 ve 

e. 𝑟, 𝑟′ reel sabitler olmak üzere 0 < 𝑟 ≤ 𝑟𝑛 ≤ 𝑟′ < 2𝛼 dır. 

Bu durumda (𝑥𝑛), 𝑥̅ =  𝑃𝐹(𝑆)∩𝐸𝑃(𝐹,𝐴)𝑓(𝑥̅) ye güçlü yakınsar (Zhang, Y., Li, Y. 2016). 

𝑆, 𝐶 de özdeş dönüşüm olarak alınırsa, yine Teorem 4.1.3 den (4.2) genelleştirilmiş 

denge problemi ile ilgili aşağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 5.2: 𝐶, bir 𝐻 reel Hilbert uzayının boş olmayan konveks ve kapalı alt kümesi, 

𝐴: 𝐶 → 𝐻 bir 𝛼-ters kuvvetli monoton dönüşüm, 𝐹: 𝐶 × 𝐶 → ℝ de (I1)-(I4) şartlarını 

sağlayan bifonksiyon ve 𝑓: 𝐶 → 𝐶 bir µ-daraltan dönüşüm olsun. Kabul edelim ki 
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𝐸𝑃(𝐹, 𝐴) ≠ ∅ dır. Ayrıca (𝑟𝑛) bir pozitif reel dizi ve (𝛼𝑛), (𝛽𝑛), (𝛾𝑛), (𝛿𝑛) ve (𝜆𝑛) de 

(0,1) aralığında reel diziler olsun. (𝑥𝑛) aşağıdaki iterasyon şeması ile üretilmiş bir dizi 

olsun: 

{
 

 
𝑥1 ∈ 𝐶,                                                                                                          

𝐹 (𝑦𝑛, 𝑦) + 〈𝐴𝑥𝑛, 𝑦 − 𝑦𝑛〉 + 
1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑦𝑛, 𝑦𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,   ∀𝑦 ∈ 𝐶,   

𝑥𝑛+1  = 𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑦𝑛 + 𝛿𝑛𝑒𝑛.                                           

 

Burada (𝑒𝑛), 𝐶 de sınırlı bir dizidir. Kontrol dizilerinin aşağıdaki şartları sağladığını 

kabul edelim: 

a. 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛 + 𝛿𝑛 = 1, 

b. lim𝑛→∞𝛼𝑛 = 0  ve  ∑ 𝛼𝑛
∞
𝑛=1 = ∞, 

c. 0 < liminf𝑛→∞𝛽𝑛 ≤ limsup𝑛→∞𝛽𝑛 < 1,  

d. ∑ 𝛿𝑛
∞
𝑛=1 < ∞ ve lim𝑛→∞|𝑟𝑛−1 − 𝑟𝑛| = 0, 

e. 𝑟, 𝑟′ reel sabitler olmak üzere 0 < 𝑟 ≤ 𝑟𝑛 ≤ 𝑟′ < 2𝛼 dır. 

Bu durumda (𝑥𝑛), 𝑥̅ =  𝑃𝐸𝑃(𝐹,𝐴)𝑓(𝑥̅) ye güçlü yakınsar (Zhang, Y., Li, Y. 2016). 

Şimdi (4.3) denge problemi üzerine bir sonuç vereceğiz. 

Sonuç 5.3: 𝐶, bir 𝐻 reel Hilbert uzayının boş olmayan konveks ve kapalı alt kümesi 

ve 𝐹: 𝐶 × 𝐶 → ℝ de (I1)-(I4) şartlarını sağlayan bifonksiyon olsun. 𝑆: 𝐶 → 𝐶 κ-kesin 

pseudocontraction ve 𝑓: 𝐶 → 𝐶 bir µ-daraltan dönüşüm olsun. Kabul edelim ki 𝐹(𝑆) ∩

𝐸𝑃(𝐹) ≠ ∅ dir. Ayrıca (𝑟𝑛) bir pozitif reel dizi ve (𝛼𝑛), (𝛽𝑛), (𝛾𝑛), (𝛿𝑛) ve (𝜆𝑛) de (0,1) 

aralığında reel diziler olsun. (𝑥𝑛) aşağıdaki iterasyon şeması ile üretilmiş bir dizi olsun: 

{
 

 
𝑥1 ∈ 𝐶,                                                                                                    

𝐹 (𝑦𝑛, 𝑦) + 
1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑦𝑛, 𝑦𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,   ∀𝑦 ∈ 𝐶,                           

𝑥𝑛+1  = 𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛(𝜆𝑛𝑦𝑛 + (1 − 𝜆𝑛)𝑆𝑦𝑛) + 𝛿𝑛𝑒𝑛.

 

Burada (𝑒𝑛), 𝐶 de sınırlı bir dizidir. Kontrol dizilerinin aşağıdaki şartları sağladığını 

kabul edelim: 

a. 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛 + 𝛿𝑛 = 1, 
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b. lim𝑛→∞𝛼𝑛 = 0  ve  ∑ 𝛼𝑛
∞
𝑛=1 = ∞, 

c. 0 < liminf𝑛→∞𝛽𝑛 ≤ limsup𝑛→∞𝛽𝑛 < 1, 

d. ∑ 𝛿𝑛
∞
𝑛=1 < ∞ ve lim𝑛→∞|𝑟𝑛−1 − 𝑟𝑛| = lim𝑛→∞|𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛| = 0 ve 

e. 𝜆, 𝑟, 𝑟′ reel sabitler olmak üzere  0 < 𝜅 < 𝜆𝑛 ≤ 𝜆 < 1 ve 0 < 𝑟 ≤ 𝑟𝑛 dır. 

Bu durumda (𝑥𝑛), 𝑥̅ =  𝑃𝐹(𝑆)∩𝐸𝑃(𝐹)𝑓(𝑥̅) ye güçlü yakınsar (Zhang, Y., Li, Y. 2016). 

 (4.1) varyasyonel eşitsizliğinin çözüm kümesi ile sıkı pseudocontractionun sabit 

nokta kümesinin ortak çözüm kümesi üzerine bir sonuç vereceğiz. 

Sonuç 5.4: 𝐶, bir 𝐻 reel Hilbert uzayının boş olmayan konveks ve kapalı alt kümesi 

ve 𝐴: 𝐶 → 𝐻 bir 𝛼-ters kuvvetli monoton dönüşüm olsun. 𝑆: 𝐶 → 𝐶 κ-kesin 

pseudocontraction ve 𝑓: 𝐶 → 𝐶 bir µ-daraltan dönüşüm olsun. Kabul edelim ki 𝐹(𝑆) ∩

𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) ≠ ∅ dir. Ayrıca (𝑟𝑛) bir pozitif reel dizi ve (𝛼𝑛), (𝛽𝑛), (𝛾𝑛), (𝛿𝑛) ve (𝜆𝑛) de 

(0,1) aralığında reel diziler olsun. (𝑥𝑛) aşağıdaki iterasyon şeması ile üretilmiş bir dizi 

olsun: 

{

𝑥1 ∈ 𝐶,                                                                                                    

𝑦𝑛 = 𝑃𝐶  (𝑥𝑛 − 𝑟𝑛𝐴𝑥𝑛),                                                                        

𝑥𝑛+1  = 𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛(𝜆𝑛𝑦𝑛 + (1 − 𝜆𝑛)𝑆𝑦𝑛) + 𝛿𝑛𝑒𝑛.
 

Burada (𝑒𝑛), 𝐶 de sınırlı bir dizidir. Kontrol dizilerinin aşağıdaki şartları sağladığını 

kabul edelim: 

a. 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛 + 𝛿𝑛 = 1, 

b. lim𝑛→∞𝛼𝑛 = 0  ve  ∑ 𝛼𝑛
∞
𝑛=1 = ∞, 

c. 0 < liminf𝑛→∞𝛽𝑛 ≤ limsup𝑛→∞𝛽𝑛 < 1, 

d. ∑ 𝛿𝑛
∞
𝑛=1 < ∞ ve lim𝑛→∞|𝑟𝑛−1 − 𝑟𝑛| = lim𝑛→∞|𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛| = 0 ve 

e. 𝜆, 𝑟, 𝑟′ reel sabitler olmak üzere  0 < 𝜅 < 𝜆𝑛 ≤ 𝜆 < 1 ve 0 < 𝑟 ≤ 𝑟𝑛 ≤ 𝑟′ <

2𝛼 dır. 

Bu durumda (𝑥𝑛), 𝑥̅ =  𝑃𝐹(𝑆)∩𝑉𝐼(𝐶,𝐴)𝑓(𝑥̅) ye güçlü yakınsar (Zhang, Y., Li, Y. 2016). 
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Diğer taraftan Teorem 4.2.2 de 𝐹 = 𝐺 = 𝑇 = 𝑆 = 𝜙 = 𝜑 = 0 alarak aşağıdaki 

(4.22) parçalı eşitlik problemi için yakınsaklık sonucunu verebiliriz. 

Sonuç 5.5: 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝐴 ve 𝐵, (B1), (B5) ve (B6) şartlarını sağlasın. 

Keyfi bir (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐶 × 𝑄 başlangıç değeri için 𝐶 × 𝑄 da ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisini  

{
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃1(𝑥𝑛 − 𝛿𝑛𝐴

∗(𝐴𝑥𝑛 − 𝐵𝑦𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃2(𝑥𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑥𝑛 − 𝐵𝑦𝑛))

𝑦𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃3(𝑦𝑛 + 𝛿𝑛𝐵
∗(𝐴𝑥𝑛 − 𝐵𝑦𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃4(𝑦𝑛 + 𝛿𝑛𝐵

∗(𝐴𝑥𝑛 − 𝐵𝑦𝑛)),
 

olarak tanımlayalım. Burada (𝛿𝑛) ve (𝛼𝑛) dizileri sırasıyla (C1) ve (C2) şartlarını sağlar. 

Eğer ℱ ∶=∩𝑖=1
4 𝐹(𝑃𝑖) ∩ 𝑆𝐸𝑃 ≠ ∅ ise bu durumda 

(i) ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.22) probleminin bir çözümüne zayıf yakınsar.  

(ii) 𝑖 = 1,2,3,4 için 𝑃𝑖 ler demikompakt ise ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.22) probleminin 

bir çözümüne güçlü yakınsar (Karahan, İ. 2016).  

Sonuç 5.5 de 𝐵 = 𝐼 ve 𝐻2 = 𝐻3 alarak (4.23) parçalı fizibilite problemi için 

aşağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 5.6: 𝐴:𝐻1 → 𝐻2.olmak üzere 𝐻1, 𝐻2, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 ve A yukarıdaki 

(B1), (B5) ve (B6) şartlarını sağlasın. Keyfi bir (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐶 × 𝑄 başlangıç değeri için 

𝐶 × 𝑄 da ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisini  

{
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃1(𝑥𝑛 − 𝛿𝑛𝐴

∗(𝐴𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃2(𝑥𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑥𝑛 − 𝑦𝑛))

𝑦𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃3(𝑦𝑛 + 𝛿𝑛(𝐴𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃4(𝑦𝑛 + 𝛿𝑛(𝐴𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)), 𝑛 ≥ 1,
 

olarak tanımlayalım. Burada (𝛼𝑛), (C2) şartını sağlayan bir dizi ve (𝛿𝑛) de 𝜆𝐴, 𝐴∗𝐴 nın 

spektral yarıçapını göstermek üzere yeteri kadar küçük 𝜀 için 𝛿𝑛 ∈ (𝜀,
1

𝜆𝐴
− 𝜀) olacak 

şekilde pozitif reel dizidir. Eğer ℱ:=∩𝑖=1
4 𝐹(𝑃𝑖) ∩ 𝑆𝐹𝑃 ≠ ∅ ise bu durumda 

(i) ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.23) probleminin bir çözümüne zayıf yakınsar.  

(ii) 𝑖 = 1,2,3,4 için 𝑃𝑖 ler demikompakt ise ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.23) probleminin 

bir çözümüne güçlü yakınsar (Karahan, İ. 2016).  
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Teorem 4.2.3 de 𝐵 = 𝐼 ve 𝐻2 = 𝐻3 alırsak aşağıdaki sonucu verebiliriz.  

Sonuç 5.7:  𝐻1, 𝐻2, 𝑇, 𝑆, 𝜙, 𝜑, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 ve 𝐴, 𝐴:𝐻1 → 𝐻2 olmak üzere (B2) şartı 

hariç (B1)-(B6) şartlarını sağlasın. Kabul edelim ki 𝜓: 𝐶 → 𝐻1 ve 𝜎: 𝑄 → 𝐻2 konveks ve 

diferansiyellenebilir  dönüşümlerdir. Keyfi bir (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐶 × 𝑄 başlangıç değeri için 𝐶 ×

𝑄 da ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisini her 𝑢 ∈ 𝐶, 𝑣 ∈ 𝑄 için 

{
  
 

  
 ⟨∇𝜓(𝑢𝑛), 𝑢 − 𝑢𝑛⟩ + 𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑛) + ⟨𝑇𝑢𝑛, 𝑢 − 𝑢𝑛⟩ +

1

𝑟𝑛
⟨𝑢 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛⟩ ≥ 0,

⟨∇𝜎(𝑣𝑛), 𝑣 − 𝑣𝑛⟩ + 𝜑(𝑣) − 𝜑(𝑣𝑛) + ⟨𝑆𝑣𝑛, 𝑣 − 𝑣𝑛⟩ +
1

𝑟𝑛
⟨𝑣 − 𝑣𝑛, 𝑣𝑛 − 𝑦𝑛⟩ ≥ 0,

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝑣𝑛))

𝑦𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃3(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛(𝐴𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛(𝐴𝑢𝑛 − 𝑣𝑛))

 

olarak tanımlayalım.  Burada (𝛿𝑛) dizisi 𝜆𝐴, 𝐴∗𝐴 nın spektral yarıçapını göstermek üzere 

yeteri kadar küçük 𝜀 için 𝛿𝑛 ∈ (𝜀,
1

𝜆𝐴
− 𝜀) olacak şekilde pozitif reel dizi ve (𝛼𝑛) ve (𝑟𝑛), 

sırasıyla (C2) ve (C3) şartlarını sağlar. ℱ:=∩𝑖=1
4 𝐹(𝑃𝑖) ∩ 𝑆𝑀𝐶𝐷𝑂𝑃(𝜓, 𝜎, 𝑇, 𝑆, 𝜙, 𝜑) ≠

∅ ise bu durumda 

(i) ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.65) probleminin bir çözümüne zayıf yakınsar.  

(ii) 𝑖 = 1,2,3,4 için 𝑃𝑖 ler demikompakt ise ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.65) probleminin 

bir çözümüne güçlü yakınsar (Karahan, İ. 2016).  

Teorem 4.2.4 de 𝐵 = 𝐼 ve 𝐻2 = 𝐻3 olarak alırsak, (4.21) parçalı konveks 

minimizasyon  problemi için aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

Sonuç 5.8: 𝐻1, 𝐻2, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝜙, 𝜑 ve 𝐴, 𝐴:𝐻1 → 𝐻2 olmak üzere (B1), (B4), 

(B5) ve (B6) şartlarını sağlasın. Keyfi bir (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐶 × 𝑄 başlangıç değeri için 𝐶 × 𝑄 

da ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisini her 𝑢 ∈ 𝐶, 𝑣 ∈ 𝑄 için 
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{
  
 

  
 𝜙(𝑢) − 𝜙(𝑢𝑛) +

1

𝑟𝑛
⟨𝑢 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛⟩ ≥ 0,            

𝜑(𝑣) − 𝜑(𝑣𝑛) +
1

𝑟𝑛
⟨𝑣 − 𝑣𝑛, 𝑣𝑛 − 𝑦𝑛⟩ ≥ 0,

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃1(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴
∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃2(𝑢𝑛 − 𝛿𝑛𝐴

∗(𝐴𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)),

𝑦𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑃3(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛(𝐴𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)) + 𝛼𝑛𝑃4(𝑣𝑛 + 𝛿𝑛(𝐴𝑢𝑛 − 𝑣𝑛))

 

olarak tanımlayalım.  Burada (𝛿𝑛) dizisi 𝜆𝐴, 𝐴∗𝐴 nın spektral yarıçapını göstermek üzere 

yeteri kadar küçük 𝜀 için 𝛿𝑛 ∈ (𝜀,
1

𝜆𝐴
− 𝜀) olacak şekilde pozitif reel dizi ve (𝛼𝑛) ve (𝑟𝑛), 

sırasıyla (C2) ve (𝐶3) şartlarını sağlar. Eğer ℱ:=∩𝑖=1
4 𝐹(𝑃𝑖) ∩ 𝑆𝐶𝑀𝑃(𝜙, 𝜑) ≠ ∅ ise bu 

durumda 

(i) ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.21) probleminin bir çözümüne zayıf yakınsar.  

(ii) 𝑖 = 1,2,3,4 için 𝑃𝑖 ler demikompakt ise ((𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) dizisi (4.21) probleminin 

bir çözümüne güçlü yakınsar (Karahan, İ. 2016).   
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