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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

B- METRIK UZAYLARDA GERAGHTY DARALTAN DONUSUMLERIN
SABIT NOKTALARI UZERINE

Oguzhan AYTEMIZ

Erzurum Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Ana Bilim Dali

Danigman: Dr. Ogr. Uyesi ibrahim KARAHAN

Son yillarda metrik uzaylar ¢esitli yonlerden genellestirilerek var olan ¢alismalar
yeni tanimlanan bu uzaylara taginmaktadir. Bu uzaylarin en 6nemlilerinden biri 1989
yilinda Bakhtin tarafindan tanimlanan b-metrik uzaylardir. Diger yandan sabit nokta
teorisinde biiylik oneme sahip olan Banach sabit nokta teoreminin genellestirmeleri
dikkat ceken calismalardir. Bu amagla Geraghty 1973 yilinda yeni bir doniisiim sinifi
tanimlamig ve tam metrik uzaylarda tanimli bu doniisiimiin sabit noktasinin varlik ve

tekligini ispatlamistir.

Bu tezde b- metrik uzaylarda Geraghty ve genellestirilmis Geraghty daraltan
dontisiimler olan a-Geraghty, (a,p)-Geraghty, a — @-Geraghty ve (B) tipli
genellestirilmis a-@- Geraghty daraltan doniisiimlerin sabit noktalari ile ilgili makaleler
derlenmistir. Tezde verilen teoremlerin integral denklemlere olan uygulamasi ele

alinmis ve bulunan sonuglar, sonug ve 6neriler boliimiinde incelenmistir.

2019, 62 sayfa

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta teoremleri, b-metrik uzay, Geraghty daraltan doniisiim



ABSTRACT

MS. Thesis

ON FIXED POINTS OF GERAGHTY CONTRACTION MAPPINGS IN B-
METRIC SPACES

Oguzhan AYTEMIZ

Erzurum Technical University
Gradute School of Natural and Applied Sciences
Department of Maths

Supervisor:  Assist. Prof. Dr. Ibrahim KARAHAN

In recent years metric spaces ara generalized in various aspects and existing
studies are carried to these newly defined spaces. One of the most important of these
spaces is the b-metric spaces defined by Bakhtin in 1989. On the other hand
generalizations of Banach fixed point theorem which is of great importance in fixed
point theory are remarkable studies. To this end Geraghty defined a new class of
mapping in 1973 and proved the existence and uniqueness of the fixed point of this
mapping defined in complete metric spaces.

In this thesis, articles about the fixed points of the Geraghty and «a-Geraghty,
(a, B)-Geraghty, a-@-Geraghty and (B) type a-@-Geraghty mappings which are
generalized Geraghty mappings in b-metric spaces are compiled. The applications of
theorems to integral equations is discussed in the thesis and the results are discussed in

the conclusion and recommendations section.

2019, 62 page

Keywords: Fixed point theorems, b-metric space, Geraghty contraction mappings
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler Aciklama

dp(x,y) x ve y noktalari arasinda ki b-metrik

F(T) T doniigiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

R¢ Pozitif reel sayilar kiimesi

X,d) d metrigi ile donatilmis metrik uzay

(X,dp) b metrigi ile donatilmig b-metrik uzay

L,(R) p. kuvveti toplanabilir olan reel dizilerin uzay1

F a(t,) » 1 iken t, —» 0 sartim saglayan tim a:[0,o) — [0,1)

fonksiyonlarinin ailesi
F a(ty,) —>§ iken t, » 0 sartim1 saglayan tim a:[0, ) — [OE)

fonksiyonlarinin ailesi



CIZELGELER DiZIiNi

Cizelge 5.1 Bazi 6zel x, y degerlerine karsilik doniisiimlerin aldig1 degerler tablosu

Vi
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1. GIRIS

Genellestirilmis metrik uzaylar son yillarda sabit nokta teorisi iginde sik¢a
caligilan konulardandir. Bu uzaylar arasinda 6ne ¢ikan ve digerlerinin birgogundan daha
eski olan 1989 yilinda Bakhtin tarafindan tanimlanan b-metrik uzaylardir. Bu uzay
bilinen metrik uzayin liggen esitsizligine s = 1 olmak iizere bir s ¢arpani eklenmesiyle
tanimlanmistir. Boylece her metrik uzaym s = 1 ¢arpani ile birlikte bir b-metrik uzay
oldugunu gérmek kolaydir. Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir. Yani b-metrik
uzay olup metrik uzay olmayan Ornekler mevcuttur. Bilinen metrik uzaylardaki
ozelliklerin bir kism1 b-metrik uzaylarda gecerli degildir. Ornegin metrik uzaylarda
yakinsak bir dizinin limiti tek iken b-metrik uzaylarda bu limit tek olmayabilir. Bu
uzaylarla ilgili onemli ¢alismalardan biri Czerwik tarafindan yapilmistir. Hatta bazi
kaynaklarda b-metrik uzay kavramini Czerwik (1993) in tanimladigi yazilmaktadir.
Ancak Czerwik bahsi gegen makalesinde sadece s = 2 alarak 6zel bir b-metrik uzayda
bazi daraltan doniistimlerin sabit noktalarinin varlik ve tekligi ile ilgili teoremler
ispatlamis ve Banach sabit nokta teoreminin bir genellesmesini elde etmistir. Bu uzayin
tanimlanmasindan ardindan bir¢ok yazar bu uzaylarda gesitli calimalar yapmis, metrik
uzaylarda var olan bir¢ok teoremi bu uzaylara aktarmislardir. Yakin zamanda Boriceanu
et al. (2010) fraktal operator teorisini b-metrik uzaylarda ¢ok degerli fraktallar igin
genellestirmisler, Bota et al. (2011) ise bu uzaylarda Ekeland varyasyonel esitsizliginin

bir versiyonu ile Caristi sabit nokta teoremini ispatlamislardir.

Diger taraftan sabit nokta teorisinde bliylik 6neme sahip ve bir¢cok uygulama
alan1 olan Banach sabit nokta teoreminin genellestirilme ¢alismalar1 bu alanda dikkat
ceken ¢aligma alanlarindandir. Geraghty (1973) bu amagla yeni bir daraltan doniisiim
siifi tanmmlamistir. a(t,) = 1 iken t, - 0 sartin1 saglayan tim a:[0, ) — [0,1)
fonksiyonlarin ailesi F olmak ilizere bir X metrik uzayda tanimli T doniisiimii her

x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < a(d(x,y))d(x,y)

sartin1 saglarsa T ye Geraghty daraltan doniisim adi verilir. Geraghty bu tip
doniistimlerin tam metrik uzaylarda tek bir sabit noktasinin var oldugunu ispatlamistir.

Bu caligmanin ardindan bircok yazar bu teoremi ¢esitli yonlerden genellestirmeye
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calismistir. Ornegin Gordji et al. (2012) y-Geraghty déniisiimleri, Babu et al. (2014) -
zayif daraltan Geraghty doniisiimleri, Ravi and Eldred (20016) genellestirilmis a — -
Geraghty doniisiimleri, Acar ve Altun (2017) p-Geraghty daraltan donsiitimleri,
Sastry et al. (2017) genellestirilmis Geraghty daraltan doniisiimleri, Farazadeh et al.
(2018) genellestirilmis a — 1 — 1-Geraghty doniisiimleri ve Algahtani et al. (2018) Es 7
tipli Geraghty daraltan doniisiimleri tanimlamislar ve bu doniisiimlerin cesitli tam

metrik uzaylarda sabit noktalarinin varlik ve tekligini ispatlamiglardir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. ik béliim olan giris béliimiiniin ardindan
ikinci boliim olan kaynak 6zetlerinde tezde incelenen konuyla ilgili yapilan ¢alismalar
ozet halinde verilmistir. Ugiincii boliimde tezde kullanilan temel tanim ve teoremler
ifade edilmistir. Dordiincii bolimde b- metrik uzaylarda Geraghty ve genellestirilmis
Geraghty daraltan dontisiimler olan a-Geraghty, (a, 8)-Geraghty, a — ¢-Geraghty ve
(B) tipli a — @-Geraghty daraltan doniisiimlerin sabit noktalari ile ilgili teoremler
ispatlar1 ile birlikte verilmistir. Son boliimde ise verilen teoremlerden elde edilen

sonugclar incelenmistir.
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Bu makalede Geraghty, Banach sabit nokta teoremini genellestirebilmek igin
yeni bir daraltan doniisiim sinifi tanimlamis ve bu doniistimlerin tam metrik uzaylarda

tek bir sabit noktaya sahip olduklarini ispatlamistir (Geraghty 1973).

2012 yilinda yeni bir a-1-daralma tipi doniisiim konsepti tanitilmistir ve bu
tiir dontisiimler i¢cin tam metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri olusturulmustur.
Banach daralma ilkesinden baslayarak, sunulan teoremler literatirde mevcut birgok
sonucu genellestirmis ve gelistirmistir. Ayrica, elde edilen sonuglarin kullanilabilirligini
gostermek icin bazi Ornekler ve adi diferansiyel denklemlere uygulamalar burada

verilmistir (Samet et al. 2012).

2013 yilinda bir metrik uzay ayarinda a-Geraghty daralma tipi doniisiim
kavrami tanitilmistir. Ayrica, bu tiir doniislimler i¢in bazi sabit nokta teoremleri
kanitlanmis ve sonuglar1 gostermek i¢in bir 6rnek verilmistir. Son olarak ana sonuglarin
uygulanmasini, adi diferansiyel denklemlerin arastirma alanlarindaki uygulamalari

tartisilmistir (Cho et al. 2013).

2014 yilinda b-metrik uzaylarin kurulumunda yeni rasyonel Geraghty daralma
doniistim smiflar1 tamtilmistir. Ayrica, siralanan b-metrik uzaylarda bu tiir doniistimler
icin bazi sabit noktalarin varli§i incelenmistir. Ayrica, burada sunulan sonuglari
gostermek icin bazi ornekler saglanmistir. Son olarak, ana sonucun bir uygulamasi

verilmistir (Shahkoohi and Razani 2014).

Bu makalede b-metrik uzaylarda admissible doniisiimler igin sabit nokta
teoremleri elde edilmis ve Ornekler verilmistir. Ayrica lineer olmayan ikinci dereceden
integral denkleminin uygulamasi ele alinmistir. Sonuglar, b-metrik uzaylarda Geraghty

daraltan doniisiimler i¢in verilen teoremleri genellestirmistir (Pant and Panicker 2016).

Bu makalede b-metrik uzaylarda genellestirilmis a-Geraghty daraltan doniisim
kavrami tanitilmis ve bu dOniisiimiin sabit noktasinin varhigimi ve tekligini

belirtmislerdir. Elde edilen sonuglar1 desteklemek amaciyla bazi 6rnekler verilmistir.

3
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Daha sonra elde edilen teorem lineer olmayan integral denklemin ¢dziimlerinin varligini

incelemek i¢in kullanilmigtir (Hieu and Chac 2017).

Bu makalede vyazarlar «a-i- Geraghty daraltan doniisiimlerin  bir
genellestirilmesini ele almis ve bu doniisiimlerin sabit noktasinin varlik ve tekligini
arastirmislardir.  Ozellikle bu konuda literatirde var olan bazi sonuclar
genellestirilmistir. Ana teoremlerinin bir uygulamasi olarak bir integral denklemin

¢Ozlimiiniin varligini incelemislerdir (Afshari et al.2018).

Bu makalede b-tam b-metrik uzaylarda tanimlanan Geraghty daraltan
doniisiimlerin sabit noktalariyla ilgili baz1 teoremler ispatlanmistir. Ustelik sonuglarin
uyumlulugunu gostermek igin iki niimerik 6rnek verilmistir. Lineer olmayan integral

denklemler i¢in bazi uygulamalar ifade edilmistir (Faraji et al. 2019).
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Bu baglik altinda ¢alismalarimizda sik¢a kullandigimiz bazi tanim ve teoremleri

verecegiz.

3.1. Temel Kavramlar

Tamim 3.1.1: X bos kiimeden farkli bir kiime olsun. d: X X X — R fonksiyonu

i) dlx,y) =0=x=y

i) d(x,y) =d(y,x)

i) d(x,y) < d(x,2)+d(z,y)

sartlarin1 saglarsa d ye X de bir metrik ve (X,d) ikilisine de metrik uzay denir
(Bayraktar 1994).

Tamim 3.1.2: (X, d) bir metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve x € X olsun. Her ¢ > 0
ve her n > ny igin

d(xp,x) <e
olacak sekilde bir ny, = ny(€) sayisit varsa (x,) dizisi x noktasina yakinsiyor denir ve

lim,_,, x, =xVveyax, = x (n = ©)

seklinde gosterilir (Bayraktar 1994).

Tamm 3.1.3: (X, d) bir metrik uzay ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun. Her € > 0 ve her
m,n > ng i¢in

d(xXp, xXym) < €
olacak sekilde n, = ny (&) dogal sayisi1 varsa (x,,) dizisine X de bir Cauchy dizisi denir.

X deki her (x,) Cauchy dizisi bu uzayda yakinsak ise (X, d) metrik uzayina tam metrik
uzay denir (Bayraktar 1994).

Tamm 3.1.4: (X,d) ve (Y, p) metrik uzaylar, f: X — Y bir doniisim ve x, € X olsun.
Eger her € > 0 ve her x € X i¢in d(x,x,) < & iken p(f(x),f(xo)) < € olacak sekilde
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bir & > 0 sayis1 varsa f donilisiimiine x, noktasinda stireklidir denir (Musayev ve Alp

2000).

Tamm 3.1.5: X metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x € X ve n € N igin
0(x;n) ={x,Tx,.., T"x}ve O(x; o) = {x,Tx, ..., T"x, ...}

olsun. Eger O(x; o) daki her Cauchy dizisi X de yakinsak ise O(x; o) kiimesi T nin

yoriingesi olarak adlandirilir ve X metrik uzay1 T-yo6riingesel tamdir denir (Pant and
Panicker 2016).

Simdi en 6nemli genellestirilmis metrik uzaylardan biri olan b-metrik uzayin
tanim1 verilecektir. Bu uzay ilk olarak 1989 yilinda Bakhtin (1989) tarafindan

verilmigtir.

Tanmm 3.1.6: X bos olmayan bir kiime ve s > 1 olsun. d: X X X — [0, ) fonksiyonu
her x,y,z € X igin

i) dxy)=0ex=y

(i)  dp(x,y) = dp(y, %)

(i)  dp(x,y) < sldy(x,z) + dy(z, )] (b-liggen esitsizligi)

sartlar1 saglarsa d ye X ilizerinde b-metrik ve (X,d) ikilisine de b-metrik uzay denir
(Bakhtin 1989).

Acikga goriilecegi tizere b-metrik uzayda s = 1 alinirsa alisilmis metrik uzay
elde edilir. Ancak genel olarak b-metrik uzaym, alisilmig metrik uzay olmasi

gerekmemektedir.

Asagida bazi b-metrik uzay 6rneklerine yer verilmistir.

Ornek 3.1.7: (X,d) metrik uzay, 8 > 1,6 > 0 ve u > 0 olsun. x, y € X olmak iizere
p(x,y) = 0d(x,y) + ud(x,y)? seklinde tammlansin. Bu durumda (X,p) , s = 2f1
parametresi ile b-metrik uzaydir ancak bir metrik uzay degildir (Kirk and Shadzad
2014).
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Ornek 3.1.8: X = {1,2,3} olmak iizere d;,: X X X — [0, ) déniisiimii
(i) dp(1,2) = d,(2,1) = 1,
(i)  dy(1,3) =4d,(3,1) =

)

1
9
(i) dy(23) = d,(32) =2
(lV) db(l,l) = db(Z,Z) = db(3,3) =0
seklinde tanimlansin. X in s = ; sabiti ile birlikte bir b-metrik uzay oldugunu gérmek

kolaydir (Faraji et al. 2019).

Ornek 3.1.9: X =1[0,1] ve dy:X XX — [0,00) doniisiimii her x,y € [0,1] igin
dp(x,y) = |x — y|? seklinde tanimlansin. (X,d,) s = 2 parametresi ile bir b-metrik
uzaydir (Faraji et al. 2019).

Ornek 3.1.10: X ={0,1,2} ve d,:X XX - [0,0) doniisiimii her x,y € X igin
dp(,x) =0 Ve dy(x,y) =dy(y,x) olmak iizere d,(0,1) =1, d(0,2) == ve
d,(1,2) = 2 seklinde verilsin. dp,(1,2) > d,(1,0) + d;,(0,2) oldugundan d;, bir metrik
degildir. Fakat s 23 ile d, nin b-metrik oldugunu gérmek kolaydir (Afshari et al.

2018).

Ornek 3.1.11: X, [0,1] araliginda follx(t)ldt<1 olacak sekilde Lebesgue

integrallenebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. dj: X X X — [0, 00) doniistimii
2

1
dy(x,y) = f (D) — y(®)ldt
0

seklinde tanimlansin. Buradan d,,, s = 2 ile X de b- metriktir (Afshari et al. 2018).

Ornek 3.1.12: X = {x,x5,x3} Ve n,k,i € {1,2,3} olmak iizere d,:X X X — [0, 0)
dontlistimi

dp(x,x2) =a>2, dp(xy,x3) =dp(x,%3) =1, dp(xp,x,) =0

sekilde verilsin.
dp (Xn, X)) = dp (X, X)), dp (X, X)) < %[db O x0) + dp (23, X))

7
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oldugundan (X, d;,) b- metrik uzaydir (Pant and Panicker 2016).

Ornek  3.1.13: R reel sayllar kimesi ve 0<p<1 igin
L,(R) = {{xn} CR: Yo q|x,|P < oo} olsun. Her x = {x,,} , ¥ = {3} € [,(R) igin

1
- p
dy(6y) = O [ = 3al?)
k=1

1
seklinde tamimlanmus dp:l,(R) x [,(R) - R doniisimii s = 2P > 1 olmak iizere

1,(R) iizerinde bir b-metriktir (Boriceanu et al. 2010).

Simdi b-metrik uzayda b-yakinsaklik, b-Cauchy dizisi ve b-tam uzay tanimlari

verilecektir.

Tamm 3.1.14: X bir b-metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. Bu durumda
(@) Eger lim,,_,.d;,(x,, z) = 0 olacak sekilde z € X mevcutsa, {x,} dizisi z ye b-
yakinsaktir denir.
(b) Eger limy, 1,0, d, (X, xy) = 0 ise {x,,} dizisine b-Cauchy dizisi denir.
(c) Eger X de ki her b-Cauchy dizisi b-yakinsak ise X uzayina b-tamdir denir (Pant
and Panicker 2016).

3.2. Sabit Nokta Kavrami ve Bazi Doniisiim Siniflari
Bu baglik altinda sabit nokta kavrami ve bazi 6zel doniisiim siniflarin1 verecegiz.

Tanmm 3.2.1: X bos kiimeden farkli bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniigiim olsun.
Eger Tx = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T nin sabit noktas1 denir. T
nin tiim sabit noktalarinin kiimesi F(T) ile gosterilir. Yani F(T) = {x € X: Tx = x} dir
(Agarwal et al. 2007).

Ornek 3.2.2:
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i) X =R olmak iizere T:X - X, Tx = x? + 2x fonksiyonunun sabit noktalarmnin
kiimesi F(T) = {0, —1} dir.

i) X=R olmak iizere T:X —» X, Tx =x3+3x%?—x—2 fonksiyonunun sabit
noktalarmin kiimesi F(T) = {1} dir.

X bos kiimeden farkli bir kiime olsun. T: X — X bir doniisiim olsun. Herhangi bir x € X
icin x in T altinda ki n. iterasyonunu T™x seklide gosterilir ve T™x = T(T" 1x)

seklinde tanimlanir.

Asagida cesitli admissible doniisiim siniflarinin tanimi ve bu tanimlar arasinda ki iligki

verilmistir.

Tamm 3.2.3: T:X - X Dbir donisim ve a:X X X — [0, ) fonksiyon olsun. Her
x,y€X i¢cin a(x,y)=1= a(Tx,Ty) =1 sartim saglayan T doniisiimiine a-

admissible doniisiim denir (Samet et al. 2012).

Tamm 3.2.4: X b-metrik uzay, T: X — X bir donilisim ve a,f:X X X — [0,00) birer
fonksiyon olsun. Her x,y € X i¢in a(x,y) =1 ve B(x,y) = 1 iken a(Tx,Ty) > 1 ve
B(Tx,Ty) = 1ise T doniisiimiine (a, f)-admissible doniisiim denir (Chandok 2015).

Tamim 3.2.5: Asagidaki sartlar saglayan T: X — X doniisiimiine iggensel a-admissible
doniisiim denir:

(T1) T a-admissible bir doniisiimdiir.

(T2) x,y,z€ X i¢in a(x,z) =21, a(z,y) 21 = a(x,y) =1 dir (Karapmar et al.
2013).

Tamim 3.2.6: T: X — X bir doniisiim ve a: X X X — [0, o) fonksiyon olsun. Her x € X
i¢in
(T3) a(x, Tx) > 1= a(Tx,T?x) > 1

sartin1 saglayan T donisiimiine a-yoriingesel admissible doniisiim denir (Popescu
2014).
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Tamm 3.2.7: T: X — X bir a-yo6riingesel admissible doniisiim olsun. Eger Her x,y € X
icin
(Td) a(x,y) =1vea(y, Ty) =2 1= a(x,Ty) =1

ise T doniisiimiine tiggensel a-yoriingesel admissible doniisiim denir (Popescu 2014).

Yukaridaki tanimlardan her a-admissible doniisiim, a- yoriingesel admissible doniistim
ve her liggensel a-admissible doniisiim, iiggensel a- yoriingesel admissible doniistim

oldugu goriiliir. Bunlarin tersi her zaman dogru degildir.

Tamim 3.2.8: (X,d;,) b-metrik uzay ve a: X X X — X bir fonksiyon olsun. Eger X de
X, = x € X ve her nigin a(x,, Xx,4+1) = 1 olacak sekilde ki her {x,,} dizisinin her k igin
a(Xn(ky, x) = 1 olacak sekilde bir {xn(k)} alt dizisi varsa X e a-regiiler denir (Popescu

2014).

Tamm 3.2.9: {x,,}, X b-metrik uzayinda bir dizi ve @, 8: X X X - [0,0) her n icin
a(xn, Xpe1) = 1 ve B(xp, xpe1) = 1 esitsizliklerini saglayan birer fonksiyon olsun. Her
k € N igin a(xp,, Xn,41) = 1 ve B(Xy,, Xn,+1) = 1 olacak sekilde {x,} nin {x,, } alt

dizisi mevcutsa X uzayina (a, B)-regiilerdir denir (Chandok 2015).

Tamim 3.2.10: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X igin
d(Tx,Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde bir k € [0,1) sabit sayisi varsa T ye daraltan doniisiim denir (Agarwal et
al. 2007).

Simdi Geraghty ve genellestirilmis Geraghty donilislimlerden bazilarimin tanimi

verilecektir.

Tamim 3.2.11: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. a(t,) — 1 iken
t, — 0 sartin1 saglayan tiim a: [0, ) — [0,1) fonksiyonlarinin ailesi F olmak tizere T

doniigiimii her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < a(d(x,y))d(x,y)
10
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sartin1 saglarsa T ye X metrik uzayinda Geraghty daraltan doniisiim denir (Geraghty
1973).

Tamm 3.2.12: (X, d,) bir b-metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. a(t,) -~
iken t, —» 0 sartin1 saglayan tim a: [0, ) — [0, %) fonksiyonlarmin ailesi F, olmak
tizere T doniisiimii her x, y € X icin

db (Tx' Ty) < a(db (x' y))db (x' y)

sartin1 saglarsa T ye b-metrik uzayda Geraghty daraltan doniisiim denir (Dukic et al.
2011).

Tammm 3.2.13: (X,d,) b-metrik uzay, T:X — X bir doniisiim, a: X X X — [0, ) ve

L = 0 bir say1 olsun.

db (X, Ty) + db (y' TX)}

M(X, y) = max {db(xl y); db(x: TX), db(y' Ty)r 25

N(x! )’) = mln{db (xF Tx)) db (y) Tx)}
seklinde tanimlansin. Her x,y € X icin § € F; ve ¢, ¢ € ¥ olmak lizere

(6, y)p(s3d(Tx, 7)) < f (9(M(,) ) p(M(x, ) + LN (YY) (B.D)

esitsizligini saglayan T doniislimiine genellestirilmis a-¢@- Geraghty daraltan doniisiim

denir (Afshari et al. 2018).

Tamm 3.2.14: (X, d},) b-metrik uzay, T: X — X bir doniisiim ve a: X X X — [0, o) bir
fonksiyon olsun. Her x,y € X , B € F, ve ¢ € ¥ i¢in

db (x' TY) + db (:VJ TX)}

M(x,y) = max {db (x,y),dy(x,Tx),dy(y, Ty), P

olmak tzere

(6 )p(s3dy (T2, 7)) < B (0 (M. 1)) 9(M(x,3))

esitsizligi saglanirsa T doniisiimiine (B) tipli genellestirilmis a-@-Geraghty daraltan
dontigiimii denir (Afshari et al. 2018).

11
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Tanmim 3.2.15: (X,d;,) b-metrik uzay, T: X — X bir doniisim ve a,f: X X X — [0, o)

sartin1 saglayan tiim 6: [0, 00) — [0,1) fonksiyonlarinin ailesi O; siirekli, kesin artan ve

Y (0) = 0 sartin1 saglayan tiim : [0, c0) — [0, o) fonksiyonlarin ailesi ise ¥ olsun.

dp(x,Ty) + dp(y, Tx)}
2S

N(x' )’) = max {db (x; J’), db (xr Tx)l db (y, TY),

ve Y € W olmak lizere her x,y € X icin

a(x, TX)B(y, Ty)P(s*d(Tx, Ty)) < 6p(N(x,»))p(N(x,y))

esitsizligini saglayacak sekilde 8 € @ varsa T doniisiimiine (a, )-Geraghty daraltan
doniisiim denir (Pant and Panicker 2016).

Tammm 3.2.16: (X,d,) b-metrik uzay, a:X x X - R fonksiyon ve T:X — X bir

doniisiim olsun.
dp(x, Ty) + dp(y, Tx)
2s ’

Co(x,y)= Max {db (x,¥),dp(x, Tx),d, (y, Ty),

db (szl X) + db (sz; TY)
2s

,dy(T?x,Tx),d,(T?x,Ty), d, (T?x, y)}

olmak iizere her x,y € X ve f§ € F; i¢in

sa(x,y)dp(Tx,Ty) < B(Cs(x,¥))Cs(x, ) (3.2)
esitsizligini saglayan T donisimiine genellestirilmis a-Geraghty daraltan doniisiim
denir (Hieu and Chac 2017).

3.3. Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Doniistimlerin bazilarinin sabit noktast bulunamadigi halde bazilarinin bir veya
birden fazla sabit noktas1 bulunabilmektedir. Bu bdliimde hangi doniisiim siniflarinin
sabit noktalarinin mevcut oldugunu ve bununla beraber sabit noktalarin hangi kosullar
altinda tek oldugunu ifade eden teorem ve Ornekleri verecegiz. Asagidaki teorem

analizde ki en basit sabit nokta teoremi olarak bilinmektedir.

12
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Teorem 3.3.1: [a, b], R de kapali bir aralik olmak iizere f: [a, b] = [a, b] ye stirekli bir
dontistim olsun. Bu durumda f(c) = ¢ olacak sekilde en az bir ¢ € [a,b] sayisi

mevcuttur (Agarwal et al. 2007).

Ispat: Her x € [a,b] icin Tx =x — f(x) seklinde bir T:[a,b] > R doniisiimii
tanimlayalim. Bu durumda T siirekli bir doniisiimdiir. Eger f(a) = a ise T(a) < 0 ve
f(b)<b ise T(b) =0 olur. Ara deger teoremi geregince T(c) = 0 olacagindan
f(c) = c olacak sekilde bir ¢ € [a, b] vardur.

Teorem 3.3.2 (Banach Sabit Nokta Teoremi): X bir tam metrik uzay ve T: X —» X
daraltan bir doniisiim olsun. Bu durumda T doniisiimiiniin X uzayinda bir tek sabit

noktas1 vardir (Banach 1922).

Ispat: (X,d) tam metrik uzay ve T:X — X daraltan bir doniisiim olsun. Yani her
x,y €X ve q € (0,1) olmak iizere d(T(x),T(y)) < qd(x,y) dir. Oncelikle sabit
noktanin varligi gosterilecektir. T(x) # x olmak iizere x € X olsun. Her bir k € N i¢in

d metrigine art arda liggen esitsizligi uygulanirsa

d(T*(x),x) < d(Tk(x),Tk-l(x)) + d(TF1(x), x)

< d(Tk(x),Tk-l(x)) + d(Tk-l(x),Tk-Z(x) + d(T"‘Z(x),x))

k

< z d(Ti(x), T (x)) (3.3)

=1

olur. T daraltan doniisiim oldugundan her i € {1,2, ..., k} i¢in
d(T'CO, T (@) < qd (T, T2(0) < - < ¢ d(TG),x)  (34)

olur. (3.3) ve (3.4) esitsizliklerinden ve 0 < 1 — g* < 1 oldugundan

_ A~k
11 0o, x) < LT:0)

k
AT+ (0,0 < ) q T 00,0 < = - g

elde edilir. Yani herhangi bir k > m i¢in

13
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q"d(T (x), x)

d(T*C), T () < qrATE 0, %) < ”

olur. € > 0 verilsin. Buradan k > m > M olacak sekilde bir M € N seg¢ilebilir. Bu

q™d(T (x),x)

durumda < g olur. Yani k > m > M olacak sekilde bir M € N vardir. Oyle

ki d(T*(x),T™(x)) < & dur. Boylece (T"(x))j; bir Cauchy dizisidir. (X,d) tam
metrik uzay oldugundan (T™(x))%_, dizisi x* € X noktasina yakisar. Ustelik
T(x)=T (lim T”(x)) = lim T"*1(x) = x*
n—oo n—-oo
olur. Bu durumda x*, X in bir sabit noktasidir. Simdi X in x* ve x™* gibi iki sabit
noktasi oldugunu kabul edelim. O zaman
dx*,x™) =d(T(x"), T(x™)) < qd(x*,x™)

elde edilir. g € (0,1) oldugundan d(x*, x**) = 0 olur. Boylece x* = x** bulunmus olur.
O halde T nin tek bir sabit noktas1 vardir.

Teorem 3.3.3: X tam metrik uzay olsun. T: X — X bir doniisiim olmak {izere X de her
x,y €X i¢in d(T(x), T(y)) <d(x,y) olsun. xo € X ve n>0 igin x, = T(x,_q1)
olsun. Bu durumda X de x,, = x. olup x.,, T nin tek sabit noktasidir. Ustelik Xp, *
Xk, sartim saglayan her {th} ve {xkn} alt dizileri i¢in d, = d(x,,y,) Ve A,=

d(T(x4),T(Yn))

olmak Uzere
dn

A,—»1=>d,-0

dir (Geraghty 1973).

Teorem 3.3.4: X tam metrik uzay, T:X - X bir doniisiim, x, € X ve n > 0 igin
X, = T(x,—1) olsun. Bu durumda x.,, X de T nin tek sabit noktasi olmak iizere

X, = X4 Olmasi i¢in gerek ve yeter sart her n, m igin

d(T (xn), T(xm)) < a(dCxn, Xm))d(Xn, Xm) (3.5)

olacak sekilde @ € F nin var olmasidir (Geraghty 1973).

14
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Ispat: Sadece F de bdyle bir @ nmin varliginin Teorem 3.3.3 iin dizisel sartma denk
oldugunu géstermemiz gerekir. Once bdyle bir a oldugunu varsayalim. Xp, V€ X,
Xp, # Xk, olmak iizere iki alt dizi olsun. A,— 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
(3.5) esitsizliginden  a(d(xp,,xx,)) > 1 bulunur. Ancak a €S oldugundan
d(xp,, xx,,) — 0 elde edilir. $imdi ise dizisel sartin saglandigim varsayalim. a: R* — R
fonksiyonu

d(T (xp), T (xm))
d(n, Xm)

a(t) = sup{ 1d (X, X)) = t}

seklinde tanimlansin. T daraltan oldugundan, oranlarin tiimii 1 den kiigiiktiir ve bu

nedenle a, her t > 0 igin tanimli olup a <1 dir. Simdi t, € R* igin a(t,) -1
oldugunu kabul edelim. Ayrica genelligi kaybetmeden 1 —% < a(ty) < 1 oldugu kabul

edilebilir. t,, = 0 oldugunu gostermeliyiz. Ancak a(t,) en kiigiik iist sinirdir. Yani her

n > 0 i¢in
d(Xny Xiy) = b

ve

_ l < d(T(xhn)’ T(xkn))

<
n d(xn,, %) «(tn)

olacak sekilde {x,} de x, ve xj_cifti vardir. Bu nedenle A,— 1 dir. Dolayisiyla
Teorem 3.3.3 iin dizisel sartindan d(xp, , xx,,) — 0 bulunur. Bu nedenle ¢, — 0 dir. Bu

ise ispat1 tamamlar.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde b-metrik uzaylarda genellestirilmis Geraghty daraltan doniisiimlerin sabit

noktalarinin varlik ve tekligi ile ilgili bazi ¢alismalar derlenmistir.

4.1. Genellestirilmis Geraghty Daraltan Doniisiimler

Bu baslik altinda Faraji (2019) tarafindan b-metrik uzaylarda genellestirilmis Geraghty
daraltan doniisiimlerin sabit noktalarinin varligi ve tekligi ile ilgili ispatlanan teoremler

verilecektir.

Teorem 4.1.1: (X,dp), s = 1 parametresi ile b-tam b-metrik uzay olsun ve T: X — X

dontistimi

1
M, ) = max{dy (x,9), dy (6, 720, dy (3, T9), 5= (dy (6. T) + dy (3, 7))}

olmak tizere her x, y € X icin

dp(Tx, Ty) < B(M(x,y))M(x,y) (4.1)

sartin1 saglasin. Bu durumda T nin tek sabit noktas1 vardir (Faraji et al. 2019).

Ispat: x, € X keyfi bir sabit olsun. {x,} dizisi her n € N i¢in
Xp = Txp_1 =T"xg

seklinde tanimlansin. x,,; = x, ise bu durumda x,, , T nin sabit noktasidir ve ispat
sona erer. Simdi her n € N i¢in dj, (xp41,%,) > 0 oldugunu kabul edelim. Her n € N
igin (4.1) den

db (xn+1’ xn) = db (Txn—lf Txn) < .B(M( Xn—1, xn))M(xn—ll xn) (4.2)

elde edilir. Burada

M1, %0) = max{dy, (Xn—1, Xn), dp (Xn_1, TXp_1),

db (xn—l' Txn) + db (xn' Txn—l)}

db (xn, Txn), 25
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= max{dp (X1, Xn), dp (x_1, X)),

db (xn—lr xn+1) + db (xnr xn)}
2s

db (xnr xn+1);

< max{db (xn—l' xn): db (xn: xn+1),

S(db (xn—lr xn) + db (xn' xn+1)}

2s
= max{db (xn—l' xn)' dp (xn: xn+1)}
bulunur. Eger dy, (-1, X5,) < dp (X, Xpa1) 158 M(xp—1,%5) = dp(xp, Xnyq1) OlUr. (4.2)

denn € N i¢in

dp(Xn, Xp41) < ,B(M( Xn-1, xn))M(xn—lr Xn)
1

< ; dp (Xn, Xn41)
elde edilir. Bu ¢eliskidir. Bu nedenle
M( Xn—1» xn) = d (xn' xn—l)

olur. Burada (4.2) den n € N igin

db (xn: xn+1) < ﬁ(M( Xn—1» xn))db (xn—lr xn)

< db (xn—l' xn)

(4.3)

elde edilir. Boylece {dp(x,_1,%,)} dizisi negatif olmayan reel sayilar igin azalan
dizidir. Bu yiizden n — oo iken dj,(x,_1,%,) = r olacak sekilde r = 0 vardir. r =0

oldugu iddia ediliyor. Aksine r > 0 oldugu kabul edilirse (4.3) den

r < limsup ﬁ(M( Xn—1, xn))r

n—->oo

elde edilir.

v | =

1
<1 <limsup B(M(xp_1,%,)) < .

n-co
ve B € F; oldugundan lim,,_, M( x,,_1,X,) = 0 olur. Boylece lim,,_,o, d(xy,_1,Xx,,) =
0 dir ki bu ¢eliskidir. Buradan r = 0 dir. Simdi {x,,} in b-Cauchy dizisi oldugunu
gosterelim. Aksine {x,} dizisinin b-Cauchy dizisi olmadigimi kabul edelim. {x,} inen
kiigik n(k) > m(k) > k olacak sekilde {x,)} Ve {xnu} alt dizileri i¢in & > 0 vardir

oyle ki
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dp (Xm) Xnk)) = € (4.4)

ve
db (xm(k)r xn(k)—l) <e& (4-5)

bulunur. (4.5) ten ve b-iiggen esitsizligi kullanilarak

£ < dp(Xmy Xna) < S (db (Xm) Xm@o+1) + b (xm(k)+1rxn(k)))

elde edilir. Buradan

8 -
S = hg{nsup dp (xm(k)+1, xn(k)) (4.6)
elde edilir. Bu nedenle

ligcnsup M (X (k) Xn(k)—1)

= limsup max{db (xm(k), xn(k)_l), db (xm(k), Txm(k)),

k—oo

d ,T — +d _ ’T
diy (%nao)-1, TXn(i)-1)» b (Xmaaey Txn(o—1) + dp(Xngo -1 xm(k))}

2s

= limsup max{db (xm(k), xn(k)—l): db (xm(k), xm(k)+1),

k—oo

d : +d .
d (*nti)-1 Xn))» b (i Xnt) + o (Xngy -1 xm(k)+1)}

2S

< limsup max{dy (Xmx), Xncy=1)> b (Cmaie) Xmay+1)> Ao (Xntoy—1, Xncio))

k—o0

sdp (Xm@) Xn@-1) + Sdb(Xngey Xnge)-1)
2s ’

sdp (Xn@o)-1, Xm@y) + sdp (X, xm(k)+1)}
28

<é¢

bulunur. (4.6) ve (4.1) den
&
s < limsup d, (xm(k)+1, xn(k))
< limsup f8 (M (Xmao» xn(k)—l)) M (Xm () Xn()-1)

k—oo

< elimsup B (M(xm(k)' xn(k)—l))
k—oo

18
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elde edilir. Bu durumda %slimsup,Hoo,B(M(xm(k),xn(k)_l))s% olur. BETF

oldugundan, M(xm(k),xn(k)_l) — 0 olur ki sonug olarak d,, (xm(k),xn(k)_l) - 0 dir.

(4) ten ve b- tiggen esitsizligi kullanilarak,

£<dy (xm(k);xn(k)) <s (db (xm(k)rxn(k)—l) + d, (xn(k)—lrxn(k)))

elde edilir. Bu yiizden limy_, dj (xm(k),xn(k)) = 0 olur. Bu (4.4) ile ¢elisir. Buradan
{x,} b-Cauchy dizisidir. X in tamligindan x,, = u olacak sekilde u € X vardir. u nun T

nin sabit noktas1 oldugunu gosterelim. b-liggen esitsizligi ve (4.1) den
dy(u,Tu) < s(db (u, Tx,) + dp(Tx,, Tu))
< sd,(u,Tx,) + sB (M(xn, u))M(xn, u).
elde edilir. Bu son esitsizlikte n — oo igin limit alinirsa,

dy(u,Tu) = s limsup dj, (u, X,,4+1)

n—-oo
+limsup B(M(x,, w)) limsup M (x,, u) (4.7)
n—-oo n—oo

bulunur. Diger taraftan

limsup M (x,,u) = limsup max {d, (x,, w),d,(x,, Tx,),

n—-oo n—-oo
1
d(u,Tu), >3 (dp(xp, Tu) + dp(u, Txn))}

< limsup max{d, (x,, u), dp (Xn, Xn+1), dp (W, Tw),

n—00
%(sdb (xp,w) + sdp(u, Tu) + dp(u, xn+1))}
< d,(u, Tuw).
olur. (4.7) den
dp(u, Tu) < slimsup B(M (x,, w)) dp(u, Tw).

elde edilir. Sonu¢ olarak, % < limsup,e0 B(M(xy,w)) < % bulunur. B € F,

oldugundan lim,,_,o, M (x,,u) = 0 sonucunu buluruz. Buradan Tu = u dur. u € X in

tek sabit nokta oldugunu goérmek i¢in Tv = v olacak sekilde X de v # u oldugunu
kabul edelim. (4.1) den

d,(u,v) =d,(Tu,Tv) < ,B(M(u, v))M(u, v)

olur.
19



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

M(ul U) = max{db (ul U)I db (ul Tu)l db (UI Tv)l

1
> (dp(u, Tv) + dp (v, Tu))}

< d,(u,v)

oldugundan d(u,v) < %db (u,v) elde edilir ki bu bir geligkidir. Dolayisiyla u = v

elde edilir. Yani T nin bir tek sabit noktas1 vardir.
Asagidaki teorem iki donligiimiin ortak sabit noktalarinin varlig: ve tekligi ile ilgilidir.

Teorem 4.1.2: (X,dp), s = 1 parametresi ile b-tam b-metrik uzay olsun. T,5:X — X

doniistimleri

M(x, )’) = max{db (x' }’); db (x, TX), db (y' Sy)}

ve € F; olmak iizere her x,y € X i¢in

sdy(Tx,Sy) < B(M(x,y))M(x,y) (4.8)

esitsizligini saglayan dontlisiimler olsun. Eger T veya S siirekli ise T ve S nin bir tek

ortak sabit noktas1 vardir (Faraji et al. 2019).

Ispat. x, € X keyfi bir sabit olsun. X deki {x,} dizisi her n = 0,1, ... i¢in xp,41 =

TXxyp V€ Xopty = SXopn4q seklinde tanimlansin. (4.8) den

sdp(X2n+1, Xon+2) = SAp(Tx2p, SXopn41) (4.9)
< B(M (X200, X2n41))M (X200, X211 41)
olur. Buradann = 0,1,2, ... i¢in
M (Xopn, Xon41) = max{dp(Xan, Xan+1), dp (X2n, TX2n), dp (Xan+1, SXon+1)}

= max{dp(X2n, X2n+1), dp (Xon+1, X2n42)}

olur. M(x5p,, Xon4+1) = dp(Xon41, X2n42) i€ buradan

1
Sdp(Xan+1, Xon+2) < BM(Xzn, Xon41))dp (Xan41, Xon42) < ; dp(Xan+1, X2n+2)

olur ki bu ¢eliskidir. Bu nedenle M (x5, Xon4+1) = dp(X2n, X2n41) €lde edilir.(4.9) dan
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dp(Xons1, Xon42) < BM(Xon, X2n41))dp (Xo2n, X2n41)
(4.10)
< ; db (XZn; x2n+1)

elde edilir. Bu durumda, dj(X3p41, X2n42) < dp(Xan, X2ne1) Olur. Benzer sekilde
dp(X2n+3) X2n+2) < dp(Xani2, X2n41) olur. Béylece dy(xp, xpy1) < dp(xn_q, xy,) €lde
edilir,. n - o iken dj(x, x,+1) = v olacak sekilde r > 0 vardir. Bu nedenle
{dp(xp, xn41)} dizisi artmayan dizidir. Aksine r > 0 oldugunu farzedelim. (4.10) da

n — oo i¢in limit alinirsa

r < limsup B (M (xzn, X2n4+1))7

n—-oo

elde edilir. Bu durumda

vl

1
< 1 < limsup B(M (%25, X2n41)) < S

n—oo

olur. § € F; oldugundan
7111-{?0 M(x2p, Xzn41) = 0
bulunur. Dolayisiyla
r= rlll_f)lgo dp (X2n, Xon41) = 0

olur ki bu geliskidir. Simdi {x,,} in b-Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Aksine {x,,}
in b- Cauchy dizisi olmadigim kabul edelim. {x,,} in € > 0 sayisina karsilik oyle

n(k) > m(k) > k olacak sekilde {me(k)} ve {xZn(k)} alt dizileri vardir Ki

411
dp (X2n @) Xamk)) = € (4.11)
ve
4.12
dp (Xan(k)) Xam@)-2) < € (4.12)
olur. (4.8), (4.11) ve b-ii¢gen esitsizliginden
e < dp(X2na) X2m@))
< sd, (x2n(k)’x2n(k)+1) + sdy, (x2n(k)+1’x2m(k))
= sd (x2n(k)»x2n(k)+1) + sdy, (Tx2n(k)'5x2m(k)—1) (4.13)
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< sd, (xzn(k),xzn(k)ﬂ)
+ BM(X2n00) Xam(0-1))M (X2nte) X2m)-1)
elde edilir. Buradan
M(Xan00 Xam@-1) = max{dy(Xana) Xam-1)»
dp (X2n00 TX2n00) ) A Czm)—1,» SX2m@)-1) }

olur. k — oo iken limit alinirsa

lifknsup M (X2na0) X2m@)-1) = 1i§(nsup dy (Xan ) X2mo)-1)

elde edilir. b-tiggen esitsizliginden

dp (X2n0e0) X2m@or-1) < S(dp(X2nae) Xam@or-2) + Ao (Xam@y-2,» Xam)-1))

bulunur. Tekrar esitsizlikte k — oo iken limit alinirsa

limsup dp, (X2n (), X2m()-1) < S€ (4.14)

k—oo

elde edilir. (4.13) ve (4.14) ten

e < limsup(BM (X2nae) Xamo-1))M (X2nte) X2m()-1)

k—oo

= limsup B (M (X2 (), X2m(i0)-1)) imsup d (M (X003, X2m(k)—1))

k—o0 k-

< selimsup(B(M (X2n ) X2m(i)-1))

k—oo

elde edilir. Bu nedenle

1 . L
A < hg{nsup ﬁ(M(xZn(k)' x2m(k)—1)) = s
olur. B € F; oldugundan

dim M (*2na0 X2m@e-1) =0

bulunur. Sonug olarak

’li_r)glodb (x2n(k)f me(k)—l) =0 (4.15)

elde edilir. (4.11) den ve b-liggen esitsizligi kullanilarak

& < dp(X2n00), Xam) < S(@b(X2n@) X2mo-1) + db(Xamo -1, X2m)))

bulunur. Esitsizlikte k — oo iken limit alinir ve (4.15) kullanilirsa ,
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1i?sup dp(X2n00) X2m@) = 0
elde edilir. (4.11) den bu celiskidir. {x,,} ve boylece {x,} in b-Cauchy dizisi oldugu
aciktir. lim,,_,, x, = x* olacak sekilde x* € X vardir. T nin siirekliliginden
Tx* = lim Txy, = limx,,,; = x*
n—->oo n—->oo
elde edilir. (4.8) den
sdp(x*,Sx*) = sdp(Tx*,Sx*) < B(M(x*,x*))M(x*, x*)
bulunur. Burada

M(X*' x*) = max{db (-X*J X*)l db (-X*' TX*)' db ('X*' Sx*)}
=d,(x*,Sx)

dir. § € F; oldugundan
1
sdp(x*,Sx™) < B(M(x™, x*))dp(x*,Sx*) < ;db(x*,Sx*)

elde edilir. Buradan Sx* = x* dir. S nin siirekliliginden benzer diisiince ile T ve S nin
ortak sabit noktast oldugu gosterilebilir. Simdi, ortak sabit noktanin tekligini

ispatlayalim. y =Ty = Sy, T ve S nin farkli ortak sabit noktasi olsun. (4.8) den
sdp(x",y) = sdp(Tx",Sy) < B(M(x", y))M(x", y)
elde edilir. Burada
M(x*,y) = max{d,(x", y),d,(x", Tx"),d,(y,Sy)} = dp(x",¥)

dir. O halde x* = y ve T ve S nin ortak sabit noktas tektir.

4.2. Genellestirilmis a-@- Geraghty Daraltan Déniisiimler

Bu baglikta Afshari et al. (2018) tarafindan b-metrik uzaylarda tanimli genellestirilmis
a-@p- Geraghty daraltan ve (B) tipli genellestirilmis a-¢- Geraghty daraltan
doniisiimlerin sabit noktalar1 ile ilgili teoremlere yer verilecektir. Oncelikle bu

teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan asagidaki lemma ve notu verecegiz.

Lemma 4.2.1: T:X - X Tgcgensel «a- yoriingesel admissible doniisiim olsun.

a(xy, Txy) = 1 olacak sekilde x, € X oldugunu kabul edelim. Her n € N igin {x,}
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dizisini x,,; = Tx, scklinde tanimlayalim. Bu durumda her m,n € N, n < m igin

a(xy, Xm) = 1 dir (Popescu 2014).

Not 4.2.2. F; e ait olan fonksiyonlar % den daha kiiciik oldugundan (3.1) esitsizliginden

her x,y € X,x # y i¢in

B (oM y)) <>

elde edilir (Afshari et al. 2018).

Teorem 4.2.3: (X, d,) tam b-metrik uzay ve T: X — X doniisimii

(i) T tggensel a-yoriingesel admissible doniisiimdiir.

(i) a(xq, Txy) = 1 olacak sekilde x, € X vardir.

(iii) T siireklidir.

sartlarini saglayan genellestirilmis a-¢- Geraghty daraltan doniisiim olsun. Bu durumda

T nin bir sabit noktas1 vardir (Afshari et al. 2018).

Ispat. x, € X icin a(x,, Tx,) = 1 olsun. {x,} dizisini x,,,; = Tx, , n € N, seklinde
olugturahm. Eger Tx,, = x,, olacak sekilde n, varsa, x,, T nin sabit noktasidir ki bu

ispat1 tamamlar. Boylece genelligi kaybetmeden her n € N i¢in

X # Xp1 (4.16)

oldugunu kabul edebiliriz. T doniisiimii iggensel a- yoriingesel admissible oldugundan,
Lemma 4.3 den her n € N i¢in
(4.17)

a(xXp, Xn+1) = 1
elde ederiz. (3.1) esitsizliginde x = x,,_; ve y = x,, alinirsa, (4.17) esitsizligi ve ¢ nin
artan fonksiyon oldugu kullanilarak her n € N i¢in

(p(db (xnr xn+1)‘ = q)(db (Txn—lf Txn)
S a(xn—lfxn)q)(sgd(’rxn—l'Txn))
< B (@(Mtno1,%0))) (M (o1, %)) + LE(N (tn_1, %)) (4.18)

elde edilir. Burada
M(xn—lx xn) = max{db (xn—lr xn)' db (xn—l' Txn—l),
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dp (xpn, Txy),

db (xn—l' Txn) + db (xnf Txn—l)}
2s

= max{db (xn—lﬂ x‘n)l db (xn—li xn)l db (xn' xn+1)r

db (xn—lr xn+1) + db (xn: xn)
2s

db (xn—ll xn+1)}

= max {db (xn—llxn)' db (xnl xn+1)' 25

olur ve

N(xn—lr xn) = min{db (xn—lr Txn—l)' dp (xn; Txn—l)}

= min{dp (x,—1, %), dp (X, x,)} =0 (4.19)

bulunur. Buradan

dp(Xp—1,Xn+1) < sldp (Xp—1,%n) + dp (X, Xp41)]
2s F 2s
< max{db (xn—l' xn): dp (xn: xn+1)}

olur ve

M (xp_1, xn) < max{dy(xn_1,Xn), dp (Xn, Xns1)}
elde edilir. (4.19) ve (4.18) hesaba katilirsa (4.17) den

Qo(db(xn' Xns1 = ¢(53db(xnr Xn+1))
< a(xp-1, xn)§0(53db(xn' Xn+1))
< B (@(M (-1, %)) ) @ (max{dy Gen—r, %), di (s Xn11)D) (4.20)

elde edilir. Baz1 n € N i¢in max{d, (x,,_1, X,,), dp (X, Xp+1)} = dp (x,, X5,41) elde
edilir. Burada (4.20) ve Not 4.2.2 den

@(dp(tny xn11)) < B((M (xn-1, %)) p(dp (X, Xn11))
1
< ;(p(db (xnfxn+1)) < <p(db (xnfxn+1))

elde edilir ki bu ¢eliskidir. Bu nedenle (4.20) den her n € N i¢in

(p(db (xnf xn+1)) < .B (¢(M(xn—1' xn))) ¢(db (xn—l' xn))

1
< ; (p(db (xn—l' xn))
< @(dp(xn-1,%n)) (4.21)

elde edilir. Dolayisiyla {¢@(d},(x,, x,+1))} negatif olmayan azalan bir dizidir. ¢ artan
oldugundan {d, (x,, x,+,)} artmayan dizidir. Sonug olarak lim,,_,., dj, (X, Xp41) =8

olacak sekilde § = 0 vardir. § = 0 oldugu iddia ediliyor. Kabul edelim ki aksine
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lim dp,(x,, X41) =6 >0
n—-oo
olsun. s > 1 oldugundan (4.21) esitsizliginden
1
5 PO Xni1)) < o, (1) (4.22)

< B (¢ (MCtn-1,2)) ) @ (dy (X1, %))
oldugu hesaplanmustir. (4.16) ve (4.22) esitsizliginden

1 QD(db(Xn, xn+1)) 1
Sy < Flo(MCasx)) <5

elde edilir. Burada lim_of (¢(M(ta-1,%,))) == olur. f€F, oldugundan
lim (M (x,_1, x,)) = 0 elde edilir ve
n—oo

1im 9 (dy Con 011)) = 0

sonucu ¢ikarilir. Bu nedenle, ¢ nin siirekliligi ve dj,(x,, X,4+1) = 6 oldugu hesaba
katilarak @(8) = 0 elde edilir. ¢~1(({0}) = {0} oldugundan & = 0 elde edilir ki bu
celiskidir. Bu nedenle

lim d), (xy, %p41) = 0 (4.23)
bulunur. Simdi
lim dp(x,,x,) =0
mn-cw
oldugu gosterilecektir. Aksine bir e > 0 igin n; > m; > i olmak tizere {x,,} dizisinin
dp(Xm,)Xn,) = € (4.24)

esitsizligini saglayan {xmi} ve {xni} alt dizilerinin oldugunu kabul edelim. Buna ek
olarak her m; i¢in n; > m; > i olmak iizere ve n;, (4.24) ii saglayacak sekilde en kii¢iik

tam say1 se¢ilebilir. Buradan
dp (X Xn;_,) < € (4.25)
olur. (4.24) ve tiggen esitsizliginden
£ < dp(xn,Xm,) < sdb(xni,xniﬂ) + sdp (Xn,, ,» Xm,)
< sdb(xnl.,xnm) + szdb(xnm,xmm) + s2dp (Xm,, ,» Xm,) (4.26)

elde edilir. i = oo igin limit alinir ve (4.23) g6z Oniine alinirsa (4.26) esitsizliginden
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g .
52 = limsup dy, (X, Xy, ) (4.27)

{—>0C0

bulunur. Lemma 4.2.1 den, a(x;,,, x,,) = 1 oldugunu hatirlayalim. Sonug olarak, (3.1)

den

Q@ (db(xnm,xmm)) = (db (Txnl., Txmi))
< o(s3dy(Txn, Txm,))
< a(xmi' xni)(p(s3db (Txni: Txmi))
<p (go (M(xni,xmi))) 1) (M(xni,xmi)) + Lo (db (xmi,Txni)) (4.28)

bulunur. Burada

M(xp, Xpm,) = max{dy (%, Xm,), dp (%, Txn,),

dp (xnl., Txml.) + dp (X, Txni)}
2s

dp(Xmy T, ),

= max{dy (Xn; Xm,), dp (Xn; Xn,, ),

dp (xni’ xmi+1) +dp (xmi’ s )}
2s

dp (xmi’ Xmiyq )'

ve
N(xni’ xmi) = min{db (xni’ Txni)' dp (xmi' Txni)}
= min{db (xni’ Xnig )' dp (xmi' ity )}

olur. Buradan

dp (X, Xm, d L X, 1
b(xnl xml+1)2—|; b(xml xnl+1) < z{s[db(xni'xmi) + db(xmi;xmiﬂ)]

+s[db (xmi,xni) +d, (xni,xnm]} (4.29)
ve
dp (xni,xml.) < s[db (xni,xnl._l) +d, (xni_l,xmi)] < sd, (xnl.,xnl._l) + s¢ (4.30)
elde edilir. (4.24), (4.29) ve (4.30) goz Oniine alinirsa
limsup M (xp,,, Xp,) < s¢ (4.31)

i[>0

ve
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lim N(xp, xp,) =0 (4.32)
L—>00

olur. i — oo igin st limit alinir ve (4.27),(4.31) ve (4.32) ifadeleri ile birlikte (T4) sart1
kullanilarsa (4.28) esitsizliginden

%(p(&‘f) < @(s¢) = lirirlso})lp(p(Sgdb(anl,mel))

< limsup a(xmi’ an.)(,D(S3db (xni+1’ xmi+1))

i—o0

= limsup @ (Xm,, %5, )@ (s3dp (T, X, )
L—>00

< liﬂs;lp [,8 ((p (M(xni,xmi))) © (M(xni,xmi)) + Lop(N (db (xni,xmi)))]
< p(se)limsup B (g (M (xn, Xm,)))
1
S§¢@@
elde edilir. Burada lim;_,., sup 8 ((p (M(xni'xmi))) = %dir. B € F, oldugundan,
lirirlsogp ® (M(xni, xmi)) =0

olur. Bu nedenle
0 (4 ) =
sonucu bulunur.¢ nin siirekliligi ve ¢ ~1({0}) = {0} oldugundan,

lim d(xni,xmi) =0

i—oo
elde edilir ki bu (4.24) ile gelisir. {x,,} dizisi (X, d},) uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu
sonucuna varilir. (X,d,) tam b-metrik uzay oldugundan, lim,_. x, =x* olacak

sekilde x* € X vardir. T doniistimiiniin siirekli ve Tx* = x* oldugu aciktir.

Teorem 4.2.4: (X,d,) tam b-metrik uzay ve T:X — X asagidaki Ozellikleri saglayan
genellestirilmis a-¢- Geraghty daralma doniisiimii olsun:

Q) T tiggensel a- yoriingesel admissible doniisiimdiir.

(i) a(xg, Txg) = 1 olacak sekilde x, € X vardir.

(i) X a-regiilerdir.

Bu durumda T bir sabit noktaya sahiptir (Afshari et al. 2018).
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Ispat. Teorem 4.2.3 iin ispatindan hareketle, lim,_o X, =x* dir. X a-regiiler ve

a(xy, Xpe1) = 1 oldugundan her k igin

a(xp,,x") =1 (4.33)

olacak sekilde {xnk} alt dizisi vardir. Uggen esitsizliginden

dy(x*,Tx*) < sd, (x*,xnk+1) + sd,, (xnk+1, Tx")

= sd, (x*,xnk+1) + sdy (Txp,, Tx")
elde edilir. k = oo igin limit alinirsa
dp(x*, Tx") < limy_,o inf sd, (Txp,, TX") (4.34)
bulunur. ¢ € ¥, (4.33) ve (4.34) kullanilarak,
@(s?dp(x*, Tx*)) < limy_e @(s3dp(Txp,, TX"))
< Ili_)rga(xnkﬂ,x*)(p(sg'db (Txy,, Tx"))

< Jim [ (¢ (MCenex)) ) 9 (M Cenox)) + LoW 2] (439)

elde edilir. Buradan

M(xp,, x*) = max{dy(xp,, x*), dp (2, Txn, ),

dp (xnk, Tx*) +d,(x7, Txnk)}

dp(x*, Tx"), o5

= max{db (xnk' X*), db (xnk' xnk+1)'

dp (xnk, Tx*) + dp(x", xnk+1)}

dp(x*,Tx"), o5

ve
N(xp,, x*) = min{dy(xn,, Txn, ), dp(x", Txpn,)}
= min{db (xnk' xnk+1)’ db (x*’ xnk+1)}
bulunur. Hatirlanirsa

d, (xnk, Tx*) + d, (X", Xnyyy) - sdyp (xnk,x*) + sdp(x", Tx™) + dp (X", X, , )
2s - 2s

seklindedir. (4.21) den
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db(xnk,Tx*) + dp(x*, xp,, ) - dp(x*, Tx™)
- 2

I
lgljololp 2s

elde edilir. k = oo igin limit alinirsa,
Ilim M(xnk,x*) =dp(x*, Tx")
ve

lim N (xp,, x*) = 0

k—oo

sonucuna varilir. Her k € N i¢in 8 ((p (M (xnk, x*))) < % oldugundan ve (4.35) den

1
@ (s*dy (x", Tx") < —p(dp (¥, Tx") < @(dp (x", Tx"))

elde edilir. ¢ € W oldugundan, d;, (x*, Tx*) = 0 dir. Burada Tx* = x* ve x* T nin sabit

noktasidir.

Genellestirilmis a-¢- daralma doniistimiiniin sabit noktasinin tekligi icin, asagidaki

hipotezi géz Oniine alalim.
(H) Her x,y € F(T) iginya a(x,y) = 1 veya a(y,x) = 1 dir.

Teorem 4.2.5: Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.4 iin ifadelerine (H) hipotezi eklenirse,
T nin sabit noktasinin tekligi elde edilir (Afshari et al. 2018).

Ispat. T nin x* ve y* gibi iki sabit noktasinin oldugunu kabul edelim. M(x*, y*) =
d(x*,y*) ve N(x*,y*) = 0 oldugu agiktir. Buradan

e(d(x",y")) < @(s*d(Tx",Ty"))
< a(x’,y)e(s*d(Tx", Ty"))
<B(eM@x"yM)) oM y") + Le(Nx",y")
1
<—p(k",y)

< (p(d(x*,y*))
olur ki bu ise bir geliskidir. O halde kabul yanlis olup T nin sabit noktasi tektir.
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Teorem 4.2.3, 4.2.4 ve 4.2.5 in ispatlarindan asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.2.6: (X, d;,) tam b-metrik uzay ve T: X — X donsiimii

Q) T tiggensel a-yoriingesel admissible doniistimdiir.

(i) a(xg, Txy) = 1 olacak sekilde x, € X vardir.

(i) T stirekli veya X a-regiilerdir.

sartlarini saglayan (B) tipli genellestirilmis a-¢- Geraghty daraltan doniistim olsun. Bu
durumda T nin bir sabit noktas1 vardir (Afshari et al. 2018).

Teorem 4.2.7: Teorem 4.2.6 in ifadesine (H) hipotezi eklenirse T nin sabit noktasinin

tekligi elde edilir.

4.3. Genellestirilmis a-Geraghty Daraltan Doniisiimler

Simdi Hieu and Chac (2017) tarafindan genellestirilmis a-Geraghty daraltan
dontisiimlerin sabit noktalari ile ilgili ispatlanan teoremler verilecektir. Bu teoremlerden
once ana teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan Aghajani et al. (2014) ve Popescu

(2014) tarafindan ispatlanan asagidaki lemmalar1 verelim.

Lemma 4.3.1: (X,dp) b-metrik uzay ve lim,_,x, = x, lim,_,y, =y olsun. Bu

durumda
1. Sizdb (x,y) < liminf,_,, dp (X, V) < limsup,_. dp (Xn, V) < s2d,, (x, y)dir.
Ozellikle x = y ise lim,,_,,, dj (x,,, V) = O dur.
2. Her z€X igin %db (x,z) < liminf,,_,, dy(x,, z) < limsup,_,dp(x,, 2) <

sd, (x, z) dir (Aghajani et al. 2014).

Lemma 4.3.2: T:X - X bir iggensel a-yoriingesel admissible doniisiim olsun.
a(x,,Txy) = 1 olacak sekilde x; € X oldugunu kabul edelim ve {x,,} dizisi her n > 1

igin x4, = Tx, seklinde tanimlansin. Bu durumda her m > n > 1 igin a(x,, x,) = 1

dir (Popescu 2014).

Simdi ana teoremleri verebiliriz.
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Teorem 4.3.3: (X, d,) tam b-metrik uzay, a: X X X - Rve T: X — X doniistimleri

1.
2.
3.
4.

T genellestirilmis a-Geraghty daraltan doniistimdiir.
T tiggensel a- yoriingesel admissible doniistimdiir.
a(xq,Txq) = 1 olacak sekilde x; € X vardir.

T sureklidir.

sartlarin1 saglasin. Bu durumda T nin z € X sabit noktas: vardir ve {T"x,}, z ye
yakinsar (Hieu and Chac 2017).

Ispat. x; € X, a(x;,Tx;) = 1 esitsizligini saglayan nokta olmak iizere {x,} dizisi her

n = 1 i¢in x,,1 = Tx, seklinde tanimlansin. Lemma 4.3.2 kullanilarak her n > 1 i¢in

a(x,, xpe1) =1 elde edilir.

oldugundan

sdp(Xpt1, Xne2) = Sdp(Txy, Txpyq)

< sa(xn, Xn41)dp (Txn, Txny1)

< B(Cs(xn, Xn41)) Cs (Xny X1)

elde edilir. Ayrica

max{db (xnf xn+1): db (xn+1' xn+2)}
< Cs (xn: xn+1)

= max{db (xn; Xn+1), db (xn' Txn)'

db (Xn+1, Txn+1): 2

db (szn' xn) + db (sznf Txn+1)
2s
db (sznf Txn+1): db (sznr xn+1}

= max{db (xn' xn+1)' db (xn' xn+1)' db (xn+1' xn+2)'

db (xnf xn+2) + db (xn+1' xn+1)
2s ’

db (xn+2» xn) + db (xn+2' xn+2)
2s ’

db (xn+2: xn+1): db (xn+2' xn+2): db (xn+2' xn+1)}

db (xn' xn+2)

= max {db (Xn Xng1), dp (Xng1, Xns2),

< max{dy, (Xn, Xn+1), dp (Xns1, Xnt2),
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,dy, (T?x,,, Tx,,),

T genellestirilmis a-Geraghty daraltan doniisiim

(4.36)
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db (xn: xn+1) + db (xn+1' xn+2)}
2

= max{db (xn' xn+1)’ db (xn+1' xn+2)}

bulunur. Bu ise
Cs (xn: xn+1) = max{db (xn: xn+1)' dp (xn+1: xn+2)} (4.37)

olmasini gerektirir. (4.36) ve (4.37) den

sdp(Xpi1, Xn+2) < {B(max{d,(xy, Xn+1), dp X1, Xnt2)}) (4.38)

max{dy, (xn, Xn11), dp (Xn41, Xn42)}

elde edilir. max{d;, (x;,, X +1), dp (Xp+1, Xn+2)} = dp (Xp41, Xn42) olacak sekilde n > 1

varsa, (4.38) den
sdp(Xny1, Xnt2) < B(dp(Xn1, Xni2))dp (nt1) Xny2)
< ;db (Xn+1, Xn+2)
olur. Buradan

s —1

db (xn+1'xn+2) <0

dirr Bu ise s>1 olmast ile ¢elisir Bu nedenle, her n>1 igin

max{dy, (X,, Xn41), dp (Xnt1, Xns2)} = dp (X, Xn41) bulunur. (4.38) den
sdp(Xnt1, Xn2) < B(dp(n, Xn11))dp (On, Xnt1)
< =y Ot )
< sdp (X, Xn+1) (4.39)

elde edilir. Buradan {d}, (x,, x,+1)} nin negatif olmayan reel sayilarin azalan olmayan
bir dizisi oldugu ¢ikar. Bu nedenle, lim,,_ d,(x,, X,4+1) = 1 olacak sekilde r > 0

vardir. r = 0 oldugunu gosterelim. Aksine r > 0 oldugunu kabul edelim. (4.39) dan

;db (xn+1; xn+2) < ﬁ(db (xn'xn+1))db (xnﬂxn+1)

1 4.40
< ;db(xn' xn+1) ( )

elde edilir. (4.40) da n = oo i¢in limit alinirsa,
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o7 S rlim By %)) S 27
bulunur. Bu ise lim,,_, ﬁ(db (xn,xn+1)) = i olmasimi gerektirir. 8 € F; oldugundan,
1113}10 dp(Xn, Xn41) =0
olur ki bu durum r = 0 olmasi ile gelisir. Bu nedenle,
lim dy, (xn, Xn41) = 0 (4.41)

bulunur. Simdi {x,} nin bir Cauchy dizisi oldugunu ispatlayacagiz. Aksine {x,} nin bir
Cauchy dizisi olmadigini kabul edelim. Buradan bir € > 0 i¢in m(k), m(k) > n(k) >

k > 1 sartin1 saglayan en kiigiik indis olmak iizere {x,} nin

442
Ay (Xne) Xm@)) = € (4.42)
olacak sekilde {x,, } ve {x,, } alt dizileri vardir. Buradan
4.43
dp (Xn(i) Xm@)-1) < € (443)
dur. Bu durumda (4.42) ve (4.43) den
€ < dp(Xnwy Xma)
< sd, (xn(k)'xm(k)—l) + sd,, (xm(k):xm(k)—l)
<e&s+ Sdb (Xm(k),xm(k)_l) (444)
elde edilir. (4.44) de k — oo i¢in limit alinir ve (4.41) kullanilirsa
& < liminf dy, (o), Xm@o) < liinSUP dp (X, Xmo)) < €5 (4.45)

olur. (4.42) den tekrar

€ < dp(Xmay ¥niy)
< sdp (Xm@) Xm-1) + S4p (Xmo-1, Xn@i))
< sdp (Xm@ey Xmao-1) + %Ay (mo-1 Xny)-1) + 52dp (Xny-1, Xny)  (4.46)

elde edilir. (4.46) da k — oo igin limit alinir ve (4.41) kullanilirsa
e . - -
— < liminfd, (xn(k)_l, xm(k)_l) < llrl;nsup dp (xn(k)_l, xm(k)_l) (4.47)

5‘2 k—oo

bulunur. (4.43) den, ayrica
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dp (Xno-1 Xmio-1) < SAp(Xngo-1 %no) + SAb (X Xma)-1)

< sd, (xn(k)_l,xn(k)) + se (4.48)
elde edilir. (4.48) de k — oo igin limit alinir ve (4.41) kullanilirsa,
liminfd, (%n@o)-1, Xm@-1) < lig{nsup dp (Xn()-1, Xm@y-1) < €S (4.49)

olur. (4.47) ile (4.49) birlestirilirse,

g Il - 0
< liminfd, (Xn)-1 Xm@)-1) < h;{nsup dy(Xnto-1, Xm@o-1) < € (4.50)

bulunur. (4.42) den ayrica

& < dp(Xmy Xno) < Sdp (Xmgey Xma-1) + S (Xmo) -1, X)) (4.51)

elde edilir. (4.51) de k — oo igin limit alinir ve (4.41) kullanilarak,
g - . -
< < liminfd, (Xm@e)-1, Xn@ey) < llr]:lsup dp (-1, Xn) < € (4.52)
bulunur. Ayrica
e<dp (xm(k),xn(k)) < sd, (xm(k),xn(k)_l) + sd,, (xn(k)_l,xn(k)) (4.53)
ve
b (Xn(0-1 Xm@w)) < 5db(Xngo)-1 Xm@-1) + 58 (Xm)-1 Xm@)  (4.54)
olur. (4.53) ve (4.54) de k — oo igin limit alinir ve (4.41) ile (4.50) kullanilirsa
E . . . 2
< < liminfd, (%n()-1, Xm@)) < hgxsup dp (Xnio)-1 Xm@)) < €5 (4.55)
elde edilmis olur. Buradan
& < dp(Xngiy Xm@y) < 5dp(Xng) ¥no+1) + 58 (Fno+1 ¥mk)) (4.56)
ve
dp (Xngioy+1, Xm@) < Sdp(Xn@+1: X)) + S (Xn(iys Xm (i) (4.57)

dir. (4.56) ve (4.57) de k — oo i¢in limit alinir ve (4.41) ile ( 4.45) kullanilirsa
g . . . 2
-< 11rr_1)10£1fdb (xn(k)+1,xm(k)) < hg{nsup dp (xn(k)+1,xm(k)) <es (4.58)

S k

bulunur. Ayrica
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db(xm(k)—pxn(k)) < sd, (xm(k)—l;xn(k)+1) + sdy (xn(k)+1rxn(k)) (4.59)
ve
dp (Xnioy+1 Xmao—-1) < 5dp(Xngo+1, Xna)) + Sdb (Xnwo Xmo-1) (4.60)

dir. (4.59),(4.60) da k — oo i¢in limit alinir ve (4.41), (4.43), (4.52) kullanilirsa

g . . .
o) < IEI_EEIO infd, (xn(k)+1,xm(k)_1) < 111_{{.10 sup dy (xn(k)+1,xm(k)_1) <es (4.61)

elde edilir m(k)—1>n(k)—1 oldugundan ve Lemma 4.3.2 den

a(Xnk)-1, Xm@k)-1) = 1 elde edilir. Bu durumda (3.1) den

sdp(Xnaey Xmao) = SAp(TXni0-1 TXm)-1)
< sa(Xn)-1, Xm0 -1) A (TXn 01 TXm)-1)

< B(Cs(Xn-1, Xm-1)) Cs(Xnaiy—1, Xm@)-1) (4.62)

dir. Burada

Cs(Xngoy-1 Xma—-1) = max{dy(Xnio-1, Xm@-1)> &b (Xncy-1, TXng)-1),

dp (Xmay-1, TXmi)-1),

dp (X1 TXmar-1) + Ao (Xmio-1, TXn@)-1)
2s ’

dp (T?Xn0)-1, Xnio-1) + Ao (T 220001 TXme)-1)
2s

dp(T*%n00-1, TXng)-1)» db (T2 %0001, TXm0-1),

dp (T2 (1) -1) Xmicy-1 }
= max{dy (Xn()-1, Xm-1)» &b (Xngy-1, Xn(i) ),

dp (xm(k)—b xm(k))'

dp (Xn(0-1 Xma0) + b (Xm0 -1 Xn(o))
2s ’

dp (xn(k)+1’ xn(k)—l) + dp (xn(k)+1’ xm(k))
2s ’

(%ntey+1: Xnte))» b (cno 41, X ),

dp (Xn(iy+1, Xm(0)-1} (4.63)

dir. (4.63) de k - oo igin limit alinir ve (4.41), (4.50), (4.52), (4.55), (4.58) ve (4.61)

kullanilirsa
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g € £
£ e 5t50+5
= max ,0,0,

2 2
S S

& &

2s ' 2s ' 7s’s2

< lil};li()glsz(xn(k)—ll Xm()-1)

< limsup C; (xn(k)—l' xm(k)—l)

k—oo

es? +es? 0+ es? X
< max,¢&s, 0,0, , ,0,e5°,¢€s
2s 2s

= gs? (4.64)
elde edilir. (4.62) de k — oo igin limit alinir ve (4.64) kullanilirsa

se < limsup B(Cs(xp, Xp41)) limsup Cs(xp, X 41)

n—oo n—-oo

< es?limsup B(Cs (X, Xn41))

n—->oo

olur. Bu limsup,,_,.o B(Cs(xy, Xp41)) = % olmasini gerektirir. § € F; oldugundan,

1
limsup B (Cs (xn' xn+1)) = ;

n—-oo

elde edilir. Buradan

1
limsup B(Cs(xp, Xn41)) = = (4.65)

n—oo S
sonucuna varilir. Benzer sekilde

1

1igi£fﬁ(cs (Xp) Xnt1)) = . (4.66)

oldugunu gormek kolaydir. (4.65) ile (4.66) birlestirilirse limy,_,e B(Cs(Xn, Xn41)) = %
oldugu goriiliir. (4.64) tin aksine B € F; oldugundan lim,,_ Cs(x,, x,41) = 0 elde
edilir. Boylece (X, d) uzayinda {x,} bir Cauchy dizisidir. (X, d) tam uzay oldugundan
lim,_,, x, = z olacak sekilde z € X vardir. T siirekli oldugundan z = lim,_,, x, =
lim,, e Xpyq = limy, o Tx, = T(lim,_ x,) = Tz elde edilir. Buradan z, T nin sabit
noktasidir. limy,_ e Xpe1 =2 V& Xp4q = Tx, = T"x; oldugundan lim,,_., T"x; =z

elde edilir.

Asagidaki teoremde, Teorem 4.3.3 de ki T doniisiimiin siirekliligi baska bir sartla
degistirilmisgtir.
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Teorem 4.3.4: (X, d}) tam b-metrik uzay, a: X X X - Rve T: X — X doniistimleri i¢in

asagidaki sartlar saglansin:

1.

T genellestirilmis a-Geraghty daraltan doniistimdiir.

. T tiggensel a- yoriingesel admissible doniisiimdiir.

2
3.
4

a(xq,Txq) = 1 olacak sekilde x; € X vardr.
{x,} her n > 1 i¢in a(x,, X,41) =1 ve lim,,_, x, = x € X sartlari1 saglayan X
de bir dizi ise bu durumda her k > 1 igin a(x, ), x) = 1 olacak sekilde {x,} nin

bir {xn(k)} alt dizisi vardir.

Bu durumda T nin z € X sabit noktas1 vardir ve {T"x;}, Z ye yakinsar (Hieu and Chac
2017).

Ispat. Teorem 4.3.3 in ispatindaki satirlar takip edilerek n > 1 icin x,4; = Tx,

tarafindan olusturulan {x,} dizisinin z € X yakinsadigi sonucuna varilir. (4) sartindan

a(Xp(ky, z) = 1 olacak sekilde {x,} nin {xn(k)} alt dizisi vardir. T genellestirilmis a-

Geraghty daraltan doniisiim oldugundan

sdp(Xno+1,T2) = sdp(Txn), T2)
< sa(xn(k), z)db (Txnw), Tz)

< .B(Cs (xn(k)' Z))Cs (xn(k)r Z) (4-67)

elde edilir. Burada

Cs(xn(k),z) = max{db (xn(k),z), dp (xn(k),Txn(k)), dy,(z,Tz),

db (Xn(k), TZ) + db (Z, Txn(k))
2s ’

dp (T*Xn (i), Xn(iy) + dp (T Xnr), T2)
28 '

db (szn(k)' Txn(k)), db (szn(k)' TZ), db (szn(k)r Z)}
= max{dy (X101, 2), dp (Xn (i), Xn(+1), dp (2, T2),

db (xn(k), TZ) + db (Z, xn(k)+1)
2s

dp (Xnaoy+2 Xnaoy) + db (Xney+2, T2)
2s ’

dp(Xn@o+2: ¥n(o+1) Ao (*noy 42 T2), do Ciny+2,2)} (4.68)
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dir. Aksine, Tz # z oldugunu kabul edelim. Bu durumda d,(Tz,z) > 0 dir. (4.68) de
k — oo i¢in limit alinir ve (4.69) kullanilirsa Lemma 4.3.2 den

1
S_zdb (z,Tz) < linrr_l)ioglf Cs(Xn(x), z) < limsup Cs(Xp k), 2) < sdp(2,TZ2) (4.69)

n—-oo

elde edilir. (4.67) de k — oo igin limit alinir ve (3.35) kullanilirsa Lemma 4.3.1 den,

1
dy(z,Tz) = s(; dy(2,Tz) < sdy(z,Tz) limsup B(Cs(xnay 2))

n—-oo

olur. B imsupy,-.c, B(Cs(xnqe), 2)) = < olmasim gerektirir. § € 7 oldugundan

. 1
limsup [)’(Cs(xn(k),z)) < 3

n—->oo

dir. Buradan

1
limsup B(Cs(xXn@) 2)) = 5 (4.70)
n—oo

sonucuna varilir. Benzer sekilde

1
liminf B(Cs(xXna02)) = < (4.71)

oldugunu gérmek kolaydir. (4.70) ile (4.71) birlestirilirse lim,,_,o, 8 (Cs(xn(k),z)) = %

elde edilir. § € F; oldugundan lim,,_,, Cs(xn(k),z) = 0 olur ve (4.69) dan d,(z,Tz) =
0 elde edilir. Bu ise Tz = z olmasin1 gerektirir. Bu durumda z, T nin sabit noktasi olur.
limy, e Xpny1 =2z V& X1 = Tx, = T"x; oldugundan lim,,_, T"x; = z sonucu elde

edilir.

Asagidaki teorem b-metrik uzaylarda genellestirilmis «a-Geraghty daraltan

doniigtimiiniin sabit noktasinin tekligi i¢in yeterli bir kosul verir.

Teorem 4.3.5: (X, dp) tam b-metrik uzay, a: X X X - Rve T: X — X doniistimleri i¢in

asagidaki sartlar saglansin:

1. Teorem 4.3.3 veya Teorem 4.3.4 de ki biitiin hipotezler saglansin.

2. xvey, T nin iki farkli sabit noktasi ise a(x,v) = 1, a(y,v) =21 ve a(v,Tv) > 1
olacak sekilde v € X vardir.

Bu durumda T tek bir sabit noktaya sahiptir (Hieu and Chac 2017).
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Ispat. Teorem 4.3.3 ve Teorem 4.3.4 den T sabit noktaya sahiptir. x ve y, x # y olmak
tizere T nin iki sabit noktas1 olsun. Teoremdeki 2. sartdan dolayr a(x,v) = 1, a(y,v) =
1 ve a(v,Tv) =1 olacak sekilde v € X vardir. a(x,v)=>1 ve a(v,Tv)=>1
oldugundan a(x, Tv) = 1 elde edilir. a(v, Tv) = 1 oldugundan ayrica a(Tv,T?v) > 1
elde edilir. Bu a(x, T?v) > 1 olmasim gerektirir. islemlere devam edilerek her n > 1
icin a(x,T"v) = 1 bulunur. Benzer sekilde her n > 1 i¢in a(y,T"v) = 1 oldugunu
gormek kolaydir. a(x,T"™v)>1 ve T genellestirilmis a-Geraghty daralma tipi

doniisiim oldugundan

sdy(x, T" " v) = sd,(Tx, T" 1v)
< sa(x,T"v)d,(x, T"v)

< B(Cs(x, T™))Cs(x, T™v) (4.72)
elde edilir. Burada

Cs(x, T™) = max{d,(x,T™),d,(x,Tx),d,(T"v, T"*1v),
dy(x, T" " 1v) + d, (T™, Tx) d,(T?x,x) + dp(T?x, T 1v)
2s ’ 2s
dy(T?x,Tx),d,(T?x, T 1v), d, (T?x, T"v}
= max{d, (x, T"v), d, (T"v, T"*1v),
d,(x, T" 1) + d, (T™v, x)
2s

,dp(x, T”“v)} (4.73)

dur. Teorem 4.3.3 veya Teorem 4.3.4 de x; yerine v yazilirsa lim,_, T"v =z ve
Tz = z olacak sekilde bir z € X vardir. Aksine x # z oldugu kabul edilsin. (4.73) de

n — oo i¢in limit alinirsa

1
;db (x,z) < liminf Cs(xp, Xp41) < limsup Cs(xp, Xp41) = sdp(x, 2) (4.74)
n—->00

n—-oo

elde edilir. (4.72) de n = oo i¢in limit alinir ve (4.74) kullanilirsa

dy(x,z) = %sdb (x,z) < limsup B(Cs(xn, Xn11))sdy (%, 2) (4.75)

n—-oo

olur. Bu ise limsup,,_,c ﬁ(CS(xn, xn+1)) > éolmasml gerektirir. § € F; oldugundan

_ 1
limsup B(Cs (o Xns1)) < <

n—-oo

dur. Buradan
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limsupB(Cs(xn, xn+1)) = l (4.76)

n—oo S

sonucuna varilir. Benzer sekilde

1
linrr_l)ioglfB(Cs (%, xn+1)) =3 (4.77)

oldugunu gérmek kolaydir. (4.76) ve (4.77) birlestirilirse limy,_ g B(Cs(Xp, Xns1)) = =

N

olur. B € F, oldugundan lim,,_,, Cs(x,, X,+1) = 0 olur bu ise (4.74) ile gelisir. Bu
x =z olmasm gerektirir ve buradan lim,_, T"v =x olur. Benzer sekilde
lim,,, o, T™v = y oldugunu gérmek kolaydir. Buradan x = y sonucuna varilir ve T nin

tek bir sabit noktas1 vardir.

4.4. (a, B)-Geraghty Daraltan Doniisiimler

Bu baglik altinda Pant and Panicker (2016) tarafindan tam b-metrik uzaylarda (a, 8)-
Geraghty daraltan doniisimlerin sabit noktalarinin varligi ve tekligi ile ilgili ispatlanan

teoremler verilecektir.

Teorem 4.4.1: (X,dp) tam b-metrik uzay, T:X - X ve a,B:X X X — [0,) birer
doniisiim olsun. Asagidaki kosullarin gecerli oldugunu kabul edelim.

1. T (a,f)-admissible doniistimdiir.

2. T (a,p)-Geraghty daraltan doniistimdiir.

3. al(xg, Txy) = 1ve B(xy, Txg) = 1 olacak sekilde x, € X vardir.

4. T siirekli yada X («, f)-regiilerdir.

Bu durumda T tek bir sabit noktaya sahiptir (Pant and Panicker 2016).

Ispat. a(xy, Txg) =1 ve B(xo,Txy) = 1olacak sekilde x, € X var oldugunu kabul
edelim. {x,,} dizisi n € N i¢in x, = T"x, = Tx,_, seklinde tanimlansin. Baz1 n, € N
igin Xp, = Xp, 41 iS¢ X,, nin T nin sabit noktast oldugu agiktir ve bu durumda ispat

biter. Kabul edelim ki her n € N i¢in x,, # x,41 olsun. T («, #)-admissible oldugundan

a(xo, Txg) = alxp, %) =21 = a(Txo, Tx1) = alxg,x3) =1

= a(Txy, Txy) = a(xy,x3) =1
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olur. Bu sekilde devam ederek her n = 0 igin a(x,, X,4+1) = 1 oldugu elde edilir.
Benzer sekilde her n > 0 i¢in B(x,, X,41) = 1 dir. (a, B)-Geraghty daraltan doniisiim

tanimindan

W(dy(ne1, Xns2)) = ¥(dp(Txn, Txns1))
< Y(s3dp(Txp, Txpy1))
< @, Tx) B (X1, TXns)W(53dp (T, Txn41))
< O(W(N Ctny Xn1 1)) (N Gty Xn41))

olur. Burada

N(xp, Xp41) = max{dy, (x,, Xp11), dp (X, Txy),

dp (Xn+1, TXps1), pOn TXn 1) b(Xn+1 n)}

28

= max{db (xnl xn+1)' db (xn' xn+1)'

db (xnr xn+2) + db (xn+lr xn+1)}
2s

dp (Xni1, Xns2),
— max{db (xn: xn+1)' db (xn+1' xn+2)}

dir. Simdi N (x,,, Xp41) = dp (Xp41, Xn42) iS€ bu durumda

Y(dy Cnrr ¥ns2)) < 0 (W(N Gy X01)) ) (N Gy 1))
=0 (1.0 (N(xn' xn+1))) ll’(db (Xn+1, xn+2))

< lp(db (xn+1' xn+2))

olur ki bu ise bir ¢eliskidir. Bu nedenle N (x,,, X,+1) = dp (X, Xp41) dir. Simdi

Y(dy Cnrr ¥ns2)) < 0 (W(N Gy X01)) ) (N Gy 1))

=0 (l/)(N(xn' xn+1))) l/J(db (xn, xn+1))
< l/)(db (xn: xn+1)) (4-78)

elde edilir. ¥ kesin artan doniisim oldugundan, {d,(x,, x,+1)} dizisi azalan ve alttan

sinirlidir. Béylece lim,,_, o dp (X, Xn41) = 7 olacak sekilde r > 0 vardir. (4.78) den
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P(dy (i1, Xns2))
o) ° (B (N Gtn xn2))) < 1 (4.79)

elde edilir. (4.79) da n — oo alinrsa 1 < limy e 6 (Y(NCtn Xs1))) < 1 bulunur,
Burada, lim,,_, 6 (lp(N(xn, xn+1))) =1 ve 6 € 0 iken lim, e Y(N(xp, Xp41)) = 0
olur ve

r = lim dy (%, Xn41) =0 (4.80)

elde edilir. {x,} nin X de Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki {x,}

Cauchy dizisi olmasin. Bu durumda n;,, > m; > k olmak iizere
dp (X, Xm,) = € (4.81)

olacak sekilde {x,} nin {xmk} ve {xnk} alt dizileri ve € > 0 sayis1 vardir. Burada n;

(4.81) i saglayan en kiiglik sayidir. (4.81) den
dp(Xny—1,%m, ) < € (4.82)
elde edilir. (4.81), (4.82) ve liggen esitsizligi kullanilarak
€ < dy(xn Xm,)

< S[db (xnk' xnk—l) + db (xnk—l' xmk)]

< sldp(xny Xny-1) + €] (4.83)
elde edilir. (4.83) de k — oo i¢in iist limit alinir ve (4.80) kullanilirsa

€ < limsupd,, (xnk,xmk) < S€ (4.84)

k—oo

bulunur. Ucgen esitsizliginden

dp (Xng Xmy) < S[dp(Xngs Xng+1) + A Cnyr1, Xmy )| (4.85)
ve

dp (Xnp+1 Xmy,) < s|dy (xnk+1'xnk) + dp (xn,, xmk)] (4.86)
elde edilir. (4.85) de k — oo iken {ist limit alinir ve (4.80) uygulanirsa (4.84) esitsizligi

€ < s(limsup dp(xp; +1, Xm; )

k—oo

haline gelir ve (4.86) da k — oo iken {ist limit alinarak
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: — o2
limsup d, (xnk+1,xmk) < s5.5€ = Ss“€

k—oo

bulunur. Boylece

€
— < limsup dp, (Xp 41, Xm, ) < s%€
S k—oo

dir. Benzer sekilde,

€
S < limsup dp (X, Xmyr1) < %€

k—o0
oldugu elde edilir. Uggen esitsizliginden
db (xnk+1' xmk) < S[db (xnk+1l xmk+1) + db (xmk+1' xmk)]
olur. (4.89) da k — oo iken iist limit alinarak, (4.80) ve (4.87) den
E -
oS ln;lsup dp (Xt 1) Xmpr1)
bulunur. Yani
6 .
5 < limsupd, (Xngs1s Ximy41)

dir. Tekrar yukaridaki siireci takip ederek

- 3
limsup d,, (xnk+1,xmk+1) < s°¢e

k—oo

elde edilir. (4.90) ve (4.91) den

€
: 3
v < limsupd, (xnk+1,xmk+1) < s’¢
k—co

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

bulunur.X (a, B)-regiiler oldugundan, (a, 8)-Geraghty daraltan doniisiim tanimindan

" (S3db (xnk+1:xmk+1)) =y (53db (Tlek’ Txmk))

< a(xn, Totn, ) B Xy T, )W (s3db (Txn,, Txmk))

=< H(IIJ (N(xnk' xmk)))l/) (N(xnk' xmk))

elde edilir. Burada

N(xnk, xmk) = max{db (xnk, xmk), dp (xnk, Txnk), dp (xmk, Txmk),
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dp (xnk, Txmk) + dp (X, Txnk)}
2s

= max{db (xnk’ xmk)’ dp (xnk’ xnk+1)' dp (xmk’ xmk+1)'

db (xnk' xmk+1) + db (xmk' xnk+1)}
2s

dir. Yukaridaki denklemde k — oo igin st limit alinirsa ve (4.80), (4.84), (4.87) ve
(4.88) kullanilirsa

€ €
S+S

_ s?e + s%e
€ = max{ €, < limsup N(xp,, Xm, ) <max{se,———— = se

k—oo 28

elde edilir. Benzer sekilde

€ €

_ s+s
€ = max{ €,
2S

A y s?e + s?%e
< lim N(xp,, Xm, ) <max s6,——5 [ = 5€

oldugu gosterilebilir. (4.90) dan

voa =v(s(5))
< yP(s? limsup d, (Xng+1 Xmp41))
< (g Fnyr1)B Gl X 1) (5% HMSUD iy (1, Xy 1)
< 0 (limsup N (xn,, %, ))) (limsup N (o, )

k—oo

< 9(1/)(56))1/)(56)
< P(se)

olur ki bu geligkidir. Bu nedenle {x,} Cauchy dizisidir. X tam oldugundan x,, - x*

olacak sekilde x* € X vardir. Oncelikle, T nin siirekli oldugunu kabul edelim. Buradan
x*=limx,,; = limTx, =T lim x, =Tx"
n—->oo n—>oo n—oo
elde edilir. Simdi X in (a, B)-regiiler oldugunu kabul edelim. Buradan her k € N i¢in
A(Xny 41, X, ) = 1 Ve B(Xp, 41, %p,) = 1Ve a(x", Tx*) =1 ve f(x*,Tx*) = 1 olacak

sekilde {x,} nin {xnk} alt dizisi vardir. Simdi (a, f)-Geraghty daraltan doniisiim

tamiminda x = x,, vey = x” alinirsa
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" (db (Xmr Tx*)) =1 (db (Txpn,. Tx*))
<y <s3db (Txxnknk,Tx*)>
< (2, T )BT Y (53dy (T, Tx7) )
< OQP(N (g X DYV (X 7)) (4.92)
elde edilir. Burada

N(xn,, x*) = max{dy(xn,, x*), dp(xn,, Txn, ), dp(x*, Tx"),

dp (xnk, Tx*) +dp(x7, Txnk)}
2s

= max{dy (xp,, x*), dp (Xn, Xy +1), dp (x*, TX"),

db (xnkl Tx*) + db (x*’ xnk+1)}
2s

< max{db(xnk,x*),s[db(xnk,x*) + db(xnk+1,x*)],

S[db (lekl X*) + db (x*l TX*)] + db (x*' xnk+1)}

dp(x*, Tx"), o

dir. k = oo i¢in limit alinirsa

’11_{‘210 N(xnk,x*) < max {db(x*, Tx"),

dp(x*, Tx™)
2

= dp(x", Tx")

elde edilir. Bu nedenle (4.92) de k — oo iken limit alinirsa
P(dy (', 7)) < Lim 0 (N (2 x7) (e (67, Tx))

bulunur.  Burada 1Slimk_>oo9(1,l}(N(xnk,x*))) olur ki bunun anlami

limy ., 8(Y (N(xnk,x*))) = 1 olmasidir. Sonug olarak limy_, N(xnk,x*) = 0 olur.
Buradan d, (x*, Tx*) = 0 yani x* = Tx* olur. Ustelik, kabul edelim ki x* ve y* T nin
x*#=y'vealx ,Tx) =1, a(y", Ty")=1ve f(x*,Tx*) =1, B(y*, Ty") = 1 olacak
sekilde iki sabit noktasi olsun. (@, §)-Geraghty daraltan doniisiim tanimi kullanilirsa
P(dp(x*,y9)) =(dp(Tx", Ty"))
< Y(s3dp(Tx*, Ty"))
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< a(x", Tx)BQ", Ty I (s*dy(Tx", Ty"))
< 0@(NGyI)DP(N G, y)
elde edilir. Burada

N(x*’ y*) = maX{db (x*ﬁ y*)ﬂ db (X*ﬁ TX*)I db (y*, Ty*):
dy(x", Ty") + d, (y*,Tx*)}

2s
=dp(x",y")
olur.  Béylece  P(dp(x*,¥")) < 0PN,y )INDY(N(x*,y)) < P(dp(x*,¥")

bulunmus olur Ki bu d,(x*, y*) = 0 olmamasi durumunda bir geliskidir. Dolayisiyla T

tek bir sabit noktaya sahiptir.

4.5. Sabit Nokta Teoremlerinin integral Denklemlere Uygulamalar

Bu baglikta oOnceki bolimde verilen bazi teoremlerin lineer olmayan integral

denklemlere uygulamalarina yer verilecektir.

Asagidaki 6rnek Hieu and Chac (2017) tarafindan ispatlanan Teorem 4.3.4 {in bir

uygulamasidir.

Ornek 4.5.1: C[a,b], [a,b] iizerinde biitiin siirekli fonksiyonlarin kiimesi olsun. Bu

durumda her u, v € C[a, b] ve bazi p > 1 igin

d(u,v) = sup |u(t) —v(®)|?
]

te[a,b

olmak iizere d, s =2P71 ile bir b-metriktir. t € [a,b] ve her u € C[a,b] icin
g:la,b] = Rve K:[a,b] X [a,b] X u[a, b] = R birer doniisiim olmak tizere

b
u(t) = g(t) +f K(t,x,u(x))dx (4.93)

a

lineer olmayan integral denklemini ele alalim. Asagidaki ifadelerin gegerli oldugunu

varsayalim.

1. g, [a, b] de siirekli ve K(t, x,u(x)), [a, b] de x ile integrallenebilir olsun.
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2. Her tel[ab] igin Tu(®) =g(®)+ [, K(t,x,u(x))dx olmak iizere her
u € [a, b] i¢in Tu € C|a, b] olsun.
3. Heru € C[a,b] veher x € [a,b] igin u(x) = 0 iken T?u(x) = 0 olsun.
4. u(x),v(x) € [0,o) olacak sekildeki her x,t € [a, b] ve her u,v € C][a, b] i¢in
|K(t, X, u(x)) — K(t, X, v(x))|
< &(t,x) max{|u(x) — v(x)|, [u(x) — Tu(x)|, [v(x) — Tv(x)],
lu(x) = Tv(x)| + [v(x) — Tu(x)|
2P ’
IT?u(x) — u(x)| + |T?*u(x) — Tv(x)|
2p '
IT?u(x) — Tu()|, [T?u(x) — Tv()|, T?ulx) —v(x)[}

olsun. Burada ¢:[a,b] X [a,b] = R

b
sup (| &P(t,x)dx) <
]

tela,b a

220=2(h — a)p-1

sartin1 saglayan siirekli bir fonksiyondur.
5. Hert € [a,b]i¢in uy(t) = 0 ve Tu,(t) = 0 olacak sekilde u, € C[a, b] vardir.
Bu durumda (4.93) lineer olmayan integral denkleminin C[a, b] de tek ¢6ziimii

vardir.

Gergekten T: C[a, b] = C[a, b], her u € C[a, b] ve her t € [a, b] i¢in
b
Tu(t) = g(t) +J K(t,x,u(x))dx
a

seklinde tanimlanan doniisiim olsun. Hipotez (1) ve (2) den T iyi tanimlidir. Dikkat
edilirse (4.93) iin ¢oziimiiniin varligi T nin sabit noktasinin varhigina es degerdir.
Simdi Teorem 4.3.4 iin biitiin hipotezlerinin saglandigin1 gosterelim. a: C[a, b] X

Cla, b] = R doniisimii

_ (1 Herx € [a,b] i¢in u(x),v(x) € [0,o)ise
a(u,v) = {0 diger durumlar

seklinde tanimlansin.
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1. T nin genellestirilmis a-Geraghty daraltan doniisiim oldugu gosterilecektir.

Gergekten %+ % = 1 olacak sekildeki g > 1 sayisini alalim. (4) sartindan her
x € [a, b] igin u(x), v(x) € [0,) olacak sekildeki her u, v € [a, b] i¢gin

2P~ a(u, v)|Tu(x) — Tv(x)[P

= 2P Y Tu(x) — Tv(x)|?
P
< 2p-1

b b
fK(t,x,u(x))dx—f K(t,x,v(x))dx

a a

P
< 2p-1

b
f (K(t,x,u(x)) —K(t,x,v(x)))dx

b p
< Zp‘l(f |K(t,x, u(x)) — K(t,x, v(x))|dx)

p

D=

b3 b
< 2p‘1(j dx) (j |K(t,x,u(x))—K(t,x,v(x))|pdx)

b
< 2P71(h — q)P~1 <f EP(t, x)dx) max{|u(x) — v(x)|,

[uGe) — Tu()l () — To(oy), A TV + Jol) = TuC]
IT2u(x) — u(x)| + [T?u(x) — Tv(x)|
oD

IT?u(x) = Tv()|, IT?uCx) — vl

AT?u(x) — Tu(x)|,

b
=2P"1(ph — )P <J EP(t, x)dx) Cs(u,v)

a

b
< 2P~ Y(b—a)P"! sup <f Ep(t,x)dx> Cs(u,v)
1\Va

te[a,b

= ACs(w, v)

1
2p-1

elde edilir. Burada A = 2P7'(b — a)?™" supe[q,p] (ff EP(t, x)dx) < dir. Bu her

t = 0icin B(t) = A ile (3.2) sartinin saglanmas1 demektir. Bu yiizden T genellestirilmis
a-Geraghty daraltan doniisiimdiir.

2. T nin flggensel a-yoriingesel admissible doniisim oldugunu gdsterelim.

Gergekten, a(u,Tu) =1 olacak sekildeki u € C[a, b] ve her x € [a, b] igin

u(x) =0 dir. Sart (3) den T?u(x) =0 olur. Bu nedenle a(u,T?u) =1 ve
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buradan T, a-yoriingesel admissible doniisiimdiir. Ustelik a(u,v) >1 ve
a(v,Tv) =1 olacak sekilde her u,v € C[a,b] ve her x €[a,b] igin
u(x), v(x), Tv(x) = 0 dir. Bu a(u,Tv) = 1 olmasim gerektirir. Boylelikle T
ticgensel a- yoriingesel admissible doniisiimdiir.

3. Hipotez (5) den a(uy, Tu,) = 1 elde edilir.

4., a(up,Upyei) =1 ve lim,,u, = u € Cl[a,b] olacak sekilde {u,} < C|a,b]
olsun. Buradan her x € [a,b] ve n >0 i¢in u(x),u,(x) € [0,) olur. Bu
nedenle her n > 1 i¢in a(u,, u) = 1 elde edilir.

Buradan Teorem 4.3.4 deki tiim hipotezlerin saglandig1 sonucuna varilir. Béylelikle

u € Cla,b], T nin sabit noktasidir ve buradan (4.93) denkleminin u € C[a, b]

¢Ozlimii vardir.

Asagidaki 6rnek, Ornek 4.5.1 de ki tiim hipotezleri saglayan K ve g fonksiyonlarmnin

varligini1 garanti eder.

Ornek 4.5.2: C[0,1], [0,1] iizerinde biitiin siirekli fonksiyonlarin kiimesi olmak iizere,

her u,v € C[0,1] i¢in

d(u,v) = sup |u(t) —v(t)|?
tef0,1]

tarafindan tanimlanmis d, s = 2 ile bir b-metriktir. Her t € [0,1] ve u € C[0,1] i¢in

t2 D (x + Dt?u(x
u(t) = — +t+J ( )u) X
214 0 2vV14(1 + u(x))
seklindeki lineer olmayan integral denklemini ele alalim. Her x,t € [0,1] ve u € C[0,1]
. _ o tr _ Ge+Dt?u(x) :
igin g(t) = - =+tve K(t,x,u(x)) = PNELTEVEES) olsun. Bu durumda;

(1). g, [0,1] de siireklidir. u € C[0,1] oldugundan K(t, x,u(x)), [0,1] de x e gore
integrallenebilirdir.
(2). Her x,t € [0,1] ve lim,,_,, t, = t olacak sekildeki t,, € [0,1] dizisi igin,

u(x)
1+ u(x) dx

1 1
Tu(ts) = Tu()] < 19Ctn) = 9Ol + 5= f 1+ 02 - ¢?|

< |g(tn) —g(®)| +;J1(1 +x)|t; — t?|dx
= n Zm o n
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3
= |g(ty) — g + —==It7 — t*

elde edilir. Bu ise her u € €[0,1] i¢in Tu € C[0,1] olmasin1 gerektirir.

(3). t € [0,1] icin g(t) =0 oldugunu gormek kolaydir. Ustelik her x € [0,1] i¢in
u(x) = 0 olacak sekildeki u € C[0,1] ve her x,t € [0,1] i¢in K(t, x,u(x)) > 0 elde
edilir. Bu ise her u € C[0,1] ve t € [0,1] i¢in Tu(t) = 0 olmasin1 gerektirir. Bu da her
t €[0,1] veu € C[0,1] igin

T2u(x) = g(t) + f K(t, %, Tw())dx = 0
0

olmasi1 demektir.

(4). Her x € [0,1] igin u, v € C[0,1] ve u(x), v(x) € [0, o) olsun. Buradan

|K(t,x,u(x) - K(tx,v@x)| _A+0t*) ulx)  vx)
o2V12 11+ u®) 1+vk)
(A +xt? u(x) — v(x)
C 2v14 [+ u@][1 +v()]
(1 + x)t2
Y, lu(x) — v(x)]

(x+1)t

elde edilir. &(t,x) =

secilirse, ki bu durumda & siireklidir,

supeejoy(fy E2(60)dx) <7, 0 < |K(txu@) — K(t,x,v()] < & 0)|ulx) -
v(x)| ve buradan
|K(t, X, u(x)) — K(t, X, v(x))|
< &(t, x) max{|u(x) — v(x)|, [u(x) — Tu(x)|, [v(x) — Tv(x)|,
lu(x) — Tv()| + |v(x) — Tu()| T?ulx) —ulx)| + [T?u(x) - TV(x)I

2P ’ 2p
IT?u(x) — Tu()|, [T?u(x) — Tv(o)], T?ulx) — v(x)[}

dir.
(5). Her t € [0,1] i¢in u4(t) = t segilirse Tu,(t) = t elde edilir. Buradan her t € [0,1]

icin u,(t) = 0 ve Tu,(t) = 0 olur. Buise a(uy, Tu;) = 1 olmasini gerektirir.

Yukaridakilerden, Ornek 4.5.1 de ki K ve g ye yonelik tim hipotezlerin saglandig1

anlasilmaktadir.
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Simdi ise Afshari et al. (2018) tarafindan verilen Teorem 4.2.6 nin integral denklemlere

uygulamasini verecegiz.

Ornek 4.5.3: X, [0,1] arahiginda follx(t)l dt <1 olacak sckilde Lebesgue
integrallenebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. dj: X X X — [0, ©0) doniigimii

2

dy(x,y) = ﬁﬂo—ﬂmm

seklinde tanimlansin. Buradan dj,, s = 2 ile X de b- metriktir. T: X — X operatorii

Tx(t) = %ln(l + |x(®))

seklinde tanimlansin. Asagidaki sekilde tanimlanan a:X X X — [0, ), (:[0,0) —

[(), %) ve ¢:[0,00) = [0, ) doniigiimlerini ele alalim:

1, Hert € [0,1] icin x(t) = y(t) ise,

_ (ln(1+\/—))
a(x,y) = {0' Diger durumlarda,

, B = vep(t) =t

@ € W ve B € F oldugu aciktir. Ayrica, T iicgensel a- yoriingesel admissible doniisiim
ve a(1,T1) =1 dir. Simdi, T nin genellestirilmis a-¢@- Geraghty daraltan doniisiim
oldugunu ispatlayalim. Gergekten, her t € [0,1] igin

2

Jax(@®), y©)p(s2d(Tx(6), Ty(©)) < z%fuwa)—rwﬂmg

< zﬁf Eln A+ x| —%m A+ ly@n|ae

L[] A+
‘ﬁ!m9+mm4

1 X0 = y(®)
‘ﬁ!mu+1+mm)dt
<if11 1+ t)| — t dt
<75 Im @+ O =D

elde edilir. Ayrica
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1 1
f In(L + x(®)] = [y©ODlde < 1In f (1 + 1x(®) = y(©O))do)
0 0

1
=In(1+ flx(t) —y(t)|dt)
0

bulunur. Bu yiizden,

1

Jax(@®),y(©)e(s3d(Tx(t), Ty(t))) < %ln 1+ E!|x(t) —y()|dt)

< izln (1+./dxy))

dir. Boylece

a(x(6), y())p(s*d(Tx(6), Ty (D)) S%(ln(1+ d(x,y)))?

< %(ln (1 + M, y)))2
 (in(1+ MG )’
Py 2M (x,y)

= Be(MCx, ) (M(x,y))

bulunur. Bu durumda Teorem 4.8 den T nin sabit noktaya sahip oldugu goriiliir.

M(x,y)
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Bu béliimde bir 6nceki boliimde verilen teoremlerden elde edilen sonuglar verilecektir.

Teorem 4.1.2 de T = S alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 5.1: (X,dp), s =1 parametresi ile b-tam b-metrik uzay ve M(x,y) =
max{d, (x,y),d,(x,Tx),d,(y,Ty)} olmak lizere T:X — X donisimi her x,y € X
icin

sdy(Tx, Ty) < B(M(x,y))M(x,y) (5.1)

sartin1 saglayan siirekli bir doniisim olsun. Bu durumda T nin bir tek sabit noktasi
vardir (Faraji et al. 2019).

Her metrik uzay s = 1 ile bir b-metrik uzay oldugundan Teorem 4.3.3, Teorem 4.3.4 ve

Teorem 4.3.5 den asagidaki sonugclar elde edilir.

Sonug 5.2: (X, d) bir metrik uzay, a: X x X — R bir fonksiyon ve T: X — X asagidaki
sartlar1 saglayan bir doniigiim olsun.

1. Herx,y € X igin

a(x,y)d(Tx,Ty) < B(C(x,y))C(x,y)

olacak sekilde bir f € F vardir. Burada

C(x,y) =max{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),
d(x,Ty) + d(y,Tx) d(T?x,x) +d(T?x,Ty)
2 ’ 2 ’
d(T?x,Tx),d(T?x,Ty),d(T?x,y)}

dir.

2. T tiggensel a- yoriingesel admissible dontisiimdyir.

3. a(x1,Tx;) = 1 olacak sekilde x; € X vardir.

4. T siireklidir.
Bu durumda T nin z € X sabit noktas1 vardir ve {T"x;}, z ye yakinsar (Hieu and Chac
2017).
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Hieu and Chac (2017) asagidaki ornekle Sonug¢ 5.2 nin uygulanabilir oldugunu
gostermistir.

Ornek 5.3: X = {1,2,3,4,5} ve

0, x = yise
d(x,y) =12, (x,y)€{(14),(41),(15),(51)}ise
1, Diger durumlarda

olsun. a: X X X - R doniistimii

(1,1),(1,2), (1,5), (2,1), (2,2),) .
R L CROR S S
0, Diger durumlarda

seklinde ve T:X - X donlisimi T1=T2=T3=T4=1 ve T5=2 seklinde
tanimlansin. Bu durumda T tiggensel a-yoriingesel admissible doniisiimdiir. Gergekten,
a(x,Tx) =1 olacak sekildeki x € X icin x € {1,2} dir. Buradan a(T1,T?1) =
a(1,1) =1 olur. Bu T nin a- yoriingesel admissible doniisim oldugunu gosterir.
a(x,y) =1 ve a(y,Ty) =1 olacak sekilde x,y € X i¢in x,y € {1,2} olur. Bu ise
a(x,Ty) = a(1,1) = 1 olmasmi gerektirir. Bu durumda T ti¢gensel a- yoriingesel
admissible dontisimdiir. x = 2 , y = 5 segilirse a(2,5) =1, d(Tx,Ty) =d(1,2) =1

ve

M7 (2,5) = max {d(sz);d(2,1),d(5,2),d(2'2) + d(5,1)} _,

2

elde edilir. Her t = 0 i¢in B(t) = %ve X,y € X olmak tizere L = a(x,y)d(Tx, Ty),

R=p (C (x, y))C (x,y) = g C(x,y) olsun. Buradan asagidaki tablo elde edilir.

Cizelge 5.1: Baz1 6zel x, y degerlerine karsilik dontistimlerin aldig1 degerler tablosu

by y | alx,y) | d(Tx,Ty) L Cx,y) | R
1 1 1 0 0 0 0
1 2 1 0 0 1 z
3
1 3 0 0 0 1 z
3
4
1 4 0 0 0 2 —
3
4
1 5 1 1 1 2 —
3
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Bu tablodan Sonug 5.2 de Hipotez (1) in saglandig1 goriilmektedir. Bu nedenle Sonug
5.2 de biitiin hipotezler saglanir ve buradan Sonu¢ 5.2; T, (X,d), a ve B igin

uygulanabilir oldugu sonucuna varilir.

Sonu¢ 5.4: (X, d) bir metrik uzay, a: X X X — R bir fonksiyon ve T: X — X asagidaki
sartlar1 saglayan bir doniistim olsun.

1. Herx,y € X igin
a(x,y)d(Tx, Ty) < B(C(x,y))C(x,y)

olacak sekilde bir § € F vardir. Burada

C(x,y) =max{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),
d(x,Ty) + d(y,Tx) d(T?x,x) +d(T?x,Ty)
2 d 2 ’
d(T?x,Tx),d(T?x,Ty),d(T*x,y)}

dir.

2. T icgensel a- yoriingesel admissible doniistimdiir.
3. a(xq,Tx;) = 1 olacak sekilde x; € X vardir.
4. Her n>1 igin a(xy,, x,41) =1 olacak sekilde X de {x,} dizisi var ve
lim,,,, x, = x € X ise her k > 1 igin a(x, ), x) = 1 olacak sekilde {x,} nin
{xn(k)} alt dizisi vardir.
Bu durumda T nin z € X sabit noktas1 vardir ve {T™x;}, z ye yakinsar (Hieu and Chac
2017).

Sonug¢ 5.5: (X, d) bir metrik uzay, a: X X X — R bir fonksiyon ve T: X — X asagidaki
sartlar1 saglayan bir doniigiim olsun.

1. Sonug 5.2 ya da Sonug 5.3 de ki biitiin hipotezler saglansin.

2. x # y, T nin iki sabit noktasi ise, a(x,v) = 1,a(y,v) = 1vea(v,Tv) > 1

olacak sekilde v € X vardir.

Bu durumda T nin tek bir sabit noktasi vardir (Hieu and Chac 2017).

Asagidaki sonug Pant and Panicker (2016) tarafindan ispatlanan Teorem 4.4.1 den elde

edilmistir.
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Sonu¢ 5.5: (X,d,) tam b-metrik uzay, T:X - X ve «,f:X XX — [0,0) olsun.
Asagidaki kosullarin gecerli oldugunu kabul edelim.

(@) T a-admissible doniisiim

(b) T a-Geraghty tipli daraltan doniisiim

(€) a(xg, Txy) = 1 olacak sekilde x, € X vardir.

(d) T siirekli ya da X a-regiilerdir.

Bu durumda T tek bir sabit noktaya sahiptir (Pant and Panicker 2016)
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