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AMAC

Degisken {istlii Lebesgue ve Sobolev uzaylan teorisi son yillarda, elastik mekanik,
akigkanlar dinamigi, varyasyonel hesap ve p(x) biiyiime kosullu diferansiyel denklemler
ile ilgili problemler i¢in daha ¢ok ilgi gekmektedir.

Bu ¢alismanin temel amaci, degisken iistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinda gbmme
tipli egitsizlikleri elde etmektir. Bu amagla oncelikle, lgiilebilir fonksiyonlar igin en iyi
iistlii Sobolev tipli gobmme esitsizligi ile kesirli (fractional) maksimal fonksiyonun
stirliiimi ve diizgiinliigiinii (regllerligini) gosterecegiz. Global log-Hélder siireklilik
kosulu altinda degisken iistlii Lebesgue uzaylarinda Hardy esitsizligini ve ayrica test
fonksiyonunun tanum bélgesinde tanimli degisken iistlerin regiilerlik kosulu ve bu iistlerin
siirdaki degerleri cinsinden ifade edilmis global log-Hoélder siireklilik kosulu altinda
kuvvet tipli Hardy esitsizligini ve son olarak da agirlik fonksiyonlarinin davraniglar
incelenerek, degisken tistlerin sinirdaki degerleri ve agirlik fonksiyonlar: cinsinden ifade
edilmis global-Holder siireklilik kosulu altinda genellestirilmis Hardy esitsizligini degisken
iistli Lebesgue uzaylarinda elde edecegiz.



OZET

Bu tezde, degisken iistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinda gémme tipli egitsizlikler
olan Sobolev ve agirlikl: Hardy esitsizlikleri elde edilmigtir.

Ik boliim giris niteliginde olup, bu boliimde degisken fistlii Lebesgue ve Sobolev
uzaylarimin ¢ikig noktas: ve fiziksel motivasyonu ile giiniimiize kadar yapilan ¢aligmalar
kisaca ele alinmugtir.

Tezde kullanilan temel bilgiler ve degisken iistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarina
temel tegkil eden uzaylar ikinci boliimde verilmigtir.

Ugtincii bslitmde, degisken {istlii Lebesgue ve Sobolev uzaylar1 Teorisi verilmis ve
bu uzaylarda 6zellikle calisma konumuzla ilgili sonuglar tizerinde durulmugtur.

Degisken tistlli Lebesgue ve Sobolev uzaylarinda &lgilebilir fonksiyonlar igin
Sobolev tipli egitsizlik ve kesirli maksimal fonksiyon ile Riesz potansiyel operatorii
arasindaki iligkiden yararlanarak, kesirli maksimal fonksiyon i¢in Sobolev tipli esitsizlik
dordiincii bsliimde ispatlanmigtir,

Besinci boliimde, defisken iistlii Lebesgue uzayinda gémme teoremlerinin elde
edilmesi i¢in vazgegilmez bir arag olan Hardy tipli esitsizliklerle ilgilenilmigtir. Bu
bolimde, degisken iistlii Lebesgue uzaylarinda Hardy Esitsizligi global log-Holder
stireklilik kosulu altinda ve kuvvet tipli Hardy esitsizli§i ise test fonksiyonunun tamm
bolgesinde tamimli degisken {istlerin regiilerlik kosulu ve bu dslerin simirdaki degerleri
cinsinden ifade edilmis global log-Holder stireklilik kosulu altinda elde edilmigtir.

Son olarak, agirlik fonksiyonlarimin davramiglari incelenerek ve degisken iistlerin
siurdaki degerleri ve airhk fonksiyonlan cinsinden ifade edilmis global-Hélder siireklilik
kosulu altinda genellestirilmis Hardy esitsizligi son bollimde ispatlanmagtir.



SUMMARY

In this thesis, the inequalities of embedding type, Sobolev and weighted Hardy type
inequalities, are obtained in Lebesgue and Sobolev space with variable exponent.

In the first chapter, as an introduction chapter, the exit point and physical
motivation of Lebesgue and Sobolev spaces with variable exponent, and the studies that
have been carried out up to now are briefly dealt with.

The basic information used in the thesis and the spaces forming the basis of
Lebesgue and Sobolev spaces with variable exponent are presented in the second chapter.

In the third chapter, theory of Lebesgue and Sobolev space with variable exponent is
given, and in these spaces, especially the results about our studies are taken up.

We proved Sobolev type inequality for measurable functions in Lebesgue and
Sobolev spaces with variable exponent and Sobolev type inequality for fractional maximal
function by making use of the relation between fractional maximal function and Riesz
potential operator in the fourth chapter.

In the fifth chapter, we were interested in Hardy type inequality, which is an
indispensable tool for getting embedding theorems Lebesgue space with variable exponent.
In this chapter, we obtained Hardy type inequality under the global log-Hélder continuity
condition and also power type Hardy inequality under regularity condition of variable
exponents defined in the domain of test function and the global log-Hélder continuity
condition which is expressed in terms of boundary value of these exponents in Lebesgue
spaces with variable exponent.

Finally, we proved generalized Hardy inequality by investigating behaviors of
weight functions and under the global log-Hélder continuity condition which is expressed

in terms of boundary value of variable exponents and weight functions in the last chapter.



1.BOLUM
GIRIS

Son yillarda elastik mekanik tizerinde yapilan galigmalarla canlanmig varyasyonel
problemlere ve p(x)- biiylime kosullu diferansiyel denklemlere olan ilgi artmugtir.
Bilindigi gibi,

fn F(Vu(x))dx
varyasyonel integralleri i¢in regiilerlik problemleri
oléf SFE)<e+|eh?, Eer”
kosulu altinda ¢oziilliir. p =g durumunda Sobolev uzaylar teorisi bu tip problemler i¢in
dogal ve etkili bir aragtir. p < g oldufu zaman durum dramatik bir bigimde degisir.

M.Giaguninta[36], P.Marcellini[60,61] ve N.Fusko[35], p<g ozellikli

varyasyonel problemlerin diizgiinliigii( regiilerligi) ile ilgilenmis, V.V.Zihikov[84] ise

I A+|Vu)| )@ dx

seklindeki varyasyonel integralleri géz 6niine almigtir.

Birgok materyal ve problem klasik Lebesgue ve Sobolev uzaylar1 kullamlarak
yeterli dogrulukla matematiksel olarak modellenebilir. Ancak homojen olmayan bazi
materyaller i¢in klasik Lebesgue ve Sobolev uzaylan yeterli olmaz. Bu tip materyaller i¢in
p lstii degistirilebilmelidir.

Yukandaki caligmalar endiistriyel olarak ¢ok ilgi duyulan ve altinda yer alan
enerjisi klasik Lebesgue uzaylan cinsinden ifade edilemeyen homojen olmayan materyaller
i¢in model olusturabilme yolunu agmigtir. M.R0Zi¢ka[74] katsayilart deisken biiyiime
oranh dogrusal olmayan sistem igeren electrorheological akigkanlar(EA) i¢in matematiksel
model {izerinde ¢aligmistir. Bu akiskanlar bir elektrik alan uygulandifinda kati hale
gegebilme, elektrik alan uzaklastinldiginda ise ¢ok kisa bir siirede sivi hale gegebilme gibi
olduk¢a 6nemli ve tekrarlanabilir davramglar sergilerler. Kendi iglerindeki bagil devinime
gosterdikleri direnme 6zelligi (viscosity) akigkana uygulanan elektrik alamina baglidir. Bu
alan, alana paralel olan akigkanda gerite benzer formlara neden olur. Bu olay Winslow
etkisi olarak bilinir. EA etkisi otomobil subaplari, debriyajlar, damperler, hidrolik ve robot
sistemleri gibi alanlarda kullamlmaktadir. Ayrica, EA robot bilimi ve uzay teknolojisinde
kullamlmakta ve deneysel aragtirmalar Nasa laboratuarlarinda yapilmaktadir.



Bu tiir akigkanlar igin, viscosity 1000 ¢arpan: ile degisebilir. Béyle bir durumda, Du, u
hiz alaninin gradientinin simetrik kismimi ve p elektrik alanina bagh materyal fonksiyonu

gbstermek {iizere, altta yer alan enerjisi (etkin enerji) f |Du|p ®) g ile verilir. Benzer enerji,

gerilme tensorii 77 sicakhifinin dagilimina bagli olan, bagka bir tip akigkan i¢in Zhikov[84]
tarafindan hazirlanan bir modelde ve aym zamanda standart olmayan biiytimeli
varyasyonel integrallerin incelenmesinde ortaya ¢ikar. Boyle materyallerin altinda yer alan
enerji i¢in dogru uzaylar, genellestirilmis Orlicz uzaylannin &zel bir durumu olan degisken
tstli Lebesgue uzaylaridir. Yukaridaki akiskan modeller i¢in ¢6ziimlerin regiilerligi ve
varh sorusu hakkinda daha ileri metotlar kullanabilmek amaciyla degisken iistli
Lebesgue ve Sobolev uzaylari durumunda da en iyi sonuglarn elde edebilmek 6nemlidir. Ne
yazik ki, bu uzaylar istenmeyen baz 6zelliklere sahiptirler. Oteleme operatorii genel olarak
degisken tistlii Lebesgue uzaylarinda siireksizdir ve 6teleme operatdriiniin genelde stireksiz
olmas1 u € L'(Q) ile f fonksiyonun konvoliisyonunun genelde siireksiz oldugunu verir.
Oteleme ve konvoliisyon gibi iki énemli aracin beklenen sonucu vermemesi, 5nemli dl¢iide
mevcut teknikleri sinirlar ve teorinin gelisimini yavaglatir. Bu ylizden klasik Lebesgue ve
Sobolev uzaylar1 i¢in standart sonuglarin birgogu degisken iistlii Lebesgue ve Sobolev
uzaylarinda saglanmaz. Diizgiin fonksiyonlarin yogunlugu, Sobolev gobmme Teoremleri ve
Hardy esitsizlikleri gibi temel 6zelliklerin bile gdsterilmesinin 6nemli oldugunu belirtmek
gerekir. Bu sartlarda Hardy-Littlewood maksimal operatorii olduk¢a 6nemli bir aragtir.
Degisken iistlii Lebesgue uzaylan literatiirde ilk defa, 1931 yilinda W.Orlicz[72]
tarafindan yazilan makalede goriildii. Bu makalede agagidaki soru géz 6niine alnmugtir:
(p,) ve (x,) dizileri Zx,f" yakinsak olacak sekilde reel sayilarin bir dizisi olsun. Bu

halde Zxk Y, ifadesinin yakinsak olmasi igin y, tizerindeki gerek ve yeter kosullar

Py

nelerdir? Bu soruya yanit, en az bir A>0 ve p| = 7 i¢in Z(z\yk)”{‘ serisinin

b
yakinsak olmasi gerektigi ortaya ¢ikmaktadir. Orlicz aym1 zamanda degisken iistli
Lebesgue uzayim reel aralikta géz Oniine almistir ve bu uzayda Hélder esitsizligini
ispatlamigtir. Bu makaleden sonra Orlicz degisken iistlii Lebesgue uzayim g¢alismayi
birakip, kendi ismi ile anilan Orlicz fonksiyon uzaylar teorisi {izerinde yogunlagmustir.
Orlicz uzaylan u, () bolgesinde dlgiilebilir bir fonksiyon olmak tizere en az bir A > 0 ve



kosullar1 bilinen bir ¢ fonksiyonu igin
p()‘u)=j;np()\|u(x) ) < o0

olacak sekildeki fonksiyonlardan olusan uzaya denir. Ek olarak, eger p fonksiyonu bazi
kosullar1 saglarsa bSyle uzaylara da modiiler uzaylar adi verilir. Bu uzaylar ilk defa
sistematik olarak H.Nakano[66,67] tarafindan calisilmis ve degigken iistlii Lebesgue
uzaym daha genel uzaylarin bir 6rnegi olarak g6z 6niine almigtir. Daha sonra, 6zellikle
H.Hudzik[45-49] ve JMusielak[65] tarafindan modiiler uzaylar incelenmigtir. Eger
yukandaki ¢ fonksiyonu x degiskenine de bagh ise bu durumda genellestirilmis Orlicz
uzaylari veya Musielak Orlicz uzaylart ad1 verilen daha genel uzaylar elde ederiz.

Reel aralikta degisken istlii Lebesgue uzaylari, bafimsiz olarak Rus arastirmacilar
ozellikle de I.Sharapudinov[80-82] tarafindan gelistirildi. Bu aragtirmacilarin orijin noktasi
L. Tsenov[83] tarafindan tiretilen ve I.Sharapudinov[80] tarafindan cevaplanan u sabit bir
fonksiyon ve v, L7 ([a,b]) uzaymmn sonlu boyutlu alt uzayinda degismek iizere

j; blu(x) —v(x)|p(x) dx

ifadesinin minimize problemine dayamur. 1980 1i yillarin ortasinda V.Zhikov[84] degisken
stli uzaylarla yakindan iligkili olan standart olmayan biiyiime kosullu varyasyonel
(variational) integralleri g6z 6niine alarak arastirmalar i¢in yeni bir ¢izgi olusturmustur.

Degisken iistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin aragtirilmasinda bir sonraki biiyiik
adim 90 li yillann baslarinda O.Kovatik ve J.Rakosnik[58] tarafindan atilmigtir. Bu
makalede R" de degisken stlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin birgok temel 6zelligi
ortaya konmustur. O.Kovafik ve J.Rakosnik, degerlerini [l,c0] aralifinda alan p
fonksiyonu igin degisken iistlii Lebesgue uzaymin tammim genigletmislerdir. Bu tamma
gore {2, R" de agik bir bolge olmak fizere O = {x € Q: p(x) = oo} olsun.

o=, 1FI +ess suplf ()
ve
.  f
171, = inftr > 0: p(;) <u

olarak alinsin. En az bir A >0 i¢in p(\f) < oo olacak sekilde tiim fonksiyonlarin sinifina
degisken iistlii Lebesgue uzayr ad1 verilir.



Aynica O.Kovéagik ve JRékosnik, Q, R"de smirli bir bolge, p:Q—[ln)

fonksiyonu stirekli ve
ISq(x)snLi(’%J)c—)—s =p'(x)-¢ , O<e¢ <nL—
olmak tizere Sobolev tipli
| sy < €] Vu ||p(x) s ueCy(Q) 1.1
esitsizligini elde etmiglerdir.

Bu makaleden sonra uzun bir stire herhangi bir galisma gézlenmemistir. Daha sonra
bu konu bagims1z olarak birgok arastirmaci tarafindan yeniden ele alinmgtir.

S.Samko[75] Rus bilim adamlarimin ¢aligmalarina dayali olarak degisken istlii
Lebesgue uzayinda konvoliisyon ve potansiyel tipli operatérleri incelemigtir. Konvoliisyon
operatbrleri bu uzaylarda istenmeyen oOzelliklere sahiptir. Bunun nedeni K=kx* f
konvoliisyon operatoriiniin genel olarak bir f fonksiyonunun singiileritesini bagka bir
noktaya tagimasidir. Bunun bir sonucu olarak Young tipli teorem bu uzaylarda genel olarak
gegerli degildir. Bu c¢aligmasim takip eden ikinci ¢aligmasinda [76] potansiyel
operatbrlerini de g6z Onfine alarak bu uzaylar i¢in Young Teoreminin bazi gesitlerini
ispatlamis ve degisken {istlii Lebesgue uzayinda Soboleyv tipli teoremin gegerliligi sorusunu
ele almigtir. ) smurh bir bolge ve p olgiilebilir bir fonksiyon olmak {izere Riesz
potansiyeli i¢in Sobolev tipli esitsizlik ve ayrica p fonksiyonun

|p(x)— p(»)| s-—l—c—-
—log |x—— y[
kosulu ve maksimal fonksiyonun simrhlig1 kosulu altinda optimal eslenik {ist icin Sobolev
tipli esitsizligi ispatlamigtir. Bunun diginda degisken mertebeli potansiyel tip operatorleri

, |x— | <% 1.2)

incelemigtir.

D.E.Edmunds, J.Lang ve A.Nekvinda[21] p* =00 durumu dahil olmak iizere,
degisken Ustlii Lebesgue uzaymnin sirasiyla, siirekli normlu, mutlak siirekli normlu
fonksiyonlarin alt uzay: ve ayrica smirh fonksiyonlar alt uzay: ile arasindaki ilikileri ele
almiglardir.

X.-L.Fan ve ¢aligma arkadaglan[32] standart olmayan biiyiime kogullu varyasyonel
problemler ve diferansiyel denklemlerin ¢aligilmasindan[27-30,61] esinlenerek, H.Hudzik
ve J.Musielak’in ¢aligmalarina dayali olarak deBisken {istlii Lebesgue uzaylarmin
ozelliklerini incelemiglerdir. Suurh bélgede (en iyi eslenik fistlii olmayan) Sobolev gomme



teoremini ve C®({)) wuzaymin deZisken ustli Sobolev uzayinda yogunlugunu
gostermislerdir[32]. Daha sonra (2, R" de koni 6zelligine sahip agik bir bolge ve p
fonksiyonunun Lipschitz stirekli olma kosulu altinda Sobolev tipli gobmme teoremini[31]
ve [33] galigmalarinda ise p diizgiin stirekli bir fonksiyon ve u(x) =u(] x|),Vx € Q radyal
simetrik olmak {izere Strauss-Lions tipli kompakt gdmme teoremini ispatlamiglardir.

G.Mingione ve arkadaslar1 ise diferansiyel denklemlerin galigilmasindan [60,61]
esinlenerek p(x) bilylime kosullu fonksiyoneller [1-4] tizerinde ¢aligmiglardar.

D.E.Edmunds ve J. Rakosnik[25,26], p fonksiyonu Lipschitz siirekli ve Q agik ve
sirh bir bdlge iken suppuCQ 6zelligine sahip u €W "(Q)) fonksiyonlari igin
1< p(x) < g < n olmak {izere Sobolev tipli

l#] <CIVH]

p(x)

esitsizligi ve {2 Lipschitz sinira sahip iken Sobolev gomme teoremini vermislerdir.

D.E.Edmuns ve A.Nekvinda[23], her n€ Z igin p, >1 ve a={a,},a, € R olmak

lizere

e, =it [x>0: T <1}
neZ
veé

e ={a:]al,, <oo}

seklinde tamimlanan degisken Ustlii Lebesgue uzayinin ayrik benzerini de g6z oniine alarak,
her iki uzayin Banach fonksiyon uzay: oldugunu gostermisler ve ortalama operatoriin £7-
ve 1™ uzaylarinda simirhlips tizerine galigmiglardar.

Ayrica A.Nekvinda[68] ¢” ve {% Banach uzaylarinda normlann egdegerliligi icin
D, Ve g, Ustlerine gerek ve yeter kosullar vererek, (S,a), =a,_,, #n€Z operatoriiniin
sirlilifs ile ilgilenmigtir.

L.Pick ve M.RiiZi¢ka[73] genel p fonksiyonlan igin I”*(Q) uzayinda Hardy-
Littlewood maksimal operatoriin sinirlilifina dair ters bir 6rnek sundular.



L.Diening[14,15] tarafindan (1.2) kosulunu saglayan ve yeteri kadar biiyiik yuvarin
disinda sabit olan p fonksiyonu igin Hardy-Littlewood maksimal operatériiniin degisken
listlii Lebesgue uzayinda simrhilig: ispatlandi. Ayrica, [16] ¢aligmasinda Riesz potansiyel
operatdriiniin simirhilifim ve Sobolev gémme teoremini verdi.

Cruz-Uribe, Fiorenza ve Neugebaur[11] (1.2) ve

|p(x)— p(y)| < 1 x,y €]y >« (1.3)

C
og(e+|x])’
kogulu altinda Hardy-Littlewood maksimal operatériiniin degisken {istlii Lebesgue
uzayinda simrhiligim ve Gstten yar siirekli p fonksiyonu igin (1.3) kogulunun gerekliligini
gOstermislerdir.

C.Capone, D.Cruz-Uribe ve A Fiorenza[9] ise maksimal operatoriin sinirhligina
bagli olarak, kesirli (fractional) maksimal operatoriin simrhlifim ve Riesz potansiyel
operatorii yardimiyla da Sobolev gémme teoremini ispatlamislardir.

ANekvinda[24], p fonksiyonunun saglamasi gereken (1.3) kosulu yerine bir
integral kogulu birakarak, maksimal fonksiyonun smirlilig: ile ilgili daha genel bir sonug
elde etmigtir. (1.2) ve (1.3) kosullar: siireklilik modiilii anlaminda en iyiye yakindir. Eger
bu iki kosuldan biri zayiflatilirsa, bu durumda maksimal operat6r sinirli olmayacak sekilde
bir p fonksiyonu vardir. Bu iki kosul birgok aragtirmaci tarafindan kabul gérdii ve bazen
yanhshkla gerekli kosul olarak ifade edildi. (1.2) ya da (1.3) kosulunun maksimal
fonksiyonun sinirlih@ igin gerekli olmadifina iligkin bir érnek A.Nekvinda tarafindan
verildi.

Y.Mizuta ve ¢aligma arkadaglari[64], p fonksiyonu tizerindeki kosulu,

I<p, <o0,a>0 ve —oo<b< oo olmak iizere

alog(e+log(e+[x|)) b
log(e+|x|) log(e+|x|)

p(x)=p,+

seklinde rahatlatarak, maksimal fonksiyonun sinirhihig ile ilgili sonuglar ve Riesz
potansiyel operatorii i¢in Sobolev tipli esitsizlik elde etmiglerdir.

L.Diening[17], Muckenhoupt smiflan kavramim genellestirerek, maksimal
operatdriin siirlihi icin gerek ve yeter kosullar vermistir.

D.Edmunds ve M.Meskhi[22], afirhkh degisken iistlii Lebesgue uzayinda bir
boyutlu kesirli integrallerin (Riezs potansiyel operatér) simirliliga tizerine ¢alistilar.



V.Kokilashvili ve S.Samko, simirli bolge tlizerinde agirlikli Lebesgue uzayinda
singiiler operat6riin sinirhlifini [53,54] de; maksimal operatoriin simirhlig ise [56] da ele
almislar ve Hardy operatériiniin simrhilifs ile ilgili bazi sonuglar vermislerdir. Ayrica,
S.Samko[78,79] simrh bélgede kesirli integraller i¢in Hardy esitsizligini elde etmigtir.

P.Harjulehto, P.Hasto ve M.Koskenoja [42], V.Kokilashvili ve S.Samko nun [56]
calismasindan elde edilebilecek Hardy esitsizligini, maksimal operatériin lokal olarak
siurh olmasindan yararlanarak, farkli bir yontem ile elde etmis ve p fonksiyonunun
simrdaki davramgina bagh olarak Hardy esitsizliginin  saglamp saglanmadifim
g6stermislerdir.

Degisken iistlii Lebesgue uzaylarinda, genel agirhkli Hardy operatériiniin stmrlilig:

icin integral tipli bir gerek kosul ve ayrica bir yeter kosul D.Edmunds, V. Kokilashvili ve

A.Meskhi[20] tarafindan verildi. Bu kosullar, p fonksiyonun sabit olmasi durumunda

cakigmaktadr.



2. BOLUM
ON BILGILER
Bu boliimde, 6nce ileriki béliimlerde gerekli olabilecek bazi tanimlar ve teoremler

verilecek, ardindan degisken tistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarna temel teskil eden
uzaylar sunulacaktir.

2.1. Normlu Uzay

Bir X vektor uzayinda tammli skaler degerli fonksiyona fonksiyonel denir. Bir f

fonksiyoneli
flax+by)=af (x)+5f(y), x,yeX, abeC

kosulu ile lineerdir.

X vektdr uzay: lizerindeki tiim siirekli lineer fonksiyonellerin kiimesine X vektor
uzayimn duali denir ve X’ ile gosterilir. Bu uzay

(f+X)=f()+g(x), () =¢f(x), f.geX', xeX, ceC
seklindeki noktasal toplam ve skaler ¢arpim altinda bir vektor uzayidur.

Bir X vekt6r uzay iizerinde bir norm
i) Her xe X i¢in f(x)20 ve f(x)=0x=0
i) Her xe X ve AeC igin f(Ax)=|A|f(x)
iii)Her x,ye X i¢in f(x+ )< f(x)+ f(»)
bzelliklerini saglayan reel degerli bir f fonksiyonelidir. Uzerinde bir norm tammlanmis
X vektor uzayma normlu uzay denir. Daha basit bir gésterim sunmadikga, X vektor
uzay! fizerindeki normu |- ; X | ile gosterecegiz. X’ dual uzaymn normu ise x’ € X’ igin
s 1)
¥ x5 x]

xe
x0

seklinde tamimlanabilir.
X vektor uzay1 lizerinde tanumli farkls iki norm, ||-||, ve ||-||, olsun. En az bir ¢>0
sabiti igin
1
el <=1, <=l
esitsizlii X uzayindaki her x noktas: igin gegerli ise, ||||l ve || ||2 normlarina esdeger

normlar denir.



X normlu uzayinda bir {x,} dizisinin x, € X noktasmna gii¢lii yakinsamasi igin

gerek ve yeterli kogul
lim||x, - x,; X]| =0

olmasidir. Bu yakinsama x, —> x, ile gosterilir. Eger her f € X’ igin
lim f(x,) = x,

oluyorsa bu durumda, {x,} dizisine X normlu uzaynda zayif yakinsaktir denir ve bu
durum x, — x, ile gosterilir.

S, X normlu uzaymmn bir alt kiimesi olsun. Eger her bir x€ X, § kiimesinin
clemanlarinin bir dizisinin limiti ise, bu durumda § kiimesine X uzayinda yogundur
denir. Eger X normlu uzayr sayilabilir yogun bir altkiimeye sahip ise X uzayma
ayriabilirdir denir.

{x,}, X normlu uzaymnda bir dizi olsun. Her £>0 igin n,m2N oldugunda
"x,, .4 " < g olacak sekilde bir N = N(¢) dogal sayis1 varsa {x,,} dizisine bir Cauchy
dizisi denir.

Bir X normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tam ve bir
Banach uzay denir. Her normlu X uzay: ya Banach uzayidir ya da normu her x € X igin
|=¥|=]=x]
esitlifini saglayan bir ¥ Banach uzaymn yogun altkiimesidir. Bu ikinci durumda ¥

uzaymma X uzaymnin tamlanmis: adi verilir.

Bir X vektor uzaymm X' duali de normlu vektor uzay: oldugundan, bu uzaym da
duali tammlanabilir. Bu durumda (X') = X" lineer vektor uzaymna X in ikinci duali a1
verilir.

Sabit bir xe X i¢in X' uzayinda

g:.(f)=f(x) (feX' degisken)
seklinde bir g, fonksiyoneli tammlayalim. Her xe X igin bir tek smrh lineer
fonksiyonel karsilik geleceginden, bu halde

C:X—->X"
x> g,

seklinde bir doniisiim tamimlanabilir. Bu donilisiime kanonik donidsiim adi verilir. Eger
kanonik doniigiim tizerine ise, bu durumda X uzayina yansimal uzay adi verilir.
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2.2. Operatorler ve Gommeler (Embeddings)

Xve Y, aym K cismi iizerinde iki vektor uzay1 olsun.L: D, c X —» Y d6niigiimii
D, alt uzaymndaki bir x elemanim ¥ uzayinda bir tek elamana gotiiriiyorsa, bu durumda L
ye operatir, D, ye de L operatSriiniin fanim kiimesi denir.
D, cX, X in bir alt uzay1 olmak tizere, L:D, c X —»Y operatbriine her
x,yeD, veher a,f K icin
L(ex+ By)=aL(x)+ BL(y)

kosuluyla birlikte lineer operatir ad1 verilir.
X ve Y normlu iki uzay olsun. Eger her x € X igin

| 2Gysx|=]xx]

ozelligine sahip X normlu uzaymm Y normlu uzay: iizerine doniigtiiren bire-bir bir lineer
L operatorli varsa X ve Y normlu uzaylarmma izometrik olarak izomorfizma ve L
operatdriine de X ve ¥ normlu uzaylar: arasinda izometrik izomorfizma denir. X ve Y
normlu uzaylar i¢in bdyle bir iliskiyi X =Y ile gosterecegiz. Bu 6zellige sahip uzaylara
yapisal benzerlikleri nedeniyle aym gozle bakilabilir.

L:D, c X - Y operatériine belli bir M >0 sayis1 ve her x € D, igin
| Les¥ || < M x; X |

esitsizligi ile birlikte stnirlt operator denir.

X,Y normlu uzaylar ve L:X — Y bir operatér olsun. Eger 4 kiimesi X normlu
uzaymn sturh bir altktimesi iken L(4), ¥ normlu uzaymda 6n kompakt ise, bu durumda
L operatériine kompakt operator denir. Eger L siirekli ve kompakt ise tamamen sirekli
denir. Her kompakt operatdr sinirlidir. Her sirh lineer operatér siireklidir. Boylece her

kompakt lineer operatdr tamamen siireklidir.

X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger
i) X, Y nin bir alt uzayi,
ii) Her xe X igin X den Y ye Ix =x ile tammlanan / birim operat6rii siirekli ise,

X normlu uzay1 Y normlu uzayina gémiilir denir ve bu durum X — Y ile gésterilir.
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I birim operatorii lineer oldugundan (i) kosulu

olacak sekilde bir M > 0 sabitinin varlifina denktir.
Eger I birim operatorii kompakt ise X normlu uzay1 Y normlu uzayna kompakt

lx;YIISM"x;X", xelX

gomiiliir denir.
2.3. Siirekli Fonksiyonlar Uzay:

a=(a,...a,) negatif olmayan «, lerin n-bilegenlisi ise @ ya ¢oklu-indis denir
ve x°, |a|= Z:'.:l a,; mertebeye sahip olan x* ---x;" tek terimlisi olarak tamimlanir, yani

a @,

x* =x.-x" olur.
Benzer sekilde 1< j <7 i¢in D, =9/6x, ise, bu durumda
D* =Df .- D"
|a | mertebeden bir diferansiyel operatér belirtir. Ozel olarak, bir # fonksiyonunun
gradientini Vu =(0,u,...,0,u) ile gdsterecegiz.
Eger G R” ise R" de G nin kapamist G ile belirtilir. Q, R” de bir bolge olmak

tizere G = Q ve G kilmesi R” in bir kompakt (kapali ve sinirl) altkiimesi ise, bu durum
G cc Q seklinde gosterilir. u, G de tammli bir fonksiyon ise, # fonksiyonun destegi

suppu ={x € G :u(x) = 0}
seklinde tamimlamr. Eger suppu cc Q ise, u fonksiyonu Q da kompakt destege sahiptir
denir.
Q, R" de bir bolge olsun. Negatif olmayan herhangi m tamsayis1 igin Q
bolgesinde |a[$m mertebesine kadar tim D% kismi tiirevleri siirekli olan ¢

fonksiyonlarindan olusan vektér uzay1 C7(Q) ile gosterilir. Bunun yaninda
C(Q)=C(RQ) ve C”(Q)=n:=0C”‘(Q) ile gosterelim. C,(QQ) ve C; () alt uzaylan
sirastyla Q bolgesinde kompakt destege sahip olan C(Q) ve C*(Q) uzaylarindaki biitiin

fonksiyonlardan olugur. Cj (£2) uzaymn elemanlarina fest fonksiyonu ad verilir.
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Q agik bir bolge oldugundan, C"(Q) uzayindaki fonksiyonlarin Q bblgesinde
siirl: olmas: gerekli degildir.C; gOsterimi ile | |<m igin Q bolgesinde D*4 lerin
sirlt oldugu ¢ € C" (Q2) fonksiyonlarinin uzaym belirtelim. Bu durumda Cj (Q) uzay:

|#:¢" @ |= max sup| Do¢(x)|

0<|a|<m xe0

normu ile bir Banach uzayidir.

Eger ¢ e C(Q), Q bélgesinde siurh ve diizgiin siirekli ise, bu halde ¢ fonksiyonu
Q bolgesinin kapamst olan Q bolgesine tek, siurli ve stirekli genislemeye sahiptir.
C”‘(ﬁ) vektor uzayi, Q bolgesinde 0 < | a | <m igin D¢ smrh ve diizgiin siirekli olan
e C"(Q) fonksiyonlarim belirtir. Eger Q bolgesi sinirsiz ise simgelerin yanlis
kullanimi belirsizlige yol agar (6rnegin, R"=R" oldugu halde C”‘(F):ﬁC"’(R"))
ve C"(Q) uzay1 Cy (Q2) uzaymnmn kapali bir alt uzayidir. Bu nedenle C™(Q) uzay: da

|4:c"@)|= max sup| D*p(x)

0s|a|sm xeQ

normu ile bir Banach uzayi olur.
2.4. Lebesgue Ol¢iimii ve integrali

% , R nin altkiimelerinin bir toplulugu olsun. Eger ¥ sinifi i¢in

)R €X

i)AcY ise A°={x€R":xg A}eX

i) 4, €%,j=12,.., iken | J4,€Z

Jj=1

kosullar: saglanmiyorsa, ¥ topluluguna o - cebir ad: verilir.

¥ simfim negatif olmayan reel sayilara doniistiiren

@:X— RY U{+oo}
fonksiyonu ¥ simfindaki ayrik kiimelerin bir {4,, j € N}toplulugunun sayilabilir her
birlesimi i¢in
,u[ UA,.] =Y w(4) , V4NA4=2,j=k
j=1 j=1

esitligini sagliyorsa, bu durumda p fonksiyonu X iizerinde bir Gl¢dim adim alir.
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R" nin altkiimelerinin agagidaki 6zelliklere sahip bir o - cebiri ¥ nin ve X
{izerinde bir p Ol¢limiiniin varhif: kolayca gosterilebilir.

i) R" de her agik kiime X aittir.
ii) Eger ACB, B€X ve u(B)=0 ise, budurumda 4€¥ ve pu(4)=0.

i) A={x €R" :a; <x, <b;,j=1,2,...,n}ise, budurumda 4€ X ve p(A)=]]®,—a,).

j=
iv) ubtelemeye gére degismeyen, yani, eger x € R” ve 4€X iken
x+A={x+y:yed}c¥ ve u(x+ A)=p(4).

Bu ozelliklere sahip X toplulugunun elemanlarina R” nin Lebesgue olgiilebilir
altkiimeleri; o fonksiyonuna R" de Lebesgue dlgiimii ve A€ igin p(4) ifadesine de 4
nin dlghmii denir. Bundan sonra, bir QO C R" bolgesinin Lebesgue ol¢iimiinii |Q| ile
gosterecegiz ve sadece 6lgiilebilir kiime diye adlandiracagiz.

Eger BCACR" ve |B|=O ise, bu durumda 4— B kiimesinin her noktasinda

saglanan bir 6zellik 4 kiimesinde hemen hemen her yerde (h.h.h.) gegerli bir 6zellik adim
alir.

Olgiilebilir bir kiime tizerinde tanimli ve RU{F 0o} kiimesinden degerlerini alan
bir f fonksiyonu verilsin. Eger her a € R igin

{x: f(x)>a}
kiimesi dl¢iilebilir ise f fonksiyonuna él¢iilebilir fonksiyon denir.

A C R" kiimesinin karakteristik fonksiyonu

0 efer xe4d

Z4®)= {l efer xg¢ A

seklinde tanimlanir. R" de reel degerli bir s fonksiyonunun goriintii kiimesi reel sayilarin
sonlu bir kiimesi ise s fonksiyonuna bir basit fonksiyon denir. Eger her x i¢in

s(x)e{a,...q,} ise bu durumda 4, ={xe R":s5(x)= aj} olmak tizere s=zz=laj;% olur

ve her bir 4 kiimesinin dlgiilebilir olmasi, s fonksiyonunun &lgiilebilir olmasi igin gerek

ve yeterdir.
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Eger f fonksiyonu 6lgtlebilir ve reel degerli ise, bu durumda f fonksiyonunu her
ikisi de dlglilebilir ve negatif olmayan f*=max(f,0) ve f =-min(f,0)
fonksiyonlan cinsinden f = f*~f seklinde yazabiliriz. [ f*(x)dx ve f f(x)dx

Q Q

integrallerden en az biri sonlu olmak tizere
Jr@a=[ rr@a—f rma
Q Q Q

seklinde tanimlayalim. Eger ber iki integral sonlu ise, f fonksiyonuna  bolgesinde
Lebesgue integrallenebilir denir ve ) bolgesinde integrallenebilir fonksiyonlarin simifi
L) ile gosterilir.
Teorem 2.4.1. ( Monoton yakinsaklik)

A, R nin Slgiilebilir bir alt kitmesi ve {f,} her x e 4 igin

0 A S A)S -
kognlunu saglayan 6lgiilebilir fonksiyonlarmn bir dizisi olsun. Bu halde

lim [ £ ()de= f(lim 7,(x))dx
A 4
Szelligi saglamir{8].

Teorem 2.4.2. (Fatou’s lemma)
A, R"nin Slgiilebilir bir alt kimesi ve {f,} negatif olmayan Golgiilebilir
fonksiyonlarin bir dizisi ofsun. Bu durumda
J, (imint 7)) e < timing [ f, o)
yazilabilir{8].
Teorem 2.4.3. f fonksiyonu R™" de Glgiilebilir bir fonksiyon olsun ve kabul edelim ki

L= f|feyldedy
L= [(flre )

L= [(flfeyld)d

integrallerinden en az biri var ve sonlu olsun.
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Bu durumda
(a) hemen hemen her y € R” igin f(-,y)e L'(R"),
(b) hemen hemen her x € R” i¢in f(x,-)e L'(R™),

© [feidxe L@,
R

@ [rendrel®) ve
R”

(e L,=1=1,
6zellikleri saglanir[8].

2.5. I’ (Q) Lebesgue Uzay1
Q, R" de bir bélge ve p pozitif bir reel say1 olsun. Q bélgesinde tanimli
fn | u(x)]” dx < 0o (2.5.1)
Ozelligine sahip tliim &l¢iilebilir fonksiyonlarin simfim L°(Q) ile gosterelim. Q bolgesinde

hemen hemen her yerde esit fonksiyonlan L°(Q) uzayinda esit kabul edelim. I7(Q)

uzaymin elemanlar1 (2.5.1) ifadesini saglayan o6lglilebilir fonksiyonlarin denklik
smiflandir. Bu farki g6z ardi ederek, eger u fonksiyonu (2.5.1) 6zelligine sahip ise

ueI’(Q) ve Q bolgesinde hh.h u(x)=0 ise I[’(Q) uzayinda u=0 yazacagiz. Eger
uel’(Q)ve ceC ise cu e I (Q)oldugu agiktir ve u,v € L (Q) i¢in

| +v@) [ < (|ut)|+]v0)] ) <27 (|u@l” +]ve))

oldugundan u +v e Lf(Q) yazlabilir. Béylece L7 (Q) bir vektdr uzay olur.
1< p < olmak lizere bu uzay

[ul, =T, ={ [} Juco)|” &}

normu ile bir Banach uzayidir.
Q bolgesinde Slgiilebilir bir # fonksiyonu i¢in hemen hemen her yerde | u(x)| <K
olacak gekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen simirlidir denir. Béyle K

sabitlerinin en biiyiik alt simirina da |u| nmn Q bolgesindeki esas (essential) supremumu

denir ve ess sup| u(x)| ile gosterilir. Q bolgesinde hemen hemen sinirli # fonksiyonlanyla
xeQ

tanimlanan uzay L°(Q) ile gosterilir.
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L*(Q) uzay

|u]_ = esssup|u(x)|
xeQ

normu ile bir Banach uzayidir.

Eger 1< p<w ise 1< p’ <o ve —1—+-1-/-=1 olacak sekilde p’ =L1- sayisina p
p p-

p
nin eslenigi denir.
l<p<w ve L€ [L” (Q)]/ olsun. Bu durumda her u € L” (Q) igin
L(u)= L u(x)v(x)dx

olacak sekilde bir veL”(Q) vardr. Ustelik ||v|, =| L]y olur ki, buradan da

)74 () g[L“’ (Q)]/ ozelligi c¢ikar. Dolayisiyla elemanlar1 ¢ok farkh bile olsa Banach

uzaylar olarak bu iki uzaya aym gozle bakilabilir.

Esitsizlikler matematigin birgok brang: ( fonksiyonel analiz, diferansiyel ve integral
denklemler, interpolasyon teorisi v.b.) ve fizik, mekanik gibi diger bilimlerin gelisimi igin
daima ¢ok &nemli olmugtur. Ustelik bu dnem son on yilda gok hizli artmistir.

Ayrica giintimiizde esitsizlikler teorisi matematigin bagimsiz bir brang1 olarak géz
Oniine alinabilmektedir.

Simdi ¢aliymamizda sikga kullanacagimiz bazi 6nemli esitsizlikleri teorem halinde

verecegiz.
Teorem 2.5.1.( H6lder Esitsizligi )

Eger l<p<w ve uel’(Q), veL"'(Q) ise bu durumda uve I'(Q) olur ve

Jluve@ |de<|ul, | v],

esitsizligi saglanir.
Teorem 2.5.2.( Minkowski Egitsizligi )
i) Eger 1< p <o ise bu durumda

Ju+v], <]ul, +11,
yazilabilir.



17

ii) Benzer olarak, hepsi sifir olmayan x, , y,, i=1,2,... sayllarim ve 1< p <o sayisi goz
Ontine alalim. Bu durumda toplam i¢in Minkowski esitsizligi

f;“lpc,,r’]% +[fj|yml"]%

m=1

1
p
<

oot

seklinde ifade edilebilir.

iii) f fonksiyonunun R"xR" de O§lgiilebilir, hemen hemen her y€R" igin
fENELPR™) ve y—|fC, y)]|p, on fonksiyonunun L'(R") uzaymna ait oldugunu kabul
edelim. Bu durumda x — fR” f(x,y)dy fonksiyonu L?(R™) uzayna ait olur ve integraller
i¢in Minkowski esitsizligi

[, rend| <[ lreol
seklinde yazilabilir.

Teorem 2.5.3.( Gagliardo Esitsizligi )
Qc R" ve n22 olsun. Budurumda her f eC (Q) igin

[fg i

esitsizligi saglanacak sekilde pozitif bir C(n) sayis1 vardir[63].

"L-'dx]’%SC(n)LIVfldx

Teorem 2.5.4. ( Young EsitsizliZi )

Eger £>0, a,beR', p>1ve -l—+l=1 ise, 0 zaman

P q
g < 2 /e
p q

yazilabilir[86].
Teorem 2.5.5. |Q|=de<oo ve 1< p<g<ow olsun. Eger ueL(Q) ise, bu halde

uel’(Q) olurve
[ul, <[ ],

esitsizlifi yazilabilir. Dolayisiyla
I'Q)->rQw
gbmmesi gegerlidir[6].
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Teorem 2.5.6. Eger 1< p <o ise I’(Q) uzayr aynlabilirdir ve C,(Q),C; () uzaylan
I’(Q) uzaymmda yogun olur. Bunun yaninda, I”(Q) uzay: ancak ve ancak 1< p <o ise
yansimahdir[6].
2.6. w™* () Sobolev Uzay1

Q, R" de bir bolge ve 1< p<o olmak fizere Q bolgesinin her bir kompakt
altkiimesinde p. kuvveti integrallenebilen Q bolgesindeki 6lgiilebilir biitiin fonksiyonlarin
uzay1 I (Q) ile gosterilir.

ue L, (Q) ve a ¢oklu-indisi verilsin. Her ¢ € Cy (Q) igin
|a] o
chvdx—(—l) fQuD pdx

esitligi saplamrsa, ve I, (Q) fonksiyonuna u fonksiyonunun . zayif tiirevi denir. Bu
durumda v fonksiyonu, # fonksiyonunun genellesmis tiirevi olarak da adlandirilir ve
v= D%y geklinde yazilir.

Eger u fonksiyonu, klasik anlamda D“u siirekli kismi tiirevlere sahip olacak
sekilde yeterince diizgiin ise, 0 zaman D”u aym zamanda # fonksiyonunun zayif kismi
tirevidir. Elbette D”u klasik anlamda olmaksizin zayif anlamda mevcut olabilir.

Q, R" de bir bolge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 ve 1< p <o olmak
lizere,

wm? (Q)={uel’(@):Duec (), 0<]| a|<m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay: denir. W™ (Q) uzay:

Yp
felpa=tol., = 3 o] 1204
05|a|$m

D*u

[l =1l = o
normlar ile bir Banach uzayidir.
W™P (Q) uzaymnda Cy (Q) uzaymn kapams1 W,™? (Q) ile gosterilir.
Teorem 2.6.1. Eger 1< p <ise W™?(Q)aynlabilirdir iistelik 1< p <o igin yansimah
ve diizgiin konvekstir[5].
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1938 de Sobolev kendi adiyla taninan baz esitsizlikleri fonksiyonel analiz
yontemleri kullanarak ispatlamistir. Sobolev ve ilgili esitsizlikler matematik ve fizikte
oldukca 6nemli uygulama alani bulmustur. Genellikle analitik ¢6ziimleri bulunamayan gok
kanigik problemlerin kalitatif olarak incelenmesi, yani operat6rlerin normlan tizerine bazi
tahminlerin yapilmasi kagimlmazdir. Bu analiz ise bizi genellikle Sobolev tipli
esitsizliklere gotiiriir.

Teorem 2.6.2. (Sobolev Ejsitsizligi)

Q, R" de agik bir bolge olsun. Eger 1< p<ow, mp<n ve ueWy""(Q) ise, bu

durumda
|« <Clu],,

esitsizligini saglayacak sekilde bir C(n, m, p) sabiti vardir[86].

Agik olarak W (Q)=1I"(Q) ve 1< p <o olmak iizere C;'(Q) uzay1 I7(Q)
uzaymnda yogun oldugundan, W;* (Q) = I*(Q) yazlabilir. Bunun yaninda herhangi bir m
pozitif tamsayisi igin

Wy (Q) > W™ (Q) - IF(Q)
gébmmeleri gecerli olur.

Bir Q bolgesinde tanimli Sobolev uzaylarimin birgok 6zelligi ve ozellikle bu
uzaylarin en 6nemli karakteristiklerinden birisi olan gomiilme o6zellii, QQ bélgesinin
diizglinltigiine baghdir. R" de B, (x) ve x noktasim igermeyen B, (¥) agik yuvarlarim
goz oniine alalm. K, =B (x)N{x+A(z-x):ze B, (y),A>0} kiimesi, tepe noktas x
olan bir sonlu koni adim alir. Bir Qc R” agik kiimesinin her x noktas: bir X, cQ

konisinin tepesi ise ve biitin K, konileri bir X sonlu konisinden izomorfik ve izometrik
doniigiimlerle elde edilebiliyorsa, bu halde Q bolgesinin koni dzelligi vardir denir.

Q koni Ozellifine sahip bir bolge ve X uzayr da Q {lizerinde tammh
fonksiyonlarin bir Banach uzay: olsun. Bu durumda

WmP(Q)—> X
gbémmesi her u e W™?(Q) igin
[wX|sClu],,q

esitsizligi saglanacak sekilde €),n ve K konisinin gesitli parametrelerine bagh bir C >0
sabitinin varh@im gosterir.
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Teorem 2.6.3.( Sobolev Gémme Teoremi)
Q ,R" de koni &6zelligine sahip agik bir bolge, m>1 ve j>0 seklindeki
tamsayilar ve 1< p <o olsun. Bu durumda eger;

i) mp<n ise

W@ WHQ),  psqsq=—2

n—mp
ya da 6zel olarak
wmr(Q) — I(Q), p<g<q =—2
n—mp
elde edilir.

ii) mp=n ise

WP (Q) > W (Q), p<qg<m™
yada

W™ (Q) —> LY(Q), P<g<o
olur.
Ustelik p =1 olarak alinirsa

wmi(Q) — CL(Q)
elde edilir.
iii) mp >n ise

WP (Q) — CL(Q)
gémmesi yazilabilir{7].

Ayrnica Q bolgesi siurh ise Teorem 2.5.5. ile birlikte 1< g < p i¢in de yukandaki
gémmeler gegerli olur.

Diger taraftan eger W™”(Q2) > L(Q) gémmesi 1< g < p i¢in var ise bu durumda
Q bolgesi sinirhidir.

Bunun yaminda efer W uzayi, W, uzay ile degistirilirse, Q bolgesi {izerinde
herhangi bir kisitlama yapmaksizin yukaridaki gémmeler gegerli olur.
Teorem 2.6.4.(Rellich-Kondrachov Teoremi)

Q ,R" de koni dzelligine sahip agik bir bolge, Q,, Q bolgesinin stmrh bir alt
kiimesi, m2>1 ve j20 seklindeki tamsayilar ve 1< p <o olsun.
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Bu durumda
i) mp<n ise

WP Q) - WH(Q,), 1<q<q
ii) mp=n ise

W2 (Q) > WH(Q,), 1<g<o
iii) mp>n ise

WP Q) = C3(Q),

WImP(Q) - W(Q,), 1<g<w

gémmeleri kompakttir[7].
Eger Q bolgesi simirl ise Teoremin ifadesinde Q, =Q alinabilir ve Q bélgesi
R"de keyfi bir bolge ise W/*"?(Q) yerine W/™?(Q) konulmas1 kosuluyla yukaridaki

gémmeler kompakt olur. Bunun yaninda X,Y ve Z uzaylar1 X »>Yve Y > Z

gébmmelerine sahip olsun. Eger bu gémmelerden biri kompakt ise bu durumda X — Z

bileske gdbmmesi de kompakttir.
2.7. Konvoliisyon ve Riezs Potansiyel Operatorii

Her iki ¢arpan fonksiyondan lokal olarak daha iyi davranan bir fonksiyon iiretmek
i¢in, her birinin diizensizligini kaldiran iki fonksiyonun noktasal olmayan g¢arpimim
olugturmak genellikle kullamshdir. Bunlardan biri

Frg@= [ fx-»goid @7.1)

integrali var olmak tizere (2.7.1) seklinde tanimlanan f ve g fonksiyonlarimn f * g
konvoliisyonudur. f fonksiyonunun bir X c¢ekirdegi ile konvoliisyonu

K@= [ fOKE-yd
seklindedir. Konvoliisyon operatériiniin gekirdeginin integrallenemeyen tekilligi varsa
singiiler integral, zayif (integrallenebilen) tekilligi varsa potansiyel ad1 verilir. O0<a <n
olmak tizere I,(x)=|x|*" gekirdek fonksiyonuna Riesz ¢ekirdek fonksiyonu ad verilir.
Bu fonksiyonun koordinat baslangicinda zayif tekilligi vardir. Béylece bir fonksiyonun

Riesz potansiyeli konvoliisyon olarak

Liw=1x 7= [, O

seklinde tamimlanur.
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Teorem 2.7.1. (Young Teoremi)
1<p<w , fel'(R") ve ge I(R")olsun. Bu durumda
rrg@= [ fix=3e0)d
ve
gr /)= [ gx—n70)d

konvoliisyonlan iyi tamimh ve hemen hemen her x € R” igin esittirler. Ustelik
f*xgel’(R") olurve

| 7«2l <l 7kl £l,

esitsizligi gecerlidir[7].
Sonug¢ 2.7.2.
Bger L+1=Li1, feIP(R) ve g I(R") ise, buhalde f#ge I'(R") olur
p q r
ve
| r«2l, <l 71,12l,
esitsizligi elde edilir[7].
2.8.Maksimal Fonksiyon

R" de lokal integrallenebilir bir f fonksiyonuoun » > Q yarigcaph x merkezli
B(x,r)= { y: |x - y[ < r} agtk yuvar {izerinde ortalama degeri

rwa=r [, 70

seklinde gosterilir.
Lokal integrallenebilir bir f: R® — [, ] fonksiyonunun Hardy-Littlewood
maksimal fonksiyonu, Mf : R" — [0,0],

W=MS @ =i [, 70y

=sup F |/

r>0 B(r.x)

olarak tanimlamnir.
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Bu sekilde tammlanan M operatérii alt lineerdir, yani, f,ge Ll (R") ve a,be R

icin
M(af +bg)<|a|Mf +|b| Mg
esitsizligi yazilabilir.
0 < a < nolsun. Lokal integrallenebilir bir f: R" — [~w,] fonksiyonunun kesirli
maximal fonksiyonu ise

ra
M SO =5 2y Lo Oy

seklinde tamimlamir. Kesirli Maximal fonksiyon kismi diferansiyel denklemlerde ve
potansiyel teoride birgok uygulamalara sahiptir. Ozel olarak @ =Oalimrsa Hardy —

Littlewood maximal fonksiyonu elde edilir.

Teorem 2.8.1.(Hardy-Littlewood-Wiener)
felL’(R") ve 1< p<wolsun. Bu durumda Mf fonksiyonu A.A.A. sonludur ve
i) p=1ise,
|{x: M7 (0) > A} 5§||f||l , VA>0

ii) 1< p<oo ise,

|1, <clrl,
olacak sekilde sadece p ve n sayilarna bagl bir C sabiti vardir[5].

JKinnunen ve E.Saksman[50] kesirli maksimal fonksiyonun sasirtici regulerlik

Ozelliklerini g6stermislerdir. Temel sonuglari, kesirli maksimal fonksiyonun L” uzaylarim
simirh olarak birinci mertebeden Sobolev uzaylan igine resmettiini ve kesirli maximal

fonksiyonun birinci mertebeden Sobolev uzaylarim: korudugunu gosterir.
Teorem2.8.2. 1< p<n , l1<a <Z ve f € IF(R") olsun. Bu durumda
p

) i=1,2,3,..,n, i¢in DM f zayif kismi tlirevleri ~.h.h. vardir ve R" de h.h.h.
lD,.Mafl SeM, ., f ,i=123,..,.n,

yazilabilir.
ii) q=———£—-—— ve q = P olmak iizere MafeL".(R") ve i=1,2,..,n,
n—(a-1)p n—ap

icin DM, f € L'(R") olur.
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Ustelik,
[M. 1 <C|f, ve [DM. 1], <C|7],
olacak sekilde C =C(n, p,r) say:st vardir[50].

O<a<n,f <0 ve § >0 olmas1 durumunda

f; M < C5"Mf (%)

(x,6) lx _ yln—u

ve

I, VOID _ corpyiry

R -B(x,6) I — ﬂ+n =
yazilabileceginden, Riesz potansiyeli i¢in asagidaki Sobolev esitsizligi elde edilebilir.
Teorem 2.8.3. @ >0,1< p<oo ve ap <n olsun. Bu durumda, f e I”(R") iken

|71, <cl 7],
olacak sekilde bir C = C(n, p) sabiti vardir[86].

Bu teorem yardimiyla Sobolev esitsizlifinin ispati Hardy-Littlewood-Wiener
maksimal teoremine dayal olarak yapilabilir.

2.9.Modiiler Uzay ve Genellestirilmis Orlicz Uzay1

X bir reel vektor uzay: olsun. Eger p: X —[0,00] fonksiyoneli her x,y € X i¢in

a) p(x)=0&x=0

b) p(x) = p(-x)

a,f20,a¢+p=1icn plex+y)<px)+p(y)
Ozelliklerini saghyor ise, p fonksiyoneline X tizerinde bir modiiler denir. Eger ¢) 6zelligi
yerine &, f 20, + f =1 igin

plax+By)<ap(x)+pPp(y)

Ozelligi varsa, p modilerine X lizerinde bir konveks modiiler ad1 verilir.

Omegin X vektdr uzayl, [a,b] arahf fizerinde I” uzayr olarak alinsin. Bu
durumda

p()= [ 1x0)P dt

fonksiyoneli p=1 igin X tizerinde konveks modiilerdir.
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Eger p fonksiyoneli X tizerinde bir modiiler ise, bu durumda
X, ={x€X:£1£% pAx)=0}

uzaymna bir modiiler uzay denir. X, modiiler uzay1 X vektér uzaymm bir alt vektor
uzayidir. Genel olarak p modiileri alt toplamsal olmadi$ i¢in bir norm veya uzaklik gibi

davranamaz. Eger p fonksiyoneli X iizerinde konveks modiiler ise, bu durumda

f

171, = inf{l >0:pth)< 1}

fonksiyoneli X, tizerinde Lilxemburg normu adi verilen bir norm belirler.
Q, R de dlgiilebilir bir bélge olsun. @: Qx[0,00) = R fonksiyonu
a) Ve Q icin @(f,u) azalmayan stirekli bir fonksiyon,
b)p(£,0)=0, u >0 igin p(t,u) >0 ve lI(i_lgnp(t,u) =00,
¢) Her u >0 igin (¢, u) 6l¢iilebilir bir fonksiyon

Ozelliklerine sahip ise, ¢ fonksiyonuna @ sinifina aittir denir.

X, Q bolgesinde reel degerli 6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi ve Q bolgesinde
h.h.h. esit fonksiyonlar1 X kiimesinde esit kabul edelim.

Eger ¢ fonksiyonu @ smifina ait ise, bu durumda Vxe X igin Lp(t,'.x(t)l)
fonksiyonunun Slctilebilir oldugu ve p(x)= fg e(h|x(@))dr  ifadesinin X de bir p

modiileri tammladif1 kolayca goriilebilir.
Eger ¢(f,u) fonksiyonu her € Q i¢in # nun konveks fonksiyonu ise p, X de
konveks modiilerdir.

X, ={x€X:}ir§L@(t,A|x(t)|)=0}

modiiler uzayina genellestirilmis Orlicz uzay: veya Musielak-Orlicz uzay: denir ve L* ile
gosterilir.

Bunun yaninda
L= {x €eX: fn @8, [x(t)|)dt < oo}
kiimesine genellestirilmis Orlicz sinift ach verilir.
Eger her A>0 igin Axe L} ise xe X fonksiyonuna L° nin bir sonlu elemamnt

denir. X in tiim sonlu elemanlarimin uzayr E¥ ile gosterilir. L° en az bir A>0 igin
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p(Ax) <o olacak sekilde tlim x € X elemanlanimn kiimesidir. L , L? nin bir konveks alt
kiimesi olup, L° uzayr X in L{ kiimesini kapsayan en kiiciik vekt6r alt uzayidir. E¥, X
in I} kiimesinde yer alan en bilyiik vektor alt uzayidir.

Eger o(t,u)=p(u), yani ¢ fonksiyonu ¢ degiskeninden bagimsiz ise, L* ve L}
ktimelerine sirasiyla Orlicz uzayt ve Orlicz sinift adi verilir.

Eger ozel olarak (t,u) fonksiyonu her 7€ Q igin # nun konveks fonksiyonu ve

her 1€ Q igin

©):1im 2E% —0 | (00): lim 2B _ oo

-0ty -0 gy
kosullarim sagliyorsa ¢ fonksiyonuna bir N -fonksiyon adi verilir.

Modiiler uzaylar teorisi H.Nakano tarafindan kurulmustur. H.Nakano modiileri
genel olarak siirekli yan-sirali lineer uzay tizerinde tanimlamgtir. Bu uzaya Nakona uzay:
ad1 verilmigtir ve @(u) fonksiyonunun yerine ¢ parametresine bagh (z,u) fonksiyonunun
uygulanmasindan olusan Orlicz uzaylar teorisinin geligimi H.Nakano orijinlidir. Daha
sonra J.Musielak ve W.Orlicz tarafindan modiiler uzaylarin &rnekleri verilerek
gelistirilmigtir. Gergekte bir modiiler yari-sirali vektdr uzayr bazi kisitlamalar altinda
genellestirilmis Orlicz uzayidir.

2.10.Agirhkl Lebesgue ve Sobolev Uzaylar

w fonksiyonu hemen hemen her x € R” i¢in w(x)>0 olacak sekilde R" de lokal
integrallenebilir olsun. Bu durumda w fonksiyonuna bir agirlik fonksiyonu denir.
Ozel olarak, xe Qc R” igin
d(x)= ;2;9 |x— |
ve a reel bir say1 olmak tizere
w(x) = (d(x))"

agirhik fonksiyonuna kuvvet tipli agirlik fonksiyonu denir.
Egfer w(2x) <Cw(x) olacak sekilde bir 1<C, <oco sayis1 varsa w agirhk

fonksiyonuna ¢ift kath agirhik fonksiyonu (D) ve eger w(x) <C,w(2x) olacak sekilde
0<C, <1 sayist varsa w agirlik fonksiyonuna iers cift kath agrlik fonksiyonu (RD) ad

verilir.
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w bir agirhik fonksiyonu ve Q, R”de agik bir bolge olsun. Bu halde Q bglgesinde

( f |ulf w) <00
Q
olacak gekilde 6l¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesine agwrlikli Lebesgue uzayr denir ve
X (Q) ile gosterilir. Agirhikh Lebesgue uzay:
1

A1, = ([} )7 <o0

normu ile bir Banach uzayidr.
Benzer olarak agwrliklt Sobolev uzayr, m herhangi bir pozitif tamsay1 ve 1< p <o
olmak iizere,
wrr(Q)={ue (Q): Du e L[(Q),0<|a|<m)
seklinde tanimlamr. AZirlikh Sobolev uzay:

1
b, = o

normu ile ayrilabilir bir Banach uzayi olur.

2.11. Hardy Egsitsizligi
1920 de G.H.Hardy[37] tarafindan, a>0, f(x)>0, p>1 ve f w[u(x)]p dx

yakinsak iken

j;oo[ 'lj; u(t)dtde<[ ] f [u(x)) dx (2.11.1)

esitsizligi ifade edildi. G.H.Hardy nin asil amact
1
00 o) 2
Ln’n b, <7 a »’
S (S5
seklindeki Hilbert esitsizlifinin yeni ve daha basit bir ispatim bulmakti. 1925 yilindaki
{inlii makalesinde p>1 ve a, >0 i¢gin

Z[ Za,,] _[ ]Za (2.11.2)

n=1 \ P =1 n=1

seklindeki (2.11.1) esitsizliginin ayrik versiyonunu ifade etmigtir[38].
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Ayni makalede (2.11.1) esitsizliginin gergekte p > 1olmak iizere
oof 1 x P
fo [; fo u(t)dt] dx

seklinde saglandifim ispatladi[39,59].
Bu esitsizlik literatiirde Hardy’s egitsizligi olarak bilinir. Daha sonra bu esitsizlik

2 ) [ Ler
< p—l] fo [ux)) ax (2.11.3)

tizerinde detayl: olarak ¢aligildi ve daha genel integral esitsizliklerinin incelenmesi igin bir
model 6rnegi olarak kullamldu.

Teorem 2.11.1. u fonksiyonu negatif olmayan o&l¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Bu
durumda p>1 ve € < p—1 olmak iizere

oof | x P P
— € <
_/; [xfo u(t)dt] xfdx < 1—e

esitsizligi saglanir[39,59].

] fo ") xdx 2.11.4)

Bu esitsizligin dual versiyonu (2.11.4) esitsizliginden, p>1 ve €> p—1 olmak

{izere

f_p] fo w0 xdx (2.11.5)

fo A [% f ” u(t)dt]pxeafx <\

seklinde elde edilebilir. Ayrica (2.11.4) ve (2.11.5) esitsizlikleri, #'(f):=—, p>1 ve

€= p—1 olmak lizere u € C;°(0,00) igin

f |u(@)|” ¢7dt <|——— t°dt

f W)

le=p+1] +1|

seklinde yazilabilir ve € =0 i¢in

b

u(t)
t

[ ]f |/ at

bigimine indirgenebilir.
Teorem 2.11.2. 1< p<w, -1< B <o ve u fonksiyonu limu(x)=0 6zelligine sahip

(0,0) araliginda mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

f |ux)|” xPdx < [ﬂ+l] f | ()| x*+rdx, (2.11.6)

esitsizligi yazilabilir{39].
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Teorem 2.11.3. 1< p<g<w,(@—1)p+1>0 ve u fonksiyonu lim u(x)= 0 dzellifine

sahip (0,0) araliginda mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. Bu halde

5

q
a-l+l—l

x P Tu(x)

1

| SC(p,q,a)[ INELEN dx]; @2.11.7)

esitsizligi saglanacak sekilde # fonksiyonundan bagimsiz pozitif bir C(p,q,a) sayisi
vardir[59].

Teorem 2.11.4. (Genellestirilmis Hardy Esitsizligi)
9 ,:[0,00)—[0,00) agirlik fonksiyonlar1 ve u fonksiyonu limu(x)=0

Ozelligine sahip (0,0) aralifinda mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda
1 1
o x ; 7
sy, 9 ds]q[ o(s)"? ds]p <
s [ [ <
ve 1< p<q <o olmak iizere

1

9(x)* u(x)

o(x)? ' (x)

<C(p.q,9,0)

q

(2.11.8)

¥4
esitsizlifi saglanacak sekilde u(x) fonksiyonundan bagimsiz bir pozitif C(p,q,9,)
sayist vardir[63].

Birgok yazar f ; f(@)dt yerine, R(x)ve r(x) agirlik fonksiyonlar1 olmak {izere

()0 =R [ @)

seklindeki daha genel operatorleri géz Oniine almigtir. Bu operatdrden Hardy egitsizligi
kolayca elde edilebilir.



3.BOLUM

DEGISKEN USTLU LEBESGUE VE SOBOLEV UZAYLARI

Bu boliimde degisken tistlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin tammi ve &zellikleri
verilecektir. L° normunun alisilagelmis tamminda p yerine p(x) birakilamayacag
agiktir. Bununla birlikte, Lebesgue uzaylar1 modiiler uzaylar adi verilen daha biiyiik bir
aileye ait olan genellestirilmis Orlicz uzaylarinin bir 6zel durumlar olarak géz oniine
aliabilir. Bu yaklasim degisken listlii Lebesgue ve Sobolev uzaylarimn tanimlanmasina ve

degisken tstlii Lebesgue uzayinda Liiksemburg ve Orlicz normlarimin uygun benzerlerinin
tanimlanmasina imkén verir.

3.1. Degisken Ustlii Lebesgue Uzay1

2, R" de o&lgiilebilir bir kiime, I Q | >0 ve E kiimesi Q bolgesinde tamimli
ol¢tilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. E kiimesinde A.k.A. esit fonksiyonlan bir eleman
olarak goz oniine alalim. p fonksiyonunu ¢alismamz boyunca &lgiilebilir bir fonksiyon
yani p € E olarak kabul edecegiz.

o (x,8) =57, VxeQ,s>0
seklinde tanimlanan ¢: Qx[0,0) — R fonksiyonu

i) Vx e Q igin ¢(x,7):[0,00) > R azalmayan siirekli bir fonksiyon,

i) p(x,0)=0, s>0 i¢in @(x,5)>0 ve P_gup(x,s) =00,

iii) Her s 20 igin ¢(-,s) € E

ozelliklerine sahip oldugundan, ¢ fonksiyonu @ smifina aittir. Aynca, @(x,s)
fonksiyonu Vx €(} i¢in s nin bir konveks fonksiyonu oldugu agiktir. Bu nedenle u € E
fonksiyonu i¢in

p) = Py @)= [ (i |u)ar= [ |ue)" &
seklinde tanimlanan p: E — [0, 00] fonksiyonu

a) p)=0&u=0

b) p(u) = p(-u)

¢) p(au+Bv)<ap(u)+ Pp), Yu,v€ E,Vo,8>0,a+ 6 =1
ozelliklerini sagladigindan, £ kiimesi lizerinde bir konveks modiilerdir.

30
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Béylece E, = I7*(£)) modiiler uzay:
IPOQ) = {u €E: ,\lng pOw) = 0}

genellegtirilmig Orlicz uzaymmn bir 6zel ¢esididir ve E kiimesinin lineer alt uzayidir.
¢(x,s5) fonksiyonunun ézelliklerinden, I’®(Q) uzaymn en az bir 1>0 igin
p(Au) <o olacak gekilde tiim u € E fonksiyonlarinin kiimesi oldugu agiktir, yani,
SAOE {u€ E:IX>0,p(\u) < oo}

yazilabilir.
L"®(Q) uzayimn bir konveks alt uzay1 olan L2 (Q) uzayr
L) ={uecE:p(u)<oc},
genellestirilmis Orlicz siifimin bir tlirtidiir ve
O ={ueE:VA>0,p(\u) < oo}
uzay1 da E nin IZ®)(Q) kiimesinde kapsanan en biiyiik alt vektor uzayidir. Bu uzaylar igin
genel olarak
Lf(t) (Q) C Lg(x) (Q) e Lp(x)(ﬂ)
yazilabilir.
Q, R" de acik bir bolge ve ' CQ olsun. p:Q—[l,00) Slglilebilir fonksiyonu
i¢in

py =essinf p(x) ve p;;, = esssup p(x)
xeq xeqt

gbsterimlerini, ayrica p~ = p; ve p* = p; kisaltmalarim kullanacagiz. Bundan sonra,

aksi s6ylenmedikge, 1< p~ < p* < oo kabul edecegiz ve bu durumu
L;( Q)= {u e ”(Q) :essninf uz 1}
olmak iizere, p € LT ((2) ile ifade edecegiz.

Teorem 3.1.1. IF®(Q)=L""(Q) olmas:1 i¢in gerek ve yeter kosul pe LT ()
olmasidir[32].



32

Boylece pel? () ise, I'®()=L%Q)=L®(Q)=E, yazlabilir ve
' (Q) uzaymm degisken idstlii Lebesgue uzayr, p() fonksiyonunu da stmerls iist olarak
adlandiracagiz. p nin sabit ( p(x) = p) olmas1 durumunda degigken iistlii Lebesgue uzay:

ile klasik Lebesgue uzay1 gakisir. p € L7 () olmasi durumunda modiiler fonksiyon ek
olarak asagidaki 6zelliklerine sahip olur.

) plu+v) <27 (p(u)+ p(v))
i) ue I"¥(Q) igin eger A>1 ise

p(u) < Ap() <X pu) < p(hu) < N p(u)
veeger 0<A <1 ise

N p(u) < pQuat) S N p(u) < Mp(u) < p(1)
elde edilir.
iii) Eger hemen hemen her x €} i¢in | u(x) | < | v(x) ] ve p(v) < oo ise, bu
durumda p(u) < p(v) ve |u|=|v| i¢in kesin esitsizlik vardir.
iv) Verilen bir u € I"®(Q)\ {0} igin, p(\u) fonksiyonu X ya gore siirekli, konveks

¢ift fonksiyondur ve A €[0,00) i¢in artandur.

p modiileri konveks oldugundan I () tizerinde

[0 =l =it (3> 0:0(4] 1}
Liiksemburg normu tammlanabilir. Bu norm ile birlikte Z”*(Q) uzay1 bir Banach uzay:
olur. Eger u,ve PP ve hhh |u@)|<|v(x)| ise |u ||p(x) <|v ||p(x) yazilabilir,

fePP(Q) olmak tizere | f ||p(x) <C, olmas: igin gerek ve yeter kosul o(f)<C,

olmasidir. % degeri alttan ve listten p fonksiyonuna bagli bir sabitle sinirlidir.

2
Modiiler fonksiyonun (iv) 6zellifinden ve normun tanimindan asagidaki teorem
kolayca elde edilebilir.

Teorem 3.1.2. u € I’ (Q)\ {0} olsun. Bu durumda ||u||pm =a olmas: igin gerek ve

yeter kosul p(ﬁ) =1 olmasidir[32,58].
a
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I ||p(x) normu ve p(x) modiileri arasinda yakin bir iliski vardir. Bu iligki asagidaki
gibi ifade edilebilir.
Teorem 3.1.3. u € () olsun. Bu halde

i) ||u||p(x) <l=L>D e pu)<l(=1;>1)

. _ +
i) Bger u,,>1ise [u[],, <o) <|u]7,

. * :
<tlise ful}  <p)<|ul,

iii) Eger || u ||

p(x)

ifadeleri gegerlidir [32,58,75].

Teorem 3.1.4. E kiimesi Q bolgesinin 6l¢iilebilir bir alt kiimesi ve y, de E kiimesinin
karakteristik fonksiyonu olsun. Bu durumda

1

1 1
|E|7 <]z, <| |7 |E]<1

1 1

|E17<lzal, i, <IEI7. | E21

esitsizlikleri yazilabilir[75].

Bu uzaylarin 6nemli 6zelliklerinden biri modiiler yakinsaklik ile norm yakinsaklig
arasindaki iliskiyi veren asagidaki sonugtur.
Teorem 3.1.5. u € ’®(Q)ve k=1,2,... i¢in u, € [*(Q) olsun. Bu durumda

) limu, —u,, =0

ii) I}imp(uk —u)=0

iii) u, 6lgtimsel olarak () bolgesinde # fonksiyonuna yakinsar vellim p(u,)= p(u)
Ozellikleri egdegerdir[32,58].

Bu Teoremin bir sonucu olarak I7*((2) uzaylarinda asagidaki yogunluk ile ilgili
sonug elde edilebilir.
Teorem 3.1.6. (2 lizerinde tammh tiim simrh Olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi
(P9@,)-).,,) uvzaynda yogundur{32].

p(x)

Teorem 3.1.7. (L") (Q),|-| ..} uzay: aynlabilirdir[32,58].

p(x)
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Teorem 3.1.8. ) iizerinde tanimh tiim basit integral fonksiyonlarindan olusan S kiimesi
(.||, vzaymnda yogundur{32].

p(x)

Teorem 3.1.9. Eger Q C R” seklindeki bir altkiime ise, bu durumda C(Q)NI7®(Q) uzays,
(9,

I'",, (x)) uzaymnda yogun olur, Ayrica, eger () bolgesi agik ise, bu halde C (1)

uzayr (L”P(Q),]-| ..,) vzayinda yogundur{32,77].

p(x)
Teorem 3.1.10. Eger p~ >1 ve p* < oo ise, bu durumda I7® () uzay: diizgiin konveks
ve dolayisiyla yansimal bir uzay olur[32].

Klasik duruma benzer olarak p fonksiyonunun eslenigini p’(x)= f_()xi—f olarak
tanimlayalim. 7

Teorem 3.1.11. Vue I’®(Q) ve WweI’P(Q) i¢in c=1+L_———l+— olmak iizere
p b

[luev@|d<clul,, ],
esitsizligi yazilabilir[32,58,75].

IP*)(Q) uzay tizerinde

Jul, =iag A+
seklinde tammlanan norma Amemiya normu denir. Basit bir hesaplamayla eger p(x)= p
seklindeki bir sabit ise, bu durumda
Jul, =2[=],
elde edilir. Dolayistyla, bu iki norm esdegerdir. Yani, Vu € I7*”(Q)i¢in
[l <Mul, <2]ul,,,
esitsizligi saglanir.
Diger taraftan p~ >1 ise I’®(Q) uzayinda

/
|« = S ] fgu(x)v(x)dxl

Orlicz normu tammlanabilir ve Vu € I7*”(Q) igin

[, <l«], <2]u],

yazilabildiginden, |u ||; normu | % ||pve |#|, ., normlarna esdegerdir.

p(x)
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Teorem 3.1.12.( Minkowski Esitsizligi )

p~ >1 olsun. Bu durumda

“ fnf (-,y)dy“;s L | renl &

ve

Jirens| <c[lrenl,e

esitsizlikleri saglanir{75].

a€E ve a,b pozitif sabitler olmak fizere 0<a<o(x)<b<oo olsun.

@, IXR* — R* fonksiyonunu

@, (%,8) = a(x)o(x, s) = a(x)s"

seklinde tanimlayalim. p ve E, nin tammlarina benzer olarak

P = [ 6. (lu@Dds, E, ={ueE: lim p,0u) =0}

gOsterimlerinden

ap(x,5) < ¢, (x,8) <bp(x,s)
ve

ap(u) < p,(u) < bp(u)

ozellikleri ile birlikte £, = E, =I"(Q) elde ederiz. E, uzaymmn |- "p,, normunu Snceki
gibi

Jul, =int 0> 0:, (%)<

seklinde tammlarsak, "'“p,, ve [|-| ., normlanmin E, uzay: iizerinde esdeger olduklan

p(x)
kolayca goriilebilir.

Simdi de L7*(Q) uzaymin dual uzaymm tammlamaya g¢alisalim. Yani, I7* () uzay:
tizerindeki tiim stirekli lineer fonksiyonellerden olusan (Z””(Q))’ uzaymm belirleyelim.

Bunun i¢in, p~ >1 ve x €} igin s ye gore konveks olan ¢ fonksiyonu

(0):ﬁmip%§)-=0 ve (oo):limi(f—’s—)=oo

s—0% s—o0 §

ifadelerini saglar.
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Diger taraftan ,(x,5) = p( =
@ sintfina ait olur ve

s7* olarak ahinsmn. Bu durumda ¢, fonksiyonu da

p,@)= [ 0, (nlu@D e,
[ull, =infr>0:p,(3) <1}
fonksiyonelleri yazilabilir. || » “,, fonksiyonu L7*((2) uzaymda esdeder normdur. Agikga,

¢, fonksiyonunun Young eslenik fonksiyonu

sp’ (=)

9, (x,5) = 7

seklindeki fonksiyonudur. (p,) =, ,

P () = PP dx ve E, {ve E: lim o} (W) = o}

ep' ( )
yazarak,
E, =I'OQ)=L"Q)={veE: fg ()@ dx < 00}

clde ederiz.

Teorem 3.1.13. I’(Q) uzayinn dual uzayr 17®(Q) uzayidir. Yani,
i) Her v& I ®(€)) igin
fu)= fﬂ u(v(x)dx, Vue IPOE) G.1.1)

seklinde tammlanan f fonksiyoneli I°*)(f)) fizerinde siirekli lineer bir
fonksiyoneldir.

#) 1P (Q) tzerinde tanunl her siirekli lineer fonksiyonel igin tek bir ve I ()
vardir ve f fonksiyoneli (3.1.1) ile tamimlamir{32,58].

Bu teoremden p~>1 ise, I’®(Q)uzaymn yansimali oldupu sonucu elde
edilebilir.
Tamm 3.1.14. v € ’?(Q), D kimesi Q bdlgesinin dlgtilebilir bir alt kilmesi ve x,, , D
bélgesinin karakteristik fonksiyonu olsun. Eger

IDl 0 “ u(x)XD(x) up(x)

seklinde ise, bu durumda u fonksiyonuna || | normuna gbre mutlak sireklidir denir.
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Teorem 3.1.15. u € I’®(Q) fonksiyonu ||-||p(x) normuna gére mutlak siireklidir[21,32].

Teorem 3.1.16. 2, R" de simirh bir bdlge ve p,q€ L7() olsun. Bu durumda

9 (Q) — PP () gébmmesinin var olmas: igin gerek ve yeter kosul hemen hemen her

x €} i¢in p(x) < g(x) olmasidir. Bu durumda
|1, sCQ+IQD] £

p(x) — q(x)

esitsizligi yazilabilir[32,58].

Klasik Lebesgue uzaylarmmin en 6nemli 6zelliklerinden biri elemanlarinin orta
stirekliligidir. I7*”()) uzaymn klasik Lebesgue uzaymndan farkli oldugu bu noktay:
gosterelim.

Her £>0 sayis1 igin f,(x)= f(x+h), x€R" ve feI’(Q) olmak iizere,
|h|<6 ve heR" igin p,(f,—f)<e olacak sekilde bir §=05(¢)>0 sayis1 varsa,
f € IP9(Q) fonksiyonuna p(x)— orta siirekli ad1 verilir.

Ornek 3.1.17. Q=(-L1) ve 1<r<s<oo olarak almsin. Bu durumda p ve f
fonksiyonlarim

riooxelod o £ xeld)

P(x)={s; x€(=1,0) 0 ; x€(-10)

seklinde segersek , f € I’ () olur. Fakat % € (0,1) igin
Jivs y-1 [° A
P 2N [ 4Ry = oo
oldugundan, f, & I (Q)elde edilir[58].

Teorem 3.1.18. p, B(x,,r) yuvarinda siirekli ve sabit olmayan bir fonksiyon ve
bolgesi B(x,,r) yuvanm igersin. Bu durumda p(x)-—orta siirekli olmayacak sekilde bir
f € I (Q) fonksiyonu vardir[58].

A Fiorenza[34] degisken Ustlii Sobolev uzaylarinda p(x)—orta siirekliligin zay1f
versiyonu iizerinde ¢aligmagtir.
Teorem 3.1.19. p fonksiyonu I7®(Q) uzaymnda sabit olmasm. Bu durumda
(1, /)(x)= f(x—k) &teleme operatérii I”™(Q)) uzayinda siireksiz olacak sekilde
h € R"\{0} vardir. Ustelik 7, f & I () olacak sekilde f € I**)(Q) vardir[15].
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Teorem 3.1.20. 2, R” de siirh dlgiilebilir bir bolge olsun. 2 bolgesinde tammh p ve r
fonksiyonlart igin 1<p”<p*<oo ve 1<r <r*<oo ozellikleri saglansm. Bu
durumda *:(f,g) — f*g konvolisyonu I"®(Q)x'(R")— I'®()) donlisiimii olarak

siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul p~ >r* olmasidir[15].

Oteleme operatoriiniin genelde siireksiz olmasi u € I}(Q) ile f fonksiyonun

konvoliisyonunun genelde siireksiz oldugunu verir. Daha agikcas: genel olarak degisken

uistlii Lebesgue uzaylarinda Young Teoremi beklenen sonucu vermez. Yani, genel olarak

" viu "p(x) g " u "l " 4 "p(x)
seklindedir.

Teorem 3.1.21. Q2>1 ve D =¢ap(Q) olmak iizere k(x) e I°(B(0,2D)) olsun. r(x) 21

olmak tizere eger

1

— <+

—1-2-1—+L+-1
rx Q@ p

1.1
p- p’

seklinde ise, bu durumda
Kof = [ k=) 10)dy
konvoliisyon operatorii L”®(Q) uzayindan L' (Q) uzayina simirh olur[75] .
3.2.Degisken Ustlii Sobolev Uzay1
Q, R" de bir bolge ve k negatif olmayan herhangi bir tamsay1 olsun. |a|<k

ozellikli her & goklu indisi igin Q bblgesinde tamml D®u € I’ () olacak sekildeki
tiim # fonksiyonlarimin sinifina,

" u "k,p(x),Q = " u "k,p(x) = Z "Dau
lel<k

(3.2.1)

p(x)
normu ile birlikte degisken dstlii Sobolev uzay: adi verilir ve bu uzay W5P® () ile
gosterilir.

Klasik duruma benzer olarak, (3.2.1) normuna gore Cy (Q) uzayinimn kapanigt olan

WP () uzaymin alt uzayim W'ok'p = (€2) ile gsterecegiz.
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Teorem 3.2.1. W5P&(Q) ve W7 () uzaylan Banach uzaylardir. Eger p € L°(()) ise
WEPO(Q) ve WEPS(Q) uzaylan ayrlabilir ve p~>1 ve p* <oo ise W*"?(Q) ve
WP (Q) uzaylar: yansimal olur[32,58].

Teorem 3.1.9 un bir sonucu olarak, eger hemen hemen her x&{) igin

g(x) < p(x)ise, bu durumda W57 (Q)— W () gébmmesi yazlabilir. Bu agikir

gbébmmenin yam sira, x € ) igin LSS S olmak lizere
q(x) p(x) n
whr) o) - )58 )

gdbmmesinin ne zaman gegerli oldugunu bilmek 6nemlidir. O.Kovatik ve J.Rékosnik[32]
tarafindan bu gémmenin genel olarak beklenemeyecegi bir 6rnek ile gosterilmistir. Bu
Ornegin ana fikri p fonksiyonun siireksizligi ve stireksizlik noktalarinin kiimesinin regiler
olmayisidir. Siirekli fonksiyonlar i¢in bu gémmenin gegerli olmadifi ise L.Diening,
P.Histd ve A.Nekvinda[19] tarafindan verilmigtir. Diizgiin siirekli iistler icin ters bir
ornegin varhg: agik bir problemdir.

Teorem 3.2.2. Q, R"(n>1) de siurli bir bslge ve p:Q — [1,n) fonksiyonu siirekli olsun.

Bu halde 0<E<—l—1 veher x€Q icin 1< g(x)< p'(x)—& olmak lizere
n—

lu] .y < ClVul ueCy(Q) (3.2.1)

p(x) °

olacak sekilde u fonksiyonundan bagimsiz pozitif bir C sayist vardir[58].

Teorem 3.2.3. 0, R" de sinirh bir bolge ve p,qEC(ﬁ)ﬂL‘f(ﬂ) olsun. VxeQ igin
kp(x) < n ve g(x) < p'(x) oldugunu kabul edelim. Bu durumda

W@ () — [59(Q)
kompakt gobmmesi vardir[32].

Teorem 3.24. (2, R" de koni oOzellifine sahip agik bir bélge olsun. £, kp<n

ozelligindeki pozitif bir say1, p fonksiyonu ) bslgesinde

l<p'Sp+<%

olacak sekilde Lipschitz siirekli bir fonksiyon ve q:Q — R fonksiyonu hemen hemen her
x € igin p(x) < q(x) < p’(x) 6zelligine sahip olsun.
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Bu durumda
Wk.p(X)(Q) N Lq(x)(Q)
gbmmesi vardir[31].
Teorem 3.2.5. 0, R" de koni &zelligine sahip agik bir bolge olsun. k, kp<n
ozelligindeki pozitif bir say1, p fonksiyonu 0 bolgesinde

I<p~<p* <%
olacak sekilde diizgiin stirekli bir fonksiyon ve Q bélgesinde tanimli g fonksiyonu
hemen hemen her x € Q igin p(x) < ¢(x) ve
essinf (P'(®)—~q(x)>0
olsun. Bu halde
WP () — [19(Q)
gémmesi yazilabilir[31].

Teorem 3.2.6. 0, R" de koni ozelliine sahip smh bir bslge, 1< p~ < p* <% olmak

tizere, pe C(Q)) ve q fonksiyonu Teorem 3.2.5. te ki gibi olsun. Bu durumda
Wk,p(x)(Q) — JI® (9))
kompakt gébmmesi vardir[31].

Teorem 3.2.7. ' CCQ ve h<d(Q,00)olsun. p fonksiyonu 1< p~ < p* <oo olmak
{izere Vx,y €Q i¢in
—|p(x)— p()|loglx—y|< L
kogulunu saglasin. ¢, x,ekseninin birim vektorii ve u(x) fonksiyonun i. bsliimii
1
Au(x)= ;l-(u(x + he,) —u(x))

olsun. Du(x)=(8/8x,)u(x) olmak tizere, Aju(x) € L (') olur ve

D [ |Auo)

p(x)

s < [ |Du o,

ii) [P () uzaymda Alu(x) — Du(x),

sonugclan elde edilir[32].
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3.3. Hardy-Littlewood Maksimal Fonksiyonu
2, R" de agik bir bolge ve p:Q2—[l,00) fonksiyonu stirekli olsun. Eger her

x,y €1 igin,

|p(x)— p(»)|< — |x— ] <% (3.3.1)

c
~loglz—»[’
esitsizligini saglayan bir pozitif ¢ sayist varsa, p fonksiyonuna (lokal olarak) log-Holder
siirekli’ ve (3.3.1) ifadesine de log-Holder siireklilik kosulu ad: verilir.

L.Pick ve M.RGZi¢ka[73] genel p fonksiyonu i¢in ™ () uzayinda maksimal
operatériin simirhilifs igin ters bir 6rnek sundular. p fonksiyonu g¢ok hizh bir artig noktasi
olan x, a sahip ise, yani x—x, i¢in —| p(x)— p(xo)l log]x—xo| — 00 oluyorsa bu
durumda maksimal operatér I7*(£)) uzaylarinda siirekli olamaz.

Yardimei Teorem 3.3.1. p:Q —[1,0) fonksiyonu log-Hé1der siirekli olsun. Bu halde her
agik B yuvan icin |B|%%<C olur[15].

Yardumcl Teorem 3.3.2. p fonksiyonu R" de smurh bir iist olsun. Bu durumda, her

171, <1 isin

(Mf(::))% < C(p)|B|”3"’3 [M [| f|p_p'](x)+1] , VxeR" (3.3.2)

olacak sekilde bir pozitif C(p) sabiti vardir[15].
Teorem 3.3.3. p fonksiyonu 1< p~ < p* <oo olacak gekilde log-Hélder siirekli ve
yeteri kadar biiylikk B(0,7) yuvarmnmn disinda sabit olsun. Bu durumda Hardy-Littlewood

maksimal operatérii I”*(R") uzaymda sinirhdir, yani
1M1, <CO| £, (33.3)
esitsizligi yazlabilir[15].

! Bu tiir fonksiyonlar igin literatiirde 0-Holder stirekli, Dini-Lipschitz stirekli ve zayif Lipschitz stirekli adlart
da kullanilmigtir,
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Teorem 3.34. Q, R" de agik smirli bir bélge ve p fonksiyonu 1< p(x)< p* <oo
olacak gekilde log-H6lder siirekli olsun. Bu durumda CP(Q)NW™™X(Q) uzay
w™PI(Q) uzaymnda yogundur ve W™ (Q) uzaymda CF() uzaymmn kapamg
WP Q)N (Q) uzay ile gakisir[32].

2, R" de agik ve smurh bir bolge olsun. Bu durumda Teorem 3.3.3. den Hardy-
Littlewood maksimal fonksiyonun siirekli olmasi i¢in p:§) — [1,00) fonksiyonun 1< p~
olacak sekilde log-Holder stirekli olmasi yeterlidir. Maksimal fonksiyonun simirlihginin bir
sonucu olarak agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.3.5. Q0 Lipschitz simira sahip simrh bir bolge ve p fonksiyonu, maksimal
fonksiyon R" de smirh olacak sekilde smirh bir dist olsun. Bu durumda C*(Q) uzay
W) (Q) uzayinda yogun olur[15].

Aym sonu¢ bagimsiz olarak S.Samko[77] tarafindan mollifier yardimiyla;
D.E.Edmunds ve J.R4kosnik[24] tarafindan da p fonksiyonunun Lipschitz siirekli olmasi

kosulu altinda gésterilmigtir.
2, R" de agik bir bdlge ve p:Q—[l,00) fonksiyonu siirekli olsun. Eger her
x,y €} igin p fonksiyonu log-Hoélder stirekli ve her x igin

C
—_ L
Ip(x) pool > log(e+| x|)

olacak sekilde I}Ii_xgo p(x)=p, €[1,00) ve C >0 sabitleri var ise p fonksiyonuna global
log-Holder siirekli ad1 verilir.

Yardmmer Teorem 3.3.6. Bir G kiimesi ve negatif olmayan r(-) ve s(-) fonksiyonlari
verilsin. Her bir y€ G igin z:G— R" ve t>0 igin R,(x)=(e+|x|)“” olmak tizere

C

z(y)))
seklinde olsun. Bu durumda her bir f fonksiyonu i¢in
r(y) s(») "
Llrof@a<c flrof? &+ [ RN @

olacak sekilde pozitif bir C, sabiti vardir[11].
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Teorem 3.3.7. {2, R" de agik bir bolge olsun. p fonksiyonu 1< p~ < p* <00 olacak
sekilde log-Holder siirekli olsun ve

[P - PO <7 %y e |y=x (3.3.4)

_ ¢
og(e-+|x)”

kosulunu sajlasm. Bu halde Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu I**(Q) uzayinda

siurks olur[11].

(3.3.4) kosulu, sonsuzda (3.3.1) kosulunun dogal benzeridir. (3.3.4) kosulundan
| x | — oo iken p(x)— p_ olacak sekilde p_ sayisinin varhigy elde edilir ve bu limit tiim
dogrultularda diizgiin olarak elde edilir. Bir sonraki teorem bir anlamda (3.3.4) kosulunun
gerekliligini verir.

Teorem 3.3.8. p_ €(1,00) olacak sekilde bir sabit ve ®:[0,00)— [0, p, —1) fonksiyonu
®(0) =0, [1,00) aralifinda azalan, x — oo i¢in ®(x) — 0 ve

lim &(x)log(x) = o0
ozelliklerine sahip olsun. p: R — [1,00) fonksiyonunu

Do x<0 ise

P)= {poo —®(x) x>0ise

seklinde tammlayalim. Bu durumda Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu I7®)(Q)
uzayinda siirsizdir[11].

Teorem 3.3.7. de p™ <oo kosulu (3.3.4) kosulu ile kendiliginden saglanir.
Bununla birlikte p~ >1 kosulu gereklidir.

Teorem 3.3.9. {2, R" de agik bir bélge ve p:Q2—[l,00) fonksiyonu iistten yar-siirekli
olsun. Eger p~ =1 ise, bu durumda Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu I*®(£2)
uzayinda siirsizdur[11].

Gtglii tipli esitsizliklerin aksine, maksimal operator igin zayif tipli esitsizligin bir
benzeri, ilk olarak D.Cruz-Uribe, A.Fiorenza ve C.J.Neugebauer[11] tarafindan
ispatlanmigtir. Bu sonug, p fonksiyonun siirekliligini gerektirmediginden ve smirsiz
fonksiyonlar tarafindan da saglandigindan oldukga ilgingtir.
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Teorem 3.3.10. (2 agik bolgesi verilsin ve kabul edelim ki p:Q —[l,00) fonksiyonu

hemen hemen her x € B igin

1 C dy
_—l ] = 3.3.5
Tk |B|fB 70) (3.3.5)

ozelligi saplanacak sekilde R” e genisletilebilsin. Bu durumda her f € I?®(Q) i¢in

()

l{er:Mf(x)>t}|§CfQ(|—f—(tZM) dy
esitsizligi yazilabilir[11].
p~ >1 oldugundan, eger p* < oo ise, bu durumda (3.3.5) 6zelligi kendiliginden
saglanir.
Teorem 3.3.11. p € L7 (R") fonksiyonu log-Holder siirekli olsun. Bu durumda her £ >1
i¢in C°(R") uzayi, W*?®(R") uzaynda yogundur[10].

Teorem 3.3.11 ilk olarak S.Samko[77] tarafindan ispatlandi. L.Diening[15] ise

p~ >1 ve maksimal fonksiyonun smirhilifs kabulii altinda benzer teoremi vermisgtir.

Teorem 3.3.12. p~>1, p fonksiyonu log-Holder siirekli ve en az bir ¢>0 igin
¢(x) =|p(x)— p,,| iletamml ¢ fonksiyonu

fR" B(x) P < 00

kosulunu saglayacak sekilde p, >1 reel sayis1 var olsun. Bu durumda Hardy-Littlewood
maksimal fonksiyonu I7*)(R") uzaymnda simrhidir[69].

Teorem 3.3.13. {2, R” de acik bir bolge olsun. 0 < & <nolmak fizere p fonksiyonu
1< p~ < p* <2 olacak sekilde global log-Holder stirekli ve x € ) igin
(0

1 1 a

p(x) g(x) n
ozelligi ile g:Q2—[l,00) fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda kesirli maksimal

fonksiyon L7 (Q2) uzaymdan L*® () uzayina siurli olur[9).
Teorem 3.3.14. () bolgesi ve p, q fonksiyonlar1 Teorem 3.3.13. teki gibi olsun. Bu halde
I, Riezs operatdri I”™((2) uzayindan I’ (Q)uzayma sirh olur[9).
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Teorem 3.3.14. den klasik durumdaki ispata benzer olarak asafidaki gémme
teoremi elde edilir. Ispat C°(R") uzaymm W5P*)(R") uzayinda yogun oldugunu kabul
eder. Bu sonug Teorem 3.3.5. ve Teorem 3.3.11. de verilmistir.

Teorem 3.3.15. p:R" —[l,00) fonksiyonu 1< p~ < p* < olacak sekilde global log-
Holder siirekli olsun. Eger &, p* <% olacak gekil bir tamsay1 ve x € R” i¢in

1 1 &

ise, bu durumda W*P®(R™) — I ®(R") gommesi gegerlidir[9].

L.Diening[16], Teorem 3.3.3 ten yararlanarak benzer sonucu vermistir.
3.4. Hardy Esitsizlikleri

Teorem 34.1. 0<f<oo olmak iizere Q2=(0,£) ve her x€[0,£] igin
1< p(x) < p* < oo oldugunu kabul edelim. Bu halde,

i) p fonksiyonu orijinin bir [0,d] komsulugunda log-Hélder ve 1< p™ <p"<oo
kosullarimi saglasin. Eger

1 <f< 1
p(0) P'0)

seklinde ise, bu durumda 0<x </ igin 1< s(x) <s* <00 , 5(0)= p(0) ve

|s(x)—p(x)|$ 0<x<6,6>0

—logx’

Ozelliklerini saglayan bir s(x) i¢in

H"f(x):bc""j;x%dt ve H.ﬁf(x)=x”j:{ﬁ%)dt

seklinde tanimlanan Hardy operatorleri 17 (£)) uzayindan I®(Q) uzaymna simrlidir.
ii) Eger en az bir d > 0 i¢in 0 <x <d iken p(0) < p(x) ise, bu durumda i) segeneginde
[0,d] komsulugu iizerindeki kogullar yerine daha zayif p(0)>1 ve

| sG)—p(0)| < ,0<x <min(£,%)

—logx

kabulleri brrakilirsa teoremin ifadesi degismez[56].
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Teorem 3.4.2. p fonksiyonu (0,1) araliginda log-Hélder siirekli olsun. Bu durumda her
f€X(0,1)i¢in 0 <a <1 olmak iizere

SC e

p(x)

a—l

e [ SO
L |-

seklinde Riesz potansiyeli i¢in Hardy tipli esitsizlik elde edilir[22].

Teorem 3.4.3. (L, R" de smrh bir bolge ve p fonksiyonu x€Q igin

1< p~ £ p* < oo olmak iizere log-Hélder siirekli olsun. Bu halde, x, € Q) ve

1 1
“ p(x,) <h< q(x,)
aralifindaki her 3 igin
S c)r R
,x xol Lly_x()'ﬂlx_ |n—a w < ”f"p(x)

Riesz potansiyeli i¢in Hardy tipli esitsizligi saglanir[78,79].

Teorem 3.4.4. M < olmak iizere I =[0,M) olsun. p:I —[l,) simrl, p(0)>1 ve

limsup (p(x) - p(0)) log d <

x->0"

olacak sekilde en az birx, €(0,1) i¢in pg ., = p(0) olsun. Egerae[o,l—%) ise, bu
p

durumda

u(x)

xl—a

p(x)

Hardy esitsizligi, #(0) =0 6zellikli her u e W"*™)(I) i¢in saglanir[42].
Teorem 3.4.5. p* <oo olmak iizere p fonksiyonu I=[0,00) aralifinda tammlansm.
Eger p fonksiyonu

L 1
limsup (p(x) - p(0))log =0

olacak sekilde 0 noktasinda artan ise, bu durumda
u(x)

X

<clvwl,,

p(x)

seklindeki Hardy esitsizligi saglanmaz[42].
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Teorem 3.4.6. p ve g fonksiyonlar1 /=[0,1] araliginda &l¢iilebilir ve hemen
hemenher xe igin 1< p; < p,(x) = ess[(i)n]f p(y) £q(x)<q; <o olsun. Eger
ye[0,x
q(-;)

1 ; =
B = sup B(f) = sup j: ()7 [ j; W) (1) dT](”"’ ® g < o0

O<t<l O<t<l

ise, bu durumda
H, f0)=9() [ f(Ow)ds
Hardy operatorii L7 (I) uzaymdan I/ (I) uzayina siirh olur[20].
Teorem 3.4.7. p ve g fonksiyonlar1 7 =[0,1] aralifinda &l¢iilebilir ve hemen hemen her
xel igin 1< p; S p; <o, 1<g; <g; <o olsun. Eger H,, Hardy operatdri

I’®(0,1) uzayindan 17 (0,1) uzayma simrh ve Py (w) < oo ise, bu durumda

q
< o0

1)

sup ['96 [wiry?0ar|”

O<r<]

B=sup B(f)=

O<i<l

olur[20].



4. BOLUM

SOBOLEYV TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu bolimde Q, RY (N 22) de smirh bir bélge olmak {izere, daha 6nce yapilan
caligmalardaki y6ntemlerden farkli olarak, seriyel agilim yardimiyla stireklilik kosulu
kullamlmadan &l¢iilebilir p fonksiyonlar: igin en iyi iistlii Sobolev tipli esitsizlik elde
etmeye ¢alisacagiz. Kolaylik olsun diye,

N=I_ v s=L-4
N1 N

kisaltmalarim kullanacagz.

4.1. Sobolev Tipli Esitsizlik

Teorem 4.1.1. Q, RY (N >2) de smurh bir bélge ve x € Q igin
1 1

p(x) N

<1-¢

sup g(x)

xeQ

olacak sekilde 1<g™<q(x)<q* <o ve 1<p* <N olarak alinsin. Bu durumda,

MR
CN,p.|Q" 7 T eger |Q[<1

1 1 1

4
C(N,p,g)|Q|" 7 ¢ eger |Q]>1

C(N’paq’Q):

olmak tizere, u € C;°(£2) igin

|| u" q(x),ﬂs C(N’p’q ’Q)Hvuup(x),ﬂ (4']"1)
esitsizligi saglanacak sekilde pozitif bir C (N, p,q,{2) sayis1 vardir.
ispat :|u ||qm o=1ve |Q|=1 olduklarim varsayalim. O zaman Teorem 3.1.3. yardimyla,

E, ={x€Q: |u(x)| >t} olmak {izere

1= [lu N ? de= [ Vet [ |G dr =1 +1,
Q E,

EylE

yazabiliriz.

48
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E, kiimesinin tanimi g6z 6niine alinarak,

I,= f |u(x)

Ey/E,

90) gy < 29 —1f|u(x)|azx 4.12)

ve xe E, igin
|u @) [ -1 z%| u (x)| 7

oldugundan

Il=f!u(x)l 1) e < 2 j“bc[jl'lu(x)lq(x)tq(x)—l dt)

¢ikar. Bu son ifadeye Fubini Teoremi uygulanarak

1<2f dt[f t"(")"lq(x)afx] 4.1.3)

I

elde edilebilir. e* fonksiyonun Taylor agilimi kullanilarak, (4.1.3) esitsizliginin sa§ tarafi

acR', a<q olmak lizere

1,527 t"-‘dt[f t"(*)-"q(x)asc]:zj ¢! dt[f
1 E,

1 E, n=0

dx

i(q(x)—a)"q(x)ln"f

n!

oo

=2 f tdt

1

n=0 '

Zlnn fq(x) (g(x)—a)" dx] 4.1.4)

seklinde yazilabilir.
Diger taraftan, w afirlik fonksiyonu ve f € C;°(€2) olmak iizere
L

[f |7 (x)lN‘ w(x) dx ! <CN) f [V ()| W)V e
a Q

agirhkh Gagliardo esitsizliginden dolayi, »=0,1,2,... igin K (n,a)=(q_ —4
q

J C(N)

olmak iizere,

L L 2
[fq(x) g(x)—a)"|f|V & |¥ < KN‘na)[f|Vf|q(x)~ (x)—a)N‘dx] 4.1.5)

esitsizligini gérmek kolaydir.
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(4.1.5) esitsizliginde f test fonksiyonu yerine ¢ > 0 olmak tizere

Iu(x)l——
____’1
t

2

Z(x)=min

alirsak, G,={xe§2 :%<|u(x)| < t} icin

[ae(at)-a) =00

N*
flV”Iq(x)”' (g(x)—a)¥ ] (4.1.6)

elde ederiz. Boylece (4.1.4 ) ve (4.1.6 ) esitsizliklerinden

Ilﬁsza-l dt ZM
nlt

n=0

.
f|Vu(x)|q(x)~ (q(x)—a)¥ dx] 4.1.7)

1
bulunur. Toplam i¢in Minkowski esitsizligi kullanarak B(a)=K" (n,a) olmak iizere

i N*
e K(n,a)ln"t |V
I<2|t M a| [ IVulgx)V |y —==2— —a dx
f G[l Iq()g ———(4(x)~a)
1 (g(x)-a)B(a)
=20 (N)ft N [|Vulgxy e ¥ & (4.1.8)
G,
ve Minkowski integral esitsizligi kullanarak
1 W
a1 (2u)] rg
1220 ()| [IValg(x)¥ as| [ paw-os@reton gy
E, Ju(x)|
. (@*-a)p(@), @
2¢*CV (N2 ¥ N g e N
q(x) a)f(@), a _,
vldx| (419
= (¢ —a)B(a)+a-N" [{I uflu] ] (*.19)

elde ederiz.
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Boylece (4.1.2 ) ve (4.1.9 ) ifadelerinden

N*

1<C(WV.g* g™ )| [ Vullu[ 5 | 427 [ulds @110)
E Q

bulunur ve @ — —c0 i¢in C(N,q",4”) sonlu olmak tizere

+__.| ._> —I-I- Py C .N,q ,q s 1 >
N. N‘ Nﬁ pr# ( ) ( )

elde ederiz. Eger ( 4.1.10 ) ifadesine Fatou lemmas: uygulamirsa C >0 sayisi sadece

n,q* ve g~ sayilarina bagh olmak iizere

N /N
1<C| [vul|u | 4o [ [lut” dx] (4.1.11)
E Q

esitsizligi elde edilir. (4.1.11) esitsizliginin ilk terimine
db<sed” +c(e)b”; d>0,b5>0, >0, p>1

seklindeki Young esitsizli3i ve (4.1.11) esitsizliginin ikinci terimine Gagliardo esitsizligi
uygulanirsa,

.
1<C +277 [|Vulas  @.1.12)
Q

C(e)f|Vu]p(x)dx+€f ]u|[q7(;“')'1+5]",(x)
Q Q

¢ikar. Teoremin kabiiliinden dolay:
1) 145

P'(x)<q(x)

yazilabilir ve Young esitsizligini (4.1.12) esitsizligindeki son integrale uygularsak
N.

1<c +C(e) | vul Va2
Q

C(e) [|VulPds+e
Q

buluruz. Buradan da 1< p(x) < olmak lizere yeteri kadar kiigiik £ > 0 igin

1<C (4.1.13)

[ +
Q

froareaft
Q

sonucuna ulagiriz.
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1

v
Eger C f | Vu |p(x) dx] <% ise, bu durumda (4.1.13) esitsizliginden
Q
x)
1<C [|vul " ax @.1.18)
Q
esitsizligi elde edilir.
) e IV 1. ()
Diger taraftan, eger C fIVul dx 25 ise, o zaman 2Cf|Vu| dx>1
Q Q

oldugu sonucu hemen elde edilir. Dolayisiyla

2C

fIVu|p(x)dx]
Q

yazilabilir ve (4.1.13) esitsizliginden tekrar (4.1.14) esitsizligi elde edilir.

Boylece Teorem 3.1.3. den

1
I i
<Cy”

[l ax
Q

1<clvil,,,

yazilabilir ve normun homojenlik 6zelligi ile # € L(Q) olmak {izere,

= u
14,000
olarak alindiginda
l4] 00 CHW.2.D| Va0 (4.1.15)

sonucu elde edilir ki, bu da | Q | =1 i¢in ispat: tamamlar.

Simdi de |Q| herhangi pozitif bir say1, x, € bir sabit nokta, y€ Q' ve r>0
olmak iizere, x=Ty=x,+ry donlislimiinii g6z Sniine alalm. Bunun yaninda x=7Ty
donisimii  igin boblgesinin gorinti  kiimesini ', u(y)=u(x,+ry),

P(»)=p(x,+ry) ve g(y)=q(x,+ry) olduklarm: kabul edelim, |Q'|=1 olacak

L
sekilde r=C, l Q | ¥ sayis1 segelim. Normun tanimindan dolay:

e

o II u " a. o

seklinde yazilabildigi agiktir.
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Eger | Q| <1 ise, ters doniistimii kullanarak

q(*)
f[ o) w] e
Q"

o "u"a(y),a‘l

elde edebiliriz ve buradan da,

1
"u"q(x),a< CNIQIq+

(4.1.16)

“ " OO
yazilabilir. Yine bir fonksiyonun gradientinin normunun tanimi géz &niine alinarak

,V I p(x)
U
J _—V———] a=1
Q " u"p(x),ﬂ

elde edebiliriz. Bu durumda

v ()
0 ' dy<l
RNE .

ve ||<1 olmak iizere
- P
v
- <1 4.1.17)
o IQIN 2 UV”H,,(:),Q

esitsizligini buluruz.
(4.1.17) esitsizliginin bir sonucu olarak,

vl <|QF 7 | Vul (4.1.18)

P .o p@).0

olur. (4.1.15 ), (4.1.16) ve (4.1.18 ) ifadelerinden u € C;(Q) fonksiyonu igin, | Q<1

olmak iizere
1 1 1
|#],0 SCWV. p.)|QF 75 [ V|

p(x).0°

elde edilebilir.

Benzer olarak | Q[>1 igin

111
l#] 0 SCW . DA V]

¢ikar ki, bu da ispati tamamlar.
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Agiklama 4.1.2. D veE, R* de herhangi regiiler simirh bdlgeler ve E c D olsun.

4/3 eger xeE

p(x)={l eger xeD/E

ve

2 eger xekE
q(x)=
1 eger xeD/E

seklinde segilen fonksiyonlar igin S.Samko tarafindan verilen Teorem 3.1.21. in kosullar
saglanmadifi halde, Teorem 4.1.1 gegerliligini korumaktadir.

Teorem 4.1.3. Q, R" de Lipschitz sinirina sahip agik siirli bir bélge, 1< p™ < p* <n ve
p fonksiyonu lokal olarak log-Holder siirekli olsun. Bu durumda en az bir §>0 igin
q(x) < p*(x)—& ozelligindeki dlgiilebilir g fonksiyonu i¢in

whrO(Q) — 'O (Q)
kompakt gobmmesi vardar.

Ispat: 0<p(p-m)<m(p-p*) olmak lizere g<m<p" olacak sekilde bir m vardir.

m fonksiyonunun smurh bir dst oldugunu belirtelim. f 5 f olacak sekilde
£, ,feW 9 (Q) olarak almsin. [O(Q) uzayinda f, — f oldugunu gostermemiz

yeterlidir. Bunun i¢in Teorem 4.1.1. den
W e e () S @ () e g
zincir gobmmesi dikkate alinarak
"fn _f"m(~) —0 yada f,>f

yazilabilir. g <m < p’ ve Q smurh oldugundan 179 (Q) uzayinda

Lo f
sonucu elde edilir ki bu da teoremin ispatini1 tamamlar.
Simdi ,
0" f

o m H (j=19"'sn)

ox”
7 lpx)

"f "Wg-"(” - "f “ b T

normuna sahip fonksiyonlarin %, ©(Q) simfim goz 6niine alalim.
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Teorem 4.1.4. (), R" de simrh bir bolge, QccQ ve kh<d(£2,,,0Q) olsun. Eger

2
peL;(Q) ve (lokal) log-Holder stirekli olmak iizere f e W;*®(Q) ise, bu durumda
AL, FERELPD @) ve

oF f
ox*

J

<(

Alc
s P @yy) —

P(x),(82)

olur.

h
ispat: k =1halinde (x;,..,x,)€Q ve A, f@)= [ £, (5 +8%,...%,)dt igin
0

h h
A | <f / 7 dt| < f ! =C|f!
o @ % S Gt %0 ,) PO | T 74 LOTQ) T PO
yazilabilir, Buradan da herhangi bir £ i¢in
A¥ b k-1 <C lAk—x ' <. <C |r®
"Mf P(=). ) ’!"( 7 gy~ N S ey T 7y P
elde edilir ki, bu da ispat1 tamamlar.

4.2, Kesirli Maksimal Fonksiyonun Regiilerligi ve Sitmirhhig

0 < @ < n olmas1 durumunda kesirli maksimal fonksiyon ile

l7(»)]

Iy
|x—|

Lf®=[

Riesz potansiyeli arasinda ¢ok yakin bir iligki vardir. Q, birim yuvarin R"deki &l¢iimii
olmak tizere

M, f(x)<Q'L f(x)
esitsizlidi yazlabilir. Bu o&zellikten ve J.Kinnunen ve E.Saksman’in yonteminden
yaralanarak bu kesimde kesirli maksimal fonksiyonun degisken iistii Lebesgue uzayinda

regiilerligini ve sinirhiliini aragtiracagiz.

Teorem 4.2.1. 21, p fonksiyonu R" de 1<p ™ <p* < 2 olacak sekilde global log-
«a

Holder stirekli ve f € I”®(R") olsun. Bu durumda
i) i=1,2,3,..,n, i¢in DM f zayif kismi tiirevleri h.h.h. vardir ve R" de h.h.h.
IDM, fl|seM, . f ,i=1,2,3,...n,

yazilabilir,
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) g(x)=—TPX) ve ¢’ ®)=—"P%) _ Gimak wizere M, f e I7® (R
n—(a-1) p(x) n—ap(x)

ve i=1,2,...,n, icin DM, f € ' (R") olur. Ustelik,
"M‘lf"q'(x) SC'"-f ve "DiMaf"q(x) < C"f"

olacak sekilde C =C(n, p(x),a) sayisi vardir.

p(x) p(x)

ispat: Kabul edelim ki f€CF(R") ve f=#O0olsun. |h|<1 olacak sekilde ~e R" ve

xeR" i¢in

D*M, f(x)=limsup M, JGx+ ?’Zl' M, f(x)

ifadesini g6z ontine alalim. M, f fonksiyonu Lipschitz stirekli oldugundan,
D*M,f(x) < ve VxeR" i¢in

D*M,f(x)<cM,  f(x) 4.2.1)
yazilabilir[50].

Simdi, feI’*™(R") oldugunu kabul edelim. Teorem 3.1.9 a gére C;° uzayl
IP®(R") uzaymda yogun oldufundan , I’®(R") uzaymnda j— o iken f, - f olacak
sekilde f, e C;°(R") , j = L2,.. , segelim. M, f; Lipschitz oldugundan hemen hemen
her x € R" noktasinda diferansiyellenebilirdir. Her bir noktadaki diferansiyellenebilirlikten
ve bdylece R” de h.hh., (4.2.1) esitsizlifi herbir DM, f; kismi tiirevi igin

DM, f,|<D*M, f,<cM, f,
esitsizligini verir. Teorem 3.3.14. iin yardimiyla C=C(n, p(x),a) olmak izere

P,

<c|M,.f,

cls

<
9(x) q(x) p(x)
yazilabilir. Bdylece her i=12,...,n, i¢in (DM, f)), '®(R") uzaynda smurh bir dizi
olur. Diger taraftan, yine Riesz operatoriiniin smmrhiligindan C =C(n, p(x),) olmak

lizere

| M. 1, -M,f <c|s-1

<|M.5-

q*(x) q*(x) (%)

esitsizligi yazilabilir ve I'(R") uzayinda j—> iken M,f, > M,f ¢ikar.
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Diger taraftan, j - iken L%)(R") uzaynda DM, f,— DM, f, i=1,2,.., oldufunu
kabul edebiliriz. Bbylece DM, f e I®(R") oldugu sonucunu elde ederiz. Bununla
birlikte, zayif limit tarafindan korunan
IDM, f|<CM,,f,
noktasal esitsizliginin h.h.h. yazilabildigini gérmek kolaydir. Boylece R” de A.h.h.
DM fl<CM, ., f
elde ederiz ki, bu da ispat: tamamlar.



5.BOLUM
HARDY TIPLi ESITSIZLIKLER

Bu boltimde (agirlikll) degisken iistlii Lebesgue uzayinda gémme teoremlerinin
elde edilmesi igin vazgegilmez bir arag olan Hardy tipli esitsizliklerle ilgilenecegiz.

B>—1 ve p fonksiyonu 1< p~ <p* <o olacak gekilde lokal log-Holder stirekli
olsun. Bu durumda x pozitif sonlu bir say1 ve u fonksiyonu (0,4) araliginda mutlak
stirekli bir fonksiyon olmak iizere Teorem 3.4.1. den

2 b
x?Oy < C(p(x), )| xP® o’

P(x),(0,)

(5.1)

p(x),(0.12)

degisken tstlii Lebesgue uzayinda Hardy tipli esitsizligi tiretilebilir.
5.1. I7*9(0,00) Uzaymnda Hardy Tipli Esitsizlik

Teorem 5.1. p:(0,00) —> (1,0) fonksiyonu 1< p~ < p* <oo olacak sekilde global log-
Holder siirekli olsun. Bu durumda mutlak stirekli ve limu(x)=0 &zelligine sahip

u:(0,0) > R fonksiyonuig¢in 8> —1 olmak iizere

8

B £
PP ux)| < Clx* u'(x) (5.1.1)

p(x) p(x)

Hardy tipli esitsizligi yazilabilir.
Ispat : a21 olmak iizere x>a igin p(x)> P,, olsun. (5.1.1) ifadesi homojen

oldugundan, monoton azalan u# fonksiyonu i¢cin
8
2O Yol =1

p(x)

durumunu gdz dntine almak yeterlidir.
Genellestirilmis Holder esitsizligi yardimiyla 5> —1 oldugundan,

8

PO

0o B 1
u(y=—["u@ar <70 o) <C, (12

P (0).(1,00)

P(1),(1,00)
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olacak sekilde sadece p(x) ve B ifadelerine bagh bir pozitif C, sayis: vardir. x € (a,)
i¢in u(x)<C, oldugundan

f X u(x)PPdx < CP f " %% u(x)P=dx < C, f ¥ (—x ' (X)) dx (5.1.3)

yazilabilir. Diger taraftan Q={r€(a,00): 1]u'(t) 21} olarak alalm. Bu halde,

R} =(a,00) olmak lizere, (5.1.3) ifadesinin sag tarafi
C, f “e el @ dr+ fR:/Qtﬁ |t ) a, (5.1.4)

ile smirli olur.
Simdi, (5.1.4) ifadesinin saJ tarafindaki terimi ve

1
Q,g ={tER:/QI II u,(t)l<m}

bélgesini gz 6niine alalim. Bu durumda

f | tu @) de < f )(M)pw t+ f |t @) at

RYIQ R} 19y
<C,+ f | e/ )=t (5.1.5)
R} 19y
elde edilir. (5.1.5) esitsizliginin sag tarafindaki son terimin bir iist simrim bulmaya
caligalim. Yardimci Teorem 3.3.6. ve p fonksiyonunun global log-Holder stirekli
olusundan

f tﬂ| tu'(t)|p°° dt < ftﬂ((l +t)ﬂ+2|tu/(t)|)p(:)—pu|tu/(t)|pw dt

RHiQ,

= f 1P (1+HEPEOP )/ (1) © gt
Rt

<C, f | eu' @) Cat
&

IA

G

yazabiliriz.
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Boylece (5.1.3) ve (5.1.5) esitsizlikleri ile birlikte

[Tl a<c, (5.1.6)

elde ederiz.
Diger taraftan, (0,q) aralifi icin (5.1) esitsizligi kullamlarak p fonksiyonun log-
Hoélder siirekliliginin kabuli altinda

[ |ue)™ ar <, (5.1.7)
yazilir. Béylece (5.1.6) ve (5.1.7) esitsizlikleri birlestirilerek

fo "1 u(@)P® dr < C, (5.1.8)

bulunur. Norm ve modiiler arasindaki iligkiden kolayca

8
POy <C (5.1.9)

P

esitsizlifi elde edilir.
Sonug olarak, (5.1.9) esitsizliginde u(t) yerine
u(®)

)
L
PO (1)

p()
yazilarak istenen sonug elde edilir.
5.2. Degisken Ustlii Lebesgue Uzayinda Kuvvet Tipli Agirhkh Hardy Esitsizligi

Bu kesimde degisken iistlii Lebesgue uzayinda kuvvet tipli Hardy egitsizlikleri ele
alinacaktir. neN igin Q_= (2‘”"x,2”‘ x] olmak {izere

pi =uin{p(x), inf pO)f , x>0
ve
p; = max{p(x) , Sup p(t)} , x>0
1eQ),

ile g6sterelim.
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Yardimecr Teorem 5.2.1. Eger p:[0,00) —[l,00) ve a:[0,00) — R fonksiyonlar:

sirastyla
1 1
| p(x)— p(0)| log; <C, 0<x <3 (5.2.1)
1 1
| (%) — (0| log;SC1 , 0<xs-2—

kosullarin1 sagliyor ise, bu durumda herhangi x € [0, ) igin

pi-p(x) 3G [ﬁ _1]
(@ x P <eF 427

) x("(x)“"‘: Ja) < 23Ge" 4 plat~aT)g
elde edilir.

Ispat: Once p] — p(x) terimini hesaplayalim. Kabul edelim ki herhangi x € [0,%) icin

p; # p(x) olsun. Bu durumda

p; — p(O)|+| p(x)— p(0)

esitsizligi yazilabilir. $imdi sabit bir x € (2, segelim. Bu halde, 3y €2, i¢in

| Pz —p(0)| <

r C
P SpO)<—5 (5:22)
log—
2%
esitsizligi yazilabilir. (5.2.1) kosulu ve (5.2.2) esitsizligi yardimiyla beraber,
| p; — pO)|<| p; — PO +| P(Y) - P(O)]
< C + C
1 1
log— log—
x y

elde ederiz. y <x oldugundan

p; — () <22

log—
x

seklinde yazilabilir. Bu son esitsizligi ve (5.2.1) kosulunu kullanirsak,
p; — p(O)|+| p(x)— p(0)|
3C,

| Pz — p(x)|<

<

logl
x

buluruz.
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Dolayisiyla,
p;;g(x) 1 %‘L’
x = <|=
x
< l p"log; =ep‘
“x
yazilabilir.
e 1
Simdi x 25 olsun, bu durumda
L IR ¢ S A
x P =x 7 < 27

sonucu elde edilir ki bu da (a) segeneginin ispatin1 tamamlar. Teoremin (b) kisminin ispati,
yukarida yapilanlara benzer olarak yapilabilir.

Yardime:r Teorem 5.2.2. p fonksiyonu p_ €[l,00)olacak sekilde x€(0,) igin

| p(x)— P log(e +x) < C, (5.2.3)

kosulunu saglasin. Bu durumda herhangi x €[0,00)i¢in

1+ t2)p(1)—P; < 9P =P (escz +1), teQ,
yazilabilir.
Ispat : Oncelikle 1€, x>0 igin p(f)— p; terimini hesaplamayla baslayalim.

p; # p(x) igin

lp®)- 1| <|p®)- po|+|P — P2

yazilabilir. Sabit bir x€Q, ve Iy €, icin

P <p<p;+ (5:2.4)

_—
log(e+1)
yazilabilir. (5.2.3) kosulu ve (5.2.4) esitsizligi yardimiyla,

G, G,
(e+1t) log(e+y)

Pe = P| S| P2 = PO+ PO) - P <5
) 0g

elde ederiz.
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Diger taraftan, -;- <y <2t igin

C, ._2 __ 2 __ 2
log(e+y) 210g(e+%) log(e+%)2 log(e+1)

olur.
Boylece p; # p(x) igin
4C.
H—po<—2— 5.2.5
[P — P <o (5.2.5)
elde edilir.
Eger p; = p(x) ise, bu durumda
p; — p()|=| p(®) ~ p(®)
<| ()~ poo|+| PO~ Poo|
< CZ + CZ
" log(e+x) log(e+1)
ve t < x oldugundan,
2C
- pl)| < —2— 5.2.6
p; —p@)|< T (5.2.6)

yazilabilir.
t>1 igin (5.2.5) ve (5.2.6) esitsizliklerinden

(l + tz)p(t)—p; < (2 tz)p(t)—p;

8C,
pr—p~ ,log(e+t)
<2 t°

< 2P+ -pr escz

sonucu elde edilir. Buradan istenen sonu¢ hemen elde edilir.

Teorem 5.2.3. p ve o fonksiyonlar1 (5.2.1) ve (5.2.3) kosullarim saglasin. x € (0,) i¢in
I<p <p(x)<g(x)<gt<oo ve -oo<a <a(x)<oo olmak iizere eger

§=1-a*(p7) >0 (5.2.7)

ise, bu durumda [0,o) aralifinda mutlak siirekli ve u(0)=0 &6zelligine sahip u



fonksiyonu i¢in

a(x) -

1 1
x PO Oyl < xu '(x)|| (5.2.8)

q(x)

esitsizligi saglanacak sekilde 6,C,,C,,p ,q" ve a” sayilarina bagh C >0 sayis1 vardur.

Ispat : u fonksiyonu mutlak siirekli oldugundan artmayan fonksiyonlar igin yukandaki
esitsizlifi gOstermek ve (5.2.8) esitsizliginin pozitif homojenliginden dolay,

x*y! (x)" =1 durumunu goz 6niine almak yeterlidir. Bu durumda,

1

a(x)——,l—-—-——-
x POy <C (5.2.9)

q(x)

olacak gekilde u fonksiyonundan bagimsiz pozitif bir C sayisiun var oldugunu
gOstermemiz gerekir.
Minkowski esitsizligi yardimiyla m € N olmak {izere

S )

a(x)—5— , a(X)——
x P (x) q(‘) u(x) x '(—') q(x)

g(x) q(x)
\ 1
<m AR |y ol x() '(x)q(x)
T~ 2" o
"= 4(x)
x )T 5.2.10
Hulo =y (5.2.10)
q(x)

elde ederiz. (5.2.10) ifadesinin sag tarafindaki her bir toplami hesaplayabiliriz. Holder

esitsizligi yardimiyla, ) = max{ a(x),sup a(t)} olmak fizere

teQQ,
[lw@|a= [ |w' @) ar
Q. &
1 1

3 o e
f t"ax (r:) dt
n‘

yazilabilir. (5.2.7) sartindan (p; )/, P, in eslenigi ve C(6)> 0 sayis1 x ve u(x)ten

Px
<{ [ (t)| dt

/

X
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bagimsiz olmak iizere

[reoar<c@)(znx)
0

elde edebiliriz. Son esitsizligin yardimiyla,

[ Lty @
x Pl 9 [ f| ulldt]
Q,

q(x)
1 1-af (Y Ja(x) - )
a(x)~—————9(x) ( x \x )q + » Py
SC(é)x( P """] (27x) @ [ f e ull” dt (5.2.11)
Q,
sonucunu buluruz.
Diger taraftan

(1-of (77) )a() q(x) , p; —p(*) q(x)
— 1_ + X
(7Y (1-of)at~ p(x )+ p;  pX)

oldugundan,

11 1o} (77 Y Ja(x) Pe—p(x) 9(x)
a(x)———]q(x) oz 0 )a)
x[ pl(x) q(x) (2—'1 x) (p;)/ S x x Py p(x) (a(x)-ax) (")2—n6(P -1 (5 2 12)

olur. Yardimec1 Teorem 5.2.1 den dolay: (5.2.12) esitsizliginden, C, >0 say1s1C,,6,p",

qt, o ve a” sayllarina bagh olmak iizere

(1-af (7Y Ja(x)
T x

x[ @ '(x) q(x)]

seklinde yazilabilir. Boylece (5.2.11) ifadesi

2(x)

t"‘ul t]' (5.2.13)

q(x)

<G
T x

2-né(p™-1)

1
ot o
x Plx) 9( [ f I u’|dt
Ql’

d

bigiminde yazilmigs olur. Simdi G(@)= -:t , t>0 alalm. r€Q_ igin

X

G(t)p’—p(‘) (l +7 )P(f)—P; oldugundan
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n;" ! _
ta:u’p’ | u G
G@®
ot PO npr-p) v
<lt=u'| GO +G@)F, teQ, (5.2.14)

yazilabilir. Yardimer Teorem 5.2.2 yardimiyla, (5.2.14) ifadesinden C, =27 (£*% +1)
olmak tizere

Py

+ + ()
| < a6 @y , teq, (5.2.15)

elde ederiz. r€£2, , x>0 igin 1% terimini *® terimi cinsinden yazalim. o fonksiyonu

(5.2.3) kosulunu sagladigandan, 0<¢ <1 igin 1 <1°® ve 1<t < oo igin

o o |+la(')—aw| 20

ta:"a(’)ta(‘) <t

3C,
_<_ tlog(e+t)ta(t) S e3Cz ta(z)

elde ederiz; yani, 1% <&*%*® ,teQ,. Bu son degerlendirme 15131nda (5.2.15)

esitsizliginden C; >0 sayisi, sadece C,,C,,p”,¢*,a” ve " sayilarina bagl olmak iizere

| ¢ u'|”; <G| ou” +60), req (5.2.16)

X

ve

/] t";'u'lp; dt< cj =Ou'["” dr + TG(t)dt <C, +§ =C, (52.17)
Q, 0 0

esitsizligini elde ederiz. Boylece (5.2.17) esitsizliginden

a(x) g(x) ®
P Pr 1 P ol 2
[f % ' dt] =E'f ol dt| G
¢ 3 6 nx
7, _
—_ Px
<cC/* f | dr
QX

sonucu bulunur.



67

Yine (5.2.16) esitsizligi vasitasiyla

=)
P

+

+ I
, =
>u <C,*?

Pr
dt

I

'x

C, [l ar+ [ewa| (218
Q, Q.

yazabiliriz.
Diger taraftan (5.2.13) ve (5.2.16) esitsizliklerinden dolay1,

a(x)

11
a(x)—————]q(x)
x[ 7 ) [ f I u/l dt
Q,

=
<Gomeoc |, f O | ar + f G(t)dt (52.19)
x o, Q,

elde ederiz. (5.2.19) ifadesinin her iki tarafinin integrali alinir Fubini Teoremi kullanmilirsa
G =G, (1 +—72£J log2 olmak iizere

q(x)

dx

1 1
o [a(x)————]q(x)
fx 72 9(x) fl u/l dr
0 Q,

i_l L)
ol |

0

&
x

C, [|e=ou' )" dt + [ewa
Q, 2,

2my

[ %‘-]dr

2t

=C, 27D [j (| U0 + G(t))
0

p(t)

t“(')u'(t)l

=C,27" Diog 2[ dt+ | G@t)dt
fiewetas]

/

— Csz—nﬁ(p'—l)

bulunur.
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p~ >1 oldugundan, Teorem 3.1.3 den C, >0 ve 6 >0 sayilan » ve u fonksiyonundan

bagimsiz olmak tizere
(x)—~ e
7 q(x) f | u (t)I | <c2™ (5.2.20)
s ()
elde edilir. (5.2.20) esitsizligini
a5 x x
x PO IR}, [E;] —-u [2n+l ] <G 277
q(x)

seklinde yazarak (5.2.10) esitsizliginden

1 1 1
a(x)———— o(x)———
x PO yml < Zc 27 4 [2,“1] 7o 7 (5.2.21)
o " 4x)
bulunur. m — o igin kabuliimiiz ve Lebesgue Teoreminden
i ¥ T )
x u St <lx * u(x)|e L’
ve
- [ L } q(x)
f [x pl(x) 7« [2:4.1 ]] dx—0
0
elde edilir. Dolayisiyla m — o igin
o p’l(x)-%x) x
q(x)

olur. Bdylece m —> o iken (5.2.21) ifadesinde (5.2.22) g6z 6niine alinarak

_<. icgz—nb‘ —

N

()
x P 9 u(x)

elde ederiz ki, bu teoremin ispatim tamamlar.
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Uyan 5.2.4. Teorem 5.2.3 te g(x) = p(x) almirsa, bu durumda [0,)aralifinda mutlak
siirekli ve z(0) =0 6zelligine sahip z fonksiyonu igin

“ x*®-1z(x)

“ a(x) ! (x)

P(x) - p(x)

esitsizligi elde edilir.
Teorem 52.5. p ve o fonksiyonlann (5.2.1) ve (5.2.3) kosullarim saglasin.
I<p < p(x)< p* <o ve0 < a(x) <a™ <oo olmak ilizere eger

§=a (p*)Y ~1>0 (5.2.23)
ise, bu durumda [0,00) aralifinda mutlak siireli ve Pﬂ u(x)=0 o6zelligine sahip u

fonksiyonu igin
<C

" x*O1y(x) © x9N (x) (5.2.24)

p(x)

olacak gekilde 6, C,,C,,p~,p" ve o sayilarma bagh C > 0 sayis1 vardir.

Ispat: Normun homojenliginden dolay:

Ix“(‘)u(x)up(x) =1 durumunu g6z 6nline almak
yeterlidir. Bunun i¢in z fonksiyonu [0,c0) aralifinda mutlak siirekli ve z(0)=0 olsun.
Ayrica r(x)=p'(x) ve Bx)=1—a(x) ile gosterelim, a (p*) >1 kosulundan

BT (r") <1 bzelligi gikar. r ve B fonksiyonlarmin (5.2.1) ve (5.2.3) kosullarini sagladig
agiktir. Boylece, z fonksiyonu i¢in Uyarn 5.2.4. ile birlikte

B(x)-1 x) 7
| =2, <G| 2@,
yazilabilir. Holder egitsizligi yardimiyla,
ldx| = uzdx <C " xP@-1z xEEy!
r(x) Y (x)
B(x) ! 1-B(x),,/
<C,C “x 2 . x u .

clde ederiz.
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Béylece Orlicz ve Liiksemburg normlarin esdegerlilifinden

" x POy (x|

oy SCC)FPOU @),

ve

“ x* ol <G

p(x) —
sonuglari elde edilir ki bu da Teorem 5.2.5. in ispatim1 tamamlar.

a(x) '(x)“ < oC

Teorem 5.2.6. p, g ve a fonksiyonlan (5.2.1) ve (5.2.3) kosullarim1 saglasin. x &[0,0)
igin 1<p < p(x)<g(x)<g* <o ve 0<a(x)<a’'<oo olmak {izere, eger
1 1 1
b=0" ————+—>0, (5.2.25)
’ @Y ¢ ¢
ise, bu durumda [0,c0) araliginda mutlak stireli ve lim u(x)=0 &zelligine sahip u
fonksiyonu i¢in

a(x) - 1

1
x ) 9(x) U(X) SC a(x) l(x)

o (5.2.26)

g(x)
esitsizligi saglanacak sekilde 6,,C,,C,,p ,q" ve a* saylarma bagh C>0 saysi
vardur.

Ispat : z fonksiyonu z(0)=0 olacak sekilde [0,c0)araliginda mutlak stirekli olsun.

1 .
a®)=p' (), p(x)=¢'(x) ve P(x)=——+———a(x) diyelim. Bu halde
(X) g(x)
o > (pl*)’ +—1——7]1— kosulundan ,B*(pl) <1 oldugu ¢ikar. g,, p, ve B fonksiyonlarimn
q

(5.2.1) ve (5.2.3) kogullanim sagladif1 agiktir ve bdylece Teorem 5.2.3 z fonksiyonuna
uygulanarak

()

pf(x) q(x) Z(x) S q " xﬂ(x) I(x)

q(x)

p(x)

esitsizligi elde edilebilir.



Holder esitsizliginden

j;wuz'éc‘=|—ﬁwu'zdx

11 11
Bx)y————— —[ﬂ(x)f———]
<GClx ) ql(x)z(x) x Px) @) u'(x)

q(x) 9 (%)

1 1
—[ﬁ(x)—,——_—]
S Cgcl " xﬂ(x)zl(x)"pl(x) || x A alx) ul(x)

4 (x)
yazilabilir. Orlicz ve Litksemburg normlarin esdegerliliginden

1

1
|8 -~ ——
" x—ﬁ(x)u(x) " <C,Clx Ax) q®) u’(x)

Pl (x)
gl (%)

Ve

1 1
a(x)——— ———
x PO @yl < C,C,

q(x)

xa(x) u/(x)

p(x)

elde ederiz. Bu Teorem 5.2.6. nin ispatin1 tamamlar.
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Uyan 5. 2.7. Yukanidaki tiim teoremlerde [0,c0) yerine [0, 4] alimrsa bu durumda (5.2.3)

kosulu gerekli degildir.



6. BOLUM

GENEL AGIRLIKLI HARDY ESITSIZLIGI

Bu bolimde degisken iistli Lebesgue uzayinda genellestirilmis Hardy tipli
esitsizligi elde edecegiz. Bir 6nceki bolimde oldugu gibi, Q,=(2""x,2"x],neN
olmak tizere

p; =min{p(x) , tig]fp(t)} , x>0
ve

p; =max {p(x) » Sup p(t)} , x>0
teQ,
ile gbsterelim. Ayrica w ve 1} agirlik fonksiyonlar1 olmak tizere

) = [ WO (s)ds

ve
J(x) = f ” 9(s)ds

gosterimlerini kullanacagiz.

6.1. Degisken Ustlii Lebesgue Uzayinda Genellestirilmis Hardy Esitsizligi

Yardmei Teorem 6.1.1. Eger p fonksiyonu 0 < u(x) _<_% icin

| p(x)— p(0)| < C‘l 6.1.1)
log——
p(x)

kosulunu sagliyor ise, bu durumda

Ps—p(x) 3G

p(x) % <l+e”

esitsizlifi yazilabilir.

72



73

Ispat : p fonksiyonu (6.1.1) kogulunu saglasin. ise p; — p(x) terimini degerlendirmeyle

baglayalim. Bunun i¢in sabit bir x € 2, se¢elim. Bu durumda 3y € Q, igin

- - C,
p; Sp(y)<p; + 11 (6.1.2)
log——
M(x)
yazabiliriz. (6.1.1) kosulundan ve (6.1.2) esitsizliginden

p; —pO)|<| 7 — pO)|+| PG — P(O)]

elde ederiz. u fonksiyonu azalmayan fonksiyon; yani z(y) < u(x) oldugundan,

| P —p(O)| < 2011
log——
p(x)

esitsizligi ve buradan da

Pz-p(x) 1 2Cy7y
- Pz
p(x)y * =(—-—)
H#(x)

| (x)-P(O)|+| P P (O)|
1 P:

\;z—x;)

)

3¢, 1
log

IA
+
=
N r—
3|

#(x)

|4

Il
+
Y

sonucu elde edilir.

Yardimei Teorem 6.1.2. p fonksiyonu her ¢ > 0 i¢in

G

_— 6.1.3
Tog(e + () (6.13)

| () p.o| <
kosulunu saglasin ve u(x) 2—;— icin

p€D:30>0 igin p,[-;ﬁ] > 27 u(x) (6.1.4)
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oldugunu kabul edelim. Bu durumda, t€ Q_, x>0 igin

A+ @Oy % <27 (14244 =C, (6.1.5)
esitsizliji gecerlidir.
Ispat: Benzer olarak, ise r€Q, , x>0 i¢in p(f)— p; terimini degerlendirmeyle

baglayalim. En az bir y €, i¢in p; in tammindan
C.

P <P <p; +—2—— (6.1.6)
log(e + p()
yazabiliriz. (6.1.3) kosulundan ve (6.1.6) esitsizliginden,
P; = po| S| P — PO +] POY - P.l|
<— &8 4G
log(e+u()) log(e+ p(y)
elde ederiz.
Diger taraftan (6.1.4) kabulii kullanilarak % <y <2t igin
C2 CZ C2
< < = 6.1.7)
log(e + p(2)) log [e tu [ é ]] log(e+27" ()

yazilabilir. 27°C,e“™ 21 olacak sekilde C, >1 segelim. Bu durumda

C2 < C2C3
log(e+pu(y)) ~ log(e+pu()

oldugu gosterilebilir. Gergekten, (6.1.7) esitsizliginden

C2 < C2
log(e+ () ~ log(e+27" (1))

— C2 C3
log(e+27° p(1))®
C2C3

c 2”° c
loge™ (1+—— ()"

bulunur.
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Bernoulli esitsizligi yardimiyla
C, < C,C,
log(e + ﬂ(y )) log eC; (1 St I Cs (t))

CZ C3
= log(e + C1e 2 (1))

CZ C3
~ log(e+ u(®)

cikar. Boylece p; # p(x) igin

| p(t)— p7| < |P)— p.|+|P — P,
C,(C,+2)
——-——10g(e+ﬂ(t» teq, (6.1.8)
elde ederiz.
Eger p, = p(x) ise, bu halde (6.1.3) kosulundan
—p(®)|=| p(x)— p)|
<|p(®) - p.|+| PO P,
G G,
~ log(e+pu(x))  log(e+u(?))
ve 0<t<x igin p(f) < p(x) oldugundan,
2C,
—2 6.1.9
POl e (€12

yazilabilir. Boylece te Q, , x >0 i¢in (6.1.8) ve (6.1.9) esitsizliklerinden

(l_'_‘u'Z(t))P(f)—P; S 2P+—P— +(2[J:(t))p(')_p;

2G,(G;+2)

< 2P+-P" 14 p(®) log(e+£ (1))

< 2Pt -r" (1 + e2Cz(Cs+2)) =C,

bulunur,
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Teorem 6.1.3. p ve g fonksiyonlan 1< p~ < p(x) < g(x) <gq* <o olacak gekilde [0,00)
arahiginda olgiilebilir fonksiyonlar olsun. Bunun yaninda C,,C, ve C; pozitif sabitleri
x,p,q,9 ve w ifadelerinden bafimsiz olmak iizere en az bir p(0), p_ € R igin {ist ve

agrlik fonksiyonlar:
C,

1) 0<,u(t)<— icin | p(t)— p(0)| < i (6.1.10)

log—-

p(@)
(2)Her t>0 ig:inlp(t)—pwls_cz—— (6.1.11)

log(e + p(2))

L 1
(3) sup F(x)?® p(x)”® =C, <oo (6.1.12)
x>0

(4) x>0 igin d€D: In>0, 5[%]52"5(;:) (6.1.13)
) ,u(x)z igin peD:36>0, y(2)>2 (%) (6.1.14)
(6) x>0igin g RD: 35>0, ,u(%)SZ“S,u(x) (6.1.15)

kosullarim saglasin.
Bu durumda [0,c0) arahifinda mutlak stirekli ve #(0)=0 6zelligine sahip u

fonksiyonu i¢in

I ux)| < Clwx)™ w'(x) (6.1.16)

q(x) p(x)

esitsizligi saglanacak sekilde 7,4*,8,p~ ve & degerlerine bagli bir C > 0 sayis:1 vardir.

1
#(x)? u(x)) <C olacak sekilde monoton u

q(x)

1
Ispat : |w(x)?™ ¥'(x)] =1 olsun.

p(x)

fonksiyonundan bagimsiz bir C >0 sayisinin varlifini gostermek yeterlidir. Minkowski

esitsizliginden,
1 m 1
(X)) ulx)| = ; {19 x)?™ \u [%] —u [—;—H] +u [ 2:“ ]}
q(x) 7(x)
N
<3 19(x)"(’" [2" ]—u[2f+l] +[9(x) 7 u[a—:f—“—) (6.1.17)

n=0

q(x) q(x)
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ve buradan da
1 m 1 27 R x
H(x)*® u(x) SZ; I(x)1® f w'@d 4 [9(x)7 u[2m+,] (6.1.18)
a(xy "7 iy 9(x) g(x)

yazabiliriz.
Simdi (6.1.18) ifadesinin sag tarafindaki her bir toplam degerlendirelim. Bunun

igin  basitk  olsun  dive, 120 igin  f(O)=w®”'O)d(@)] alacapz.

27"x

p(€,)= j w(t)7Odt, x>0 ve (p]Y, p; in eslenik fonksiyonu olmak tizere, Holder
o~y
esitsizliinden,
] CEERNER
[ rodo<| [ royauo| po,)em | (6.1.19)
0, Q,
elde ederiz. (6.1.19) ifadesinden dolays
o 1 2(x)
J {500 [ |w)ar|
0 Q,
2x)
<~ [ Seyute Yoo [reraun|” P9 612
— / H x J I 1,?"(x) et
yazabiliriz. p(Q,)< p(2‘" x) oldugundan ve (6.1.15) kosulundan
) )
(S, )(Z»;Y < (u(Z‘” x)) w5y
g(x)
< Qn8pE-1) (x) s
9() Pi=p(2) g(z)
S 27Dy O ucx) PO (6.1.21)
elde ederiz.
Yardimer Teorem 6.1.1. den, (6.1.21) esitsizligi geregince
q*
9(z) ] 2 %6
(€, )iy <27 D (P @ g4 P } , x>0 (6.1.22)

elde ederiz.
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Simdi de D.Cruz-Uribe, A.Fiorenza ve C.J.Neugebauer tarafindan verilen Yardime:

Teorem 3.3.6. ya benzer olarak f (O™ du(t) ifadesini hesaplayahm. Bunun igin
Q

G(t)=——12—- , >0 tamimlayalim. Bu durumda
1+ p7°(0)

G()
< f FOPOGEY* PO du(r) + f G(t)” du(r)

J 1o auo = [ [f ‘ )] "G aut)

yazilabilir. Yardimer Teorem 6.1.2. den dolay: (6.1.23) ifadesinden

f FO* dpn)<C, f F@O?dp()+ f ror d"((’))) :
+u t

s¢, Juolwofa+ [0

ve (6.1.24) den de kolayca

[rordun<c+3=c,

yazlabilir. (6.1.25) esitsizligi igginda ve 2% >1 olusundan,

X

q(x)

<o [ 0% due)

[ [ r®7 dut)
Q,

esitsizligini elde ederiz.
Diger taraftan (6.1.24) esitsizliginden,
9(x)

" <ar f wofuf s [T 0.

[ [ r®7 dut)
a2,

cikar. (6.1.25) ve (6.1.26) esitsizliklerini dikkate alarak, (6.1.20) ifadesini

q+

A %)~
C,=Cr |1+e?

olmak {izere,

(6.1.23)

(6.1.24)

(6.1.25)

(6.1.26)
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q(x)
[19(x)”(‘) f |u/(0) dt]

QSS

q(x)

<-C, 9—n6(p™—1) f I(x)p(x)” /(%) dd(x)

B(x)

du(t)

v (6.127)

C f w(®)| W' @)™ de + f

seklinde yazabiliriz. (6.1.12) kosulundan dolay: (6.1.27) esitsizliginden C; =C4C5"+C.,
olmak {izere

T[z?(x)"‘" f |u'(0)|ar
0

oof 27%x 27"x
<—C 27D f [ f w(t)lu’(t)|p(') dt + f 1 il;(ztzt)
0 \27"x 27y

7(x)

dd(x)
d(x)

(6.1.28)

elde ederiz. Fubini Teoreminin yardimiyla (6.1.28) egitsizligini

27x

o q(x)
f [t?(x)"(’" f [u'(t)ldt] dx

27y

_ oo | B L Fduw [T @)
<-C;2 [fw(t)l () [f 7o )]dt+|[1+#2(t)[§[; T ]]
seklinde yazabiliriz. B6ylece (6.1.13) kosuludan

_TH@ 9@
e R P

<nlog2 ,t>0

ve C, =G (l+%)7710g2 olmak fizere

q(x)

T o q(x) J 'O\ dt dx <C, 2-m6(F"-1) 1902 Ol P(’)dt du(t)
{ ) [ |u')] ) og [fw( )| @) +f1+#2(t)
= C, 27 D [1 + %] nlog2
=C, 27N (6.1.29)
buluruz.. Yine Teorem 3.1.4. den dolayi, (6.1.29) esitsizligi ile,
1 27"x 1 _ns(p~-1)
9@ [ || <cr2 7T (6.1.30)
7 a(x)

yazabiliriz.



80

Dolayisiyla (6.1.30) yardimryla (6.1.18) esitsizliginden

. m L _nép-1 1
IX)Pux) <N G2 T+ Pu(2'x) (6.1.31)
oy "0 a(x)
elde ederiz.
Diger taraftan Lebesgue Teoreminden dolayr m — « igin
1
I(x) @y [2;‘“ ] -0 (6.1.32)
g(x)
ve integrand fonksiyonu 9(x) #(x)?*® fonksiyonu ile majorantlandigindan
00 1 p(x)
f [19(x)"(") u(2™ x)] dx—0 (6.1.33)
0
¢ikar. Béylece m — oo igin (6.1.31) ifadesinden
1 m L _nspD)
I Pux)) <D CT2 T =Cy< (6.1.34)
G T
elde edilir ve buradan da
1
(X)) Pulx)| <C, (6.1.35)
g(x)
sonucu bulunur.
Diger taraftan (6.1.16) esitsizligini gostermek i¢in, (6.1.35) ifadesine
u(x)
A
w(x)"® u'(x)
p(x)

fonksiyonunu uyguladiimizda Teorem 6.1.3 {in ispati tamamlanir.

p~ >1 kabulti énemlidir. (6.1.34) serisinin yakinsak olmas: i¢in p~ >1 kabulii
gereklidir.

Teorem 6.1.3. ve degisken listlii Lebesgue uzayinin dual uzay: yardimiyla agagidaki
teorem elde edilir.

Teorem 6.1.4. p ve g fonksiyonlan 1< p~ < p(x) <q(x) £q* <o olacak sekilde [O, )

araliginda Slgiilebilir fonksiyonlar olsun. En az bir ¢'(0) , ¢ € R igin iist ve agirhik
fonksiyonlari,
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(1) 0<T@ < isin |¢(O)~¢'O]<—;
IOg——‘—
0
(2) Her £ 0 igin | /() — gL S — 2
17 log(e +9(1))

(3") ¥(x)= jﬁ(s)ds , O(x)= j‘w(s)"”/(‘)ds olmak tizere

1 1
sup 9(x)™ G(x)7® =C, <00

x>0

(&) GeD:Ap>0, ﬁ[%}SZ”E(x), x>0
(5") 5(x)>% i¢in e D: 39>0, 5[%]22-”5(;:)

(6') 9€ RD: 36>0, 5[;]52-6?9(;:), x>0

kosullarim saglasin.
Bu durumda [0,00) arahfinda mutlak stirekli ve lim u(x) =0 &zelligine sahip u

fonksiyonu i¢in

1

3 ux)| < Cllwx)® u'(x)

q(x)

(6.1.36)

p(x)

esitsizlifi saglanacak sekilde C,,C,,C, ,n, p” ve § sayilarina bagh bir C > 0 sayis1 vardur.

Ispat : u, z:[O,oo)—)R fonksiyonlan #(0)=0 ve liﬂz(x) =0 olacak sekilde herhangi

mutlak stirekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda

o 00

f u'(O)z()dt| = f u(t)Z'()dt (6.1.37)
0 0
yazabiliriz. C, say1s1 u,z,9 ve w dan bagimsiz olmak iizere, (6.1.37) ifadesine Holder
esitsizlii uygulanirsa
® 1 -4 (0
f W' )2t < C, | 9 u(®)|  [90) 7O | 2'z)|
0 q(t) ql (O]

elde ederiz. Diger taraftan p=p,, ¢=¢, olmak tizere J=19,(x), w=w,(x) ve u

Teorem 6.1.3. iin kogullarim saglasin.
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Bu durumda

1-g{ ()

(1) “© 2'()

oo

f u'(O)z()dt

0

L
S GGl wn ()’ (2)

p (1) 4] (1)

ve I7¥) uzaymin dual uzayinmn varhgindan

1-g{(n)

8,) 10 Z(p)

A0

w () %Y z2q)| <C

At gl ()

yazabiliriz. ¢ = p{(x), p=g/(x) olmak tizere 9(x)=w, ()" A® ve w(x)="1,(x)4®

ile tanimh ¥ ve w fonksiyonlarinin Teorem 6.1.3. {in kogullarim1 sagladigini gérmek
kolaydir. Boylece

1

) D z)| < Clwx)P® 2 (x)

g(x)
elde ederiz. Bu Teorem 6.1.4. {in ispatin1 tamamlar.

p(x)

Aciklama 6.1.5
g* <o ve p~ >1 oldugundan, en az bir g(0), g, € R i¢in
Cl

(1) 0<FO < isin |40 -0 <

log %

C

(2') t>0 igin lq(t)-—qwlsm

kosullan egdegerdir.
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TARTISMA ve SONUCLAR

Caligmamizin esasim olugturan son ii¢ bdlimiinde, degisken iistlii Lebesgue ve
Sobolev uzaylarinda gomme teoremlerinin elde edilmesini saglayan Sobolev ve agirlikl
Hardy tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Dérdiincti boliimde olgiilebilir fonksiyonlar i¢in siireklilik kogulu kullanilmadan
elde edilen Sobolev tipli esitsizlik, bélgenin simrsiz olmasi durumunda da seri agilim
yardimiyla elde edilebilir. Ayrica dordiinci boliimde ele alinan kesirli maksimal

fonksiyonun
a(x)

M, () =sup Er(x—,;)_l I O
seklinde olmas1 durumu ele alinarak, bu fonksiyon i¢in Sobolev tipli esitsizlik incelenebilir.
Besinci ve altinci bolimde ele alinan agirlikh Hardy tipli egitsizliklerin elde
edilmesi i¢in kullanilan kosullarin gerekli kosul olup olmadig tizerinde ¢aligilabilir.
Bunun yaninda

1<q(x) < p(x) < p* <0

durumu g6z 6niline alinarak, agirhikl Hardy tipli esitsizlikler tizerinde daha ileri ¢caligmalar
yapilabilir.
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