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AMAC

Bu ¢aligmanin temel amaci dogrusal olmayan parabolik veya hiperbolik tipten kismi
diferansiyel denklemler i¢in ¢6ziimlerin global yoklugu (blow up) problemini incelemektir.
Bu amagla sinirdaki degerleri sifir olan dogrusal olmayan hiperbolik kismi diferansiyel
denklemler iizerinde 6nemle durduk. Daha 6nce bu anlamdaki blow up ¢dziimleri yapilmamig
dogrusal damping ve dogrusal olmayan damping terimli dort problem ele aldik ve bu

problemlerin ¢6ziimlerinin sonlu zamanda global olarak yok oldugu (blow up) nu ispatladik.



vi

OZET

Bu tezde, sinirdaki degerleri sifir olan bazi parabolik ve hiperbolik tipten diferansiyel
denklemler i¢in baslangig siir deger problemlerinin ¢dziimlerinin global yoklugu ele
alinmstir.

IIk bsliimde, blow up ile ilgili giiniimiize kadar yapilan ¢aligmalar tarihi geligimiyle
kisaca ele alinmugtir. ,

Tezin sonraki boliimleri i¢in gerekli olan temel bilgiler ikinci béliimde verilmistir.

Ugiincii  boliimde, diferansiyel denklemlerde genellikle blow up olarak bilinen
singularitenin. olusumu konusu ile ilgili bilgiler verilmis ve blow up teorisi etrafinda
odaklanan klasik sorular ele alimmustir.

Dordiincii boliimde, sonlu zamanda global olmayan (blow up) ¢6ziim ve ¢oziimlerin
bilyiimesi metotlar {izerinde durulmugtur.

Begsinci bdliimde, damping terimli dogrusal olmayan bir dalga denkleminin bir smifi
i¢in baslangig sinir deger probleminin ¢dziimlerinin global yoklugu agik esitsizlik metotlart
kullanilarak ispatlanmugtir.

Altinct boliimde, damping terimli Boussinesq denklemi i¢in baslangic smir deger
probleminin ¢6ziimlerinin global yoklugu agik esitsizlik metotlart kullanilarak ispatlanmigtir.

Yedinci bgliimde, damping terimli gelistirilmis Boussinesq denklemi i¢in baslangig
simir deger probleminin ¢dzlimlerinin global yoklugu agik esitsizlik metotlart kullanilarak
ispatlanmustir.

Sekizinci bsliimde, dogrusal olmayan damping terimli dogrusal olmayan bir dalga
denkleminin bir sinifi i¢in baglangi¢ sinir deger probleminin ¢dziimlerinin global yoklugu agik

egitsizlik metotlar: kullanilarak ispatlanmugtir.
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SUMMARY

In this thesis, the global nonexistence (blow up) of solutions to the initial boundary
problems for some parabolic and hyperbolic type differential equations of which their
boundary values equal to zero is investigated.

In the first chapter, so far the studies done with the historical developments are shortly
given about the blow up.

Some notations and fundamental definitions which are necessary for the remaining
chapters of the thesis are presented in the second chapter.

In the third chapter, the subject of singularity formation in differential equations
usually known as blow up is presented and the classical questions addressed by the blow up
theory is discussed.

In the fourth chapter, methods of establishing global nonexistence (blow up) and
growth of solutions in finite time are presented.

In the fifth chapter, we proved the blow up of solutions to the initial boundary value
problem for a class of nonlinear wave equations with a damping term by using explicit
inequality methods.

In the sixth chapter, we proved the blow up of solutions to the initial boundary value
problem for Boussinesq equation with damping term by using explicit inequality methods.

In the seventh chapter, we proved the blow up of solutions to the initial boundary
value problem for the improved Boussinesq equation with damping term by using explicit
inequality methods.

In the eighth chapter, we proved the blow up of solutions to the initial boundary value
problem for a class of nonlinear wave equation with nonlinear damping term by using explicit

inequality methods.



1. BOLUM
GIRIS

Bu béliimde, dogrusal olmayan parabolik ve hiperbolik tipten diferansiyel denklemler
i¢in global ¢6ziimlerin yoklugu (blow up) ile ilgili giiniimiize kadar yapilan ¢aligmalara kisaca

deginecegiz.

Blow-up konusu 1940 larda ve 1950 lerde Semenov’un “chain reaction theory”,

“adiabatic explosion” ve “combustion theory” baglaminda ortaya konmustur [80].

Blow up konusunun matematiksel teorisi 1960 larda Kaplan [32], Fujita [17, 18],
Friedman [16] ve diger baz1 yazarlar tarafindan blow up i¢in genel bir yaklagim verildikten

sonra aktif olarak arastirmacilar tarafindan incelenmistir.

Sintrli bolgelerde reaksiyon — diflizyon igin blow up olay: ilk olarak Kaplan [32]
tarafindan ¢alhigilmigtir. Fujita [17, 18] u, = Au+u” denkleminin pozitif ¢éziimlerinin sinich

bolgede negatif olmayan baglangi¢ verisi ile global olamayacagini1 gosterdi.

Kaplan ve Fujita’ nin bu ¢alismalari daha degisik durumlara genellestirilmistir.

u,—A¢(u)= f(u) denklemi iizerinde ¢ ve f nin farkli se¢imlerine gore yogun bir

sekilde caligmalar yapilmistir. Bu konunun detaylar1 igin Samarskii ve arkadaglar1 [70] nin
kitablarina bakilabilir.

Dogrusal olmayan u, =Au+|ulp ) p>1 tipindeki dalga denklemlerinin

¢bzlimlerinin blow up olmas: ile ilgili aragtirmalarin matematiksel tarihi 1957 lere
dayanmaktadir [34].

Levine [38] konkavlik metodu ismiyle amilan bir teknik gelistirip Pu, + Au = F(u)

soyut denklemini inceleyerek ¢oziimlerin global olmamasi igin gerekli kogullar1 vermigtir. Bu
denklemde P ve A dogrusal, simetrik birer operatér olup P nin pozitif, 4 nin negatif
olmayan bir operatér ve F nin belirli dogrusal olmayan kosullar1 saglayan bir potansiyel

operatdr olmasi kogullar gegerlidir.



Daha sonra Kalantarov ve Ladyzhenskaya [30] konkavlik metodunu genellestirerek
genellestirilmis konkavlik metodu olarak adlandirilan bir lemma vermisler ve ¢alismalarinda

bu metodu sik olarak kullanmiglardir.

Georgiev ve Todorova [22] wu, —Au+au, lu,lm_1=bulu|p ™ denklemi igin ilk defa

dogrusal olmayan damping terimle dogrusal olmayan kaynak terim arasindaki etkilesimleri

inceleyerek ¢6ziimlerin global yoklugunu gésterdiler.

Kalantarov [31] Pu, + Qu, + Au= B(u,u,)+ F(t,u) bigimindeki dogrusal olmayan
denklemlerin bir smifi igin ¢6ziimlerin global yoklugunu incelemistir.

Levine ve arkadaglar1 [48] Pu, +Q(t)u, + A(t,u) = F(t,u) soyut evolution denklemi
i¢in baglangi¢ deger probleminin siireksizligini ele alarak E (u (O)) < 0 olacak sekilde bir u(z‘)

¢oziimiiniin var olamayacagim gosterdiler.
Levine ve Serrin [47] P(u,) +Q(t,u,)+ A(u)=F(u) soyut denklemi igin birkag
global yokluk teoremi verdiler.

Ono [60] u,+M (”A'/zullz)Auﬂu,[ﬂ u, = f(u) dogrusal olmayan damping terimli

Kirchhoff denklemi igin blow up sonucunu elde etti.

Pucci ve Serrin [67] Pu, +Q(t)u, + A(t,u)= F(t,u) denkleminin baglangi¢ enerjisi

pozitif oldugunda ¢dziimlerin global yoklugunu incelediler.

Godefroy [24] u,=f (u)n+um, Boussinesq denkleminin baglangig sinir deger

probleminin global yoklugunu gosterdi.

Vitillaro [78] P(x,),+A(u)+Q(t,u,)=F(u) soyut denkleminin pozitif enerjiyle

global yoklugunu inceledi.



Erdem ve Kalantarov [14] u,,—i—a—[(do—{—IVMI”'"z)@]_k h(u,Vu)= f(u) ve
' Ox, Ox.

I

u — IZ:I:% [(a’o +|v" ) g—:’] +h(u,Vu)=f(u) hiperbolik ve parabolik tipten

denklemlerin global yoklugunu genellestirilmis konkavlik metodu ile verdiler.

Im—l

Rammaha ve Strei [68] Georgiev ve Todorova [22] nin ¢alistig1 denklemde , Iu,

damping terimi yerine [u"” u, damping terimini alarak bu baslangi¢ sir deger problemini

calistilar. Georgiev ve Todorova [22] nin ¢8ziim yéntemlerine benzer bir teknik uygulayarak

¢6ziimiin negatif baglangi¢ enerjisiyle sonlu zamanda blow up oldugunu ispatladilar.

N
Zhijian [83] u, + A’u+u, = Za—a—oi (uxi) dogrusal olmayan baglangig simir deger
i=1 f]

problemini ¢alist: ve negatif baslangi¢ enerjisiyle bu problemin ¢6ziimiiniin A >0 ve bazt ek

kosullar altinda sonlu zamanda blow up oldugunu gosterdi.

Polat ve arkadaglari [65] u, = divo(Vu)+Au, —A’» damping terimli dogrusal

olmayan bir dalga denkleminin bir sinifi i¢in baglangig simnir deger probleminin ¢éziimlerinin

negatif baslangi¢ enerjisiyle global yoklugunu gergeklestirdiler.

Polat ve arkadaglari [66] wu,—bu_+6u__ —ru, , = ( f (u))xx damping terimli

Boussinesq denkleminin baglangi¢ sinir deger problemi i¢in ¢6ziimlerinin pozitif olmayan

baglangi¢ enerjisiyle global yoklugunu gerceklestirdiler.



2. BOLUM
ON BILGILER

Bu béliimde, sonraki bolimlerde gerekli olabilecek bazi tanimlar ve esitsizlikler
verilecektir [1, 11, 56, 86].

2.1. Normlu Uzay, i¢ Carpim ve Hilbert Uzay:

Tammm 2.1.1. Bir X vekt6ér uzayindan, negatif olmayan sayilara tanimlanan ve her

x,y € X veher A€ R i¢in asagidaki kosullar: saglayan || fonksiyonuna norm denir;
i) [x]]=0 ve [x|=0<x=0,
iD) [ = A
i) x4y <+
Bu takdirde (X, |||} giftine normlu uzay ve |x| sayisina da x noktasmin normu denir.

Verilen bir norm araciliiyla

u(x,y)=[x—y|

olarak tanimlanan u bir uzaklik fonksiyonudur ve bdylece her normlu uzay aynt zamanda bir

metrik uzay olur.

Tamm 2.1.2. {x,}, (X ,|||[) normlu uzayimnda bir dizi olsun. Her € >0 icin n,m> N

oldugunda

x,—x,|| <& olacak sekilde bir N dogal sayis1 varsa {x,} dizisine Cauchy dizisi

denir.

Tamm 2.1.3. {x,}, (X,

) normlu uzayinda bir dizi olsun.

ILm X, —x|| =0

olacak sekilde bir x € X varsa {x,} dizisine yakinsaktir denir ve x, — x ile gésterilir.



Tanim 2.1.4. Bir normlu uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tam uzay

denir. (X ,|

) uzay1 tam ise bu uzaya Banach uzay: denir.

Tanmm 2.1.5. X vektdr uzay: lizerinde tanmimh iki norm, ||||1 ve ""2 olsun. 4> 0,

B> 0 sabitleri i¢in
Al <, < Bl

esitsizlifi X uzayindaki her x noktasi igin gegerli ise, ”“1 ve ””2 normlarina esdeger normilar

denir.

Tanmm 2.1.6. X cismi {izerinde bir X vektdr uzay: verildiginde, XxX uzayi lizerinde

taniml X degerli

(.,.) X xX—K
bir fonksiyonun her x,y € X ve a,b € C igin asagidaki 6zellikleri varsa, bu fonksiyona i¢
garpim denir;
i) (x,y)= (_y,—x) (burada ¢, ¢ €C nin karmagik eslenigini belirtir),
i) (ax+by,z)=a(x,z)+b(y,z),
iii) (x,x)>0, (x,x)=0< x=0.
K = R halinde (x, y)=(y,x) oldugu hemen gdriilir.

Bir i¢ garpim ile

1
[+l = (. x)2

tanimlanan ||: X — R fonksiyonunun norm oldugunu gdrmek olduk¢a kolaydir. Normu

yukarida oldugu gibi bir i¢ ¢arpim tarafindan tanimlanan uzaya i¢ ¢arpim uzay: denir.

Tanimm 2.1.7. Normlu bir uzay olan bir i¢ garpim uzay1 bir Banach uzay: ise bu uzaya
Hilbert uzay: denir. Bagka bir ifadeyle, bir i¢ ¢arpim uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzaymn

bir gesine yakinsak olmasi halinde bu uzaya Hilbert uzay: denir.



Tanim 2.1.8. n-boyutlu R” gergel Euclid uzayinda bir nokta x=(x,,..,x,) ve bu

y2 .
noktanin normu |x|=(2:=] sz) ile tamimlanir. x ve y nin i¢ ¢arpimi x- y=Zj=lxjyj

seklindedir.

Tanim 2.1.9. az(al,...,an) negatif olmayan Q; lerin n-bilegenlisi ise o ya ¢oklu-

o o

. n . . . s .
indis denir ve x°%, |a|:Z,-=|O‘f mertebeye sahip olan x---x™ tek terimlisi, yani

(24

x* =x" - x, ile tanimlanr. Benzer gekilde 1< j<n igin D, = 6/ Ox, ise, 0 zaman

D*=Df...D*

Tanim 2.1.10. Eger G C R” ise R" de G nin kapanisi G ile belirtilir. GCQ ve G

R" in kompakt (kapali ve sinirlr) altkiimesi ise G CC 2 geklinde gosterilir. , G de tanimlt

bir fonksiyon ise, # fonksiyonun destegi

suppu = {x € G:u(x) =0}

seklinde tanimlanir. suppu CC Qise u fonksiyonu Q da kompakt destege sahiptir denir.

Tanim 2.1.11. Q, R” de bir bdlge olsun. Negatif olmayan her m tamsayis: i¢in €

bolgesinde siirekli biitiin ¢ fonksiyonlar1 ve |o <m mertebesine kadar biitin D¢ kismi
tirevieri siirekli olan vektor uzay1 C"(Q) ile gosterili. C°(Q)=C(Q) ve
C*(Q)=[_,C"(€) olur. C,(Q) ve C;°(5) alt uzaylan swrasyla Q bolgesinde kompakt

destekli olan C(Q2) ve C*(€2) uzaylarindaki biitiin bu fonksiyonlardan ibarettir.

Tanmm 2.1.12. Q agik bir bdlge oldugundan, C” (Q) deki fonksiyonlarin €}
bolgesinde siurli olmasi gerekmeyebilir. Cp (Q) ile Og]a|$m icin Q) bolgesinde D*¢

lerin smirl1 oldugu ¢ € C” (£2) fonksiyonlar: belirtilir. Cj () uzay:

D(x)|

[#les e = omax, sup



normu ile bir Banach uzayidir.

Tamm 2.1.13. Eger ¢cC(Q) Q bolgesinde simrh ve diizgiin siirekli ise,
biélgesinin kapanis1 olan Q bolgesinde de tek, sinirhi ve siireklidir. C™ (K_Z) ile ‘Oglalgm

igin ) bolgesinde D°¢ lerin simrh ve diizgiin siirekli oldugu ¢ € C™(Q) fonksiyonlari
belirtilir. (Eger 0 bglgesi smirsiz ise simgelerin yanhs kullanimi belirsizlige yol agar;

Srnegin, R" = R" olsa bile C™ (F)¢C’” (R") dir.) C” (ﬁ) uzay1 Cy (€2) uzaymin kapali bir

alt uzayidir. Bu nedenle C” (5) uzay1 da

D*¢(x)|

[¢les ey = gmax sup

aym norm ile bir Banach uzayidir.

Tanim 2.1.14. Tam, metrik ve lokal olarak konveks uzaya Fréchet uzay: denir. Her

normlu uzay ayni zamanda bir metrik dogrusal uzay ve her Banach uzay1 Fréchet uzayidir.

2.2. Lebesque Uzay: L, (9)

Tanmm 2.2.1. Q, R" de bir bslge ve p pozitif gercel sayilar olsun. ) bélgesinde
tamuml biitiin dl¢giilebilir u fonksiyonlar sinifina agagidaki kosul altinda

fQ |u(x)|pdx <00
L,(€2) uzay1 denir. Bu uzay bir vektér uzayidir. 1< p <oco olmak lizere bu uzay

Yp

Il 0y ={ o ]

normu ile bir Banach uzaydir.

Tamm 2.2.2. () bolgesinde Slgiilebilir bir % fonksiyonu igin hemen hemen her yerde

|u(x)[ < K olacak gekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen simrlidir denir.

Béyle K larin en biiyiik alt sinirmma da lul nin ) bélgesindeki esas (essential) supremumu



denir ve esssuplu(x)l ile gosterilir. 3 bolgesinde hemen hemen smurli # fonksiyonlariyla
x€Q

tanimlanan uzaya L_(£)) uzay: denir. L_({)) uzay1

[#),. @ = ess supluc)
normu ile bir Banach uzay:dir.

Tammm 2.2.3. 2, R" de bir bslge ve 1< p<oo olmak lizere {2 bdlgesinin her bir

kompakt altkiimesinde p. kuvveti integrallenebilen ) bolgesindeki biitiin Slgiilebilir

fonksiyonlar uzayma L, . (€)) uzay: denir.

Tanmim 2.2.4. X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger

i) X, Y nin bir alt uzay,

ii) Her xe X i¢in X den Y ye Ix=x ile tamimlanan / birim operatorii siirekli ise,
X uzay1 Y uzayna gémiiliir denir ve X — ¥ ile gosterilir.

I birim operatorii dogrusal oldugundan ii) kosulu
&, <M, xex

olacak sekilde bir A > 0 sabitinin varlifina denktir.

Tanim 2.2.5. vol(Q)) = J; ldx ve 1< p<q<oo olsun. Eger u€ L () ise 0 zaman
ueL,(f) dirve
(Vp)—~(Va)
], < (vol(®)™ ™ [u],
olur. Bu nedenle
L) — L)
gbmiilmesi gecerlidir.

Tanm 2.2.6. L, (1) uzay:

(u,v)= j;z u(x)W(x)dx



i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir.

Tanm 2.2.7. —co<a<b<oco olsun. “ f ()”X € L,(a,b) kosulunu saglayan (a,b)

den X e tanimlanmug Slgiilebilir / fonksiyonlari uzaymna L, (a, b X ) uzay: denir. L, (a,b;X )

uzayt

([vora)” 12p<e

A1, sy =
(e eg(;gpllf @ p=o0

normu ile bir Banach uzayidur.

Benzer sekilde a <c<d <b olmak izere her bir ¢, d i¢in f€L, (e,d; X) ise, o

zaman f€L,,, (a,b; X ) yazilir ve p =1 igin flokal integrallenebilirdir denir.

Tanmm 2.2.8. Her 1 €[0,7] igin [0,7] den X e tammlanmus ve m. mertebeden tiirevleri

stirekli olan u fonksiyonlari uzayina C” ([O, Tl; X ) uzayr denir. C™ ([O, T, x ) uzay1

= max sup l
0<lol<m (efo,7]

"u D“u(t)”x

c"((o.7}x)

normu ile bir Banach uzayidir.

2.3. Sobolev Uzayr W™ (1)

Tanm 2.3.1. u € L, ,,(€) olsun. Bir & goklu-indisi verilsin. Her o € C;° () igin

j; vdx = (— l)laI L uD"pdx

esitligi saflanirsa, ve L, (€2) fonksiyonuna u fonksiyonunun . zayiyf tirevi denir. v

fonksiyonu, u fonksiyonunun gerellestirilmis tirevi olarak da adlandirilir ve v= D%

seklinde yazilir.



10

Eger u fonksiyonu, klasik anlamda D®u siirekli kismi tlirevlere sahip olacak sekilde
yeterince diizgiin ise, o zaman D"u ayni zamanda u fonksiyonunun zayif kismi tiirevidir.

Elbette D*u klasik anlamda olmaksizin zayif anlamda mevcut olabilir.

Tanmm 2.3.2. (2, R” de bir bdlge, m herhangi bir pozitif tamsay1 ve 1< p < oo olmak

lizere,
W (Q)={ueL,(Q):DueL,(),0<|o| <m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay: denir. W™? (Q) uzayi

I4
L, (@)

Dy

«

Yp
] , 1< p<oo,

() [ogjc%ml

””“wmwm) = Orsr]‘,fllé‘m! D’u

L@’ p=00

tanimlanan bu normlar ile bir Banach uzayidir.

W™ (1) uzaynda Cg° () uzaymin kapanisi ;" () ile gsterilir.
Asikar olarak W*? ()= L,(Q) dir ve 1< p<oo olmak iizere C;° () uzayr L, ()
uzayinda yogun oldugundan W, (Q) = L,(€)) dir. Herhangi bir m pozitif tamsayist igin
Wyr (Q) - w™? (Q) — L, ()

gomiilmeleri gegerlidir.

Tanmm 2.3.3. Eger p=2 ise W™*(Q)=H"(Q), W;"*(Q)=Hy (Q) olur ve H"(Q)

uzayinda norm

fa

I

12
2

u
L(Q)

() =[ > |p

0<jol<m

ile verilir.
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Tanmm 2.3.4. H" (1) uzay1

(u,v)H,,(Q) = Z (D“u, D”‘v)

05|a|5m

i¢ garpimu ile bir Hilbert uzayidir, burada (u,v) = j; )u(x)v(_x—)dx olup L,(Q) uzayndaki ig

¢arpimdir.
Eger Q bolgesi smirli ise, bitiin u € Hy () igin

”ullz,,(n) < C(Q)”vu"bz(s'z)

olacak gekilde bir C((2) sabiti vardir. Bu esitsizlik Poincare esitsizligi olarak bilinmektedir.

H; () vzay1 iin i¢ ¢arpim

(u,v)H(.)(Q)= L VuVvdx

seklinde tanimlanir ve bu uzayda norm

il =, (V)
olur.

Tamm 2.3.5. Eger 3 bolgesi agik ve Lipschitz siirekli sinira sahipse, o zaman
asagidakiler gecerlidir:

i) 1<p<n ise, p*=np/(n—p)olmak izere her g€[p,p* igin

W () — L, (),

if) p=n ise her g €[p,00) igin W"* (Q)— L (Q),

iii) p>n ise o=(p—n)/p olmak iizere W (Q) — L_ (Q)NC**(Q).

Ayrica (1 bolgesi siirli ise, ii) ve iii) gobmmeleri kompakttir, i) gémmesi g € [ )22 p*)
i¢in kompakttir.

Eger W7 (1) uzay1, W, () uzay ile degistirilirse, { bélgesi tizerinde herhangi bir

kisitlama yapmaksizin yukaridaki gommeler gegerli olur.
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2.4. Operatorler

Tamm 2.4.1. X ve Y aym1 X cismi lizerinde iki vektor uzay: olsun. 4: D, C X —-Y
doniisiimii X deki bir x elemanin1 Y de bir tek elamana gétiiriiyorsa 4 ya operator, D, ya da 4

operatoriiniin tanmm kiimesi denir.

Tanmm 2.4.2. D, C X, X in bir alt uzay1 olmak lizere 4:D, C X — Y operatdriine

her x,y€ D, veher o, € K igin
Aax+By)=ad(x)+BA(y)

kosuluyla birlikte dogrusal operatér denir.

Tanim 2.4.3. Bir A Hilbert uzayinda tanimli 4 operatoriine her x,y € D, igin

(4x,y)=(x4y)

esitligi ile birlikte simetrik operatér denir.

Tanim 2.4.4. A:D, C X — Y operatoriine belli bir M >0 sayis1 ve her x € D, igin

] < 2]

esitsizligi ile birlikte simirlt operator denir.

Tamim 2.4.5. H Hilbert uzayinda tanimh dogrusal, simetrik bir 4 operat6riine her

xeD,CH
(Ax,x)>0
esitsizligi ile birlikte negatif olmayan operator denir. Negatif olmayan A4 operatorii igin

(Ax,x)>0=>x=0

ile pozitif operator denir.
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Tamm 2.4.6. X ve ¥ iki Hilbert uzay1 ve (.,.) X uzaymmn, [,.|de Y uzaymnm i¢

carpimi ve A:X — Y dogrusal, siirlt operatdrii tiim X Hilbert uzayinda tanimlt olsun. Her
x€ X veher y€Y i¢in

[Ax, y] = (x, A y)

kosulunu saglayan A4*:Y — X operatdriine, 4 operatdriiniin es operatérii denir. Eger A= A*

ise bdyle bir operatdre dz-eslenik (self-adjoint) operator denir.

Tanim 2.4.7. H Hilbert uzayinda tanimli dogrusal ve §z-eslenik bir 4 operatériine her

x€ H igin
(4n)>Clf,,  C>0
ile birlikte pozitif belirli bir operator denir.

Tanim 2.4.8. Xve Y iki Banach uzayi ve f: X — Y bir fonksiyon olmak iizere

o lfG+m— e —an), _ .
W T,

olacak sekilde bir A:X —Y dogrusal sinirli operatérii varsa f ye x€ X noktasinda
tiirevlenebilirdir denir. A operattriine fnin x € X noktasindaki Fréchet tiirevi denir ve f'(x)
ile gosterilir.

’

Tamm 2.4.9. X Banach uzayi, X’ X in dual uzay1 ve 4:X — X' bir operator olmak
iizere eer her x € X igin

A'(x)= Ax

olacak gekilde A:X — R' fonksiyoneli varsa A fonksiyoneline 4 operatiriiniin potansiyeli

denir.
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2.5. Esitsizlikler

Tanim 2.5.1. Cauchy Esitsizligi. Eger € >0, a,b € R' ise, 0 zaman

ey 1,
ab| < e+ o
esitsizligi gegerlidir.

Tamm 2.5.2. Young Egitsizligi. Eger £>0, a,beR', p>1 ve i+l=1 ise, 0
P q

Zzaman

et e

b <
p q

esitsizligi gecerlidir.

Tamm 2.5.3. Holder Esitsizligi. uc L, (), veL (Q), p>1 ve l—{—1:1 ise, o
P q

zaman uv € L, (1) olup

[ P Y

esitsizligi gecerlidir. p =1 durumunda, g =00 ve ]|v]|L @ = ©SSa sup|v| ahiriz.

p=q=2 iken bu esitsizlie Cauchy-Schwartz-Bunyakowski eyitsizligi denir.

Ayricaue L (Q), p<qg<r ve -1—=_).‘.+1_)‘

q p r

olmak lizere

il oy <, Bl

ara deger esitsizligi gecerlidir. Bunu gérmek igin a=XAg ve ﬁ=(l~)\)q almp Holder

esitsizligi uygulanarak z= p/Ag ve y=r/(1-\)q igin

Jaras=f. " ([ ")

[44

U

ulﬁdxs(j;zlu
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esitsizliginin gegerli oldugu goriiliir.
Tanim 2.5.4. Minkowski Esitsizligi. u,ve L, (Q) ve p>1 olmak lizere
Ju+ "”11(0) S "””L,, @7 ”V”L,, )
esitsizligi gegerlidir.

Tanim 2.5.5. Sobolev Esitsizligi. »>1 olmak iizere (QC R" agik olsun. n> p,

p=>1ve ueWy”(Q) ise, o zaman

J

olacak sekilde C = C(n, p) sabiti vardur.

o S C|p ”“L,,(o)

Lop)o-p) (

p>n ve () sinirl ise, 0 zaman u € C(ﬁ) ve

sgplul <cla" "D””L,,(n)
olur.

Tanim 2.5.6. Jensen Esitsizligi. x,,x, € R" ve 0<r<1 olmak iizere A:R" — R

fonksiyonuna
A(1=1)x + x| < (1-)A(x) +tA(x,)

esitsizligi ile birlikte konveks fonksiyon denir. A R" de konveks bir fonksiyon ve E C R"
siirh Blgiilebilir bir kiime ise, f € L, (E) iken

A(f, roods) < [ A @]

olur.

Bagka bir ifadeyle w(x) >0 ise keyfi diizgiin f(x) ler ve A konveks fonksiyonu i¢gin
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U@ [ Alrelmear
fE w(x)dx B wa(x)dx

olup [ w(x)dx=1 ise, o zaman A( [. f(x)w(x)dx)g [ Af]wx)ds elde edilir

Tamm 2.5.7. Kismi Integral Alma Formiilleri. QC R" (8 € C' smirma sahip)

bslgesinde  tanimli A(x)=(A1 (%), 4 (x)) vektérii i=L..,n olmak iizere

n

4,(x)eC(Q)NC'(Q) bilesenleri ile verilsin. divA(x)=-g’;;]‘+...+g‘j"

fonksiyonu Q

n

( R"uzayinda sinirli bslge) bolgesinde siirekli veya () bolgesinde integrallenebilir ise,

[ diva(x)ax=[ _4(x)n(x)ds

olup burada n(x) ) bolgesine gore disa yonlendirilmis 02 siri igin birim normal vektor
olup bu formiil Ostrogradskii formiilii olarak bilinmektedir.

u(x)eC*(Q)NC (5), v(x)eC' (ﬁ) ve Au=div(Vu)fonksiyonu Q bolgesinde
integrallenebilir olsun. vAu=v-div(Vu)=div(Wu)~VuVv, VuVv=uyv, +..4u v,

oldugundan Ostrogradskii formiiliine gére

j;z vAudx = v—g—:dS — fn VuVvdx

[2:9]

olup bu formiil Green formiilii olarak bilinmektedir.

elde edilir. Burada Vu- n| a0 = %
Rlon




3. BOLUM

GLOBAL COZUMLERIN YOKLUGU (BLOW UP)
PROBLEMINE GENEL BIiR BAKIS

3.1. Giris

Bu béliimde, genellikle blow up olarak bilinen dogrusal olmayan diferansiyel
denklemler problemlerinde singularitelerin olusumu konusuna bir giris yapacagiz. Kisaca
diizgiin baglangi¢ verisinden baglayarak ve klasik gelisimin ilk periyodundan sonra ¢6ziimleri
veya bazi durumlarda ¢6zlimlerin tiirevleri dogrusal olmayan terimlerin gittikge artan
etkisinden dolay1 sonlu zamanda sonsuz olan durumlarla ilgilenecegiz. Parabolik ve
hiperbolik tipten diferansiyel denklemleri igeren problemler lizerinde yogunlagacagiz. Blow
up teorisi ile ilgili klasik sorular1 tartigacagiz ve sénme problemlerine de kisa bir girig
yapacagiz.

Uygulamali bilimlerde birgok islem diferansiyel operatdrler igeren evolution
denklemlerle veya boyle denklemlerin sistemleriyle modellenebilmektedir. Iyi tanimli ¢6ziim
bulmak i¢in denklemler uygun ilave edilen kogullarla (genellikle, baglangic ve smir
kosullariyla) verilmelidir. Standart diferansiyel teoriler dogrusal operatdrleri icermekte ve
bunlar igin yogun teoriler gelistirilmektedir. Dogrusal olmayan diferansiyel denklemler
dogrusal teorilerde bulunmayan birgok &zellifi barindirmaktadir; bu dogrusal olmayan
ozellikler ¢ogu zaman matematiksel modelleri tarif edilmesi gereken gercek diinya olaylarinin
Onemli Ozellikleri ile alakalidir; aym1 zamanda bu yeni &zellikler matematiksel davranigin
temel yeni zorluklariyla yakin bir gekilde baglantilidir. Dogrusal olmayan iglemler ¢aligsmalari
yeni problemlerin kaynagi olmugtur ve matematiksel analiz, kismi diferansiyel denklemler ve
bunlarla baglantili diger alanlarda yeni metotlarin takdimiyle giidiilenmisg, bu yiizyihin son
kisminda matematiksel aragtirmalarin en aktif alanlarindan olmustur. Modern analizin yeni
metot bulma bagarilar1 dogrusal olmayan diinyanin 6nemli sorularina matematikgilerin titiz
cevaplar vermesini miimkiin kilmigtir.

Dogrusél olmayan evolution problemleri dogrusal olanlardan ayiran en dikkat ¢ekici
ozellik, tamamen diizglin verilerden kaynaklanan singularitelerin olasi meydana gelmesinin
miimkiinliigiidiir. Daha dikkatle veri simiflarindan, varlik, teklik ve siirekli bagimhilik kisa
zaman araliklarinda gergeklenebilir ki bu da kisa zaman aralifinda iyi-tanimhhk olarak

adlandmrilir. Oysa singulariteler dogrusal problemlerde de ortaya ¢ikabilir. Bu, katsayilarda,
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verilerde veya problemde (sabit singulariteler) yer alan singulariteler boyunca olur. Aksine,
dogrusal olmayan sistemlerde singulariteler, matematiksel analizle tanimlanabilecek

problemin dogrusal olmayan mekanizmasindan, zamanindan ve konumundan kaynaklanabilir.

3.2. Blow up ve Adi Diferansiyel Denklemler

Dogrusal olmayan problemlerde singularitelerin en basit formu, zamanin bazi sonlu
T > 0 limitine yaklastif1 zaman, degisken veya degiskenlerin sonsuza gitmesidir. Bu blow up
olay1 olarak adlandirilir. Blow up adi diferansiyel denklemlerin teorisinde temel (fakat

oldukga temsili) formda meydana gelir. En basit 6rnek gergel skaler degiskenli » = u(¢) igin

u=u’,t>0; ul0=a GB.D

baslangig deger problemidir. a> 0 verisi i¢in tek ¢dziim 0<t <7 =1/a zaman aralifinda
meveuttur. u(t)=1/(T—¢) formili ile verilebildifinden ¢<7T igin diizgiin ¢dziim ve
t — T igin u(t) — oo olur. Bu durumda ¢ =T de ¢6ziim blow up olur ve u(f) de t=T de

blow up a sahiptir denir. Blow up Latin dillerinde explosion (patlama) olarak ge¢mekte ve
gercekten de ilgili matematik problemleri birgok durumda (kismen) patlama olaylarm tasvir
etmeyi amaglamaktadir. Evolution islemleri tanimlayan degiskenlerin sonsuz biiylimesinden
dolayi, ¢oziimler zamanla global olarak yok olmaktadir. Buna binaen bu denklemden

baglanarak blow up kavrami genellestirilebilir ki adi diferansiyel denklemler (ADD) igin ilk

adim olarak u, =u”, p>1 denklemini verebiliriz. Daha genel olarak

u, = f(u) (3.2)

denklemini verebiliriz ki burada f pozitif ve

f1 “ds/ f(s) < o0 (3.3)

kosulu altinda stireklidir. Bu ADD teorisinde 1898 de tespit edilen Osgood [62] kogulu olarak

bilinmektedir. Bu kosul pozitif baglangig verili herhangi bir ¢6ziimiin sonlu zamanda blow up

olmas! i¢in gerekli ve yeterlidir. Daha genel olarak vektor degiskenli u € R” igin u, = f(t,u)
sistemini diigtinebiliriz. Bu durumda f, bilyiik Ju| i¢in u ya gdre stiper dogrusal ise ayni

mekanizmadan dolayr blow up a sahip olabiliriz ve bu nedenle ¢ ye goére kesin belirli

zamanlarda f nin singiiler karakterinden dolay1 blow up olur. ADD deki bu ¢aligmalar biitiin



19

blow up teorisi ve genelde de singlilarite ¢aligmalar igin esas anahtarlar ve esin kaynagi

olmustur.

3.3. Kismi Diferansiyel Denklemlerde Blow up

Gliniimiizde sonlu bir zamanda blow up olan kismi diferansiyel denklemlerin
¢oziimleri konusunu ele alan aktivitelerde artis bulunmaktadir. Bunlarin matematiksel teorisi
yogundur. Yapilmig ¢aligmalarin neticeleri Levine [46], Samarskii ve arkadaglari [70], Bandle
ve Brunner [6], Deng ve Levine [12], Galaktianov ve Vizquez [20] ve diger aragtirmacilarin

¢aligmalarinda bulunabilir.

3.3.1. Reaksiyon-Difiizyon Denklemlerinde Blow up

Problem uzamsal yapiya ve bu nedenle bilinmeyenler sadece zaman degiskenine degil
aynm1 zamanda yer degiskenine de sahip yani u=u(x,t), x€QCR", 0<t<T oldugu
zaman ele alinan stz konusu problemlerin matematiksel zorlugu ve bu nedenle farkli bilim
dallarindaki uygulamalar i¢in ilgingligi artar. Isinin yayilmasi ve yanma problemleri genel
olarak A operatérii tizerindeki standart eliptik kogsullar1 ve hem A4 hem de B tizerindeki

bilyiime ve diizenlilik kosullar ile

u, = V- A(u, Vi, x,t)+ B(u, Vi, x, 1) (3.4)

formunda diigtiniilmektedir. Bu denklem reaktif ortamda dogrusal olmayan 1s1 yayimi modeli
olup u sicaklhif belirtir. Agiktir ki gelisim isleminin bir modeli olarak (3.4) denklemi (3.2)
denklemi ile kargilastirildiginda ¢dzlimlerin uzamsal yapisini da hesaba katan yeni 6zellikleri
igerir. Blow up kavrami agsafidaki ¢ergevede en basit formda verilebilir.

(i) Belli bir g¢ergevede ve kiiglik zamanlar igin matematiksel problemin iyi
konumlulugundan baglanarak bdylece 4 ve B lizerinde iyi diizgiinliik kogullar1 kabul edilerek
sinirli ve negatif olmayan verilerin belli bir sinifinda Cauchy problemi veya baglangi¢ sinir
deger problemleri igin varlik ve teklik teorisine sahip olacagiz. Buna gore ¢éziimler 0 <¢t < T
zamani igin sinirl olarak gelisecek.

(ii) Aynt zamanda smirli ¢dziimlerin lokal olarak zamanda siirekli olabilmesi i¢in
gerekli diizgiinliige sahip oldugu bu cergevede diizenlilik ve siireklilik teorisini elde ederiz.
Parabolik denklemlerin klasik ¢8ziimleri igin bu teori Schauder tahminlerine [6] dayalidir.

Buna gore eger ¢ bazi sonlu T zamanina yaklagirken ¢6ziim bazi noktalarda sonsuz oluyorsa
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blow up olusur. Yani, bir T' < oo zamamn: var ki bu da blow up zamani olarak adlandirilr. Bu

nedenle ¢oziim biitlin 0 <t < T ler i¢in iyi tanimlidir. Oysa

t—T" iken  sup,., |u(x, t)l — 00 3.5)

olur.

Blow up konusu 1940 larda ve 1950 lerde Semenov’ un “chain reaction theory”,
“adiabatic explosion” ve “combustion theory” baglaminda ortaya konmustur [80]. Gaz
dinamiklerinde blow up singularitelerinden dolay: yogun patlama (odaklama) problemi 1940
larda Bechert ve arkadaglari tarafinda incelenmigtir [7].

Kaplan [32], Fujita [17, 18], Friedman [16] ve digerleri tarafindan blow up igin genel
bir yaklagim verildikten sonra blow up konusunun matematiksel teorisi 1960 larda aktif olarak
arastirmacilar tarafindan incelenmigtir. Yukarida bahsedildifi genellikte heniiz teorisi tam
olusturulamamigtir fakat gittikce artan karmasik modeller igin belli bir diizende detayh
¢aligmalar gergeklestirilmektedir ve hali hazirda bu konuda epey kaynak vardir. ki klasik
skaler model vardir. Bunlardan birisi kat1 yakit modeli (Frank-Kamenetsky denklemi) adi

altinda yanma teorisinde 6nemli olan

u,=Au+xe', A>0 (3.6)

tistel reaksiyon modelidir [80]. Diferansiyel geometri ve diger alanlarda da bu denklem ele
alinmistir. Blow up olaymin olusumu A >0 parametresi, baglangig deger ve tanim bdlgesine

baglidir. Ikinci klasik blow up denklemi

u, = Au+u’ 3.7

seklindedir. Her iki denklem de Fujita tarafindan caligtlmistir. p>1 igin verilen sinifta
sadece bazi ¢oziimler i¢in degil aym1 zamanda biitiin ¢6ziimler i¢in p nin degerlerine bagl

olarak bu denklemde blow up &zellifi vardw. Dogrusal olmayan parabolik denklemleri
(dejenere olabilir) igeren evolution problemleri i¢in baska birgok popiiler model vardir.

Gozenekli ortam (porous medium) ve p-laplace operatirleri ile

u,=Au" +u” (m>0) ve u,= V(]Vula Vu)—l—u” (e>-1) (3.8)

denklemleri i¢in blow up sonuglari sirasiyla Galaktionov [19] ve Tsutsumi [73] tarafindan

ispatlandi. Bu tipten denklemler
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u,=Au)+ f(u) (3.9)

formunda almabilir ki A difiizyonu temsil eden ikinci dereceden eliptik operatdr (dogrusal
olmayan ve dejenere olabilir), f(u) reaksiyonu temsil eden u nun siper dogrusal
fonksiyonudur. Birgok yeni gelismeler olan aktif bir alandir.

Belirli evolution islemleri igin gelisen singiilaritelerin 6zel bir tipi olarak blow up
calismasim daha genel bir gergeveye dahil etmek daha kullanighidir. Ornegin, bir kurala ve

baslangt¢ kosuluna gére tanimlanan

u,=A(u) t>0i¢in, u(0)=u, (3.10)

1

evolution islemini ele alalim. u(t) € X belirli fonksiyonel uzayinda tamiml olan bir egri iken
u=u(t) ¢dziimlerinin varhigm aragtirahim. Sik sik X uzayt C(Q)NL,(Q), L,(Q) veya
H'(Q) Sobolev uzayi olur. Genellikle #, € X baslangig verisi igin problemin kiigiik aralikta

(yani u, baslangig¢ verisiyle # ¢oziimii iyi tanimhdir ve baz1 0 <t <T =T (uo) > 0 zamanlan

i¢gin X uzayinda kalir) iyi konumludur. Goriildiigii gibi singularite, olay1 gevreleyen uzayin
tipine ve kullanilan ¢6ziim kavramina bagli olarak bu goriiniimde olur. Bununla birlikte esas
blow up ¢6ziimiin biitiin standart se¢imlerine ve fonksiyonel ¢erceveye kargi koyar. Bu blow
up tipi tam blow up olarak adlandirilir.

Blow up n fiziksel yorumu genel olarak kimyasal bir reaksiyonun yanmasina yol agan

sicakliktaki carpici artig olarak diigtiniilmektedir [6].

3.3.2. Dalga Denklemlerinde Blow up

Dogrusal olmayan

u, =Au-l—|u|p, p>1

tipindeki denklemlerde blow up ¢aligmalarm matematiksel tarihi parabolik denklemlerinden
daha eski olup 1957 lere dayanmaktadir [34]. Karsiagtirma teknigi ile bu tipteki dalga

denklemlerinin ¢6ziimlerinin blow up davranigi incelenilirken uzamsal yapiya sahip olmayan

Si=rF

denkleminin ¢6ziimlerinin biiylimesi ile karsilagtirilmaktadir. 7 > 0 zamaninda blow up olan

bu denklemin ¢6ziimii
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5 (p + 1) Y(p-1)

(p—1)"

f(t) — (T _ t)_z/(l’—l)

seklinde olup t — T~ iken f(¢¥) — oo olur.

Dalga denklemlerinde blow up problemleri birgok yazar tarafindan galigilmigtir. Son
zamanlarda yapilan ¢aligmalarin bir kismi i¢in agagidakilere bakiniz.

Georgiev ve Todorova [22]

u, — Au+au,|u, Im*l = bu |u[p_]

dogrusal olmayan damping terimle dogrusal olmayan kaynak terim arasinda etkilegimleri
inceleyerek ¢6ziimlerin global yoklugunu elde ettiler.
Ono [60]

u,,+M("A1/2u”2)Au+|u,[ﬂu,=f(u), A=A, M(r)=a+br", y>0

dogrusal olmayan damping terimli Kirchhoff denklemi igin blow up sonucunu elde etti.
Zhijian [83]

N

u, +A’u+du, = Z—a?x—a, (ux’ >
i=1 i

dogrusal olmayan baglangi¢ sinir deger problemini ¢alisti ve negatif baslangi¢ enerjisiyle bu

problemin ¢6ziimiiniin A >0 ve baz1 ek kosullar altinda sonlu zamanda blow up oldugunu
gosterdi.
Polat ve arkadaglar1 [65]

u, = divo(Vu) + Au, — A’u

damping terimli dogrusal olmayan bir dalga denkleminin bir sinifi i¢in baglangi¢ sinir deger
probleminin negatif baglangi¢ enerjisiyle ¢tziimlerinin global yoklugunu gergeklestirdiler.

Polat ve arkadaglari [66]

w, —bu, +8u,,, —ru,, =(f))_

damping terimli Boussinesq denkleminin baslangi¢ sinir deger problemi igin pozitif olmayan

baglangi¢ enerjisiyle ¢dziimlerinin global yoklugunu gerceklestirdiler.
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3.4. Sonme
Singiilariteler olarak blow up problemlerini ¢aligmaya genel bir bakis sonme gibi
ilging problemlerin adresi olarak birlesik bir yaklagim igerir. S6nme problemi ilk olarak 1975

yilinda Kawarada tarafindan verildi. Sogurmayla verilen

u,=Au—u", p<l1

1s1 denklemini ele alalim. Burada pozitif verili ¢6ziimler diisiiniilmekte ve p iissiiniin p <0

singiiler bélgesini geg¢tigi varsayilir [44]. Blow up problemiyle farki sudur. Verilen zamandan

sonra ¢bziimiin devamini engelleyen singiilerlik # nun blow up olmas: degil #, tiirevlerinin
ve f(u) sofurma teriminin blow up olmasidir. Tiirevleri blow up olan ¢dziimlerinin geligimi

durabilen veya duramayan singiilaritelerin gelistifi dogrusal olmayan evolution denklemleri
caligmak makul diger bir yoldur.

Diger bir durum da sudur; reaksiyon teriminin uzamsal gradiyente bagli oldugu zaman
¢6ziimler sinirh olsa bile uzamsal gradiyentin blow up olmasidir.

Hemen belirtelim ki eliptik ve diger duragan denklemler igin belirli bir noktada (veya

bazi noktalarda) blow up olan singularite ¢alismalarinda da biiyiik artig vardir.

3.5. Temel Sorular

Bu kisimda reaksiyon-difiizyon denklemlerinin blow up ¢alismasinda ortaya ¢ikan
baglica sorularin analizi tizerinde yogunlasacagiz. Bu liste diger singiilaritelerin olugumu
problemlerine de uyarlanabilir.

Ornegin Bebernes ve Eberly [8] ye gbére temel liste ne zaman, nerede, nasil
sorularindan ibarettir.

Bandle ve Brunner [6] ye gbre bu liste s6yledir:

(1) Blow up ne zaman olur?

(2) Blow up noktalar1 nerededir?

(3) Blow up zamaninda ¢6ziimlerin asimptotik davranigt nasildir?

(4) Blow up zamaninin Gtesinde bazi zayif anlamda ¢oziimiin genellestirilmesi
miimkiin mii?

(5) Blow up ¢6ziimiinii sayisal olarak hesaplamak miimkiin mii?
Ik soru oldukga iyi anlagilmistir. Son yirmi yildir blow up 8lgiitlerini olugturmada biiyiik
ilerlemeler olmustur. Kaplan ve Fujita’ nin sonuglar1 birgok duruma genellestirilmigtir. Bityiik

zorluk blow up noktalarinin yerini bulmada ve asimptotiklerin dogasinin tartisiimasindadr.
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Eger blow up zamanindan sonra u ¢6ziimii devam edebiliyorsa, gercek yanma meydana
gelmez. Blow up problemlerinin sayisal davranigi igin birgok problem agik bulunmaktadir.

Galaktionov ve Véazquez [20] listeyi su sekilde verdiler:

(1) Blow up olugur mu?

(2) Ne zaman?

(3) Nerede?

(4) Nasil?

(5) Sonra ne olur?

(6) Sayisal olarak nasil hesaplariz?

Simdi kisaca bu sorularin ne anlamlara geldigini agiklayalim.

(D) Ik soru: Blow up olusur mu? Yalmz ¢éziimlerin uygun bir simfi segildiginde
blow up problemi uygun bir sekilde agik olarak belirtilir. Genellikle problemin ¢6ziimlerinin
varlik ve tekligi farkli uzay ortamlarinda belirtilebilir ve blow up tamamen bu gercevede
verilen zamana kadar veya verilen zamandan sonra ¢6ziimlerin  devaminin
miimkiinsiizligiidiir. Klasik c¢oziimleri ele almaktan kaginilarak zayif, viskozite ve diger
genellestirilmis ¢oziimler verilmis problem igin daha dogal olabilir. Burada fonksiyonel
cercevede (bagka bir cercevede degil) blow up olan durumlar incelenebilir veya sadece klasik
¢oziimler igin (zayif I, ¢oziimler igin degil) olabilir. Genel soru iki gériise ayrilabilir.

(1.i) Hangi denklem ve problemler i¢in sonlu zamanda blow up olabilir? Denklemin
formu (katsayilardaki veya daha genel olarak yapisal kosullardaki terimlerden) ve verilerin
formu cevabi belirler. Reaksiyon terimle olusan patlama durumunda adi diferansiyel
denklemlerin analizinde oldugu gibi siliper dogrusallik gibi bir kosul gereklidir fakat yine de
ornekler bulunabilir ki uzamsal yapili bir problem adi diferansiyel denklem probleminden
farklilik g&sterir.

(1.ii) Onceki sorunun cevabi evet ise o zaman su sorulabilir; hangi ¢6ziimler sonlu
zamanda blow up olur? Bunun i¢in iki durum s6z konusudur. Verilen sinifta biitiin ¢6ziimler
i¢in veya yalniz bazi ¢6zlimler igin (hangisi oldugu belirtilmeli) blow up olur. Eger 6zel bir
¢6ziim blow up olmazsa o zaman zamanda global olur. Biitiin ¢dziimleri blow up olan bir

problem Fujita problemi olarak adlandirilir. Bunun i¢in sinirh bolgede sifir Dirichlet

kosuluyla verilmis yar1 dogrusal u, = Au+u” 151 denklemi verilir ki biitiin klasik negatif

olmayan ¢dziimler p € (1, (n+ 2) / n) araliginda sonlu zamanda blow up olur. Ust sir Fujita

zissii olarak adlandirilir.
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(2) Ikinci soru: Ne zaman? Sonlu zamanda blow up oldugu garanti edildikten sonra
blow up zamanim tahmin edebilir miyiz? Gergekten blow up ozelligi, az dikkat ¢eken bir
formda, ¢6ziimlerin verilen fonksiyonel gergevede biitiin 0 <t < oo ler igin var oldugu fakat
t — oo iken sonsuz oldugunda, sonsuz zamanda olabilir. Bu nedenle sonlu zamanda blow up
olma durumuna karsilik sonsuz durumda blow up olma durumuyla kargt karsiyayiz.
Gergekten ¢oziimler i¢in agagidaki dort durum s6z konusudur:

(2.i) zamanda diizgiin bir gekilde sinirli olan global ¢6ziimler (bu durumda blow up
olmaz),

(2.ii) sonsuz zamanda blow up olan global ¢6ziimler (sonsuz zamanlh blow up),

(2.iii) sonlu zamanda ¢6ziimlerde blow up (standart blow up durumu),

(2.iv) ani blow up (¢6ziim ¢ = 0 da blow up olur).

Ani blow up olay1 ¢ok az dikkat ¢eken dogrusal olmayan bir olaydir. Fakat Vazquez [77]
bdyle bir denklem olarak u, = Au-+ Xe” iistel reaksiyon denklemi igin bu olayin olugtugunu
gosterdi.

(3) Ugtincti soru: Nerede? Oncelikle QT=Q><(O,T ) bolgesinde tanimhi 7 >0

zamaninda blow up olan u = u(x,t) ¢oziimii igin blow up kiimesi

B(u,)= {xEQ:E{xn,tn}CQT,tn —T7,x, = x, u(x,,t,)— oo} (3.11)

gibi tanimlanir. Bu kapal1 bir kiimedir. Bu kiimenin noktalar1 blow up noktalaridir. En kiigiik
blow up kiimesi asagidaki gibidir;

B, (uy)={x€Q:3{t,} c(0,7),{t,} = T", u(x.2,) — o0} (3.12)

0= R" oldugu zaman tipik alternatifler sunlardir: tek nokta blow up durumu olup,

burada B(uo) kiimesi bir nokta (veya sonlu sayida nokta), bélgesel blow up olup, burada
B(u,) kiimesinin 8lgiimii sonlu ve pozitiftir, ve global blow up olup, burada B(u,)=R" dur.

0 bolgesi biitin Euclid vzay1 olmadigi zaman kavramlar dogal olarak uyarlanir. Ilk iki
durumda blow up ¢6ziimleri lokallestirilmistir denir.

(4) Dérdiincii soru: Blow up nasil olusur? iki bakis agis1 vardir:

(4.i) t blow up zamanmma ve x blow up noktasina yaklagirken iraksayan u

¢oziimiinde oran: hesaplamak,
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(4.ii) blow up olmayan noktalarda ¢ — 7~ iken u(x,f) nin limitleri olarak son zaman

blow up bigimlerini hesaplamak.
Genellikle (3.7) gibi denklemler i¢in Slgek degisimsizligi tislii oranda blow up olan
¢6ziimlerin varliim ima eder. Self similar blow up o zaman genel blow up formu olur ve

blow up oranlarim belirler. Bununla birlikte (3.7) denklemindeki p nin biiyiik degerleri igin

bulunmugtur ki gercek blow up orani self similar orandan daha hizli olabilir. Bu olay Azl
blow up olarak adlandirilir. Bu bigimlerin kararsiz olduguna dikkat edilmelidir. Hizli blow up
birkag problemde galigilmigtir [4, 27] ve bunlarin oranlarim bigimlerini bulmak zordur [12].

(5) Besinci soru: Sonra ne olur? $imdiye kadar bu soru az dikkatleri ¢ekmistir fakat
blow up igeren matematiksel modellerin pratik uygulamasi i¢in biiyiik 6neme sahiptir. Bu
blow up sonrasi devam problemidir. Bunun i¢in temel gereklilik devamh ¢6ziimiin uygun bir
kavramini bulmaktir. Global ¢6ziimlere sahip olacak yaklasik problemlerin olmas: igin
reaksiyon terimi ve verilerin monoton yaklagim ile bu gergeklestirilir. Ondan sonra limite
gecilerek ¢6ziimiin 7 zamanindan sonra agikar (yani aym sekilde sonsuz) olup olmamasina
karar verilir. Isinin yayimi ve yanma uygulamalarindaki dogal bir yaklagimdir. Bu metotla
ilgili genelde {i¢ durum s6z konusudur.

(5.i) Coziim, T zamanindan sonra devam edemez. Eger ¢6ziim devamliysa dogal
anlamda her yerde sonsuz olmalidir. Bu durum tam blow up olarak adlandirilir.

(5.ii) C6ziim, T zamanindan sonra uzay-zamanin bazi bdlgesinde devam edebilir
fakat tamaminda sonsuz olur. Bu durum tam olmayan blow up olarak adlandirilir.

(5.iii) Coziim, T zamanindan sonra tekrar sinirlt olur. Bu durum gegici blow up olarak

adlandirilir. Bu .¢ok kararsiz bir olaydir. Masuda [54] =T den sonra belirli zaman

dilimlerinde u, =Au+u’ denkleminin devam: igin singiilerlikten kagmarak kompleks

diizlemde bir yol gosterdi. Ne yazik ki bu analitik devam tek degildir.

(6) Altinci soru: Sayisal olarak nasil hesaplariz? Ik problem sudur. Nasil sayisal
¢oziim tiretilir. Ornegin uzayda yan discretization, dogrusal olmayan adi diferansiyel denklem
sistemi igin baglangi¢ deger problemine yol agar. Bundan sonra uzamsal tiirevleri ele almak

i¢in sonlu farklar ve sonlu elemanlar metotlar1 kullanilabilir [6].
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3.6. Dogrusal Olmayan Smir Kosullarindan Kaynakh Blow up

Blow up, dogrusal olmayan Neumann tipi smnir kosgullariyla da olusturulabilir,

Ornegin Qx(0,T) bdlgesinde tanimli u, = Au 1s1 denklemi

du

Onlp,

=g(u) (3.13)

dogrusal olmayan Neumann smir kosuluyla verilsin. Burada %Lﬁ tiirev i¢in 02 simirinda dis
n

normal ve # — oo iken g(u) siiper dogrusal biiyiimeli dogrusal olmayan bir fonksiyondur.

(3.8) deki denklemler igin tekabiil eden dogrusal olmayan Neumann kogullar: agagidaki gibi

3(¢(w))

Oon

=g(u) ve (IVuI'"—2 Vu)-n

8

= g(u) (3.14)

a0

verilebilir.
Blow up davranug ile ilgili ele alman aym alt: soru bu durumlara da uygulanabilir.
Bu tip Neumann kosullarinda damping ve / veya kaynak terim bulunduran denklemler

icin blow up problemleri bir ¢ok yazar tarafindan incelenmistir [10, 79].



4. BOLUM

GLOBAL OLMAYAN (BLOW UP) COZUM VE COZUMLERIN
BUYUMESI METOTLARI

4.1. Giris

Sonlu zamanda blow up olaymi tanimlamak igin u = u(x,t), uzamsal tiirevleri igeren

bazi kismi tiirev operatorii L igin

Ou
o1 4.1
o 4.1)

kismi diferansiyel denklem (KDD) in ¢dziimii olsun. Bu denklem, bazi ¢>0 aralifi ve
Q C R" uzamsal bolgesinde taniml: olsun. (4.1) denkleminin ¢6ziimiiniin uygun baglangic ve

siir degetlerini de saglamas gerekir. Eger 7 sayisini

T* = sup {T > 0:0x[0,T)da simirly, burada u (4.1) denklemini saglar.}

ile tanimlarsak, sonlu zamanda blow up in tanimi kolaylagir. 7* =oc ise, 0 zaman sonlu

zamanda blow up olmaz ve ¢6ziimlerin global oldugu séylenir. 7* < oo ise, 0 zaman

limsuplu (£)], = oo
olup ¢6ziim 7™ zamaninda blow up olur denir.

Matematiksel kaynaklarda bir KDD in ¢6ziimiiniin sonlu zamanda blow up oldugunu
veya bagka nedenlerden dolay: ¢dziimiin sona erdigini gosteren birgok teknik bulunmaktadir.
Iki farkli yaklagim arasindaki farki belirtmeliyiz: birinci yaklagim sonlu zamanda sonsuz olan
¢Oziim i¢in alt sinir olusturmaktan ibarettir ve ikinci yaklagim ¢6zlimii igeren zamana bagiml
integraller icin diferansiyel esitsizlikler ¢ikarmaktir. Biz genelde ikinci yaklagimi
kullanacagiz. Buna gore ¢6ziimiin blow up olmasi gibi, standart yolla b&yle bir fonksiyonelin
sonlu zamanda blow up oldugu bulunabilir [5]. Bagaril1 bir sekilde kullanilan bu metotlardan

bazilarini basit drneklerle kisaca tanimlayacagiz. Bunlardan bazilar1 agsafiya ¢ikarilmistir [72].
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4.2. Konkavhik Metodu

Bu metot Levine [37] tarafindan verildi ve bu metot genis bir uygulama alani
bulmustur. Konkavlik metodunun temel fikri, problemin lokal ¢dziimiintin varlig: kosulu
altinda tanimlanan, denklemi ve smir kosullarim temsil eden pozitif bir F(f) fonksiyonelini

insa etmek ve daha sonra bazi1 «>0 sayist i¢in # zamanina bagli bir F™® konkav fonksiyonu

gostermektir. Bu islemlerde F° fonksiyoneli

<0 4.2)

diferensiyel egitsizligini saglar. Bu esitsizligin bir kez integralinin alinmasi ile F° (t) i¢in alt
sintr

th+1 (O)

Fe)> F(0)-taF'(0)

(4.3)

esitsizligi elde edilir. F“(¢) fonksiyonu bu yiizden F’(0)>0 kosuluyla sonlu zamanda blow

up olan bir fonksiyon ile alttan siirlidir. O zaman blow up

>0 (4.4)

T* zamanindan 8nce veya tam T° zamaninda olmahdir. Bu tartigma kendi bagma F(¢)

fonksiyonelinin gergekten blow up oldugunu tespit etmez fakat kesinlikle gosterir ki ¢6ztim

klasik anlamda biitiin zamanlar igin var olamaz.

e

Sekil 4.2. F™*(¢) fonksiyonu.
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Sekil 4.2. de goriildiigii gibi konkavlik metodunun geometrik yorumu soyledir. Bu
grafikte; F~(t) nin grafigi, y=F°"(0)[F(0)-cxF'(0)] dogru grafiginin altinda kalir.
F'(0)>0 iken bu dogrunun egimi negatiftir ve ' fonksiyonu konkav oldugundan o zaman

bu dogrunun altinda kalir ve bdylece ¢6ziimiin bu noktaya kadar devam etmesi kosuluyla

T, <oo noktasinda ¢ eksenini keser.
Konkavlik metodunu bazi 7>0 ve QCR"” (n>1) sl bir bslge olmak iizere

(x(0,T) de tanimh

g—‘t‘ = Au+u” (4.5)

kismi diferansiyel denklemine uygulayarak agiklamaya c¢aligalim. Sonlu zamanda blow up

olmast igin p>1 olmahdir. (Keyfi p>1 degerleri igin u” yerine ulu|” " almaliyiz)
u=u(x,t) ¢bziimil
u(x,)|go =0, >0 (4.6)
smir kosulunu ve ayn1 zamanda
u(x,0)=u,(x), x€Q 4.7
baglangig degerini saglasin. Yukarida verilen (4.5) - (4.7) problemi igin uygun bir F(¢)
fonksiyoneli
t
F(t)= [ |ul} dn+(T =)l +B(t+7)’ 48)

seklinde olugturulur ve burada T,5,7 >0 sonra segileceklerdir. Bu fonksiyonel Levine [37]

tarafindan Hilbert uzayinda

Pu,=—Au —{—f(u)

soyut denklemi ele alinirken segilen fonksiyonel olup burada P ve A4 simetrik dogrusal

(muhtemelen sinirsiz) operatérler ve F (u) fonksiyonu da uygun dogrusal olmayan bir

fonksiyondur. Belirtelim ki (4.5) - (4.7) probleminin dogrusallagtirilmig hali igin ¢8ziimii
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kararlidir ve gergekten ¢bziimler hizli olarak sifira azalir. BSylece herhangi bir blow up
dogrusal olmayan terimden dolayidir.
Konkavlik metodunu uygulamak igin fonksiyonelinin (4.2) ile verilen egitsizligi

sagladigin1 géstermek gereklidir. Bu ytizden r > o igin

2 o
d ;:2 =—aF =P~ (1+a)(F] 4.9)
oldugundan, F fonksiyonelinin
FF"—(1+a)(F'Y 20 (4.10)

diferansiyel esitsizligini sagladifinin gésterilmesinin gerekli oldugunu gériiriiz. Bdylece (4.8)

fonksiyonelinin diferansiyelini alarak

dF -

g;=2ﬁt(u,uﬂ)dﬂ+2,3(f+7') (4.11)

elde ederiz. Burada (.,.), L,(Q) uzaymnda i¢ carpumn belirtir. (4.11) esitliginde (4.5)
denkleminden u, nin esiti kullanilip, Green formiiliinden de yararlanilip, integral alinarak F’

yeniden yazilirsa

ar t !
o= Lvuldn+2 [ [ ur+axdn+25(t+7) (4.12)

elde edilir. Bu ifade diferansiyellenerek, biraz diizenlenir ve kismi integrasyon (Gren formiilii)

uygulanirsa
F()=4 [ (Au,u,)dn—2|Vu [} +2 [ uidv +2 (4.13)
bulunur. (4.5) denkleminden Au esiti (4.11) esitlifinde yerine yazilarak
_ ! 2 4 1 4 1 2
FI)=4 ) bl =g et g S e oAVl 2 [ a8

bulunur. Bu son esitlik, (4.10) esitsizliginin sol tarafi hesaba katilarak yeniden diizenlenirse

F,,(¢)=4(a+1)[ﬁ’|| | dn+,3]—4aj:"u"”z dn—2(2a+1)B
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P I B S P e
+2[p-|—1]j;zup dx+4lp+1fguop dx 2||vu0||2] (4.14)

elde edilir.
(4.10) esitsizliginin sol tarafim1 olusturmak igin (4.14), (4.8), (4.11) esitliklerini

kullanarak

FF"—(1+a)(F')’ =4(a+1)82+4(a+1)(T—f)ﬂuoﬂ§[fo'"”n“; d’”‘ﬂ]

+F{—-4a‘[:”uv"z dn—2(2a+l)ﬂ+2[—§—3]j;up+ldx

1 prig 1 2
+4[p_+f P 2||Vu0||2” @.15)

esitligini elde ederiz. Burada S niceligi

2

5° = [Vl dn+ e+

j;'"uvlli d"‘*'ﬁ]"[j:(u,un)dn—I-ﬂ(t—{—T)

ile tanimlanip Cauchy-Schwarz-Bunyakowski esitsizliginden dolay1 negatif degildir.
(4.5) kismi diferansiyel denklemini kullanarak ve kismi integrasyon alarak

gdsterebiliriz ki

‘/: "”nIE dn= f: (u,,, Au+ u”) dn
=310+ 1P [t [ e

olur.

(4.15) esitliginin sag tarafindaki ilk iki terim negatif degildir ve bu sebeple onlari
ihmal ederiz. Daha sonra (4.16) esitligini (4.15) esitli§inin sag tarafindaki kivrik parantez
i¢indeki ilk terim yerine yazarak

FF" —(14+a)(F'Y > 2aF |V} + F [ uridx

p+1] p+1

ofect) e
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F[M fn u e —2(1+ )|V [} — 22 +1)B

p+1

elde ederiz. Sag tarafin ikinci terimini yok etmek igin

a=2=1¢ 4.17)

bi¢iminde segeriz. Bu a degeri yerine yazilirsa bu esitsizlik

2 1 1
FF" —(1+a)(F'}' 2 2aF|Vul, —28pF +2(p+ I)Flﬁ fQ s~ [V Io| 4.18)
sekline getirilir. Simdi baglangi¢ verilerini
+1
R [*%—]IIV%IE (4.19)

esitsizligini saglayacak gekilde segelim. Daha sonra £ sabitini o kadar kiigiik segelim ki

1 1 p +l 2
> j; u,"t dx—[g]llwoﬂz >f (4.20)

kisitlamasim saglasin. B sabiti bu anlamda segildikten sonra hemen goriiliir ki (4.18)
esitsizliginden FF” —(l—l—a)(F ’)2 >0 olup F fonksiyonelinin (4.2) esitsizligini sagladig1
goriiliir. Boylece (4.5) - (4.7) probleminin u(x,t) ¢6ziimii, klasik anlamda (4.4) esitligi ile
verilen 7" zamaninin Stesinde mevcut olamaz. Mevcut durumda (4.4) esitligine gore

o Tl +57°

T" = , T"e(0,T

olur. (4.8) esitliginde tanimlanan F fonksiyonelindeki T sayist baglangigta

g Tl 87
pr(p-1)

olacak sekilde secilmesi gerekecek. Bu ylizden 7T sayisi
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pr
T> 421
= B (p—1)Jf @20

saglanacak gekilde segilmelidir. £ katsayis1 mevcut durumda (4.20) ile simirlandirildi. $imdi

> ﬂ—l(l% (4.22)

olacak sekilde Syle bityiik bir 7 segebiliriz ki bu durumda (4.21) esitsizligi saglanir.

Boylece, (4.5) - (4.7) probleminin ¢éziimii 7* zamaninda veya 7" zamanindan nce
F blgiimiinde blow up olmalidir veya diizenliliin eksikliginden ¢6ziimiin varlif1 yok
olmalidir. Bu durumda ¢6ziim gergekten blow up olur. '

Konkavlik metodunun birgok ilging genellemeleri mevcuttur. Ornegin, Levine ve
Payne [40, 41] kismi diferansiyel denklem dogrusal fakat sinir kogullar1 dogrusal olmadiginda
sonlu zamandaki blow up olaymnin nasil olabilecegini gosterdiler. Levine [39] bir dogrusal
olmayan Euler-Poisson-Darboux denkleminin ¢&zlimiiniin var olmamas:i teoremini
olugturarak, kismi diferensiyel denklemlerdeki katsayilarmn singiiler olmasi durumunda
konkavlik metodunun nasil uygulandigini gosterdi. Aym1 zamanda, Kalantarov ve

Ladyzhenskaya [30]

FF"—(14a)(F')’ > —aF?® —bFF' (4.23)

genellestirilmis konkavlik esitsizliginin ¢6ziimlerin var olmamas: tartimasma nasil
genigletilecegini gosterdiler.

b =0 oldugu zaman ni¢in bdyle oldugunu gtstermek zor degildir. Bu durumda (4.23)

esitsizlifinin —aF " ile ¢arpimindan

(F)' <aar—

elde edilir. w=+aa >0 ve X = F™ olsun. Boylece bu esitsizlik

d [e"‘”’ [£+wX] <0 (4.24)

dt dt

seklinde dtizenlenebilir. X, +wX, = Q, <0 konarak (4.24) esitsizliginden integrasyonla
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1
Xoe™ +(Q,/2a) (e“” —e™ )

T =—l—log 1—2wX°J
2w O
1 2wF (0)
=—1log|1 :
20 8| T GF (0)—wF(0)

oldugu zaman blow up olur. Béylece blow up

w a
F’(0)>;F(o)= EF(O)

sartiyla gerceklegebilir. Kalantarov ve Ladyzhenskaya [30] kendi metotlariyla kismi
diferansiyel denklemler i¢in sonlu zamanda blow up oldugunu gésteren birgok Srnek verdiler.

Konkavlik metodunun diger bir gdsterimi, Flavin ve Rionero’ nun kitabinin 108-115
sayfalarinda verilmistir [15]. Bu metodu gostermek i¢in bu yazarlar, dogrusal olmayan
Schridinger denkleminin bir ¢6ziimii ve dogrusal olmayan elastik rod denkleminin bir
¢6zlimii igin konkavlik tekniginin olugturulan ¢odziimlerin sonlu zamandan sonra yoklugunu
géstermek amaciyla nasil uygulanabilecegini agiklamislardir. Bu yazarlar ayni zamanda, bu
kitabin 305. sayfasinda Monge-Ampére tipi bir denklemin ¢6ziimiiniin global olmamasini
nasil gergeklestirebileceklerini agiklamiglardir.

Bu metotlardan farkli olarak Zhou [84, 85] bir teknik gelistirdi ve bu metotla birgok

problemin ¢dziimlerinin sonlu zamanda blow up oldugunu gésterdi.

4.3. Oz Fonksiyon Metodu
Bu metodu agiklamak igin (4.5) - (4.7) baglangig deger problemini tekrar ele alalim.

x€l igin u(x,t) >0 olsun. ¢, ) bolgesi igin zar (membrane) probleminin ilk &z
fonksiyonu olsun yani ¢, asagidaki sinir deger problemini saglar;
Ap+Ap=0, Qda,

¢=0, 0 da (4.25)
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burada A, en diisiik 6z deZerdir. Courant nodal line teoreminden biliniyor ki

bélgesinde ¢ > 0 dir ve bu gergek burada énemlidir.

Oz fonksiyon metodunu tamimlamak igin F fonksiyonelini

F(t)= [ ¢(eu(xt)ds = (p,u) (4.26)

seklinde inga edelim. Bu fonksiyonel diferansiyellenerek, (4.5) kismi diferansiyel denklemi,

(4.6) smir kosulu ve (4.25) deki sinir kosulu kullanilarak
F'=(¢,u,)=(8,Au+u)
=—(V$,Vu)+(p,u”) = (A¢,u) +(¢,u”)

= (6)+(6,4) (.27)

elde edilir. Sonra Holder esitsizliginden yararlanilarak

f; duds < ( js; ¢dx)(p—1)/l’ ( ff\z c}ﬁupdx)l/p

bulunur. Kabul edelim ki ¢ normallegtirilmis yani j;z ¢dx =1 olsun. O zaman Jensen

esitsizliginden

Jac s

olup bu esitsizlik (4.27) esitliginde kullanilirsa

%§Z—NF+FP (4.28)

elde edilir.
Ispat1 geligki ile elde etmeye ¢aligalim. Kabul edelim ki (4.5) - (4.7) probleminin

¢Ozimii biitlin £ > 0 lar igin var olsun. Baglangi¢ verisini
F? (0) — )\IF(O) >0 (4.29)

olacak gekilde alalim. Siireklilige gore ¢, > 0 sayis1 vardir ki
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Q(F)> F? —\F

ile tanimlanan Q fonksiyonu [0,#,) araliginda pozitiftir. [0,#) aralifinda Q' >0 oldugundan

0(F (1)) 20(r (0)>0

olur. Bu yiizden ¢, = 0o veya ¢6ziimiin varlik aralifinin limitidir. Boylece (4.28) esitsizliginin

sag tarafi pozitiftir ve buradan degiskenlerin ayrilmasi ile

F(t 00
W_dF f PF__ (4.30)

"Slro FroaF ST oo
bulunabilir. Agik¢a ¢ sonludur ve bdylece geliski gergeklestirilmis oldu.

Yukaridaki iddianin birgok genellemesi vardir. Levine [42] ¢oziimlerin pozitifligi
kisitlamasinin  gerekli olmadifini gostermis ve bu fikirlerini diger degisik ydnlere
genisletmigtir. Ni ve arkadaglar1 [58] da ilging ve 6zenli bir bi¢gimde 6z fonksiyon metodunu
kullanmiglardir. Oz fonksiyon metodunun ideal olarak konveks dogrusal olmayan terimlerin

varliginda kullanilmasi uygundur. Ornegin, f (u), 1 nun konveks fonksiyomi olmak iizere

tipindeki kismi diferansiyel denklemlere gayet iyi uygulanmaktadir. Ornegin patlama
dinamiginde bir f(u) konveks fonksiyonu igin f(u)=e" olur. Logan [53] kitabinda &z
fonksiyon metodunun uygulamalarindan kisaca bahseder ve Gelfand problemi olarak bilinen,

siirda sifir ve basglangig verisi ile

kismi diferansiyel denklemine atifta bulunur.

4.4, Acik Esitsizlik Metotlar:

Bu smifa birgok teknik girmektedir. Bu metodun temel fikri pozitif tanimli bir
fonksiyonel segmek ve sonlu zamanda singiiler olan ¢ ye bagli bir fonksiyonunun altinda
sinirlt oldugunu géstermektir. Bu metodu matematiksel kaynaklarda porous medium denklemi

olarak bilinen, m > 0 bir sabit olmak {izere
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Ou
—_— A um 4.31

o ~20) @3y
kismi diferansiyel denklemine uygulayarak nasil ¢aligtifini gosterelim. Bu denklemi Levine

ve Payne [40] de oldugu gibi zamanda geriye giderek caligir ve daha sonra zamani tersine

¢evirebiliriz. Bu nedenle (4.31) denklemi yerine m>1, T <oo ve Q, R” de sinirh bir bslge

olmak iizere (1x(0,T’) bdlgesinde tamiml1

Ou

> ~A(u") (4.32)

denklemini ele alalim. 0f), ) bolgesinin sinirt olmak iizere

ul,, =0 (4.33)

olsun.

Levine ve Payne [40] denklemini bir boyutlu halde fakat uzamsal olarak tiim gergel
dogrusunda icelediler. Bu zor bir problemdir. Porous medium denklemi matematiksel
biyolojide, ozellikle bdcekler ve diger hayvanlann dagilimlarini  tanimlamak igin
uygulaﬁmlstlr [57]. (4.31) denklemi

%lti =mV (u""qu)
gibi yazilabilir ve bu denklem dogrusal olmayan rk=mu"" katsayili yaymm (difiizyon)
denklemi olarak bilinir. Yayilmaya bagli ¢6ziim standart dogrusal (yani x =0 iken) yaymim
denkleminin ¢6ziimii ile ilgili bazen arzu edilmeyen etkileri ¢ikarir. Burada diizensizlik
sonsuz hizla ilerler. Logan [53] porous medium denkleminin, porous kati matrisinde sivi
akigin akigkan dinamik denklemlerinden nasil elde edilebilecegini géstermistir.

(4.32) denkleminin ¢dziimiiniin global yoklugunu gostermek i¢in m >1 olmak iizere

bu denklemi # ile garparak

a1

LA = [ 5= e

buluruz. X (4.25) zar denkleminin en diigiik 6z degeri olmak tlizere ) bolgesinde tanimli ve

smirdaki degeri sifir olan £ (x) fonksiyonu igin
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V71 2 ;)71

.....

d 8mA m
=l Z(m+11)2 [ (4.34)

elde ederiz. ) bdlgesinin Lebesque dl¢limii M (Q) olmak lizere

j;)uzdx < [M (Q)](”‘—l)/(’"“) (f W o

formundaki Hélder esitsizliginin (4.34) esitsizliginde kullanimi ile

d 8mA m
a2yt @39
elde edilir. Bu esitsizlik integrallenerek
1
(), > (4.36)

ok -

bulunup burada A4 sabiti

4m(m—1)\,
(m+1)" M2

A=

m—1
* “uﬂ "
T =120

ile verilir. (4.36) esitsizliginin sag tarafi noktasinda blow up olur ve bu u

fonksiyonunun varlik araligs i¢gin {ist sinir1 temsil eder.
Hemen belirtelim ki (4.5) - (4.7) problemi bu kisimdaki benzer metotla ¢oziilebilir.

Bunu gérmek igin
2
F(t)=[u(e);
olsun. Bu fonksiyonelin diferansiyeli alinirsa

F/(t)==2|Vul} +2 [ u'ds
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elde edilir. (4.5) denklemi u, ile garpilip integrallenirse

2 [+ 19l =2 [~ [

elde edilir. Burada |Vu teriminin esiti F’ esitligindeki yerine yazilmasi ve M(Q), Q

bolgesinin Slglimii olmak tizere Holder esitsizliinden yararlanarak

fa uPtax > F(p+1)/z [ M (Q)]—(p—l)/z

esitsizliginin kullanilmasi ile

F/= 2(p—1)
p+1

fnu”“dx-l— 4‘/:”%1 “idn + 2‘;—2_}_—1\/;)u§+1dx—nv% [Ii

2(p-1 2
S )@F(,,+,),2+2[__p+1 S|V
(p+1)[M(Q) 2

esitsizligi elde edilir. (4.19) kosulunun saglanmas: sartiyla

Fre =) R
(p+1)[M ()]

2

esitsizligi elde edilir. Kolayca goriiliir ki bu egitsizlikten (4.36) esitsizligine benzer bir tahmin

elde edilebilir ve bu nedenle varlik araligi i¢in bir iist sinir belirlenebilir.

4.5. Cok Kath Oz Fonksiyon Metodu
Bu metot iletimli dogrusal olmayan terim oldufu zaman g¢alisir ve dogrusal olmayan
iletimli terimler mekanikte siklikla meydana geldiginden bu metot 6nemlidir. Bunu g&stermek

i¢in baz1 §> 0 ve her bir § > 0 olmak tizere

Ou , Ou_ O 248
8t+u6x—8x2 + Bu ™", xe(O,l),t>0,
u(0,t)=u(L,£)=0, Vt>0, (4.37)

u(x,0)=u,(x), x€(0,1)
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baslangi¢ smir deger problemini inceleyelim. {x:xe (0,1)} durumunda uzamsal bélge igin

zar probleminin ilk 6z fonksiyonu ¢ ile belirtilsin. Buna gére

¢ =sinTx

alabiliriz. Simdi F (t) fonksiyonelini #» >1 sayis1 sonradan se¢ilmek {izere

F(t) = (gb”,u)

ile tanimlayalim. F fonksiyonelinin diferansiyellenmesi ve (4.37) probleminin kullaniimasi

ile

ar .,
G

(¢n,_uux+uxx+18u2+6)
v 1, 1 .
= —*nF +n(n—1) fo "2 P dx+ B fo ¢ et = fo o"puldx (4.38)

elde edilir. Esitliin sag tarafindaki ikinci terim pozitif olup atilirsa ve ¢, alttan —7 ile sinirh

olup (4.38) esitliginde kullanilirsa

a2 ln2+c5 __l 1’1—12
= 7rnF+,3j;¢u dx zmrfogb uldx (4.39)

bulunur. Hélder esitsizliginden

[l [ [l arvad

olup n=1+2/6 segilirse

2/(2+8)

2/(2+5)

! 4+2/5, 246 ! n, 2+6
[ ¢+ dx_>_[f0q5u dx] (4.40)

oldugu goriiliir. (4.40) esitsizliinin (4.39) esitsizliginde kullanimindan

iF_ 6+2) , s,2 ]2+6)/2_l 54+2) ! s, 2
> [5] F+ﬂ[f¢ dx 271'—6—j;¢ wdx (4.41)

bulunur. Cauchy-Schwartz-Bunyakowski esitsizligi kullanilarak
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(o]

j; 1 ¢2/5u2 dx >
oldugu goriiliir. Eger G(¢) ile

G(t):j;lgéz/&uzdx

esitlifini tanimlarsak, (4.42) esitsizliginden

G(t)= F* (1)
olur. Béylece (4.41) esitsizliginden
dF 6+2) , V2 @)z 1 {54'2]
sl P Bnd _ | rra )
it = [ 5 ]”G +hG > s )C (4.43)
olur. R(F) ile
R(F)=BF*(¢) %w[%ﬁ] F*(1)— [6—J(;—2] m*F (t) (4.44)

esitligini tanimlayalim. Bu noktada kabul edelim ki #, (x) baslangi¢ deger fonksiyonu
R(F(0))>0

esitsizligini saglasin. Stireklilige gore #, > 0 sayisi var ki ¢ € [0, tl) i¢in
R(F(t))>0

olur. R'(F) nin hesaplanmas: ile r€[0,4) igin R(F'(t))>0 bulunur. Buna gore R

fonksiyonu bu aralikta artandir. Béylece G¥2 > F oldugundan
R(GV ()= R(F (1)), telo)

olur. Bu nedenle (4.43) esitsizliginden ¢ €[0,1,) igin
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dF
=2 R(F) (4.45)

bulunur. Hem F’ hem de R(F), [0,) arahiginda artan olup bu nedenle R(F(1,))=0 dur.
Boylece ¢, ya sonsuzdur ya da ¢6ziimiin varliginin limitine egittir. $imdi (4.45) esitsizliginde

degiskenlerin ayrilmasi ve integrasyon ile
()] o JF
<00
hs f f FO) R (F)

olup ¢, in sonsuz oldugu durum disiiniiliirse bu bir ¢eligkidir. Buradan (4.37) probleminin

¢Oziimiiniin sonlu zamanda global olarak yok oldugu sonucu ¢ikar.

Levine ve arkadaglar1 [45] gergekten (4.37) probleminin ¢dziimiiniin sonlu zamanda
blow up oldugunu géstermislerdir.

Bu kismin konusuyla baglantili olarak Howes [28, 29] kiigiik difiizyonlu parabolik
denklemlerin siir tabakalarinin geligsiminde iletim terimlerinin etkisini detaylariyla ¢aligti.

Howes [28]

Ou Ou 0*u
5~+a(x u)—l—a +b(x,u)= ng_z’ (x,2)€(0,1)x(0,00),

u(x,0,e)=1(x,e), x€(0,1),
u(O,t,e)-——a, u(l,t,6)=ﬂ, t>0

baglangi¢ sinir deger probleminin sinir tabakasi ¢éziimlerinin kararligini inceledi. Howes [29]

e—0 iken

kism diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii inceledi.

4.6. Logaritmik Konvekslik Metodu
Bu béliimiin amaci her ne kadar sonlu zamanda ¢ztimleri blow up olan problemleri
ele almak ise de birgok fiziki durum vardir ki ¢dziimlerin gok hizli bitytimesi (iistel biiyiime

gibi) ayn1 sekilde 6nemlidir. Bu nedenle ¢dziimlerin {istel biiyiimesine yol agan bir teknik ele
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alacafiz ki bu logaritmik konvekslik olarak adlandirilmaktadir. Logaritmik konvekslik
metodu bazen « — 0 iken konkavlik tekniginin limitidir ve bu nedenle sonlu zamanda blow
up tahminini vermez. Logaritmik konvekslik salt biiylime tahminlerinden ziyade birgok diger
faydali sonuglar {iretebilen bir metottur. Birgok durumda stirekli bagimlilig1 gergeklestirmek
i¢in uygun olarak konulmamis problemlerde bu teknigin kullanim: Ames ve Straughan [2] ve
Payne [63] nin kitablarinda detaylariyla incelenmistir. Burada Logaritmik konvekslik
tekniginin dogrusal bir kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimi igin nasil bir bliylime tahminine
yol agacagini gisterecegiz.
Q C R" sinirh bir bolge, k£ pozitif bir sabit olmak {izere
Ou

5, =dutk, (x,2) € 2x(0,00),

u,, =0, >0, (4.46)

u(x,0)=1u,(x), xeQ

Baglangi¢ sinir deger problemini ele alalim.

Eger k sabiti yeterince kiigiik ise iyi bilinmektedir ki (4.46) probleminin ¢ziimii iistel
olarak hizli bir sekilde sifira azalir. Bu sebeple % sabiti tizerideki kosﬁllar biiylimeyi garanti
edecek. Logaritmas:1 ¢ degiskenine bagh bir konveks fonksiyon olugturalim. Bunun igin F

fonksiyonelini
2
F)=|u(), (4.47)

ile tanimlayalim. F fonksiyonelinin diferansiyeli

F'=2(u,u,)
olup bunun diferansiyeli ve (4.46) probleminde diferansiyel denklemin kullanimu ile

" 2
F' = 2"u (t)”2 +2(u,u,)

= 2“u (t)"z +2(u, Au, + ku,)

elde edilir. Iki defa kismi integral ve (4.46) probleminde diferansiyel denklemin kullanimi
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F" = 2”u(t)lE +2(Aw,u,)+ 2k (u,u,)
=2lu(e); +2 (., — k) + 2k (1,1,

= 4lu(t);

esitligine yol agar. B8ylece bu esitlifin ve Cauchy-Schwartz-Bunyakowski esitsizliginin

kullanimu ile

FF = ()], e ()

elde edilir. Bu da
FF"—(F') >0
demektir. F> 0 igin bu esitsizligin F? ile béliinmesi ile

d2
d—logF >0 (4.48)

bulunur. Burada F’ (t) nin ¢ degigkenine bagli logaritmik olarak bir konveks fonksiyon

oldugu goriilmektedir.

(4.48) esitsizliginin integrali alinarak

F(¢)2 F(0)exp [%t] (4.49)

bulunur. Bu esitsizlik

o (),

seklinde yeniden yazilarak goriilmektedir ki bilylimenin olabilmesi igin

o = (O [ “(0).4(0), } s
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(u (0),u, (0)) >0
olmasi gerektigi veya (4.46) probleminde diferansiyel denklemin kullanimi ile bunun
Kol 2 [Vl (@51

kosuluna denk oldugu goriilir. Béylece & sabiti ve baslangic verisi (4.51) esitsizligini

saglarsa ¢6zlim en azindan L, (Q) normunda {istel olarak biiyiiyecektir.



5. BOLUM

DAMPING TERIMLi DOGRUSAL OLMAYAN BiR DALGA DENKLEMININ
BiR SINIFI iCIN COZUMLERIN GLOBAL OLMAMASI (BLOW UP)

5.1. Girisg
Bu béliimde damping terimli dogrusal olmayan bir dalga denkleminin bir sinift i¢in

baglangi¢ sinir deger probleminin ¢dziimlerinin global yoklugunu galisacagiz:

u, = divo(Vu)+ Au, — Ay, (x, 1) € Q% (0,+00), (5.1
Ou

=0, —| =0, >0, 5.2

U =0 51 (5.2)

u(x,0) =u,(x), u,(x0)=u(x), xefl (5.3)

burada 2 C R” siirlt bir bolge, ) bu bdlgenin yeterince diizgiin sinir1, v sinira dig normal
ve a(s) verilen dogrusal olmayan fonksiyondur.

Dogrusal damping veya dissipative terimli dogrusal olmayan evolution denklemleri
birgok yazar tarafindan galigilmistir [3, 10, 59-61, 69, 83]. Bu caligmada, (5.1) - (5.3)
baslangi¢ smnir deger probleminin ¢6ziimlerinin negatif enerjiyle global yoklugunu (blow up)

gergeklestirmekteyiz. Ispat teknigimiz [83] daki teknige benzerdir.

5.2. Céziimler I¢in Blow up

Bu amagla, enerji denklemini

1 2 1 2
E@) = @+ 180l + [ f[ o0 (S, 120 (5.4)
ile tanmimlariz, burada
o(s) € Vw(s), w(s)€C'(R"), s€R", o(s)s<k f[ 0T < —kBJs™ (5.5)

(5.4) ve (5.5) teki integraller R" de 0 ve Vu (sirasiyla 0 ve ) yu birbirine baglayan keyfi

egriler boyunca dogru integrallerdir, k > 2 ve 8> 0, ayn1 zamanda 1 < m <3 sabitlerdir.
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Teorem 5.2.1. u, (5.1) - (5.3) probleminin ¢dziimii olsun. Kabul edelim ki agagidaki

kosullar gegerli olsun:

uy € HXQ), u, € L(Q),

Iy o 1 2
EO) =5l +5 10wl + [ [ ot)ds<o. (56)
O zaman u ¢ozlimii

[ 2
m _ 3-m

‘tlz + 3 m‘H l , m<3

T<] 2C(a—-1y* (1)
t exp ! m=3
T Cla =Dy’

olacak gekilde sonlu zamanda blow up olur, burada ¢ ve y swrasiyla (5.17) ve (5.18) ile
tanimlanacak, C; ve o >1sabitler olup sonradan tanimlanacaklardir.

Ispat. (5.1) denklemini u, ile garpar ve yeni denklemin Q iizerinde integralini alarak

E'@) +|Vu, @) =0, .7)
E(f)<E©0)<0, t>0

buluruz. F fonksiyonelini

FO =lu), + [ [vur)far (5.8)

ile tanimlayalim. O zaman
F/(8) =2(u,u,) +|Vu()[.. (5.9)

') =2(Ju 0 ~Jauof - | o(Vu) Vuds)
> 2[|]u, Ol —|Au@| — & fg f[ o,vu]a(s)dsde

> 2[2 ) — (e —2) fn f[ o9 (S)elsdx— 2E(0))
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> 2(2Ju, @} + G- 28|V —2E©®), t>0  (5.10)

olup burada (5.5) teki kabuller ve

ko fooqo @858 28O [ @ +{AsOf + -2 [ [ o(s)dsas

gercegi kullamlmistir. (5.10) esitsizligini ele alip bu esitsizligi integrallersek

F'(t)>2(k—2)B fo ,”Vu(’r)”::: dr —4EQ)t+F'(0), t>0 (5.11)

buluruz. Bunu hesapladiktan sonra (5.10) ile (5.11) esitsizliklerinin toplamindan

F'(t)+ F'(t) > 4|u, (t)||§ +2(k—2)8 [”Vu(t)] 4 fo '||Vu(r)||'”“ d’l‘] —4E0)(1+1)+ F'(0)

m+1 m+1

=g(r), t>0 (5.12)

elde ederiz.

& alirsak, agik¢a 2< p<m+1ve p' = —,% (<2) olur. Young esitsizligi
m

ve Sobolev-Poincaré esitsizliginden

1 1 :
(u,u,)| < ;llu(t)ll,’; +;,—,l|u, ol

<6 |(Ivolz) + (o) |

L m
@u)l <G [Vl +w ], >0 (5.13)
olup bu esitsizlikte ve bu bsltimde C, (i =1,2,...) pozitif sabitler olup ¢, u= m+3 )]
2(m+1)
den bagimsizdir. Sobolev-Poincaré esitsizligi ve Holder egitsizliginden
m+1 2 mT—H
[vuolln > ¢ (uel) . >0, (5.14)

m+1

fo 'IIW(T)"'”*‘ dr > cfzﬁ [ J; ’||Vu(T)||§ dT]T, t>0 (5.15)

m+1



elde edilir. (5.13) - (5.15) esitsizliklerini kullanarak,

m+1

g0 > C,|3|Vu®|[ +u @) + fo ' [Vu|., dTJ—4E(0)t+F'(O)

m+1 m+1 1-m
2

\%
0

—4E0) + F'(0)

m+1

(Gl + () * +(wuof) >+ [ [vaelar| *

> C7t1:2£ [I(u,u,)la + (llu(ﬂlli)“ + (”V”(t)nz)a + [‘[: [Vucl; dT]a]

1-m

—4EQO)X+F'(0)-Ct 2, t>1

buluruz, bu egitsizlikte ve bu  bolimde oz=l>1 dir.
7

I-m

—4E(0)t+ F'(0)—C,t * — oo oldugundan

1-m

t >t iken —4EQO)+ F'(0)—=Cyt 2 >0
olacak gekilde bir #, >1 sayis1 var olmalidir.

y®O=F'()+ F(t)

t— 00

50

(5.16)

iken

(5.17)

(5.18)

olsun. $u halde (5.11) esitsizligi ve (5.8) esitliginden ¢ > ¢, iken y(f) > 0 buluruz. a, >0

(i=1...,1) ve n>1 gergel sayilar olmak lizere

(g +..+a) 20N D@+ . +a)
esitsizliginin kullanimy, (5.17) gergegi ve (5.16) esitsizliginin kullanimindan

1~m

gO2Cyt Ty ), 124
elde ederiz. (5.12) ile (5.19) esitsizliklerinin birlegtirilmesinden

1-m

y/(t) > CstTyn(t): 121

(5.19)

(5.20)
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esitsizligi gikar. Boylece

2
3-m _ 3—m
1 2 < ma—l » m< 3
T < 2C(a—1)y* (1) (521)
1
¢ exp —> m=3
Cola—1Dy* " (¢,)

olacak gekilde bir pozitif T sabiti vardir ki

t—T" iken y(t)— o0 (5.22)

olur. (5.8), (5.9) ve (5.22) den

t— 1 iken 2(Ju@)})+ (] )+|[Vu@; + / Vo[ dr
>F(O)+F()— oo (5.23)
buluruz. Bu nedenle (5.23) esitsizligi
t—T iken [u@} + [} + [ [Vurf} d7 — o0

oldugunu gosterir ki buradan ispat tamamlanmig olur.

Ornek 5.2.2. a<0,1<m<3 gergel sayilar olmak iizere o(s)= alslm_] s olsun.

a

Agikea w(s)= +1|s]'"+‘eC‘(R”),seR" olmak iizere o(s)=Vw(s) dir. Basit bir

gercekleme gostermektedir ki

S—kf T)dT——kﬁ| |m+1

olup burada k=m+1>2 ve = _mL—{—l >0 dir. Eger u, € HJ(Q) ve u, € L,(Q) baslangig

degerleri E(0)<0 olacak sekilde varsa o zaman Teorem 5.2.1 e gore (5.1) - (5.3)

probleminin ¢6ziimii sonlu zamanda blow up olur.



6. BOLUM

DAMPING TERIMLIi BOUSSINESQ DENKLEMI ICIN COZUMLERIN
GLOBAL YOKLUGU (BLOW UP)

6.1. Giris
Bu boliimde damping terimli Boussinesq denklemi igin baglangic smir deger

probleminin ¢dziimlerinin global yoklugunu ¢alisacagiz:

u, —bu, +ou, —ru , = (f(u))xx , (x,0) e (0,1)x(0,+00), (6.1
u(0,)=u(l,)=u_,0,)=u_(1,0)=0, t>0, (6.2)
u(%,0) = uy(x) , 1,(%,0) =1 (x), x€(0,1) 63)

burada b,6,r >0 sabitler ve f fonksiyonu f(0)=0 ile verilen dogrusal olmayan bir
fonksiyondur.

Scott Russell’ in [71] tek su dalgalar1 ¢aligmasi akigkanlarda, plazmada, elastik
cisimlerde v.s. dalga olaym modellemek igin dogrusal olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin gelismesine hiz kazandirmistir. Ozellikle =0, b=1 ve f(u)=u> oldugu

zaman (6.1) denklemi asaBidaki

U, —u, +ou,, = (u2 )xx

Boussinesq denklemine doniigiir ki bu denklem diger Boussinesq denklemleri (u,,,, teriminin

yerine u,, terimi oldufunda) gibi sif suda uzun dalgalarin yayilimmi yaklagik olarak

tanimlayan &nemli bir modeldir. Bu denklem, ilk olarak Boussinesq [9] tarafindan
¢ikarilmustir. § >0 durumunda bu denklem dogrusal olarak kararlidir ve elastik bim (beam)
deki dogrusal olmayan enine salinimlar ile ilgilidir ([76] ve i¢indeki referanslara bakiniz) ve
“iyi” Boussinesq denklemi olarak adlandirtlir. Oysa 6 <0 oldugunda dogrusal kararsizliga
sahip oldugundan “kétii” Boussinesq denklemi ismini alir.

Boussinesq denklemine dikkate de§er matematiksel ilgi vardir ve bu denklem birgok
degisik agidan galisilmistir ([27, 52, 53] ve igindeki referanslara bakiniz). Cesitli sinir deger
problemleriyle Boussinesq denklemlerinin global ¢oziimlerinin olmamasini saglayacak

gerekli kogullar gergeklestirmek igin bilyiik ¢abalar verilmigtir {30, 51].
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Levine ve Sleeman [43]

xx

u,—u, —3u,, +12(u2)xx =0

denkleminin periyodik sinir kosullariyla ¢6ziimlerinin global yoklugunu g¢alistilar.

Turitsyn [74]
U, —u, +u, +(u2)n =0

ve

Uy — Uy — Uy +(u2) =0

xx

Boussinesq denklemlerinde global yoklugu periyodik smnir kosullart durumunda ispatladi ve
dinamiklerin ¢6kiisii i¢in yeterli dl¢iitleri buldu.
Boussinesq denkleminin genellestirilmeleri

U, —t, + o, + f(u) =0

birgok yazar tarafindan ¢alisilmugstir [24, 25, 30, 38, 51, 52, 81, 82].
Liu [51, 52]

U, —u, +(f(u)+un)xx =0
genellestirilmis Boussinesq tipi denklemi igin tek dalgalarin kararsizliklarni gahigti ve
U, — g, — f(u),=0
dogrusal olmayan Pochhammer-Chree denklemi igin baz1 blow up sonuglarint gergeklestirdi.

Zhijian [81, 82]

Uy — Uy — bt = 0 ()

ve
Uy = Uy ~Upyy =0 (u)xx

Boussinesq denklemleri igin bagslangi¢ sinir deger problemlerinin blow up olmasini ¢alisti.

Godefroy [24] asagidaki baglangi¢ sinir deger probleminin blow up oldugunu gosterdi;
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u, = f(u),x +uxxtl’ XER, 120,
u(x,0) =1, (x), u,(x,0)=1u,(x)
u(+o00,t) = u(—o0,t) =0

burada f: R— R C™ ve f(0)=0 du.

Boussinesq denklemlerinde kiigiik dogrusal olmayanlik ve ayrilmanin etkisi dikkate
alinmaktadir fakat birgok ger¢ek durumda damping etkisi dogrusal olmayanlik ve ayrilmanin
(dispersion) giiclii etkisi ile karsilagtirilmaktadir. Bu nedenle damping terimli Boussinesq

denklemi agagidaki gibi
u, —2bu,, =—cu_ +u, +p (uz)xx

diistiniilmektedir, burada u,. is damping terim ve a, b>0, B € R sabitlerdir ([36, 50, 75,

76] ve i¢indeki referanslara bakiniz).

Varlamov [75, 76] iki boyutlu uzayda damping terimli Boussinesq denklemi igin
baglangic deger, uzamsal olarak periyodik ve baslangic sinir deger problemleri igin
¢oziimlerin uzunzaman davranigini inceledi.

Mevcut ¢aligmada, (6.1) - (6.3) damping terimli Boussinesq denklemi i¢in baglangi¢
sinir deger probleminin ¢éziimlerinin pozitif olmayan baslangi¢ enerjisiyle global yoklugunu

(blow up) gergeklestirmekteyiz.

6.2. Coziimler I¢in Blow up

Tk dnce agagidaki lemmay ispatlayalim.
Lemma 6.2.1. Eger u(x,0) and #,(x,0) baslangi¢ degerleri biitiin €T ler i¢in

u(x,0)=(w(x)),, ©,(x,0)=(v(x),

iliskisini saglayan w,(x)€ H® ve v,(x)€ H' fonksiyonlar1 var ise o zaman (6.1) - (6.3)

probleminin u(x,#) ¢8ziimii,
w,(x,1) = v(x,1),

v,—rv, =bw_—ébw__ + (f(wx)) (6.4)

x
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sistemini saglayan w(x,t), v(x,t) nin kargilik gelen gelisimiyle, u(x,t)= (w(x, t))x egitligini

saglar.
Ispat. (6.1) denklemini

u =2, z,—rz, = (bu—bu, + f(u)) (6.5)

x

formunda yazarak ve (6.5) deki ilk denklemi kullanarak u(x,t)=u(x,0)+ j; I z_(x,8)ds

t
buluruz. u(x,0) terimi hipoteze gére x — tiirevlidir ve j; z (x,8)ds de x—tiirevlidir. Bu

nedenle u(x,t)= (w(x, t))x olacak sekilde bir w(x,r) fonksiyonu vardir ve buna gére (6.1)

denkleminden

u=w, w,—bw, +éw,, —rw,=(f(w,)), (6.6)

x

bulunur. Béylece (6.4) sistemi kolayca elde edilir.
Lemmaya gbre (6.1) - (6.3) baslangi¢ sinir deger problemi agagidaki probleme

W, —bw, + 6w, —rw,, =(fw,)),, (%0 € (0,1)x(0,+00), (6.7)
w (0,0)=w,(Ly=w_(0,)=w_(LH)=0, £>0, 6.8)
w(x,0) = w,(x), w,(x,0)=w(x), x€(0,1) (6.9)

tekabiil eder.

Teorem 6.2.2. u, (6.1) - (6.3) probleminin ¢6ziimii olsun. Kabul edelim ki agagidaki

kogullar gecerli olsun:
() f()eCR), f(s)s<k j; " f)dr < —kB|s|™', s€R, burada k>2 ve B>0,

ayni zamanda 1 < m <3 sabitlerdir,
(i) Bazt w, € H*[0,1] ve v, € H'[0,1] igin u(x,0)=(w,(x))_ ve u,(x,0) = (v, (%)),

olmak lizere

E©O)= %"v(O)”i +%||wx O +%||wn(0)||§ + [ ™ fydsax <o,
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O zaman u ¢6ziimil

2
3m _ 3=m
L+ 3 ma_l , m<3
T < 2C(a—-Dy* (@)
1
1, exp — m=3
Cs(a=1y"" (1)

olacak gekilde sonlu zamanda blow up olur, burada £, ve y sirasiyla (6.22) ve (6.23) ile
tanimlanacak, C; ve o > 1sabitler olup sonradan tanimlanacaklardir.

Ispat. (6.7) denklemini w, ile garpar ve yeni denklemin (0,1) araliginda integralini
alarak

fww,,dx bf ww dx-l—ﬁf ww, dx— fw, W, f (f(w,)),dx

E'ty+r|w, 0, =0, E®)< E(0)<0, t>0 (6.10)
buluruz, burada
1 b 2 6 2 1 pw,
EO =m0 2@+ 5@l + f) [ F@dsdr, 120 1)
dir. F fonksiyonelini
FO =@, +7 [ [w.lar (6.12)

ile tammlayalim. O zaman
F'(ty=20w,w) +r|w, 0|, (6.13)
ORI o O g R

> 20 -

6w, —k f] [ s (s)dsat)

> 22w O -2 [} [)" (o) —2E00)

>2 (2 W@ + &k~ 28w, ~ 2E(0)) , >0 (6.14)

1



57

olup burada teoremin (i) kabulii ve

k fo ‘ fo " f(s)dsdx < 2E0) —|w, O} —b|w, )} — 6w O} + & —2) fo ‘ fo " F(s)dsdx

gercedi kullanilmugtir. (6.14) esitsizligini ele alip bunu integrallersek
Fl(t)>2(k—2)B fo |w, (’7’)"::; dr—4EQO)+F'(0), t>0 (6.15)

buluruz. Bunu hesapladiktan sonra (6.14) ile (6.15) esitsizliklerinin toplamindan

F'"(@0)+F'(£) = 4|w, (z)”j +2(k— Z)ﬁ[

%wgfmmmqu

—4E0)1+1)+ F'(0)
=g@®, t>0 (6.16)

elde ederiz.

3
p= i alirsak, actkga 2< p<m+1 ve p'= ﬂ—_—t—? (<2) olur. Young esitsizligi
m

ve Sobolev-Poincaré esitsizliginden

1 p, 1 7
s S— _/' f] ;
SR B L0 e L0

<¢ [(

(o) <G

w5 + (ool |

m+1

w O +w @], >0 (6.17)

m+3
2(m+1)

olup bu esitsizlikte ve bu béliimde C, (i=1,2,...) pozitif sabitler olup ¢, u= C))

den bagimsizdir. Sobolev-Poincaré esitsizligi ve Holder esitsizliginden

m+1

bl > (wls) * . >0, (6.18)

m+l —

m+1

@l 2w of) s t>o, (6.19)
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m+1

1—m P ——
J; . dr > { [l dT} Y (6.20)
elde edilir. (6.17) - (6.20) esitsizliklerini kullanarak,

m+1

g >C, [3 Pl + @+ [ ol dT] —4E)+ F'(0)

s cfmomt + oo )'"T“ (i (,)";)-”%'—‘ e [ w d]—}
—4E(0) + F'(0)

>efT [Kw, o+ (B O] + (o) ([ o]
AEQUHFIO)—Ci T, 131 @2

buluruz, bu egitsizlikte ve bu  béliimde oz=-1->1 dirr. ft—ooc iken

I
—4E(0)t + F'(0)— Cstl_z_m — 00 oldugundan
1-m
t>t iken —4E)+F'(0)~Cg¢2 >0 (6.22)
olacak sekilde bir #, > 1 sayis1 var olmalidur.
y{O)=F' )+ F@) (6.23)

olsun. $u halde (6.15) esitsizligi ve (6.12) esitliginden ¢>1¢, iken y(#) >0 buluruz. a, >0
(i=1,...,1) ve n>1 gergel sayilar olmak iizere

(& +.ta) <200 DG4+ a)
esitsizliginin kullanimu, (6.22) ger¢egi ve (6.21) esitsizliginin kullanimindan

1-m

gO=Ct 2y (), t21, (6.24)
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elde ederiz. (6.16) ile (6.24) esitsizliklerinin birlestirilmesinden

1-m

YO =Ct 2y (1), t=1, (6.25)
esitsizligi ¢ikar. Boylece
[E o
2-m 3—m 3-m
t? + — , m<3
T < 1 2C(a—1)y l(tl) (6.26)
1
L exp — , m=73
U Cila=DyT)
olacak gekilde bir pozitif T sabiti vardir ki
t— T iken y(f) — oo (6.27)

olur. (6.12), (6.13) ve (6.27) den

t -1 iken 2w +|w @ +rlw, O +7 [ Iw.of} ar

>F'()+ F(t)— oo (6.28)
buluruz. Bu nedenle (6.28) esitsizligi
t— 1" iken [wo; +[w @l + [ o]} dr — o0

oldugunu gésterir ki buradan ispat tamamlanmis olur.



7. BOLUM

DAMPING TERIMLI GELISTIRILMIS BOUSSINESQ DENKLEMI iCIN
COZUMLERIN GLOBAL YOKLUGU (BLOW UP)

7.1. Giris
Bu bolimde agagidaki damping terimli geligtirilmis Boussinesq denklemi igin

baglangi¢ siir deger probleminin ¢dziimlerinin global yoklugunu ¢alisacagiz:

u, —bu, —bu,, —ru,, =(fw)_, (x1€ 0,)x(0,400), (7.1
u(0,1)=u(,1)=0, t>0, (7.2)
u(x,0)=u,(x), u,(x,0)=u(x), x€(0,1) (7.3)

burada 5,8, >0 sabitler ve f fonksiyonu f(0)=0 ile verilen dogrusal olmayan bir
fonksiyondur.

Scott Russell’ in [71] tek su dalgalann ¢alismasi akigkanlarda, plazmada, elastik
cisimlerde v.s. dalga olayim modellemek igin dogrusal olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin gelismesine hiz kazandirmugtir. Ozellikle » =0, b=6=1 ve f(u)=u" oldugu

zaman (7.1) denklemi asagidaki

Boussinesq denklemine doniigiir ki bu denklem diger Boussinesq denklemleri (u_ , teriminin

xxtt

yerine #__ terimi oldugunda) gibi sif suda uzun dalgalarin yayilimmi yaklagik olarak

tanimlayan 6nemli bir modeldir. Bu denklem “gelistirilmis” Boussinesq denklemi olarak
adlandirilir.  “Gelistirilmig” terimi asafidaki 6 <0 iken “zayif-konumlu” Boussinesq
denklemi

u, —u, +6u, = (uz)

xx

ile karsilagtirildifinda gelmektedir ki bu denklem dogrusal kararsizha sahip oldugundan
“kotli” Boussinesq denklemi ismini alir. §>0 durumunda bu denklem dogrusal olarak

kararlidir ve elastik bim (beam) deki dogrusal olmayan enine salinimlan ile ilgili olup ([76]
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ve igindeki referanslara bakiniz) “iyi” Boussinesq denklemi olarak’adlandirilir ve ilk olarak
Boussinesq [9] tarafindan gikariimigtir.

Boussinesq denklemine dikkate deger matematiksel ilgi vardir ve bu denklem birgok
degisik a¢idan gahgilmustir ([27, 52, 53] ve igindeki referanslara bakimiz). Cesitli siir deger
problemleriyle Boussinesq denklemlerinin global ¢6ziimlerinin olmamasim saglayacak
gerekli kosullar1 gergeklestirmek igin biiylik ¢abalar verilmistir [30, 51].

Levine ve Sleeman [43]
U, —thy =3t +12(0%) =0
denkleminin periyodik sinir kogsullartyla ¢6ziimlerinin global yoklugunu ¢alistilar.
Turitsyn [74]
U, —u, +u,, —l—(uz)n =0
ve
Uy, — Uy — Uy, + (uz)xx =0

Boussinesq denklemlerinde global yoklugu periyodik smir kosullar1 durumunda ispatladt ve
dinamiklerin ¢6kiisii i¢in yeterli Sl¢titleri buldu.
Boussinesq denkleminin genellestirilmeleri

u, — Uy, + oty + f(u) =0

birgok yazar tarafindan ¢ahigilmigtir [24, 25, 30, 38, 51, 52, 81, 82].
Liu [51, 52]

Uy — Uy +(f(u)+uxx)xx =0
genellegtirilmis Boussinesq tipi denklemi i¢in tek dalgalarin kararsizliklarmi galist1 ve
Uy = Uiy —f(u),a. =0

dogrusal olmayan Pochhammer-Chree denklemi i¢in bazi blow up sonuglarini gergeklestirdi.
Zhijian [81, 82]

u, —uy, —bu, =o(u)

xx
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ve

Uy —U, —Upy =0 (ZI)

xx

Boussinesq denklemleri igin baslangi¢ sinir deger problemlerinin blow up olmasini ¢aligti.

Godefroy [24] asagidaki baglangig simir deger probleminin blow up oldugunu gésterdi;

u, = f(u)_ +y,,, XER, 1>0,
u(x,0) = uy(x), u,(x,0)=1u,(x)
u(+o00,t) =u(—o0,t)=0

burada f: R— R C” ve f(0)=0 dur.

Boussinesq denklemlerinde kiiglik dogrusal olmayanlik ve ayrilmanin etkisi dikkate
alinmaktadir fakat birgok gergek durumda damping etkisi dogrusal olmayanlik ve ayrilmanin
(dispersion) giiglii etkisi ile kargilagtirilmaktadir. Bu nedenle damping terimli Boussinesq

denklemi agagidaki gibi

u, —2bu,, =—ou, . +u, +0 (uz)xx

diigtiniilmektedir, burada u,, is damping terim ve «, 56>0, fe R sabitlerdir ({36, 50, 75,

76] ve igindeki referanslara bakimiz).

Varlamov [75, 76] iki boyutlu uzayda damping terimli Boussinesq denklemi i¢in
baglangig de§er, uzamsal olarak periyodik ve baglangi¢ sinir defer problemleri igin
¢bztimlerin uzun zaman davranigini inceledi.

Polat ve arkadaglar1 [66] asagidaki problemin blow up oldugunu gergeklestirdiler;

Uy = by + U, —ru,, =(fW),, (x,0)€ (0,1)x(0,+00),
u(0,)=ul,t)=u_0,)=u_(1,)=0, t>0,
u(x,0) = uy(x), u,(x,0)=u,(x), x€(0,1).

Mevcut ¢aligmada, (7.1) - (7.3) damping terimli gelistirilmis Boussinesq denklemi igin
baglangi¢ sinir deger probleminin ¢&ziimlerinin pozitif olmayan baglangi¢ enerjisiyle global

yoklugunu (blow up) gergeklestirmekteyiz.
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7.2. Céziimler I¢in Blow up

Ik 8nce asagidaki lemmay1 ispatlayalim.

Lemma 7.2.1. Eger u(x,0) and %,(x,0) baslangi¢ degerleri biitiin t €T ler igin

u(x,0) = (w,(x)),, #,(x,0)=(v,(x)),
iligkisini saglayan v, (x), w,(x) € H> fonksiyonlar1 var ise o zaman (7.1) - (7.3) probleminin
u(x,t) ¢6ziimii,
w,(x,8) = v(x,1),
v, =1V, =8V, = bw, +(f (w,)). (7.4)

sistemini saglayan w(x,?), v(x,?) nin kargilik gelen gelisimiyle, u(x,t) = (w(x,t))x esitligini

saglar.
Ispat. (7.1) denklemini

U=z, 2z,—12,—0z, =(bu+tf(u)) (7.5)

formunda yazarak ve (7.5) deki ilk denklemi kullanarak u(x,t)=u(x,0)-+ ﬂ t z (x,8)ds

buluruz. #(x,0) terimi hipoteze gore x— tiirevlidir ve fo ' z,(x,5)ds de x—tiirevlidir. Bu
nedenle u(x,t)= (w(x,t))x olacak sekilde bir w(x,#) fonksiyonu vardir ve buna gore (7.1)

denkleminden

u=w,, w,—bw_—=0bw

X u xx xxjt

~rw,, =(f(w), (7.6

bulunur. Boylece (7.4) sistemi kolayca elde edilir.

Lemmaya gore (7.1) - (7.3) baglangi¢ sinir deger problemi asagidaki probleme
Wy — wax - 6wxxn Wy = (f(wx))x , (x,1) € (0,1)x(0,+00), 7.7
w.(0,)=w,(L,£)=0, t>0, (7.8)

w(x,0) = w,(x), w,(x,0)=w/(x), x€(0,1) (7.9
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tekabiil eder.

Teorem 7.2.2. u, (7.1) - (7.3) probleminin ¢dzlimii olsun. Kabul edelim ki asagidaki

kogullar gegerli olsun:
() f(HECR), f()s<k fo " f()dr <—kBs|"™", s€R, burada k>2 ve >0,

ayni zamanda 1 < m <3 sabitlerdir,

(ii) Baz1 w,, v, € H*[0,1] igin u(x,0) = (w,(x)), ve u,(x,0) = (v,(x))_olmak iizere

E©)= %”v(O)"i +%||w, O} + g”vx O+ [ [™ fdsar <o.

O zaman u ¢6ziimi

( 3-m '—2"

=~ — 3-m
L+ 3—m — ] , m<3
r<llt T 2G@-y7@)
t exp L m=3
| G-y @)

olacak gekilde sonlu zamanda blow up olur, burada ¢ ve y swrasityla (7.23) ve (7.24) ile
tanimlanacak, C, ve o > 1 sabitler olup sonradan tanimlanacaklardir.

ispat. (7.7) denklemini w, ile garpar ve yeni denklemin (0,1) araliginda integralini
alarak

f w,w,dx— bfwwdx 6fwwxx,,dx rflw f f(w)
E'ty+r|w, 0. =0, Et)<E0)<0, t>0 (7.10)

buluruz, burada

E(t) =—;—||w,(t)||i +~g—||wx(t)”§ +%||wx,(t)]|§ + [ [ fysas, 120 (1.11)

dir. F fonksiyonelini

F@O =we)f; + 8w O +7 [ . rlfar (7.12)



65

ile tanimlayalim. O zaman

FI()=2(w,w,)+26(w,, ) +|w, ([}, (7.13)

F'(5)= 2[||w, O + 8w f +6 [ wxwx,,dx]

1 d
2 [ (0o B0y g+ (£ (), )t

2l O+ 8w OF, b, OF — . 0,15

%

2 O + 8l OF ~blpe, O~ [} [[” 7(s)dsat

2[2llw, @+ 28w, O - -2 [ [ f(s)dsdx—zEm)J

22(2w )], + 26w, O, + k=2Bw, O —2E)), 1> 0 (7.14)

m+1

olup burada teoremin (i) kabulii ve

k f J" f)dsax < 2B@)—w, @ = blw, )}, - 8w, O + k—2) f [7 f)dsax

gergegi kullanilmugtir. (7.14) esitsizligini ele alip bunu integrallersek

m-+1

dr —4E(0)+ F'(0), t>0 (7.15)

buluruz. Bunu hesapladiktan sonra (7.14) ile (7.15) esitsizliklerinin toplamindan

F'(0)+ F'() > 4|w, (t)||§ +46|w,, (t)||j +2(k— 2)5[ w "% +

m+1

w i dr)

—4E(0)(1+1)+ F'(0)
=g(t), t>0 (7.16)

elde ederiz.

3
p= m; alirsak, agikga 2< p<m+1ve p'= % (<2) olur. Young egitsizligi
m

ve Sobolev-Poincaré egitsizliginden
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1 » 1 7
s ¥V, é_ ¢ +_'_,' fl il
o)< L + L

< ([l +(mor) |

1
w, W)l <C, Tl >0 (7.17)
ve
m #
[(n <r>|,,,::) +(a ) .
Wl <Gl O+, ], >0 (7.18)
olup bu egsitsizlikte ve bu bsliimde C, (i=1,2,...) pozitif sabitler olup ¢, u= mt3 (<1)
2(m+1)
den bagimsizdir. Sobolev-Poincaré esitsizligi ve Holder esitsizliginden
r m+l
w0 = (o) . 1> o0, (7.19)
+1 25
Pl > (w@f) 2, >0, (7.20)
, m+l i
Lol dr> 7 [ [l d’r} , >0 (7.21)

elde edilir. (7.17) - (7.21) esitsizliklerini kullanarak,

802 ¢4 O3+ b O+ O + [} ool ]

m+1

—4E(0) + F'(0)
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m+1 m+1

v+ (W) * +(woF) >

Z Cs I(W, wt)‘;l; +I(Wx’th)

m+1

w, ()| dT)—z— —4E(0)t + F'(0)

+t1;2m'[f0'

I-m

2C 7 (Jommf [0, )+ (O + (o O

1-m

+[j;'llwx<f)ll§ df]a]—4E<0>t+F'<o>—c7t;z‘, r21 (7.22)

buluruz, bu esitsizlikte ve bu boliimde a=l>1 dir. t—o0 iken

n
1-m
—4E0)t+ F'(0)—~C,t 2 — oo oldugundan
l—_m
t>1, iken —4E0)t+ F'(0)—Cyt 2 >0 (7.23)
olacak sekilde bir ¢ > 1 sayis1 var olmalidir.
y(t)=F'(t)+ F(t) (7.24)

olsun. Su halde (7.15) esitsizligi ve (7.12) esitliginden 7 >¢ iken y(¥) >0 buluruz. @, >0
(i=1,...,1) ve n>1 gercel sayilar olmak tizere

(@ +.ta) <2079 + . +a))
esitsizliginin kullanimi, (7.23) gergegi ve (7.22) esitsizliginin kullanimindan

1-m

gO=Ct 2 (), t>t, (7.25)
elde ederiz. (7.16) ile (7.25) esitsizliklerinin birlegtirilmesinden

1-m

YO >Ct 2y 1), t2t, (7.26)

egitsizligi ¢ikar. Bdylece
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2
3om —_ 3-m
2+ 3—m — , m<3
T <] 2G(a=Dy" (1) (7.27)
t, exp —, =3
{ 1 Cile—Dy l(tl)
olacak sekilde bir pozitif T' sabiti vardir ki
t—T" iken y(t) — oo (7.28)

olur. (7.12), (7.13) ve (7.28) den

w O + 6w, OF +7 [ [ () dr

t—T" iken 2[w®); +[w,@| +(r+26)
>F(t)+F(t)— oo (7.29)
buluruz. Bu nedenle (7.29) esitsizligi

11" iken [wOf; +w O +]w. O + [} 0]} dr — o0

oldugunu gosterir ki buradan ispat tamamlanmuig olur.



8. BOLUM

DOGRUSAL OLMAYAN DAMPING TERIMLI DOGRUSAL OLMAYAN
BiR DALGA DENKLEMININ BiR SINIFI iCIN COZUMLERIN
GLOBAL OLMAMASI (BLOW UP)

8.1. Giris
Bu bolimde dogrusal olmayan damping terimli dogrusal olmayan bir dalga

denkleminin bir sinifi i¢in baglangi¢ smnir deger probleminin ¢6ziimlerinin global yoklugunu

calisacagiz:
" = 25‘3_0, (1, )~ 4, — A%, (x,1) €Qx(0,+00), @.1)
=1 0%,
Ou
=0, —| =0, t>0, 8.2
”Ian v 20 ( )
u(x,0)=u,(x), u(x,0)=u(x), x€Q 8.3)

burada p>0 sabit, Q CR" smurlt bir bdlge, 02 bu bdlgenin yeterince diizgiin siiri, v
sinira dig normal ve o,(s) (i=1,...,n) verilen dogrusal olmayan fonksiyonlardur.

Dogrusal damping veya dissipative terimli dogrusal olmayan evolution denklemleri
birgok yazar tarafindan galigilmstir [3, 10, 22, 38, 47, 55, 59, 60, 65, 66, 69, 83]. Dogrusal
damping ile dogrusal olmayan kaynak terimleri arasindaki iligki ilk olarak Levine [38]
tarafindan verildi ve ¢6ziimlerin negatif enerji ile global olmadiini gosterdi. Georgiev ve
Todorova [22] Levine’ nin sonuglarimi dogrusal olmayan damping durumuna genislettiler.

Onlar agagidaki baslangi¢ sinir deger problemini galigtilar;

w, —Au+au,|u " =bulul"”, (%) €[0,1]x0,
u(t,x) =0, (¢,x)€[0,t]x01,
u(0,x)=p(x), u,(0,x)=1v(x)

burada >0, >0, p>1, m>1 sabitler, QCR", n>1, simnirh bir bdlge, ) bu bslgenin

yeterince diizgiin siniridir. Bu problem i¢in agagidaki sonuglar iyi bilinmektedir:
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(1) a=0 oldugu zaman bu [u[" - kaynak terimi yeterince bliylik baglangic degerleri
icin sonlu zamanda blow up olmasina yol agar [5, 23, 38, 64, 73].
(2) b=0 oldugu zaman dogrusal olmayan au, |u, Im_l damping terimi biiyiik baslangig

degerleri i¢in global varlik sonuglarmna yol agar [26, 35].

Georgiev ve Todorova [22] p>m ise baglangig enerjisi yeterince negatif oldugu

zaman ¢dziimiin sonlu zamanda blow up oldugunu ispatladilar. Levine ve Serrin [47] dogrusal
olmayan hiperbolik denklemlerin genig bir smifi igin ¢dziimlerin global yoklugu tizerine
birkag soyut teorem ispatladilar. Messaoudi [55] Georgiev ve Todorova’ nin blow up
sonucunu ¢dziimlerin negatif (yeterince negatif olmasi gerekli degil) baslangic enerjisine

sahip olmasi durumuna genisletti. Rammaha ve Strei [68] Georgiev ve Todorova [22] nin

lm—l

caligtii denklemde u, |u, damping terimi yerine Iulm_l u, damping terimini alarak bu

baglangic smir deger problemini ¢aligtilar. Georgiev ve Todorova [22] nin ¢bziim
yontemlerine benzer bir teknik uygulayarak ¢oziimiin negatif baglangic enerjisiyle sonlu
zamanda blow up oldugunu ispatladilar. Zhijian {83] asagidaki dogrusal olmayan baslangig

sinir deger problemini

U, + A%+ du, = f:%oi (u,) in 2% (0,+00),

i=1 f3

ou
Ov

=0 on (0,+00),
80

u(x,0)=u,(x), u(x0=u(x), x&Q

calisti ve negatif baglangig enerjisiyle bu problemin ¢dzlimiiniin A >0 ve bazi ek kosullar
altinda sonlu zamanda blow up oldugunu gésterdi.

Mevcut ¢aligmada (8.1) - (8.3) baslangig siur deger probleminin dogrusal olmayan
terimleri arasindaki iliskiyi ele almaktayiz. Blow up olmasi igin yeterli kosullar1 vererek

negatif baglangi¢ enerjisi ile ¢6ztimlerin sonlu zamanda blow up oldugunu géstermekteyiz.

8.2. Coziimler Igin Blow up

Bu amagla, enerji denklemini

E@)= %"u, ol + %”Au(t)”i +3 [ [T o dsax, 120 8.4)
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ile tanimlariz, burada

o(s)EC(R), SER, o()s<k ]; “o,(rydT < —kB|s|"" (8.5)

k>2 ve 8> 0, ayn1 zamanda 1 < m <3 sabitlerdir.

Teorem 8.2.1. u, (8.1) - (8.3) probleminin ¢dziimii olsun. Kabul edelim ki asagidaki

kosullar gecerli olsun:

u, € H2 (), u € L, (),

BO =+ 518l + 5 [, [ osrsin <o. 66

O zaman u ¢6ziimii

{ 2p-m+3 2 _m+3 E%
g f — , m<2p+3
T = Cola—D(p+2)y" ()
1
t, exp e m=2p+3
T Cola=1)y (1)

olacak gekilde sonlu zamanda blow up olur, burada 1, ve y sirasiyla (8.18) ve (8.19) ile
tanimlanacak, C, ve a > 1 sabitler olup sonradan tanimlanacaklardir.

Ispat. (8.1) denklemini u, ile garpar ve yeni denklemin ) iizerinde integralini alarak

E®+ fn R Ou@) dc=0, - (8.7)
EN<SEW0)<0, t>0
buluruz. F fonksiyonelini
2 2 ! 2
F@)=u)[} =5 [l yar (8.8)
ile tanimlayalim. O zaman

p+2

'(F) = 2
F'(t) = 2(u,u) + e 6] (8.9)
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0= 2 O ~JauOf =5 [ o, e [l " dx]+2 [l e

%

2@~k [ [ oi)dsate—2B@) +u @y +23 [ [*o, (s)dsdx]

= [2”u O —(k~-2) )2 [ )7 oi(s)dsds~ 2E(0)]

>2(2|u ()} +(k=2)8|Vu@|s; - 2E©), >0 (8.10)

m+1

olup burada (8.5) teki kabuller ve

~JAu@|f} = —2E@©)+|u, @]} + 22: [ [ o ()dsax
gercegi kullaniimigtir. (8.10) esitsizligini ele alip bunu integrallersek
F'@)22(k=2)8 [ |Vu(r)|", dr—4EQ)+ F/(0), t> 0 (8.11)
buluruz. Bunu hesapladiktan sonra (8.10) ile (8.11) esitsizliklerinin toplamindan
F'0+ F'0) 2 4l O, +2(k=2)8{[Vu|7 + [ |7 a7

—4E@0)(1+1)+ F'(0)=g(), t>0 (8.12)

elde ederiz.

= (<2) olur. Young esitsizligi ve

3 alirsak, agikca 2<r<m+1 ve s= m+3
m+1

Sobolev-Poincaré esitsizlifinden

|(u,u,)| <

<o) +{uoE) |

m+1
m+1

@)l <G IVu@ls +m@lk], >0 (8.13)
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m+3
2(m+1)

olup bu esitsizlikte ve bu bslimde C, (i=1,2,...) pozitif sabitler olup ¢, p= (<D

den bagimsizdir. Sobolev-Poincaré esitsizligi ve Hoélder esitsizliginden

m+1

[vu75 2 G (Juol}) * , 1>o0, (8.14)

m+1

m+1

[vu@lrs >, (uwl)*, >0, (8.15)

p+2

p—m+1 m+l

Sz e ([, >0 @19

elde edilir. (8.13) - (8.16) esitsizliklerini kullanarak,

m+1 m+1

2> C, [ Ol +3|vulin+ [ Ivu d’l‘] AEO)t + F'(0)

m+1 m+1 p—m+1 m+l
)p+2

@+ () ™ +(ROET) =+ ([l

\%
Hn

5/

—4E(0)t+ F'(0)

p—m+1

27 [+ ol + (o) +{ otz

1—m

—4EO)t+F'(0)—Cyt 2 , t>1 (8.17)
buluruz, bu esitsizlikte ve bu bélimde o = l >1 olup burada
7

..om+l 1 ...om+1l_ 1
m>1 igin ——>—, m>2p+1 igin >—
2w pt2 u

p—m+1

esitsizlikleri kullamlmugtir. # — oo iken —4E(0)t + F'(0)—Cyt *™* — oo oldugundan

p—m-+1

t>t iken —4E(Q)+F/(0)—Cygt *** >0 (8.18)

olacak gekilde bir £ > 1 sayis1 var olmaldr.
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yO=F'(O+F@) (8.19)
olsun. Su halde (8.11) esitsizligi ve (8.8) esitliginden ¢ >1, iken y(¢) >0 buluruz. q, >0
@(i=1,..,1) ve n>1 gergel sayilar olmak iizere

(a+...+a) <209 D(a! +..+a))
esitsizliginin kullanimi, (8.18) gergegi ve (8.17) esitsizliginin kullanimindan

p=m+1

g)y=>Cyt P2 y*(0), t24¢ (8.20)

elde ederiz. (8.12) ile (8.20) esitsizliklerinin birlegtirilmesinden

p—m+1
Y@= Ct #? Yy @), 121, (8.21)
esitsizligi ¢ikar. Boylece
5 e pt2
p—m _ 2p—m+3
, o2 2 m+3a_1 , m<2p+43
T = Cola=D(p+2)y" (1) (8:22)
1
t, exp — m=2p+3
T Gy (®)
olacak gekilde bir pozitif T sabiti vardir ki
t— T~ iken y(t) — o0 (8.23)

olur. (8.8), (8.9) ve (8.23) den

t—T" iken 2@ +Ju o[ +p—_2|_—i[||u(t)| e [l ar)
>F' )+ F({)— oo (8.24)

buluruz. Bu nedenle (8.24) esitsizligi

t—1 iken @[+ [ 5 dr — oo

p+2

oldugunu gosterir ki buradan ispat tamamlanmsg olur.
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TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tezin son dort bsliimiinde dogrusal olmayan hiperbolik tipten denklemlerin baz
siniflar1 igin dogrusal ve dogrusal olmayan damping terim bulunduran, sinir kosullarindaki
degerleri sifir olan, baglangi¢ sinir deger problemlerinin sonlu zamanda global ¢6ziimlerinin
yoklugu (blow up) problemleri ele almmugtir. Bu denklemler i¢in sinir kosullarmin dogrusal
olmamasi dahil homojen olmayan durumlariyla global ¢6ziimlerin yoklugu arastirilabilir.

Ele aldigimiz problemlerde ¢dziimlerin global yoklugunu agik esitsizlik metotlarini
kullanarak ispatladik. Ele alinan problemler ve bunlara benzer problemlerin ¢6ziimlerinin
global yokluklar1 konkavlik metodu ve gelistirilmis konkavlik metotlariyla da
gerceklestirilebilir.

Altinc1 ve yedinci boliimlerde ele alinan Boussinesq denklemlerinin ¢dziimleri 6z
fonksiyon metodu ile de yapilabilir. Ayrica bu denklemlerin ¢ok boyutlu durumu igin blow up
oldugu aragtirilabilir.

Besinci bﬁlﬁmde ele aldifimiz problemin dogrusal olmayan damping terimli durumu
caligilabilir.

Son dort bslimde ele aldiimiz problemlerin kaynak fonksiyonlu durumlar

caligilabilir.
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