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Sabit nokta teorisi giiniimiiz gelisen modern matematigin en 6nemli konularindan
birisidir. Son zamanlarda metrik uzay kavraminin gesitli genellestirilmeleri ile birlikte
sabit nokta teoremleri genellestirilmis metrik uzaylara tasinmaktadir. Bu genellestirilmis
metrik uzaylardan bazilar1 b-metrik, dikdortgensel metrik, kismi metrik ve b, (s) metrik

uzaydir.

Bu tezde var olan genellestirilmis metrik uzaylarin bir¢ogundan daha genel olan
kismi b,(s), kismi v-genellestirilmis ve b,(6) metrik uzaylar1 tanimlanmigtir. Ayrica
tezde yeni tanimlanan uzaylarda ve b,(s) metrik uzayinda Banach, Kannan, Reich ve

Ciric gibi sabit nokta teoremleri ifade ve ispat edilmistir.
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Fixed point theory is one of the most important subjects of todays developing
modern mathematics. Recently, after various generalizations of the concept of metric
space, fixed point theorems have been carried to generalized metric spaces. Some of these
generalized metric spaces are b-metric, rectangular metric, partial metric, and b, (s)

metric space.

In this thesis, partial b, (s), partial v-generalized and b,,(68) metric spaces which
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1. GIRIS

Sabit nokta teorisi, bircok alanda uygulamasi olan matematigin Onemli
teorilerinden biridir. Bu 6nem matematikte var olan birgok problemin sabit nokta
problemleri cinsinden ifade edilmesinden ve bu teorideki tekniklerin kullanilarak ¢6ziim
bulunmasindan kaynaklanmaktadir. En 6nemli sabit nokta teoremi Banach Sabit Nokta
Teoremi, Banach Daralma Prensibi ya da Biiziilme Teoremi olarak bilinen teoremdir. Bu
teorem 1922 yilinda ispatlanmistir ve metrik uzaylar teorisinde énemli bir yeri vardir.
Caccioppoli ise Banach ’tan bagimsiz olarak ayni teoremi 1931 yilinda ifade ve ispat
etmistir. Birgok uygulamasi olan bu teoremin uygulamalarindan biri de adi diferansiyel
denklemlerin ¢éziimiiniin varlik ve tekligi ile ilgili olan Picard-Lindel6f teoreminin
ispatidir. Ayrica bu teorem, ardisik yaklasimlarin hangi Newton metodu altinda
calisacagini garanti etmek maksadiyla, genel integral denklemlerin ¢6ziimiiniin varlik ve
tekligini gostermede, varyasyonel esitsizlik ve optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinii

arastirmada da kullanilabilir.

Banach sabit nokta teoreminin ardindan birgok alanda uygulamaya sahip olan
farkli teoremler ifade ve ispat edilmistir. Ornegin Borel (1977) sabit nokta teoremi cebir
geometri alaninda, Browder (1967) sabit nokta teoremi oyun teorisi alaninda, Kakutani
(1941) sabit nokta teoremi ekonomideki Nash denge problemleri alaninda ve Atiyah-Bott
(1988) sabit nokta teoremi manifoldlarin geometri ve topolojisi alaninda uygulamasi olan
teoremlerden bazilaridir. Yine Schauder (1930), Brouwer (1912), Kannan (1968), Ciric
(1974) ve Reich (1971) sabit nokta teoremleri biiyiik tine ve Oneme sahip olan

teoremlerdendir.

Matematikte var olan kavramlarin, uzaylarin, tanimlarin ve teoremlerin
genellestirilmesi onemli etkiye sahip bir ¢alisma alanidir. Buradan yola ¢ikarak metrik
uzay kavrami bir¢ok farkli yonden genellestirilmeye calisilmistir. Bu amagla yakin
gecmiste Dhage (1992) D-metrik uzay1, Czerwik (1993) b-metrik uzayi, Matthews (1994)
kismi metrik uzayi, Branciari (2000) dikdortgensel metrik uzayr ve v-genellestirilmis
metrik uzayi, Mustafa and Sims (2006) G-metrik uzayi, Shukla (2014) kismi b-metrik
uzayi, George et al. (2015) dikdortgensel b-metrik uzayi, Mitrovic and Radenovic (2017)

b,(s) metrik uzayr tanimlamislardir. Bu yeni uzaylarla birlikte bilinen sabit nokta



teoremleri bu uzaylara taginmaya ¢alisilmistir. Bu alandaki ¢alismalarin bazilari sdyledir.
1993 yilinda Berinde (1993) yar1 metrik (quasimetric) uzaylarda genellestirilmis daraltan
doniistimlerin sabit noktalarini incelemistir. 2001 yilinda Rhoades (2001) zayif daraltan
doniistimler i¢in teoremler gelistirmistir. 2009 yilinda Harjani and Sadarangani (2009)
kismi sirali kiimelerde zayif daraltan doniistimler i¢in sabit nokta teoremlerini ifade ve
ispat etmiglerdir. 2012 yilinda Cegielski (2012) Hilbert uzaylarda sabit nokta teoremleri
igin iterasyon metodlarini ele almistir. 2014 yilinda Aghajani ve Abbas (2014) kismi sirali
b-metrik uzaylarda alisilmis sabit nokta teoremlerini ifade ve ispat etmislerdir. 2016

yilinda Dung (2016) b-metrik uzaylarda Caristi teoremini ispatlamistir.

Bu tez bes bolimden olusmaktadir. ilk béliimiimiiz olan Giris boliimiiniin
devaminda ikinci béliimde Kaynak Ozetleri, {i¢iincii boliimde kullanilan temel tanimlari
ve Ozellikleri barindiran Materyal ve Yontem bolimi yer almaktadir. Dordiincti bolim
olan Arastirma Bulgulari ve Tartisma boliimiinde kismi b, (s) metrik uzay, kismi v-
genellestirilmis metrik uzay ve b, (6) metrik uzaylar1 tanimlanmis, ardindan Banach,
Kannan, Reich ve Ciric sabit nokta teoremleri yeni tanimlanan bu uzaylara aktarilarak
dontisiimlerin sabit noktalarinin varlik ve tekligi ispatlanmistir. Son boliim olan Sonug ve

Oneriler kisminda ise ¢alismalarimizdan elde edilen sonuglar verilmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

2. KAYNAK OZETLERI

1974 yilinda Ciric yapmis oldugu calismada yari daraltan (quasi-contraction)
dontistimleri tanimlamis ve bu doniisiimlerin sabit noktalarinin varlig ve tekligi icin bazi
gerek ve yeter sartlar ifade etmistir. Ayrica ¢ok degerli yar1 daraltan doniistimler i¢in de

benzer teoremler vermistir (Ciric 1974).

1993 yilinda Czerwik metrik uzaylarin ¢ok onemli bir genellestirmesi olan b-
metrik uzaylar1 tanitmlamig ve bu uzayda basta Banach sabit nokta teoremi olmak iizere

bazi sabit nokta teoremleri ispatlamistir (Czerwik 1993).

2009 yilinda Azam ve arkadaslari konik dikdortgensel metrik uzaylari tanitmig ve
Banach sabit nokta teoremini tam normal konik dikdortgensel metrik uzaylarda

kanitlamistir (Azam et al. 2009).

2013 yilinda Shukla kismi b-metrik uzaylar kavramini kismi metrik ve b-metrik
uzaylarin genellestirilmesi olarak tanitmustir. ifade edilen uzaylarda Banach sabit nokta
teoreminin yani sira Kannan sabit nokta teoremini de ifade ve ispat etmistir. Ayrica

sonuglari destekleyen 6rnekler de vermistir (Shukla 2013).

2014 yilinda Aghajani ve Abbas kismi sirali tam metrik uzaylarda zayif
daraltanlik sartin1 saglayan dort doniisiim i¢in bazi alisilmis sabit nokta teoremleri

ispatlamistir. Elde ettikleri sonuglar, mevcut literatiirdeki bazi sonuglar1 genellestirmistir

(Aghajani and Abbas 2014).

2014 yilinda Shukla kismi dikdortgensel metrik uzay kavramini dikdoértgensel
metrik ve kismi metrik uzaylarin genellestirilmesi olarak tanitmistir. Bu ¢aligmada kismi
dikdortgensel metrik uzaylarin bazi 6zellikleri ve kismi dikdortgensel metrik uzaylarda
yar1 daraltan doniigiimler i¢in bazi sabit nokta sonuclar1 kanitlanmistir. Ayrica sonuglari

destekleyen 6rnekler verilmistir (Shukla 2014).

2015 yilinda George ve arkadaslari eserlerinde dikdortgensel b-metrik uzay

kavrami, metrik uzayin, dikdortgensel metrik uzayin ve b-metrik uzayin genellestirilmesi



2. KAYNAK OZETLERI

olarak tanitmiglardir. Bu uzayda Banach daralma prensibinin bir benzerini ve Kannan
sabit nokta teoremini ispatlamiglardir. Elde ettikleri sonuglar, sabit nokta teorisinde

bilinen bir¢ok sonucu genellestirmektedir (George et al. 2015).

2017 yilinda Kamran ve arkadaslari, Czerwik’in tanimladigi b-metrik uzay
kavramimi temel alarak genisletilmis b-metrik uzay kavramini vermislerdir.
Gelistirdikleri bu uzayda bazi doniisim smiflar1 i¢in sabit nokta teoremleri

ispatlamislardir (Kamran et al. 2017).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu baglik altinda ¢alismalarimizda sik¢a kullandigimiz bazi tanimlart verecegiz.

3.1. Temel Kavramlar

Tamm 3.1.1: X bos kiimeden farkli bir kiime olsun. d: X X X — R fonksiyonu

i) dx,y) =0 x=y

i) d(x,y) = d(y, x)

iii) d(x,y) < d(x,2)+d(z,y)

sartlarini saglarsa d ye X de bir metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay denir (Bayraktar
1994).

Tamm 3.1.2: Bir X lineer uzayinda ||-||: X » R* U {0}, x ~ ||x|| seklinde tanimlanan

fonksiyonu her x,y € X ve her « € R igin
i) llxll =0 = x =0,

i) llax]l = [alllx]| ve

iinllx + yll < llxll + Iyl

sartlarin1 saglarsa ||-]| fonksiyonuna X de bir norm, (X, II.11) ikilisine de normlu uzay

denir. x € X elemaninin normu ||x|| (veya ||x||x) ile gosterilir (Bayraktar 1994).

Tamm 3.1.3: (X, d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Her € > 0 ve her
m,n > ng igin

d(x,, xm) < €
olacak sekilde ny = ngy(&) dogal sayisi varsa (x,,) dizisine X de bir Cauchy dizisi denir.

X deki her (x,) Cauchy dizisi bu uzayda yakinsak ise (X, d) metrik uzayina tam metrik
uzay denir (Bayraktar 1994).

Tanmim 3.1.4: X ve Y aym F cismi (F = Rveya F = C) flizerinde iki lineer uzay ve

T:Dr € X = Y bir operator olmak iizere her x,y € Dy ve her a, f € F igin
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T(ax + By) = aT(x) + BT (y)

sartin1 saglayan T operatOriine lineer operator denir (Bayraktar 1994).

Tanmmm 3.1.5: (X, ||.]lx) ve (Y,]|l.|ly) birer normlu uzay, D, € X ve T:D; — Y bir

operatdr olsun. Eger her x € Dy igin
ITxlly < c lixllx

sartin1 saglayan bir ¢ > 0 sabit sayis1 varsa T operatdriine Dy iizerinde siirhidir denir.

Eger Dy = X ise T operatoriine sinirlidir denir (Bayraktar 1994).

Tammm 3.1.6: (X, d) ve (Y, p) metrik uzaylar, f: X — Y bir doniisim ve x, € X olsun.
Eger her € > 0 ve her x € X i¢in d(x,x,) < & iken p(f(x),f(xo)) < & olacak sekilde

bir & > 0 sayis1 varsa f donilisiimiine x, noktasinda siireklidir denir (Musayev ve Alp

2000).

Tammm 3.1.7: X bir metrik uzay T:X — X bir dontisim olsun. A € X i¢in §(A) =
sup{d(a,b):a,b € A} ve her bir x € X i¢in

0(x,n) ={x,Tx,.., T"x}, n=1,2,...

O(x,©) ={x,Tx, ...}
olsun. 0(x, ) da bulunun her Cauchy dizisi X teki bir x € X noktasina yakinsarsa X

uzayina T-yoriingesel tamdir denir (Ciric 1974).

3.2. Sabit Nokta Kavrami ve Bazi Doniisiim Siniflari

Bu baglik altinda sabit nokta kavrami ve bazi 6zel doniisiim siniflarin1 verecegiz.

Tanmm 3.2.1: X bos kiimeden farkli bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniisiim olsun.
Eger Tx = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T nin sabit noktas1 denir. T
nin tiim sabit noktalarinin kiimesi F(T) ile gosterilir. Yani F(T) = {x € X: Tx = x} dir
(Agarwal et al. 2007).
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O halde Tx = x denkleminin ¢dziimleri T nin sabit noktalaridir. Ayrica geometrik
olarak T:R - R, y = Tx fonksiyonunun grafigi ile y = x dogrusunun kesisme
noktalarinin apsisleri T nin sabit noktalaridir. Asagidaki grafige gore T nin bes sabit

noktasi vardir.

A\

I t t t i t t t } t t } t t t f } t t {
220 -18/-16 N4 -12 -10 -08 -06 -04 -0 02 04 06 08 /1.0 12 14 16 18 20
X

y;T@)

-1.0 T

-2.0—

Sekil 3.1: Tx = tanh x® + cos 4x déniisiimiiniin sabit noktalarinin geometrik yeri
Asagida bazi1 dontigiimlerin sabit noktalartyla alakali 6rnekler verilmistir.

Ornek 3.2.2:

i) X =R olmak iizere T: X - X, Tx = x* + 2x3 — 13x? — 13x + 24 fonksiyonunun
sabit noktalarinin kiimesi F(T) = {1, —2,3, —4} dir.

i) X =R"veY = R™ (n # m) olmak tizere herhangi bir T: X — Y doniislimiiniin sabit
noktas1 yoktur.

iii) X = R olmak tizere T: X\{0} - X, Tx = —i fonksiyonunun sabit noktas1 yoktur.
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, | ‘ |
2 ——3—4 5

B8

Sekil 3.2: Tx = — % doniisiimiiniin sabit noktalarinin geometrik yeri

X bos kiimeden farkli bir kiime olsun. T: X — X bir doniisiim olsun. Herhangi bir
X € X icin x in T altinda ki n. iterasyonunu T™x seklide gosterilir ve T™x = T(T" 1x)

seklinde tanimlanir.

T: X — X bir doniisiim olmak tlizere asagidaki ifadeler yazilabilir.

i) Keyfibir n € N dogal sayisi i¢in F(T) < F(T™) dir.

if) Keyfi bir n € N dogal sayist i¢in F(T™) = {x} ise, F(T) = {x} dir. Fakat bunun tersi
her zaman dogru degildir. Ornegin, T:{m,n, k} - {m,n,k} doniisimi Tm = n,
Tn =m, Tk = k olarak tammlanirsa, F(T?) = {m,n, k} oldugu halde F(T) = {k}
dir.

X bos kiimeden farkli bir kiime olmak tizere T,S: X — X herhangi iki doniisiim
olsun. Eger Tx = Sx = x olacak sekilde bir x € X noktas1 varsa, bu x noktasina T ve S
doniistimlerinin ortak sabit noktasi denir. Bu ortak sabit noktalarin kiimesi F = F(T) N
F(S) ile gosterilir. Asagida birden fazla doniisimiin ortak sabit noktalariyla alakali

ornekler verilmistir.

Ornek 3.2.3: X = Rolmakiizere T,G: X - X, Tx =x*> +4x —4veGx = x* —4x + 4
dontigiimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T) n F(G) = {1} dir.
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Sekil 3.3: Tx = x? + 4x — 4 ve Gx = x* — 4x + 4 déniisiimlerinin sabit noktalarinin geometrik yeri

Ornek 3.2.4: X =R olmak iizere T,G:X » X, Tx = x —sinx ve Gx = x — tanx

doniistimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T) N F(G) = {km: k € Z} dir.
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Sekil 3.4: Tx = x — sinx ve Gx = x — tanx doniisiimlerinin sabit noktalarinin geometrik yeri
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Tamm 3.2.5: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun.
i) Herx,y € X igin

d(Tx,Ty) < Ld(x,y) (3.1)

olacak sekilde bir sabit L > 0 sayist varsa T ye Lipschitzian doniisiim denir. (3.1)
esitsizligine ise Lipschitz sartt denir. Bu sarti saglayan en kiiciik L sayisina ise
Lipschitz sabiti denir.
i) Eger (3.1) esitsizligi 0 < L <1 olmasi durumunda saglaniyorsa T Yye daraltan
dontigiim bagka bir deyisle daraltan doniisiimii (contraction) denir.
Iii) Her x,y € X ve x # y igin
d(Tx,Ty) <d(x,y)
ifadesi saglaniyor ise T ye kesin daraltan doniisiim (contractive) denir.
Iv) Her x,y € X igin
d(Tx,Ty) <d(x,y)
ifadesi saglaniyor ise T ye genislemeyen doniisiim (nonexpansive) denir (Agarwal et
al. 2009).

Lipschitz sartin1 saglayan her doniisiim diizgiin siirekli olmakla beraber
yukaridaki doniisiim siniflar1 da diizgiin siireklidir. Dolayisiyla eger T doniisiimii stirekli

degilse, daraltan ve genislemeyen doniisiim de olamaz.

Herhangi bir Banach uzayinda tanimlanan genislemeyen doniisiimlerin sabit
noktalarinin mevcut olmasi gerekmemektedir. Bunun i¢in ya uzay iizerine ya da doniisiim

tizerine bazi ek kosullar konulmalidir.

Tamim 3.2.6: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X ve
@:[0,00) - [0, 0) donlisiimii igin

d(Tx,Ty) < d(x,y) = 9(d(x,y)) (3-2)

sart1 saglanirsa T ye zayif daraltan (weakly contractive) doniisiim denir (Rhoades 2001).

Acikega goriilecegi gibi ¢ € (0,1] igin ¢(t) = ct alimirsa zayif daraltan doniisiim

daraltan doniisiime indirgenir.

10
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Tamm 3.2.7: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < qd(x,y) + rd(x,Tx) + sd(y, Ty) + t[d(x, Ty) + d(y, Tx)]

olacak sekilde sup{q + r + s + 2t: x,y € X} < 1 sartin1 saglayan x ve y ye bagli negatif
olmayan q,r,s,t sayilar1 varsa T ye genellestirilmis daraltan (generalized contraction)
doniisiim denir (Ciric 1974).

Burada r =s =t =0 almrsa genellestirilmis daraltan doniisiim daraltan

doniigiime indirgenmis olur.

Tamim 3.2.8: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. 0 < g < 1 olmak

tizere her x, y € X icin
d(Tx,Ty) < gmax{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)}

saglanirsa T ye yar1 daraltan (quasi-contraction) doniisiim denir (Ciric 1974).

Rhoades (1977) yaptigi karsilastirmalar sonucunda genellestirilmis daraltan
dontigiimiin yar1 daraltan doniisiim oldugunu ancak tersinin dogru olmadigini ifade

etmistir.

Ornek 3.2.9:

X, = {E:m =0,1,39,..;n=14,..3k +1, }

n

X, = {%:m =1,3,9,27,.;n=25,..,3k + 2, }

ve X = X; U X, alisilmis metrik uzay olsun. T: X — X doniistimii

3x .
—,X € X, ise

_1)s
Tx =4,

X € X, ise

seklinde tanimlansin. Bu durumda X, q = 3/5 ile yar1 daraltan (quasi-contraction)
dontigiimdiir. Eger x ve y, X; veya X, kiimesindeyse bu durumda d(Tx, Ty) < gd(x, y)

dir. Simdi x, X; veya X, kiimesinde olsun. Bu durumda

5 . 3 5 3 1 3
x> —yise d(Tx,Ty) = E(x —Zy) < E(x —gy) =cd(x,Ty),

11
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5 . 3(5 3 3
x>y ise d(Tx,Ty) =E(Zy—x) Sg(y—x) =-d(x,y)

olur. Ustelik T, X tizerinde

d(Tx,Ty) < %max{d(x, y),d(x,Ty),d(y,Tx)}

sartin1 ve yar1 daraltan doniisiim sartin1 saglar. T nin X uzayinda genellestirilmis daraltan

olmadigimi gostermek i¢in x = 1 ve y = 1/2 alalim. Bu durumda

qd(x,y) +rd(x,Tx) + sd(y,Ty) + t[d(x,Ty) + d(y, Tx)]

<(q@+r+s+2t) 83 < 83 <43
qrrTs 160 ~ 160 80

=d(Tx,Ty)
olup (g +r + s+ 2t) < 1 dir. Agik¢a goriildigii izere genellestirilmis daraltan sartin
saglamamaktadir (Ciric 1974).

Tamim 3.2.10: X bir vektor uzay1 ve K € X olmak iizere her bir x,y € K ve her A € (0,1)
icin (1 —A)x + Ay € K ise K ya konveks kiime denir (Bayraktar 1994).

3.3. Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Dontistimlerin bazilarinin sabit noktast olmadigi halde bazilarinin bir veya birden
fazla sabit noktasi olabilmektedir. Bu boliimde hangi donilisim smiflarinin sabit
noktalarinin var oldugunu ve bununla beraber sabit noktalarin hangi kosullar altinda tek
oldugunu ifade eden teorem ve 6rnekleri verecegiz. Asagidaki teorem analizde ki en basit

sabit nokta teoremi olarak bilinmektedir.

Teorem 3.3.1: [a, b], R de kapali bir aralik olmak tizere f: [a, b] = [a, b] ye stirekli bir

doniisiim olsun. Bu durumda f(¢) = c olacak sekilde en az bir ¢ € [a, b] sayist mevcuttur

(Agarwal et al. 2007).

Ispat: Her x € [a,b] icin Tx =x — f(x) seklinde bir T:[a,b] > R doniisiimii

tanimlayalim. Bu durumda T siirekli bir doniistimdiir. Eger f(a) = a ise T(a) < 0 ve

12
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f(b) < bise T(b) = 0 olur. Ara deger teoremi geregince T(c) = 0 olacagindan f(c) =

¢ olacak sekilde bir ¢ € [a, b] vardir.

Teorem 3.3.2: X bir kompakt Banach uzay1 olmak iizere T: X — X e kesin daraltan bir

doniistim olsun. Bu durumda T nin bir tek p sabit noktasi vardir. Ayrica her x € X i¢in
lim T"x =p

n—-oo

dir (Khamsi and Kirk 2001).

Teorem 3.3.3 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi): B,(x,), R™ de kapali bir kiire
(dolayisiyla R™ nin bir kompakt konveks alt kiimesi) olmak iizere bu durumda

f:B,(xy) = By(x) siirekli doniisiimiiniin en az bir sabit noktas1 vardir (Brouwer 1912).

Teorem 3.3.4 (Schauder Sabit Nokta Teoremi): X bir Banach uzayi, C € X bos
kiimeden farkli kompakt konveks bir alt kiime ve f: C — C siirekli bir donilisiim olmak

izere bu durumda f doéniislimiiniin en az bir sabit noktas1 mevcuttur (Schauder 1930).

Teorem 3.3.5 (Banach Sabit Nokta Teoremi): X bir tam metrik uzay ve T: X —» X
daraltan bir doniisiim olsun. Bu durumda T doniisiimiiniin X uzayinda bir tek sabit

noktasi vardir (Banach 1922).

Ispat: (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X daraltan bir doniisiim olsun. Yani her x,y €
X ve q € (0,1) olmak iizere d(T(x),T(y)) < qd(x,y) dir. Oncelikle sabit noktanin
varligi gosterilecektir. T (x) # x olmak {izere x € X olsun. Her bir k € N i¢in d metrigine

art arda ticgen esitsizligi uygulanirsa
d(T*(x),x) < d(Tk(x),Tk-l(x)) +d(T* 1 (x),x)

< d(Tk(x),Tk-l(x)) + d(Tk-l(x),Tk-Z(x) +d(T*2(x),x))

k
< ) (T, T () (3.3)

olur. T daraltan doniisiim oldugundan her i € {1,2, ..., k} i¢in

13
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d(TH(x), T (@) < qd (T2 (), TH2(x)) < -+ < g 1d(T(x), x) (3.4)

olur. (3.3) ve (3.4) esitsizliklerinden ve 0 < 1 — g* < 1 oldugundan

_ kK
11 a d(T(x),x) S—d(T(x),x)

k
AT+ (0, 0) < ) q T 00,0 < —— , T—4

i=1
elde edilir. Yani herhangi bir k > m i¢in

q"d(T(x), x)

d(TC0, T ) < qATF (), %) < -

olur. € > 0 verilsin. Buradan k > m > M olacak sekilde bir M € N seg¢ilebilir. Bu

q™d(T(x),x)

durumda < golur. Yani k > m > M olacak sekilde bir M € N vardir. Oyle ki

d(T (), T™(x)) < & dur. Béylece (T"(x))i, bir Cauchy dizisidir. (X, d) tam metrik
uzay oldugundan (T™(x))s-, dizisi x* € X noktasina yakinsar. Ustelik
T(x*) = T(lim T"(x)) = lim T"*1(x) = x*
n—oo n—oo

olur. Bu durumda x*, X in bir sabit noktasidir. Simdi X in x* ve x** gibi iki sabit noktasi

oldugunu kabul edelim. O zaman
d(x®,x™) =d(Tx), T(x™)) < qd(x",x™)

elde edilir. g € (0,1) oldugundan d(x*, x**) = 0 olur. Boylece x* = x™* bulunmus olur.

Bundan dolay1 T nin tek bir sabit noktas1 vardir.

Ornek 3.3.6: X = [a, b] ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger T, [a, b] kapal1 araliginda

stirekli, (a, b) agik araliginda tlirevlenebilir bir doniisiim ve her x € (a, b) igin
IT'x| <k<1

sart1 saglaniyorsa T nin X de bir tek sabit noktasi vardir. Gergekten Ortalama Deger

Teoreminden her x,y € [a, b] igin ¢ € (a, b) olmak iizere
ITx =Tyl =T'()|(x = y)| < klx -y

olur. Boylece Banach sabit nokta teoremi geregi T nin bir tek sabit noktas1 vardir.

14
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Teorem 3.3.7 (Kannan Sabit Nokta Teoremi): (X, d) bir metrik uzay olsun. T: X — X

doniistimii

) d(T(x),T(y) <af{d(x,Tx)+d(y.TO»)} 0<a< %Ve X,y €X,

i) T donilisiimii z € X noktasinda stireklidir.

iii) {T™(x)} iterasyon dizisinin z noktasina yakinsayan bir {T™i(x)} alt dizisi olacak
sekilde bir x € X noktas1 vardir.

sartlarin1 saglasin. Bu durumda z, T nin tek sabit noktasidir (Kannan 1969).

Ispat: T doniisiimii z noktasinda siirekli oldugundan {T™**(x)} dizisi T(z) noktasina

yakinsar. T'(z) = z olmadigini kabul edelim. z merkezli S; = S;(z,n) ve T(z) merkezli
S, = 5,(T(2),n) iki agik yuvar alalim. r > 0 yar1 ¢ap olmak lizere r < %d(z,T(z))
olsun. {T™i(x)} in z ye, {T™*1(x)} in T(2) ye yakinsakligindan i > N; sartin1 saglayan
pozitif bir N; tam sayis1 vardir. Buradan T"(x) € S; ve T™*1(x) € S, dir. Bundan

dolay1
d(T™(x), T™*1(x)) > 7, (i > Ny)
olur. Diger taraftan
AT (), T2 (1) < ——d (T, T ()
dir. Il > j > N; igin

d(T™@), T () < L g(rm-1(x), T ()
l1—a

< (1L)2 d(T™2(x), T 1 (x))

-

< ( a )(nz—nj) d(T”f (x),T”i+1(x))

11—«
elde edilir. Fakat son ifade, I — oo i¢in 0 a yaklasir ve geliskili bir sonug elde edilmis olur.

Bundan dolay1 T(z) = z dir ve z, T nin bir sabit noktasidir. Eger m € X ise T(m) = m

dir. Bu durumda
d(m,z) = d(T(m),T(z)) < a{d(z,T(z)) + d(m,T(m))} =0

dir. Buradan z = m olup ispat tamamlanir.

15
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Tamim 3.3.8: X ve Y bos kiimeden farkli iki kiime olsun. 2Y, Y nin kuvvet kiimesi olmak

tizere T: X — 2Y seklinde tanimlanan T doniisiimiine cok degerli doniisiim denir.

Teorem 3.3.9 (Ciric Sabit Nokta Teoremi): (X,d) bir metrik uzay, Ave B, X in
herhangi  iki alt kiimesi, D(A,B) =inf{d(a,b):a € A,b € B}, p(a,b) =
sup{d(a,b):a € A,b € B} ve BN(X) ={A: 0 +# A c X ve §(A) = sup{d(a,b):a,b €
A} < 400} olsun. Ayrica T:X — BN(X) donisiimiiniin ¢ok degerli bir doniisiim
oldugunu ve X in T-yoriingesel tam oldugunu kabul edelim. Eger r < 1 ve her x,y € X
i¢in

p(Tx,Ty) < rmax{d(x,y), p(x,Tx),p(y,Ty), D(x,Ty), D(y, Tx)}

esitsizligi saglanirsa bu durumda asagidakiler gegerlidir.

i) T nin bir tek s € X sabit noktas1 vardir ve Ts = {s} dir.

if) Her bir x, € X i¢in T nin x, da lim x,, = s olacak sekilde bir {x,,} yoriingesi vardir.
n—->oo

1-a\"
iii) a < 1 herhangi bir sabit pozitif say1 olmak {izere d(x,,, s) < ( ((1q_q1_)a)> d(xg,x,) dir

(Ciric 1974).

Ispat: a € (0,1) herhangi bir say1 olsun. K: X — X tek degerli doniisiimiinii su sekilde
tanimlayalim. d(x, Kx) > r%p(x, Tx) ifadesini saglayan her x € X i¢in Kx, Tx in bir

noktasi olsun. K déniisiimii r; = r1~% ile yar1 daraltandir. Gergekten her x, y € X i¢in

d(Kx,Ky) <p(Tx,Ty)
< r.r%max{rtd(x,y), r%(x, Tx), r*p(y, Ty),v*D(x,Ty), r*D(y, Tx)}
< r1"%max{d(x,y),d(x,Kx),d(y,Ky),d(x,Ky),d(y, Kx)}

olup buradan K nin yar1 daraltanligi anlagilir. Ag¢ik¢a s = Ks, s € T's anlamina gelir. T
teorem ifadesinde verilen esitsizligi yerine getirdiginden s € T's , p(Ts, Ts) < rp(s,Ts)
ifadesini saglar. Bu yalmzca Ts = {s} olursa olabilir. Ustelik s € X in K nin sabit noktas1
olmasi i¢in s, T nin sabit noktas1 olmalidir. Ciinkii her x € X i¢in {K™x} dizisi x te T

yoriingeseldir.
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Teorem 3.3.10 (Reich Sabit Nokta Teoremi): (X, d) tam metrik uzay ve a, b, ¢ negatif
olmayan ve a + b + ¢ < 1 sartin1 saglayan reel sayilar olmak tizere T: X — X doniisiimii
x,y € X i¢in,

d(Tx,Ty) < ad(x,Tx) + bd(y,Ty) + cd(x,y)

esitsizligini saglasin. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir (Reich 1971).

Bu tanimda eger a = b = 0 alinirsa Banach sabit nokta teoremi, a = b, ¢ =0

alinirsa da Kannan sabit nokta teoremi elde edilir.

Ispat: x € X herhangi bir nokta olmak iizere {T™x} dizisini alalm. x = T"x ve y =

T™ 1x olsun. n > 1 icin
d(T™x, T"x) < ad(T"x, T""1x) + bd(T" 1x, T™x) + cd(T"x, T™" 1x)
elde edilir. Bundan dolay1
d(T™"1x, T"x) < pd(T™x, T" 1x)
olup p < 1 olmak iizere burada p = i’_% dir. Ardindan d(T™*1x, T"x) < p™d(x,Tx) ve
herhangi m > n i¢in d(T™x, T™x) < M‘i(f’jx) dir. Boylece {T™x} bir Cauchy dizisidir.

Ayrica T"x — z dir. Simdi T(z) = z oldugunu gosterecegiz. T"*1x — Tz oldugunu
ispatlamak yeterlidir. Ger¢ekten de teorem ifadesinde verilen esitsizlikte x = T"x vey =
z alinirsa
d(T™"x,Tz) < ad(T™x,T"x) + bd(Tz,z) + cd(T"x, z)
< ad(T™x,T"x) + bd(T"*'x,Tz) + bd(T™*'x,2) + cd(T"x, 2)

< ap™d(Tx,x) + bd(T"*1x,Tz) + bd(T"*"'x,2) + cd(T"x, z)
dir. Bundan dolay1

(ap™d(Tx, x) + bd(T"x, z) + cd(T"x, 2)) 0
ﬁ

Tn+1 T <
d( x,Tz) < -

dir. Son olarak sadece bir sabit nokta oldugunu ispatlayalim. x ve y gibi iki sabit nokta

oldugunu varsayalim. Bu durumda

d(x,y) =d(Tx,Ty) < ad(x,x) + bd(y,y) + cd(x,y) = cd(x,y)
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dir. d(x,y) sifir olmadigindan 1 < ¢ olup bu bir ¢eliskidir. Bu teoremin Banach ve

Kannan teoremlerinden daha giiglii oldugunu gérmek i¢in asagidaki 6rnegi gz Oniinde
bulunduralm: X = [0,1], 0 < x < 1 ve T(1) =% icin Tx =§ olsun. Bu durumda T

Banach sartin1 saglamiyor. Ciinkii 1 noktasinda siirekli degildir. Ayrica Kannan sart1 da
saglanmiyor. Cinkii d (T(O),T(é)) = %(d(O, T(0))+d G, T(%))) tir. Eger a =

,b = %, c= é (bunlar miimkiin olan en kii¢iik degerler degil) alinirsa teorem ifadesinde

[N

verilen esitsizlik saglanir.
3.4. Genellestirilmis Metrik Uzaylar

Bu baslik altinda son yillarda tanimlanmis olan bazi genellestirilmis metrik uzay

kavramlar1 verilecektir. 1993 yilinda Czerwik asagidaki b-metrik uzayi tanimlamistir.

Tamim 3.4.1: E bos kiimeden farkl1 bir kiime ve p: E X E = [0, o) bir doniisiim olsun.

Eger her u,v,w € E i¢in

i) pluuw)=0=u=w
i) p(u,w) = p(w,u)
i) p(u,w) < s[p(w,v) + p(v,w)]

sartlarin1 saglayan s > 1 reel sayisi varsa p ya bir b-metrik ve (E, p) ikilisine de b-metrik

uzay adi verilir (Czerwik 1993).

Acikea goriilecegi lizere b-metrik uzayda s = 1 alinirsa alisilmis metrik uzay elde
edilir. Ancak genel olarak b-metrik uzayin, aligilmis metrik uzay olmasi

gerekmemektedir.

Ornek 3.4.2: 0 < p < 1 olmak iizere L, uzay

L, = {(xn) c ]R:lenlp < oo}

ve d: 1, x L, > R fonksiyonu
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=

d(x,y) = (len - yn|p)
n=1

seklinde verilsin. Burada x = (x,,), ¥ = (¥,) € I, olup bu durumda (L, d) bir b-metrik

uzaydir. Ciinkii basit bir hesaplama ile
1
d(x,z) < 2r[d(x,y) + d(y,2)]

ifadesi elde edilir. Burada s = 27 > 1 dir (Berinde 1993).

Ornek 3.4.3: t € [0,1] olmak iizere

1
J [x(t)|P dt < oo.
0

sartin1 saglayan tiim reel x(t) fonksiyonlarmin kiimesi L, (0 <p < 1) olsun. Bu

durumda her x,y € L, icin

1

1 p
4@y = ( j (D) — YOI dt)
0

seklinde verilsin. Bu durumda (Lp, d) bir b-metriktir. s sabiti bir 6nce ki 6rnekte oldugu

1
gibi 27 dir (Berinde 1993).

Ornek 3.4.4: (X,d) bir metrik uzay ve p > 1 bir reel say1 olmak iizere p(u,w) =
(d(u,w))P olsun. Simdi s = 2P~ sabiti ile p nun bir b-metrik oldugunu gosterelim.
Acik¢a b-metrik uzay tanimmmn i. ve ii. sartlar1 saglanmaktadir. f(u) = u? (u > 0)

fonksiyonunun konveksliginden

(a+b

P
< — (P p
2) <@ +b7)

ve dolayisiyla (a + b)P < 2P~1(aP + bP) olur. Bdylece her bir u, v,w € X igin
pluw) = (dww))’ < (d(w,v) +d(v,w))"
<27 (d(wv))" + (d(v,w))"

= 27" (p(u,v) + p(v,w))
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elde edilir. Dolayisiyla b-metrik uzay taniminimn iii. sarti da saglanmis olup p bir b-
metriktir. Fakat bu uzay alisilmis metrik uzay degildir. Ornegin X = R ve d(u,w) =
|lu — w| olmak iizere p(u,w) = |u —w|?, s = 2 sabiti ile R iizerinde bir b-metriktir

fakat R iizerinde bir metrik degildir (Aghajani and Abbas 2014).

Tamim 3.4.5: (X, d) bir b-metrik uzay olsun. n € N olmak tizere (x,,), X de bir dizi olsun.

Bu durumda;

i) Herhangi bir € > o ve her n,m = n(¢) i¢in d(x,, x,,) < € olacak sekilde bir n(e) €
N sayis1 varsa (x,,) dizisine b-Cauchy dizisi denir.

i) x € X olmak {lizere herhangi bir € > o ve her n > n(¢) i¢in d(x,, x) < € olacak
sekilde bir n(e) € N sayisi varsa (x,,) dizisine x noktasina b-yakinsaktir denir. Bu
ifade 711_1)130 x, = x seklinde gosterilir.

iii) X de ki her (x,) b-Cauchy dizisi x de b-yakinsak ise yani x,, = x € X ise (X, d) b-

metrik uzayma tam b-metrik uzay denir (Boriceanu 2009).

Asagida 2000 yilinda Branciari tarafindan tanimlanan dikdortgensel metrik uzay

kavrami verilmistir.

Tammm 3.4.6: E bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere p:E X E — [0,00) bir

doniisiim olsun. Eger her u, v,w € E ve tim farkli ¢,d € E\{u, w} icin

) pluw)=0=u=w
i) p(u,w) = p(w,u)
i) p(u,w) < p(u,c) + p(c,d) + p(d,w)

sartlar1 saglanirsa p ya bir dikdortgensel metrik (rectangular metric) ve (E, p) ikilisine de
dikdortgensel metrik uzay adi verilir (Branciari 2000).

Burada ¢ = d oldugunda alisilmis metrik uzay elde edilir.

Tammm 3.4.7: E bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere p:E X E — [0,00) bir

dontisiim olsun. Eger her u, w € E ve tiim farkli ¢, d € E\{u, w} i¢in

i) pluuw)=0=u=w
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i) p(u,w) = p(w,u)
iii) p(u,w) < s[p(u,c) + p(c,d) + p(d, w)]

sartlarin1 saglayan s > 1 reel sayisi varsa p ya bir dikdortgensel b-metrik ve (E, p)
ikilisine de dikdortgensel b-metrik uzay adi verilir (George et al. 2015).

Dikkat etmek gerekirse her metrik uzay dikdortgensel metrik uzay ve her
dikdortgensel metrik uzay ise s = 1 sabit sayisi ile dikdortgensel b-metrik uzaydir. Ancak

bunlarin tersinin mutlak surette dogru olmasi gerekmez.

Ornek 3.4.8: E =N, p: E X E — E déniisiimii

0, u = wise
p(u,w) =1{4a, u,w € {1,2}veu # wise
a, uveyaw €& {1,2} veu # wise

seklinde tanimlansin. Burada a > 0 sabit bir sayidir. Bu durumda (E, p), s = g > 1 sabiti

ile dikdortgensel b-metrik uzaydir fakat (E, p), p(1,2) = 4a > 3a = p(1,3) + p(3,4) +
p(4,2) oldugundan dikdortgensel metrik uzay degildir.

Ornek 3.4.9: E=N, p:E X E - E doniisiimii her u,w € E icin p(u,w) = p(w,u)

olmak tzere

0, u = wise
10a, u=1,w = 2ise
p(u,w) =1a, u € {1,2}vew € {3}
[2a, wu€{1,23}vew € {4}
k?)a, uveyaw € {1,2,34}veu #w
seklinde tanimlansin. Burada a > 0 sabit bir sayidir. Bu durumda (E, p), s = 2 > 1 sabiti
ile dikdortgensel b-metrik uzaydir fakat dikdortgensel metrik uzay degildir. Ciinkii

p(1,2) = 10a > 5a = p(1,3) + p(3,4) + p(4,2) dir (George et al. 2015).

Asagida 2000 yilinda Branciari tarafindan tanimlanan v-genellestirilmis metrik

uzay kavrami verilmistir.
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Tamm 3.4.10: E bos kiimeden farkl bir kiime, p: E X E — [0, o) bir doniisiim ve v € N

olsun. Eger her farkli u,w, z4, 25, ..., z, € E i¢in

i) puw) =0 u=w

i) p(u, w) = p(w,u)

i) p(u,w) < p(u, zy) + p(z4,2,) + -+ p(z,,w)

sartlar1 saglanirsa p ya v-genellestirilmis metrik ve (E, p) ikilisine de v-genellestirilmis
metrik uzay denir (Branciari 2000).

Acikea goriilecegi gibi v = 1 alinirsa (E, p) alisilmis metrik uzay, v = 2 alinirsa
(E, p) dikdortgensel metrik uzay olacaktir. Asagida 2017 yilinda Mitrovic and Radenovic

tarafindan tanimlanan b,,(s) metrik uzay kavrami verilmistir.

Tammm 3.4.11: E bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere p: E X E — [0, ) bir

dontigiim olsun. Eger v € N, her u,w € E ve tiim farkli z4, z5, ..., z, € E\{u, w} i¢in

i) pluuw)=0=u=w

i) p(u, w) = p(w,uw)

i) p(u,w) < s[p(w, z1) + p(21,2;) + -+ + p(2y, W]

sartlarint saglayan s > 1 reel sayist varsa p ya b, (s) metrik (E, p) ikilisine de b,(s)

metrik uzay ad1 verilir (Mitrovic and Radenovic 2017).

b,(s) metrik uzay sadece b-metrik uzay1 degil ayn1 zamanda dikdortgensel metrik
uzay1, v-genellestirilmis metrik uzay1 ve dikdortgensel b- metrik uzay1 da asagida ki
sekilde genellestirir. Tanim 3.4.11 de;

i) v=s=1isealisilmis metrik uzay

ii) s = 1 ise v-genellestirilmis metrik uzay

iii)v = 2 ve s = 1 ise dikdortgensel metrik uzay
iv) v = 2 ise dikdortgensel b-metrik uzay

V) v = 1 ise b-metrik uzay

elde edilir.

Ornek 3.4.12: E = N olmak iizere p: E X E — [0, ©) déniisiimii ve her bir u, w € N igin
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0, u = wise
p(u,w) =141, uveyaw & {1,2} veu # w ise
10, u,w € {1,2}veu # wise

seklinde tanimlansin. Bu durumda agik¢a goriiliir ki (E,p), v =8 ve s = 1?0 ile b,(s)

metrik uzaydir.

Asagida 1994 yilinda Matthews tarafindan tanimlanan kismi metrik uzay kavrami

verilmigtir.

Tammm 3.4.13: E bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere p: E X E — [0, ) bir

dontisiim olsun. Eger her u, v,w € E i¢in

) u=wepu,u) =pu,w) = pw,w)

i) p(u, u) < p(u,w)

i) p(u, w) = p(w,u)

v) p(u,w) < p(u,v) + p(v,w) — p(v,v)

sartlar1 saglanirsa p ya bir kismi metrik (partial metric) ve (E, p) ikilisine de kismi metrik

uzay adi verilir (Matthews 1994).

Asagida 2014 yilinda Shukla tarafindan tanimlanan kismi b-metrik uzay kavrami

verilmistir.

Tammm 3.4.14: E bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere p: E X E — [0, ) bir

doniisiim olsun. Eger her u, v,w € E i¢in

) u=wepwu) =pu,w) =pw,w)

i) p(u, u) < p(u,w)

i) p(u, w) = p(w,u)

iv) p(u,w) < s[p(u,v) + p(v,w)] — p(v,v)

sartlarini saglayan s > 1 reel sayis1 varsa p ya bir kismi b-metrik (E, p) ikilisine de kismi
b-metrik uzay ad1 verilir (Shukla 2014).
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Verilen tanimlardan agik¢a goriilecegi tizere her kismi metrik uzay s = 1 sabit
sayist ile bir kismi b-metrik uzay ve her b-metrik uzay ayni katsay1 ve kendisine uzakligi
sifir olan noktalar ile kismi b-metrik uzay olmaktadir. Ancak bu ifadelerin tersinin dogru

olmas1 gerekmez.

Ornek 3.4.15: E = R*, r > 1 bir sabit ve p:E X E - R* tanimlanan bir déniisiim

olmak tiizere her u, v € E i¢in
p(u,v) = [max{u, v}]" + lu — v|"

seklinde tanimlansin. Bu durumda s = 2" > 1 sabiti ile (E, p) kismi b-metrik uzaydir
fakat ne b-metrik uzay ne de kismi metrik uzaydir. Aslinda, herhangi bir u > 0 i¢in
p(u,u) = u” # 0 oldugunu biliyoruz. Ustelik p, E de bir b-metrik uzay degildir. Ayrica
r>1 iginp u=5 v=1, w=4 i¢in p(u,v) =5"+4" ve p(u,w)+pw,v) —
p(w,w) =5"+1+4"+3"—-4" =5"+1+3" olup buradan p(u,v) > p(u,w) +
p(w,v) — p(w,w) olur. Bu nedenle p, E uzayinda bir kismi metrik uzay degildir (Shukla
2013).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. b, (s) Metrik Uzayda Sabit Nokta Teoremleri

Bu bolimde ilk olarak b, (s) metrik uzayda zayif daraltan doniisiimler i¢in Banach

sabit nokta teoremini verecegiz.

Teorem 4.1.1: E tam b, (s) metrik uzay ve S, E uzayinda bir zayif daraltan doniisiim

olsun. Bu durumda S tek bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: uy € E keyfi bir baslangic noktasi olsun. {u,} dizisi u,.; = Su, seklinde
tanimlansin. Eger u,, = u,,, ise bu durumda u,, in S nin bir sabit noktas1 oldugu agiktir.
Bu yiizden tiim n ler i¢in u, # U, oldugunu kabul edelim. Ustelik tiim farkli n ve m
icin de diger caligmalara benzer sekilde u, # u,, varsayimi ispatlanabilir. Bu durumda

zayif daraltan doniistimiin tanimi1 geregi her bir n,p € N icin

p(un+1' un+p—1) ~ p(sun' Sun+p)
= p(unrun+p) - Qo(p(un:unﬂa))

dir. a, = p(up, Up4p) OlSUN. ay, negatif olmayan ve ¢ azalmayan fonksiyon oldugundan
Api1 < Ap — (P(Ofn) < ap (4-1)

dir. Buradan {a,} in artmayan bir dizi oldugu anlasilmaktadir. Ayrica {a,} in smirh
oldugunu biliyoruz. Bundan dolay1 « > 0 limitine sahiptir. « > 0 oldugunu kabul edelim.

¢ azalmayan bir fonksiyon oldugundan

o(an) = @(a) >0

dir. Bu nedenle (4.1) den

Un1 < ap — @(@)
ifadesi elde edilir. Ustelik yeterince biiyiik N i¢in ay4m, < am — N@(a) celiskisi elde
edilir. Bu yiizden kabuliimiiz yanhstir ve @ = 0 dir. n — o igin a, = p(Up, Up4p) = 0
oldugundan {u,}, E de bir Cauchy dizisidir. E tam oldugundan u,, = u olacak sekilde bir
u € E vardir. Simdi p(u, Su) = 0 oldugunu baska bir deyisle u nun S nin sabit noktasi

oldugunu gosterelim. S nin zayif daraltanligi ve b, (s) metrik uzaymin tanimindan
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P(u; Su) < s[p(u, un+1) + p(un+1:un+2) + ot p(un+v—1'un+v) + p(un+v'5u)]
= s[p(u, un+1) + p(un+1:un+2) + -t p(un+v—1'un+v) + p(Sun+v—1rsu)]
< s[p(u, un+1) + p(un+1:un+2) + -t p(un+v—1'un+v)

+p(un+v—1v u) - Qo(p(unﬂf—l: u)]

ifadesi elde edilir. u,, - u olup n - oo ve igin a, = p(Up, Up4p) = 0 olur ve (0) =0
oldugundan p(u, Su) = 0 dir. Baska bir deyisle u, S nin sabit noktasidir. Simdi u nun S
nin tek bir sabit noktas1 oldugunu gosterelim. Aksine kabul edelim ki S nin w gibi farkli

bir sabit noktasi olsun. S zayif daraltan doniisiim oldugundan

p(u,w) = p(Su,Sw) < p(u,w) — o(p(u,w)) < p(u,w)

celiskisi elde edilir. Bu ylizden u = w dir. Yani u, S nin tek sabit noktasidir.
Simdi b, (s) metrik uzayda Kannan sabit nokta teoremini ispatlayalim.

Teorem 4.1.2: E tam b, (s) metrik uzay ve S, E uzaymda

p(u,w) <yp(u,Su) +yp(w, Sw)

seklinde bir Kannan tip déniisiim olup sy < 1 dir. Bu durumda S tek bir sabit noktaya

sahiptir.

Ispat: uy € E keyfi bir baslangic noktasi olsun. {u,} dizisi u,.; = Su, seklinde
tanimlansin. Eger u,, = u, 4 ise bu durumda u,, in S nin bir sabit noktasi oldugu agiktir.
Bu yilizden tim n ler i¢in u, # u,;, Oldugunu kabul edelim. S, Kannan doniistimii

oldugundan

p(Un, Uny1) = p(Sup_q, SuUy)
< V[p(un—l' Sun—l) + p(unr Sun)]
= Y[p(un—lrsun—l) + p(unr un+1)]

elde edilir. Dolayisiyla

14 Y \"
p(Un, Uns1) < mp(un—psun—ﬂ = (m) p (o, Suo) (4.2)

dir. Bunun anlami
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lim p(un, Unyy) =0 (4.3)
olmasidir. (4.2) esitsizligi kullanilirsa

p(un; un+p) = p(SnuO, Sn+pu0)

< y[p(S™ tug, S™ug) + p(S™Pug, SMPuy)]

<vy [(11_)/)”_1 p(ug, Sug) + (1L_y>n+p_1 P(uOJSuo)l

ifadesi elde edilir. y € [0,2), n = o igin p(uy, Up4p) = O dir. Buradan {u,,} in E de bir

Cauchy dizisi oldugu anlasilmaktadir. E nin tamligindan u,, — u olacak sekilde E de bir
u noktasi vardir. Simdi u nun S nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterelim. Herhangi bir

n € N igin

p(w,Su) < s[p(u, un+1) - p(un+1'un+2) +-t p(un+v—1run+v) + p(un+v:5u)]
= s[p(W ups1) + P(Uns1, Unyz) + o+ P(Uniy—1, Ungp) + P(SUpyp—1, SU)]
< s[p(u, un+1) + p(un+1'un+2) + ot p(un+v—1run+v)

+ylp(Unsv—1,SUns1-0) + p(1, Su)]]
olur ve buradan
(1 - sy)p(u, Su) < S[p(u: un+1) + p(un+1'un+2) + et (1 + )/)p(un+v—1: un+v)]

elde edilir. (4.3) esitsizligi kullanilirsa p(u, Su) = 0 yani baska bir deyisle u € F(S)
bulunur. Simdi u nun S nin tek sabit noktast oldugunu gosterelim. Aksi olarak kabul

edelim ki S nin w gibi farkli bir sabit noktas1 olsun. S, Kannan doniistim oldugundan
p(u,w) = p(Su, Sw) <y[pw,Su) + p(w,Sw)] =0

celiskisi elde edilir. Bu yiizden u = w dir. Yani u, S nin tek bir sabit noktasidir.

Simdi b, (s) metrik uzayda Ciric sabit nokta teoremini ispatlayalim. Ancak, bu

teoremi ispatlamak i¢in asagida verilen tanim ve lemmaya ihtiyag vardir.

Tanim 4.1.3: E bir b, (s) metrik uzay olsun. Eger {u,, } dizisi u € E noktasina yakinsayan

bir Cauchy dizisi ise {u,} dizisine u noktasina kuvvetli yakinsar denir.

Lemma 4.1.4: E bir b, (s) metrik uzay olsun. {u,} ve {w, } dizileri E uzayinda sirasiyla

u ve w noktalarina kuvvetli yakinsayan iki dizi olsun. Bu durumda
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p(u,w) < s lim infp(u,, wy,)
n—->oo

ifadesi saglanir.

Ispat: b, (s) metrik uzay tanimindan her bir u, w € E i¢in

p(uw) < slp(u,uy) + p(up, wp) + p(Wn, Wni1)

++ p(Wnipo3 Wnio—2) + P(Wnip—2 W)]
dir. Buradan her iki tarafin liminf alinirsa
p(uw) < sliminflp(u,un) + pttn, Wy) + P (Wi, W)
+ o+ pWnip-3, Wnyv—2) + p(Wnip—2,W)]
olur. 711_)11010 p(u,u,) = 0ve 711_{{)10 p(w,wy,) = 0 oldugundan her bir u,w € E igin

p(u,w) < sliminf p(u,, wy,)
n—oo

ifadesi elde edilir.

Teorem 4.1.5: E tam b,(s) metrik uzay, r € [0,1) ve u,w € E olmak iizere S, E

uzayinda
p(Su, Sw) < rmax{p(u, w), p(u, Su), p(w, Sw), p(u, Sw), p(w, Su)} (4.4)

sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda S tek bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: a € E bir sabit ve
O(a,m,n) = {Sj:j ENU{0}m<j< n}
kiimesi verilsin. Ayrica
0(a,m, ) ={s/:j e NU{0},m < j} (4.5)

olsun. mn e NU{0} ve m<n i¢gin dO(a,m,n) ve dO(a,m, o) ile sirasiyla
0(a, m,n) ve 0(a, m, o) kiimelerinin gaplar1 gosterilsin. (4.4) den n € N i¢in

max{p(a, Sja): 1<) < n} = 0(a,0,n) (4.6)

ifadesi yazilir.
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{S™a}, E de bir dizi olsun. Bu dizi i¢in iki durum s6z konusudur. Herhangi bir k,l € N

icin k < I ve S¥a = S'a veya tiim farkli n ler i¢in S™a dir. Birinici durumda (4.5) den
dO(a,k,l —1) =d0(a,k +1,1) <rdO(a,k,1) =rdO(a,k,l —1)
olur. Dolayisiyla
dOo(a,k,o) =dO(a,k,1—1)=0

olup S¥, S nin bir sabit noktasidir. Simdi ikinci durumu degerlendirelim. n € N, n > v
esitsizligini saglayan bir sabit olsun. (4.6) dan p(a, S'a) = dO(a,0,n) olacak sekilde
[ < n sartin1 saglayan bir [ € N vardir. Eger [ > v ise

dO(a,0,n) = p(a,S'a)

v—1

<s Ep(Sja, SItla) + p(SPa, S'a)
=0

< s[vdO(a,0,v) + dO(a,v,1)]
< s[vdO(a,0,v) +r?d0(a,0,1)]
< s[vdO(a,0,v) + r?’d0(a, 0,n)],

oldugundan

SvU
dO(a, O,Tl) < (1_—57'610(61, 0, ‘U) (47)

")
dir. Eger [ < v ise (4.7) sartinin saglandigin1 gormek kolaydir. n € N keyfi bir say1 olmak
tizere {dO(a, 0,n)} sinirhidir bu yiizden dO(a, 0, ©) < oo dur. (4.4) den m € N i¢in

dO(a,m,») =rdO(a,m —1,0) < --- <r™d0(a,0, )
olup {S™a} bir Cauchy dizisidir. E uzaymin tamhgmdan {S™a} dizisi z € E noktasina
yakinsar. Lemma 4.1.4 geregince
p(z,52) Sl%qrr_l)ioglfp(S”a,Sz)
< linrr_l)io{)lfrmax{p(S”‘la, 2),p(S™ ta,S™a), p(z,52), p(S" 1a, Sz), p(S"a, z)}
= srp(z,5z)

dir. Hipotezden, rs < 1 olarak kabul ettigimizden z, S nin bir sabit noktasidir. Simdi ise
S nin tek sabit noktasi oldugunu ispatlayalim. Aksine kabul edelim ki S nin y ve z gibi

farkl1 iki sabit noktast olsun. Bu durumda

p(y,z) =p(Sy Sz)
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< rmax{p(y,2), p(y,Sy), p(2,52),p(y,52), p(z,Sy)}
=rp(y,z)

dir. r < 1 oldugundan bu bir ¢eligkidir. Bu ylizden kabuliimiiz yanlistir ve bundan dolay1

S nin tek bir sabit noktas1 vardir.

4.2. Kismi b, (s) Metrik Uzayda Sabit Nokta Teoremleri

Bu baglik altinda Mitrovic and Radenovic (2017) tarafindan tanimlanan b, (s)
metrik uzay kavraminin tarafimizca genellestirilmis sekli olan kismi b, (s) metrik uzay

kavrami verildi. Ayrica bu uzayda bazi sabit nokta teoremlerini verildi.

Tammm 4.2.1: E bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere p:E X E — [0,00) bir

dontigiim olsun. Eger v € Nve u,w, zy, 2, ..., z, € E igin

) u=wepu) =p,w) =pw,w)

i) p(u,u) < p(u,w)

i) p(u,w) = p(w,u)

V) plu,w) < slp(w,z1) + p(21,23) + -+ + p(2p-1,2y) + p(2p, W)] = T2y p(21, 2))

sartlarin1 saglayan s > 1 reel sayis1 varsa p ya kismi b, (s) metrik, (E, p) ikilisine de

kismi b, (s) metrik uzay adi verilir.

Acikga goriilecegi gibi her b, (s) metrik uzay kismi b, (s) metrik uzaydir. Ancak
bu ifadenin tersinin dogru olmasi gerekmez. Ayrica kismi b, (s) metrik uzayda; v = 2
olarak alinirsa kismi dikdortgensel b-metrik uzay, v = 1 olarak alinirsa kismi b-metrik

uzay, v = s = 1 olarak alinirsa kismi metrik uzay elde edilir.

Onerme 4.2.2: (E, p) kismi b, (s) metrik uzay olmak iizere u,w € E igin p(u,w) = 0

ise u = w dur.

Ispat: u,w € E icin p(u,w) = 0 olsun. Kismi b,(s) metrik uzay taniminimn ikinci
sartindan p(u,u) < p(u,w) = 0 olup buradan p(u,u) = 0 elde edilir. Benzer sekilde
p(w,w) = 0 oldugu goriilir. Bundan dolay1r p(u,w) = p(u,u) = p(w,w) =0 elde
edilir. Tk sart geregi de u = w dur.
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Onerme 4.2.3: E bos kiimeden farkl1 bir kiime olmak iizere, E kiimesi iizerinde d; bir
kismi metrik ve d, ise bir b, (s) metrik olsun. p: E X E — [0, o) doniisiimii u, w € E i¢in

p(u,w) = dy(u,w) + d,(u,w) seklinde tanimlanirsa p bir kismi b, (s) metriktir.

Ispat: (E, d,) kismi metrik uzay ve (E, d,) b,(s) metrik uzay olsun. Bu durumda kismi
b,(s) metrik uzay ifadesinin ilk ii¢ sartinin p doniisiimii i¢in saglandigint gérmek

kolaydir. u,w, z4, z,, ..., Z, € E noktalari rastgele sec¢ilmis noktalar olsun. Bu durumda;

p(uw) = dy(u,w) +dy(ut,w)
v

< dy (W 2) +dy(20,2) + o+ iy W) = ) a7 2)
i=1

+sldy(u, z1) + dy (21, 23) + -+ + dy (2, W)]

<s

v

Ay (,70) + dy (20,2) + ++ dy (0, w) = ) a7, 2)
i=1

+dy (U, z1) + da(21,22) + - + dy (2, W)]

<'s [p(u, 1)+ P20, 22) + -+ pzp W) = ) p(zi,zi)]

=1

< slp( ) +p(21,22) + -+ + p(20 W) = Y p(zi )

olup (E, p) kismi by (s) metrik uzaydir.

Ornek 4.2.4: E = R* olsun. d;: E X E — [0, 00) déniisiimii her u,w € R i¢in

0, u = wise
d,(u,w) =12, wuveyaw & {1,2}veu # wise
25, u,w € {1,2}veu # wise

seklinde tanimlansin. Bu durumda v =9 ve s > % sabitleri ile (E,d;) in by(s) metrik

uzay oldugu agiktir. Diger taraftan p > 1 olmak tizere d,: E X E — [0, 00) doniistimii her
u,w € E igin d,(u,w) = [max{u, w}|? seklinde tanimlansin. Bu durumda (E, d,) nin
bir kismi metrik uzay oldugunu gérmek kolaydir. Onerme 4.2.4 geregi her bir u,w € E
icin p: E X E - R* doniisimii p(u,w) = d;(u,w) + d,(u,w) seklinde tanimlanirsa

(E, p) kismi b, (s) metrik uzay olur.
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Asagida yapilan tanim ile kismi b, (s) metrik uzayda ki yakinsak dizi, Cauchy

dizisi ve tam uzay olma kavramlarini verelim.

Tamm 4.2.5: (E, p) kismi b, (s) metrik uzay, {u,}, E de bir dizi ve u € E olsun. Bu

durumda;

i) Eger lim,_,.p(u, u) = p(u,u) ise {u,} dizisi u noktasina yakinsaktir denir.
i) Eger limy, 000 (Up, Uyy,) limiti var ve sonlu ise {u,,} dizisine (E, p) uzayinda Cauchy
dizisi denir.

iii) Eger E uzayinda ki her {u,} Cauchy dizisi igin;
lim p(uy, uy) = lim p(up, u) = p(u, u)
n,m-oo n—oo

olacak sekilde bir u € E noktasi varsa (E, p) ya tam kismi b,,(s) metrik uzay denir.

Kismi b, (s) metrik uzayda yakinsak bir dizinin limiti tek olmayabilir. Simdi
Banach sabit nokta teoreminin bir benzerini verecegiz. Ispatimiz, Banach sabit nokta

teoreminin normal metrik uzayda ki orijinal ispatindan oldukga farklidir.

Teorem 4.2.6: (E,p) tam kismi b, (s) metrik uzay ve S: E — E daraltan bir doniisiim

olsun. Yani her bir u,w € FE igin,
p(Su,Sw) < Ap(u,w) (4.8)

olacak sekilde bir A € [0,1) var olsun. Bu durumda S nin tek bir b sabit noktas1 vardir ve
p(b,b) = 0 dir.

Ispat: G doniisiimii n, bir dogal say1 olmak iizere G = S™ seklinde ve u, € E keyfi
baslangi¢ noktasi olmak tizere {u,} dizisi de Gu,, = u, 4, seklinde tanimlanmis olsun.
A €[0,1) ve limy,_,,A™ = 0 oldugundan verilen 0 < € < 1 i¢in ™ < i olacak sekilde

bir ny dogal sayis1 vardir. Bu durumda her bir u,w € E i¢in
p(Gu, Gw) = p(S™u, S™w) < A™p(u,w) (4.9)
olur. Boylece k — oo i¢in

P (U1, W) = PGy, Guge—1) < AP (U, U—q) < AM0p(ug, up) — 0
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elde edilir. Buradan

p(uyr,up) < (s +5)

olacak sekilde bir [ € N vardir. Simdi

By[u;, €/2]:= {w € E:p(u,w) < §+ p(ul,ul)}

olsun. G nin B,[u;, /2] kiimesini kendi iizerine doniistiirdiigiinii ispatlayalim. u; €
B, [uy, /2] oldugundan bu kiimenin bos kiimeden farkli oldugu agiktir. z € B,[u;, &/2]

keyfi bir nokta olsun. Bu durumda (4.9) ifadesi kullanilirsa

p(Gz,w) < s[p(Gz, Gw) + p(Guy + Guyyy) + -+ + p(GUp—2, GUp—1)

+p(Gupp—1, u)] — X120 p(GUp4i, Guypyy)
< slp(Gz, Gw) + p(Guy + Guyyr) + - + p(GU4y—2, GUp—1)
+p(Gul+v—11ul)]

€
< s[A"o (E + p(up, up)) + p(Upgr, Upez) + 0+ P(Upgp—1, Upy)
+p (U4, Uy)]
€
< s {0 G+ p(u,u) + pQr wan) + -+ P(spr, Urs)

+s[p(up, 1) + p(Upgr, Wig2) + -+ p(Upgp—1, Upgy)
+p (U, Upgp)] — Zli;=1 p (Ui Up4i)}

£
=s {flno (E +pupw)) + (s + Dp(upwpr) + (s + Dp(wigr, wiy2)

+(s + Dp(Usz, Uy3) + -+ (s + D)p(Upgp—1, Upy)
+Sp(ul+v' ul+v)}

£
<SG+ pQuu)) + (s + Dp(upupss) + (5 + DpQugsn, o)
+(s + Dp(uisz wirz) + -+ (s + DpUpp-1, igy) + 5470 p(uy, w)}
£
= p(u, w)[sA™ + s227"0] + sA™ > +5%p (U, Wier)

+s(s + Dpus1, Up42) + -+ p(Uppp—1, Up1p) ]

elde edilir. Burada A™ < —ve p(uy, u41) < @ oldugundan
€ , & €€
p(Gz,u) < p(u,u;) s4—S+s sy +SE§

+(s% + 8)[p(up wp1) + P(Ups1, Upez) + o+ P(Upp—1, Upg) ]
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€ €
< - 2 S
< p(u,u) + 2 + (s“+s)v 21 s)

€
=5 + p(u, uy)

olur ve boylece Gz € B,[u;, £/2] oldugu goriliir. Bu ylizden G, B,[w;, £/2] kiimesini
kendi lizerine doniistiirir. w; € B, [uy, /2] ve Gu; € B,[w;, €/2] oldugundan, her birn €

N igin G"u; € B,[u;, £/2] elde edilir. Yani her bir m >  icin w,, € B, |w, 2] dir. Diger

taraftan, kismi b, (s) metrik uzay tanimindan, p(u;, w;) < p(uy, Upeq1) < @ <§

olup her bir n,m > [ igin

&
P(ttn, ) < 5+ plup ) < ¢

elde edilir. Bu ifade {u,,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu anlamia gelmektedir. E tam

uzay oldugundan
limp(uy, b) = lim p(uy, un) = p(b,b) =0 (4.10)

olacak sekilde bir b € E vardir. Simdi b noktasinin S nin bir sabit noktast oldugunu

gosterelim. Herhangi bir n € N i¢in

p(b,Sb) < s[p(b,ups1) + p(Unt1, Unsz) + - + P(Unsy-1, Unso)
+p(Untv, SD)] = Xio1 p(Unsis Unsi)
< slp(b,un+1) + p(Uns1, Unsz) + -+ P(Unsv—1, Untv) + P(Unty, SH)]
< slp(b, upt1) + p(Un+1 Unsz) + -+ p(Untv-1, Unto)
+p(Sunty-1,Sb)]
< slp(h, upt1) + p(Unt1 Unsz) + -+ P(Untv-1, Unv)

+/1p(un+v—1' b)]

elde edilir. Yani, (4.10) ifadesinden p(b,Sb) = 0 dir. Bundan dolay1 b; S nin bir sabit

noktasidir.

Simdi S nin tek bir sabit noktasinin oldugunu gosterecegiz. a,b € E, S nin iki
farkli sabit noktasi, yani; Sa = a ve Sb = b olsun. Bu durumda S daraltan bir doniisiim

oldugundan

p(a,b) = p(Sa,Sb) < Ap(a,b) < p(a,b)

34



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

olur. Fakat bu bir ¢eliskidir. Boylece, p(a, b) = 0, yani, a = b dir. Dahasi, a sabit noktasi
icin p(a,a) >0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda ise p(a,a) = p(Sa,Sa) <
Ap(a,a) < p(a,a) ifadesi elde edilir ki bu da bir ¢eligkidir. Bundan dolay1 p(a,a) = 0
dir.

Simdi kismi b, (s) metrik uzayda Kannan sabit nokta teoreminin bir benzerini

verelim.

Teorem 4.2.7: (E, p) tam kismi b, (s) metrik uzay ve S: E — E doniisiimii her bir u,w €
Eve 1 €[0,5); 4 # = igin;
p(Su, Sw) < Alp(u, Su) + p(w, Sw)] (4.11)

sartin1 saglasin. Bu durumda S, b € E gibi bir tek sabit noktaya sahiptir ve p(b,b) = 0
dir.

Ispat: Oncelikle S nin bir sabit noktasinin oldugunu gésterelim. Her bir n € N ve rastgele
se¢ilmis uy € E ve g, = p(Up, Upy1) icin {u,} dizisi u, = S™u, seklinde tanimlansin.
Eger o, = 0 olursa bu durumda en az bir n i¢in u,,, S nin sabit noktasidir. Bu yilizden her
birn > 0 igin g,, > 0 olarak kabul edelim. S bir Kannan doniisiimii oldugundan ve (4.11)

ifadesinden;

On = Pt Ungs) = p(Sttys, Sity)
< Alp(un-1, Sun-1) + p(un, Suy)]
= Ap(Un—1,upn) + p(Un, Un41)]
= Alop—1 + 0,]

bulunur. Bundan dolay1 g,, < 1f_/1 0,,—4 elde edilir. Bu islemler devam ettirilirse;

A n
o = (1 - /1) %
elde edilir. Hipotezden, 4 € [0, %) oldugundan;

rlli_)rgoo-n = rlli_{lt;lop(un'un+1) =0 (4.12)
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olur. € > 0 oldugundan burada her bir n,m > n, icin o, < €/2 ve g,, < /2 olacak

sekilde bir ny dogal sayis1 vardir. (4.12) ifadesinden ve her bir n,m > n; igin;

p(Un, Up) = p(SUp-1, SUm-1)
< A[p(un—l'Sun—l) + p(um—llsum—l)]
= A[p(un—l'un) + p(um—ll um)]

= /1[0-11—1 + O-m—l]

<8+€_
2727¢

bulunur. Bundan dolay: {u,,} dizisi E de bir Cauchy dizisidir ve limy, ;e p (Un, Upy) = 0

dir. E uzaymin tamligindan dolay1
limp(u,,b) = lim p(u,u,) =p(b,b)=0
n—oo n,m-—oo

olacak sekilde bir b € E vardir. Simdi b nin S nin bir sabit noktas1 oldugunu gésterelim.

Kannan doniisiim ve kismi b,,(s) metrik uzay tanimindan;

p(b,Sb) < slp(b,uns1) + p(Uns1, Unt2) + - + P(Untv-1, Untv)
+p(Un+v, SD)] — L=y pP(Unir Un+i)
< slp(b, unt1) + P(Un+1 Unsz) + -+ P(Untv-1, Unsv) + P(Untv, SD)]
< slp(b, unt1) + p(Un+1 Unsz) + -+ P(Untv-1, Untv)
+p(Stn+y-1,Sb)]
< slp(h, upt1) + p(Unt1 Unsz) + -+ P(Untv-1, Unv)
+{p (Un+v-1, SUnsv-1) + p(b,Sh)}]

elde edilir. Bu son esitsizlikten;

S
p(b,Sh) < Ao (b ttnen) + p(tnsr, tns2)

+... +,0 (un+v—lr un+v) + Ap (un+v—1r Sun+v—1)]

bulunur. 1 # 5 ve {u,} Cauchy ve yakinsak bir diz oldugundan p(b, Sh) = 0 elde edilir.

Bundan dolay1r Sb = b dir. Buradan da anlagilacagi lizere b, S nin bir sabit noktasidir.
Simdi ise sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. Ancak oncelikle b € E' S nin bir sabit
noktasi ise p(b, b) = 0 oldugunu gosterelim. Aksine p(b, b) > 0 oldugunu kabul edelim.
(4.11) ifadesinden;

p(b,b) = p(Sb,Sb) < A[p(b, Sb) + p(b,Sh)] = 2Ap(b,b) < p(b, b)
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bulunur ve bu bir ¢eliskidir. Bu yiizden kabuliimiiz yanlis olup p(b, b) = 0 olmalidir.
Simdi S nin tek bir sabit noktaya sahip oldugunu gosterebiliriz. S nin a, b € E gibi iki
tane sabit noktasi oldugunu varsayalim. Bu durumda p(b,b) = p(a,a) = 0 ve (4.11)

ifadesinden dolayi,
p(b,a) = p(Sh,Sa) < Alp(b,Sbh) + p(a,Sa)]
= Alp(b,b) + p(a,a)] =0

bulunur. Bu nedenle p(b, a) = 0 ve dolayisiyla b = a dir. Boylece S tek bir sabit noktaya

sahiptir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2.8: (E, p) tam kismi b, (s) metrik uzay ve S: E — E dontisiimii her bir u,w €

E ve 1 € [0,) iin;
p(Su,Sw) < Amax{p(u,w), p(u, Su), p(w, Sw)} (4.13)

sartin1 saglasin. Bu durumda S, b € E gibi tek bir sabit noktaya sahiptir ve p(b,b) = 0
dir.

Ispat: u, € E keyfi bir baslangi¢ noktasi, {u,,} ise her bir n i¢in u, 4, = Su,, tarafindan
tanimlanan bir dizi olsun. Eger en az bir n dogal sayis1 i¢in u,, = u,,; ise bu durumda
Uy, S nin bir sabit noktasi oldugu agiktir. Bu yiizden her bir n i¢in u,,; # u, oldugunu

kabul edelim. Simdi (4.13) ifadesinden,;

p(Uns1, Up) = p(Stn, SUp_1)
< Amax{p (Un, Un-1), p(Un, Stn), p(Un—1, SUn-1)}
= Amax{p (Un, Un-1), P (Un, Un+1), P (Un-1, Un) }
= Amax{p(Un, Un—1), P (Un, Un+1)}
elde edilir. L = max{p(uy, u,—1), p(Uy, Upn4+1)} kiimesi verilsin. Burada iki durum vardir.
Eger L = p(uy,, Upyq) 158 0 zaman p(uyyq, Un) < A0 (Upsq, Un) < p(Upyq, Uy) ifadesi
elde edilir. Ancak bu bir celiskidir. Bundan dolay1 L = p(u,,u,_;) almaliyiz ve bu

durmda ise

P(Uni1,Upn) < Ap(Up, Up_1)

ifadesi bulunur. Bu islemi tekrarlayarak her bir n i¢in

P(Unsr,Un) < A%p(ug, o) (4.14)
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elde edilir. Diger taraftan n — oo igin A" - 0 oldugundan burada n, dogal sayis1 vardir.

Yani 0 < A™s < 1 dir. m,n € N ve m > n olmak tizere (4.14) esitsizligi kullanilirsa

p(Un, Um) < s[p(un, Unt1) + P(Unt1, Unsz) + -+ P(Uniy-3, Untv-2)
+P(Un+v-2, Untng) + P(Untng Umtng) T P (Umsngs um)]
- :)=_12 P (Unsir Unsi) — P(Unsng Uning) — P(Umang Uman,)
< slp(up Unt1) + P(Unt1, Uns2) + - + P(Unsv—3, Untv—2)
+P(Un+v-2 Untng) + P(Untng Umtng) T P (Umtngs um)]
< s+ A 4+ A p(ug, uy)

+SA"p(Uy—2, Un,) + SA™ P (Up, Up,) + SAT p(Un,, Ug)
elde edilir. Yani

(1 — sA™)p(Up, Up) < SA™+ AL+ oo+ A" p(ug, uy)
+5A"p(Uy—2, Uny) + SA™ P (Un,, Uo)

bulunur. Her iki taraftan da limit alarak

lim p(u, uy) =0
n,m—oo

olur. Bu nedenle {u,}, E de bir Cauchy dizisidir. E nin tamligindan u,, — b olacak sekilde
b € E vardir. Yani

lim p(up, b) = _lim_p(up, ) = p(b, b) = 0 (4.15)
n—-oo n,m—oo

dir. Simdi b nin S nin bir sabit noktasi oldugunu gosterelim. Kismi b, (s) metrik uzay

tanimi ve (4.13) esitsizliginden

p(b,Sb) < slp(b,un+1) + p(Unt1, Unsz) + -+ + P(Untv-1, Un+v)
+p(Unyv, SD)] — Xiq pP(Untir Unsi)
< slp(b, un+1) + p(Unt1, Un+2) + -+ P(Untv—1, Unsw) + P(Un4v, SD)]
< slp(b,un+1) + p(Un+1, Uns2) + -+ P(Unsv—1, Unto)
+p(Suntyp-1,5b)]
< slp(b, un+1) + p(Uns1, Uns2) + -+ P(Unsp—1, Unsw) +
Amax{p (Un+v-1,b), p(Un+v-1, Un+v), P(D, SD)]]

bulunur. F = max{p(u,4+y-1,b), p(Untv—1, Unsv), p(b, Sb)} kiimesi verilsin. Burada ti¢

durum vardir:

i) Eger F = p(Uyypy—1,b) ise
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p(b,Sb) < S[p(br Un+1) + P(Uns1, Uns2) T F P(Unsy-1, Untv)
+Ap(un+v—1: b)]

elde edilir. Yani (4.15) ifadesinden p(b, Sh) = 0 dur.
i) Eger F = p(Unty—1, Un+v) IS€
p(b» Sb) < S[p(b’ Uny1) + P(Unyp Upsz) + o+ 1+ A)p(un+v—1lun+v)]
elde edilir. Tekrar (4.15) ifadesi kullanilirsa p(b, Sb) = 0 olur.
iii) Eger F = p(b, Sb) ise

1- Sﬂ.)p(b, Sb) < S[p(b, Un+1) + p(un+1: Unt2) T+ p(Untv-1, un+v)]

elde edilir. A € [0, %) oldugundan p(b,Sb) = 0 ifadesi elde edilir. Yani Sb = b dir.

Boylece b, S nin bir sabit noktasidir.

Simdi S nin sabit noktasin tek oldugunu gosterelim. Aksine a ve b nin S nin iki

ayr1 sabit noktasi oldugunu varsayalim ve p(a, b) > 0 olsun. (4.13) ifadesinden

p(a,b) = p(Sa,Sh) < Amax{p(a,b),p(a,Sa),p(b,Sb)}

= Amax{p(a, b), p(a,a), p(b,b)}
= Ap(a,b) < p(a,b)

elde edilir. Bunun bir ¢eliski oldugu asikardir. Bu nedenle p(a, b) = 0 olmali ve boylece

a = b dir. Buradan anlagilacag lizere S nin tek bir sabit noktasi vardir.

Simdi ¢aligmalarimizdan elde edilen 6nemli bir sonucu verelim. Eger kismi b, (s)
metrik uzay taniminda s = 1 olarak alinirsa agagida ki kismi v-genellestirilmis metrik

uzay tanimi elde edilir.

Tammm 4.2.9: E bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere; p: E X E = [0, 0) bir
doniisiim ve v € N olsun. Her bir u,w, z4, z,, ..., z, € E igin asagida Ki;

) u=wepwu)=puw)=pww),

i) p(u,u) < p(u,w);

i) p(u,w) = p(w, u);

V) p(uw) < p(u,z1) + p(21,22) + -+ + p(Zy-1,2v) + (20, ¥) — Xi=1 P (20, Z)

sartlar saglanirsa (E, p) ya kismi v-genellestirilmis metrik uzay denilir.

39



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Teorem 4.2.6, Teorem 4.2.7 ve Teorem 4.2.8 da s = 1 olarak alinirsa kismi v-

genellestirilmis metrik uzayda asagida ki sabit nokta teoremleri elde edilir.

4.3. b,,(0) Metrik Uzayda Sabit Nokta Teoremleri

2017 yilinda Kamran ve arkadaslar asagida ki genisletilmis b-metrik uzay adini

verdikleri genellestirmis metrik uzay1 tanitmislardir.

Tanim 4.3.1: E bos kiimeden farkli bir kiime ve : E X E — [1, 00) bir doniisiim olmak

tizere her bir u, v,w € E i¢in pg: E X E = [0, 00)
) po(u,w) =0 = u=w;

il) pg(u,w) = p(w,u);

ii) pg (w, w) < 0(w, w)[pg(w, v) + pg(v, w)]

sartlarin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda (E, pg) ikilisine genisletilmis b-

metrik uzay adi verilir (Kamran et al. 2017).

Acikea goriilecegi tizere her bir u, w € E igin (u, w) = s olarak alinirsa b-metrik

uzay elde edilir. Ayrica 8(u, w) = 1 olarak alinirsa alisilmis metrik uzay elde edilir.

Simdi yukarida verilen tanimdan hareketle asagida ki metrik uzayi

tanimlayabiliriz.

Tanim 4.3.2: E bos kiimeden farkl1 bir kiime ve 8: E X E — [1, 00) bir doniigiim ve v €
N olmak tizere her bir u, z, z,, ..., z,,w € E i¢in pg: E X E = [0, 00)

i) polu,w) =0 u=w;

i) po(u,w) = pg(W,u);

i) po(u,w) < 0(w, w)[pe (1, z1) + po(21,22) + - + po(2y, W)]

sartlarin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda (E, py) ikilisine b, (8) metrik uzay
denir.

Acikca goriilecegi gibi her bir u, w € E i¢in;

i) 6(u,w) = solursa b,(s) metrik uzay,
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i) v = 1 olursa genisletilmis b-metrik uzay,

iii)0(u,w) = s ve v = 1 olursa b-metrik uzay,

iv) 8(u,w) = s ve v = 2 olursa dikdortgensel b-metrik uzay,
V) 6(u,w) =1 ve v = 2 olursa dikdortgensel metrik uzay,
vi) 8(u,w) = 1 olursa v-genellestirilmis metrik uzay,

vii) 8(u,w) = 1ve v = 1 olursa aligilmig metrik uzay,

elde edilir.

Ornek 4.3.3: E = N olsun. 8:N x N - [1,00) ve pg:N X N = [0, 00) déniisiimleri ile

6(u,w) = 3 4+ u+ w ve her bir u,w € N igin;

6, u,w € {1,2}veise
po(w,w) =11, uveyaw ¢ {1,2} veise
0, u=wise

seklinde tanimlansin. Bu durumda agik bir sekilde (E, pg) v = 5 sabiti ile b, (6) metrik

uzaydir.

Tamim 4.3.4: (E, pg) b, (0) metrik uzay, {u,} E de bir dizi ve u € E olsun. Bu durumda;

i) Eger her € > 0 ve her bir n = n, i¢in pg (u,, u) < € olacak sekilde bir n, € N varsa
{u,} dizisine (E, pg) da u noktasina yakinsaktir denir ve bu yakinsama u,, = u
seklinde gosterilir.

ii) Eger her € > 0 ve her birn = ny ve p > 0 igin pg (un,un+p) < ¢ olacak sekilde bir
ny € N varsa {u,} ye Cauchy dizisi denir.

iii) E de ki her Cauchy dizisi yine E de yakinsak ise (E, pg) tam denir.

Simdi b,(0) metrik uzayinda sabit nokta teoremleri ispatlayacagiz. Ancak

oncelikle ana teoremi ispatlamak i¢in gerekli olan asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 4.3.5: (E, pg) bir b,(8) metrik uzay, S: E — E bir doniistim ve {u,}, E de u,, #
Up41 olacak sekilde u,,; = Su, = S™u, seklinde tanimli bir dizi olsun. Ayrica her bir

n € N i¢in

Pe (un+1»un) < CPog (un'un—l)
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olacak sekilde bir ¢ € [0,1) var olsun. Bu durumda birbirinden farkli n,m € N i¢in u,, #

u,y, dir.

Ispat: Lemmanmn ispat1 Mitrovic and Radenovic (2017) makalesinde Lemma 1.11 in

ispat1 ile ¢ok benzer oldugundan yeniden ispatlanmamustir.

Lemma 4.3.6: 8 sinirli bir fonksiyon olmak tizere (E, pg) bir b,,(6) metrik uzay, {u,} E
de her n,m € N i¢in u,, # u,, sartin1 saglayan u,,; = Su, = S™u, seklinde tanimli bir
dizi olsun. Her n,m € N i¢in

P (U, Un) < €pg(WUpm—1, Un_1) + kic™ + kpc™ (4.16)

olacak sekilde bir ¢ € [0,1) ve kq,k, € Rt U {0} var oldugunu kabul edelim. Bu
durumda {u,,} E de bir Cauchy dizisidir.

Ispat: Eger ¢ = 0 ise {u,} in bir Cauchy dizisi oldugunu gérmek kolaydir. O halde ¢ #

0 olarak kabul edelim. 8 (u, w) sinirlt bir fonksiyon oldugundan her bir u,w € E igin
0<c™i(u,w) <1 (4.17)
olacak sekilde bir ny € N sayis1 vardir. Lemmanin hipotezinden

Po(Unt1, Un) < cpg(Un, Un_q) + kic™ T + kpc™
< c(cpg(Up_1,Upn_3) + kic™ + kyc™ ) + k™ + kyc™

= c?pg(Un—1, Un—7) + 2(kyc™ ! + kyc™)

< c"py(uq, ug) + nlk ™t + kyc™)

yazilabilir. Benzer sekilde her k > 1 igin

“ +k +k
Po (Umn-+1 Un+k) < ¢*po(Um, Un) + k(k ™ + kpc™5)

dir. Eger v > 2 ise bu durumda b,,(6) tanimindan;

Pe (um um) = Q(unf um) [Pe (un' un+1) + po (un+1' un+2)
t+-+ po (un+v—3' un+v—2) + po (un+v—2; un+no)

+p6 (un+n0' um+n0) + Peo (um+n0’ um)]

elde edilir. Ayrica
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Po(Un, Um) < 0 (U, um)[(c™ + ™ + oo+ ™73 pg (U, uy)
+(kic+ky)(nec™+ (n+ D™+ -+ (n+ v —3)c™V3)
+c"pg(Up—2, Un, ) + nc™(ky V™2 + kyc™)
+c™pg (Up, W) + noc™ (kyc™ + kyc™)
+c™pg(Uny, uo) + mc™(kyc™ + k)|

olur. Buradan

Do (un,um)(l — C”OH(un,um)) < 0 (Up, U [(€™ + ™+ - 4 73 pg (ug, uy)

+(kyc + ky)(nc™ + (n + D™t 4 -
+(n+v—3)c"tV3)
+c"pg(Up—2, Un, ) + nc™(kycV™2 + kyc™)
+noc™ (kyc™ + kyc™)
+c™pg (tn,, ug) + mc™(kyc™ + k)]

elde edilir. lim,_,nc® =0 ve 1 —c™0(u,, u,,) > 0 oldugundan, (4.16) ifadesi de

kullanildiginda n, m — oo igin pg (U, u,,) — 0 olur. Bu ifade {u,} dizisinin bir Cauchy

dizisi oldugu anlamina gelir. b,,(s) metrik uzay bir b, (s?) metrik uzay oldugundan v =

1 ise {u,} Cauchy dizisidir.

Simdi tam b,,(8) metrik uzayinda Banach sabit nokta teoremini verebiliriz.

Teorem 4.3.7: (E, pg) sinirh 6 doniisimii ile birlikte tam b,,(6) metrik uzay ve S:E — E

bir daraltan doniistim yani baska bir deyisle her bir u,w € E igin;
po(Su, Sw) < cpg(u,w) (4.18)

olacak sekilde sabit bir ¢ € [0,1) var olsun. Bu durumda S tek bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: u, € E keyfi bir baslangi¢ noktas1 olsun ve {u,,} dizisi u,,; = Su, = S" 1y, ile
tanimlanmis ve her bir n > 0 i¢in u,, # u,,4 olsun. Lemma 4.2.16 dan her birn,m € N

icin u,, # Uy, dir. S bir daraltan doniisiim oldugundan

Pe (un'um) = Po (Sun—lfsum—l) < Cpg (un—lvum—l)
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yazilabilir. Lemma 4.2.17 den {u,, } bir Cauchy dizisidir. Bdylece E nin tamligindan u,, —
u olacak sekilde bir u € E vardir. Simdi u noktasinin S nin bir sabit noktas1 oldugunu

baska bir deyisle u = Su oldugunu gdsterelim.

po(u,Su) < 0w, Su)[pe (U, Uns1) + po(Uns1 Uny2)
+ -+ pg(Unsv—1, Unsv) + Po(Un sy, SU)]
= 0w, Sw[pg(w, uny1) + po(Uns1, Uns2)
+ -+ pg(Unsv—1, Unsv) + P (SUnsp_1, SU)]
< 0w, Swlpg(w, ups1) + po(Unt1, Unt2)
+ -+ pg(Unsv-1, Unsv) + CPo (Unip_1, W]
dir. 8 siirli fonksiyon ve {u,}, u ya yakinsayan bir Cauchy dizisi oldugundan
pe(u, Su) = 0 dir. Buradan u, S nin sabit noktasidir. Simdi ise u noktasinin tek oldugunu

gosterelim. Aksine, baska bir sabit noktanin var oldugunu varsayalim. Buradan

po(u,w) = pg(Su, Sw) < cpg(u,w) < pg(u,w),

celiskisi elde edilir. Boylece u = w olup u, S nin tek sabit noktasidir.

Simdi b, (6) metrik uzayda zayif daraltan doniisiimler i¢in Banach sabit nokta

teoreminin bir benzerini verecegiz.

Teorem 4.3.8: E tam b, (8) metrik uzay ve S, E iizerinde zayif daraltan bir doniisiim

olsun. Bu durumda S nin tek sabit noktasi vardir.

Ispat: u, € E keyfi bir baslangi¢ noktas1 olsun. {u,} dizisi, u; = Sug, u, = Su; =
S2ug, ..., Upyq = Su, = S™u, seklinde tanimlansim. Eger her bir n € N icin u,, = U4,
ise ispat agiktir. Dolayisiyla her bir n i¢in u,, # u,,; oldugunu kabul edelim. (3.2) den
her bir n,p € N igin,

Pe (un+1' un+p+1) = Peo (Sun' Sun+p)

< Peo (un' un+p) - ¢ (pB (un' un+p))
yazilabilir. a,, = pg (un, un+p) olsun. ¥ azalmayan oldugundan,

On+1 < an — lp(an) < an (4-19)
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dir. Boylece {a,} dizisinin bir @ = 0 limiti vardir. Simdi @ = 0 oldugunu géstermeliyiz.

Aksine a > 0 oldugunu varsayalim. (4.19) kullanilarak,

Y(ay) =z Y(a) >0

dir. Boylece

an1 < ap — P(a)
olur. Buradan ayym < @&, — Nyp(a) elde edilir ki bu yeterince biiyilk N igin bir
celiskidir. Bu @ = 0 oldugunu kanitlar. Bu da {u,} dizisinin Cauchy dizisi oldugu
anlamma gelir. E nin tamlig1, u,, = u olacak sekilde bir u € E noktasinin var olmasini
gerektirir. Simdi, u noktasinin S nin bir sabit bir noktasi oldugunu gosterelim. (3.2) ve py

tanimindan,

po(u,Su) < 6(u, Su)[pe (1, un+1) + Po(Un+1, Un+2)
< 0(u, Swlpg(w, unt1) + po(Unt1, Uns2)
+ -+ po (Ungv—1) Unyv) + Po(Unyv, SW]
= 0(u, Swlpg(w, unt1) + po (Unt1, Uns2)
+ -+ pg(Unty—1, Untv) + Po(SUnip—1, SU]
< 0(w, Sw)[pg(w, uni1) + po(Unir, Uns2) + -+

Pe (un+v—1' un+v) + Po (un+v—1' u) - 1/)(,09 (un+v—1' u))]

elde edilir. n - o iken pg(un,un+p) -0 ve u, - u oldugundan ve ¥(0) =0

esitliginden u noktasinin, S nin bir sabit noktas1 oldugu ¢ikar.

Sabit noktanin tekligini ispatlamak i¢in, w gibi bir tane daha sabit nokta oldugunu

kabul edelim. S zayif daraltan bir doniisiim oldugundan

po(u, w) = pg(Su, Sw) < pg(u, w) — P (pg(u,w)) < pp(u,w)

bulunur. Béylece u = w olup ispat tamamlanir.
Simdi Reich sabit nokta teoremini verelim.
Teorem 4.3.9: (E, pg), 6 sinirh fonksiyonu ile tam b,,(6) metrik uzay1 olsun ve her bir

u,w € E i¢in S: E - E donlistimii;
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pe(Su, Sw) < apg(u, w) + Bpg(u, Su) + yps(w, Sw) (4.20)

esitsizligini saglasin. Burada a, 8,y negatif olmayan sabitler, I, = min{g,y} ve I, =
max{6(u,Su),8(Su,u)} olmak tizere a + f +y <1 vel; < ri dir. Bu durumda S tek
2

bir sabit noktaya sahiptir. Dahas1 u,, = Su,,_; seklinde tanimlanan {u,,} dizisi S nin sabit
noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat: {u,.}, u,4; = Su, = S™*!

Uy seklinde tanimlanan bir dizi olsun. Burada uy € E
rastgele secilen bir baslangi¢ noktasidir. Eger her bir n € N igin u,, = u,,; olursa u,
noktasinin S nin bir sabit noktasi oldugunu gérmemiz kolaydir. Simdi ise her bir n i¢in

Uy, # Up4q Oldugunu kabul edelim. b, (6) metrik uzay ve {u,} dizisinin tanimindan

Po(Unt1,Un) = pe(Suy, Suy_q)
< apg(Up, Up—1) + LPo(Un, Suy) + ¥pe(Upn_1, SUpn_1)
= apg(Un, Un_1) + Bpo(Un, Uns1) + VP (Un_1,Uy)

elde edilir. Buradan

Po(Unt1,Un) < a+
-1

_ ﬁ Po (un' un—l)
< (L potan, )

olur. « + B + ¥ < loldugundan 0 < % < 1 oldugu agiktir. Bu yiizden
Tlli_{gope (un+1'un) =0 (4-21)

oldugu elde edilir. Ayrica her bir n igin u, # U,4; oldugundan pg(Upsq,Uy) <

aty
1-B
Boylece,

pe(Up, u,—1) ifadesi ve Lemma 4.3.6 dan her bir n,m € N i¢in u, # u,, dir.

Pe (un' um) = Po (Sun—lf Sum—l)
< apg(Un—1,Um—-1) + Bpo(Un_1,SuUn_1) + ¥BPpe(Um—_1, Stm_1)
= apPg (un—lw um—l) + 5/39 (un—l' un) + V.B.DQ (um—l; um)

< apg(Up—1, Um-1) + <ﬁ (%)H_1 +y <? f;)mﬂ) po (g, up)
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olur. Lemma 4.3.7 den {u,} dizisi bir Cauchy dizisidir. E nin tamligindan u,, - u olan
bir u € E noktasi vardir. Simdi ise u noktasinin S nin bir sabit noktas1 yani pg (u, Su) =

0 oldugunu gosterelim. Buradan

po(u,Su) < 0(u, Sw)lpe(w, unt1) + po(Uns1, Unt2) + -+ + po(Untv-1, Un+v)
+po (Un v, SU)]
< 0w, SwWlpg (W unt1) + po(Untr, Unsz) + - + po(Untp—1, Untv)
+po (Suntvp-1, Sw]
< 0w, SwWlpg (W uns1) + po(Untr, Unsz) + -+ + po(Untv—1, Untv)

+apg (un+v—1' u) + ,3/09 (un+v—1' un+v) + ¥V Po (ur Su)]
elde edilir ve
(1—y0(w,Sw)pe(w,Su) < 0w, SwWlpg(w, uns1) + pg(Unyr, Unsz) + -

+po (Unsv—1, Un+v) + apg(Unip_1,U)

+,8.09 (un+v—1' un+v)]
olur. T} < ri oldugundan (1 —v0(u, Su)) € [0,1) ifadesi elde edilir. Boylece (4.21) den
2

ve {u,} dizisinin yakinsakligindan py (u, Su) = 0 dir. Buradan da anlasilir ki u noktas1 S
nin bir sabit noktasidir. Simdi u noktasinin tek bir sabit nokta oldugunu gosterelim. Bu
asamada v noktas1 gibi baska bir noktanin da sabit nokta oldugunu varsayalim. Bu

durumda

Po(u,v) = pe(Su,Sv) < apg(u,v) + Bpe(u, Su) + 6pe(v, Sv)

= apg(u,v)

olur. « < 1 oldugundan py (u, v) = 0 oldugu elde edilir. Dolayisiyla u noktasi S nin tek

sabit noktasidir.

Reich sabit nokta teoreminde a = 0 alinirsa asagida ki genellestirilmis Kannan

sabit nokta teoremi elde edilir.

Teorem 4.3.10: E tam b,,(6) metrik uzay ve S, E tizerinde her bir u,w € E igin,

po(Su, Sw) < Bpg(u, Su) + ypg(w, Sw)
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esitsizligini saglayan bir doniisiim olsun. Ayrica  ve y negatif olmayan sabitler I'; =
min{g,y} ve I, = max{6(u, Su),8(Su,u)} olmak iizere f +y <1ve I} < ri olsun.
2

Bu durumda S tek bir sabit noktaya sahiptir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu boliimde caligmalarimizdan elde edilen sonuglar verilecektir. Bu sonuglar
yardimiyla ispatlanan teoremlerin literatiirde var olan bir¢ok sonucu genellestirdigi

gorilmektedir.

Sonug 5.1: Teorem 4.1.1 de

i) v=s5=1ve @(t) = ct alimirsa Teorem 3.3.5 elde edilir.

ii) @(t) = ct alinirsa Mitrovic and Radenovic (2017) makalesindeki Teorem 2.1 elde edilir.

iii) v =1 ve ¢(t) = ct alimirsa Dung and Hang (2016) makalesindeki Teorem 2.1 elde
edilir.

iv) v = 2 ve @(t) = ct alinirsa Mitrovic (2017) makalesindeki Teorem 2.1 ve George et al.
(2015) makalesinin ana teoremi elde edilir.

V) v = s = 1 alinirsa Rhoades (2001) makalesinin ana teoremi elde edilir.

Sonug 5.2: Teorem 4.1.2 de

1) v =5 =1 alinirsa Teorem 3.3.7 elde edilir.

i) v = 2 alinirsa George et al. (2015) makalesinin 2.4 numarali teoremi elde edilir.

iii) v = 2 ve s = 1 alinirsa Das (2002) makalesinin ana teoremi yoriingesel tamlik sarti
kabul edilmeksizin elde edilir. Ayrica Azam and Arshad (2008) makalesinin ana

teoremi elde edilir.

Sonug¢ 5.3: (E, p) tam kismi v-genellestirilmis metrik uzay ve S: E — E ye daraltan bir
dontisiim olsun. Bagka bir deyisle her bir u,w € E ve A1 € [0,1) igin S;
p(Su,Sw) < Ap(u,w)

sartin1 saglasin. Bu durumda S, b € S gibi bir tek sabit noktaya sahiptir ve p(b,b) = 0
dir.

Sonug 5.4: (E, p) tam kismi v-genellestirilmis metrik uzay ve S: E = E ye doniistimii her

bir herbiru,w e Eve 1 € [0,%) i¢in;

p(Su,Sy) < Ap(w,Su) + p(w,Sw)]
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sartin1 saglasin. Bu durumda S, b € S gibi bir tek sabit noktaya sahiptir ve p(b,b) = 0
dir.

Sonug 5.5: (E, p) tam kismi v-genellestirilmis metrik uzay ve S: E = E ye doniistimii her

bir her bir u,w € E ve 4 € [0,1) igin;
p(Su, Sw) < Amax{p(u,w), p(w, Sw), p(w, Sw)}

sartin1 saglasin. Bu durumda S, b € S gibi bir tek sabit noktaya sahiptir ve p(b,b) = 0
dir.

Sonug 5.6: Teorem 4.3.7 ifadesinden,

i) v =1 veherbiru,w € E i¢in 8(u,w) = 1 alinirsa Teorem 3.3.5 elde edilir.
i) s = 1 olmak tizere ve her bir u,w € E igin 8(u,w) = s alinirsa bu durumda b,,(s)
metrik uzayinda ki Banach sabit nokta teoremi elde edilir.

iii) Eger v =1 ve her bir u,w € E igin 6(u,w) = s almirsa bu durumda b-metrik
uzayinda ki Banach sabit nokta teoremi elde edilir.

iv) Eger v = 2 ve her bir u,w € E i¢in 6(u,w) = s alinirsa bu durumda dikdortgensel
metrik uzayda ki Banach sabit nokta teoremi elde edilir.

V) Eger her bir u,w € E i¢in 8(u,w) = 1 alinirsa bu durumda v- genellestirilmis metrik

uzayda ki Banach sabit nokta teoremi elde edilir.

Sonug 5.7: Teorem 4.3.8 ifadesinden,

i) Egerv =1, herbiru,w € E i¢in 8(u,w) = 1 ve (t) = ct olursa Teorem 3.3.5 elde
edilir.

ii) Eger y(t) =ct ve s € [1,0) igin 8(u,w) = s alinirsa Mitrovic and Radenovic
(2017) makalesinin 2.1 numarali teoremi elde edilir.

iii) Eger v = 1, (u,w) = s ve P (t) = ct aliirsa Dung and Hang (2016) makalesinin
2.1 numaral teoremi elde edilir.

iv) Eger v = 2, 8(u,w) =s ve P(t) = ct alinirsa Mitrovic (2017) makalesinin 2.1
numarali teoremi ve George et al. (2015) makalesinin ana teoremi elde edilir.

v) Eger v =1 ve 8(u,w) = s almirsa Rhoades (2001) makalesinin ana teoremi elde

edilir.
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Teorem 4.3.9 da eger her bir u,w € E i¢in s > 1 olmak tizere, 8(u,w) = s

alinirsa asagida verilen sonug elde edilir.

Sonug 5.8: (X,d) tam b, (s) metrik uzay ve T: X = X ¢ doniisiimii her bir x, y € X i¢in
d(Tx,Ty) <ad(x,y)+Bd(x,Tx)+yd(y,Ty)
sartin1 saglasin. Burada a, 8, y negatif olmayan sabitler olup @ + f + y < 1 dir. Ayrica

min{B,y} < %dir. Bu durumda T tek bir sabit noktaya sahiptir (Mitrovic and Radenovic

2017).
Teorem 4.3.9 da a = 0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.9: E tam b,,(8) metrik uzay ve S, E tizerinde her bir u, w € E igin,

po(Su, Sw) < Bpg(u, Su) + ypg(w, Sw)
esitsizligini saglayan bir doniisiim olsun. Ayrica 8 ve y negatif olmayan sabitler I; =
min{p, y} ve I, = max{6(u, Su),8(Su,u)} olmak iizere S +y <1ve I} < ri olsun.
2

Bu durumda S tek bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug 5.10: Teorem 4.3.9 da

i) Eger v =1 ve her biru,w € E igin ve s > 1 olmak tizere 6(u, w) = 1 olsun. Teorem
3.3.7 elde edilir.

ii) Eger v = 2 ve her bir u,w € E igin ve s = 1 olmak iizere 6(u,w) = s olsun. Bu
durmda George et al. (2015) makalesinde ki Teorem 2.4 elde edilir.

iii) Eger v = 2 ve her bir u,w € E igin ve s > 1 olmak tizere 6(u,w) = 1 olsun. Bu
durumda uzayin dairesel tamliginin varsayimi olmadan Das (2002) makalesinin ana

teoremini ve Azam and Arshad (2008) makalesinin ana teoremini elde edilir.
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