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1. GIRIS

1. GIRIS

Miihendislikte ve Fen Bilimlerinde karsilagilan problemlerin tanimlanmasinda ve
¢cozliimler tiretilmesinde matematiksel modellemeler olduk¢a 6nemlidir. Bildigimiz iizere
matematiksel modelleme olarak ele alinan kismi diferansiyel denklemlerin bir¢ogunun
analitik ¢oziimii bulunamamaktadir. Bu diferansiyel denklemlerin kesirli tiirevli olmasi
ve non-lineerliginin kuvvetli olmas1 analitik ¢oziim iiretmeyi zorlastirir. Bu noktada da
niimerik ¢oziimlerin 6nemi 6n plana ¢ikmaktadir. Bilgisayar teknolojisinin ilerlemesiyle
20. yiizyildan sonra niimerik ¢oziimler elde etmek olduk¢a yaygm hale gelmistir.
Diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in ¢esitli nlimerik ¢oziim metotlar1 iiretilmis ve
gelistirilmigtir. Niimerik ¢6ziim yontemleri kullanarak baslangic ve sinir sartlari
yardimiyla @ = 1 (a, kesirli mertebeden tiirev derecesi) iken niimerik ¢éziimiin tam
¢Ozlime olan yakinsakligi incelenir ve sonra belirli @ degerleri i¢in yaklasik ¢oziim

iretilmeye ¢aligilir.

Kesirli mertebeden tiirev ve integral kavramlari, Leibniz ve Newton tarafindan
ayrintili olarak incelenen klasik tiirev ve integralin genellestirilmis halleridir. Son yillarda
kesirli hesap teoride oldugu gibi uygulamada da olduk¢a yogun olarak ele alinmaktadir.
Kesirli tiirev ve integralin gegmisi klasik tiirev ve integral kadar eskidir. Kesirli hesabin
ortaya ¢ikmasina sebep olan olay ise soyledir: 1695 yilinda L’Hospital, Leibniz’e mektup
yazarak, Leibniz notasyonu olarak bilinen d™y/dx™ goésteriminde n’nin bir tamsay1
olmamasi durumunda ve hatta n = 1/2 olmasi durumuyla ilgili bir soru yoneltmistir
(Miller and Ross 1993). Leibiniz bu sorunun yanitina *’Bu asikar bir paradokstur fakat
bir glin bu paradokstan olduk¢a yararli sonuglar ortaya ¢ikacaktir.”’ cevabmi vermistir
(Miller and Ross 1993). 1819°da keyfi merteben tiirev konusunu ciddi olarak ilk ele alan
kisi Fransiz matematik¢i Lacroix’dir. Lacroix makalesinde n,m € N olmak {izere

y = x™ i¢in tam say1 mertebesinden tiirev tanimini

dy _ m! m-n
dx™ (m-n)!

, mz2=n (1.1)

olarak ele almig ve Legendre sembolii olan "'T'(x)"” Gamma fonksiyonu ile ifade ederek
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d%y _ T(m+1) m-n

dx™  T(m-n+1) ’ mzn (1.2)

seklinde genigletmistir ve Lacroix bir 6rnek vererek y = x ve n = % icin,

d1/2y _2Jx
= VE (1.3)

olarak bulmustur (Miller and Ross 1993).

Literatiirdeki ilk uygulama 1823 yilinda Niels Henrik Abel tarafindan yapilmistir
(Beleanu et al. 2012). Abel kesirli hesab1 tautochrone probleminin modellenmesinde
ortaya ¢ikan integral denkleminin ¢6ziimiinde kullanmistir (Flores et al. 1997). Kesirli
tirevin formal tanimini yapan ilk kisi Liouville’dir. Liouville 1832 ve 1855 yillar1

arasinda birgok makale yayimladi, onun ¢ikis noktasi ise
D™Mer = jmei (1.4)
esitligidir. Bazi cebirsel hesaplamalardan sonra kesirli integral tanimini

DEF() = i o FAWx —w*du, @€ (~0,0) (15)

seklinde vermistir. Liouville potansiyel teoride bu tanimi uygulamayi basardi ancak bazi
meslektaslar1 bu tanimin oldukg¢a dar olduguna inaniyorlardi. Augustus De Morgan bu iki
tanimi ihtiva eden daha genel bir tanim ortaya atmistir. 1850 yilinda William Center,
Lacroix ve Liouville arasinda ki ¢eligkiyi bulmustur (Ross 1977). Lacroix kesirli tiirevde
sabit, sifir olamaz derken Liouville, I'(0) = o 6zelliginden sabitin, sifir olabilecegini
belirtmistir. 1847°de Riemann hala Ogrenciyken kesirli integral {izerine makale
yaymlamisti. Riemann, Liouville’nin teorisine bir W(x) biitiinleyici fonksiyonunu

ekleyerek

1 () = 1 o FaD (= w)* ™ du + W), (1.6)
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kesirli integrali tanimlamistir (Ross 1974). 1960’11 yillarda italyan matematik¢i M.
Caputo tarafindan Caputo tiirevi Onerilmistir. Onerilmesinin nedeni ise Laplace
doniistimiiniin uygulamalarda ortaya ¢ikan baslangi¢ degerin hesaplanmasi veya deneysel
yolla dlgiilmesi problemini ortadan kaldirmaktir. Literatiir incelemesinde birden fazla
kesirli tiirev tanimi1 bulunmaktadir. Bunlardan bazilar1 Riesz tiirevi, Riemann-Liouville
tirevi, Caputo tiirevi, Griinwald-Letnikov tiirevleridir (Podlubny 1974; Oldham and
Spainer 1974; Miller and Ross 1993; Hilfer 2000). Caputo tiirevinin elverisli olmasi son
yillarda kullanimimin artmasina neden olmustur. Kullaniminin yogun olmasinin sebebi
keyfi sabitin tiirevinin sifir olmas1 ve klasik tiirevde kullanilan baslangi¢c degerlerinin
kesirli tiirevde de degistirilmeden kullanilabilmesine olanak veriyor olmasidir (S6kmen

2012).

Bu tezde, Murray ve K (3,3) zaman-kesirli diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimleri
incelenmistir. Murray denklemi Reaksiyon-difiizyon denklem ailesinin bir tyesidir.
Reaksiyon-Difilizyon denklemleri fen bilimlerinde ve miihendislikte olduk¢a genis
uygulama alanmna sahiptir ve son yillarda ¢oziimlerinin ilging 6zellikleri ve zengin
cesitliliginden dolayr dikkat c¢ekmektedir. Difiizyon ve Reaksiyon islemleri ¢ogu
sistemlerin dinamiginde, 6rnegin plazmada, biyolojide, tipta, kimyada, ekolojide ve yar1
iletken fiziginde O6nemli rol oynamaktadir (Cherniha and Davydovych). K(m,n)
denklemleri, sivi damlalarinda ki sekillerin bi¢imlendirilmesinde ki dogrusal olmayan
dagilimlarda 6nemli bir rol oynar. Bu denklem tamamen KdV (Kortwge-de Vries’)
ailesinin tiyeleridir.Bu denklem dalga teorisinin olusum siirecini modeller. Bu denklemler

ise ilk olarak 1895°te s1g su dalgalarinin olusumu i¢in modellenen en eski denklemlerdir

(Zaidan and Darvishi 2017).

Ilk olarak Zhou diferansiyel déniisiim metodunu elektrik devre analizlerinde
lineer ve lineer olmayan baslangi¢ deger problemlerini ¢6zmek i¢in kullanmistir (Zhou
1986). Diferansiyel doniisiim metodunu 6zdeger ve 6z fonksiyonlar1 elde etmek i¢in
kullanmiglardir (Chen and Ho 1996). Kuvvetli nonlineerlige sahip soniimlii bir sistemin
analizinde diferansiyel doniisiim metodu kullanilmis ve dordiincii dereceden Runge Kutta
yontemiyle kiyaslama yapilarak diferansiyel doniisiim metodunun daha hassas oldugu
tespit edilmistir (Jang and Chen 1997). Bu ¢aligmaya kadar adi diferansiyel denklemlere

uygulanan diferansiyel doniisiim metodu bu ¢aligmada kismi diferansiyel denklemlere
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uygulanmaya baslanmistir (Chen and Ho 1999). iki boyutlu diferansiyel déniisiim metodu
icin teoremler ispatlanmistr (Ayaz 2003). Bu ¢alismada diferansiyel-cebirsel
denklemlerin ¢6ziimii i¢in diferansiyel doniisiim metodundan yararlanmistir (Ayaz 2004).
Calismasinda n-boyutlu diferansiyel doniisiim metodu tanimlanmis ve kismi diferansiyel
denklemler i¢in genellestirilme yapilmistir (Kurnaz ve Oturang 2005). Bu g¢alismaya
kadar en 6nemli eksik bagimli degiskeni barindiran non-lineer fonksiyonlar i¢in doniisiim
karsiligmin bulunamamis olmasidir (Keskin ve Oturang 2008). Bu eksiklige *> The
Differential transform methods for nonlinear functions and its applications” adli
calismayla ¢oziim bulunmustur. Diger bir eksiklik ise k, h olan indislere gore yapilan
hesaplamalar k,h,l olursa iterasyon sayisinin ve hesaplama siiresinin artmasidir.
Calismasinda indirgenmis diferansiyel doniisim metodunu tanimlamig ve sorunu
gidermistir (Keskin ve Oturang 2009). Calismasinda bu yontemin genellestirilmis halini

kesirli mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlere uygulamistir (Keskin 2010).

1.1. Neden Kesirli Tiirev?

Giiniimiizde kesirli tiirevin tipta, rijit materyallerin ¢cekme ve gerilme dayanimlari,
norodinamik, akustik, ekonometri, katilar mekanigi, kesirli mertebeden salgin
hastaliklarin modellenmesi, MRI’da kullanilan Bloch denklemi, lineer olmayan optikler,
uzun mesafeli optik haberlesme, jeoloji, elektrik-elektronik miihendisligi, fizik,
matematik, kimya ve biyoloji gibi ¢esitli bilim dallarinda ¢alismalar yapilmaktadir.
Teorik bilginin yani sira uygulama yapilmasi kesirli tiirevin 6nemini daha ¢ok ortaya
cikarmaktadir. Kesirli tliirev Brownian hareketi ve Levy ugus mekanizmasi iizerinden
aciklanirsa, kesirli uzay tiirevleri ve kesirli Laplace operatorleri partikiillerin Levy
stireglerini tanimlamak i¢in kullanilabilirken, Brownian hareketleri geleneksel Laplace
operatoriiyle kullanilabilir. Bu durum Sekil 1.1, 1.2 ve 1.3 de gosterilmistir. (del Castillo-
Negrete at al. 2003; Chechkin at al. 2008; Riascos and Mateos 2014; Hoefling and
Franosch 2013) (Levy ugusu ve kesirli tiirev igin) ve (Zoia at al. 2007; Figueiredo and
Siciliano 2017; Musina and Nazarov 2014,2016) (kesirli Laplace igin). Levy ugus
mekanizmasinda pargaciklar diizensizce yer degistirirler. Brownian hareketi ve Levy ugus
mekanizmasi rastgele hareketlerden ortaya ¢ikan sekillerdir. Ancak bu sekillerin altinda
modelleme yatmaktadir. Levy ugus mekanizmasinin kesirli tiirev ile daha iyi ifade
edildigi gorilmiistiir. Ayrica Brownian hareketinde klasik tiirevin kullanilmasi daha

uygundur (Ates 2017).
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Sekil 1.1. Merkezi (0,0) olan 50 adimhik  Sekil 1.2. Merkezi (0,0) olan 50 adimlik
Levy Ucusu (Yang 2010) Brownian hareketi (Yang 2010)

Sekil 1.3. Kesirli tiirevin parcaciklarin hareketi {izerindeki etkisi: a = 1,5 kesirli
diflizyon (sol), « = 1,75 (orta), diizenli diflizyon a = 2 (sag) (Ates 2017)
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Sekil 1.4. Sinirl bir bolgede ki salgin hastalik yayilimi(Ates 2017).

Giinlimtize kadar kiigiik, sinirli bir yerdeki hareketi ifade ederken klasik tiirevden

yararlanilir.

Sekil 1.5. Biiyiik ve genis bolgelere yayilan salgin hastaliklar1 ifade ederken kesirli
tiirevden yararlanilir (Ates 2017).
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Biiyiik ve genis yerlere yayilan hastaligi modellerken Levy ugus mekanizmasi

kullanilmaistir.

Bu tezde, Zaman-Kesirli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri
incelenmistir. {lk olarak belirlenmis zaman kesirli diferansiyel denkleme indirgenmis
diferansiyel doniisim metodu uygulanmis daha sonra belirli degerler i¢in niimerik
¢oziimler elde edilmis ve son olarak elde edilen niimerik ¢6ztimler ile tam ¢6ztimler tablo
ve sekiller iizerinde kiyaslanmistir. Niimerik ¢oziimler Wolfram Mathematica 11

bilgisayar program ile elde edilmistir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Bu ¢aligmasinda Zhou ilk olarak diferansiyel doniisiim yontemini, elektrik devre
analizlerinde ortaya ¢ikan lineer ve lineer olmayan baslangi¢ deger problemlerini ¢6zmek

i¢in ortaya koymustur (Zhou 1986).

Bu kitab1 Adomian, 1980 yilinda tanittig1 kendi adi ile isimlendirilen Adomian
Ayrisim yontemiyle ilgili bazi tanim ve teoremlere yer vermis ayrica bazi diferansiyel

denklemlere nasil uygulanacagini géstermistir (Adomian 1994).

He bu c¢alismasinda lineer olmayan problemlerin ¢oziimleri igin variational
iteration method ismi verilen yeni bir analitik ¢6ziim tanitmistir. Bu yontem baslangi¢
deger problemini varyasyon teorideki lagrange ¢arpani yardimiyla ¢ézmiistiir. Adomian

Ayrisim yontemi ile kiyaslandiginda daha iyi sonu¢ vermistir (He 1999).

[k kez diferansiyel doniisiim metodundan yola ¢ikarak kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii i¢in iki boyutlu diferansiyel doniisiim metodunu tanitmis ve 6rnek

tizerinde gostermistir (Chen and Ho 1999).

Yeni teoremler eklenmis ve bazi lineer ve lineer olmayan kismi tiirevli baslangi¢

deger problemleri iki boyutlu diferansiyel doniisiim metodu ile ¢oziilmistiir (Ayaz 2003).

Ug boyutlu diferansiyel doniisiim yontemini vermis ve ilk kez temel teoremleri
tanitmugtir.  Kismi diferansiyel denklemlerin nonlineer ve lineer sistemlerin tam

¢ozlimlerini iki ve ti¢ boyutlu diferansiyel doniisiimii uygulamalarda incelenmistir (Ayaz

2004).

Bu iki boyutlu diferansiyel doniisim yonteminin yeni bir genellemesi
gelistirilerek yontem uzay ve zaman-Kesirli diferansiyel denklemlere uygulanmistir. Bu
genelleme Taylor formiili ve Caputo kesirli tlirevinin genellestirilmis iki boyutlu

diferansiyel doniisiim yontemine dayanmaktadir (Arikoglu ve Ozkol 2007).
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Indirgenmis diferansiyel doniisiim metodunu tanimlamis ve ilgili probleme nasil

uygulanacagini gostermislerdir (Keskin ve Oturang 2009).

Indirgenmis Diferansiyel Doniisim Metodunu Lineer ve Lineer olmayan dalga
denklemine uygulamiglardir. Dort farkli 6rnek iizerinde metot uygulanmis ve sonug
olarak ya tam ¢6ziim elde edilmis ya da yaklasik olarak iyi sonug verdigi gozlemlenmistir

(Keskin ve Oturang 2010).

Makalede dort tane Ornek ¢Oziilmiis bunlar homojen ve homojen olmayan
nonlineer zaman-kesirli gaz dinamik denklemini, nonlineer zaman- kesirli sok dalga
denklemi ve nonlineer zaman-kesirli Whitham-Broer-Kaup Shallow water denklemini
diferansiyel doniisiim metodu ile basaril1 bir sekilde ¢6zmiislerdir (Das S. and R. Kumar
2011).

Bu c¢alismada Newell-Whitehead-Segel denklemi iizerine indirgenmis
diferansiyel doniisim metodu ve adomian ayrisim metodu uygulanarak kiyaslama
yapilmistir. Indirgenmis diferansiyel doniisiim metodunun Adomian ayrisim metoduna

kiyasla daha basit ve sonuca hizli yaklastigi belirtilmistir (Saravanan and Magesh 2013).

Indirgenmis Diferansiyel doniisiim metodu iki farkli lineer olmayan kismi
diferansiyel denkleme uygulanmis ¢alismada geleneksel metottan daha basit ve lineer

olmayan kismi diferansiyel denklemlerde etkili oldugu belirtilmistir (Al-amr 2014).

Lineer olmayan denkleme indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu uygulanmis
ve gliclii ve karmasik lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerde uygulanabildigini

ortaya koymustur (Mohamed and Gepreel 2017).

RDTM, ADM, VIM ve HPM arasinda kiyaslama yapildiginda bu metodun
sonuglart parabolik ve hiperbolik benzer denklemlere uygulandiginda ayni sonucu
vermektedir. RDTM (HPM gibi), ADM’deki 6zel algoritmalar ve karmasik hesaplama
gerektirmez ayrica VIM’deki genel Lagrange carpanlart kullanilarak fonksiyonlarin
yapisal dogruluguna ihtiyag¢ yoktur (Taghizadeh and Noori 2017).
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Bu boliimde kullanilan bazi temel kavramlar verilmistir.
Tamm 3.1: (Gamma Fonksiyonu)

x€C, x+0,—-1,—-2,-3,... olmak tizere

[oe)

I'(x) =Je‘t t*1dt

0

seklinde tanimlanan Euler integraline Gamma fonksiyonu denir ve I ile gosterilir. Kesirli
tiirev ve kesirli integral hesabinda 6nemli bir role sahip olan Gamma fonksiyonu,
kullanilan faktoriyel isleminin tiim reel sayilara genisletilmis halidir. Gamma

fonksiyonuna ait bazi 6zellikler soyledir.

i. r(=1
ii. x € N* olmak tizere I'(x + 1) = x!

iii. x € N* olmak tizere ['(x + 1) = x['(x)

u4

a
(]
=
]
W
I

IITITI T Ll

EEsEEEEEEsEEEEEE e
1
[

Sekil 3.1. Gamma fonksiyonuna ait grafik

10
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Sekil 3.1.°de sifir noktas1 civarinda Gamma fonksiyonunun davranisi
gosterilmistir. Gamma fonksiyonu pozitif bolgede her noktada tanimli olmasma karsin,

negatif tam say1 degerlerinde sonsuza yakinsamaktadir (Arkfen and Weber 1995).
Tamm 3.2: (Beta Fonksiyonu)

x,y € C,Re(x) > 0,Re(y) > 0 olmak tiizere

1

B(x,y) = f t*"1(1 —t)¥ dt

0

olarak tanimlanir. B(x,y) seklinde gosterilir. Gamma fonksiyonu ile Beta fonksiyonu

arasindaki iliskiyi veren bagint1

T (y)

B@Y) =tavy)

B(y,x)

seklindedir.

Bu esitlik gamma fonksiyonunun birgok degerini hesaplamak yerine dogrudan
Beta fonksiyonunun degerlerinden faydalanilabilecegini gdstermektedir (Arkfen and

Weber 1995).
3.3. Kesirli Integraller ve Kesirli Tiirevler

Kesirli mertebeden tiirevin ¢esitli tanimlar1 literatiirde mevcuttur. Bu tanimlar
aslinda Rieman-Liouville kesirli tiirev tanimindan tiiretilmis ya da Rieman-Liouville
tanimi ile baglantili olduklar1 goriiliir. Bu tanimlar arasindaki esas fark kullanilan

fonksiyonlarm tanim kiimeleri ve se¢ilen yardimci parametrelerdir (Li 2003).

Birden fazla Kesirli tlirev tanimmin olmasi degisik tiirden problemlerin

coziimlerinde kolaylik saglayacaktir. Genelde Riemann-Liouville Kesirli Tiirev tanimi

11
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kullanilsa da ¢aligmamizda yine Riemann-Liouville kesirli tiirevinden tiiretilen Caputo
Kesirli Tiirev tanimi kullanilacaktir. Yaygin olarak kullanilan kesirli tiirev tanimlarini

inceleyelim.

3.3.1. Griinwald-Letnikov Tiirevi

Griinwald-Letnikov tiirevinin tanimi (Oldham and Spanier 1974) klasik birinci

tiirev tanimindan baslanilarak bulunur.

Benzer yolla bir fonksiyonun ikinci tiirev tanimini kullandigimizda,

lim L= fG=h1) i fOe—ha)=f(x—h1—hp)

17 . 1: h1-0 hq h1-0 hq
f'x) = f};rjlo s (3.2)

Bu tiiretme isleminin {igiincii, dordiincii ve daha yiiksek tam say1 basamaktan
tirevlerine de genisletilebilecegi asikardir. Buradan, h; = h, = h (3.2) alindig1 zaman

ikinci tiirevin elde edildigini gorebiliriz:

fII (x) — }llz)% f(x)_zf(x;lizl)+f(x_2h) ~ f(x)_zf(x;lizl)'l'f(x_Zh) , 0 < h S 1 (3.3)

Ayn1 mantikla n. mertebeden tiirev:
fE) = lim 3o (~D™ () fx —mh), neN (3.4)

n!

olarak elde edilir. Burada (:1) = ’dir. (3.4)’de ki limit alinirsa m, n’den daha

m!(n-m)!
biiyiik oldugundan binom katsayist sifir olacagindan n — oo i¢in limit alinabilir. Gamma

”"’

fonksiyonunda ki terimi yerine yazilarak Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi:

12
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I'(a+1)
m!T'(a—m+1)

D& f(x) = lim = 3o (~1)™ f(x —mh) (35)
olur.

3.3.2. Riemann-Liouville kesirli integrali ve kesirli tiirevi

Bazi kaynaklarda, Riemann-Liouville kesirli tiirev ve integral tanimlari ve
teoremleri verilmistir (Kilbas et al.2006; Oldham et al.1974; Ross and Miller 1993). Biz

sadece calismamizda kullanacagimiz ozellikleri verecegiz.

Tamm 3.3.2.1: a > 0 igin, a. mertebeden (« > 0) Riemann-Liouville kesirli integral

operatorti,
UgNk) = ﬁf:(x -0 f()dr, x>a (3.6)
Jaf) () = f(x) 3.7)

seklinde tanimlanrr. f € C;, a,f >0, a=>0 ve y > —1 olmak iizere, Riemann —

Liouville kesirli integral operatoriiniin bazi 6nemli 6zellikleri asagidaki gibidir:

A(Jef) e = (Ja+F) o, (3.8)
b) (Ja7E £) ) = (JEJEf) o), (3.9)
QJEx? = I x e, (3.10)

Tamim 3.3.2.2: f fonksiyonu her sonlu (a, x) araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun.
meNmM—-1<a<m olmak iizere x >a,a €R, a >0 olsun. Bundan dolay1

Yy = m — a > 0 olmak iizere f fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli tiirevi,

13
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D*f(x) = D™DV f(x)]

m

d
(PEhE) = - m[r(m 5 f (x — Ty lmml

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.3.2.3: f(x) = x3, fonksiyonunu goz oniine alalim. a = %,a = 0, alalim ve

fonksiyonun Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevini hesaplayalim. Tanim

3.322’ye gore mm—1<a <m sartin1 saglayan bir tam say1 olacagidan
m = 1°dir. FG) =~/ oldugu goz oniine almarak, T = ux, dr = xdu doniisimii

yapilirsa

am ;
(e =2 [F —— [ f(T)dT]

X

d 1
(x—1)' 27 3dr

N
Ira-27

1 dff, 1
@au‘(x—r) ‘L'd‘[]

integrali Beta fonksiyonu tipine getirilerek ¢oziilebilir.

1

1 d d 1 _1
(x—ux) 2u x3xdu = —— | x72(1 —u) zudx*du

Vrdx ) \/_d

14
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1 1
i Ef(l ) Fuddu = =2 ()@
———x —uw) 2uldu = —=—x
Vmdx V dx F(9)
1d 7 6/ _ 32 s
Vrdx 783in(ly 35V
2222 \2

bulunur.

3.3.3. Caputo Kkesirli tiirevi

Caputo kesirli tiirev tanim1 detayli olarak M. Caputo tarafindan ilgili makalelerde
verilmistir (Caputo 1967; Kilbas et al.2006). Bu yiizden, c¢alismamizda kullanacagimiz

ozellikler verilecektir.

Tamm 3.3.3.1: m,m — 1 < a < m olacak sekilde pozitif bir tamsay1, a herhangi pozitif
say1 ve f, m. mertebeden diferansiyellenebilir stirekli bir fonksiyon olsun. O halde f

fonksiyonunun a. mertebeden Caputo kesirli tiirevi ¢ = m — a > 0 olmak tizere

Def(x) = D7Y[D™f(x)]

1
r(m-a)

(Dgf(x) =

J; e =ML M (D)dy, (3.11)

ile tanimlanir. Ayricam — 1 < @« < m,m € N,a > —1 olmak iizere, Caputo kesirli tiirev

tanimina ait,
Q(DFJEf)(x) = f(x) (3.12)
b) £DEF)(x) = F() = TP FR () 2 a 2 0 (3.13)

Ozellikleri de verilebilir.

15
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Ornek 3.3.3.2: f(x) = x3 fonksiyonunun Caputo tammndan kesirli tiirevini alalim.

1 .. o - :
a = igin tanim 3331 gore mm—1<a <m sartin1 saglayan bir tamsayi

olacagindan m = 1°dir. Buradanm = 1,a = %, a=0,T G) = /7 olarak alindiginda,

(m

1 X
DENE) = s | G = O W @de

= %f(x — DT (@t
-2)s

r(1

1 ; 1
= —j(x —1)7237%dt
0

r(z)

elde edilir. Bu kisimda t = ux, dt = xdu doniisiimii yapilarak islem su hale getirilir.

1
1 1
= —f(x —ux) 23u’x?*xdu

r(3)s

1 5 1

1 1 1 3x2 1

= —f x 2(1 —u) 23u?x3du = —f(l —u) 2u’du
0

r(3)s r(3)

olarak bulunur.

Tamm 3.3.3.3: m tamsayis1 «’dan biiyiik en kii¢lik tamsay1 ya da a’ya esit olmak tizere,

a. mertebeden a > 0 Caputo zaman-kesirli tiirev operatori,

16
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0%u(x,t)

D%u(x,t) = 3ta

1t ym-a-19TuxD) S
r(m-a) fO t-1) atm dr;

) amu(xn) . _
T oem a=meN

seklinde tanimlanir.

3.4. Kesirli Diferansiyel Denklemler

m—-—1<a<m,

(3.14)

Bu bolimde kesirli diferansiyel denklemlerin tanimlar1 verilecektir. Aksi

belirtilmedikge, D* Caputo tiirev operatoriinii temsil etmektedir.

Tamim 3.4.1: Bir veya daha fazla degiskenin kesirli mertebeden tiirevlerini ihtiva eden

denklemlere kesirli diferansiyel denklem denir. Yani, kesirli diferansiyel denklemler, tam

say1 tiirevleri yerine, kesirli tiirevlere sahip olan diferansiyel denklemlerdir (Benghorbal

2004).

» 3 1
Ornek 3.4.2: Dzu(t) + Dzu(t) — 2u(t) =0

(3.15)

seklinde verilen (3.15) denklemi kesirli diferansiyel denklemdir (Podlubny 1999). Kesirli

diferansiyel denklemleri asagidaki gibi siniflandirilabilir:

Kesirli adi diferansiyel denklemler. Ornegin,

Dsu(t) + 5u2(t) = 3

denklemi kesirli adi diferansiyel denklemdir (Podlubny 1999).

17



3. MATERYAL ve YONTEM

Kesirli kismi diferansiyel denklemler. Ornegin,
Dtl/zu + % (w?), —u(l—u) =0, (3.17)
denklemi kesirli kismi diferansiyel denklemdir (Biazard and Eslami 2011).

3.5. Kesirli Kismi Diferansiyel Denklemler

Tamim 3.5.1: Lineer olmayan kesirli kismi diferansiyel denklem baglangic kosullar1 ile

birlikte,

Dfu(x,t) + Lyu(x, t) + Nyu(x, t) = w(x,t), m<a <m+1,

o0 am
u(x,0) = f(x) = X oadx™u.(x,0) = g(x) =X al x™, .,at—mu(x, 0) =h(x) =
Y=o dn x™. (3.18)
seklindedir.
Burada L, = — + — + -+ ﬂ , k € N olmak tizere bir lineer operator, N, bir

lineer olmayan operator ve a)(x, t) tim x’lerin derecesi tam say1 olarak bilinen bir
fonksiyondur. (Chen et al. 2011).

Ornek 3.5.2: Asagida

1

1u(x t) = u(x t) (3.19)

at2

seklinde verilen (3.19) denklemi bir kesirli kismi diferansiyel denklemdir (Chen et al.
2011).

18
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3.6. Kesirli Basamaktan Tiirevin Geometrik ve Fiziksel Yorumu

Tamsay1 basamaktan tiirev ve integrallerin fiziksel ve geometrik anlamlar1 agik
olarak bilinmektedir. Bu nedenle bu operatorler c¢esitli uygulamali problemlerin
¢oziilmesinde oldukc¢a yaygin bir kullanima sahiptir. Tamsay1 basamaktan tiirev ve
integralin aksine, kesirli tiirev ve integralin geometrik ve fiziksel anlamlar ile ilgili kabul
goren bir yorum 2002 yilina kadar yapilamamistir. 2002°de Podlubny tarafindan yapilan
calismada bu eksiklik ele alinmis, kesirli tiirev ve integral i¢in geometrik ve fiziksel

yorumlar verilmistir (Podlubny 2002).

(3.6) ile verilen Riemann-Liouville kesirli integralini a = 0 i¢in ele alalim. Bu

integralde

g:(1) = {t*— (-1

[(a+1)
dontisiimii yapilirsa, (3.6) ifadesi

t/T(a+1)

1f () = J; f(@dg: (D (3.20)

seklinde yazilabilir. (3.20) integrali sabitlenmis bir t degeri i¢in ele alinirsa, bu ifade
Stieltjes integraline doniisiir ve Bullock tarafindan Stieltjes integralinin geometrik anlami

ile ilgili yapilmis yorum kullanilabilir (Bullock 1988).

7,9 Ve f eksenlerini géz Oniine alalim. (7, g) diizleminde 0 < 7 < t i¢in g,(7)
egrisi ¢izilip yiiksekligi f(7) olan “¢it”ler olusturulabilir (Sekil 3.2.). Bu gitlerin (, f)

diizlemi tizerindeki izdiisiimiiniin alan

Ilf(t)sz(r)dr, t=>0
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integralinin degerine esittir. (g, f) diizlemi ilizerindeki izdiisiimiiniin alan1 ise (3.20)

kesirli integralinin degerini vermektedir.

Sekil 3.2. @ =0,75,f(t) =t + 0,5sin(t),0 <t < 10 i¢in olusturulan ¢it (Demirci
2011).

Kesirli integralin geometrik yorumu temel olarak, t ve f(t) ikilisine ii¢iincii bir
boyut (g(t)) eklenmesine dayanmaktadir. T zaman olarak kabul edilirse, g(t) da

“doniistiiriilmiis zaman ” olarak diisiiniilebilir.

Kesirli tiirevin fiziksel yorumu asagidaki sekilde yapilabilir:

500 = [ Fdg (@

alinirsa,
f(t) = D§Sy(t) 0<a<l1
olup, bu ifade S, (t) kadar mutlak yol katetmis bir nesnenin algilanan hizini verir. Diger

yandan (3.20) ifadesinin birinci basamaktan tiirevi alinirsa,
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d
vo(t) = ZIEF(©) = DI (®)

elde edilir. Bu ifade ise algilanan hizin f(t) ile verilen bir nesnenin bagimsiz bir gézlemci
tarafindan gozlemlenen mutlak hizint verir. « = 1 durumunda, yani mutlak zaman ile

algilanan zaman arasinda bir farkin olmadig1 durumda v, (t) = v(t) esitligi elde edilir

(Demirci 2011).
3.7. Genellestirilmis Diferansiyel Doniisiim Metodu
3.7.1. Bir boyutlu genellestirilmis diferansiyel doniisiim metodu

Tek degiskenli f(x) fonksiyonunun k. mertebeden tiirevinin genellestirilmis

diferensiyel doniisiimii, 0 < a < 1 olmak iizere,

F () = ——[(pg)"] | (3.21)

I'(ak+1) x=x¢

olarak tanimlanur. (D,@‘O)k = DZ.Dg ...DE (k defa) seklinde tammlanir. F, (k) nin

diferensiyel ters doniistimii
f(x) = Xp_g Fo (k) (x — x)%, (3.22)
seklinde tanimlanir. (3.21) ifadesindeki F, (k), (3.22) ifadesinde yerine yazilip

(x—xo)ak

FG) = i B G — x) ™ = B2 202 (D) (xo) | (3.23)

elde edilir. Yani, (3.21) genellestirilmis diferansiyel doniisiim ifadesinin ters dontistimii
(3.22) ifadesidir. (3.23) ifadesi kullanilirsa, f(x) fonksiyonunun yaklagik degeri sinirli

seri formatinda

f ) = XReo Fa () Cx — x0) ™, (3.24)
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seklinde ifade edilebilir. @ = 1 olmas1 durumunda (3.21) genellestirilmis diferansiyel
doniisiim ifadesinden, klasik diferansiyel doniisiim ifadesinin elde edilebilecegi

goriilebilir.
3.7.2. Iki boyutlu genellestirilmis diferansiyel doniisiim metodu

Iki boyutlu genellestirilmis diferansiyel doniisiim metodu, iki boyutlu diferansiyel
donlisim metodu ve genellestirilmis Taylor formiilii temel alinarak tanimmlanmistir

(Odibat and Momani 2008a).

Iki degiskenli u(x,y) fonksiyonunun, u(x,y) = f(x)g(y) olacak sekilde, tek
degiskenli iki fonksiyonun carpmmi seklinde ifade edilebilecegini kabul edelim. Iki
boyutlu diferensiyel doniistimiin temel islemleri temel olarak u(x,y) fonksiyonu, 0 <

a, B < 1 olmak iizere,
ux,y) = Y=o Fa () (x — x) %K D=0 Gﬁ(h) (v - )’o)hﬁa
= =0 2o U, U, 1) (x = o)™ (y — y0)P™, (3.25)

seklinde ifade edilebilir. u(x,y) fonksiyonun genellestirilmis iki boyutlu diferansiyel

doniisiimii

_ 1 a \¢( nB h
Va0 ) = s | (08) (08)] (3.26)

seklinde verilir. (D;gfo)" = DE D ...DZ, (k defa) seklinde ifade edilir. Burada u(x, y)
orijinal fonksiyon, U(k, h) ise doniisiim fonksiyonunu gostermektedir. (3.25) ve (3.26)

genellestirilmis iki boyutlu diferansiyel doniisiim tanimlar1 temel alinirsa, asagidaki

sonuclar elde edilir (Odibat et al.2008).

Genellestirilmis iki boyutlu diferansiyel doniisiimiin temel islemleri asagida Ki

Cizelge (3.1)’de verilmistir.
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Cizelge 3.1. Genellestirilmis iki boyutlu diferansiyel doniisiim metodunun temel

islemleri

Orijinal fonksiyon

Doniisiim fonksiyonu

ulx,y) =w(x,y) £ v(x,y)

Ugp(k,h) = Wy g(k,h) £V, p(k, h)

u(x,y) = cw(x,y) (c € R)

Ua,ﬁ(kJ h) = CWa,B(kr h) (C € R)

u(x,y) = w(x,y)v(x,y)

k h
Ugp (k) = ZZ We 5 (r,h — )V p(k = 1,5)

r=0s=0

ulx,y) = (x —x0)™*(y — }’o)nﬁ

Ugp(k, h) = 8(k —n)8(h — m)

u(x,y) = D¢ v(x,y)

Na(k+1)+1)
['(ak + 1)

0<ac<l1

Ua,ﬁ (k, h) =

Vop(k+1,h),

u(x,y) = D v(x,y)

rth+1)+1)
F'(Bh + 1)

0<p<1

Ua‘ﬁ(k, h) = Va,‘[;(kih + 1)1

u(x,y) = DJ v(x,)

I'lak+y+1)
F'(ak + 1)

m—1<y<m

Ua’ﬁ(k,h) — Va,[;(k +]//0(, h)

3.8. Indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Metodu

Bu bolimde kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin

indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu verilecektir. Indirgenmis diferansiyel

donlisim metodu ile genellestirilmis diferansiyel doniisiim metodunda olusan islem

yogunlugunun azaltilmasma olanak saglamaktadir. Bu nedenle kesirli diferansiyel

denklemlerin ¢oziimlerini hizli bir sekilde elde etmek miimkiin olabilecektir.

iki boyutlu kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢dziimii

ulx, t) = i i U(k, h)x*<tbh

k=0 h=0

seklinde olsun. Bu durumda u(x, t) fonksiyonun diferansiyel doniisimii
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1

h
Utk M) = Fk+ Drgh+ [(D’?o)k(Dti) u, t)]

x=0,t=0

olarak tanimlanmistir. « = 1 alinirsa,

ulx,t) = Z Z U px*tPh

k=0 h=0

oldugundan u(x, t) fonksiyonu ag¢ik halde yazarsak,
Uo,0r Ug1tP, U2t %8, ..., Uy o, Uy 1 xtP, Uy pxt?P, .. U, gx2, Uy 1 X285, .

elde edilir. Buradaki terimler t nin kuvvetlerine gore diizenleme yapilirsa yani ilk grup

0 X Ur o, ikinci grup t# X5 Uy 1 x, tiglineii grup t28 Y- Uy 5 x*...v.b. Boylece

u(x, t) = U, (x) tPh
; A

fonksiyonu elde edilmektedir. Buradan hareketle asagidaki tanimlar1 verebiliriz.

Tammm 3.8.1: Iki bilesenli u(x,t) fonksiyonunun diferansiyel déniisiim fonksiyonu
U(k,h) olmak tizere, u(x,t)’nin t boyunca hesaplanacak ¢oziimiin indirgenmis

diferansiyel doniigiimii

1

Un(x) = T(Bh+1)

[DF"u(x, )] (3.27)

t=0
olarak tanimlanir.

Tanmim 3.8.2: (Keskin 2010) U, (x)’nin t boyunca indirgenmis diferansiyel doniisim

fonksiyonunun tersi;
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u(x,t) = X5 o Uy (x) tAM (3.28)

seklinde tanimlanir. (3.27) ve (3.28) esitlikleri dikkate alinarak asagidaki (3.29) esitligi

o0 1 h
uCe,t) = Sz sz D6 u e 0] _ P (3:29)

elde edilir.

Teorem 3.8.3: (Keskin 2010) Iki degiskenli u(x,t) ve w(x, t) fonksiyonlar1 ele alalim.
Eger

u(x, t) = aa—xw(x, t)

fonksiyonlar1 swrasiyla U, (t) ve V,(t) fonksiyonlarmin x boyunca indirgenmis

diferansiyel doniisiim fonksiyonlar1 olmak iizere,
Up(6) = (h+ D)Wp41(8)
esitligi saglanir.

Ispat 3.8.3:

h

110
v(x, t) - W, (t) = o [m w(x, t)l

u(x, t) = iW(x, t)

0x

ise
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1[o" /0
Un®) =y [aT (v ”)]

x=0
diferansiyel operatoriiniin 6zelliginden

h+1

U,(t) = A l—w(x, t)

h+1

= DG laxh“

Qxh+1 w(x,t)

x=0 x=0

olup
Up(t) = (h+ D)Wy (t)

Teorem 3.8.4: (Keskin 2010) iki degiskenli u(x, t),w(x,t) ve v(x,t) fonksiyonlarmi

ele alalim. r € N olmak {izere eger
u(x, t) = w(x, t)v(x,t)

ise swrasiyla Ui (t), W, (t) ve V,(t) verilen fonksiyonlarm x boyunca indirgenmis

diferansiyel doniisiim fonksiyonlar1 olmak iizere

k
Ue(®) = ) Wh(®)Ver (8

esitligi saglanir.

Teorem 3.8.5: (Keskin 2010) iki degiskenli w(x,t) fonksiyonunu ele alalim. m € N

olmak lizere eger

w(x, t) = x™f(t), f(t): Analitik fonksiyon

26



3. MATERYAL ve YONTEM

ise W, (t) verilen fonksiyonun x boyunca indirgenmis diferansiyel doniisiim fonksiyonu

olmak tlizere

I
3

We(®) = 60— m)f (@, 8tk—m)={’ ¢

#
3

esitligi saglanir.

Cizelge 3.2. x boyunca indirgenmis diferansiyel doniisiim tablosu (Keskin 2010).

Orijinal fonksiyon Doniisiim fonksiyonu
u(x, t) 1[o*
W, (t) = T [ﬁu(x, t)ltzo
u(x, t) = wx,t) £ v(x,t) Ui (t) = Wi (8) £ V3 (6)
u(x, t) = cw(x,t) (c €R) U,(t) = cW,(t) (c €R)
" k !
u(x, t) = ppe w(x,t) U,(t) = %Wkw(t)
d° 0°
u(x,t) = ﬁw(x, t) Up(t) = ﬁWk(t)
u(x, t) = w(x, t)v(x, t) k
INOEWACANG
u(x, t) = x™t" Uc(t) = 6(k —m)t"
u(x, t) = x™t"w(x, t) U (t) = Wi_pn (D)
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Cizelge 3.3. t boyunca indirgenmis diferansiyel doniisiim tablosu (Keskin 2010).

Orijinal fonksiyon

Doniisiim fonksiyonu

u(x,t)

ak

WU(X, t)

Uh(x) = %l

t=0

u(x, t) = w(x, t) +v(x,t)

Up(x) = Wy (x) £ Vi (x)

u(x, t) = cw(x,t) (c € R)

Uy(x) =cW,(x) (c €R)

T

ult) = 5=

w(x,t)

T

axT

Un(t) = 2 Up(x)

N

0
ulx,t) = %W(x, t)

h !
00 =25y, e

u(x, t) = w(x, t)v(x, t)

h
Un() = ) V() Wa ()
s=0

ulx, t) = x™t"

Upy(x) =6h—n)x™

Y(x, t) =u(x, t)w(x, t)v(x,t)

¥ = iz Ui (Vi (X)W (3)

r=0 i=0

u(x, t) = x™t"w(x, t)

Up(x) = x™Wj,_,, (x)

Ornek 3.1: K(m,n) diferansiyel denklem ailesine ait olan K(2,2) zaman-kesirli

diferansiyel denklemini indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu ile ¢oziimii asagida ki

gibidir (Edeki at al. 2018).

DEv + () x + (V)xx = 0 (3.30)
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v(x,0) = Zcos?(%) (3.31)
seklindedir.

Yukarida (3.31) baslangic sarti ile verilen (3.30) K(2,2) zaman-kesirli
diferansiyel denklemini ele alalim. Indirgenmis diferansiyel doniisim metodu bu

denkleme uygulanirsa,

[(ai+1) 17 ox

F(a(i+1)+1) iZVr'

L ___Teitn (o iVV +a3zw
HLT T+ D+ D\ ax s T T 9x3 TN

V, = ra aZO:VV +asiVV
L7 T(a+ 1)\ ox T X3 e

V1 = _F(O(—-I-l) ((Vovo) + (VOVO) )
F(O(+ 1) ’ 12z
Vo =~ faaar 1y (ol + Vo)’ + (Vs + 1iV0)™)
F(ZO( + 1) ’ i
Vs =~ Gay D) (Ve + 1AV + (Wl + Vi)™
ZF(B(X + 1) , "nr
Ve = == (VoVs + ViVo)' + (VoVs + Vi V)™

T T(a+ 1)

29



3. MATERYAL ve YONTEM

_ 2l(4a+1)

5= m((ZVou} + 2V V5 + VL V0)" + VoV, + 2V, V5 + V,V5)')

oldugundan,

2c0s (%) sin (%) 1 — 2cos? (%)
3M(a+1) ~ 2 6la+1)

Vo = gcos2 G), vV, =

—cos (%) sin (%) 2cos? (%) -1
Vs = 6r3a+1) Ve = 24T(4a+1) "

elde edilir. Denklemin yaklasik ¢6ziimiinii elde etmek i¢in yukarida ki terimler

kullanilarak

v(x,t) = Z V,te"
h=0

esitliginden,

(z) . 2cos (%) sin (%) ‘) 1 — 2cos? (%) 24

t
3T (e + 1) 6r(2a + 1) +

4
vix,t) = §cos2

—cos (%) sin (g) oy 2c0s? (%) -1 4o
6I(3a + 1) 24T (4a + 1)

+ ..

bulunur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Onceki boliimlerde genellestirilmis diferansiyel doniisiim metodu hakkinda bilgi
verilerek indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu sunuldu. Indirgenmis diferansiyel
doniisim metodu ile zaman-kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziilebildigi goriildi. Bu
boliimde ise belirtilen metot iKi farkli zaman-kesirli diferansiyel denkleme uygulanarak,

a’nin belirli degerleri i¢in elde edilen sonuclar sekil ve ¢izelgeler iizerinden karsilastirildi.

4.1. Zaman-Kesirli Murray Diferansiyel Denkleminin Indirgenmis Diferansiyel

Doniisiim Metodu ile Niimerik Coziimii

Reaksiyon-Diflizyon  denkleminin  idyesi  olan  Burgers’  denklemi
Up = Uy + Aquu, seklindedir. Burgers denkleminin uygulamali matematikte gaz
dinamiginin modellenmesinde, akiskan dinamiginin modellenmesinde, tiirbiilans, sinir

tabakasi1 davranisi, sok dalgasi olusumu gibi birgok uygulamasi vardir (Bhrawy et al.
2016).

Reaksiyon Difiizyon denkleminin diger bir iiyesi olan Fisher denklemi
Up = Uy, + Au — A3u? seklindedir. i1k olarak mutant bir genin yayilmasini tanimlamak
icin Fisher tarafindan sunulmustur. Fisher denklemi bir¢ok alanda genis uygulama
sahasima sahiptir. Bunlar, biyolojik popiilasyonun yayilmasini, kimyasal kinetigi, lojistik
popiilasyon biiylimesini, alev yayilimini, niikleer bir reaksiyonda nétron popiilasyonunu,
ndtrofizyolojiyi, otokatalitik kimyasal reaksiyonlari, Dallanan Brownian hareket
stireclerini ve niikleer reaktor teorisini agiklar. Murray denklemi, Fisher ve Burgers
denklemlerinin genellestirilmis halidir. Miihendislikte ve Fen bilimlerinde cesitli

uydulama alanlarinda kullanilabilirliklerinden dolayr nonlineer Reaksiyon-Diflizyon

denklemleri olduk¢a 6nemlidir (Bhrawy et al. 2016).

Ornek 4.1.

Literatiirde Murray denklemi (Murray 1977,1989) olarak bilinen
DEU = Uy + Auu, + Au—2A3u?, 0<x<1,0<t<1 (4.1)

denkleminin baslangi¢ sart1 (Bhrawy et al. 2016) ve analitik ¢6ziimii (Bhrawy et al. 2016);
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u(x,0) = %(1 + tanh G)) (4.2)
u(x, t) = 373 (1+ tann [;Ts @adsx + (22 + 429)1)) (4.3)

seklindedir. (4.1) denkleminde ki A, =1,4, =1 ve A3 =1 (44,4;,,4;3 € R) alinirsa

zaman-kesirli denklemi
DU = Uy, + Uy, + u — u? (4.4)

sekline doniisiir. (4.2)’de ki baslangi¢ sartini kullanarak (4.1)’de ki Murray denklemine

indirgenmis diferansiyel doniisiimii uygulayalim.

Coziim 4.1.

(4.1)“de verilen Murray zaman-kesirli diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii

A A
ulx, t) = i (1 + tanh [é (A A3x + (A2 + 4/13,)15)]) (4.5)
Az # 0 sartiyla, (4.4) denklemine indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa,

lNath+1)+1)
I'(ah +1)

e 4 9
Ups1(x) = ﬁUh(x) + Z Us (x) aUh—s(x) + Up(x)
s=0

- Z?:O Us(x)Up_s(x) (4.6)

(4.6) denkleminde A = 0 i¢in;
_ 1 X
Uy(x) = > 1+ tanh (Z)

92 \ 9 \
M@+ DU = 55 Uo) + ) U@ 2=Un-s00) + Upl) = ) s 5()
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[(UO)xx + UO(UO)x + (UO) - (UO)Z]

1
ENCES))

4 + sech? (%) — 4tanh? (%)

U, =
! 16T (a + 1)

elde edilir. Bu iterasyon h = 1,2,3 ... igin yapilirsa,

U, = [2sech? (z) — 2sech* (z) — 16tanh (z) — 9sech? (z) tanh (z)

64T(2a + 1)

—2sech? G) tanh? (z) + 16tanh? (z)]

-1
512rGa + Di(a + 1) |

x
Us = 32 (2a + 1) + 16I'2(a + 1)sech? (Z)

2 2 4 4
+16I'(2a + 1)sech (4) + 9I'?(a + 1)sech (4) + 2I'(2a + 1)sech (4)

+36I'?(a + 1)sech? (g) tanh G) + 20T (2a + 1)sech? (g) tanh (z)

—86T'2(a + 1)sech® G) tanh G) + 5T'(2a + 1)sech* (z) tanh (z)
~1281%(a + Deanh? (7) - 6472 + Deanh? (3)

~1381%(a + Dsech? (3) tanh? (3) — 16N 2a + Dsech? (3) tanh? (3)
_36I2(q + 1)sech? ( =) tank? ( ) - 207 (2a + Dsech? (5 4) tanh? (z)

+128r%(a + Dtanh (7) + 327 Qa + Deank® ()]

-1

U, =
* 74096l (4a + DIQRa+ DI2(a + 1)

X
2 2(_
[32I'2(2a + 1)sech (4)

X X
+128T'(3a + 1)I(a + 1)sech? (Z) — 92I'(2a + 1I'%(a + 1)sech? (Z)
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X X
—44T?(2a + 1)sech* (Z) +4T'Ba + DI'(a + 1)sech* (Z)

X X
—233TQ2a + 1I'?(a + 1)sech® (Z) — 13T%(a + 1)sech® (Z)

—7T(3a + DI'(a + 1)sech® (z) —256I'?(2a + 1tanh (2)

X

—512I'Ba + DI'(a + 1)tanh (z) —416T(2a + 1I'%(a + 1)sech? G) tanh (z)
—288I'?(2a + 1)sech? (4) tanh(

z) —400T(Ba + DI'(a + 1)sech? (E) tanh (f)

4 4

—456T(2a + 1T (a + 1)sech* z) tanh z) —96I'’(2a + 1)sech* (z) tanh (f)

x
+144T2?(2a + 1)sech* (Z) tanh?

(7) tanh i
~64T(3a + DI (a + Dsech? (7) tanh (5)
+3220Q2a + DI (a + Dsech® (5) tanh (3) - 8512(2a + Dsech® (3) tanh (3)
~24T (3 + DF(a + Dsech® (7) tanh ()
~48872a + DI (a + Dsech? (5) tank? (3)
~2641%(2a + Dsech? (5) tank? (3) — 6168 Ga + DI (e + Dsech? (3) cank? (3)
+228072a + DI(a + Dsech? (3) tank? (3)
+228072a + DM(a + Dsech? (3) tank® (3)

(

—144T(Ba + DI'(a + 1)sech* (z) tanh? (z)

BSlROBSIR

X
+1024T (2a + 1)T2(a + 1)tanh? ( +512I%22a + Dtanh? (Z)

+1024T(3a + DT (a + 1tanh? (

SR
—

+1892I'(2a + 1)T2(a + 1)sech? (

) tanh? (z)

) + 384T (3 + 1I'(a + 1)sech? (%) tanh’ (%)

SR

+288I'?(2a + 1)sech? (z) tanh3 (

SR
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—128T(2a + 1I'?(a + 1)sech* ( )tanh3 (Z)

+140T%(2a + 1)sech* ( )tanh3 (4) 8I'(3a + DI'(a + 1)sech* ( )tanh3 (z)
+488Tr'(2a + 1TI'?(a + 1)sech? ( )tanh4 (Z)

+232T%2(2a + 1)sech? ( )tanh4 (4) + 488I'(Ba + I'(a + 1)sech? ( ) tanh* (z)
~1024T(2a + DI%(a + Dtanh’ (—) — 256I'2(2a + 1)tanh® (—)

—512I'(3a + DI(a + 1)tanh’ ( )+ 16M3a + DI (a + 1sech? ( ) tanhs (z)]

bulunur. Bu denklemin yaklasik ¢oziimii igin:

u(x,t) = Z Up, (x)t%"
=0

toplam serisinde yukarida ki terimler yerine yazilirsa

X X
u(x, t) = %(1 + tanh G)) + t SeChlz 6(1,1()6;41? nh (Z) te

1

+ 6IrZa+ 1) [2sech? (z) — 2sech* (%) — 16tanh (z) — 9sech? (z) tanh (2)

—2sech? (z) tanh? (4) + 16tanh® (4)]t2“

-1
TS 2rGa + Dre(a + 1)

[32T(2a + 1) + 16I'2(a + 1)sech? (z)
+16I'(2a + 1)sech? (z) + 9I'?(a + 1)sech* (g) + 2T'(2a + 1)sech* (z)
+36I'%(a + 1)sech? (z) tanh (g) + 20T (2a + 1)sech? (z) tanh (z)

—86I'?(a + 1)sech* (Z) anh (z) +5T(2a + 1)sech* (;) tanh (%)
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—128I'%(a + 1)tanh? (f) — 64T (2a + 1)tanh? (z)
—138I'?(a + 1)sech? ( )tanh2 (4) 16I'(2a + 1)sech? ( )tanh2 (Z)
—36I'?(a + 1)sech? ( )tanh3 (4) 20T (2a + 1)sech? ( ) tanh3 (Z)

+128r'%(a + 1)tanh* ( ) + 32I'(2a + 1)tanh* ( )]t3“

-1
2096l (4a + DI 2a + D@+ 1)\

32I'%2(2a + 1)sech? (z)

+128T (3 + DT (a + 1)sech? (f) — 92T (2a + DI?(a + 1)sech? (2)

—44T2(2a + 1)sech* ( ) + 4T (3a + 1T (a + 1)sech* ( )

—233T(2a + 1I'?(a + 1)sech® (Z) — 13I'%(a + 1)sech® (g)

_7TBa + DI (a + 1)sech (Z—C) _ 256T2(2a + 1)tanh (g)

—512I'Ba + 1)I'(a + 1)tanh (4) 4167 (2a + 1)I'*(a + 1)sech? (z) tanh G)
(

—288I2(2a + 1)sech? G) tanh z) 400T(3a + 1T (a + 1)sech? (z) tanh (E)

_488T(2a + 1)T2(a + 1)sech? z) tanh? G)
—264T2(2a + 1)sech? ( 4) tanh? (%) 616T'(3a + 1T (a + 1)sech? ( 4) tanh? (Z)

+2280T(2a + 1)T2(a + 1)sech* (%) tanh? (z)
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+2280T'(2a + 1I'?(a + 1)sech*

sy
SR

) tanh? (z)

) — 144T(Ba + 1)I'(a + 1)sech* (E) tanh? G)

X
+144T?(2a + 1)sech* (Z) tanh?

X
+1024T(2a + 1T2(a + 1)tanh3 ) + 512I'22a + Dtanh? (Z)

;-PR Ve Ve
O %

N——

+1024T(3a + I'(a + 1)tanh? (

+1892I'(2a + 1)I'?(a + 1)sech? (z) tanh3 (z)

+288I'*(2a + 1)sech? G) tanh? (z) +384T'(Ba + 1)I'(a + 1)sech? (z) tanh? G)

—128T(2a + 1)I'?(a + 1)sech* (z) tanh® (z)

+140T%(2a + 1)sech* G) tanh3 (f) —8r'Ba + VI'(a + 1)sech* (2) tanh3 (f)

4 4
+488T(2a + DI2(a + 1)sech? G) tanh? (z)
+232I2(2a + 1)sech? G) tanh* G) + 488 (3a + 1)I'(a + 1)sech? (%) tanh* (%)

X X
—1024T(2a + 1T2(a + 1)tanh’ (Z) — 256T2(2a + 1)tanh’ (Z)

X

4) + 16T (3a + 1)I'(a + 1)sech? (f) tanh’ (f)]tzm

~512I'(3a + DI (a + 1tanh’ ( 7 ,
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Sekil 4.1. Murray denkleminin

a = 1 i¢in grafigi

Sekil 4.2. Murray denkleminin

a = 0,75 i¢in grafigi

Sekil 4.3. Murray denkleminin

Cizelge 4.1. @ = 1 oldugu zaman (4.4) zaman-kesirli diferansiyel denklem u(x, t)’nin

a = 0,50 i¢in grafigi

niimerik ¢oziimleri

Sekil 4.4. Murray denkleminin

a = 0,25 i¢in grafigi

x degeri | t degeri | Niumerik ¢6ziim Analitik ¢6ziim Mutlak hata
0,125 0,125 0,5544702743 0,5544704649 1,9 x 1077
0,225 0,125 0,5667858200 0,5667860060 1,8 x 1077
0,325 0,125 0,5790194078 0,5790195874 1,7 x 1077
0,425 0,125 0,5911567286 0,5911568998 1,7 x 1077
0,525 0,125 0,6031839359 0,6031840971 1,6 x 1077
0,625 0,125 0,6150877057 0,6150878555 1,4 x 1077
0,725 0,125 0,6268552909 0,6268554280 1,3x 1077
0,825 0,125 0,6384745708 0,6384746941 1,2 x 1077
0,925 0,125 0,6499340935 0,6499342022 1,0 x 1077
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Cizelge4.2.a =1, a =075, a =0,50, a = 0,25 oldugu zaman (4.4) zaman-kesirli

denklem u(x, t) nin niimerik ¢éztiimleri

X

t

a=1

a =0,75

a=20,5

a = 0,25

0,125

0,125

0,5544702743

0,5859103286

0,6334478288

0,6894731167

0,225

0,125

0,5667858200

0,5979239246

0,6446632874

0,7000300566

0,325

0,125

0,5790194078

0,6098216121

0,6557299695

0,7104476486

0,425

0,125

0,5911567286

0,6215906289

0,6666378629

0,7207052979

0,525

0,125

0,6031839359

0,6332187959

0,6773775486

0,7307833264

0,625

0,125

0,6150877057

0,6446945618

0,6879402342

0,7406632610

0,725

0,125

0,6268552909

0,6560070412

0,6983177834

0,7503280899

0,825

0,125

0,6384745708

0,6671460477

0,7085022739

0,7597624789

0,925

0,125

0,6499340935

0,6781021211

0,7184883430

0,7689529449

4.2. Zaman-Kesirli K(3,3) Diferansiyel Denkleminin Indirgenmis Diferansiyel

Doniisiim Metodu ile Coziimii

K(m,n) denklemleri, KdV (Kortwge-de Vries’) ailesinin iiyeleridir. Bu

denklemler ilk olarak 1895’te s1g su dalgalarmmin olusumu igin modellenen en eski
denklemlerdir. Stvi damlalarinda ki sekillerin bi¢imlendirilmesinde ki dogrusal olmayan

dagilimlarda 6nemli bir rol oynar (Zaidan and Darvishi 2107).

Ornek 4.2.

K (m,n) denklemleri (Rosenau and Hyman 1993);

ub+ W™y + WUy =0,m>0,1<n<3

seklindedir. Burada

DE ) + (U™ + U) ey =0,m=n=3,l=1
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zaman-kesirli K (m, n) denklemi olmak iizere indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu

ile ¢oziilecektir.

Literatiirde K (m, n) olarak bilinen ve m = n = 3 alinarak elde edilen K(3,3)

Difu+ (uU™)y + (U™)ypx =0 4.7

denkleminin baslangig sart1 (Wazwaz 2002) ve analitik ¢oziimii (Wazwaz 2002);

u(x,0) = ? sin (2) (4.8)
u(x, t) = % sin (x_;t) (4.9)

seklinde olsun. (4.7) denkleminde m = n = 3 alindiginda zaman-kesirli denklemi
Dfu+ (u3), + (U)ypx =0, —5<x<5 0<t<2 (4.10)
denklemine indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu uygulayalim.

Coziim 4.2,
(4.10)’da verilen K (3,3) zaman-kesirli diferansiyel denklemin analitik ¢oziimii

ulx,t) = ? sin (x_TCt)

Dfu + (u®), + (u3),x = 0 denkleminin indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu

uygulanirsa

F(a(k+1)+1) ]

e Ukt (0 + 5B Bl U 0O U () Uy () +

63

@ZLO D=0 Ui Ur_i(x)Up_r(x) = 0 (4.11)

(4.11) denkleminde k = 0 igin,
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['(a+ DU, (x) + Ui()Up—i ) U (%)

Z .
Zz UV (Ui () = 0
T=01=0

I+ DU (x) + (U) + (U5)" =0

Uy (x) = [-(U5) — (U5)"']

T(a+1)
PR W v
Us(x) = WQH) Vece/2sin (3)]
0) = S D LY o3 () Brte+ -1

1
162T (4a + DT (2a + D3 (a + 1)

U4(x) =
V6car(2a + DI2(a + 1) sin (g) [3M(a + 1) — 1]]

+VBeIr(3a + 1)I(2a + 1) sin (3) [2r2a + 1) — 1]

Us(x) = [3v8¢ 2 cos? (g) FBa+ Dr2Qa+ Dr(a+1)
—9VBc 2 cos® (g) I(Ba + Dr22a + D3 (e + 1)

11 X
+3v6c2 cos3 (§) r2(3a + 1)I22a + 1)
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I@a+1r:2a+1)
F4a+ DIr?’Qa+Dr(a+1)

11
+6vV6¢2 cos? IF4a+ DIr’Qa+ Dr(a+1)

11
—3v6¢72 cos3 4o+ DIGa+ DIr3(a+ 1)

11
+3vV6¢72 cos

11
—2v6¢72 cos F(4a + DI2Qa+ Dri(a+ 1)

11
+6V6¢72 cos F(4a + DIr2Qa + Dr2(a + 1)

—3«/_c 3 cos F4a+ DIrGa+ D3 (a+1)

(
(
(
—6v6c 7 cos (
(
(
(

)
)
)
) P2+ DI 2a+ 1)
)
)
)

V62 cos (g) sin? (g) F(4a + DI Ba + DI 2a + DI(a + 1)]

/(486T(5a + 1)I'(Ba + DI2(2a + I3 (a + 1))

bulunur. Bu denklemin yaklasik ¢6ziimii i¢in:

5
u(x,t) = Z Up (x)t*"
h=0

toplam serisinde yukarida ki terimler yerine yazilirsa,

Véc
u(x,t) = —sin

2 (x) 6F(a+1) [‘/_CZ cos 3)]ta
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-1 5 X
5 ol _ 2a
T 8ra+ 1) [\/gcz st (3)] t
s 1
54ITBa+ 1)(a+ 1)

[\/gc% cos (g) [3T(a+ 1) — 1]] t3e

1
T 162G + Dr2a + DB @ + 1)

[BVBeT(2a + V(@ + 1) sin (3
3
—\/Ec%F(Za + DI2(a + 1) sin (g)

+VEeIT Ba + DI(2a + 1) sin (g) [2F2a + 1) — 1]]t%

+(3\/5C%COS3 (g) FGa+ DIr’Qa+ Drz(a+1)

11 X
—9V6¢Z cos3 (§) FBa+ DIr?Qa+1Dr3(a+1)
+3v6c 2 cos? (g) r2(3a + 1I2(2a + 1) — 6v6¢ 2 cos? (§) r2(3a + Dr3Q2a + 1)
11 X
_2v6c 2 cos? (5) I'(4a + DI2(2a + Dr(a + 1)
11 X
+6v6c 2 cos? (5) I'(4a + DI2(2a + Dr2(a + 1)
11 X
—3v6c 2 cos? (g) I(4a+ DI Ga+ D3 (a + 1)

11
—9vV6¢72 cos FrBa+ DrzQRa+ Hr3(a+ 1)

11
+3v6¢7Z cos r23a+ DrzRa+1)

11
—6V6¢Z cos r2GBa+ Dr3Ra+1)

11
—2v6¢7Z cos F4a + Dr2Qa+ Dr(a+ 1)

11
+6V6¢Z cos F(4a + DI2Qa + Drz(a+1)
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—3\/8612_1 cos (g) sin? (g) I'(4a + DIr@Ba+ DIr3(a+ 1)

+\/5c12_1 cos (g) sin? (g) I'(4a + DI'Ba + DI'2a + I'(a + 1))

/(486T(5a + DT Ba + DI2Q2a + D3 (a + 1))t5*

elde edilir.

Sekil 4.5. K(3,3) denkleminin Sekil 4.6. K(3,3) denkleminin
c=05,a=1 c=05,a=075
icin grafigi icin grafigi

Sekil 4.7. K(3,3) denkleminin Sekil 4.8. K(3,3) denkleminin
c=05,a =050 c=0,5,a0a=0,25
icin grafigi icin grafigi
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Cizelge 4.3. « = 1 oldugu zaman (4.10) zaman-kesirli diferansiyel denklemin niimerik

coziimleri
x degeri | t degeri | Niimerik ¢6ziim Tam ¢6ziim Mutlak Hata
-5 0 —0,8620485785 | —0,8620485785 0
—4 0,40 —0,8534277123 | —0,8534245003 3,2120 x 107
-3 0,80 —0,7844767741 | —0,7844712386 5,5354 x 107
-2 1,20 —0,6599229951 | —0,6600631484 0,0001401532
-1 1,60 —0,4879934504 | —0,4889947260 0,0010012755
0 2 —0,2794688417 | —0,2833589194 0,0038905020
1 1,60 0,0609625650 0,0576922697 0,0032702953
2 1,20 0,3911320027 0,3896351180 0,0014969091
3 0,80 0,6604222918 0,6600631484 0,0003591434
4 0,40 0,8263048348 0,8262817212 0,0000231136
5 0 0,8620485785 0,8620485785 0

Cizelge 4.4. a =1,a =0,75,a = 0,50, @ = 0,25 oldugu zaman (4.10) zaman-kesirli

diferansiyel denkleminin niimerik ¢oziimleri

X t a=1 a=0,75 a = 0,50 a=0,25

-5 0 |-0,8620485785| —0,8620485785| —0,8620485785| —0,8620485785
—4 0,40 | —0,8534277123| —0,8558168860| —0,8564687042| —0,8546363859
-3/ 0,80 | —0,7844767741| —0,7890134369| —0,7898342091| —0,7847435127
-2 1,20 | —0,6599229951| —0,6598149228| —0,6535293708| —0,6427018535
-1} 1,60 | —0,4879934504| —0,4760492940| —0,4565669149| —0,4323139318
0 2 | —0,2794688417| —0,2513666891| —0,2159637577| —0,1769623794
1| 1,60 | 00609625650 | 0,0688985637 | 0,0870800394 | 0,1139292013
2| 120| 03911320027 | 0,3835644911 | 0,3840670300 | 0,3943975813
31080 06604222918 | 0,6473712956 | 0,6366088947 | 0,6317396198
41040 | 08263048348 | 0,8188317109 | 0,8086651269 | 0,7969183386
5 0 0,8620485785 | 0,8620485785 | 0,8620485785 | 0,8620485785
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5. SONUC ve ONERILER

Uygulamali bilimlerde karsilasilan matematiksel modellemelerin biiyiik bir kismi1
non-lineer problemlerden olusmaktadir. Lineer olmayan problemlerin analitik ¢6ziimiinii
bulmak oldukga zordur. Bunun i¢in belirli sayisal yontemler bulunmus ve gelistirilmistir.
Boylece giintimiizde sayisal yontemlerin 6nemi oldukga artmustir. Bu sayisal yontemlerin
hizl1 sonu¢ vermesi, islem ylikii az olmasi ve zamandan tasarruf saglamasi onemlidir.
Indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu, diferansiyel doniisiim metodunun modifiye

edilmis halidir.

Bu ¢alisma da indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu, zaman-kesirli Murray
ve K(3,3) denklemlerine uygulanmistir. Baslangi¢ sartindan yararlanilarak problem igin
seri ¢oziim elde edilmis, bu ¢oziimler tablo ve grafiklerle karsilastirilmis, sonug olarak
lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimiinde bu metodun olduk¢a kullanisli oldugu
goriilmiistiir. Indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu klasik veya genellestirilmis
diferansiyel doniisiim metoduna gore ¢6ziime hizli yakinsamaktadir ayrica yogun islem
yiiklinii de ortadan kaldirmaktadir. Denklemlerin niimerik ¢éziimleri sekil ve ¢izelgeler
tizerinde kiyaslanmis ve sonuglardan a = 1 i¢in elde edilen niimerik ¢6ziimler, analitik

¢Ozlimlerle mukayese edilmistir.
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