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AMAÇ 

 

Bu çalışmada amaç; pL  ve l
pW  uzaylarını incelemek ve bu uzayların daha 

genel durumları için integral gösterimi elde etmektir. Elde edilen integral gösterimi 

yardımı ile uygun uzaylarda iz düşüm teoremini ispatlamaktır.  
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ÖZET 

 

Bu çalışma dört bölümden oluşmaktadır.  

 

Birinci bölümde, çalışmada kullanılacak temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

İkinci bölümde, pL  uzayı ve özellikleri incelenmiştir. Ayrıca pL uzayı 

yardımıyla elde edilen bazı eşitsizlikler tanımlanmıştır.  

 

Üçüncü bölümde, l
pW  uzayı incelenmiştir. Ayrıca pL ve l

pW  uzayların daha 

genel durumu için integral gösterimleri elde edilmiştir.  

 

 Dördüncü bölümde, daha önceki bölümde elde edilen integral gösterimleri 

yardımıyla bu uzaylarda iz düşüm teoremi ispatlanmıştır.  
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ABSTRACT 

 

This study consists of four chapters.  

 

In the first chapter, main definitions and theorems to be used in the study are 

given.  

 

In the second chapter, pL space and its characteristics were studied. In 

addition, some inequalities obtained by means of pL space were defined. 

 

In the third chapter, l
pW  space was studied. Furthermore, integral 

representations for a more general condition of pL  and l
pW  spaces were obtained.  

 

In the fourth chapter, the projection theorem on these spaces was proven by 

integral representations obtained in the previous chapter. 
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ÖNSÖZ 

 

 Diferansiyellenebilir fonksiyonlar uzayının çeşitli özellikleri ve bu uzaylar 

arasındaki ilişki gömülme teoremleri adı altında son zamanlarda daha da 

geliştirilmiştir. 

  

 Temel sonuçlar 1950 yıllarında S.L. Sobolev tarafından elde edilmiştir. 

Sobolev, nEΩ ⊂ de tanımlı genelleştirilmiş türevleri ( ) ( )∞≤≤ p1    ΩLp  uzayının 

elamanları olan çok değişkenli fonksiyonlar için l
pW  uzayını kurmuş ve Sobolev 

uzayları olarak adlandırmıştır.  

 

 Sobolev; fonksiyon integrallerini, potansiyel tipli integrallerin toplamı ile 

integral gösterimlerini elde etmiştir. Bu integral gösterimleri yardımı ile gömülme 

teoremleri elde edilmiştir. Elde edilen gömülme teoremleri kısmi diferansiyel 

denklemler teorisine uygulanmıştır. 

  

 Bu alanda yapılan önemli bir gelişme S. M. Nikolski’s tarafından yapılmıştır. 

Nikolski’s, ( ) ( )∞≤≤ p1   ΩLp  normu altında Hölder özelliğine sahip ( )Ω Hp
l  

fonksiyonlar uzayını korumuş ve gömülme teoremlerini oluşturmuştur. Diğer önemli 

bir gelişme de Ağırlık fonksiyonlar uzayının kurulmasıdır. Bu uzayın yardımı ile, 

Ağırlık fonksiyonlarının sınırda dejenere olan Kısmi Diferansiyel denklemlere 

uygulaması L. D. Kudryavtsev tarafından yapılmıştır. Daha sonra O. V. Besov ve    

S. M. Nikol’skii bu metodu geliştirerek genelleştirilmiş Hölder özelliğine sahip 

( )Ω Be
θp,  uzayını kurmuşlardır.  

 

 V.P.Il’in integral gösterimleri teorisini geliştirerek köklü gelişmeler elde 

etmiş ve daha genel ( ) ( )ΩB  , ΩW e
θ,pp

l  uzaylarında gömülme ve iz teoremlerini 

ispatlamıştır.  

 



 

 

v

 

 Daha sonra S.M. Nikol’skii ve N.S. Baxvalov tarafından, etken karmaşık 

türevli olan yani; karmaşık türevlerin mertebesi karmaşık olmayan türevlerin 

mertebesinden yüksek olan çok değişkenli fonksiyonlar uzayı kurulmuştur. Bunlar  

( )ΩWSp
l   ve ( )ΩHSp

l , ( ) 0,..., n1 ≥= lll  için uzaylarıdır.  

 

 

Sonraki aşamada A.D. Dzabrayilov türev mertebesi 1n +  ve n2  serbest 

vektörlerden oluşan  

( )Ω L
n

0k
p

k

kI l

=

><    ve     ( )Ω L
n

k

k

2

0k
pI l

=

><  

 

uzayları kurmuş ve incelemiştir. Bu uzaylar, ( ) ( ) ( )ΩBS   ,Ω   W,ΩB θp,pθ,
lll

l  ve ( )Ω WSp
l  

uzaylarının genelleştirilmesidir.  
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1.  BÖLÜM  

                                                                                      

TEMEL KAVRAMLAR 

  

Bu bölümde, daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel tanım ve 

teoremler verilecektir. 

 

Temel Tanım ve Teoremler:  

 

Tanım 1.1.1.  

 X  boş olmayan bir küme ve K , reel veya karmaşık sayıların bir cismi olsun. 

         XXxX: →+  

              ( ) yxyx, +→  

          XKxX:. →  

              ( ) αxxα, →  

fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa X  kümesine  K  cismi üzerinde bir 

vektör (lineer) uzay adı verilir. 

 

Her Xzy,x, ∈ ve Kβα, ∈ için;  

1) xyyx +=+  

2) ( ) ( )zyxzyx ++=++  

3) Xx ∈∀  için xxθθx =+=+ olacak şekilde bir tek Xθ∈  vardır. 

4) Xx ∈∀  için ( ) θx-x =+  olacak şekilde bir ( ) Xx- ∈ olmalıdır. 

5) Xx ∈∀  için x1.x =  

6) ( ) αyαxyx α +=+  

7) ( ) βxαxxβα +=+  

8) ( ) ( )βx αxαβ =  

 

 

 



 

 

2

 

Tanım 1.1.2.  

 X  bir lineer uzay ve Y , X ’in boş olmayan bir alt kümesi olsun. Yyx, ∈∀  

ve Kβ α, ∈∀  için Yβyαx ∈+  ise, Y ’ye X ’in bir lineer alt uzayı denir ( 22). 

 

Tanım 1.1.3.  

X  ve Y  aynı  K  cismi üzerinde iki lineer uzay olsun. YX:T →  operatörü, 

 

             ( ) ( ) ( ) ( )Xy x,K  veβα,     ;  yβTxαTβyαxT ∈∈+=+  

 

koşulunu sağlıyorsa T ’ye lineer operatör denir. 

 

Tanım 1.1.4. 

 Boş olmayan bir X  kümesi ve bir   

         d: +→ RXxX  

           ( ) ( )yx,dyx, →  

fonksiyonu verilsin. Bu d  fonksiyonu Xzy,x, ∈∀ için ; 

 

1) ( ) yx0yx,d =⇔=  

2) ( ) ( )xy,dyx,d =  

3) ( ) ( ) ( )yz,dzx,dyx,d +≤  

 

özelliklerini sağlıyorsa X üzerinde metrik adını alır. Bu durumda ( )dX,  ikilisine bir 

metrik uzay denir (22) 

 

Tanım 1.1.5.  

 X  boş olmayan herhangi bir küme olsun. X ’in alt kümelerinin bir ailesi τ  

verilsin. Eğer τ  aşağıdaki koşulları sağlıyorsa τ ’ya X  üzerinde bir topoloji, ( )τX,  

ikilisine de topolojik uzay adı verilir (19). 
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1) ∅  τX, ∈  

2) τ ’daki sonlu sayıdaki kümelerin ara kesiti yine τ ’dadır. 

   3) τ ’daki herhangi bir sayıdaki (sayılabilir veya değil) kümelerin birleşimi 

τ ’dadır. 

 Kompakt küme: ( )τX, topolojik uzayı ile XA ⊂  verilsin. Eğer A ’nın her 

açık örtüsü sonlu bir örtüye indirgenebiliyorsa A ya kompakt küme denir. 

 

Tanım 1.1.6.  

 Kbir  X cismi üzerinde bir vektör uzay olsun. 

      +→⋅ RX:   

             xx →  

fonksiyonu Kα    veXy x, ∈∀∈∀  için 

 

1) 0x0x =⇔=  

2) x α xα =  

 3) yxyx +≤+  (üçgen eşitsizliği) 

 

özelliklerini sağlıyorsa X  üzerinde bir norm ve ( )  X, ⋅  ikilisine de normlu vektör 

uzayı adı verilir(11).  

 

Tanım 1.1.7.  

 ( )  X, ⋅  normlu bir uzay ve bunun içinde bir ( )nx  dizisi olsun. Her o>ε  

için, εnnm, ≥  olduğunda ε<− nm xx  olacak şekilde ε ’a bağlı bir εn  doğal sayısı 

bulunabiliyorsa ( )nx  dizisine bir Cauchy dizisi denir. Yani; 

 0ε >∀  için ∋∈∃ Nn ε εnn, >∀ m  için ( )nmn xεxx ⇔<−  dizisi bir 

Cauchy dizisidir (22). 
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Tanım 1.1.8.   

 Bir ( )  X, ⋅  normlu uzayındaki her Cauchy dizisi X  içinde bir limite 

yakınsıyorsa bu  ( )  X, ⋅  normlu uzayına Tam Normlu Uzay veya Banach Uzayı adı 

verilir (22). 

 

Tanım 1.1.9. 

 Bir ( )  X, ⋅  normlu uzay ve XA ⊂ olsun. Eğer A ’nın kapanışı X ’e eşit 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

−

XA  ise  A  kümesi X ’de yoğundur denir.  

 

Tanım 1.1.10. 

( )  X, ⋅  normlu uzayının sayılabilir yoğun bir alt kümesi varsa ( )  X, ⋅  

normlu uzayına sayılabilir normlu uzay adı verilir.  

 

Tanım 1.1.11.  

( ) ( )n1n1 β,...,ββ    veα,...,α =  katlı-indeks ise βα − ’da katlı indekstir. 

!!...α!.ααα! n21= , n21 α...ααα +++=  ve n21 α
n

α
2

α
1

α ...x x. xx =  şeklinde tanımlayalım. 

Aynı zamanda 

nj;1
x

D
j

j ≤≤
∂
∂

=  

 

 ( )n1 ,.DD D.. ,=   

 

( )( )
n21 α

n
α
2

α
1

α
α

x...x.x
fx fD

∂∂∂
∂

=  

 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

n21 α
β ... 

α
β 

α
β

β! ! β-α
α!α

βiçin    αβ n11  
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( ) ( ) ( ) ( )xg D xfD   
α
βx g fD βαβ

αβ

α −

≤
∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (Leibniz formülü) 

olur. β  veα ’nın iç çarpımı;     

                         (1)              β αβ α j

n

1j
j∑

=

=  

 

Tanım 1.1.12. 

 nRG ⊂ iken nR ’deki G ’in kapanışı G  ile gösterilir. Gu, ’de tanımlanan bir 

fonksiyon ise u  fonksiyonunun support (desteği) , 

 

( ){ }0xu :Gxu supp ≠∈=  

 

şeklindedir. G ’nin nR ’deki sınırı bdryG  ile gösterilir. Yani, bdryG = cGG I  

şeklinde yazılır. Burada; 

 

{ }Gx:RxRG nnc ∉∈== G\  

dır. 
nn RG    veRx ⊂∈  ise x ’in G ’ye olan uzaklığını, ( ) yx inf Gx,dist 

Gy
−=

∈
 ile 

gösterilirse benzer şekilde, 

 
nRGF, ∈  ise ( ) ( ) yx infGy,dist inf GF,dist 

Fy
GxFy

−==
∈
∈∈

  

yazılır (1). 

 

Tanım 1.1.13.  

 Boş olmayan RX ⊂ kümesi, RX :f → fonksiyonu ve Xα∈  noktası verilmiş 

olsun. 0ε >∀ ve Xx ∈∀ için ( ) ( ) εαfxfδα-x <−⇒<  olacak şekilde ε  sayısına 

bağlı bir ( ) 0>= εδδ  sayısı varsa, f   fonksiyonu X  kümesine göre Xα∈  

noktasında süreklidir denir(5(a))  
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  0ε >∀ verildiğinde, ( )b ,a  aralıkların kapsadığı [ )ii b ,a  ayrık aralıkları için 

( ) δb ,
n

1
ii <∑

=i
a  iken ( ) ( ) ε  f - b f  

n

1i
ii <∑

=

a  olacak şekilde bir ( ) 0>= εδδ  sayısı 

varsa, f  fonksiyonu [ ]b ,a  aralığında mutlak süreklidir. 

 

Tanım 1.1.14.  

[ ] Rb,:f →a  ( )∞<<<∞− ba  fonksiyonu verilmiş olsun. Herhangi 

[ ]b,t,t 21 a∈  için; 

( ) ( ) α
2121 t-tA  tftf ≤−  

 

olacak şekilde 0A > ve ( ]0,1 α∈  sayıları varsa f  fonksiyonu [ ]b,a  üzerinde Hölder 

koşulunu sağlar. A ve α  sayıları sırasıyla Hölder katsayısı ve Hölder üstü olarak 

adlandırılır. 1α =  ise  

 

 

  

koşuluna Lipşizh koşulu denir (22).  

 

Tanım 1.1.15. 

 X  bir küme ve A da X ’in alt kümelerinin bir ailesi olsun. A ailesi 

aşağıdaki koşulları sağlıyorsa A  ailesine X  üzerinde bir ∑ -cebir denir. 

 

i) A∈X  

ii) Her bir AE ∈ için A∈= E\XEc  

iii) Her bir Nn ∈ için A∈nE iken A∈
∞

=
n

1n
EU  

 

Tanım 1.1.16.  

X  bir küme ve A da X  üzerinde bir  −∑ cebiri olursa ( )A,X  ikilisine bir 

ölçülebilir uzay adı verilir(11). 

( ) ( ) 2121 t-t Ltftf ≤−
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Tanım 1.1.17.  

 ( )A,X  ölçülebilir bir uzay ve RX:f →  tanımlanan bir fonksiyon 

olsun.Her 0α >  için ( ){ } A∈>∈ αxf:Xx oluyorsa f  fonksiyonu ölçülebilirdir(11). 

 

Teorem 1.1.18. 

a) f ölçülebilir ise f ’de ölçülebilirdir. 

b) f  ve g  ölçülebilir ve reel değerli ise gf +  ve gf . ’de ölçülebilir ve reel 

değerlidir. 

c) { }nf  ölçülebilir fonksiyonların bir dizisi ise, nn f  sup , nn f inf , nn
supflim

∞→
 ve 

nn
f inflim

∞→
 ifadeleri de ölçülebilirdir. 

d) f  sürekli ve ölçülebilir bir kümede tanımlı ise o zaman f  ölçülebilirdir. 

e) Rf, ’den R ’ye sürekli bir fonksiyon ve g ölçülebilir ve reel değerli fonksiyon 

ise ( ) ( ) ( )( )xgfx g  f =ο  ile tanımlanan “ g  f ο ” bileşke fonksiyonu da 

ölçülebilirdir. 

f) (Lusin’s teoremi): f ölçülebilir ve cAx ∈ için ( ) 0xf =  ise 

( )( )0ε   veAµ >∞<  ( )ACg o∈  fonksiyonu oluşur ve 

 

( ) ( ) xf  sup xg  sup
nn RxRx ∈∈

≤   ve ( ) ( ){ } εxgxf:Rxµ n <≠∈  

 

koşulunu sağlar (1). 

 

Basit Fonksiyon: nR , üzerinde “ s ” reel değerli fonksiyonun değer kümesi 

sonlu bir reel sayı ise bu fonksiyona basit fonksiyon denir. 

 

Teorem 1.1.19.  
nRA ⊂ , reel değerli bir fonksiyonun olmak üzere A  üzerinde f  

fonksiyonunun yakınsallık noktasına yakınsayan bir basit fonksiyonlar dizisi { sn } 
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vardır. f  sınırlı ise { }ns  dizisi düzgün yakınsak, f ölçülebilir ise her { }ns  dizisi 

ölçülebilir olarak seçilebilir.  f  negatif olmayan reel değerli ise { }ns  dizisi her 

noktada monoton olarak artan olarak alınabilir (1). 

 

Tanım 1.1.20.  

G ’da tanımlı bir f  fonksiyonunun karakteristik fonksiyonu; 

 

( )
⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
G  x;   0
G   x;   1

xXG  

şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 1.1.21.  

 nE ’de tanımlanmış, sonsuz diferansiyellenebilen ve sınırda sıfır olan 

fonksiyonlara finit fonksiyonu denir. Finit fonksiyonlar uzayı ∞
oC  ile gösterilir. 

 

 Örnek 1.1.22. 

( ) 2
i

rα 
α

xxr ;           
αr;             0
αr;       exf

22

2

==
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
<= −

−

 

 

şeklinde tanımlanan şapka fonksiyonu finit fonksiyonuna örnek olarak verilebilir. 

 

Tanım 1.1.23  

 ( )xf  fonksiyonu herhangi bir bölgenin sınırlı alt bölgelerinde mutlak olarak 

integrallenebilirse, ( )xf  fonksiyonu local integrallenebilirdir. ( ) ( )GLxf loc∈  şeklinde 

gösterilir. ( )nEG ⊆  
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Tanım 1.1.24.  

 f  ve g  iki fonksiyon olsun. Bu fonksiyonların konvolüsyonu, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ +=−==
nn EE

dy yg yxfdy yf yxgg*fh  

şeklinde tanımlanır.    

 

Teorem 1.1.25.  

[ ]b,If, a=  üzerinde sürekli bir fonksiyon ve Ig,  üzerinde integrallenebilen 

negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda; 

 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫=
b b

dt  tg   cfdt tg  tf
a a

 

 

olacak şekilde bir Ic ∈  sayısı vardır. Özel durumda ( ) 1t g =  ise, 

 

 ( ) ( )cf dt tf 
-b
1 b

∫ =
aa

 

dır. 

 

Teorem 1.1.26.  
nRX ⊂ ölçülebilir bir uzay ve { }nf ’de negatif olmayan ölçülebilir 

fonksiyonların bir dizisi ise 

( )( ) ( )dx xf inf limdx xf inflim
x

nn
X

nn ∫∫ ∞→∞→
≤  

dır. 

 

Teorem 1.1.27. 

( ) ( ) ( ) 0vψlim   ,  n1,2,...,i vψ i0vi ==
→

 olan 0v >  için tanımlanan pozitif 

azalmayan fonksiyonu göstersin. Burada vI , 

 



 

 

10

 

( ) ( ){ }n1,2,...,i,vψab,bx a :xI iiiiiiv ==−≤≤=    

 

şeklinde tanımlayalım. ( ) ( )GLxf loc∈  ve bir x noktası her 0v > için vI ’ye ait ise 

 

( ) ( )∫ =−
→

vIv
0v

0dy  xfyf   
I
1 lim  

 

ve hemen hemen her Gx ∈  için 

 ( ) ( )∫ =
→

vIv
0v

xfdy  yf 
I
1 lim  

 

olur (8). 
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2. BÖLÜM  

 
pL UZAYI   

 

2.1. pL  Uzayı ve Özellikleri 

 

 Bu bölümde, −n En boyutlu Euclidean uzayı ve bunun sınırlı olmayan 

ölçülebilir bir G alt uzayı üzerinde işlemler yapılacaktır. G ’de tanımlanan reel ( )xf  

fonksiyonlarının yardımıyla ( )GLp  uzayı tanımlanacak ve bu uzayın özellikleri 

incelenecektir. Bu uzayın yardımıyla çeşitli eşitsizlikler ve dağılım fonksiyonu 

tanımlanacaktır. 

 

Tanım 2.1.1. pL Uzayı 

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∞<≤∞<= ∫
G

p
p  p1 , dx x f  fonksiyon,r ölçülebili f  : fGL  

 

şeklinde tanımlanan ifadeye ( )GLp  uzayı denir. Bu uzay altında tanımlanan norm; 

 

( ) ( )
1/p

G

p

Gp,GL
dx xf  ff

p ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ∫    (2.1.1) 

 

ve ( )GLf p∈ şeklinde yazılır (8). 

 

      ∞=p olduğunda ( )GL∞ uzayı elde edilir. Bu uzayın elemanları ölçülebilir ve 

özellikle sınırlı fonksiyonlardan oluşur. Bu uzay altında tanımlanan norm; 

 

( ) ( ) xf  esssupff
Gx

G,GL
∈

∞
==

∞
   (2.1.2) 

( ){ }cxf :0c inf                        ≤>=  

şeklindedir. 



 

 

12

 

 

G  uzayı sınırlı ise bu norm; 

 

     
Gp,pG,

f limf
∞→∞

=    (2.1.3) 

dır.  

 ( )GL∞  uzayının önemli bir alt uzayı ( )GC uzayıdır. Bu uzayın elemanları G  

üzerinde tanımlanan düzgün sürekli fonksiyonlardan oluşur. Bu uzayda tanımlanan 

norm;  

 

( ) ( ) xf  sup f 
Gx

GC
∈

=     (2.1.4) 

dır. 

 n1,2,...,i =  için ( ) ,p1 ,p,...,p,pp in21 ∞≤≤=  şeklinde bir vektör de 

alınabilir. Bu durumda nE de tanımlanan ölçülebilir ( )xf  fonksiyonlar uzayını 

( )n
p EL  ile gösterirsek bu uzay altında tanımlanan norm;  

 

( )
nx,np

2211
n

n21
n  f ....ff x,px,pE,p,...,p,pEp,

...==  

 

( )

n

1

1n

n
23

1

12

1

1

1/p

E
n

p
p

/pp

E
2

/pp

E
1

p dx dx dx  xf  ... 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫ ∫ ∫

−

...  (2.1.5)  

 

dır. ( )2.1.5  ifadesi tanımlanan norm altında sonludur. ( )21 x,xf iki değişkenli 

fonksiyon için değişkenlerin sırası önemlidir. Yani;  

 

( ) ( )
12/p1p

1

2

1

21/p2p

1

1

1

1/p

E
2

p
21

E
1

1/p

E
1

p
21

E
2 dx  x,xf   dx   dx  x,xf   dx 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≠

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∫∫∫∫
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olur.  

 

Teorem 2.1.2. 

∞≤′≤≤ pp1  ve ∫ ∞<=
G

dx G mes olmak üzere ( ) ( )GLfiçin  GLf pp ∈∈ ′  

ve 

( )
pp

f  mesGf
p
1

p
1

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−

≤    (2.1.6) 

 

olduğundan ( ) ( )GL    GL pp ⊂′ olur. Yani; p′ , p ’ye gömülmüştür (1) 

 

İspat:  

( ) ( ) ( )
p1/

G

p
1/p

G

p dx xf  mesGdx xf  
p
1

p
1 ′

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫∫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−

 

 

olduğu ispatlanacaktır. 

 

 Bu ispat için, temel integral eşitsizliklerinde ispatı verilecek olan Hölder 

eşitsizliğinden yararlanılacaktır. Hölder eşitsizliği,  

 p  ve p′ , ∞≤≤ p1 , 1
p
1

p
1

=
′

+  koşullarını sağlayan iki sayı olmak üzere 

( ) ( )n
p1 ELxf ∈   ve ( ) ( )n

p2 ELxf ′∈  ise ( ) ( ) ( )n
121 ELxf  xf ∈  olur. O halde;   

 

( ) ( ) ( ) ( )
p1/

E

p
2

1/p

E

p
1

E
21

nnn

dx  xf   dx  xf  dx  xf xf 
′

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫∫  

 

şeklinde tanımlanır. 

( ) ( ) ( )
p
p-1

G

p-p
pp

p

GG

p

G

p dx  dx xf      .1dx  xf   dx xf  
p
pp. ′

′
′′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫∫∫∫

′

1                                
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        ( ) ( ) p
p

1

mesG dx xf   
p
p

G

p ′
−′′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫    

eşitsizliğin her iki tarafının 
p
1  kuvveti alınırsa,  

 

( ) ( ) ( ) p
1

p
1

mesG dx xf  dx  xf  
p1/

G

p
1/p

G

p ′
−

′
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫∫  

 

elde edilir.  

 

Örnek 2.1.3. 

( ) ( )GL   GL 23 ⊂  ise ( )
3

3
1

2
1

2 LL
f mesGf

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≤  olduğu gösterilecektir. 

 

İspat:  

( ) ( ) ( )
3
2-1

G

2-3
33

2

GG

2

G

2 dx  dx xf      .1dx  xf   dx xf  
2
32.

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫∫∫∫ 1  

 

          ( ) ( ) 3
21

mesG dx xf   
3
2

G

3
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫  

olduğundan,  

( ) ( ) ( )3
1

mesG dx xf   dx xf  
3
2

G

3

G

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫  

olur. O halde,  

( ) ( ) ( )6
1

2

mesG dx xf   dx xf   
3
1

G

3

G

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫∫

2
1

 

elde edilir.  
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Teorem 2.1.4.  

∞≤≤ p1 için ( )GL p  uzayı Banach uzayıdır (1). 

 

İspat: 

        i) ∞<≤ p1  için ispatı yapılrsa;  

 { } ( )GL ,u pn  uzayında bir Cauchy dizisi olmak üzere  

1,2,....j  , 
2
1uu jpnn j1j

=≤−
+

 

 

olacak şekilde { }nu ’nin bir 
jnu alt dizisi vardır. Bu durumda; 

( ) ( ) ( )∑
=

−=
+

m

1j
nnm  x uxu xv

j1j
 

 

şeklinde tanımlanır. O halde 

( ) 1,2,...m      1,
2
1  x v

m

1j
jpm =<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤ ∑

=

 

 

olur. Bazı sonsuz x  değerleri için ( ) ( )xvlimxv mm ∞→
=  alındığında Teorem 1.1.26. 

yardımıyla, 

( ) ( ) 1dx  x vinflimdx x v
p

G
mm

p

G

≤≤ ∫∫ ∞→
 

 

ifadesi elde edilir. Bu durumda, G ’nin içinde hemen hemen her yerde ( ) ∞<xv olur 

ve  

( ) ( ) ( )( ) xuxuxu
1j

nnn j1j1 ∑
∞

=

−+
+

   (2.1.7) 

 

serisi G ’de hemen hemen her yerde bir ( )xu  limitine yakınsar. Ayrıca ( ) 0=xu  

alındığında (2.1.7) ifadesinin limiti tanımlanamaz. ( )2.1.7  ifadesi yakınsak 

olduğundan G ’de hemen hemen her yerde   
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( ) ( )xuxulim
mnm

=
∞→

 

olur.  

 

 Diğer taraftan { }nu  bir Cauchy dizisi olduğundan 0ε >∀ için en az bir 

Nnm, >  için εuu
pnm <−  olacak şekilde N  pozitif sayısı vardır. O halde teorem 

1.1.26.’dan  yararlanılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) pp

G
nnj

p

G
nnj

p

G
n

εdx  xuxu  inf lim                              

dx  xuxu  lim dx xuxu 

j

j

≤−≤

−≤−

∫

∫∫

∞→

∞→

 

 

∞→n  iken ( ) ( )GLuuuu pnn ∈+−=  ve 0uu
pn →−  olur. Yani ( )G Lp  uzayı 

tamdır.  

      ii) p = ∞ durumunda,  

{ } ( )GL ,u n ∞ ’da bir Cauchy dizisi ise Ax ∉ olacak şekilde ölçümü sıfır olan 

GA ⊂ kümesi vardır. 1,2,...nm, =∀  için  

 

∞∞
−≤−≤ mnmnnn uu  (x)u(x)u            u  (x)u  

 

olur.{ }, u n ∞
R ’de sınırlı olduğu için nu , A ’nın tümleyeninde sınırlı bir ( )xu  

fonksiyonuna düzgün yakınsar. Ax ∈ için ( ) 0=xu  alınırsa, ( )GLu ∞∈  ve 

∞→n iken 0uu
pn →−  olur. Dolayısıyla ( )GL ∞ ’da tamdır.  

 

Sonuç 2.1.6.  

  ∞≤≤ p1 için ( )GL p  de bir Cauchy dizisinin G  üzerinde hemen hemen her 

yerde yakınsak bir alt dizisi vardır.  
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Sonuç 2.1.7.  

          ( )GL2 , 

( ) ( ) dx v(x) xuvu,
G
∫=  

 

iç çarpımına göre bir Hilbert uzayıdır. ( )GL2  için Hölder eşitsizliği tam olarak 

bilinen Shwartz eşitsizliğidir.  

( )
22

  v u     vu, ≤  

 

Teorem 2.1.8. 

 ∞<≤ p1 için ( )GC0  uzayı ( )GLp ’nin içinde yoğundur (1). 

 

İspat: 

∈u ( )GLp  ve 0ε > olsun. ε -u 
p

<φ  olacak şekilde φ ∈ ( )GC0  

fonksiyonunun var olduğu ispatlanacaktır. 

 

 ( )4321 uuiuuu −+−=   şeklinde alınan her bir reel değerli ve negatif olmayan 

( ) 4j 1  u j ≤≤  fonksiyonları için, 
4
ε u 

pj <−jφ   ( )4j1 ≤≤  olacak şekilde 

∈jφ ( )GC0  fonksiyonların olduğunu kabul edilirse;  

 

( ) ε iu 
p4321 <−−+− φφφφ  

 

olur. Buradaki u  reel ve negatif olmayan bir fonksiyon olarak seçilir. Diğer taraftan 

Teorem 1.1.19’dan bir { }ns  dizisi için ( ) ( )xuxs0 n ≤≤  olduğundan { }ns ( )GL p∈  dir.  

( ) ( )pp
n u(x)(x)s-u(x) ≤  olduğundan bölgesel yakınsaklıktan ( )GL p ’da usn → dır.  
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2
ε s-u 

p
<  olacak şekilde { }nss ∈  seçebiliriz. Bu durumda s  sabit ve ∞<p  

olduğundan s’nin destekleyicisi sonlu yoğunluğa sahiptir. Ayrıca her Gx ∈ ’için 

( ) 0xs =  alınabilir. Teorem 1.1.18 ( )f  kullanılırsa,  

 G x ∈∀ için ( )
∞

≤  s  x φ  olacak şekilde φ ∈ ( )GC0  fonksiyonu elde edilir  

ve ( ) ( ){ }
p

 s   4
ε xxs:G xmes ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
<≠∈

∞

φ  olarak yazılır. Teorem 2.1.2’den  

 

( ) ( ){ }( )

2
ε

 s  4
ε s  2                              

 xxs:G xmes s  s 1/p
p

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
<

<≠∈−≤−

∞
∞

∞
φφφ

 

 

yazılır. Sonuç olarak;  

 

ε
2
ε

2
εssuuu

pppp
=+<−+−≤−+−=− φφφ ss  

elde edilir.  

 

Teorem 2.1.9.  

∞≤≤ p1  için ( )GL p  uzayı ayrılabilir bir uzaydır. (1). 

 

İspat: 

1,2,...m =  için 

 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤≥∈= mx      ve

m
1bdryGx,dist:GxGm  

 

olduğundan mG , G ’nin kompak bir alt kümesidir. nR P,  rasyonel – karmaşık 

katsayılara sahip olan tüm polinomlar kümesini göstersin ve mG ’nın karakteristik 

fonksiyonu 
mGχ  için,  
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{ } Pf:fχ P
mGm ∈=  

olsun. Bu durumda mP , ( )mGC  de yoğun ve U
∞

=1m
mP  sayılabilirdir. 

( )GLu p∈  ve 0ε > ise 
2
ε u 

p
<− φ olacak şekilde ∈φ ( )GC0  vardır. Ayrıca, 

( )bdryG ,suppdıst
m
1 φ≤ ise ( ) p

1

mG mes
2
ε f 

−

∞
<−φ  olacak şekilde mPf ∈ vardır. 

Sonuç olarak,  

( )
2
εG mes  f  f p

1

mp
<−≤−

∞
φφ  

 

yazılır ve buradan  

 

ε
2
ε

2
ε f  u  fu  fu 

pppp
=+<−+−≤−+−=− φφφφ  

 

elde edilir. Dolayısıyla U
∞

=1m
mP sayılabilir kümesi ( )GLp ’da yoğundur ve ( )GLp  uzayı 

ayrılabilirdir.  

 

Tanım 2.1.10. 

 Ölçülebilir bir G  kümesi üzerinde tanımlanan f  fonksiyonu, 

G\En üzerinde sıfır değerini alan nE  ile genişletilirse, 

 ( ),GLf p∈  ( )GLp  içinde sürekli olması için, her 0ε > için  

 

( ) ε fyxf nEp,
<−+  

 

olacak şekilde 0δ >  sayısı olmalıdır. Burada   

    δyy
1/2n

1i

2
i <⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

=

 

dır.  
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2.2. Temel İntegral Eşitsizlikleri: 

 

 Bu kısımda p  sayısı [ ]∞∈ ,1p  ve 1
p
1

p
1

=
′

+  alınacaktır. ∞=′p iken 1=p ve 

1=′p  iken ∞=p olur. Ayrıca -n boyutlu uzayda ( )n21 p,...,p,pp = , 

( )′′′=′ n21 p,...,p,pp  ve ][1,,pi ∞∈ , n1,2,...,i = dır. ( )n21 p,...,p,pp = ,  ve 

( )n21 q,...,q,qq = vektör olarak alınırsa bu vektörlerin toplamı,  

( )nn2211 qp,...,qpqpqp ++++=+  ve ( )qp qp >≥  alındığından  pi > qi,                    

i = 1,2,…,n olur.  

 

2.2.1. Hölder’s eşitsizliği  

p ve p′ , 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p
1

p
1

=
′

+  koşullarını sağlayan iki sayı olsun. 

( ) ( )n
p1 ELxf ∈   ve ( ) ( )n

p2 ELxf ′∈  ise ( ) ( ) ( )n
121 ELxf  xf ∈  olur. Yani;   

 

( ) ( ) ( ) ( )
p1/

E

p
2

1/p

E

p
1

E
21

nnn

dx  xf   dx  xf  dx  xf xf 
′

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫∫   (2.2.1) 

 

ya da  

( ) ( )
p1p1

E
21  f   f dx  xf xf 

n
′

≤∫  

 

şeklinde tanımlanır (22). 

 

İspat:  

(2.2.1) eşitsizliği 1p = ve ∞=p  durumları için açıktır. ∞<< p1  için ispat 

yapılmadan önce aşağıdaki eşitsizliklerin doğru olduğu gösterilmelidir. 
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{ }1\Rpp, +∈′  ve 1
p
1

p
1

=
′

+  olmak üzere u∀ , Rv ∈  için  

i) 1p >  ise 
p
v

p
u

u v
pp

′
+≤

′

      (2.2.2) 

ii) 1p0 <<  ise 
p
v

p
u

u v
pp

′
+≥

′

     (2.2.3) 

dır.  

 

İspat: 

 i) 0u >  ve 0v >  olduğunu varsayalım. 
p
1α =  ( 1α0 << ) olmak üzere  

    ( ) ( )∞∈−= 0,   t; t       αtt αϕ  

 

fonksiyonunu incelendiğinde ( )∞∈∀ 0,t  için ( ) ( )1t αt 1α −=′ −ϕ  olduğundan ( )tϕ  

fonksiyonu ( )∞0,  aralığında maksimum değerini 1t =  noktasında alır. O halde 

( )∞∈∀ 0,t  için ( ) ( )1t ϕϕ ≤  olduğundan,  

 

( )1t α1tα-1αtt αα −≤−⇒≤−  

 

ifadesi yazılabilir. Bu eşitsizlikte p

p

v
ut ′=  olarak alınırsa,  

 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤−⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

′
′

′

′

′′ 1
v
u

p
vv

v

u v1
v
u

p
11

v
u

p

pp
p

p
1

p

p

p

pp
1

p

p

 

p
v

p

u
u v v

p
11

p
uu v

p
v

p
uvu v

pp
p

ppp
p

′
+≤⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+≤⇒−≤−

′

′
′

′  

 

elde edilir. 
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 ii)İfadesinin ispatı da benzer şekilde yapılır. ( )1.2.2 eşitsizliğin ispatını 

yapalım.  

( ) ( )∫∫
′′ =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

nn E

p
2

p

E

p
1

p dx xf  B    vedx xf  A olsun. A ve B sayılarından biri sıfır ise 

( )1.2.2 eşitsizliğinin doğru olduğu açıktır. 0A >  ve 0B > olduğu varsayıldığında ve 

 

( ) ( ) ( ) ( )
B
xfx v,

A
xfxu 21 ==  

 

şeklinde ( )xu  ve ( )x v fonksiyonları alındığında (2.2.2) eşitsizliği de kullanılarak, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∫∫∫∫∫ =

′
+=

′
+=

′
+≤ ′

′′

nnnnn E
p

p
2

E
p

p
1

E

p

E

p

E

1
p
1

p
1

B
 xf 

  
p
1

A
 xf 

 
p
1dx 

p
 x v

 dx 
p

 xu 
  x vxu  

 

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) BA  xf xf  1 
B
xf 

A
xf  1 x vxu  

nnn E
21

E

21

E

≤⇒≤⇒≤ ∫∫∫  

   ( ) ( ) ( ) ( )
p1/

E

p
2

1/p

E

p
1

E
21

nnn

dx xf   dx xf   xf xf  
′

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫∫  

Hölder eşitsizliğinin doğruluğu ispatlanır.  

 

2.2.2. Ters Hölder eşitsizliği:    

 1p0 <<  için    0
1p

pp <
−

=′ ve  ( )nELf p∈  olmak üzere 

( ) ∞<< ∫
′

nE

p dx  xg  0  

olsun. Bu durumda, 

( ) ( ) ( ) ( )
p1/

E

p
1/p

E

p

E nnn

dx  xg   dx xf  dx xg xf  
′

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≥ ∫∫∫  (2.2.4) 

 

olur (1).  
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İspat: 

( )n
1 EL g f  ∈ olur. Aksi takdirde (2.2.4) eşitsizliğinin sol tarafı sonsuz olur. 

pp g fψ  veg == −φ alırsak pfψ =φ  olur. Eğer 1>=
p
1q  ise ( )n

q ELψ∈  ve 

 

1q
qq ,q pp
−

=′′−=′  ise ( )n
q EL ′∈φ  

 

olur. Aşağıdaki ifadeye Hölder eşitsizliği (2.2.1) uygulanırsa;  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
qq

1/q

E

q
q1/

E

q

EE

p    ψdx   xψ   dx x dx xψ x  dx xf 
nnnn

′

′
′

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤= ∫∫∫∫ φφφ

 

         ( ) ( ) ( )
p1

E

p
p

E nn

dx  xg   dx  xg xf  
−

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫∫  

 

elde edilir. Böylece,   

( ) ( ) ( ) ( )
p1/

E

p
1/p

E

p

E nnn

dx  xg   dx xf  dx  xg xf  
′

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≥ ∫∫∫  

 

eşitsizliği ispatlanmış olur.  

 

2.2.3. İkiden fazla fonksiyon için Hölder eşitsizliği 

      m1,2,...,i = için ∞≤≤ ip1  ve 1... =+++
m21 p

1
p
1

p
1  olmak üzere ( )n

pi ELf
i

∈  ise 

( ) ( ) ( )n
1m1 ELxf  ...  xf ∈ olur. Bu durumda ya, 
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( ) ( ) ( ) ≤∫ dx  xf  ...  xf xf  
nE

m21  

 ( ) ( ) ( )
m

n

m

2

n

2

1

n

1

1/p

E

p
m

1/p

E

p
2

1/p

E

p
1 dx xf     ...  dx xf    dx xf   ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫∫  (2.2.5) 

 

ya da, 

∏∏
==

≤
m

1i
pi

1

m

1i
i

i
ff  

şeklinde yazılabilir.  

 

2.2.4. Toplam için Hölder eşitsizliği 

( )2.2.1  eşitsizliğinde, ( )xf1  ve ( )xf2  sonlu değerli fonksiyonlar olarak 

alınırsa integral yerine toplam sembolü kullanılır. Toplam için Hölder eşitsizliği, 

 

( )∞≤≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
≤

′

=

′

==
∑∑∑ p1       b   α  b α 

p1/N

1i

p
i

1/pN

1i

p
i

N

1i
ii  (2.2.6) 

 

şeklindedir. Burada N bir doğal sayıdır (22). 

 

2.2.5. Minkowski’s eşitsizliği 

∞<≤ p1  için ( ) ( ) ( )n
p21 ELxf ,xf ∈  ise  ( ) ( ) ( )n

p21 ELxfxf ∈+  olur. O halde 

 

p2 p1p2 1 ffff +≤+    (2.2.7) 

eşitsizliği yazılabilir (8). 

 

İspat:   

( )2 1
1p

2 12 1
1p

2 1
p

2 1 ff ffff ffff ++≤++=+ −−  

 

        1p
2 12 

1p
2 11 ff fff f −− +++=  
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                      ( ) ( ) dx  xfxf   ff 
p

E
21

p

p2 1
n
∫ +=+  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
44444 344444 2144444 344444 21

II

1p
21

E
2

I

1p
21

E
1 dx  xfxf   xf  dx  xfxf   xf  

nn

−− +++≤ ∫∫  

 

(I) ve (II) ifadelerine Hölder eşitsizliği (2.2.1) uygulanırsa; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p1/

p1-p

E
21

1/p

E

p
1

p

E
21 dx  xfxf   dx xf  dx xfxf  

nnn

′
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤+ ∫∫∫  

 ( ) ( ) ( ) ( )
p1/

E

p1-p
21

1/p

E

p
2 dx  xfxf   dx  xf  

nn

′
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ ∫∫ , ( ) pp 1p =′−  

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p1/

p

E
21

1/p

E

p
1

p

E
21 dx  xfxf   dx xf  dx  xfxf  

nnn

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤+ ∫∫∫  

   ( ) ( ) ( )
p1/

E

p
21

1/p

E

p
2 dx  xfxf   dx  xf  

nn

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ ∫∫                                        

( ) ( ) ( ) ( )
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= ∫∫∫

′ 1/p

E

p
2

1/p

E

p
1

III

p1/

E

p
21

nnn

dx xf  dx xf   dx  xfxf  
4444 34444 21

 

ve eşitsizliğin her iki tarafı (III) ifadesine bölünürse,  

 

( ) ( ) ( ) ( )
1/p

E

p
2

1/p

E

p
1

p
1-1

p

E
21

nnn

dx xf  dx xf  dx  xfxf  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ ∫∫∫

′

        ,  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

′
−

p
1

p
11  

 

 elde edilir. O halde 

    2 p1p2 1 ffff +≤+  

 

eşitsizliği ispatlanmıştır. 
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2.2.6. Ters Minkowski’s eşitsizliği 

 1p0 <<  için ( ) ( ) ( )n
p21 ELxf,xf ∈  olduğundan 

 

       
p2 p1p21 ff ff +≥+    (2.2.8) 

 

olur. 

 

İspat: 

( )n
p EL ’de 0== 21 f f olursa aşikar çözüm elde edilir. Aksi takdirde sol 

taraftaki ifade sıfırdan daha büyük olur. (2.2.8) ifadesine Ters Hölder eşitsizliği 

(2.2.4) uygulanırsa,  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )dx   xf  xf    xf  xf   ff 21

1p

E
21

p

p21
n

++=+
−

∫  

 

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )pp 1p    ;    ff   dx  xf  xf  
p2p1

p1/

E

p1p
21

n

=′−+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+≥

′
′−

∫  

 

        ( ) ( )( ) ( )
p2p1

p1/

E

p
21 ff  dx   xf  xf  

n

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

′

∫  

 

        ( )
p2p1

p
p

p21 ff   ff ++= ′   

 

p2p1
1

p
p-p

p21 ff ff +≥+
=

′  

 

elde edilir. 
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2.2.7.  

(2.2.7) eşitsizliğindeki p reel sayısı vektör olarak da seçilebilir. Bu durumda,  

∞≤≤ p1 için ( ) ( )m1,...,i   ELf n
pi =∈  ise  

 

∑∑
==

≤
m

1i
pi

p

m

1i
i ff     (2.2.9) 

eşitsizliği yazılabilir.  

 

2.2.8. Toplam için Minkowski’s eşitsizliği 

(2.2.7) eşitsizliğinde, ( )xf1  ve ( )xf2  fonksiyonları sonlu değerli olarak 

alınırsa integral yerine toplam sembolü kullanılır. Toplam için Minkowski’s 

eşitsizliği, 

( )∞≤≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∑ ∑∑ ∑

= == =

p1   ,  α  α
1/pm

1j

N

1i

p

ij

1/p
N

1i

p
m

1j
ij  (2.2.10) 

 

şeklindedir. m, N birer doğal sayıdır.  

 

2.2.9. Genelleştirilmiş Minkowski’s eşitsizliği  

      ( )yx E x E ’nin üzerinde ( )yx,f  ölçülebilir fonksiyonunu tanımlanırsa  

 

     ( ) ( )∫∫ ≤
Ey

Ep,
Ep,Ey

dy  yx,f  dy  yx,f 
x

x

   ,     ( ) p ∞≤≤1              (2.2.11) 

 

eşitsizliği elde edilir. Yani; 

( ) ( ) dy dx yx,f   dx dy  yx,f  
Ey

1/p

E

p

1/p

E

p

Ey xx

∫ ∫∫ ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
 

 

dır. Sağ taraftaki ifade sonlu olmalıdır. Aksi taktirde eşitlik durumu geçerli olmaz.  
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İspat:  

1p =  için Fubini’s teoremi elde edilir.  

 

2.2.10. Fubini Teoremi 

 ( )yx,f fonksiyonu ( )yx E x E  üzerinde tanımlı olsun.  

 

 ( ) ∞<⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∫ ∫ dy dx  yx,f   
Ey Ex

 ise ( )∫
Ex

dx yx,f  ve ( )∫
Ey

dy yx,f  integralleri vardır. 

 

Bu durumda,  

( ) ( )∫ ∫∫∫ =
x yxy E EEE

dx dy  yx,f  dy dx  yx,f     (2.2.12) 

olur.  

∞=p  için ifadenin doğru olduğu açıktır. Bu durumda ∞<<   p  1  için ispatı yapalım. 

( ) ( ) ( )xp
Ey

ELg(x) vedy  yx,fxs ′∈= ∫  olarak alınırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dx dy yx f   xg  dx  xs   xg dx xg xs
EyEEE xxx

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤≤ ∫∫∫∫  

          ( ) ( )
4444 34444 21

I

Ey E

dx   yx f   xg dy 
x

∫ ∫=  

 

olur. (I) ifadesine  Hölder eşitsizliği uygulanırsa eşitsizliğin ispatı elde dilir. 

( ) ( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫∫ ∫

′

′

1/p

E

p

A

p1/

E

p

E E xxx y

dx  yx,f   dx  xg    dy  dx xg xs 
444 3444 21

 

 

  ( )∫′
=

yE
pp

dy      yx,f   g  (A herhangi bir sayıdır) 

 



 

 

29

 

2.2.11.  

Genelleştirilmiş Minkowski’s eşitsizliğinde (2.2.11) y)(x, f , fonksiyonu 

yerine ( )[ ]
v
µp    ve yx,f µ =  olarak alınırsa daha genel bir ifade elde edilir.  

 ∞≤≤< vµ0  ve ( )yx,f fonksiyonu ( )yx E x E  üzerinde ölçülebilir bir 

fonksiyon ise,  

 

( ) ( )

1/µ

E

v
µ

E

v

1/v

E

µ
v

E

µ

y xx y

dy dx  yx,f     dx dy  yx,f    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∫ ∫∫ ∫  

            ( )

1/µ

E

µ
v
1

E

v

y x

dy dx  yx,f     
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∫ ∫

.

 

 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin norm altında yazılımı  

 

  ( )( ) ( )( )
1/µ

E

µ

Ev,

1/v

E

v

Eµ,
y

x

x

y
 yx,f    dx  yx,f    

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
≤

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
∫∫   

  ( ) ( )
y

x
x

y Eµ,Ev,Ev,Eµ,
 y,x f   yx,f  ≤    (2.2.13) 

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )yxxy E,E µv,E,E vµ,
 yx,f  y,x f ≤  

şeklindedir. 

 

2.2.12.  

Genelleştirilmiş Minkowski eşitsizliğinde (2.2.11), p reel sayısı vektör olarak 

alınırsa; 

   ( ) ( )∫∫ ≤
y

x

x
y E

Ep,

Ep,E

dy  y,x f   dy y,x f   (2.2.14) 

eşitsizliği yazılır. m = n için  
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     ( ) ∫∫ ≤
ny

1

x
y E

n

Ep,E

dy  dy y .,f ( )
1

nxn

1
2x2

1
1x1

1y
1

2y
1

E,p
E,pE,p

E
1

E
2   ...   dy y , .f  dy   ... ∫∫ (2.2.15) 

 

dır.  

 

2.2.13. Young eşitsizliği 

 Rrq,p, ∈ , ∞≤≤≤ qp1  , 
r
1

q
1

p
11 =+−  için 1E  üzerinde tanımlı tek 

değişkenli ( )xf  ve ( )xK  fonksiyonları, ( )1
p ELf ∈  ve  ( )1

r ELK ∈  olmak üzere  

 

( ) ( )dy yxK yf  K)(x)*(f  (x) I
1E
∫ −==  

 

şeklinde ( )xI  fonksiyonunu tanımlayalım. O halde 

 

     
prq

f KI ≤    (2.2.16)  

 

olur (8). 

 

İspat:  

a) ∞=q  durumunda pr ′=  alındığında (2.2.16) eşitsizliği Hölder 

eşitsizliğinin bir sonucudur. Bu durumda ispat ∞<q  için yapılır. 

 

b) ∞<q  iken qp,  ve r  sayıları arasındaki ilişki 3 farklı şekilde incelenebilir.  

 

 i)  qp1 << , qr <   ii) qp1 <= , qr =   iii) qp = , 1r =  

 

i) 

( ) q
p

q
r 111/qrp f K K fK f −−=     (2.2.17) 
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fonksiyonu şeklinde yazılabilir.(2.2.16) ifadesinin sol tarafındaki norm içindeki 

integral ifadesine 3 fonksiyon için Hölder eşitsizliği (2.2.1) uygulanırsa,  

           

q
p1

pp       ,

q
r1

rpp      ,  qp 3
ı

21

−
=

−
===   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=++ 1

p
1

p
1

p
1

321

 

 

( ) ( ) dy f K K fdy K  f  xI q
p1q

r11/qrp −−

∫∫ ==  

( )
r
q
r

q
r1

r

q
r11/qrp dx  K  dy K f             

−

−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤ ∫∫

1

   
p
q
p1

q
p1

p

q
p1 dy  f 

−

−−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫  

( ) q
p1

p
q
r1

r

1/qrp f  K   dy  K f  −−

∫=  

( ) .q
q
p1

p

.q
q
r1

r

rpq f     K    dy K f I
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∫≤  

( ) ( ) ( )( ) q
p1

p
q
r1

r

1/qrp

q
f K dy  x-yK   yf  dx  xI −−

∫∫≤  

             ( )( ) ( )( )1/qr1/qp
q
p1

p
q
r1

r
dx  x-yK    dy  yf     f K  ∫∫

−−=  

    = ( )( ) ( )( ) q
r.

r
1

rq
p.

p
1

p
q
p1

p
q
r1

r
 dx  xK      dy  yf    f  K ∫∫

−−  

    
pr

q
r

r
q
p

p
q
p1

p
q
r1

r
f  KK  f  f  K == −−  

elde edilir.(ii) ve (iii) durumları da benzer şekilde ispatlanır. 

 

2.2.14. 

 (2.2.15) eşitsizliğinin yardımıyla ve (2.2.16) eşitsizliğinin n – boyutlu uzaya 

uygulanması düşünerek,  

( ) ( ) ( )n1n1n1 r,...,rr  ,q,...,qq  ,p,...,pp === , ,qp1 ∞≤≤≤
r
1

q
1

p
11 =+−  ve  
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( ) ( ) ( )∫ −=
nE

dy xyK yfxI  

fonksiyonu tanımlayalım. Bu fonksiyon yardımıyla,  

 

prq
f KI ≤     (2.2.18) 

 

eşitsizliği yazılır. Özel olarak pq = için 

 

prp
f KI ≤  

 

yazılabilir. 

 

2.2.15.Hardy’s eşitsizliğinin genelleştirmeleri 

 

( ) ( )∞=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= +

∞

∫+
0,E  ;  dx xf   f 1

1/p

0

p

Ep, 1   (2.2.19) 

şeklinde f  fonksiyonunun normunu,  

 

( )1
p ELf  0,   γ0,α   ,qp1 +∈>≠∞≤≤≤  için 

( ) ( ) 0α     ,dy  y yfxF
γx

0

p
1

γα, >= ∫
+

′
− α

   (2.2.20) 

ve 

   ( ) ( ) 0α     ,dy  y yfxF
γx

α
p
1

γα, <= ∫
∞ +

′
−

   (2.2.21) 

 

fonksiyonlarını tanımlayalım. Bunların yardımı ile 

 

1

1

Ep,

µ

q
1

Eq,

γα,

αγ
q
1

f 
α
µ γF x

+

+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤

−−−

                      (2.2.22) 
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∞==+−= 1

α
µ  ise  q    ve1p   

q
1

p
11µ

µ

 eşitsizliği tanımlanır.     

                                                    

İspat:  

∞≤≤≤ qp1  ve δ  sayısı αδ0 <<  olsun. (2.2.20) ve (2.2.21) ifadelerine 

Hölder eşitsizliği ( )1.2.2  uygulanırsa,  

 

  ( ) ( )  0α     ,dy    y y y yf xF
α

p
1x

0
γα,

ı

γ

>=
+−

−∫ δδ  

( ) ( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤

′

′+∫∫ 1
p
1

p
1   ;  dy y   dy y  yf    xF ı

p1/
x

0

p-α1-

1/p
x

0

pp
γα,

γγ

δδ  

  ( ) ( ) 0α   ,         dy y  yf     xC
1/p

x

0

p δpγδα
1

γ

>⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∫−       (2.2.23) 

 

( ) ( )    0α      ,             dy         y y y yf F
α

p
1

x

δδ
γα,

ı

γ

x <=
+−∞

−∫  

      ( ) ( ) ( )   dy y   dy y  yf   F
p1/

x

pδα1-

1/p

x

p δ-p

γα,
γγ

x

′
∞

′++
∞

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫  

   ( ) ( ) 0α   ,        dy y  yf     xC
1/p

x

p  δ-pγδα
2

γ

<⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∫

∞
+  (2.2.24) 

 

elde edilir ve ( )[ ] ( )[ ] p
1

2p
1

1 p γαC  ,   p γα C ′
−

′
− ′+−=′−=  dır.  

 

 (2.2.23) eşitsizliğine Genelleştirilmiş Minkowski eşitsizliği (2.2.11) 

uygulanırsa;  
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1Eq,

γα,

 γα
q
1

Fx
+

−−

 ( )

1/q

0

.q
p
1

x

0

p γδ
q
1-p

1 dx dy  xy  yf      C
γ

p δ

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤ ∫ ∫

∞
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

 

 ( )

1/p

0

q
p

y

q  γδ1p δp
1 dy dx x  y  yf   C

γ
1

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
≤ ∫ ∫

∞ ∞
−−  

( )0α     f C C 1Ep,31 >≤
+

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤≤≤ olur.x y ise xy0 γ

1
γ  

 

olur. Benzer şekilde ( )0α <  için yapılırsa, 

 

( )0 α     f C CFx 1

1

Ep,32

Eq,

γα,

 γα
q
1

<≤
+

+

−−

 

 

elde edilir. Burada ( ) q
1

3 q  γδC −=  şeklindedir. 

21 C,C ve 3C sabitlerindeki 
qp

p α
δ

+′

′
=  olarak alınırsa (2.2.22) eşitsizliği elde 

edilir.  

∞<≤= qp1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

′
0

p
1  için (2.2.22) eşitsizliği Genelleştirilmiş Minkowski’s 

eşitsizliğinden elde edilir.  

 

 ∞=≤≤ qp1  için (2.2.22) eşitsizliği (2.2.23) ve (2.2.24) eşitsizliklerinden 

elde edilir ve burada 0δ =  dır.  
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2.2.16.  

∞≤≤≤ qp1 , 0>α , 0γ > , ( )1
p ELf   ,

q
1

p
11µ +∈+−=  ve 

 

   ( )
2a

γ

 γα
q
1α

p
1

x
y  xyxy,h

1
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

+−−
′

−

 

 

ise 

 

   ( ) ( ) 1

1
Ep,

µ
q
1

Eq,0

f 
α
µ γdy  xy,h yf  

+

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

−∞

∫   (2.2.25) 

 

olur. 

 

2.2.17.   

p
1β   ,p1 ≠∞≤≤   için, 

    ( ) ( )
p
1β   ,dy  yfxF

x

0

>= ∫   

ve 

    ( ) ( )
p
1β   ,dy  yfxF

x

<= ∫
∞

 

 

fonksiyonlarını tanımlayalım. Bu durumda   

 

    11 Ep,

1β

Ep,

β f x 

p
1β

1F x
++

+−−

−
≤   (2.2.26) 

eşitsizliği yazılır. 
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İspat:  

p
1β >  için ispatı yapalım. ( )1 tisex ydt x  dyxty ===⇒=  değişken 

değiştirmesi ve Genelleşmiş Minkowski’s eşitsizliği (2.2.11) kullanılırsa,  

 

( ) ( )
p

1

0

1β

p

x

0

β dt   xxtf dy  yf  x ∫∫ +−− =  

  ( ) dt  xtf  x 
1

0

1β∫ +−≤ dt   f x  t
1

0
p

1βp
11β

∫ +−
−−

=  

                 
p

1β

p

1β
1

0

1
p
11β

 f  x  

p
1β

1 f  x  
1

p
11β

t | +−+−

+−−

−
=

+−−
=  

elde edilir. 

Benzer şekilde 
p
1β <  için ispat yapalım. ( )1 tisex ydt x  dyxty ===⇒=  

değişken değiştirmesi yapılıp ve Genelleştirilmiş Minkowski (2.2.11) eşitsizliği 

kullanılırsa,   

 ( ) ( )
p1

1β

px

β  dt  xxtf   dy yf   x ∫∫
∞

+−
∞

− =  

    ( ) dt  xtf  x 
1

p

1β∫
∞

+−≤ dt   f x   t
1

p

1βp
11β

∫
∞

+−
−−

=  

       
p

1β

p

1β

1

1
p
11β

 f  x 
β-

p
1

1 f x 
1

p
11β

t | +−+−
∞

+−−

=
+−−

=  

ispatı elde edilir. 

 

2.2.17. Çebysev’s eşitsizliği  

  ( )xf  azalmayan ve ( )xg  artmayan birer fonksiyon olmak üzere bu 

fonksiyonlar [ ]b,a  aralığında ölçülebilir olsun.  
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Bu durumda,  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

≤ ∫∫ ∫
bb b

dx xg   dx xf  
b

1dx xg xf 
aa aa

  (2.2.27) 

 

olur.  

 

İspat: 

( ) ( ) ( )∫−
−=

b

dt tf
b

1xfx
aa

ϕ  

şeklinde bir ( )xϕ  fonksiyonu tanımlayalım.  

 ( ) ( )[ ] ( )xfxfdx xf
b

1
b,

b

→=
−

∼

∫ a
aa

 fonksiyonunun [ ]b,ε a∈  aralığındaki 

ortalama değeridir. Bu durumda 

 ( ) 0x ise εx <<≤ ϕa  ve ( ) 0x ise bxε ≥≤< ϕ  ifadeleri yazılabilir. O halde,  

 

       ( ) ( ) ( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−∫ ∫ dx dt tf
b

1xf xg
b b

a aa
( ) ( ) ( ) ( )

44444 344444 21
I

ε b

ε

dx x xgdx x xg∫ ∫+
a

ϕϕ  

 

olur. (I) ifadesine iki fonksiyon için ortalama değer teoremi 1.1.15. uygulanırsa  

 

       ( ) ( ) ( ) dx dt tf
b

1xf xg
b b

∫ ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
a aa

( ) ( )∫ =≤
b

0dx x εg
a

ϕ  

 

elde edilir. Bu eşitsizliğin sol tarafındaki ifade de dağılma özelliği kullanılırsa,  

 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ −
≤

bbb

dx xfdx  xg
b

1xf xg
aaa a

 

olur. 
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2.2.18. Hardy – Littlewood eşitsizliği 

  ( )1
p ELfiçin    

q
1

p
11µ ,qp1 ∈+−=∞<<<  ve  

( ) ( ) dy 
xy
yfxI

1E
µ∫ −

=  

 

şeklinde ( )xI  fonksiyonu tanımlanırsa, 

 

            ( )
pq

f qp,KI ≤    (2.2.28) 

eşitsizliği yazılabilir.  

 

İspat:  

 Önce,  

( ) ( ) dy xy f 2y yfxI
1E

µ

p
q
p1.

p
1

q
p

∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−≤ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−  

eşitsizliğinin doğru olduğu gösterilmelidir. ( )xf  fonksiyonunun ortalama değeri  

  

( ) ( )
1/px

x

p dy yf
2x
1xf

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤ ∫

−

 

 

olduğu için bunun yardımı ile 

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 1Ep,
p
1

x, xp
p
1x

x

pp f 2xf 2xxfdy yf 
2x
1xf −

−

−

−

≤≤⇒≤ ∫  

 

yazılır. 

( ) ( )[ ] q
p1

p
q
p1 

p
1

q
p1

p
p
1

f 2yyff 2yyf −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−− ≤⇒≤  

( ) ( ) q
p1

p
q
p1 

p
1

q
p

f 2y yfyf −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−≤   
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( ) ( )∫
−−=

1E

µ dy yx yfxI   

      ( )∫
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− −≤

1E

µ
q
p1

p
q
p1 

p
1

q
p

dy xy f 2y yf                         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

q
1

p
1-1µ  

       = ( )∫
−− −

1E

1-µµq
p

q
p1

p
1-µ dy y xy yf f 2            ( )dtx dytx y =⇒=   

       ( )∫
−− −=

1E

1-µµq
p

q
p1

p
1-µ dt x tx xtx tx f f 2   

        = ( )∫
−− −

1E

1-µµq
p

q
p1

p
1-µ dt t 1t tx  f f 2      (*) 

 

 (*) ifadesine Genelleştirilmiş Minkowski eşitsizliği (2.2.11) uygulanılırsa 

 

  ( ) ≤
q

 xI  

( )
1/q

E

q

E

1-µµq
p

q
p1

p
1-µ

1 1

dx dt t 1t tx f   f 2 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−≤ ∫ ∫

−−  

   ( ) dt dx txft 1t f 2
q
1

E

p

E

1-µµ
q
p1

p
1-µ

1
1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−≤ ∫∫

−−  

q
p

p
E

1-µµ
q
p1

p
1-µ fdt  t 1t f 2

1
∫

−− −≤  

1
q
p

q
p1

p
E

1-µµ1-µ f dt t 1t 2
1

=+−−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−≤ ∫  

elde edilir. Burada 

 

( ) dt t 1t 2qp,K
1E

1-µµ1-µ ∫
−−=  

 

olarak alınırsa eşitsizliğin ispatı elde edilir.  
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 2.2.19. 

 (2.2.28) eşitsizliğindeki p  ve q  reel sayıları yerine ( )n21 ,...pp,pp =  ve 

( )n21 ,...qq,qq =  şeklinde vektörler alınabilir. Bu durumda ∞≤≤≤ qp1  ve 

∞<<< nn qp1  olur. O halde , iλ  pozitif sayısı için, 

 

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

n

1i ii
i q

1
p
11λµ    ( )n1,2,...,i =  

 

bir sayı ve ( )n
p ELf ∈  olacak şekilde  

 

( ) ∑
=

=
n

1i

1/λ
i

iyyg  

( ) ( ) ( )[ ] dy x-yg yfxI µ

En

−∫=  

fonksiyonlarını tanımlayalım. 

 

pq
f CI ≤  

 

yazılır. Burada C  bir sabit sayıdır.  

 

2.2.20. Yardımcı önerme 

 0α > , 1µ0 << , ∞<≤ r1  ve 1>′rµ  için ( )xϕ  fonksiyonu ( )∞+ 0, E1  

üzerinde tanımlı azalmayan bir fonksiyon ve ( ) pLx ∈ϕ ( )1E+  olmak üzere,  

 

( ) ( )
1/r

0

rr
1µ

Er,
r
1µ

0

µ dx x  α C α Cdxαx xI 1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤≤−= ∫∫

∞
′

+−+−
∞

−

+
ϕϕϕ  

 

eşitsizliği yazılır.  
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İspat:  

( )xϕ azalmayan bir fonksiyon olduğundan,  

( ) ( ) dx ax xdxax x µ
2α

α

µ
α

0

−− −≥− ∫∫ ϕϕ  

 

eşitsizliği yazılabilir. Bu eşitsizlikten yararlanılırsa;  

( ) ( ) ( )
444 3444 21444 3444 21

21 I

2α

µ

I

α

0

µ

0

µ dx αx xdx αx x 2dxαx xI ∫∫∫
∞

−−
∞

− −+−≤−= ϕϕϕ  

elde edilir ve ( )1I  ifadesine Çebysev’s eşitsizliği (2.2.27) uygulanırsa 

( ) ( ) ( )
4342143421

43 I

α

0

µ

I

α

0

µ
α

0
1 dx αx dx x 

α
1dxαx xxI ∫∫∫

−− −≤−= ϕϕ  

yazılabilir. O halde, 

 ( ) ( ) ( )
µ1

α0,r
r
1α

0

1µ1/rα

0

r
1 α   α 

µ1
1

µ1
αx

 dx x 
α
1xI | −−

+−

−
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫ ϕϕ  

                    = ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
=+−⇒=

′
+

−
′

+

r
11

r
11

r
1

r
1        α 

µ1
1

α0,r
r
1µ-

ϕ  

 

elde edilir. ( )xI2 ifadesine de Hölder eşitsizliği (2.2.1) uygulanırsa,  

( ) ( ) ( )
r
1

2α

rµ
1/r

2α

rµ

2α
2 dx αx dx x dxαx xxI

′∞
′−

∞
−

∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤−= ∫∫∫ ϕϕ  

( ) ( )

r
1

α
rµα,r

r
1

α

rµ
1/r

α

r dx 
αx

1 dx αx dx x 
′∞

′∞

′∞
′−

∞

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫∫ ϕϕ  

( ) ( ) ( )∞

′
′−

∞+′

∞

′∞

′∞ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

′
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤ ∫ α,r

r
1

rµ1
r
1

α

1rµ -

α,r

r
1

α
rµα,r

 a 
rµ-1

1
rµ-1

x
 dx 

x
1 

ı

| ϕϕϕ  

           ( )  α C
α,r

r
1µ-

∞
′

+
= ϕ   
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eşitsizliği elde edilir. O halde, 

       ( ) ( ) ( )xIxI 2xI 21 +≤  

eşisizliğindeki ifadeler yerleştirilirse, 

( ) ( ) ( )∞
′

+
′

+−
+≤

α,r
r
1µ-

α0,r
r
1µ

 α C α 
µ-1

1 2xI ϕϕ   

        = ( ) ( )α0,r
r
1µ

1α0,r
r
1µ

 αC α C
µ-1

2 ϕϕ ′
+−

′
+−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+      ( 1C sabit bir sayıdır) 

 

elde edilir. C  ve 1C  birer sabit sayıdır. 

 

2.3. Zayıf Ve Güçlü Tipli Yarı Lineer Operatörler 

 

Tanım. 2.3.1. Dağılım fonksiyonu 

 ( )xf  fonksiyonu nE  üzerinde tanımlanan ölçülebilir bir fonksiyon olduğu 

için ( ) t xf >  olur ve x  noktalarından kurulan bu ölçüm ( )tf;µ  şeklinde 

gösterilebilir.  

( )tf;µ = ( ){ }t xf :x mes >  

 

Buradaki ( )tf;µµ =  fonksiyonuna ( ) xf ’in dağılım fonksiyonu denir. ( )n
p ELf ∈  

olduğundan aşağıdaki ifadeler yazılabilir.  

 

 i) ( ) ( )∫−≤
nE

pp dx  xf   t tf;µ  

 ii) ( ) ( )∫∫
∞

−=
0

1p

E

p dt tf;µ t pdx  xf  
n

 ,  ∞<≤ p1   

İspat: 

 i)  

( ) ( )
{ }

( ){ } ( )tf;µ ttxf:xµ tdx  xf   dx  xf  pp

tf

p

E

p

n

=>≥≥ ∫∫
>

 

olur. 
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 ii) 

 1p =  için Fubini’s teoreminden (2.2.12) yararlanılırsa , 

( )
( )

( ){ } ( )dt tf;µdx txf:xµdxdt dx  xf  
0E0

xf

0EE nnn
∫∫∫∫∫∫
∞∞

=>==  

 

∞<< p1  için 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ) tf; µ txf: x t xf :x t;fµ pppp =>=>=  

 

yazılır. Bu ifadenin yardımıyla  

( ) ( ) ( )∫∫∫ ∫
∞

−
∞∞

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==

0

1p

0

p
1

E 0

pp dt tf;µ tpdt t;fµdt t;fµdx xf 
n

  

olur. Ya da  

( )
( )

{ }
( ){ }( )dt  txfx; µ   tpdx dtdx dtdx  xf  

0

1-p

tf0

p
xf

0EE

p p

nn

>==⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫∫∫∫∫∫

∞

>

∞

 

 

şeklinde de gösterilebilir. Norm altında, 

 

    ( )
1/p

0

1p
p

dt tf;µ t pf
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ∫
∞

−    (2.3.1) 

 

şeklindedir.  

 

Örnek 2.3.2. 

       [ ]1,0 aralığı üzerinde tanımlı ve ölçümü µ  olan ( ) 2x1xf −=  fonksiyonu için 

incelersek; 

{ }( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>
≤≤−

=∞⇒≥−
1     t;          0 

 1t0    ;   t1 x,f tx1:x µ 1-2  
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( )
3
2

1
2
1

1

0

1
2
1

=⎢
+

−−
=+−

+

∫∫
∞ t1dt 0dt t1
1

1

0

 

                ( )
3
2

3
x- xdx  x1

1

0

31

0

2 =⎢=−∫  

o halde  

( ) dt t1dx x1
1

0

1

0

2 ∫∫ −=−  

olur.  

 Aşağıdaki ifadeler sonlu olduğundan tüm ( )xf  fonksiyonların oluşturduğu 

kümeler pM  ile gösterilecektir.   

           ( )[ ] ∞<≤=
∞<<

p1    , tf;µt supf 1/p

t0
Mp

 

( ) xf  sup essff
nE

LM
==

∞∞
 

 

 (2.3.1) ifadesinin integral aralığı ( )h0, ’a daraltıp ve ( )tf;µ ’nin monotonluğu 

dikkate alınırsa, 

   ∞<≤≤ p1    , ff
pMp

 

eşitsizliği yazılabilir. 

 Bir fonksiyon uzayından başka bir uzaya tanımlanan A operatörüne yarı 

lineer operatör denir. 1f  ve 2f tanım kümesinde tanımlanan iki fonksiyon ise bu 

fonksiyonların toplamı olan 21 ff + ’de tanım kümesinde tanımlıdır ve 1f , 2f ’den 

bağımsız bir ℵ sabiti oluşur. Bu durumda, 

 

  ( ) ( ) AfAf   ffA 2121 +ℵ≤+  

olur. 

   1=ℵ ise A operatörü alt lineerdir.  

 Yarı lineer bir A operatörü ( )qp,  ya da güçlü ( )qp,  tipindedir. ( )n
p EL  den 

( )m
q EL ’e tanımlı ve f ’den bağımsız bir K  sabiti varsa,  
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( )n
pEp,Eq,

ELf , fK A nn ∈∀≤  

 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin yerine daha zayıf bir eşitsizlik,  

 

( )n
pEp,M

ELf   , fK Af n
q

∈∀≤   

 

alınabilir. Bu eşitsizlik ( )qp,  tipinden zayıf bir operatördür. Bu durumda en küçük 

K  sayısına A’nın zayıf ( )qp,  normu denir.  

 

Teorem 2.3.3. Marcinkiewicz teoremi 

 ∞≤≤≤ ii qp1  ( )1,2i = , 
21

21 p
τ

p
τ1

p
1 , 1τ,0qq +

−
=<<≠  ve 

21 q
τ

q
τ1

q
1 +

−
=  

olsun.  Bir A yarı lineer operatörü sırasıyla 1K ve 2K  normlarına sahip ( )11 q,p  ve 

( )22 q,p benzer olarak zayıf tiplidir. A operatöründen güçlü tip olan ( )qp,   

 

nm Ep,
τ
2

τ1
1Eq,

f K K MAf −≤  

 

eşitsizliği elde edilir. Denklemde ( )2211 q,p,q,pχ,τ,MM = , f ’den bağımsız ve 

2211 q,p,q,p  birer sabittir. Ayrıca,  0ε >  için [ ]ε-ε,1τ∈  sınırlı olur.  

  

İspat: 

2
2

1
1

2
2

1
1 q

1β ,
q
1β ,

q
1β  ,

p
1α ,

p
1α ,

p
1α ======  

 

notasyonları kullanılarak -β α  düzleminde ( )11 β,α  ve ( )22 β,α  noktalarını birleştiren 

doğru parçası 21 ββ ≠  için  1αβ ≤≤≤0  üçgeninde bulunur. Teoremin bu doğruları 

her ( )β α,  iç noktaları, A operatörü ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β
1,

α
1  için güçlü tiplidir.  
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 ∞≠1q  ve ∞≠2q  durumları için ispat yapalım. Belirlilik için 10 ≤<< 21 ββ  

varsayalım.  

 

i) 21 αα <  , 

 ∈f
α

1L  olduğu düşünülerse, sabit 0c >  için cf ≤  ve cargf   i
1 ef = , diğer 

durumlarda ff1 =  olduğundan 12 fff −=  şeklinde tanımlayalım.  

 

( ) 211 fff       ,        c,fminf +==  

 

∈f
α

1L  olduğu için ∈1f
1α

1L  ve ∈2f
2α

1L  dır. Sonuç olarak 11 fA g = , 

22 fA g =    ve   Afg =  olduğunu varsayalım. Böylelikle  

 

( ) gg  g 21 +ℵ≤  

 

varsayımı bulunur. O halde 

 

 ( ) ( ) ( ) 2

2

221

1

11
q

p2
qq

2
q

p1
qq

121 f tKf tKt;gµt;gµ tg;2µ −− +≤+≤ℵ   (2.3.3) 

 

 (2.3.3) ifadesini sağ tarafındaki elemanlar c’ye bağlıdır. İspatın daha genel 

koşullar için 0c >  alınır.  

 

 ( ) ( ) ct0          ;         tf;µt;fµ 1 <<=  

( ) c t          ;                0t;fµ 1 <=  

( ) ( ) 0 t          ;   ctf;µt;fµ 2 >+=  

 

notasyonları alalım. (2.3.3) ve (2.3.1) denklemlerinden aşağıdaki eşitsizlik elde 

edilir. 
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( ) ( )
11

11111

/pqc

0

1p/pq
1

qq
1 dh hf;µh p  tK tg;2µ

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤ℵ ∫ −−  

    ( ) ( )
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22222

/pq

c

1p/pq
2

qq
2 dh hf;µ ch p  tK

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−+ ∫
∞

−−  

1/ξ

α
tciçin  0α  ve0ξ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=>≠ alıp ve (2.3.1) ifadesi son ifadede kullanılırsa,  

               ( ) ( ) ( )dt  tg;2µ tq 2dt tg;µ tqg
0

1-qq

0

1-qq

q
ℵℵ== ∫∫

∞∞

 

   ( ) ( ) dt dh hf;µ ht p K q 2

111/ξ

11111

/pq
t

0
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0

q-1-q/pq
1

q
1

q
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⎪
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⎬
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⎥
⎥

⎦
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⎢
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22

1/ξ

22222

/pq

0

α
t

1p

0

q-1-q/pq
2

q
2  

 elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafına Minkowski eşitsizliği (2.2.7) uygulanırsa, 

 

 ( ) ( ) dh dt t hf;µhdt dh hf;µ ht
11

ξ

11

11
111/ξ
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    =
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( )dh hf;µ h  α 
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1

0

q
q-qp ξ1-p
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1

1

1
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1

1
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∫
∞ +
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⎞
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        (2.3.4) 

 

 ( ) ( ) dh dt t hf;µhdt dh hf;µ ht
22ξ
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   ( )dh hf;µ h α 
q-q

1

0

q
q-qp ξ1-p

q
qqp

/qp

2

2

2
21

2

2
2

22

∫
∞ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
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⎞
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⎛
=        (2.3.5) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

h’ın bileşeni olan ξ , (2.3.4) ve (2.3.5) ifadelerin her ikisinin son 

integrallerindeki ( )1-p  ’e eşit olsun. Yani, 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )qqp

ppq
qqp
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ααβξ
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−
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=
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şeklinde seçilecek ve sonuçları birleştirilecek olursa 
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q
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p
pKq 2     (2.3.6) 

 

elde edilir.  
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1

1

2

2
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2

21

1

qq
p
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p
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p

p
qq

q

2
qq

q

1 f K Kα −
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alındığında (2.3.6) ifadesinin sağ tarafındaki her iki kısım açısından, 1K , 2K  ve 
p

f  

değerleri uyuşacaktır ve  
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⎪
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p
p
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p
p
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2211

 

 

şeklinde olacaktır. Böylece teoremin gösterimi elde edilir.  
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ii) 21 α α > , 

 1. durumda olduğu gibi aynı M katsayı ile teoremin gösterimi elde edilir.  

iii) 21 α α = , 

      ( ) ( )dt  t g;2µ  tq 2g 1q
c
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q
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⎭
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alınırsa,  
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⎬
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ile teoremin gösterimi elde edilir.  
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3. BÖLÜM 

 

3. 1. SOBOLEV UZAYLARI VE GÖMÜLME TEOREMLERİ 

 

 Fizik ve mekaniğin bazı matematiksel problemlerini içeren kısmi diferansiyel 

denklemlerin sınır değer problemlerinin çözümleri, pL  uzayı ve onun alt uzaylarında 

olmadığı tespit edilmiştir. Bu problem S.L. Sobolev tarafından 1950 yılında 

çözülmüştür. Sobolev, fizik ve mekaniğin diferansiyel denklemlerinin çözümünün 

klasik uzaylarda değil, kendisi tarafından kurulan ( )GW p,l  uzaylarında olduğu 

sonucuna varmış ( l  doğal sayıları, ∞≤≤ p1  ve G , nR  sınırlı bir bölge) ve 

( )GW p,l  sobolev uzayını kurmuştur. (tanım 3.1.1).  

 

Sonraki yıllarda bu uzayın çeşitli türleri O.V.Besov, S.M. Nikol’skii ve V. P. 

Il gibi yazarlar tarafından elde edilmiş ve bu uzaylarda gömülme ve iz teoremleri 

ispatlanmıştır (7(d), 24, 17). 

 

           Sobolev gömülme teoremleri, fonksiyonların ve onların türevlerini içeren 

integral gösterimi yardımıyla ispatlanmıştır. Bu integral gösterimi metodu V. P. Il’in 

çalışmaları ile daha da geliştirilmiştir. Ayrıca teorem farklar cinsinden de 

incelenmiştir. Bu integral gösteriminin en önemli avantajlarından biri, bir x 

noktasında verilen bir fonksiyonun değerinin, tepesi x noktasında olan sınırlı bir 

koniden oluşmasıdır. Bu yöntem, daha genel açık kümeler (bölge, yıldız koşulunu 

sağlayan kümeler, koni özelliğine sahip açık kümeler ve l - boynuz koşulunu 

sağlayan kümeler) üzerinde tanımlı fonksiyonlardan oluşan fonksiyonel uzayının 

araştırılmasında rol oynar.  

 

Sobolev ilk gömülme teoremlerini nRG ⊂  bölgelerinde, fDβ  türevlerinin q 

mertebeden toplanabilirliğini veya onların düşük boyutlu manifodlara dahil olduğunu 

ispatlamıştır.  
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Son yıllarda gömülme teorisi çok farklı boyutlarda birçok matematikçinin 

çalışmalarıyla gelişme göstermiştir. Bu da teoreme ilginç, önemli ve yeni uygulama 

metodları kazandırmıştır.  

 

S.M. Nikol’skii ( ) ( )n1
n

p ,...,,EH llll =  ∞≤≤ p1  şeklinde yeni bir gömülme 

teorisini geliştirmiş ve ilk olarak genelleştirilen bu gömülme teoremlerini düşük 

boyutlu manifodların bir kısıtlanışına uygulayarak elde etmiştir. Bu metod 

trigonemetrik polinomlar veya üstel tipteki tam fonksiyonların yaklaşımına dayalıdır.  

 

Sobolev uzayındaki fonksiyonların iz özellikleri ile ilgili problemlerden elde 

edilen ilk kesin sonuçlar, p = 2 için Aronzajn ve ondan bağımsız olarak V. M. Babic, 

L.N. Slobedeckii ve Freud ve Kralik tarafından elde edilmiştir (2,26(b),10). 

Slobodeckii, p = 2 için anizotropik Sobolev uzaylarının ( )n
2 EWl  tamamlama teorisini 

geliştirmiştir. Buradaki ( )n1,...,lll =  hem tamsayı hem de kesirli fonksiyonlarının 

diferansiyelidir (26). 

 

Gagliardo, ∞<≤ p1  için sobolev uzayındaki fonksiyonların izlerini, nE ’in 

( )1n −  boyutlu bir kesiminde çalışma yapmıştır (14). O.V. Besov yaklaşım 

metodlarını kullanarak ( )n
θp, EBl  şeklinde yeni bir uzay geliştirmiştir. l

pH  uzayları 

gibi gömülme teoremlerine göre kapalı bir sistem formunda ve Sobolev uzayları ile 

yakın bir ilişki içerisinde olduğunu belirtmiştir (8(a)). 

 

             Çalışmanın bu bölümünde Sobolev uzayı tanımlanmış ve Sobolev gömülme 

teoremleri verilmeye çalışılmıştır. Ayrıca bu gömülme teoremlerinin ispatı için 

kullanılan integral gösterimi yöntemi tanıtılacaktır.   

 

 Tanım 3.1.1.  

   p. mertebeden integrallenebilen ve l . mertebeden genelleştirilmiş türeve 

sahip olan fonksiyonların uzayına Sobolev uzayı adı verilir ve ( )ll p,
p W W  şeklinde 

gösterilir. Bu uzayın elemanları normlardır.  
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Gp,, türevrilmişgenelleşti mertebeden .

mertebesi  toplamintegralinp WW lll =→
→    

sobolev uzayı  

 

( ) =G Wp
l  { :f  ( ) ( ) ( ) ( )GLxf D,GLxf p

α
p ∈∈  ve l≤≤ α1 }  

( ) ( ) ( )∑
≤≤

+==
l

ll

α1
GL

α
GLWG W pp

Gp,,
p

 fD fff    (3.1.2)  
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1/p

G α1 G

pαp

W
dx  fD   dx f  f Gp,

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+= ∫ ∑ ∫
≤≤ l

l   ,   ∞<≤ p1  

( ) ( ) ( )
∑

=

+=
l

l

α

α
GLGW GpLpp

fD  ff    ( )n21 α ...ααα +++=  

    

∞=p  ise  

 
∞≤≤

=
L

α

α0W
fD maxf G p,,

l
l  

 

Örnek 3.1.2.  

(3.1.2.) eşitliğin sağ tarafındaki integral  α ’nın özel bir durumu için 

incelenebilir. 

 21 ααα += , 2=l  ve ( )21 x,x f alınırsa, 1
22

≤+ 21 αα  olur. ( l≤≤ α1  eşitsizliğin sol 

tarafı ihmal edilmiştir ).  
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o halde 

( G (sınırlı bölge) nR⊂ ) 
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+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+=

≤≤0

 

 

olur. 2α =  için  

 

21
G

2
1

2

21
G

2
2

21
G 21

2

21
2 α G

α dx dx 
x
fdx dx 

x
fdx dx 

xx
fdx dx fD ∫∫∫∑ ∫ ∂

∂
+

∂
∂

+
∂∂

∂
=

=

2

 

olur.  

 

Teorem.3.1.3.  

∞<≤ p1  için ( )GW p,l  uzayı Banach uzayıdır (8).  

 

Teorem.3.1.4.  

∞<≤ p1  için ( )GW p,l  uzayı ayrılabilir bir uzaydır (8). 

 

3.2. Gömülme Teoremleri 

 

Tanım 3.2.1.  

E  ve F  iki normlu fonksiyon uzayı olmak üzere,   

i) E ’nin tüm elemanları F ’de olacak 

           ii) f ’den bağımsız bir C sabiti, 
         

EF
f Cf ≤   Ef ∈∀  

 

koşulunu sağlarsa F E, ’ye gömülür ve F E ⊂  şeklinde gösterilir. Ayrıca C   E ⊂  

gömülmesinden de söz edilebilir. Bu gömülme; ∀ Ef ∈  olacak şekilde Lebesque 

kümesinde ölçümü sıfır olan bir f  fonksiyonunun dışında sürekli fonksiyonlara 

yaklaştırması ile sağlanır. Bu durumda, f fonksiyonu sürekli ve f ’den bağımsız sabit 

bir A sayısı oluşturarak  
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 fA f
EC

≤  

 şeklinde koşul sağlanır. 

 

 Bu tanım, F    E ⊂  gömülmesinin sınırlı birim operatöre veya E uzayından F  

uzayına kısıtlanan operatöre denk olduğunu göstermektedir. O halde varsayım şu 

şekilde değiştirilebilir. Sınırlı ve sürekli genelleştirilmiş αD  diferansiyel operatör, 

E ’den F ’ye alınırsa, 

EF

α f CfD ≤  

 

şeklinde olur. Bu F    EDα ⊂:  ile gösterilir ve gömülme teoremi olarak adlandırılır. 

Bu gömülmeye sürekli gömülme adı da verilir. Yani; αD operatörü, E  sınırlı 

kümesini F  sınırlı kümesine dönüştürür (1). 

 

Sobolev uzaylarında karakteristik gömülme, analizde özellikle kısmi 

diferansiyel ve integral operatörlerin çalışmasında çok yararlıdır. ( )GW p,l  

uzaylarında en önemli gömülme özellikleri bir tek teorem adı altında bir araya 

getirilmiştir. Bu da Sobolev Gömülme Teoremleri’dir (28, 23, 14). 

 

Teorem.3.2.2. Sobolev Gömülme Teoremleri 

 G , nR ’in tanım kümesi ve kG da, G  ile k- boyutlu ve n – düzleminin 

kesişiminden elde edilmiş bir küme olsun ( )nk1 ≤≤ . Bu yüzden nG ≡ G  dir. 

Ayrıca j  ve l  negatif olmayan tamsayılar olarak alınacaktır ( ∞<≤ p1  ) (1). 

 

       i) G  koni özelliğine sahip ise o zaman aşağıdaki gömülmeler oluşur.  

        a) np <l ve nkp -n ≤<l  olsun. O halde; 

 

( ) ( )
pn

kp qp     , G   WGW kqj,p,j

l
l

−
≤≤⊂+      (1) 

olur . Özel durumda  
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          ( ) ( )
pn

npqp     ,  G   WGW qj,p,j

l
l

−
≤≤⊂+      (2) 

ya da 0j =  için 

( ) ( )
pn

npqp             GL    GW qp,

l
l

−
≤≤⊂ ,      (3) 

olur. Ayrıca  1p =  ise n<l  için (1) gömülmesi l-nk =   için oluşur. 

 

b) np =l  olsun. O halde; her bir nk1  k, ≤≤  için  

 

      ( ) ( ) ∞<≤⊂+  qp     ,      G    WGW kqj,p,j l                                      (4) 

dır.Özel durumda ( )0j = için 

 

     ( ) ( )                ,          GL   GW qp, ⊂l ∞<≤ qp                          (5) 

 

olur. Ayrıca, 1p =  ve n =l için (4) ve (5) gömülmeleri ∞=q  için oluşur.  

 

        ( ) ( )GC   GW j
B

n,1j ⊂+                                                                               (6) 

 

( ) ( ){ }sınırlıdır üzerindeG u,Diçin    jα:GCu GC αjj
B ≤∈=  

  

( ) fD sup maxf α

Gxjα0GC j
B ∈≤≤

=  

 
 

c) np >l olsun. O halde; 

 

                     ( ) ( )GC    W jp,j
BG ⊂+l                                                                             (7) 

              
olur. 
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ii) G , güçlü local Lipschitz özelliğine sahip ise i)’nin c) ifadesi aşağıdaki gibi olur. 
 
     d) ( )p 1-np ll >>  olsun. O halde; 

                        ( ) ( )GC    GW λj,p,j ⊂+l        , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤<

p
nλ0 l                      (8)                 

 
                       

  ( ) ( )
( ) ( )

λ

αα

yx
Gyx,jα0GCGC y-x

yfDxfD
sup maxff jλj,

−
+=

≠
∈≤≤

 

 
olur. 
 
    e) ( )p 1-n l= olsun. O zaman    
  
                                                                                                               
                 ( ) ( )GC    GW λj,p,j ⊂+l         1λ0 <<                                                          (9) 
 
                                                      
olur. Ayrıca 1−= ln  ve 1p =  ise ( )9  özelliği 1λ =  için de sağlar. 
 
 

iii) W  -  uzayı altındaki gömülmeler ve −0W  uzayındaki gömülme karşılıkları ile 

sağlanan keyfi tanım kümelerinde de i) ve ii)’ deki tüm sonuçlar geçerlidir. 

   

 Sobolev gömülme, genelde gömülme ve iz teoremlerinin ispatı için integral 

gösterimi yöntemi kullanılmaktadır.  

 

3.3. İntegral Gösterimi 

 

Bu kısımda kullanılacak bazı terimler tanıtılacaktır. 

 

( )n21 k,...,k,kk =  negatif olmayan vektör için 

∑
=

=
n

li
ikk  

 

( )1−= n1 k1,...,-k1-k  
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 yazılır. n1,2,...,i,ki =  için negatif olmayan  tamsayılar ve ( ) n
n21 E , x,...,x,xx =  de 

bir vektör ise 

            !!...kk  k! n1=  

            nı k
n

k
1

k ...xxx =   

          ( ) ( ) kkk  x1x −=−  

           ( ) ( )n1i1-i1
i x,...,x,,...xxx +=  

 dır. 

( )n1 λλλ ,...= , n1,2,...,i =  için 0λ i >  ve v  pozitif sayısı için, 

 

( ) ( )       vx,...,vx       xv, ,...vvv n1n1 λ
n

λ
1

λλλλ ==  

( )n1

n1

λ-
n

λ-
1λ

n
λ
1λ vxvx

v
x

v
xv ,...,,..,.: =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=x  

 ( ) ,λ kλk, i

n

1i
i∑

=

=  

( ) ( ){ } ( )( )n21i
λ

iiV ,...αα,αα      n1,...,i ; vαx: xαI i
λ ==≤−=  olur.  

( ) ( )( )0,0,...,00         ;  0II λλ VV
==  

( )1,0,...,0 0,...,0,ei =  ( ix  eksenine ait birim vektör) 

 ( ) ∏∏
≠

=
ij

j
j

i
t t

j
 

 

şeklinde tanımlanır. 
ixD , ix ’nin türevi ve iD ’de i argumanının türevi olmak üzere;  

 

( ) ( ) ( ) i

i

λλ
i

λ

i

λ
x  vv:xK Dv:xK

x
v:xKD −=

∂
∂

=  

( ) ( ) n

n

1

1i

1

i
i

i

i

in1

k
x

k
x

k
xk

x

k
k

x
k
xxxx ...DDD     ,     

x
DD    ,   D,...,DD =

∂
∂

===  

( ) ( ) n1ii k
n

k
1

kk
i

k
in1 D,...,DD   ,  DD   ,   D,...,DD ===  
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ifadeleri de tanımlanabilir. Ayrıca, 

 

( ) ( )xf Dxf D ixi
=  ve ( ) ( )xf Dxf D kk

x =  

 

şeklinde yazılabilir. 

 
n

2
n

1 EΩ , EΩ ⊂⊂  şeklinde iki küme olsun. 21 ΩΩ +  şeklindeki aritmetik 

toplam;  

 { }1,2i , Ω x, xxy:yΩΩ ii2121 ==∈+==+  

şeklindedir. Benzer şekilde nEx, ’de bir nokta ve Ω  kümesi için Ω+x , Ω−x  

ifadeleri de tanımlanabilir.  

 

3.3.1. Fonksiyonların Ortalaması 

 

 Bu kısımda verilen bir f fonksiyonun ortalamasını alınması için bir işlem 

tanıtılacaktır. Bu işlem sonsuz kez diferansiyellenebilen bir fonksiyonlar dizisinin bu 

fonksiyona yakınsamasını sağlayacaktır.  

 

Tanım.3.3.3.1.  

( )xK , destekleyicisi sınırlı ve nE ’de olan sonsuz kez diferansiyellenebilen 

bir fonksiyonu göstersin. Yani; ( )n
0 ECK ∞∈  dır. Ayrıca ( )xK  

 

( ) 1dx xK
nE

=∫     (3.3.1) 

 

ve ( ) 1IKSK supp ⊂=  koşulları sağlasın.  
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Örnek 3.3.1.2.  

( )
( )

( ) ( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
<≤= −

rαx, ρ ;          0         
rαx,ρ0  ;     µ.exK

22

2

rαx,ρ
αx,ρ

 

 

fonksiyonu örnek verilebilir. Buradaki ( )n1 α,...,αα = , ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= ∑

=

n

1i

2
ii αxαx, ρ  ve µ  

sabiti (3.3.1) koşulunu sağlayacak şekilde seçilebilir. suppK, r yarıçaplı ve α 

merkezli bir çemberdir. r  ve α  uygun durumlar için düzenlenebilir. 

 

 n1,2,...,i = için 0λ i >  olacak şekilde ( )n1 λλλ ,...=  ve v’de pozitif bir sayı 

olmak üzere;  

( ) ( )λλ
v

v:xK   vxK λ
−=    (3.3.2) 

 

fonksiyonu nE ’de sonsuz defa diferansiyellenebilirdir ve onun destekleyicisi  

( ) λλ vv
IKS ⊂   

( ) ( ) ( ){ } KSv:x: xKS λ
vλ ∈=    (3.3.3)  

 

şeklindedir. (3.3.1) ifadesi gereğince,   

 

( ) ( ) ( )dx  xKdx v:xK  v dx  xK
nnn

λ

EE

λλ

E
v ∫∫∫ == −   (3.3.4) 

 

 G , nE  in ölçülebilir bir alt kümesi ve G f,  de tanımlanan bir fonksiyon 

olsun. Ayrıca G\En  üzerinde 0f =  ve f  fonksiyonu ( )nloc EL ’e ait tüm nE ’ler 

üzerinde alınacaktır. O halde f  fonksiyonuna karşılık, ortalama çekirdeği K  ve 

ortalama parametresi λv olan bir ortalama fonksiyon tanımlanacaktır. Bu  
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    ( ) ( ) ( )dy v:yK  yxf vxf
n

λ

E

λλ
v ∫ += −   

  

( ) ( )( )dy vx-yK  yf v
nE

λλ ∫−= :    (3.3.5) 

dır.  

 Burada (x)f λv
fonksiyonu, sürekli ve nE ’deki tüm mertebeden türevleri 

içinde süreklidir. Örneğin; iα  negatif olmayan tamsayı alındığında keyfi 

( )n1 ααα ,....,=  için, 

 

( ) ( ) ( )λα,λα
v

α
x  v1xfD λ

−−−=  ( ) ( )( )dy v:xy KD yf λα

En

−∫  (3.3.6) 

olur. 

 

3.3.1.3. Yardımcı Önerme 

( )n1 p,...,pp =   için ( )GLf p∈  ise  

 

p1pv
f   Kf λ ≤  ( )∞≤≤ p1    (3.3.7) 

 

0ff lim
pv0v

λ =−
→

 ( )∞<≤ p1    (3.3.8) 

olur.  

 

İspat:  

(3.3.7) ifadesinin ispatını (3.3.5) ifadesinde tanımlanan λv
f fonksiyonu ve 

Young’s eşitsizliği (2.2.16) yardımı ile yapalım; 

 

          ( )
p1p1

λλ

pv f Kf v:.K  vf λ =≤ −  

 

(3.3.8) ifadesinin ispatı için (3.3.4) ifadesindeki tanım gereğince 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )dy v:yK xfyxf  vxfxf λ

E

λ
v

n

λ ∫ −+=− −  

 

elde edilir. Bu son ifade için, Genelleştirilmiş Minkowski eşitsizliğinden (2.2.11) 

yararlanılırsa, 

 

   ( ) ( ) ( )
( )

( ) dyfy.f  v:yK  v xfxf 
p

kS

λλ

pv

v

λ −+≤− ∫−

λ

 

       ( )
1p

Iy
K  fy.f sup

λv

−+≤
∈

 

 

bu eşitsizlik elde edilir.  

 

Bu eşitsizlikte, f fonksiyonunun geniş bir açıdan sürekliliği alınır ve tanım 

(2.1.10) kullanılarak (3.3.8) ifadesi elde edilir. 

  

 ( )( )∞<≤∈ p1 GLf loc
p ise ( )GLloc

p ’nın içinde ff λv
→ olur. G F, ’nin kompakt 

bir alt kümesi olsun. O halde yeteri kadar küçük v  için λv
IF + kümesi G ’nin T  

kompakt alt kümesinin içinde yer alır ( )( ) TL  f p∈ . Daha sonra bu eşitsizlik 

temelinden,  

( ) ( )
1Fp,

IyFp,v
K  fy.f  sup xff 

λv

λ −+≤−
∈

 

 

elde edilir. Bu ifade ortalamanın sürekli üzerindeki teoremi anlamına gelmektedir. 

Bu durumda 0v → iken ( ) 0→−
Fp,v

 fxf λ  olur.  

 

(3.3.8) denklemi genel olarak sağlanmaz. f , açık G  kümesinde düzgün 

sürekli ise, 
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                          (3.3.9) 

 

 

olur. Burada, 

( ){ } δv0 ,G KS x,G x: xU λv
<<⊂+∈=  

   

şeklindedir. Yukarıda yer alan işlemler yardımı ile  

 

( )
( )

1
K  fy.f supff 

U,
KSyU,v

λv

λ ∞
∈∞

−+≤−  

 

elde edilir. G ’deki f ’in düzgün sürekliliği ve bu eşitsizlik (3.3.9) denklemini sağlar.  

 

3.3.1.4. Yardımcı önerme 

G , nE ’ in açık bir alt kümesi ve f , 1p ≥  için ( )GLloc
p ’ye ait olsun. Bu 

durumda, hemen hemen tüm Gx ∈ ’ler için  

 

( ) ( )xfxf lim λv0v
=

→
 

olur.  

 

3.3.2. Genelleştirilmiş Türev  

 

Burada genelleştirilmiş türev sobolev açısıyla tanıtılacaktır. 

 

Tanım 3.3.2.1.  

f ve χ , nE ’nin açık bir alt kümesi olan G  üzerinde local toplanabilen iki 

fonksiyon olsun. Sonsuz kez diferansiyellenebilen, destekleyicisi sınırlı ve G ’de 

olan bir ϕ  fonksiyonu alalım. ( )n1 k,...,kk =  ( 0>ik olacak şekilde tamsayılar 

alınacaktır) için  

 

0ff  lim
U,v0v

λ =−
∞→
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )dx x xf 1dx x  xχ 
G

k

G

k

∫∫ −= ϕϕ    (3.3.2.1) 

 

elde edilir. Burada χ , f  fonksiyonunun genelleşmiş türevidir ve bu türev G ’de 

tanımlıdır. Bu türev; 

n1 k
n

k
1

k
kk

x ...x
ffDf χ
∂∂

∂
===  

 

şeklindedir. Özellikle χ  ve 0χ iki genelleştirilmiş türevler ise (3.3.2.1) ifadesi aynı 

zamanda 0χ  için de geçerlidir. χ ’den 0χ ’i çıkarırsak, 

 

( )∫ =
G

0 0dx  χ-χ ϕ  

 

elde edilir ve ϕ fonksiyonun keyfiliğinden χ  ve 0χ ’ler G  üzerinde denktir.  

 ( )xf , G  içinden k  mertebesine kadar sürekli türevlere sahip ise parçalı 

integrasyon formülü uygulanarak ( ) xf  için (3.3.2.1) denklemi elde edilir. Sonuç 

olarak genelleştirilmiş türev sürekli türev ile çakışır. Tanım gereğince 

genelleştirilmiş türev, f(k) diferansiyelinin mertebesine bağlı değildir. Çünkü sürekli 

türevlere sahip herhangi bir mertebeden diferansiyellenebilen  ϕ  fonksiyonu ile 

işlem yapılabilir. [8] 

 

 Genelleştirilmiş türevin bazı özellikleri 

 1) 1f  ve 2f  fonksiyonları ( )k
1f  ve ( )k

2f  şeklinde genelleştirilmiş türevlere sahip 

ise 1c  ve 2c  sabitleri için 2211 fcfc +  lineer bileşiminin ( ) ( )k
22

k
11 fcfc +  şeklinde 

genelleştirilmiş türevi vardır.  

 2) f’in genelleştirilmiş türevi χ
x
f

1

=
∂
∂  ve χ ’in geneleşmiş türevi de 

2x
χ

∂
∂  

şeklinde ise o zaman f fonksiyonu,  
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221

2

x
χ

xx
f

∂
∂

=
∂∂

∂  

 

şeklinde genelleştirilmiş türeve sahiptir.  

 3) f in genelleştirilmiş türevi 
21

2

2 xx
f  ve

x
f

∂∂
∂

∂
∂ ise bu durumda; 

221

2

x
f ifadesi  

x x
f

∂
∂

∂∂
∂ ’nin x1’e göre genelleştirilmiş türevidir.  

 

 4. Genelleştirilmiş türevin tanımından anlaşılacağı gibi; ( )kf , G  üzerindeki 

bir f  fonksiyonunun genelleştirilmiş türevi ise G ’nin G′  olacak şekilde herhangi 

açık alt kümesindeki f  fonksiyonunda genelleştirilmiş türevi olur.  

    

3.3.2.2. Yardımcı Önerme  

f , G  bölgesinde tanımlanan bir fonksiyon ve  ∞<≤ p1  için ( )GLloc
p ’ye ait 

olsun. Ayrıca { },f j  G ’de tanımlanan ( )GL loc
p  ait bir fonksiyonlar dizisi ve ∞≤≤ q1  

için ( ) ( )GLf loc
q

k
j ∈ genelleştirilmiş türevlere sahip olmak üzere ( ) ∞→j de'GLloc

p  iken 

ff j →  ve ( )GLloc
q ’de ∞→ji, için ( ) ( )( ) 0→− k

i
k

j ff olsun. Bu durumda f fonksiyonu 

G ’de ( ) ( )GLf loc
q

k ∈ olacak şekilde genelleştirilmiş türeve sahiptir ve ∞→j  iken 

( )GLloc
q ’de ( ) ( )kk

j ff → olur.  

 

3.3.2.3. Genelleştirilmiş türev ile ortalama arasındaki ilişki  

 Açık bir G kümesi üzerinde tanımlanan ( )nloc EL ’e ait bir f   fonksiyonu ( )kf  

şeklinde genelleştirilmiş türeve sahip olsun. Bu fonksiyonun ortalama fonksiyonu, 

 

( ) ( ) ( )( )∫ −= −

n

λ

E

λλ
v

dy v:xyK yfvxf  

 

şeklindedir. Şimdi ( )xf λv
k
xD  bulalım. ( )( )n

v
ECf λ

∞∈   



 

 

65

 

 

            ( ) ( ) ( )( )dy v:xyKD yfvxfD λk
x

E

λ
v

k
x

n

λ −= ∫−  

                = ( ) ( ) ( )( )dy v:xyK D yf  v1- λk
y

E

λk

n

−∫−  

dir.  

 ( )( )λv:xyK −  fonksiyonu y fonksiyonu gibi davranır. ( )KSx λv
+  kapalı 

kümesi dışında yok olur. Eğer küme G ’nin içinde ise ( )( )λv:xyK −  fonksiyonu 

(3.3.2.1) formülündeki G ’de sınırlı bir destekleyiciye sahip bir ϕ fonksiyonu olarak 

alınabilir. O zaman f , ( )kf  şeklinde genelleştirilmiş türeve sahip olduğundan 

(3.3.2.1) formülün yardımı ile,  

 

    ( ) ( ) ( )( )dy v:xyK yfD vxfD λ

E

kλ
v

k
x

n

λ −= ∫−  

yazılır. Yani,  

  

    ( )( ) ( ) ( )xfDxfD λλ v
k

v
k =    (3.3.2.2) 

 

olur.  

 Bu son eşitsizlikten de anlaşıldığı gibi, türevin ortalama fonksiyonu ile 

ortalama fonksiyonun türevi, 

 

( ){ }G KSxG, x: xU λV
⊂+∈=  

kümesi üzerinde çakışır.  

 

3.3.2.4. 

 (3.3.2.1) tanımına denk olan genelleştirilmiş türevin farklı tanımları da 

mevcuttur. Burada sadece Sobolev ve bir fonksiyonun mutlak sürekliliği bakımından 

genelleştirilmiş türevin varlığına değinilecektir (24).  
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 f , açık bir G kümesi üzerinde, 

i

i
i

i k
i

k
k
x x

ffD
∂
∂

=  

 

şeklinde genelleştirilmiş türeve sahip ise G  üzerinde f ’ye denk bir ψ  fonksiyonu 

oluşur. Bu ψ  fonksiyonu, G  üzerindeki hemen hemen her yerde ik  mertebeye kadar 

ix ’lere göre genelleştirilmiş türevlere sahiptir ve  

 

1k
i

1k

i
i

i

x
ψ,....,

x
ψψ, −

−

∂
∂

∂
∂  

 

şeklindedir. Tüm sabit ( ) ( ) ( ) ( )i

(G olduğunda Gx,...,x,x,...,xx i
n1i1i1

i ∈= +− 0x i =  

hiperdüzlem üzerindeki G ’nin dik izdüşümünü gösterir.) G ’de tanımlanan ix  

değişkenlerinin her hangi [ ]ba,  kapalı aralığındaki mutlak sürekli fonksiyonlar için 

 i) fD i

i

k
x mevcut 

 ii) ( )GC  0
∞∈ϕ  

 iii) =ix sabit ile ϕ ’nin destekleyicisinin kesişimleri [ ]ba, ’nın içinde  

ise; 

( ) ( )∫∫ −=
b

a
i

k
x

k
i

b

a

k
x dx  f D 1 dx  D f i

i

ii

i
ϕϕ   (3.3.2.3) 

 

ifadesi gerçekleşir. 

 [ ]tkx,x iii +  doğru parçası G ’nin içinde ise  

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dζ e ζxfDxfDtexDxfDt∆
t

0
i

1s
i

s
ii

s
i

s
ii

iiii ∫ +=−+= +  

 

eşitliği 1ks0 ii −≤≤  durumunda is ’nin her mertebeden türevleri için geçerli olur. 
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 Yukarıdaki denkleme birkaç ardışık işlem uygularsak  

 

( ) ( ) ( )(
ii

i

i

i
k1k1

k
i

tanek

t

0

t

0

k
i ...ζζ d ζ...ζx fD  . . . xf t∆ +++= ∫ ∫

321

               

(3.3.2.4) 

formülü elde edilir ve  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xft∆ ... t∆x f t∆
tanek

ii
k
i

i

i

43421
=    

                 ( ) ( )i
jk

k

0j

j
k ejt xf 1C i

i

i
+−= −

=
∑     (3.3.2.5) 

 

olur. (3.3.2.4) ifadesinin yardımı ile aşağıdaki eşitsizlik bulunur. 

 

  ( ) ( ) ( dζ ζexfD t xf  t∆ 
tk

0
i

k
i

k
i

i

i
1ik

i ∫ +≤
−

 0t >               (3.3.2.6) 

 

3.3.2.5. Genelleştirilmiş lineer diferansiyel operatör  

 ( )n1 α,...,αα =  negatif olmayan tamsayı koordinatlarına sahip bir vektör ve 

( )n1 D,...,DD =  şeklinde tanımlayalım. Bu durumda,  

 

 
i

i x
D

∂
∂

=  

 n1 α
n

α
1

α D . . . DD =  

 ( ) ( ) ααα D  1D- −=   

( ) α

α
αDCDP ∑=  

ifadeleri yazılabilir. Son yazılan ifade karmaşık veya reel sabit katsayılı bir 

diferansiyel denklemi göstermektedir. 
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 Açık bir G  kümesi üzerinde local olarak toplanabilen bir f fonksiyonuna, 

G ’deki genelleştirilmiş lineer diferansiyel operatör ( )DP uygulanabilir. Ancak bir 

( )GC0
∞∈ϕ  fonksiyonu için G  üzerinde local toplanabilen bir χ fonksiyonu 

oluşursa,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ −=
G G

dx x  DP xf dx x  xχ ϕϕ  

uygulaması yapılabilir. 

 

 O halde ( ) χf DP =  alınırsa yukarıdaki denklem 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −=
GG

dx x  DP xf dx x  xf DP ϕϕ                             (3.3.2.7) 

 

şeklinde de yazılabilir.  

 

3.3.3. Diferansiyallenebilen Fonksiyonların İntegral Gösterimi 

 

 f , local toplanabilen bir fonksiyon olmak üzere bu fonksiyon için çekirdeği 

Ω  ve ortalama parametresi λv  ( λ sabit vektör) olan ( ) ( )vx,fxf λV
= ’de f  ortalama 

fonksiyonu oluşturalım. Ortalama ( )vx, f , aynı zamanda 0v >  için v  parametreli 

sürekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olarak da alınabilir.  

 

 Bu yüzden Newton – Leibnitz formülü yardımıyla hε0 << olacak şekilde 

keyfi ε  ve h  için,  

 

( ) ( ) ( )dv xf 
v

 xfxf λλλ V

h

ε
hε ∫ ∂

∂
−=   (3.3.3.1) 

 

denklemi elde edilir. Bu denklem tüm temsilleri elde etmek için kullanılacak olan 

başlangıç denklemidir.  
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 Uygun bir ortalama çekirdek Ω  seçilirse, (3.3.3.1) denklemindeki son terimi 

integraller cinsinden veya f  fonksiyonunun genelleştirilmiş türevleri ya da f  

fonksiyonlarının sonlu farkları cinsinden gösterilebilir. Bu yüzden özel bir temsilci 

elde etmek için çekirdek Ω  oldukça önemlidir. f  fonksiyonu (3.3.1.3) ve (3.3.1.4) 

Yardımcı Önermeleri sağlıyorsa 0ε >  için λε
f ’nda f ’e yaklaşır. (3.3.3.1) 

denklemindeki 0ε →  ise ihtiyaç duyulan f  fonksiyonun integral gösterimini elde 

edilmiş olur.  

  

3.3.3.1. Çekirdek ( )xΩ  

 Önce ortalama çekirdek olan ( )xΩ ’yı elde edelim.  

( ) xK , (3.3.1) şartını sağlayan bir fonksiyon olduğundan 

 

( ) 1dx xK 
nE

=∫     (3.3.3.2) 

 

ve ( )n
0 ECK ∞∈  dır. Tanımlanan ( ) xK fonksiyonundan yararlanarak 

( )xΩ fonksiyonu oluşturabiliriz. ( ) xK fonksiyonu belirtilen özelliklere sahip ayrıca 

yeni bazı özelliklere sahip olabilir. Öncelikle;  

 

( ) ( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−
= ∫

−

nE

1k
k
x dz zx θ zK

!1k
xDxΩ  (3.3.3.3) 

 

şeklinde tanımlayalım. Buradan ( )n1 k,...,kk = için ki’ler yeterince büyük doğal 

sayılar ve ( )jxθ  

 

( ) ( )∏
=

=
n

1j
jxθx θ  

 

şeklinde tanımlanan Heaviside’s fonksiyonu aşağıda belirtilen özelliğe sahiptir.  
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( )
⎩
⎨
⎧

<
>

=
0 t;    0
0 t;     1

tθ  

 

Ayrıca ( )n
0 ECΩ ∞∈  ve supp ( )KS⊂Ω  dır. Şimdi,  

 

( )∫ =
nE

1dx xΩ     (3.3.3.4) 

 

olduğu gösterelim. İlk olarak Leibnitz’s çarpımının türevi formu gereğince,  

 

( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

− ∫
−

−

n

i
i

i

Ei

1k
i1k

x dzz-x θ zK 
! 1k

xD  

          ( ) ( ) ( )xTdzz-x θ zK i
En

+= ∫  

 

elde edilir. Burada, 

 

( ) ( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ∫∑

−

= n
i

i

E

s
x

s
i

1k

1s
si dz zx θ zK DxCxT  

         = ( ) ( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−∫ ∏∑

−

= n
i

i

E
ii

j

 i
ii

1-s
x

s
i

1k

1s
s  dz zx θ zx δ zK D  xC  

        = ( ) ( ) ( ) ( )i
jj

j

i
ni1

E

1-s
x

s
i

1k

1s
s dz zx θ  z,...,x,...,zK D  xC

n
i

i

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∏∫∑

−

=

 

 

şeklindedir ve δ , delta fonksiyonudur.  
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Bazı α  değerleri için αIK supp ⊂  olduğundan ii αx >  için ( ) 0=xTi  olur ve 

 

( ) ( ) ( ) i
Ei

1k
i

E

k
x dx dz z-x θ zK  

! 1k
x D

n

i

1

i

i ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

− ∫∫
−

 

= ( ) ( ) ( )
∞=

−∞=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+∫

i

i
n

x

x

i
E

 xTdz z-x θ zK  

= ( ) ( ) ( )∫ ∏ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

nE j
jj

i dz zx θ zK   (3.3.3.5) 

 

denklemi elde edilir.  

 

 (3.3.3.4) denklemin sol tarafında yer alan integral gösterimi ardışık integral 

şeklinde yazılıp ve (3.3.3.5) formülü n- kez ardarda uygulanırsa, 

 

( ) ( ) 1dx xK dx x Ω
nn EE

== ∫∫  

 

elde edilir.  Ω  fonksiyonu (3.3.1) ifadesinde açıklanan ortalama çekirdeğim tüm 

şartlarını sağlar. O halde Ω  fonksiyonu ortalama çekirdek olarak alınabilir.  

 

( )n1 λλλ ,...= ,  n1,...,i =  için 0>iλ  ve olduğunu varsayalım ve v  pozitif bir 

sayı olsun. Bu durumda, 

( ) ( )λλ
v

v:x Ω vxΩ λ
−=   (3.3.3.6) 

 

fonksiyonu nE ’deki x noktalarına göre sonsuz diferansiyellenebilen bir 

fonksiyondur. Ayrıca (3.3.3) eşitliğinde tanımlanan ( )KS λv
 için ( )KSΩ supp λλ vv

⊂  

yazılabilir. 

 

( ) ( ) ( ) 1dx xdx v:x Ω vdx x
nnn

λ

EE

λλ

E
v

=Ω==Ω ∫∫∫ −   (3.3.3.7) 
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( )xλv
Ω ’nın türevi v parametresine bağlıdır. Bu türev,  

 

( ) ( )[ ]λλ
v v:x Ω v 

v
xΩ

v
λ

−

∂
∂

=
∂
∂  

      = ( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂

− ∫
−

nE

λ
1k

k
x dz zv:x  θ

v
 zK 

! 1k
xD  

    = iλ1
n

1i
ivλ −−

=
∑− ( ) ( ) ( )

⎢
⎢
⎣

⎡
−

− ∫
−

n

i

E
i

λ-
i

i
1k

k
x zvx δ zK 

! 1k
 xxD  

  ( ) ( ) ( )λi
k
i

λ 
n

1i
ij

λ-
j

j

i v:x τD  vλdz zvx θ x   ij
∼

−−

=
∑∏ −=

⎥
⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 1          (3.3.3.8) 

 

olur. Burada ( )xτi

∼

, 

   ( ) ( ) ( )
⎢
⎢
⎣

⎡

−
= ∫

−
−

∼

1-n

ii

E
ni1

i

i
1k

ekk
i z,...,x,...,zK 

! 1k
 xxDxτ  

    ( ) ( ) ( )

⎥
⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∏ i

jj
j

i dzzx θ x    (3.3.3.9) 

şeklinde tanımlanır. 

 

 (3.3.3.8) formülünden anlaşılacağı gibi ( )xΩ λv
, v ’ye göre türevleri n 

fonksiyonlarının toplamı şeklinde gösterilebilir. Bu n fonksiyonların her biri ix  

değişkenlerine göre 1−ik  mertebeden sıfır momentlere sahiptir. Bu özellik aşağıda 

belirtilen durumlarda çok sık kullanılır.  

 

 f  fonksiyonu, ( )xτi

∼

 fonksiyonunu destekleyicisini içeren bir G  bölgesinde 

tanımlandığını düşünelim ve G ’de genelleştirilmiş f D i

ix
l türevine sahip olsun. Bu 

şekilde, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )dx xτD xf D  1dx xτD   xf i
k
x

G
xi

k
x

G

ii

i

i

i

ii

i

∼
−

∼

∫∫ −= lll   , ( )ii k≤l    (3.3.3.10) 

elde edilir. Burada yer alan genelleştirilmiş türev ( )xτD i
k
i

ii
∼

−l ’in yerine ( )xϕ  

fonksiyonu alınırsa (3.3.2.1) denklemi elde edilir. 

 

3.3.3.2 Fonksiyonların türevleri cinsinden integral gösterimi 

 nE  içindeki G  bölgesinde tanımlanan f  fonksiyonu, ∈f ( )GLloc ’ye ait ve 

genelleştirilmiş türevleri de G ’de olsun. Bu bölge açık bağlantılı bir kümedir. 

 

 f  fonksiyonunun ortalaması için, ( )xΩ  ortalama çekirdekli ve λv ortalama 

parametrili bir fonksiyon alalım. 

 

    ( ) ( ) ( )dy v:y Ω yxf vxf
n

λ

E

λλ
v ∫ += −   (3.3.3.11) 

 

Burada ( )n1 λ,...,λ λ = , n1,...,i = için 0λ i > ve 0v >  dır. 

 

 (3.3.3.11) denklemindeki fonksiyona (3.3.3.1) formülünü uygulayalım. 

(3.3.3.8) eşitliğinin yardımıyla,  

 

 ( ) ( ) ( )[ ]dy  v:y Ω  v
v

 yxf xf 
v

λλ

E
v

n

λ
−

∂
∂

+=
∂
∂

∫  

       = ( )∫∑ +− −−

= nE

λ1
n

1i
i  yxf vλ ( )dy v:yτD λk

i
i i

∼

 

 

elde edilir. Böylelikle,  

 

        ( ) ( ) ( ) ( )dy v:yτD yxfdv vλ  xfxf λ
i

k
i

E

λ1
h

ε

n

1i
ihε

i

n

λλ

∼
−−

=
∫∫ ∑ ++=             (3.3.3.12) 
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eşitliği elde edilir. n1,...,i =  için il  keyfi negatif olmayan tamsayılardır. n1,...,i =  

için ii k<l  dır. Çekirdek Ω ’da görülen ik sayılarını yeterince büyük seçilebilir. 

(3.3.3.10) denklemi kullanılarak ve (3.3.3.12) denkleminin y ’ye göre integral 

dönüşümü alındığında,  

 

( ) ( )λi
k
iy

λλ
i

k
i v:yτDDvv:yτD iii

i

iii
∼

−
∼

= lll  

 

ifadesi elde edilir. O halde 

 

( ) ( ) ( ) ( )dy v:y τyxfD dv  v xfxf λ
i

E
i

h

ε

n

1i

λλ1
hε

n

iii
λλ ∫∫ ∑ ++=

=

+−− ll            (3.3.3.13) 

 

olur. Buradaki; 

 

( ) ( ) ( )xτDλ 1xτ i
k
iii

iii
∼

−−= ll  ( )n1,...,i =   (3.3.3.14) 

dır.  

 

 (3.3.3.13) denklemindeki λε  ve λh parametreleri ortalama fonksiyonların fark 

değerlerinin temsilleri olarak kabul edilir ve bu fonksiyon x  noktasındaki koordinat 

yönlerindeki integralleri cinsinden genelleştirilmiş türevleridir.  

 

 (3.3.3.13) denkleminde 0ε → iken aşağıdaki eşitlik elde edilir.  

 

( ) ( ) ( ) ( )dy v:y τyxfDdv v xfxf λ
i

h

0 E
i

n

1i

λλ1
h

n

iii
λ ∫ ∫∑ ++=

=

+−− ll   (3.3.3.15) 

 

 (3.3.3.15), formülün sağ tarafındaki elemanları anlamlı kılan küme içindeki 

hemen hemen her x  için geçerlidir. 
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 Bu ifadeyi biraz daha açıklayalım, ( )KS τsupp i ⊂  olduğunu kabul edelim. 

(3.3.3.15) denklemin sağ tarafındaki ifadelerin integrali aşağıdaki küme üzerinde 

aynı gibi görünür.  

 

    ( ) ( )KS  hλ,K, S
hv0

vλU
≤<

=    (3.3.3.16) 

 

 Sonuç olarak; ( )hλ,K, Sx +  kümesindeki noktaların, f  fonksiyonunun ve 

onun türevlerindeki değerler alınırsa, (3.3.3.15) denklemin sağ tarafı (3.3.3.15) 

denklemin temsillerin destekleyicisi olarak görünür.  

 

 f G,  fonksiyonunun tanım kümesi olmak üzere,  

 

   ( ){ }Ghλ,K, S x,G x:xU ⊂+∈=    (3.3.3.17) 

 

şeklinde tanımlanırsa (3.3.3.15) denklemin sağ tarafındaki ifadeler U  kümesindeki 

tüm x ’ler için geçerli olur. Ayrıca Yardımcı Önerme (3.3.1.4) gereğince 

( ) ( )için 1p  GLf loc =∈  olduğu için G ’nin hemen hemen her yerinde ve U ’nun 

hemen hemen her yerinde 0ε →  iken ( ) ( )xfxf λε
→  olur. (3.3.3.13) denkleminde 

0ε →  iken U  kümesindeki hemen hemen tüm x ’ler için geçerli olan (3.3.3.15) 

eşitlik elde edilir.  

 

 (3.3.3.15) formülün uygulamalarında, K  fonksiyonunun destekleyicisi 

koordinat açılarından birinde kabul edilecektir.  

 

0,b >  n1,...,i = için 0≠iα  ve 

 

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<>⊂ n1,...,i  b1  

α
x1  0,

α
x:xKS

i1/λ

i

i

i

i  (3.3.3.18) 

olsun.  Bu durumda, 
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                  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≡
λ
1 vhλ,K, S         

                          ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<>=

≤<

n1,...,i      vb1 
α
x    v0,

α
x:x 

i1/

i

i

i

i

hv0

λ

U  (3.3.3.19) 

 

elde edilir. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
λ
1V  bölgesi b’yi aşan ve h yarıçapının 

λ
1 -boynuzu olarak adlandırılır.  

 (3.3.3.15) formülün en önemli uygulamalarında 
l

1λ = olarak alınır. 

( n1,...,i =  için 
il

1λ i = ). O zaman l -boynuzu ( )lVx +  değişimi (3.3.3.15) 

gösteriminin destekleyicisi yerine geçer. n21 lll === ... alınırsa ( )lV , l -boynuzlu 

bir konidir.  

 

 Aynı zamanda (3.3.3.15) denklemin sağ tarafındaki ifadeler, ( )xf ’in tüm 

denklik fonksiyonları için herhangi bir x  noktasında aynıdır. Bu yüzden tüm denklik 

fonksiyonlarının sınıfları temsilleri gibi davranır. 

 

 Sonuç olarak, (3.3.3.15) denklemi iyi bilinen sobolev eşitsizliğidir. Çünkü 

(3.3.3.15) denklemi belirli dereceden bir fonksiyonun ve onun tüm türevlerinin 

integralleri cinsinden fonksiyon temsillerini verir (28(a),(b), 18 ) 

 

3.3.3.3 Bir fonksiyonun diferansiyel polinomları şeklinde temsili  

 ( )n1 α,...,αα =  negatif olmayan tamsayı bileşenlerine sahip bir vektör olsun.  

 

 ( )n1 ξ,...,ξξ =  

 
i

i x
D

∂
∂

=  

( )n1 D,...,DD =  olmak üzere  

n1 α
n

α
1

n ξ . . . ξξ =  
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( ) ( ) ααα ξ 1ξ- −=  

 n
α
1

α D,...,DD 1=   

 

şeklinde tanımlayalım.  

 

 Burada, ( )ξQ  şeklinde bir polinom tanımlayalım. ( )ξQ  polinomu, ortak 

(karmaşık) kökleri olmayan ( ) ( )ξP . . . ξP N1  polinomlarından oluşsun. Bu durumda 

bazı m doğal sayıları için ( ) ( )ξα, . . ,. ξα n1  polinomları elde edilir. O halde,   

 

( ) ( ) ( )ξP ξαξQ j

N

1j
j

m ∑
=

=  

 

şeklinde yazılabilir.  

( )n1,...,lll =  pozitif tam sayı bileşenlerine sahip bir vektör olmak üzere 

i
iλ

l

1
=   ( n1,...,i = ) ve ( )n1 λ,...,λλ =  olsun. 

 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ∑∑

==

n

1i i

i

1:α

α
α

α:α             ξ c ξP
l

l
l

 

 

şeklinde tanımlanan polinoma l -polinomu adı verilir. Eğer tüm il ’ler ortak m 

değerine sahip ise ( )ξP  polinomuna m. dereceden homojen bir polinom denir.  

 

 N1,...,j =  için ( )ξPj  sabit (karmaşık) katsayılı l - polinomlarının bir toplamı 

ve 0ξ = hariç ( )ξPj ’nin ortak karmaşık kökü olmasın. Böylelikle Hilbert’s teoremi 

gereğince yeterince büyük bir m doğal sayısı için ( )ξαij  polinomları oluşur.  

( n1,...,i =  ve N1,...,j = )  
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( ) ( )ξ-P ξα ξ j

N

1j
iji

mi ∑
=

=
l    ( )n1,...,i =   (3.3.3.20) 

 

(3.3.3.20) eşitliğin sol tarafındaki ifadeler mi
iξ
l , l m  - polinomları olduklarından 

ijα ( )ξ ’ler de ( )l 1-m - polinomları olarak kabul edilir. Bu ifade, ijα ( )ξ ’ler (3.3.3.20) 

eşitliğini ve onların ( )l 1-m - polinom parçaları da bu eşitliği sağladığından 

doğrudur.   

 

Şimdi (3.3.3.12) formülündeki ik  yerine iml alındığında ( )n1,...,i =  ve  f  

fonksiyonuna, G ’de genelleştirilmiş diferansiyel operatörü ( ) ( )n1,...,j  DPj =  

uygulanabildiğini kabul edelim. Bu durumda (3.3.3.20) eşitliği yardımı ile (3.3.3.12) 

denklemin sağ tarafındaki ifadelerin y ’ye göre integrali alınırsa,  

 

( ) ( )dy v:yτD yxf λ
i

k
i

E

i

n

∼

∫ +  

( ) ( ) ( ) ( )dy v:yτDα DP yxf λ
iijj

N

1j En

∼

=

−+= ∑ ∫  

 

eşitliği elde edilir. Burada, 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )yj
α 

y
λα,

1λα,
αj DP vD vcD -P −=−= ∑

=

 

 

ve (3.3.2.7) formülü kullanılırsa, 

 

              ( ) ( )dy v:yτD yxf λ
i

k
i

E

i

n

∼

∫ +  

                      = ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫
=

∼

+
N

1j E

λ
iijj

n

dy v:yτ  Dα  yxf  DPv  
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elde edilir. Bu eşitliği ve   

( ) ( ) ( )xτ DαλxT iij

n

1i
ij

∼

=
∑=    (3.3.3.21) 

 

değeri (3.3.3.12) formülünde kullanılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dy v:yT yxf DPdv v xfxf λ
j

ε
j

h

ε

N

1j

λ
hε

n

λλ ++= ∫∫ ∑
=

−     (3.3.3.22) 

 

denklemi elde edilir. Açık bir şekilde (3.3.3.22) ifadesinde nN = ve ( )ξPj = j
jξ
l ,      

n1,...,j = alınırsa (3.3.3.22) formülü, (3.3.3.13) formülünün genelleştirilmiş hali olur.  

  

 (3.3.3.22) denklemin her iki yanına v
xD  operatörü uygulanılırsa,  

 

         ( ) ( )xfDxfD λλ h
v
xε

v
x =  

+ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dy v:yT D yxf  DP  dv  v  1 λ
j

v

E
j

h
λv,λv

n

+− ∫∫ ∑
=

−−

ε

N

j 1
               (3.3.3.23)  

 

elde edilir.  

 

 Yukarıdaki eşitlikte 0ε → için limit alınırsa ( )( )GLfD loc
v ∈ ( )xfDv ’in, 

( ) ( )xf DPj  cinsinden bir temsili elde edilir.  

 

K suppT Supp j ⊂ , N1,...,j =  olduğunda (3.3.3.23) ifadesinin destekleyicisi 

( )hλ,K,Sx +  veya ( )lVx +  -boynuzu ile yer değiştirebilir. jT  çekirdeği için;  

 

( ) 0dx xTD j
E

α

n

=∫  ( )N1,2,...,j =    (3.3.3.24) 

 



 

 

80

 

olsun. Burada α, negatif olmayan tamsayı değerli vektörlerin birleşimidir ( 28(a), 

7(b), 29,25 ). 

 

3.3.3.4 Çok parametreli ortalama ve integral gösterimi 

 Şimdiye kadar yapılan işlemlerden görüleceği gibi elde edilen integral 

gösterimi, λv ortalama parametreli olan λv
f tipindeki ortalamaların araştırılmasından 

elde edilmiştir. Bu şekilde olan ortalamalar tek parametreli ortalama olarak 

adlandırılacaktır.  

 

 Bu temsillerin elde edilmesinin temel amacı, birkaç değerli normlu kısmi 

türevlerin normları arasındaki eşitliklerin kurulmasında kullanmaktır. Bununla 

beraber birçok eşitsizlikler, aşağıdaki örnekte de görüleceği gibi,  

 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

≤
∂∂

∂

p
2
2

2
1

4

p2p1p21

2

xx
f

x
f

x
f  c

xx
f  

 

bu temsillerle elde edilemez. Çünkü tek parametreli ortalamalar kullanılarak belirli 

tipteki türevlerin karışık türevlerinin temsilleri elde edilir. Yani, fDα  türevi 

f D il türevleri cinsinden gösterilebilir ( )n1,...,i ,0= . Burada ki ( )n1 α,...,αα =  

vektörü ve ( )n
i

i
1

i ,...,lll =  arasında aşağıdaki koşul vardır.  

 

 ( ) ( ) ( )n1,2,...,i     α       ;  ij ;n 1,...,j    α     ;  n1,...,j  α i
i
ij

i
jj

0
j =>≠=≤=≤ lll  

 

 Çok parametreli ortalamaların temsilleri, farklı parametrelerin farklı 

değişkenlerin veya değişken gruplarına göre ortalamasıdır. Burada bu türden çok 

basit bir integral gösterimi verilecektir.  

 

 Bunun için bazı notasyonlar tanımlanacaktır. ( )n1,...,en =  doğal sayılar 

kümesi ve e ’de ne ’nin rasgele bir alt kümesini göstersin   
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Ayrıca e\ee n=′  , ( )neee =∪ ′  ve ( )e
n

e
1

e δ,...,δ1 =  şeklinde tanımlayalım. Burada, 

ej∈ ise 1=e
jδ ve ′∈ej  ise 0=e

jδ  dır(genellikle e boş küme alınır). Ayrıca,  

 

∑
=

=
n

1j

e
j

e δ1  

dır.  

 ( )nlll ,...,1=  olmak üzere ( )e
n

e
1

e ,...,lll =  -n boyutlu el ’ler ej , j
e
j ∈= ll  

için bir vektörü göstersin. ej∈  için j
e
j ll =  , ej ′∈  için 0=e

jl  ve jl  bileşenleri 

e1 boyutlu bir vektördür. Aynı zamanda ( )′

= ee ,lll   

 

( ) ( ) ( )′′′

=== eeeeeeeeee h,hh , v,v  v, x,x    x,ε,h,v,x  

 

 Bu semboller sırasıyla  

 

( ) ( ) ( ) ( )n1n1n1n1 ε,...,εε  ,h,...,hh  ,v,...,v v,x,...,xx ====  

eşleşir.  

 Ayrıca  

  F,
v

 . . . 
v
 FD

sjj
v

1

e

e
∂

∂
∂
∂

=1  

  Fdvdv F  . . . dv dv F 
s

1k

h

ε
kj

h

e
si

h

e
j

h

ε

e
kj

kj

sj

sj

1j

1j
1

e

e
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
== ∏ ∫∫∫∫

=

 

 

şeklinde tanımlayalım. Buradaki ( )n1,...,i hεG ii =<<  ve { } ej,....,j s1 =  dır. 

 

 nE uzayını bir G bölgesinde tanımlanmış olan  f, local toplanabilen bir 

fonksiyonun ortalaması, 
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( ) ( ) ( ) ( )dy vy Ω  v yxfv,...,vx; Fvx; F 1
jj

n

1j

1
j

E
n1

n

−

=

−∏∫ +==  (3.3.3.25) 

 

( )n1,...,j v j => 0  dır. Buradaki ( )tΩ j , fonksiyonunu tanımlayalım.  

 iK  ∈  ( )1
0 EC∞  ve  

 

( ) ( )n1,...,i   1dt tK
1E

i ==∫  

olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−
= ∫

−

1

i
i

E
i

i

1k
k
ii dt τt θ τK

!1k
tDtΩ  ( )n1,2,...,i =  (3.3.3.26) 

 

Burada ( ) ( )n
0i ECtΩ ∞∈  ve ii K supp   Ω supp ⊂  ve  

 

( ) ( ) 1dt tK dt tΩ 
nn E

i
E

i == ∫∫    ( )n1,2,...,i =  

 

 ( )n1 v,....,vx;F , n1,...,j =  için 0>jv ’ın sürekli diferansiyellenebilen bir 

fonksiyonudur.  

 

 { } { }n1n1 h,....,hh ,ε,....,εε ==  öyleki n1,...,j =  için jj hε0 <<  olsun.  Newton 

– Leibnitz formülü gereğince; 

 

   ( )n1 ε,....,ε x;F =  

       = ( ) ( ) 1n21

h

ε
vn21 dv ε,....,ε,vx;Fε,....,ε,hx; F

1

1

1∫ ′−  

yazılabilir. 
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 Aynı denklemin sağ tarafındaki ifadeyi 2v  değişkenine göre yazılırsa,  

 

 ( )n1 ε,....,ε x;F =  

                          ( ) ( ) −= ∫ 1n21

h

ε

'
vn21 dv ε,....,h,vx;F  -ε,...,h,hx;F

1

1

1
 

                          ( ) ( ) 21n21

h h

vv2n21

h

v dv dv ε,....,v,vx;F  dv ε,....,v,hx;F
1

1

2

2

21

2

2

∫ ∫∫ ′′′ +−
ε εε

 

 

eşitliği elde edilir. Bu işlemlere devam edilirse n. adımda (3.3.3.27) formülü bulunur.  

  

 ( ) ( ) ( ) eee
h

ε

1
v

1

ee

dv h,vx; FD  1εx;F
e

e

e

e

e

n

′

∫∑
⊆

−==     (3.3.3.27) 

 

(3.3.3.27) denklemi (3.3.3.1) formülü ile aynı rolü oynar. 

 

(3.3.3.25) ve (3.3.3.26) denklemlerinde, (3.3.3.28) ve (3.3.3.29) denklemleri elde 

edilir.  

 

            ( )′ee
v

hv,x;FD
e

e
1   

         = ( ) ( )[ ] ( ) dy   hy Ωh    vyΩ v 
v

 xxf
ej

1
jjj

1
j

ej

1
jjj

1
j

jEn
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+ ∏∏∫
′∈

−−

∈

−−  

        = ( ) ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ ∏∫

∈

−−−

ej

1
jj

k1
j

E

11 vy τD v  yxf v1- j

n

ee

 

            ( ) dy hyΩhx    
ej

1
jjj

1
j ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∏

′∈

−−                     (3.3.3.28) 

         

olur. Burada, 

   ( )n1
-α
n

-α
1

-α α,...,αα         ...vvv n1 ==    (3.3.3.29) 
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( ) ( ) ( )tK
! 1k

ttτ j
j

k

j

j

−
=  

 

şeklindedir. (3.3.3.28) denklemi (3.3.3.27) denklemine yerleştirilirse, 

 

   ( ) ( ) eee

ee

h
1 dv h,vx; v εx;F

n

e

e

e ′

⊆

−∑ ∫= φ
ε

   (3.3.3.30) 

ifadesi elde edilir. Ayrıca, 

  

 ( )ee h;vx; ′φ  

    = ( ) ( ) ( ) dy hyΩh vy τD v yxf
ej

1
jjj

1
j

ej

1
jjj

k1
j

E

i

n
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ ∏∏∫

′∈

−−

∈

−−       (3.3.3.31) 

şeklindedir. 

 

 Yardımcı Önerme 3.3.1.3, (3.3.3.25) biçimindeki ortalamalar için geçerlidir. 

Yani ( )GLf loc
p∈  ( )∞<≤ p1  ise ( )GLloc

p ’deki 0ε j → ( )n1,...,j =  iken F(x, ε)→f(x) 

dır. Ek olarak p > 1 için Teorem 1.1.27’de belirttiği gibi hemen hemen her yerde 

x∈G için ( ) ( )xfεx,F →  yakınsar   ( )1p ε,ε...ε n1 ==== . Yani, ( )GLf loc
p∈ ise 

0ε j →  iken (3.3.3.30) denklemi ( )xf  fonksiyonu için bir integral gösterimi olur.  

 

  Dα
x , (3.3.3.30) eşitliğin her iki yanına uygulayalım. Ancak sağ tarafındaki 

ifadelerin çekirdeklerine operatörü doğrudan uygularsak, 

 

( ) ( ) ( )( ) eeeα
h

ε

1α

ee

α
x dv h;vx; v  1εx;F D

e

e

e

n

′−

⊆
∫∑ −= φ    (3.3.3.32) 

 

elde edilir. Burada, 
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      ( ) ( ) ( ) ( )   vy τD D v yxfh;vx;
n

jj

j

E ej

1
jjj

kα
y

1-
j

eeα ∫ ∏ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

∈

−′

φ   

    x ( ) dyhyΩDh
ej

1
jjj

α
y

1
j

j

j ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∏

′∈

−−      (3.3.3.33) 

 

 f , ne  içerisindeki tüm e ’ler için fDα şeklinde genelleştirilmiş türevlere 

sahip olsun. Burada yer alan ( )ne,e,1e ,....lll = , aşağıdaki şartları sağlayan vektör 

bileşenleridir. 

 

    ( ) ( )ej,  ejk jje,jjje, ′∈≤∈+≤                 αα ll  

 

 Daha sonra ( ) ( )′eeα h;vx;φ  fonksiyonu  

 
( ) ( )′eeα h;vx;φ  

         = ( ) ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ ∏∫

∈

−−++−

ej

1
jjj

αkα-1
j

E

vy τD  v yxfD   1- je,jjje,j

n

ee llll  

        ( ) dy hyΩ D hx  
ej

1
jjj

αα-1
j

je,jje,j

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∏

′∈

−−+− ll      (3.3.3.34) 

 

şeklinde gösterilebilir. (3.3.3.34), (3.3.3.32) ve fDα  için elde edilen integral 

gösterimi ( )WSp
l  sınıfındaki fonksiyonların özelliklerindeki çalışmalarda 

kullanılmaktadır. 

 

 1b0 <<  ve jθ ve 1 yada -1 olsun. ( )tΩ j ’nin çekirdeklerini oluşturmak için  

 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<<−⊂ 1
θ
tb1:tK supp

j
j                     ( )n1,...,j =  
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alınacaktır ve buradan şu sonucu çıkartılabilir. Tüm jε ’ler için jj hε0 << , 

n1,...,j = , (3.3.3.30) ve (3.3.3.32) ifadelerin sağ tarafındaki ifadeler kenarları 

koordinat eksenlerine paralel olan dikdörtgenler prizmasındaki x  köşe 

noktalarındaki f  fonksiyonunun değerlerini içerir.  

 

 Daha kesin bir ifade ile +x  ( )h  kümesindeki noktalarda buna dahildir. 

Buradan, 

 

     (h) = ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=<<  n1,...,j        h
θ
y

0  ;y   j
j

j    (3.3.3.35) 

 

şeklinde tanımlanır. (3.3.3.30) formülün bir sonucunu açıklayalım. ( )n
p ELf ∈  

( )∞<≤ p1 , ε,ε. . .ε n1 ===  ve hh  . . .h n1 ===  olsun.  (3.3.3.30) denklemin sağ 

tarafındaki ifade eI  genel terimi ile gösterilirse Hölder’s eşitsizliği (2.1.1) yardımı 

ile,  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∏∏∫

∈
′

∈

−−

ej pj
k

p
ej

h

ε
j

p
11

j
e τD f dv vI j  

   x p

1

p

1

p
ej

pj
p
1

j

ee

h εf C  Ω h

′

′

−−

∈
′

−

≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∏  

 

elde edilir ve buradaki c sabiti; εf,  ve h ’dan bağımsızdır.  

 

 ( )nee  φe ≠≠′  ise ∞→h iken  0→eI  olur. O halde  (3.3.3.30) denklemi, 

 

( ) =εx;F  

( ) ( )dy vyτDyxf
 v... v
dv ... dv . . . lim 1

jj
E

j

n

1j

k
h

ε
2
n

2
1

n1
h

ε
h

n

j −

=
∞→ ∫ ∏∫∫ +  

= ( ) ( )dy uyτD yxfdu . . . du . . . lim jj
E

j

n

1j

k
1/ε

1/h
n1

1/ε

1/h
h

n

j∫ ∏∫∫
=

∞→
+  
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bulunur. 0ε →  iken nE ’deki hemen hemen her yerinde ε,
h
1 ile ve h,

ε
1 ile 

değiştirilse dahi aşağıdaki eşitlik elde edilir.  

 

( ) ( ) ( )dy u yτD yxf  du . . . du . . . limlimxf jj
E

j

n

1j

k
h

ε
n1

h

ε
h

n

j∫ ∏∫∫
=

→∞→
+=

0ε
 

 

Bu formül Fourier formülüne benzerdir (8). 
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4. BÖLÜM 

 

4.1. Karmaşık Türevler Yardımıyla Kurulan Normlu Uzaylarda İz Düşüm 

Teoremi 

 

 Bu çalışmada, −n boyutlu bölgede tanımlı serbest n2Σ1n ≤≤+ sayıda 

karmaşık (karmaşık olmayan) türevleri ile elde edilmiş normlu ağırlık fonksiyon 

uzaylarında fonksiyonunun iz özellikleri araştırılmıştır. Dolayısıyla fonksiyonun s -

boyutlu yüzeyinin sınırındaki türevlerin ( )ΓsLp  normları ile bu fonksiyonların genel 

ağırlık ile ( )GLp  normu arasında kıyaslama yapılmıştır. Bu teoremi ispatlamak için 

değişken parametreli integral gösteriminin özel bir durumu kullanılmıştır. 

 

 Bu çalışmada kullanılacak temel tanımlar şunlardır: 

  

 { }n1,2,..., en =  doğal sayılar kümesi için ∅≠Σ , ne ’in belirlenen bir alt 

kümesi ve Σ⊆Σ*  olsun. Özel durumda ∅=Σ*  ya da Σ=Σ*  alınabilir. 

  

 Herhangi bir E kümesinin gücünü (eleman sayısını), E  ile gösterelim. 

Örneğin,     neE =  ise neE n == olur. Σ ’yı  

 
** ΣΣ\ΣΣ +=  

şeklinde gösterelim.  

 

 *\ ΣΣ  kümesinin tüm mümkün alt kümelerinin (∅  ve *\ ΣΣ  de dahil olmalı) 

sayısı, 
*Σ\Σ2N = dır.  Kolaylık sağlaması açısından *\ ΣΣ ’nün tüm mümkün alt 

kümelerini N21 e,...,e,e  ile gösterelim.  
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 *Σi ∈ elemanı ve ( )N1,...,k  Σ\Σe *k =⊆  karşılık gelen bileşenleri, pozitif 

tam sayı olan vektör ( )ki,
n

ki,
1

ki, m,....,mm =  şeklinde ve ki,ki, m,m supp  vektörün 

destekleyicisini göstersin. Yani, ki,m  vektörünün sıfırdan farklı ki,
jm koordinatlarına 

uygun tüm indekslerin kümesi  

 

{} Σ⊆⊆∪ ki,k m suppie          ( )N1,...,k , Σi * =∈  

olsun.  

 

 ke  alt kümesi ve 0i = ’a karşılık gelen vektörü ( )k0,
n

k0,
1

k0, m,...,mm =  ile 

gösterelim. Ayrıca, Σ⊆⊆ k0,k m suppe olsun. 

 

Diğer taraftan ( )ki,
n

ki,
1

ki, m,....,mm =  vektörünün her bir bileşeni *i Σ∈  ve   

N1,...,k =  için  

 
kk0,

j ej    ,     0m ∈>  

Σ∈≥ j    ,     0m k0,
j

ke\  

 n
k0,

j ej    ,     0m ∈= Σ\   

ve  

 {} kki,
j eij    ,     0m ∪∈>  

∈≥ j    ,     0m ki,
j \Σ { }( )ke   i ∪  

n
ki,

j ej    ,     0m ∈= Σ\  

 

koşullarını sağlasın. Bu durumda;  

( ) ( )n1,2,...,j   0m   ,m,....,mm jn1 =≥=  

vektörü için ( )n21
m x,....,x,xfD  gösterimi 

( ) f
x

.....
x

f....DDx,....,x,xfD
n

1

1

1

1
1

m
n

m

m

m
m
n

m
1n21

m

∂
∂

∂
∂

==  

şeklinde yazılır.  
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( )n1 x,....,xff = , nEG ⊂ bölgesinde ölçülebilir ve n21 mmm +++ ....  

mertebeden diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve ( ) 0xgg >=  için bu bölgede 

tanımlı bir ağırlık fonksiyonu ise; 

 

( )

1/p

G

p

GL
dxff

p ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫      

( ) ( ) ( )
1/p

G

p

G;gLGL
dxfgfgf

pp ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ∫   , ∞<< p1  

normları tanımlanır.  

 

Tanım 4.1.1.      

G bölgesinde tanımlı ve Sobolev anlamında  

{ }( )N1,...,k   , Σ0Σi   fD *
0

*m ki,

==∪∈  genelleşmiş türevleri sırasıyla ( )ikp gG;L  

ağırlık uzayların elemanları olan ( )xf fonksiyonlar sınıfı,  

 

( )ik

m

p

N

1kΣi

gG; L 
ki,

*
0

><

=∈
II    (4.1.1) 

 

şeklinde tanımlanır. Dolayısıyla 

 

( ) ( ){ }1,...Nk  ,   Σi   ,  gG;LfD:fgG;L *
0ikp

m
ik

m

p

N

1kΣi

ki,
ki,

*
0

=∈∈=
><

=∈
II   

  

olur ve bu uzay altında tanımlanan norm  

 

( ) ( )∑∑
=∈

∩
><><

=∈

==
N

1k
gG; L

Σi
gG; L ik

ki,m

p*
0

ik

ki,m

p
N

1k*
0Σi

f ff
II

   (4.1.2) 

 

şeklinde yazılır. 
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Sonraki aşamada ise; 

( )ik

m

p

N

1kΣi

gG; L 
ki,

*
0

><

=∈
II  

 

gösterimi, nE ’de sonsuz mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlar kümesinin 

(4.1.2) normu ile kapanışı şeklinde kabul edilecektir.  

 

  (4.1.1) sınıfında ∅≠*Σ  ise; 

( )k
1k

m

p gG;L
k

I
Σ

=

><

 

 

ağırlık fonksiyonlar uzayı elde edilir. Bu uzay A.D. Dzhabrailov tarafından 

araştırılmıştır (12). Özel durumda 1g =  ve ( )Σ1,...,k mk =  vektörü sıfır 

vektöründen farklı ve herhangi 

 

( )n1 r,...,rr = , ( )Σr supp =  

  

vektörünün koordinat eksenleri ve yüzeyindeki iz düşümü şeklinde alınırsa, 

 

( )ΩWSr
p  

 

Nikolski’s uzayı elde edilir. Bu uzay hakkındaki genel bilgiler; O.V. Besov vd. ve 

A.D. Dzhabrailov’un  çalışmalarından elde edilebilir (12,8). 

 

  (4.1.1) uzayında Σ=Σ*  ise o zaman (4.1.1) uzayı 

( )I
*
0

i

Σi
i

m        

p gG;L
∈

><

 

 

uzayına dönüşür. Bu uzay, ağırlık fonksiyonu durumunda A.D. Dzhabrailov ve 

ağırlık fonksiyonu olmayan durumunda ise V.P.Il tarafından incelenmiştir (12, 17).  
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Tanım 4.1.2.  

( ) ( ) ( )( )n1 ηx,,....,ηx,ηx; ϕϕϕϕ ==  vektör fonksiyonunu göz önüne alalım. 

Bu durumda, 

⎩
⎨
⎧

Σ∈
ΣΣ∈

=
i   ;t     

\i  ;   v
η

*
i

i  

 

ve  Σ∈ \ei n  iken 1i ≡ϕ  şeklinde yazılır.  

 

 nEGx ⊂∈  için ( ) 0η      ve0ηx; iii >>ϕ  ve ( ) ( )Σ∈i  ηx; iiϕ  fonksiyonu iη  

parametresine göre artan ve diferansiyellenebilen fonksiyonu için, 

 

( ) 0lim
0

=
+→

i
η

ηx;
i

iϕ     ( )Σ∈i  

olsun.  

 

 Σδ supp =  olmak üzere, ( )n1 δ,...,δδ =  vektörü için 1+=iδ  ve 1−=iδ ( )Σ∈i  

olsun. Bu durumda δ  vektörlerin sayısı, Σ2  olur. Farklı sayıdaki vektörleri,  

 

( )Σ= ,...,2 1j   δ j  

ile gösterelim  ve 

 

 ( )H;RR δδ ϕ=  ile 

 

 ( ) ( )U
ii Hη0

*
i

ii

ii
i

ε i c
ηx;
δy

c:y
<< ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Σ∈≤≤
ϕ

  ( *
ii c,c  birer pozitif sabitlerdir). 

 

kümesini gösterelim. supp Σ=H  ve supp Σy = olsun. Yani; 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=

∈≠
=

Σ\ejeğer     ;  0y

Σjeğer     ;  0 y
y supp

nj

j   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=

∈≠
=

Σ\ejeğer     ;  0

Σjeğer     ;  0 
 supp

nj

j

H

H
H  

ve  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Σ∈

ΣΣ∈
=

*

*
i

i i   ;t     

\i  ;   v
η  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Σ∈

ΣΣ∈
=

*

*
i

i i   ;     T

\i  ;   H
H  

olsun. 

 

( )H ,Rx δ ϕ+  kümesi, tepe noktası Gx ∈  olan ve gücü (eleman sayısı) Σ  

olan “ϕ -yarı boynuz” kümesi olarak adlandırılacaktır. Her bir x noktasında belirli bir 

H  için birbirinden farklı Σ2 sayıda “ϕ -yarı boynuz”lar elde edilir. jδδ =  

alındığında Σ  gücüne sahip tek bir “ϕ -yarı boynuz” elde edilir. Özel durumda, 

n
* e=Σ=Σ  iken “ϕ -yarı boynuz”, “ϕ -boynuz” una dönüşür (7(c,d)). 

 

Tanım 4.1.3.  

  0>H sayısı ve jδ  vektörü,  Gx ∈∀ ve 

 

( ) G;Rx 0jδ
⊂+  Hϕ  

 

ise GG ⊂ alt bölgesi, jx  değişkenine göre “ϕ -yarı boynuz” koşulunu sağlar denir.  

 

 nEG ⊂  bölgesi ( )Σ∈jx j  değişkenlerine göre “ϕ -yarı boynuz” koşulunu 

sağlar. Ancak G bölgesinin sonlu sayıda alt bölgeleri ( )Σ∈jx j  değişkenlerine göre 

“ϕ -yarı boynuz” koşullarını sağlamak zorundadır. Bu özelliğe sahip bölgeleri 

( )*,T;;;A ΣΣHϕ  şeklinde gösterelim.  
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Tanım 4.1.4.  

( )γ1,...,iGi =  alt bölgeleri G  bölgesini örtsün ve ( )*;T;;; AG ΣΣ∈ Hϕ  olsun.  

( )xbb =  fonksiyonu, jRy
δ

∈  ve iGx ∈  için 

 

( )
( )

*
ii c

yxb
xbc ≤
+

≤           (   ci 0> ve  0  c *
i >  sabittir) 

 

koşulunu sağlasın. Bu durumda ki δδ ⊆  ( )Σ1,...,2k =  vektörleri seçilecektir. 

iGx ∈∀ ’ler için G⊂+ iRx
δ

 ise; ( )xbb =  fonksiyonu ( )*;T;;; AG ΣΣ∈ Hϕ   

bölgesinde ( )B  koşulunu sağlar denir. Kolaylık sağlaması açısından ilerde neΣ =  ve 

n
* eΣ ⊆ alalım.  

 

,Γs s – boyutlu ( )1ns1 −≤≤  ve aşağıdaki  

 

( )

( ) ⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=

=

=

=
=

++

s1nn

s11s1s

ss

22

11

x,...,xψx
................................

x,...,xψx
................................

xx          
................................

x         x
x         x

    (4.1.3) 

 

denklemlerle tanımlanan yüzey olsun. Burada ( ) ( )( )s1
**

i x,...,xx  , xψ =  

( )n1,...,si += ,      s – boyutlu sΩ  bölgesinde tanımlı ve birinci mertebeden sürekli 

kısmi türevlere sahip fonksiyonlar olsun. Ayrıca,  

 

( ) M xψ
x

  sup *
i

kΩx s
*

≤
∂

∂
∈

         ( )n1,...,si  ; s1,...,k +==     
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koşullarını sağlasın. Bu özelliklere sahip yüzeyleri ( )1A  ile gösterelim. **
s zΓ + , s – 

boyutlu yüzey ile sΓ  yüzeyi aşağıdaki denklemlerle bağlıdır.  

 

( )

( ) ⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

+=

+=

=

=
=

+++

n
*

nn

1s
*

1s1s

ss

22

11

zxψ   x
................................

zxψx
................................

xx          
................................

x         x
x         x

 

     

 Burada yer alan ( )*
i xψ , ( )n1,...,si +=  (4.1.3) ifadesi, sΓ  yüzey 

denklemindeki fonksiyon ile aynıdır. G Γs ∂⊂ durumunda ( )n1s
** z,...,z0,...,0,z +=  ‘i 

öyle seçilmelidir ki GzΓ **
s ⊂+  olsun.   

 
( )1

s AΓ ∈  ve GΓs ⊂  olduğundan, 

  

( )( )
1/p

Ω

*pp*λ

1/p

Γ
sΓ

λ

ss

p

s
dx  xPfD    dΓfD ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∫∫ F  

        ( )( )
1/p

Ω

*p*λ

s

dx  xPfD  C ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∫    (4.1.4) 

 

dır. BuradaF , Jakobian matrisi ve ( )*xP = ( ) ( )( )s1ns11s ,...xxψ,...,x,...,xψ  +… ;x., ,x s1  

şeklindedir.  
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sΓ , G bölgesine ait değilse, G Γs ∂⊂  tanımından dolayı G Γs ∂⊂  ve  

 

( )
1/p

zΓ

**
szΓ

λ

0z

1/p

Γ
sΓ

λ

**
s

p

**
s**

s

p

s
zΓdfD lim dΓfD 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∫∫
+

+→
  

                         ( )( )
1/p

Ω

*p***λ

0z
s

**
dx zxPfD lim ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+≤ ∫→

 

   

olur. Buradaki ( ) =+ *** zxP  ( ) z + )(x ,…,z)(x ;x.,… ,x n
**

s1 n1s1s ψψ ++ + dır.  

 

  ( ) ( )n1,...,j 0  λ λ,...,λλ jn1 =≥=  ,  ( )i.k
n

i.k
1

i.k m,....,mm =  

 

{ } ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ==∪∈

*
n /Σe

n 2N  ;  1,2,...Nk  ; 0ei  vektörleri tamsayı koordinatlarına sahip ve 

aşağıdaki koşulları sağlansın.  

 

 i) n
k0,k em suppe ⊆⊆  

 {} n
i.kk em suppie ⊆⊆∪ ; ( )N1,2,...,k;Σi * =∈  

 

 ii) ( )kk0,
jj ej  mλ ∈<  

      ( )k
n

k0,
jj e\ej  mλ ∈≥  

 

iii) {}( )kki,
jj eij  mλ ∪∈<   

    {}( )k
n

ki,
jj ei\ej  mλ ∪∈≥   ( )N,…1,2, =k  
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Teorem 4.1.5. 

( ) ∞<<∈ ><

=Σ∈

Σ

p1         ,      gG;L    f ik
m

p

2   

ki

ki,

*\n

*
II

e

1
0

 

 

olsun. Burada, 

 

 I) ( )[ ]∏
∈

−−

=
n

jγjλ
ki,

jm

ej
jik xbg  ( )N1,2,....,k   ,i * =Σ∈ 0  

 

 
{ }

{ }⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+∈

∈
=

n1,....,sj  ;   
p
1

s1,....,j  ;    0
γ j  

 

 II) ( ) ( )nn11
*

n τb,....,τb    ,;eT;;;AG =Σ∈ ϕϕ H  vektör fonksiyondur. 

 

( ) ( )n1,2,...,k  ,  xbb kk ==  fonksiyonu ( )B  koşulunu sağlasın ve ( )jjj ηττ =  

diferansiyellenebilir fonksiyon için : ( ) 0,ητ jj >′  

 

   ( ) *
j

*
njjjj0η

i T,η    ;  \ej  ,hη    ;  0ητlim
j

Σ∈=Σ∈==
→

 

 

olsun. Ayrıca  (i, ii, iii) koşuları ve  

 

 (a) ( )[ ] ( )
( ) ∞<∫

−−

jj

jj
h

0
jj vτ

vdτ
 vτ 

j jγjλ
ki,

jm

 ( )N,…1,=k  ,i , j 0

*ke Σ∈∈  

 (b) ( )[ ] ( )
( ) ∞<∫∏

Σ∈

−−

tτ
tdτtτ

i

i
T

0 j
j

*

jγjλ
ki,

jm

 ( )N,…1,=k  ,i
*

Σ∈  

 

koşullar sağlansın.  
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 Bu durumda ( ) 0T  veΓLfD 0spΓ
λ

s
>∈ ,  0

0j
>H öyle sayılardır 

ki, 0TT0 ≤< ve ( )Σ∈≤≤ \ejh0 njj 0
H  için,  

 

      ( ) ≤
sps ΓLΓ

λ  fD  

                      ( ) [ ]
( )GLej

m
j

N

1k
iks

i p
n

ki,jγjλ
ki,

jm

*

 fDb  Th,W C ∏∑∑
∈=Σ∈

−−

≤
0

  

   

eşitsizliği yazılır. f,0,sabitiC >=  
0j

H  ve 0T ’dan bağımsızdır.  

 

 Bu teoremin özel durumları O.V .Besov, L. D. Kudryavcev ve A. D. 

Dzhabrailov çalışmalarında incelenmiştir (7 (d,a), 20, 12). 

 

 İspat:  

Teorem 4.1.5.’in ispatı için (21) integral ayrılışından yararlanılırsa,  

 ( )N1,...,k ,i       N supp
*

ik
ki, =Σ∈∅=Σ= 0

{ } ( ) ( ) ( ) ( )( ) )k*
njjjjjjjn

* e\\ejhη   ;   η τxbηx;  ven1,2,...,e Σ∈====Σ⊆Σ ϕ  

 ( ) ( )k
jj

*
j ej vη    ;   j Tη ∈=Σ∈=  

 

olur. O halde  integral ayrılışı,  

 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )
( )   x
vτ
vdτ

vτ   Th;CxfD
jj

jj
λmh

0 ej
jj

N

1k
0k

λ
j

k0,
j

k

−

∈=
∫ ∏∑=  

 ( )[ ] ( ) ( ) +
∩

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+∫ ∏
∈

−

0kn

**
ik

m

E ej
j ERmes

dy  yxfD  yxb  x 
k0,

n n

jλ
k0,

jm

δφ  

 + ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )[ ]∫∏∫ ∏∑∑

∈Σ∈Σ∈=

−−

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ h

0 ej
jj

i

i
T

0 j
j

i
ik

N

1k
xvτ   

tτ
tdτ

tτ  hC
k

jλ
ki,

jm

*

jλ
ki,

jm

*

 

x [ ] ( )ikn

**
ikδ

E

m

ej
j

jj

jj

ERmes
dy  y)f(xD  y)(xb  

)(vτ
)(vdτ

n

ki,

n

jλ
ki,

jm

∩
+

⎩
⎨
⎧

+∫ ∏
∈

−

φ  (4.1.5) 
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şeklinde yazılabilir (21). Burada, 

 

1) ( ) ( ) ( )[ ]
( )

( )[ ]∏∏
Σ∈Σ∈

−
−−

−=
*

jλ
k0,

jm

k*
n

jλ
k0,

jmk0.k

j
j

e \\ej
jj

eλm
0k Tτhτ21Th;C  

2) ( ) ( ) ( )[ ]
( )
∏

Σ∈

+−
−

−=
k*

n

jλ
ki,

jmki.k

e \\ej
jj

eλm
ik hτ2 1hC 1  

3) ,
(x)b

y)(xb
   

n

jλ

ej j

j*
ikδ

**
ikδ ∏

∈ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +
= φφ  

∏
∈ ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
=

n

ki,
jm

ej j

j
ikδ

*
ikδ y)(xb

(x)b
  φφ  

4) ( )
( )

( ) ( ) ( )∏ ∏∏∏
Σ∈ ∈Σ∈∈

=∩
* kk*

nn j ej
jjjjj

e \e jej
j0k

n vτT τ  hτ(x)b ERmes
\

( )N1,...,k ; Σi * =∈  

( )
( )

( ) ( ) ( )∏ ∏∏∏
Σ∈ ∈Σ∈∈

=∩
* kk*

nn j ej
jjjjj

e \e jej
jik

n vτT τ  hτ(x)bERmes
\

 

 

(4.1.5) integral ayrılışı aşağıdaki gibi yazılırsa,  

 

 ( ) ( ) ( ) ( )dy ... yx Th;x;QxfD
N

1k E

**
okδ0k0k

λ

n
∑ ∫

=

+= φF  

            + ( ) ( ) ( )dy ... yxhx;Q
n*

E

**
ikδikik

N

1k
∫∑∑ +

Σ∈=

φF
i

   (4.1.6) 

 

 1) ( ) ( ) [ ]∫∏
∈

−−−

−=
h

0 ej
jj

e
0k

k

jγjλ
k0,

jmkλk0,m

)(vτ2 1Th;x;Q  

  
[ ] [ ]

[ ] jγ1

*

jγjλ
k0,

jmjγjλ
ko,

jm

k*
n

0k
n

j
jjj

e\)\(ej

jj

jj

)Emes(R

(T)τ   )(hτ
 

)(vτ
)(vdτ

x −

−−−−

∩

∏∏
Σ∈Σ∈  
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 2) ( ) ( ) [ ]  x
(t)τ
(t)dτ(t)τ 2 1hx;Q

i

i
T

0 j
j

e1
ik

*

jγjλ
ki,

jmkλk0,m

∫∏
Σ∈

+ −−−

−=  

 [ ]
[ ]

[ ] jγ1

k*
n

jγjλ
ki,

jm

k

jγjλ
ki,

jm

)Emes(R

)(hτ
  

)(vτ
)(vdτ

)(vτx 
n

e\)\(ej
jj

jj

jj
h

0 ej
jj −

−−

−−

∩

∏
∫∏ Σ∈

∈

 

 3) ( ) ( ) [ ]∏
∈

−−

=
n

jγjλ
ki,

jm
i.k

ej
j

m
ik (t)b tfDtF      (4.1.7) 

 ( ) ( )∏
∈

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +
=

n

jj

ej

γλ

j

j*
ikδ

**
ikδ (x)b

y)(xb
...... φφ        

 

  
{ }

{ }⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+∈

∈
=

n1,...,sj  ;    
p
1

s1,...,j  ;    0
γ j  

olur. 

GR     Uaalındığınd   UG qδq

M

1q
q ⊂+=

=
U   olur.  Bu durumda qU , alt bölgesi  

“ϕ -yarı boynuz” koşulunu sağlar. +qU qδ
R bölgesi için ( )qδq

λ
q RUf;D += FF  

yardımcı fonksiyonunu ele alındığında, 

 

{ } { }**
sδq zΓRU q +∩+  

 

bölgesinde λD  f fonksiyonu ile çakışır. Dolayısıyla,  

 

( ) =+= qδq
λ

q RUf;DFF      

0kQ [ ] [ ] ++++ ∫
∼

dy  x  yz)P(xT ;h ; z)P(x q

n
0kδ

***

E

0kq
*** φF  

+ [ ] [ ] dy  yz)P(xhz)P(xQ q

n*
0kδ

***

E

ikq
***

ik
i

N

1k

φ+++ ∫∑∑
∼

Σ∈=

F;   (4.1.8) 
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olur. Burada ( ) ( )n
ikqδqikq Eχ  dur.   RUχ q FF +=

∼

, nE ’in karakteristik fonksiyonudur.  

 

(4.1.6) ifadesinde qδδ =  kabul edilip (4.1.7) ile karşılaştırılırsa, fDλ  ve qF  

fonksiyonlarının, **
s zΓ +  yüzeyi ile qδq RU +  bölgesinin kesişiminde çakıştığı 

görülür. 

 

(4.1.4)  ifadesinden, 

                    
( )

( )( )
( )sGpL**

sp
**zsΓ

 z.PfD  C fD **λ

zΓL

λ +≤
++

 

                                     
( )sp* ELikq

M

1qi

N

1k

F∑∑∑
=Σ∈=

≤
0

 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada önce 
( )sp ELikqF ’i değerlendirelim ve kolaylık sağlaması 

açısından ( )1,...,1δq =  alalım. 

 

( )n1ss1 y,...,y , y,...,yy +=  vektörünü ( )y,yy ′′′= şeklinde gösterelim. Burada              

y′ = ( )s1 y,...,y  ve y ′′ = ( )n1s y,...,y +  dir. Kordinatları; 

 

( )( ) ( )kk
***

kkkk η  τzxPbxyx ++≤≤     ( )s1,...,k =  

 

eşitsizliğini sağlayan y′  noktalarının kümesini *
sΩ  (…) ile gösterelim. Koordinatları; 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )kk
***

k
*

kkkk
*

k η  τzxPbxψzyzxψ +++≤≤+   ( )n1,...,sk +=  

 

eşitsizliğini sağlayan y ′′  noktalarının kümesini ise **
s-nΩ  (…) ile gösterelim. 
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Açıktır ki,  

 ( )
{ }

( )( ) ( )jj
***

j
s1,...,j

*
s η  τzxPb...mesΩ += ∏

∈

 

 ( )
{ }

( )( ) ( )jj
***

j
n1,...,sj

**
s-n η  τzxPb...mesΩ += ∏

+∈

 

 

bk fonksiyonları ve G, ( )B  koşulunu sağladığından ve çekirdek fonksiyonunun 

finitlik özelliğinin yardımıyla eşitsizlik,  

 

[ ] [ ]  
(t)τ
(t)dτ

(t)τ  )(hτC
i

i
T

0 j
jjj

e\)\(ej
ikq

*

jγjλ
ki,

jmjγjλ
ki,

jm

k*
n

∫ ∏∏
Σ∈Σ∈

∼ −−−−

≤F  

    [ ]
( ) ( ){ }

 
 ...Ω mes...mesΩ

1
)(vτ
)(vdτ

)(vτx
jγ1

jγjλ
ki,

jm

k **
s-n

*
sjj

jj
jj

ej

h

0
−

−−

∏∫
∈

 

( )
( )

( )
∫∫ ′′′′′′

...Ω

ikq

...Ω **
-sn

*
s

dy  y;ydyx F       (4.1.9)  

 

şeklinde yazılabilir. Hölder eşitsizliği (2.2.1) kullanıldığında, 

 

( )
( ) ( )

( )
( ){ } p

11**
s-nELikqikq

...Ω

...mesΩ    ;.y Cyd  y;y
s-np**

s-n

−′≤′′′′′∫ FF  

olur ve 

 

 [ ] [ ]
(t)τ
(t)dτ(t)τ )(hτ

i

i
T

0 j
jjj

e\)\(ej
ikq

*

jγjλ
ki,

jmjγjλ
ki,

jm

k*
n

∫∏∏
Σ∈Σ∈

∼ −−−−

≤ CF x 

 [ ] ( ) ( )
( )( )

∫∫∏ ′′
−−

∈ ...Ω EL
kq*

sjj

jj
h

0
jj

ej *
s s-np

jγjλ
ki,

jm

k

yd  ,.y 
...mesΩ

1 
)(vτ
)(vdτ

  )(vτx F  (4.1.10) 

 

şeklinde yazılır. Tekrar Hölder eşitsizliği kullanılırsa, 
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( )
( )( )

( ){ } ( )
( )

1/p

...Ω

p

ikq
p
11*

s
...Ω EL

ikq
*
s

*
s s-np

dy ,.y ...mesΩ Cdy ,.y
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
′≤′ ∫∫ ′−′ FF  

 

olur ve 

 

( )
( ) ( ) ( )

( )( )

1/p

E ...Ω

p

EL

ikq*
s

iks
EL

ikq

s
*
s -snpsp

dy ,.y  
...mesΩ

dx h WC
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′′′
≤ ∫ ∫

∼

FF  

      ( )
( )np ELikqiks  h WC F≤  

      

şeklinde yazılır. Benzer şekilde; 

 

( )
( )

( )npsp EL
0kq0ks

EL
0kq    Th; WC FF ≤

∼

    (4.1.11) 

 

gösterilebilir.  

 

 (4.1.10) ve (4.1.11) eşitsizliklerinden, 

 

 
( ) ( )sp

***
sp

**zsΓ EL
ikq

M

1qi

N

1kzΓL

 CfD F∑∑∑
=Σ∈=+

≤
+

0

λ  

        
( ) ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤ ∑∑∑

=Σ∈= np
* EL

ikq

M

1q
iks

i

N

1k
W C F

0

 

      [ ]
( )GLej

m
jiks

i

N

1k
p

n

ki,jγjλ
ki,

jm

*

 fDb W C ∏∑∑
∈Σ∈=

−−

≤
0

 (4.1.12) 

elde edilir. Burada,  
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 1) ( )
( ) { }
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[ ] x(T)τ)(hτTh;W
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1
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k0,

jm

*

p
1

jλ
k0,

jm

k*
n
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n1,...,se \\ej

0ks
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∏∏
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h

0
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0
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j jλ
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j
p
1
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∫∏∫
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[ ] x)(hτ . )(hτhW
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n

p
1

jλ
ki,
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n
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n1,...,se \\ej

iks

−−−

∏∏
∩Σ∈+∩Σ∈
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[ ]

{ }
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{ }
∏∏∏∫

+∩∈∩Σ∈+∩Σ∈

−−−

n1,...,seji

i
j
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j
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*

p
1

jλ
ki,

jm

*

  
(t)τ
(t)dτ (t)τ(t)τx  

 

[ ]
{ }

[ ]
)(vτ
)(vdτ

 )(vτ     
)(vτ
)(vdτ

  )(vτx
jj

jj
h

0
jj

s1,...,ejjj

jj
h

0
jj

j jλ
ki,
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k

j
p
1

jλ
ki,
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∫∏∫
−−−

∩∈

 

 

dır. 0C >  sabiti, jf, H   ve 0T  bağlı değildir. (4.1.12) eşitsizliğinde 0→**z  iken  

 

  
( ) ( )**

p
**zΓs

**
p

Γs zΓsL

λ

0zGL

λ fD limfD
+→ +

≤  

           [ ]
( )GL

ej

m
jiks

i

N

1k
p

n

ki,jγjλ
ki,

jm

*

 fDb  W C ∏∑∑
∈Σ∈=

−−

≤
0

  (4.1.13) 

 

elde edilir. Bu durumda teorem ispat edilmiş olur.  
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