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AMAC

Bu caligmada amag; L, ve Wp’ uzaylarimi incelemek ve bu uzaylarin daha

genel durumlart i¢in integral gosterimi elde etmektir. Elde edilen integral gosterimi

yardimi ile uygun uzaylarda iz diisiim teoremini ispatlamaktir.



ii

OZET
Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde, ¢aligmada kullanilacak temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, L. uzayr ve ozellikleri incelenmistir. Ayrica L, uzay1

p

yardimiyla elde edilen baz1 esitsizlikler tanimlanmustir.

Ucgiincii béliimde, Wp[ uzay1 incelenmistir. Ayrica L ve Wp/ uzaylarin daha

genel durumu i¢in integral gosterimleri elde edilmistir.

Dordiincii boliimde, daha onceki boliimde elde edilen integral gosterimleri

yardimiyla bu uzaylarda iz diisiim teoremi ispatlanmustir.
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ABSTRACT
This study consists of four chapters.

In the first chapter, main definitions and theorems to be used in the study are

given.

In the second chapter, L space and its characteristics were studied. In
addition, some inequalities obtained by means of L space were defined.

In the third chapter, W: space was studied. Furthermore, integral

. .. / .
representations for a more general condition of L, and W, spaces were obtained.

In the fourth chapter, the projection theorem on these spaces was proven by

integral representations obtained in the previous chapter.
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ONSOZ

Diferansiyellenebilir fonksiyonlar uzayinin ¢esitli 6zellikleri ve bu uzaylar
arasindaki iliski gomiilme teoremleri adi altinda son zamanlarda daha da

gelistirilmistir.

Temel sonuglar 1950 yillarinda S.L. Sobolev tarafindan elde edilmistir.

Sobolev, Q c E"de tanimli genellestirilmis tiirevleri L p(Q) (1<p<o) uzaymmn

elamanlar1 olan ¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in Wp[ uzaymi kurmus ve Sobolev

uzaylar1 olarak adlandirmstir.

Sobolev; fonksiyon integrallerini, potansiyel tipli integrallerin toplami ile
integral gosterimlerini elde etmistir. Bu integral gosterimleri yardimi ile gémiilme
teoremleri elde edilmistir. Elde edilen gomiilme teoremleri kismi diferansiyel

denklemler teorisine uygulanmistir.

Bu alanda yapilan 6nemli bir gelisme S. M. Nikolski’s tarafindan yapilmistir.
Nikolski’s, L, (Q) (1<p<ow) normu altinda Holder ozelligine sahip Hf) (Q)
fonksiyonlar uzayini korumus ve gémiilme teoremlerini olusturmustur. Diger 6nemli
bir gelisme de Agirlik fonksiyonlar uzayinin kurulmasidir. Bu uzaym yardimi ile,
Agirlik fonksiyonlarimin sinirda dejenere olan Kismi Diferansiyel denklemlere
uygulamasi L. D. Kudryavtsev tarafindan yapilmistir. Daha sonra O. V. Besov ve

S. M. Nikol’skii bu metodu gelistirerek genellestirilmis Holder 6zelligine sahip

B;’e( Q) uzayini kurmuslardir.

V.P.I'in integral gosterimleri teorisini gelistirerek koklii gelismeler elde

etmis ve daha genel Wg (Q), B%é(Q) uzaylarinda gomiilme ve iz teoremlerini

ispatlamistir.



Daha sonra S.M. Nikol’skii ve N.S. Baxvalov tarafindan, etken karmasik
tirevli olan yani; karmasik tiirevlerin mertebesi karmasik olmayan tiirevlerin

mertebesinden yiiksek olan ¢ok degiskenli fonksiyonlar uzay1 kurulmustur. Bunlar

S;W(Q) ve Sf)H(Q), (=(¢,,...0,)>0 igin uzaylaridr.

Sonraki asamada A.D. Dzabrayilov tlirev mertebesi n+1 ve 2" serbest

vektorlerden olusan

(L@ ve (L@
k=0

k=0

uzaylar1 kurmus ve incelemistir. Bu uzaylar, BZ,G (Q), w! (Q), SQGB(Q) ve Sﬁ W(Q)

p

uzaylarimin genellestirilmesidir.



1. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve

teoremler verilecektir.
Temel Tanim ve Teoremler:

Tamm 1.1.1.
X bos olmayan bir kiime ve K, reel veya karmasik sayilarin bir cismi olsun.

+: XxX > X

(x,y)—>x+y
SKxXX > X
(a, x) — ox
fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri sagliyorsa X kiimesine K cismi iizerinde bir

vektor (lineer) uzay adi verilir.

Her x,y,ze Xve a,p € Kigin;
1) x+y=y+x
2) (x+y)+z=x+(y+z)
3) VxeX igin x+60=0+x =x olacak sekilde bir tek 6 € X vardir.
4) VxeX igin X+ (— x) =0 olacak sekilde bir (- x) € X olmalidir.
5) vxeX igin l.x=x
6) (x(x+y)=ax+(xy
7) (o+p)x = ox +px
8) (ap)x =a(px)



Tanim 1.1.2.

X bir lineer uzay ve Y, X ’in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Vx,y € Y

ve Va,BeK icin ax +PBy € Y ise, Y ’ye X ’in bir lineer alt uzay denir ( 22).

Tanim 1.1.3.

X ve Y aym1 K cismi lizerinde iki lineer uzay olsun. T: X — Y operatori,
T(ox +By) = oT(x)+BT(y) ; (w.peK vex,yeX)
kosulunu sagliyorsa T ’ye lineer operatdr denir.

Tamm 1.1.4.
Bos olmayan bir X kiimesi ve bir

d: XxX >R,

(x,y)—>d(xy)

fonksiyonu verilsin. Bu d fonksiyonu Vx,y,z € X i¢in ;

Dd(xy)=0=x=y

2) d(x,y)=d(y,x
3) d(x, y) < d(x, z

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde metrik adimi alir. Bu durumda (X, d) ikilisine bir

metrik uzay denir (22)

Tanim 1.1.5.
X bos olmayan herhangi bir kiime olsun. X ’in alt kiimelerinin bir ailesi t
verilsin. Eger t asagidaki kosullar1 sagliyorsa 1’ya X iizerinde bir topoloji, (X, r)

ikilisine de topolojik uzay adi verilir (19).



1) J ,Xen

2) t’daki sonlu sayidaki kiimelerin ara kesiti yine t ’dadir.

3) t’daki herhangi bir sayidaki (sayilabilir veya degil) kiimelerin birlesimi
7 ’dadir.

Kompakt kiime: (X,t)topolojik uzay1 ile A < X verilsin. Eger A ’nin her

acik Ortiisii sonlu bir ortiiye indirgenebiliyorsa A ya kompakt kiime denir.

Tanim 1.1.6.

X bir K cismi iizerinde bir vektor uzay olsun.
|-|:Xx—>R,
x =[]

fonksiyonu Vx,ye X ve Va e K i¢in

D[x|=0<x=0
2) Jax] =]

3) ||x + y|| < ||x|| + ||y|| (licgen esitsizligi)

: ||) ikilisine de normlu vektor

ozelliklerini sagliyorsa X {izerinde bir norm ve (X,

uzay1 ad1 verilir(11).

Tanim 1.1.7.

(X, ||) normlu bir uzay ve bunun iginde bir (x,) dizisi olsun. Her & > o0

< ¢ olacak sekilde €’a bagli bir n, dogal sayisi

icin, m,n > n, oldugunda ||xm -X,
bulunabiliyorsa (x, ) dizisine bir Cauchy dizisi denir. Yani;

X, —X,[<e e (x,) dizisi bir

Ve>0 i¢in dn,eN>3Vm,n>n_ igin

Cauchy dizisidir (22).



Tanim 1.1.8.

Bir (X, ||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X ig¢inde bir limite

. ||) normlu uzayima Tam Normlu Uzay veya Banach Uzay1 adi

yakinstyorsa bu (X,

verilir (22).

Tanim 1.1.9.

Bir (X, ||) normlu uzay ve A < Xolsun. Eger A 'nin kapanisi X ’e esit

(A = Xj ise A kiimesi X ’de yogundur denir.

Tanim 1.1.10.
(X,

)

||) normlu uzaymnin sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa (X,

normlu uzayina sayilabilir normlu uzay adi verilir.

Tamm 1.1.11.
(a,,....a,) ve p=(B,,...0,) Kkath-indeks ise o—B’da kath indekstir.

al=a,la,l..al, seklinde tanimlayalim.

n

— o _ o o Oy
(l|—(11+(12+...+(1n Ve X —Xl .X2 X

Ayni zamanda

o .
D, :a;ISJSn
D=(D,,...D,)
o
D) (x)= 2o

- o oy Oy
0X,'.0Xy*...0X,

com B B



D (f g)(x) = z(‘é‘j DPF(x) D" g(x) (Leibniz formiili)

B<a

olur. o ve  'nin i¢ ¢arpimi;

ap=Ya,p, (1)

Tanim 1.1.12.
G c R"iken R"’deki G ’in kapanisi G ile gosterilir. u, G *de tanimlanan bir

fonksiyon ise u fonksiyonunun support (destegi) ,

suppuz{xeG:u(x);t O}

seklindedir.G 'nin R"’deki smir1 bdryG ile gosterilir. Yani, bdryG= GNG®

seklinde yazilir. Burada;

G°=R" \G:{xeRn :ng}
dir.

x €R" ve G R" ise x’in G ’ye olan uzakligini, dist (x, G) = ing
ye

X — y| ile
gosterilirse benzer sekilde,
F,G eR" ise dist (F,G)= inf dist (y,G)=inf
ye

xeG
yeF

x—y|

yazilir (1).

Tamm 1.1.13.

Bos olmayan X c R kiimesi, f : X — R fonksiyonu ve o € X noktasi verilmis

olsun. Ve>0ve VxeX igin|x - (x| <= |f(x)— f((x] < ¢ olacak sekilde & sayisina

bagli bir 5=6(8)>0 sayisi varsa, f  fonksiyonu X kiimesine gore o€ X

noktasinda siireklidir denir(5(a))



Ve > 0 verildiginde, (a,b) araliklarin kapsadig [a,,b,) ayrik araliklari igin

=

12 71

(a,b,)<d iken Zn: | f(b,)-f (ai)| <g olacak sekilde bir 8=35(g)>0 sayisi
i=1

i=1

varsa, f fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siireklidir.

Tamm 1.1.14.

f:la,b] >R (-o<a<b<w) fonksiyonu verilmis olsun. Herhangi

t,,t, €[a,b] igin;

o

| £(t,)-£(t,) [ < Alt, - t,

olacak sekilde A >0ve o (0,1] sayilari varsa f fonksiyonu [a,b] iizerinde Holder
kosulunu saglar. Ave o sayilar1 sirasiyla Holder katsayis1 ve Holder iistii olarak

adlandirilir. a =1 ise

I£(t,)—£(t, ) <L|t, - t,]

kosuluna Lipsizh kosulu denir (22).

Tanm 1.1.15.

X bir kime ve Ada X’in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. A ailesi

asagidaki kosullar1 sagliyorsa A ailesine X {izerinde bir 2. -cebir denir.

i) XeA
ii) Herbir E€ Aigin E‘=X\E€A
iiiy HerbirneNicin E, €A iken UE, €A

n=1

Tamm 1.1.16.
X bir kiime ve A da X iizerinde bir Y. — cebiri olursa (X,A ) ikilisine bir

olgtilebilir uzay ad1 verilir(11).



Tanim 1.1.17.

(X,A ) olgiilebilir bir uzay ve f:X —R tammlanan bir fonksiyon

olsun.Her a > 0 icin {x eX:f (X) > (x} € A oluyorsa f fonksiyonu 6lgiilebilirdir(11).

Teorem 1.1.18.

a)
b)

£ dlgiilebilir ise [f] de dlgiilebilirdir.

f ve g Olgiilebilir ve reel degerli ise f+g ve f.g’de ol¢iilebilir ve reel
degerlidir.

{f.} olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ise, sup, f,, inf, f limsupf, ve

liminf f, ifadeleri de olgtilebilirdir.

n—owo

f siirekli ve Olgiilebilir bir kiimede tanimli ise o0 zaman f Olgiilebilirdir.

f,R den R ’ye siirekli bir fonksiyon ve g dlgiilebilir ve reel degerli fonksiyon
ise (fog)(x)=f(g(x)) ile tanimlanan “fog” bileske fonksiyonu da
Olciilebilirdir.

(Lusin’s  teoremi): f olgilebilir ve xeA®igin  f(x)=0 ise

(u(A)<oove £>0) geC, (A) fonksiyonu olusur ve

sup|g(x)|£sup|f(x)| ve u{xeR“ f(x)# g(x)}<8

xeR" xeR"

kosulunu saglar (1).

Basit Fonksiyon: R", iizerinde “s” reel degerli fonksiyonun deger kiimesi

sonlu bir reel say1 ise bu fonksiyona basit fonksiyon denir.

Teorem 1.1.19.

A cR", reel degerli bir fonksiyonun olmak {izere A flzerinde f

fonksiyonunun yakinsallik noktasina yakinsayan bir basit fonksiyonlar dizisi { s, }



vardir. f sinirh ise {sn} dizisi diizglin yakinsak, f dlciilebilir ise her {sn} dizisi
Olciilebilir olarak segilebilir. f negatif olmayan reel degerli ise {sn} dizisi her

noktada monoton olarak artan olarak alinabilir (1).

Tamm 1.1.20.

G ’da tanimli bir f fonksiyonunun karakteristik fonksiyonu;

1; xe@G
0 ;x¢G

xG<x>={

seklinde tanimlanur.

Tanim 1.1.21.
E"’de tanmimlanmig, sonsuz diferansiyellenebilen ve smirda sifir olan

fonksiyonlara finit fonksiyonu denir. Finit fonksiyonlar uzay1 C; ile gosterilir.

Ornek 1.1.22.

2_2 . 2
o’-r r<a ;I':|X|= |Xi|

e
0 ;r>a

seklinde tanimlanan sapka fonksiyonu finit fonksiyonuna 6rnek olarak verilebilir.

Tanim 1.1.23

f (x) fonksiyonu herhangi bir bolgenin sinirl alt bolgelerinde mutlak olarak
integrallenebilirse, f (x) fonksiyonu local integrallenebilirdir. f (x)e L (G) seklinde

gosterilir. (G c E")



Tanim 1.1.24.

f ve g iki fonksiyon olsun. Bu fonksiyonlarin konvoliisyonu,

h=(*g)= [elx—y)f(y)dy= [(x+y)ely)dy

ED

seklinde tanimlanur.

Teorem 1.1.25.
f,I= [a,b] tizerinde siirekli bir fonksiyon ve g,I lizerinde integrallenebilen

negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda;

J0) el =r(e) [et)

dir.

Teorem 1.1.26.
X c R"olgiilebilir  bir uzay ve {fn } de negatif olmayan Olciilebilir
fonksiyonlarin bir dizisi ise

j (“un inf £, (x))dx < lim inf jf

n—o

dir.

Teorem 1.1.27.
v, (v)(i=1.2,..,n), lirr(}\yi(v) =0 olan v>0 icin tanimlanan pozitif

azalmayan fonksiyonu gostersin. Burada I,



I, = {X ;a,<x,<b,b —a = wi(v),(i = 1,2,...,n)}
seklinde tanimlayalim. f (x) el (G) ve bir x noktast her v > 0i¢in I ’ye ait ise

1imi|j | £(y)-£(x)[dy=0

v—0 |I
v v

ve hemen hemen her x € G igin

{iglgﬁff(ﬁdyﬁ(X)
vi1

v

olur (8).

10
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2. BOLUM
L’ UZAYI
2.1. I’ Uzay1 ve Ozellikleri

Bu boéliimde, E" n—boyutlu Euclidean uzayr ve bunun smirli olmayan

oOlgtilebilir bir G alt uzayi lizerinde islemler yapilacaktir. G ’de tanimlanan reel f (x)
fonksiyonlarinin yardimiyla L, (G) uzay1 tanimlanacak ve bu uzayin ozellikleri

incelenecektir. Bu uzaymn yardimiyla ¢esitli esitsizlikler ve dagilim fonksiyonu

tanimlanacaktir.

Tamm 2.1.1. L, Uzay1

L,(G)= {f : f 8lgiilebilir fonksiyon,

X)|pdx<oo,lﬁp<oo}

G

seklinde tanimlanan ifadeye L (G) uzay1 denir. Bu uzay altinda tanimlanan norm;

1/p
||f||Lp(G>=||fnp,G=(J|f<x>|pdxj .
G

ve fel, (G)seklinde yazilir (8).

p = w0 oldugunda Lw(G)uzayl elde edilir. Bu uzaymn elemanlar 6lgiilebilir ve

ozellikle sinirh fonksiyonlardan olusur. Bu uzay altinda tanimlanan norm;

—||f|| —esssup|f | (2.1.2)

=inf {c >0 :|f(x] < c}
seklindedir.
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G uzayi sinirh ise bu norm;

.., =tim ], @13)

p—>x©

dir.
LOO(G) uzayimin 6nemli bir alt uzay1 C(G)uzay1d1r. Bu uzayin elemanlar1 G

tizerinde tanimlanan diizgilin stirekli fonksiyonlardan olusur. Bu uzayda tanimlanan

norm,;

| £ ||C(G) = sup | £(x)| (2.1.4)
dir.
i=1,2,...,n igin p:(pl,pz,...,pn),lﬁpigoo, seklinde bir vektor de
alinabilir. Bu durumda E"de tanmimlanan olgiilebilir f (x) fonksiyonlar uzayini

L, (E“) ile gosterirsek bu uzay altinda tanimlanan norm;

e =1l = -]
|| p.E" (P|3P2»-~-’Pn ))E"

Xy || P2:X2 77" H
Pr-Xi PnoXn

1/
Pn Pn
p3/p> Pt

= {j U I£(x)[" dxlj dxz} | dx, (2.1.5)

dir. (2.1.5) ifadesi tanimlanan norm altinda sonludur. f(x,,x,)iki degiskenli

fonksiyon i¢in degiskenlerin siras1 6nemlidir. Yani;

PPy Up, P/, 1/p,

I dx, (J. | f(xl,xz)|pl dle # I dx, [.[ | f(x,,x,)[” dx,
E' E' E'

El




olur.

Teorem 2.1.2.

13

1<p<p' <o ve mesG=IdX<wolmak lizere feLp,(G)i(;infeLp(G)

G

veE
L

)
[£], < (mesG) " ],
oldugundan L , (G)c> L, (G)olur. Yani; p’, p ’ye gomillmiistiir (1)
Ispat:

G G

oldugu ispatlanacaktir.

U | f(X)|pde1/p < (mesG)[‘:"l'] [ 1560 ”'dXJW

Bu ispat icin, temel integral esitsizliklerinde ispati verilecek olan Holder

esitsizliginden yararlanilacaktir. Holder esitsizligi,

p ve p', 1<p<o, l+i,:1 kosullarini1 saglayan iki say1r olmak tizere

p

f(x)e Lp(E“) ve f,(x)e Lp,(En) ise f,(x) f,(x)eL, (E“) olur. O halde;

Ef“ | £,(x)£,(x) | dx < ( [5G de”p ( fer dewpy

E" E"

seklinde tanimlanir.




:( £ |f(x)|"'dx}p (mesG)

2
p

o e o 1 .
esitsizligin her iki tarafinin — kuvveti alinirsa,
p

( “ er dXJUp = ( j ()] dX]W (mesG)‘l”:

G
elde edilir.

Ornek 2.1.3.

L.(G)<, L,(G) ise ||f < (mesG) b ||f ||L; oldugu gosterilecektir.

L,

ispat:
l |f(X)|2dx=u. [ £(x)[ .1de < u |f(x)|z;dxfu 13-32de1'§
oldugundan,

2

[ 1£6x) ax g( | |f(x)|3dXJ3 )

N G

olur. O halde,

U ()] dxji S“ |f(X)|3dxj; (mesG)%

¢ G

elde edilir.

14
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Teorem 2.1.4.
I<p<wigin L, (G) uzay1 Banach uzayidir (1).

Ispat:
i) 1 <p < oo igin ispati yapilrsa;

{u,},L,(G) uzayinda bir Cauchy dizisi olmak iizere

<Lt izip

217

Hip

olacak sekilde {u, } nin bir u,, alt dizisi vardir. Bu durumda;

V()= fu,, () -u, ()

=

seklinde tanimlanir. O halde

(1
||Vm(x)||pgzl(§J<1, m=12...

olur. Baz1 sonsuz x degerleri igin v(x)=limv,_(x) alindiginda Teorem 1.1.26.

m-—oo

yardimiyla,

J.| V(x)|pdx < lim infﬂ Vm(x)|p dx <1
G

m—o0
G

ifadesi elde edilir. Bu durumda, G ’nin i¢ginde hemen hemen her yerde V(x)< o olur
ve
u, (x)+ Z(unﬁ1 (x)—unj (x)) (2.1.7)

=1

serisi G ’de hemen hemen her yerde bir u(x) limitine yakinsar. Ayrica u(x)=0
alindiginda (2.1.7) ifadesinin limiti tanimlanamaz. (2.1.7) ifadesi yakinsak

oldugundan G ’de hemen hemen her yerde
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limu, (x)=u(x)

m—o0

olur.

Diger taraftan {un} bir Cauchy dizisi oldugundan Ve > 0igin en az bir

m,n > N i¢in ||um —u, | <e olacak sekilde N pozitif sayist vardir. O halde teorem

1.1.26.’dan yararlanilirsa,

p

dx

u,, (x)-u, (x)

ﬂ u(x)—un(x)|pdx < I lim

j—>0
G ]

shminfj Pdx <g?
G

jow

u, (x)-u, (x)

n—o iken u=(u-u,)+u, eLp(G) ve ||u—un , 0 olur. Yani L, (G) uzay:

tamdir.
ii) p = co durumunda,

{un}, Lw(G)’da bir Cauchy dizisi ise x ¢ A olacak sekilde Ol¢iimii sifir olan

A c G kiimesi vardir. Vm,n =1,2,... i¢in

u, (x)—u,_(x) | < ” u, _um”w

0, (||

un

0

. }, R ’de smirl oldugu igin u,, A’nin timleyeninde smirli bir u(x)

olur. { u,

n?’

fonksiyonuna diizgiin yakimsar. xeAigin u(x)=0 almirsa, uelL,(G) ve

n — oo iken

u, - u||p — 0 olur. Dolayistyla L. (G)’da tamdur.

Sonugc 2.1.6.

1<p<owigin L, (G) de bir Cauchy dizisinin G {izerinde hemen hemen her

yerde yakinsak bir alt dizisi vardir.



17

Sonugc 2.1.7.
L,(G),

(u,v)= IU(X)WX) dx

i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir. LZ(G) icin Holder esitsizligi tam olarak
bilinen Shwartz esitsizligidir.

[ v)[<]ul,]vl,

Teorem 2.1.8.

I<p<ooigin CO(G) uzay1 L (G)’nin icinde yogundur (1).

Ispat:
uel (G) ve &>0olsun. || u-¢ ||p <g olacak sekilde ¢ e C,(G)

fonksiyonunun var oldugu ispatlanacaktir.

u=u,—u,+ i(u3 -u 4) seklinde alinan her bir reel degerli ve negatif olmayan
u; (ls j<4 ) fonksiyonlart ig¢in, H P —u; H <Z (l <j< 4) olacak sekilde
p

P € CO(G) fonksiyonlarin oldugunu kabul edilirse;

|u—+¢,—ilgs -4, <o

olur. Buradaki u reel ve negatif olmayan bir fonksiyon olarak secilir. Diger taraftan

Teorem 1.1.19°dan bir {s, } dizisi igin 0 <s_(x)<u(x) oldugundan {s, } e L,(G) dir.

(ux)-s, (x))’ <(u(x))’ oldugundan bolgesel yakinsakliktan L, (G)’da s, — u dir.
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||u-s||p <§ olacak sekilde se{s,| secebilirizz. Bu durumda s sabit ve p<oo

oldugundan s’nin destekleyicisi sonlu yogunluga sahiptir. Ayrica her x € G ’igin

s(x)=0 alinabilir. Teorem 1.1.18 (f) kullanilirsa,

VxeGigin | g(x)|<|s |, olacak sekilde ¢ € C,(G) fonksiyonu elde edilir

P
ve mes{x € G :s(x)# @(x) | < [ﬁ] olarak yazilir. Teorem 2.1.2°den
s

|s—¢ ||p <[s—¢|, (mes{xeG:s(x)=¢(x)})* <

yazilir. Sonug olarak;

€ €&
jo=gl, =lu-s+s=g], <u-s|, +fs=4], <5+ =¢

2 2

elde edilir.
Teorem 2.1.9.

I<p<Lowigin L, (G) uzay1 ayrilabilir bir uzaydir. (1).
Ispat:

m=1,2,... icin

Gn = {X e G : dist(x, bdryG) > 1 ve |X| < m}
m

oldugundan Gm, G nin kompak bir alt kiimesidir. P,R" rasyonel — karmagik

katsayilara sahip olan tiim polinomlar kiimesini gostersin ve G 'nin karakteristik

fonksiyonu y i¢in,
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P {xamf:feP}

olsun. Bu durumda P_, C(_m) de yogun ve |JP, sayilabilirdir.

m=1

uel?(G) ve £>0ise || u-—¢ ||p < % olacak sekilde ¢ € C,(G) vardir. Ayrica,

-1

1 < dlst(supp¢, bdryG) ise || gp—f ||OO < %(mes G )? olacak sekilde f eP  vardir.
m
Sonug olarak,

— \
-t < 8-t mestaf <
yazilir ve buradan

Ju=tl,=lu-g+g-1], <[u-g], +|g-f], <>+ =e

elde edilir. Dolayisiyla |JP,, sayilabilir kiimesi L (G)’da yogundur ve L, (G) uzayl1

m=]

ayrilabilirdir.

Tanim 2.1.10.

Olgiilebilir bir G  kiimesi iizerinde tammmlanan f fonksiyonu,
E" \ G iizerinde sifir degerini alan E" ile genisletilirse,

fel, (G), L, (G) icinde siirekli olmasti i¢in, her € > 0 i¢in

|| f(x+y)-f ||ij“ <g

olacak sekilde 6 > 0 sayist olmalidir. Burada

n 172
|y|=(zyfj <
i=1

dir.
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2.2. Temel integral Esitsizlikleri:

Bu kisimda p sayist p e [l,oo] ve 1 + i, =1 alinacaktir. p'=oiken p=1ve
p

p'=1 iken p=ooolur. Ayrica n-boyutlu uzayda p:(pl,pz,...,pn),
p’=(p'1,p'2,...,p;1) ve pne[l,o], i=12,...ndir. p=(p,,pyr-sp,)s ve

q= (q 15 Qasesdy )Vektér olarak alinirsa bu vektorlerin toplamu,

p+q=(p,+q, +p, +qpsPy +q,) ve p2q(p>q) almdigmdan p; > g

1=1,2,...,nolur.

2.2.1. Holder’s esitsizligi
1

o0, —+i,:1 kosullarin1 saglayan iki say1 olsun.
p

f(x)e Lp(E“) ve f,(x)e Lp,(E“) ise f,(x) f,(x)e Ll(En) olur. Yani;

IA

pvep,l<p

EU f,(x)f, (x)] dx < [[ £, ()" dx]l/p (j £,(x)[" dx]w 2.2.1)

ED ED

yada

JIEe)Ee) <] ], 141,
o

seklinde tanimlanir (22).

Ispat:
(2.2.1) esitsizligi p=1ve p=oco durumlar i¢in agiktir. 1<p <oo igin ispat

yapilmadan once asagidaki esitsizliklerin dogru oldugu gosterilmelidir.
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p,p'eR” \{1} ve l+l,:1 olmak {izere Vu, veR igin

P P
D>l ", "
i) p>1ise juv|<—+— (222)
P P
p 1

i) 0<p<lise[u V|z%+% (223)
dir.
Ispat:

i) u>0 vev >0 oldugunu varsayalim. o = 1 (0 <a<1) olmak tizere
p

p(t)=t"—at ; te(0,00)

fonksiyonunu incelendiginde Vt e (0,0) igin go’(t):(x(t“’l —1) oldugundan ¢(t)
fonksiyonu (0,00) araliginda maksimum degerini t=1 noktasinda alir. O halde

vt € (0,0) igin @(t)< (1) oldugundan,
t —at<l-o=t"—1<o(t-1)

p
ifadesi yazilabilir. Bu esitsizlikte t = Y olarak alinirsa,

elde edilir.
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ii)ifadesinin ispati da benzer sekilde yapilir. (2.2.1)e§itsizligin ispatini

yapalim.
AP = (I | f, (x)|pdx] ve BY = J‘ | f,(x) |p' dx olsun. A ve B sayilarindan biri sifir ise
E" E"

(2.2. l)esitsizliginin dogru oldugu agiktir. A >0 ve B> 0oldugu varsayildiginda ve

Ejﬂ ( [IEG)r del/p u|fz(x) "'dx]w

Holder esitsizliginin dogrulugu ispatlanir.

2.2.2. Ters Holder esitsizligi:

0<p<1igin p':Ll<0 ve feLp(E“) olmak tizere
p_

0< I |g(x)|p,dx<oo

E"

olsun. Bu durumda,

Ejn [£0x)glx)fdx > [I () |de}”" (I | 2(x)[" dXJW (2.2.4)

E" E"

olur (1).
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Ispat:
fge Ll(En )olur. Aksi takdirde (2.2.4) esitsizliginin sol tarafi sonsuz olur.

¢:|g|_p Ve\|/=|f g|p alirsak gé\|/=|f|p olur. Eger q:l>l ise y e Lq(E“) ve
p

o =—pq',q'=ﬁ ise ¢eLq,(En>

olur. Asagidaki ifadeye Holder esitsizligi (2.2.1) uygulanirsa;

fleoras= [ obonts s fleo)es | | [lwsirax | <l o],

E" E"

[ F1sttoas | [ ]t d]

E" E"

elde edilir. Boylece,

esitsizligi ispatlanmis olur.

2.2.3. ikiden fazla fonksiyon icin Hélder esitsizligi

) .. 1 1 1 )
1=1,2,...,migin 1<p, <o ve —+—+...+ — =1 olmak iizere f, eLp_(E“) 1se
pPi P Pn ‘

f(x)..f (x)e Ll(E“)olur. Bu durumda ya,
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J. |f1(x)f2(x) fm(x)|dx <

E"

s( [1£&) pldx] (“fz(x) "de] [ | |fm(x)|p‘“dxj : (2.2.5)

ya da,

i
i=1

m
< TIf]
A tip;
1 i=1

seklinde yazilabilir.

2.2.4. Toplam icin Holder esitsizligi
(2.2.1) esitsizliginde, f,(x) ve f,(x) sonlu degerli fonksiyonlar olarak

alinirsa integral yerine toplam sembolii kullanilir. Toplam i¢in Holder esitsizligi,

N N VAN ' 1/p'
b, |s[z| ” |Pj (z| b |pj (<psw)  (26)
i=1 i=1 i=1

seklindedir. Burada N bir dogal sayidir (22).

2.2.5. Minkowski’s esitsizligi
1<p<oo igin f,(x),f,(x)e L, (E“) ise f,(x)+f,(x)e L, (E“) olur. O halde

If, +f2||p <|If, ||p +||f2||p (2.2.7)

esitsizligi yazilabilir (8).

Ispat:
6+ 6, = [, + 6, |+ £, <|f, + £, (£]+]F.])

=| ||+ £, |6 |+ £,
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[ £+, 0= [ [£,()+£,(x)] dx
4

ED

< J. | f, (X)” fl(x)+ fz(x)|p_l dx + j | fZ(X)” fl(x)+ fz(x)|p_1 dx

1 11
() ve (II) ifadelerine Holder esitsizligi (2.2.1) uygulanirsa;

1p'

[[1,60)+£,(x)"dx < ( j I, (x)|pdx]”p ( j 1£,(0)+ £,(0) ™" dx}

ED

+[ Ej £, (x)[" dx]l/p[ [ 1,60+ £,() [T dx]l/p’,(p—l)p’=p

()00 an SL G d} [ fleeeor d}

1/p’

+[ Jler d] ( [15 )0 dX]
) (Ej ) 100 deW [( [ |f1(x)|pdel/p+U | £,(x) de]”p

ED E"

111

ve esitsizligin her iki tarafi (III) ifadesine boliiniirse,

[J 6,6+, dx]l‘i' [ I f1<x>|de]”‘° ( [166) dJ | ( _;:1]

E" E" E"

elde edilir. O halde
I+ ], <[], +[f-]

esitsizligi ispatlanmistir.
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2.2.6. Ters Minkowski’s esitsizligi
0<p<I icin f,(x)f,(x)e LP(E“) oldugundan

[E]+1E] ], 2 6], +E-, (228)

olur.

Ispat:
Lp( “)’de f, =f, =0olursa asikar ¢oziim elde edilir. Aksi takdirde sol

taraftaki ifade sifirdan daha biiyiik olur. (2.2.8) ifadesine Ters Holder esitsizligi
(2.2.4) uygulanirsa,

L1811, = ORI RGN (1. £(x) e

Z[I|f1<x>|+|f2<x>|“’“"" dXJp (I, +IE) + (@-1p=p)

E"

([User 500y o] 1, o)

P
=il +[ed (e, 1))

»_
e+l 7 216, +Ie],

elde edilir.
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2.2.7.

(2.2.7) esitsizligindeki p reel sayis1 vektor olarak da secilebilir. Bu durumda,

1<p<ooigin f eLp(E“) (i=1,..,m) ise

>t

i=1

< Z”fi I, (22.9)
P =

esitsizligi yazilabilir.

2.2.8. Toplam i¢cin Minkowski’s esitsizligi
(2.2.7) esitsizliginde, fl(x) ve fz(x) fonksiyonlar1 sonlu degerli olarak

alinirsa integral yerine toplam sembolii kullanilir. Toplam i¢in Minkowski’s

i

esitsizligi,

Z QL
j=1

J gi(i\au\pjpa (1<spsw) (22.10)

seklindedir. m, N birer dogal sayidir.

2.2.9. Genellestirilmis Minkowski’s esitsizligi

(EX XE, ) "nin tizerinde f(x,y) 6l¢iilebilir fonksiyonunu tanimlanirsa

jf(x,y)dy < I || f(x,y) ||p’EXdy , (ISpSoo) (2.2.11)
Ey Ey

p.Ex

esitsizligi elde edilir. Yani;

J

EX

1/p

1/p
dx | < {“f(x,y)r)dx} dy
y

Ey \ E,

p

[t(xy)dy

Ey

dir. Sag taraftaki ifade sonlu olmalidir. Aksi taktirde esitlik durumu gegerli olmaz.
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Ispat:

p =1 icin Fubini’s teoremi elde edilir.

2.2.10. Fubini Teoremi

f(x, y) fonksiyonu (Ex X Ey) lizerinde taniml1 olsun.

j {I | f(x,y) | dxj dy <oo ise J.f(x, y)dx ve J.f(x, y)dy integralleri vardir.
E Ex Ey

Ey

X

Bu durumda,

J

E,

J|f(x,y)|dx

EX

dy:J‘

EX

Jt(ey)dy

E,

dx (2.2.12)

olur.

p = i¢in ifadenin dogru oldugu aciktir. Bu durumda 1< p <o i¢in ispat1 yapalim.

s(x) = J.f (X, y) dyveg(x)eL, (EX) olarak alinirsa,

Is(x)g(x)dx < I| g(x)|| s(x)|dx < I | g(x)|{j| f(x y)|dy} dx

= [dy [| e[| £(x y)] dx

I

olur. (I) ifadesine Holder esitsizligi uygulanirsa esitsizligin ispati elde dilir.

1/p

EX

j s(x)g(x)dx < J.dy ( j |g(x)|p' dx} [J |f(x,y)|p dx}

y

A

= ||g||p, J. || f(X, y) ||p dy (A herhangi bir sayidir)
Ey
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2.2.11.
Genellestirilmis Minkowski’s esitsizliginde (2.2.11) f(x,y), fonksiyonu

m

yerine [ f(x,y) ] ve p= B olarak almirsa daha genel bir ifade elde edilir.
v
O<p<v<oo ve f (x, y) fonksiyonu (Ex X Ey) tizerinde Olgtilebilir bir

fonksiyon ise,

v 1/
u u
v

I[“f(x,y”” dyjH dx| < [J‘|f(x,y)|V de dy

EX

1/p

< I(“f(x,y)r dx}v' dy

EX

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin norm altinda yazilimi

J (1) )dX} <[ J eI, )}

E, E
6oy, |, < 691 - (2.2.13)
” f(X ’Y) (wv)(E, E,) < ” f(X’ Y) (va)(E,.E,)
seklindedir.
2.2.12.
Genellestirilmis Minkowski esitsizliginde (2.2.11), p reel sayist vektor olarak
alinirsa;
[tx.y)ay| < []f(x.y)],, dy (2.2.14)
Ey p.E, Ey

esitsizligi yazilir. m = n i¢in
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<

[y dy

Ey

jdyn | Jdys | [£Cy )dy, (2.2.15)

.E] .E}
P1-Ex [ P2,Ex, - ,Ein

p.Ex

dir.

2.2.13. Young esitsizligi

p,g,reR, 1<p<q<Lo0, 1—l+l=l icin E' iizerinde tanimli tek
p q r

degiskenli (x) ve K(x) fonksiyonlari, f e L (El) ve Ke Lr(El) olmak tizere

()= (f*K)() = [ £(y)K(x —y)dy

seklinde I(x) fonksiyonunu tanimlayalim. O halde

[, <

f (2.2.16)

T

olur (8).
Ispat:
a) q=o durumunda r=p' alindiginda (2.2.16) esitsizligi Holder

esitsizliginin bir sonucudur. Bu durumda ispat q < oo i¢in yapilir.

b) q < ikenp,q ve r sayilari arasindaki iligki 3 farkli sekilde incelenebilir.

i)l<p<q,r<q i) 1=p<q,r=q iii) p=q, r=1

[FK|= Qf|p K[’ )/q K| e 2.2.17)
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fonksiyonu seklinde yazilabilir.(2.2.16) ifadesinin sol tarafindaki norm ig¢indeki

integral ifadesine 3 fonksiyon i¢in Holder esitsizligi (2.2.1) uygulanirsa,

. r p I 1 1
b, =9, p,=p = r’ P;=——

—+—+—=1
1—— 1-P Pi P> Ps
q

0

()| = [ Ik [y = [ (e

K

IRRLEEY

1—1 1—
q

o) [J [|Kr'2jlré dxj | {J (|fr-3]1p2 dy]

ay [k

k=]

K

<(f 1

=l
o

K

LI |

= (e ik
S

< ([ [ ay) (x|
1), <[] £) [ K(y-x)

1—
T

N /q _r P
ay)" K] I

q
p

e ([ 1£0)F ey ([ [KGy-)] ax)*
S (] [ rPay )7 (1K)

LS B
a el s el K f]
r p p P

elde edilir.(ii) ve (iii) durumlar1 da benzer sekilde ispatlanir.

r
q

=[x

= [

1r
"dx )rq
=[K

r
q =||K
iy

T

2.2.14.

(2.2.15) esitsizliginin yardimiyla ve (2.2.16) esitsizliginin n— boyutlu uzaya
uygulanmasi diisiinerek,

p=(pspy) 9= Qo ) 1= (5000t ),



I(x)= f“f(Y)K(y— x)dy

fonksiyonu tanimlayalim. Bu fonksiyon yardimiyla,

I, <K, I, (2.2.18)
esitsizligi yazilir. Ozel olarak q = pigin
1, <, e,

yazilabilir.

2.2.15.Hardy’s esitsizliginin genellestirmeleri

© Ip
.., [ J|f<x>|pdxj B~ (0.0) 0210
0

seklinde f fonksiyonunun normunu,

1<p<q<o, a#0, y>0, feLp(EL)ig:in

X7 L
Fw(x)z jf(y)y " ody, a>0 (2.2.20)
0
ve
2 L
F,(x)=[f(y)y " dy, a<0 (2.2.21)

fonksiyonlarini tanimlayalim. Bunlarin yardimi ile

1 u
a| B
<y {MJ ||f||p’El+ (2.2.22)
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n
n= 1—l —i—l p=1ve q=x ise Ll esitsizligi tanimlanir.
P q o]

Ispat:
I1<p<qg<o ve § sayist 0<d< |a| olsun. (2.2.20) ve (2.2.21) ifadelerine

Holder esitsizligi (2.2.1) uygulanirsa,

v lp v 1p'
| X +(a- ! 1 1
bl 1o o] [Tyema] (Ll
0

p p

v 1/p
<C, xleon [ [ty dy] , a>0  (22.23)
0

Foo=[f0)y y*y " dy , 0a<0

- 1/p o 1/p’
S{ [1EG)" vy d}’J [ [yt dyJ

1/p
<C, x@o ( j [f(y)[ y*" dy] , <0 (2.2.24)

1

elde edilirve C, =[(a—y)p'[¥» , C, =[- (a+y)p']_$ dir.

(2.2.23) esitsizligine  Genellestirilmis  Minkowski  esitsizligi  (2.2.11)

uygulanirsa;
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<C, T | f(y)|p yor TXISM dx | dy
0 1
y’/

1
<C, C, ||f||p,E1 (a>0) (0 <y<x'isey’ <x olur.j
olur. Benzer sekilde (a < 0) igin yapilirsa,

iy
q
X FOw

<C,Glf] ,  (a<0)

1
q.E,

1
elde edilir. Burada C, = (8yq) s seklindedir.

!

o
C,,C,veC,sabitlerindeki &= |I_p
p +tq

olarak alinirsa (2.2.22) esitsizligi elde
edilir.

l=p<gq<w (é = Oj icin (2.2.22) esitsizligi Genellestirilmis Minkowski’s
esitsizliginden elde edilir.

I<p<q=o i¢in (2.2.22) esitsizligi (2.2.23) ve (2.2.24) esitsizliklerinden
elde edilir ve burada 6 =0 dir.



2.2.16.

I<p<q<Lo,a>0,vy>0, u=1—1+l, feLp(EL)Ve

p q

—l—u —iﬂxy 2
h(y,x)=y " x ¢ {l}
1

ise
® 1 K
[ fy)h(y,x)dy| <y © [EJ I£1,
0 q.E! a :
olur.
2.2.17.
1<p<L o, B;tl icin,
h 1
F(X): jf(Y)dy D B >—
0
ve

o0

F(x)=[f(y)dy. B<%

fonksiyonlarini tanimlayalim. Bu durumda

1

e H, e <

p.E!

]

p.E!

1

o

esitsizligi yazilir.

(2.2.25)

(2.2.26)
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B> 1 icin ispati yapalim. y=xt=>dy=x dt (y =xiset= 1) degisken
p

degistirmesi ve Genellesmis Minkowski’s esitsizligi (2.2.11) kullanilirsa,

X

x? [f(y)dy

0

1
jf(xt) x P dt

0

p p

1

<[ e ) fae = [ e
0

© —

1

t[3—1—;4—1 1
- ml [xe] = 1 [t ]|
p p

elde edilir.

Benzer sekilde B < 1 icin ispat yapalim. y=xt=dy =x dt (y =Xxiset= 1)
p

degisken degistirmesi yapilip ve Genellestirilmis Minkowski (2.2.11) esitsizligi

kullanilirsa,

x! T f(y)dy

I f(xt))(B+1 dt
1

p p

<Jlxr e a=] ¢ fxor] a
1 1

tB717$+1 " |
— —ﬁ+lf — —ﬁ+lf
] -]
p p

ispati elde edilir.

2.2.17. Cebysev’s esitsizligi

f (x) azalmayan ve g(x) artmayan birer fonksiyon olmak iizere bu

fonksiyonlar [a,b] arahiginda 6lgiilebilir olsun.
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Bu durumda,

J iots)ans U f(x>dxm g<x>dxj 0227)

olur.

Ispat:

seklinde bir (o(x) fonksiyonu tanimlayalim.

b ~
b 1 a If(x)dx = f(X)[a,b] —>f(x) fonksiyonunun eela,b] araligindaki

ortalama degeridir. Bu durumda

a<x<eisep(x)<0 ve e <x <bisep(x)>0 ifadeleri yazilabilir. O halde,

o9 00 Tt o = )y oo

a

I

j‘g(x)f(x)ﬁ biajig(x)dx _]if(x)dx

olur.



2.2.18. Hardy - Littlewood esitsizligi

1<p<q<oo,p:1—l+l icin feLp(El)Ve
P q

I(x)= J f(y) dy

n
ey =]
seklinde I(x) fonksiyonu tanimlanirsa,

1, < K(p.a)l], (2.2.28)

esitsizligi yazilabilir.

Ispat:

Once,

I(x)< j[fz(y)pyré-(‘-il Il Iy - x|”]dy

El

esitsizliginin dogru oldugu gosterilmelidir. (X) fonksiyonunun ortalama degeri

oldugu i¢in bunun yardimi ile

x| 1 1
1 1 1
(F)) < w jfp(Y)dy = f(x)<[2x|"» ”f”p(f\x\,\x\) <|x["v ]

Ix|

p.E

yazilir.

L P e P
p(y)< oyl o ], = 6]+ <oyl oS e

P 1

)=y

38
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I(x)= _[f(Y)|X —y| ™ dy

p
< J-fq (y)|2y|_11>[1_2j ||f||:§ |y— X|_H dy (H =1 _l+lj
E! P q
P
= 2" |f IIL% [ra)ly—x" " dy (y=tx=dy=xdt)
E]

P
=2 efa [0 (oo)]ox - x| i xdt
E]

p
e ||f||:§ [ (oe—1" f" at *)
El

(*) ifadesine Genellestirilmis Minkowski esitsizligi (2.2.11) uygulanilirsa

[1G)], <
1/q

» q
<2v! ||f||;‘§ {j [ Jee (e)fe—1"[¢" dt] dx}

E, E,

!
< v ||f||;§ fle=1" |t|“'l[jf"(tx)dx]q dt

E! E,

<2 e fle=1 g aeel
El

<om ( fle=1 fy dt]||f||;-i+21
El

elde edilir. Burada
Kp.q)=2"" [l "¢ a
El

olarak alinirsa esitsizligin ispat1 elde edilir.
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2.2.19.

(2.2.28) esitsizligindeki p ve q reel sayilar1 yerine ;_)z(pl,pz,...pn) ve

q= (ql,q2 ,...qn) seklinde vektorler alinabilir. Bu durumda 1<p<q<o ve

I<p, <q, <o olur. O halde, A, pozitif sayist i¢in,

u:ixi[l—i+1J (i=1,2,..,n)

pi q

birsayive f e (E“) olacak sekilde

fonksiyonlarini tanimlayalim.

[, = <1l

yazilir. Burada C bir sabit sayidir.

2.2.20. Yardimci 6nerme
a>0,0<u<l1,1<r<o ve ur' >1 igin ¢(x) fonksiyonu E' (0,0)

izerinde taniml1 azalmayan bir fonksiyon ve (o(x) el (EL) olmak {iizere,

I= Tgo(x)|x - oc|7”dx <Ca

0

1
4=
r

1 [ 1/r
ol . <Ca 7| [|p(x)] dx
r,E,

0

esitsizligi yazilir.



Ispat:
(p(x)azalmayan bir fonksiyon oldugundan,

o

2a
j¢(x) x—a["dx > I(p(X) x—a[" dx

0

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlikten yararlanilirsa;

00

1 Jols)bx—of*ax <2 o —al* ol )fx—of”
0 0 20
I, I

elde edilir ve (Il) ifadesine Cebysev’s esitsizligi (2.2.27) uygulanirsa

o

I (x)= J.(p(x) x—o| "dx < % T¢(x)dx iﬁx —a " dx
0 0 0

%/_/ %/—J
I, I,

" x—()t|7H+1 T |
rde - o e r(OQ)OLI*“
l_u 0 I—H '

1 e 11 1 1
- Wy I N L
l—p r(0.0) ror r r'

yazilabilir. O halde,

1)<[ ot

elde edilir. Iz(x)ifadesine de Holder esitsizligi (2.2.1) uygulanirsa,

1/r - l’
rdxj (“X - a|_”r' dx]
20
1
© 1 r
-d
r(a,oo) [.([ X — 0 pr XJ

0

L) - o) "< [ o)

20

| —

@

< (ﬂ olx) rdx]”r (jﬁx o™ de <

o o

1
®© 1 r’
as0) [f Fd"] =|

1

_l_l+7,
=Ca T

x

<

? 4

@

r(a,oo)

1

1
-ur'+1 i —
ur'+l o\ AT
= a |
) | 1oy : 1-pr’

4

41

r(a,00)



42

esitsizligi elde edilir. O halde,
I(x) <2 Il(x)+ Iz(x)

esisizligindeki ifadeler yerlestirilirse,

T
I(x)<2—o0 *
l-p

el
T
{0) +Cua

4 ®

r(a,oo)

1—(0,(1) r(O,a)

1 1
- (li+cja . 7 =C,n M Q (C, sabit bir sayidir)
-

elde edilir. C ve C, birer sabit sayidir.

2.3. Zayif Ve Giiclii Tipli Yar:1 Lineer Operatorler

Tanim. 2.3.1. Dagilim fonksiyonu

f (x) fonksiyonu E" {izerinde tanimlanan Olgiilebilir bir fonksiyon oldugu
icin |f (x)| >t olur ve x noktalarindan kurulan bu o6l¢iim u(f;t) seklinde

gosterilebilir.

u(f;t)= mes {x :| f(x)| > t}

Buradaki p= u(f;t) fonksiyonuna | f (x)| ‘in dagilim fonksiyonu denir. fel, (E“)

oldugundan asagidaki ifadeler yazilabilir.

i) p(fit)<t™® I | f(x)|p dx

o
ii) J.|f(x)|pdx=poftp"l u(f;t)dt , I<p<w
E" 0

Ispat:
i)

‘[ | f(x)|p dx Z{J }| f(x)|p dx >tP u{x:|f(xx > ‘[}:‘[p u(f;t)

olur.
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ii)
p =1 i¢in Fubini’s teoreminden (2.2.12) yararlanilirsa ,
I£(x)) % %
[1£G) dx=[ [ dtdx=] [uix:|f(x)}>tfdx=[n(f:t)dt
E" E" 0 0 E" 0

l<p<o igin

u(fp;t)=‘ {X:‘fp(x)‘>t}‘=‘{x:|f(x]>%}=u(f;%)

yazilir. Bu ifadenin yardimiyla

I| f(x)["dx = Tuﬂf p;t)dt :Tp[f;t;J dt = thp‘l u(f;t)dt
E" 0

0 0

olur. Yada

[1G)[ dx = | (f(f)dthdx:Tdtp{j dx:Tptf’"u({x;|f(x)|>t})dt

E" E" >t}

seklinde de gosterilebilir. Norm altinda,

i, {p e uteoa @3

seklindedir.

Ornek 2.3.2.
[O,l]arahgl tizerinde tanimli ve Slglimii p olan f (x) =1-x? fonksiyonu igin

incelersek;

;o t>1

e R N
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o
j«/_dt+j0dt——)|=3
1 o 3
—+1
2
1 31
Il x? dx X - X—| g
0 30 3
o halde
1
Jl x? dx J-«/ t dt
0
olur.

Asagidaki ifadeler sonlu oldugundan tiim f (X) fonksiyonlarin olusturdugu

kiimeler M ile gosterilecektir.

Lo=suptfu(fit)]”, 1<p<oo
P O<t<oo

_ =esssup | f(x)|
- o

(2.3.1) ifadesinin integral araligi (0,h)’a daraltip ve p(f;t) nin monotonlugu

dikkate alinirsa,

£l <!,

, 1<p<w

esitsizligi yazilabilir.
Bir fonksiyon uzayindan baska bir uzaya tanimlanan A operatoriine yari

lineer operatdr denir. f, ve f,tanim kiimesinde tanimlanan iki fonksiyon ise bu

fonksiyonlarin toplami olan f, +f,’de tanim kiimesinde tanimlidir ve f,, f,’den

bagimsiz bir N sabiti olusur. Bu durumda,

|A(F, +1,) [ <X (|Af | +|Af)] )
olur.

N =1ise A operatorii alt lineerdir.
Yari lineer bir A operatdrii ( ,q) ya da gli¢li ( ,q) tipindedir. L, (E") den

L, (Em)’e tanimli ve f ’den bagimsiz bir K sabiti varsa,
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Al <K, . - vE <L, (E")
q, P,

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin yerine daha zayif bir esitsizlik,

|atly, <K, vieL,(E)

almabilir. Bu esitsizlik (p,q) tipinden zay1f bir operatordiir. Bu durumda en kiigiik

K sayisia A’nin zayif (p,q) normu denir.

Teorem 2.3.3. Marcinkiewicz teoremi
) 1 1- 1 1-
1<p,<q, <o (1=1,2), ql;«r&q2,0<r<1,—=—1:+i ve —=—1:+i
p b, P> q q, q,

olsun. Bir A yari lineer operatorii sirasiyla K, ve K, normlarina sahip (pl,ql) ve

(p2 ,q, )benzer olarak zayif tiplidir. A operatoriinden giiclii tip olan (p, q)

|Af] o SMKTK]

E™ T

f||p,En

esitsizligi elde edilir. Denklemde M:M(r,x,pl,ql,pz,qz), f’den bagimsiz ve

p,»9q,,P,,q, birer sabittir. Ayrica, €>0 i¢in T€ [8,1 - 8] sinirli olur.

Ispat:

notasyonlari kullanilarak o - diizleminde (a,,B,) ve (a,,B,) noktalarmni birlestiren

dogru pargast B, #B, i¢in 0<B<a<1 iliggeninde bulunur. Teoremin bu dogrular

her (a, B) i¢c noktalari, A operatorii [l,%j icin gli¢lii tiplidir.
o
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q, #© ve q, # durumlar icin ispat yapalim. Belirlilik i¢in 0 <, <f, <1

varsayalim.

i o <a,,

i argf,

f eL, oldugu diisiiniilerse, sabit ¢>0 i¢in |f|£c ve f,=e , diger

durumlarda f, =f oldugundan f, =f —{, seklinde tanimlayalim.

if,|=min(fl,c) ,  |f]=[f]+]t]

feL, oldugu i¢in f, e L/ ve f, e L/ dir. Sonug¢ olarak g, =Af,

1 ]
ay LY}

g, =Af, ve g=Af oldugunu varsayalim. Boylelikle

g < N(|g1| +ga| )
varsayimi bulunur. O halde

& (2.3.3)

P>

(2N 6) < plg )+ plg ) <K CO6 "+ KE ¢

f2

(2.3.3) ifadesini sag tarafindaki elemanlar c’ye bagldir. Ispatin daha genel

kosullar i¢in ¢ > 0 alinir.

u(f;t)=p(f;t) ; O<t<c
u(f;t)=0 ; t<c
u(fy;t)=p(fit+c) ; t>0

notasyonlar1 alalim. (2.3.3) ve (2.3.1) denklemlerinden asagidaki esitsizlik elde

edilir.



47

¢ a/p
H(g;zx t) K&t o {J.hp'lu(f;h)dh}

0

0

q2/p2
+K® 9 plh {j(h )= (fh)dh}

C

e
E#£0vea>0iginc= (lJ alip ve (2.3.1) ifadesi son ifadede kullanilirsa,
a
e = af e mlgst)de = (28) qf t*" (2N t)de
0 0

. |G
<(@8)' q K pi® [t [hn p(fh)dh | dt

0 0

a/p

q2/py

+K® qz/pzjtq“*z jhpz w(f;h)dh | dt
&)

elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafina Minkowski esitsizligi (2.2.7) uygulanirsa,

/
a/py P/

© (é)lé . PI/q
ol [ u(fh)dh | dep < j hP! fh){.[tq'l'q' dt} dh

0 0 ah®

1 P (g )2 % ety U
= @ @ j h @ u(:h)dh  (23.4)
q,—q 0

/
a2/p, P2/qz

© © aht P2/4s
ferrol [ae T u(gh)dh | dtp < jhpz (f:h) { ftq o dt} dh
0 5
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P2/4s 9% | © s 2Q'Clz
_| 1t apz[ -] [ R e u(Eh)dh (2.3.5)
q-49,

esitsizligi elde edilir.
h’in bileseni olan & , (2.3.4) ve (2.3.5) ifadelerin her ikisinin son

integrallerindeki (p - 1) ’e esit olsun. Yani,

seklinde secilecek ve sonuglari birlestirilecek olursa

lef; <
QD a2
< (28) q{K? (&Jp' (Lj 0™ [fm + K (&]” (Ljaq-% f'nt (23.6)
p q,—9 P p q-9, ’
elde edilir.
q; 9z ]%7%1

o= Klfll—‘h K;lz—‘h ||f|

p
92—
p

alindiginda (2.3.6) ifadesinin sag tarafindaki her iki kisim agisindan, K,, K, ve ||f ||p

degerleri uyusacaktir ve

ai/py q2/p>
M® =(28)" q P P

_l_
4 -9 q-9;

seklinde olacaktir. Bdylece teoremin gosterimi elde edilir.
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ii) o, >0,,
1. durumda oldugu gibi ayn1 M katsay1 ile teoremin gdsterimi elde edilir.

iii) o, =a,,

||g||::(2N)qq{j j}tql (g2Nt)d
0 c
< oxy {(ngn )J ats{Jel, ) e a
0 ! c
c o

) { ! ;c“‘}
q-9, ql_q o

q 92

q1—92 |g qQ2—q;
Mq] qu

elde edilir.

alinirsa,

qu(zx)qq{ L, 1 }

-9 q-9,

ile teoremin gosterimi elde edilir.
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3. BOLUM
3.1. SOBOLEV UZAYLARI VE GOMULME TEOREMLERI

Fizik ve mekanigin baz1 matematiksel problemlerini iceren kismi diferansiyel

denklemlerin sinir deger problemlerinin ¢dzimleri, L, uzay1 ve onun alt uzaylarinda

olmadigi tespit edilmistir. Bu problem S.L. Sobolev tarafindan 1950 yilinda

cozllmiistiir. Sobolev, fizik ve mekanigin diferansiyel denklemlerinin ¢éziimiiniin

klasik uzaylarda degil, kendisi tarafindan kurulan W'? (G) uzaylarinda oldugu
sonucuna varmig (¢ dogal sayilari, 1<p<o ve G, R" simrh bir bdlge) ve

W?(G) sobolev uzaymi kurmustur. (tanim 3.1.1).

Sonraki yillarda bu uzayn ¢esitli tiirleri O.V.Besov, S.M. Nikol’skii ve V. P.
Il gibi yazarlar tarafindan elde edilmis ve bu uzaylarda gémiilme ve iz teoremleri

ispatlanmistir (7(d), 24, 17).

Sobolev gomiilme teoremleri, fonksiyonlarin ve onlarin tiirevlerini igeren
integral gosterimi yardimiyla ispatlanmistir. Bu integral gésterimi metodu V. P. II’in
caligmalar1 ile daha da gelistirilmistir. Ayrica teorem farklar cinsinden de
incelenmistir. Bu integral gosteriminin en Onemli avantajlarindan biri, bir x
noktasinda verilen bir fonksiyonun degerinin, tepesi x noktasinda olan sinirli bir
koniden olusmasidir. Bu yontem, daha genel acik kiimeler (bolge, yildiz kosulunu
saglayan kiimeler, koni 0zelligine sahip ag¢ik kiimeler ve /- boynuz kosulunu
saglayan kiimeler) lizerinde tanimli fonksiyonlardan olusan fonksiyonel uzaymin

arastirilmasinda rol oynar.

Sobolev ilk gomiilme teoremlerini G = R" bolgelerinde, DPf tiirevlerinin q
mertebeden toplanabilirligini veya onlarin diisiik boyutlu manifodlara dahil oldugunu

ispatlamistir.
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Son yillarda gomiilme teorisi ¢ok farkli boyutlarda bir¢ok matematik¢inin
caligmalariyla gelisme gdstermistir. Bu da teoreme ilging, 6nemli ve yeni uygulama

metodlar1 kazandirmistir.

S.M. Nikol’skii H;(E“),K z(ﬁl,...,én) 1<p <o seklinde yeni bir gdmiilme

teorisini gelistirmis ve ilk olarak genellestirilen bu gomiilme teoremlerini diisiik
boyutlu manifodlarin bir kisitlanisina uygulayarak elde etmistir. Bu metod

trigonemetrik polinomlar veya iistel tipteki tam fonksiyonlarin yaklagimina dayalidir.

Sobolev uzayindaki fonksiyonlarin iz 6zellikleri ile ilgili problemlerden elde
edilen ilk kesin sonuglar, p = 2 i¢in Aronzajn ve ondan bagimsiz olarak V. M. Babic,

L.N. Slobedeckii ve Freud ve Kralik tarafindan elde edilmistir (2,26(b),10).

Slobodeckii, p = 2 i¢in anizotropik Sobolev uzaylarinin W, (E“) tamamlama teorisini

gelistirmistir. Buradaki ¢ = (EI,...,E n) hem tamsay1 hem de kesirli fonksiyonlarinin

diferansiyelidir (26).

Gagliardo, 1<p <o igin sobolev uzayindaki fonksiyonlarin izlerini, E"’in
(n—l) boyutlu bir kesiminde ¢aligma yapmistir (14). O.V. Besov yaklasim
metodlarin1 kullanarak B;,e( “) seklinde yeni bir uzay gelistirmistir. Hf; uzaylari

gibi gomiilme teoremlerine gore kapali bir sistem formunda ve Sobolev uzaylar ile

yakin bir iligki igerisinde oldugunu belirtmistir (8(a)).

Calismanin bu boliimiinde Sobolev uzay1 tanimlanmis ve Sobolev gomiilme
teoremleri verilmeye calisilmistir. Ayrica bu gomiilme teoremlerinin ispati igin

kullanilan integral gosterimi yontemi tanitilacaktir.

Tanim 3.1.1.

p. mertebeden integrallenebilen ve ¢. mertebeden genellestirilmis tiireve

sahip olan fonksiyonlarin uzayma Sobolev uzay1 adi verilir ve Wlf (WM) seklinde

gosterilir. Bu uzayin elemanlari normlardir.
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{—(.mertebeden genellestirilmis tiirev __ 1,p,G . n
Wpﬁintegralin toplam mertebesi - W (G (Sll’llrh bOlge) cR )

|9 sobolev uzay1

W!(G)= {f: f(x)eL,(G).D"f(x)eL,(G) ve 1<|a|< ¢}

[l 0) = s =l )+ 3 | D
1<]aj<r

(3.1.2)

L,(G)

”f"wf-p(a) Z{i |f|p dx + z J' H Dot

o<t G

1/p
pdx} , 1<p<w

”mwmfwfmmn+Z:D%‘ ﬂdzafuh+m+ag
e
o=/
p = ise
[£ly:0 = max [D*],

Ornek 3.1.2.

(3.1.2.) esitligin sag tarafindaki integral o 'nin 6zel bir durumu i¢in

incelenebilir.
|0L| =a,+0a,, /=2vef (x1 ,xz)ahmrsa, % + % <1 olur. (1< |0L| </ esitsizligin sol

tarafi ihmal edilmistir ).

~0 -1 2 -0

nr T ot 2 & of 5 0T o0
o, = a, =1 0x,0%, a, = 0X,

%) a, =1 ﬁ 5 a,=0 0°f 6)(11—2 a_2f
a,=0 0o, a,=2  0x; o, = ox;}

o halde
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Y [[peflax, dxz_jfdx dx +j dx, dx +j dx dx +j dx dx +j dx dx +j

0<fa<2 G 2 1

olur. a =2 i¢in

ZJ. dxldxzzj. of dx, dx +j dx dx +j dx, dx,
loj=2 G G ox 8x 1
olur.
Teorem.3.1.3.
1<p<oo igin WP (G) uzay1 Banach uzayidir (8).
Teorem.3.1.4.

1<p<oo igin WP (G) uzay1 ayrilabilir bir uzaydir (8).
3.2. Gomiilme Teoremleri

Tanim 3.2.1.
E ve F iki normlu fonksiyon uzay1 olmak iizere,
i) E ’nin tiim elemanlar1 F ’de olacak

ii) f ’den bagimsiz bir C sabiti,

£l < <llel vicE

kosulunu saglarsa E,F’ye gomiilir ve E C,F seklinde gosterilir. Ayrica E ,C
gomiilmesinden de sz edilebilir. Bu gomiilme; V f € E olacak sekilde Lebesque
kiimesinde Ol¢limii sifir olan bir f fonksiyonunun disinda siirekli fonksiyonlara

yaklastirmasi ile saglanir. Bu durumda, f fonksiyonu siirekli vef ’den bagimsiz sabit

bir A sayisi olusturarak

dx, dx,
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£l <A Il

seklinde kosul saglanir.

Bu tanim, E <, F gomiilmesinin sinirh birim operatére veya Euzayindan F
uzayma kisitlanan operatdre denk oldugunu gostermektedir. O halde varsayim su
sekilde degistirilebilir. Sinirhi ve siirekli genellestirilmis D* diferansiyel operator,

E’den F’ye aliirsa,

D*f

- <Clfl;

seklinde olur. Bu D : E —,F ile gosterilir ve gdmiilme teoremi olarak adlandirilir.

Bu gomiilmeye siirekli gomiilme adi da verilir. Yani; D®operatorii, E sinirh

kiimesini F smirli kiimesine doniistiiriir (1).

Sobolev uzaylarinda karakteristik gOmiilme, analizde 0zellikle kismi
diferansiyel ve integral operatdrlerin calismasinda ¢ok yararhidir. WP (G)

uzaylarinda en Onemli gomiilme ozellikleri bir tek teorem adi altinda bir araya

getirilmistir. Bu da Sobolev Gomiilme Teoremleri’dir (28, 23, 14).

Teorem.3.2.2. Sobolev Gomiilme Teoremleri
G, R"’in tamim kiimesi ve G"da, G ile k- boyutlu ve n — diizleminin
kesigiminden elde edilmis bir kiime olsun (ISkSn). Bu yiizden G"= G dir.

Ayrica j ve ¢ negatif olmayan tamsayilar olarak alinacaktir ( I<p <o ) (1).

i) G koni 6zelligine sahip ise o zaman asagidaki gdmiilmeler olusur.

a) /p<nve n-/p<k<n olsun. O halde;

W (G) e, Wi(GH), psqs—P (1)
n—/p

olur . Ozel durumda
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W (G) ,WH(G), p<q<—> 2
n—/p

yadaj=0 icin

WP (G) =, L'(G), p<qs—2P 3)
n—/p

olur. Ayrica p=1 ise ¢/ <n i¢in (1) gdmiilmesi k =n-/ igin olusur.
b) /p=n olsun. O halde; her bir k, 1<k <n i¢in

W (G) e, WiH(G*) , p<q<w )

dir.Ozel durumda (j=0)igin
W (G)=,'(G) p<q<o (%)
olur. Ayrica, p=1 ve £ =n igin (4) ve (5) gomiilmeleri q = oo igin olusur.
W(G) =,.C4(G) (6)
CL(G)={ueC!(G):|a|<j igin D"u,G iizerinde simrhdir}

= max sup ‘D"f‘

0<el<j xeG

”f”ch(G)

¢) /p >nolsun. O halde;

WP (G) =, CL(G) (7

olur.
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ii) G, giiglii local Lipschitz 6zelligine sahip ise i)’nin ¢) ifadesi asagidaki gibi olur.
d) /p>n>(/-1)p olsun. O halde;

Wi (G) =, ¢*(G) . 0<A</- (%j (8)

D*f(x)- D“f(y)‘

[£lc ) = Ells ) + max sup Xy
X#Y
olur.
e) n=(¢-1)polsun. O zaman
W (G) L CHG)  0<a<l )

olur. Ayrican=/-1 ve p=1 ise (9) ozelligi A =1 igin de saglar.

iii) W - uzay: altindaki gomiilmeler ve W, — uzayindaki gdmiilme karsiliklar ile

saglanan keyfi tanim kiimelerinde de i) ve ii)’ deki tiim sonuclar gecerlidir.

Sobolev gdomiilme, genelde gomiilme ve iz teoremlerinin ispati i¢in integral

gosterimi yontemi kullanilmaktadir.
3.3. Integral Gosterimi

Bu kisimda kullanilacak bazi terimler tanitilacaktir.
k= (k1 ko sen ko, ) negatif olmayan vektor i¢in

-3k

k-1=(k,-1,....k, —1)
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yazilir.k,,i=1,2,...,n i¢in negatif olmayan tamsayilar ve x = (xl,xz,...,xn), E" de
bir vektor ise
kl=k!. .k !

k k k
X' =X,.X,

n

xf =)
x = (xl,...xi_l, XM,...,XH)

dir.
A= (Xl,...kn), 1=1,2,...,n i¢in A, >0 ve v pozitif sayis1 i¢in,

I, =1,0); (0=(00...0))

e = (0,...,0, 1,0,...,0) (x; eksenine ait birim vektor)

1
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ifadeleri de tanimlanabilir. Ayrica,
D, f(x)=D, f(x) ve D f(x)=D" f(x)
seklinde yazilabilir.

Q, cE",Q, cE" seklinde iki kiime olsun. Q,+€Q, seklindeki aritmetik
toplam;

Q+Q,={y:y=x,+x,,x,€Q,,=i=1.2}
seklindedir. Benzer sekilde x,E"’de bir nokta ve Q kiimesi i¢cin x +Q, x—-Q

ifadeleri de tanimlanabilir.
3.3.1. Fonksiyonlarin Ortalamasi

Bu kisimda verilen bir f fonksiyonun ortalamasini alinmasi i¢in bir islem
tanitilacaktir. Bu islem sonsuz kez diferansiyellenebilen bir fonksiyonlar dizisinin bu

fonksiyona yakinsamasini saglayacaktir.

Tanim.3.3.3.1.

K(x), destekleyicisi smirli ve E"’de olan sonsuz kez diferansiyellenebilen

bir fonksiyonu gostersin. Yani; K e C;’(E“) dir. Ayrica K(x)

[K(x)dx =1 (3.3.1)

ED

ve supp K = S(K) c 1, kosullari saglasim.
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Ornek 3.3.1.2.
2pz(m)2
K(x)=qne’ a0 <p(x,0) <t
0 p(x,a)>r

fonksiyonu 6rnek verilebilir. Buradaki o =(a,,...,a, ), p(x,0)= (Zn]xi - oci|2j ve W

i=1
sabiti (3.3.1) kosulunu saglayacak sekilde segilebilir. suppK, r yaricapli ve o

merkezli bir gemberdir. r ve o uygun durumlar i¢in diizenlenebilir.

1=1,2,..,ni¢in A, >0 olacak sekilde X:(Xl,...kn) ve v’de pozitif bir say1
olmak tizere;

K, (x)=v" K (x:v*) (33.2)

fonksiyonu E"’de sonsuz defa diferansiyellenebilirdir ve onun destekleyicisi

S.(K)c1,

S, (K)={x:(x:v*)es(K)} (3.3.3)
seklindedir. (3.3.1) ifadesi geregince,

J.KV,\ (x)dx = J.V_W K (X ; Vx)dx = IK(X)dX (3.3.4)

E" E"

G, E" in olgiilebilir bir alt kiimesi ve f,G de tanimlanan bir fonksiyon

olsun. Ayrica E"\G iizerinde f =0 ve f fonksiyonu Ll"“( “)’e ait tim E"’ler
tizerinde alinacaktir. O halde f fonksiyonuna karsilik, ortalama cekirdegi K ve

ortalama parametresi v" olan bir ortalama fonksiyon tanimlanacaktir. Bu
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f, (x): v J.“f(x + y)K (y : Vk)dy

=y jnf(y)K ((y-x): v*)dy (3.3.5)

dir.

Burada f ; (x)fonksiyonu, siirekli ve E"’deki tim mertebeden tiirevleri

icinde siireklidir. Ornegin; o, negatif olmayan tamsay1 alindiginda keyfi

1

o= ((xl,....,an) icin,

Dif, (x)=(=1)" v [e(y)DK((y-x):v*)dy  (3.3.6)

ED

olur.

3.3.1.3. Yardimci Onerme

p= (pls"'opn) igin fe LP(G) ise

£,

<[], [, (<p=o) (3.3.7)

lim It - pr =0 (1<p<o) (3.3.8)

olur.

Ispat:

(3.3.7) ifadesinin ispatin (3.3.5) ifadesinde tanimlanan f ; fonksiyonu ve

Young’s esitsizligi (2.2.16) yardimu ile yapalim;

f.

v

<V RG], =K1, e,

(3.3.8) ifadesinin ispat1 icin (3.3.4) ifadesindeki tanim geregince



61

fv)‘(x)—f(x)zvfm J. [f(x+y)—f(x)]K(y:Vx)dy

EM

elde edilir. Bu son ifade icin, Genellestirilmis Minkowski esitsizliginden (2.2.11)

yararlanilirsa,

f. (x)—f(x)”p <y I ‘ K(y:vx)‘ ||f(.+y)—f||pdy
5.4 (k)

< ysgp|| £+ y) = [, [,

bu esitsizlik elde edilir.

Bu esitsizlikte, f fonksiyonunun genis bir acidan siirekliligi alinir ve tanim

(2.1.10) kullanilarak (3.3.8) ifadesi elde edilir.

fe ngc (G)(1<p<w)ise L';’C(G)’mn icinde f, — f olur. F,G "nin kompakt
bir alt kiimesi olsun. O halde yeteri kadar kiiciikk v i¢in F+Iv)~ kimesi G’nin T
kompakt alt kiimesinin ic¢inde yer alir (f eLp(T)). Daha sonra bu esitsizlik

temelinden,

|t -], =5 tCy)-01,, K]

elde edilir. Bu ifade ortalamanin siirekli lizerindeki teoremi anlamina gelmektedir.

Bu durumda v — 0O iken H f, (x)— f HPI — 0 olur.

(3.3.8) denklemi genel olarak saglanmaz. f, acik G kiimesinde diizgiin

siirekli ise,
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lim H f,- wa,U =0 (3.3.9)

v—>0

olur. Burada,

U={XIXGG,X+SV)~(K)CG,O<V<6}

seklindedir. Yukarida yer alan islemler yardimu ile

fV}“ a f”oo,U : yessl??K)" f( + y)_ f ||00,U ||K||1

elde edilir. G ’deki f ’in diizgiin siirekliligi ve bu esitsizlik (3.3.9) denklemini saglar.

3.3.1.4. Yardimci 6nerme
G, E"’ in agik bir alt kiimesi ve f, p>1 igin Ll]‘)’C (G)’ye ait olsun. Bu
durumda, hemen hemen tim x € G ’ler i¢in

limf , (x)="f(x)

v—>0 VY

olur.
3.3.2. Genellestirilmis Tiirev
Burada genellestirilmis tiirev sobolev agisiyla tanitilacaktir.

Tanim 3.3.2.1.

fve y, E"’nin agik bir alt kiimesi olan G iizerinde local toplanabilen iki
fonksiyon olsun. Sonsuz kez diferansiyellenebilen, destekleyicisi sinirlt ve G ’de
olan bir ¢ fonksiyonu alalim. k=(k1,...,kn) (k, > 0olacak sekilde tamsayilar

alinacaktir) i¢in
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[ 1) e (x)dx = (=1 [£(x)¢" (x)dx (33.2.1)

G G

elde edilir. Burada y, f fonksiyonunun genellesmis tiirevidir ve bu tirev G ’de
tanimlidir. Bu tiirev;

alMf

=f*=Df=— —
* ox}r...oxke

seklindedir. Ozellikle y ve y,iki genellestirilmis tiirevler ise (3.3.2.1) ifadesi ayni

zamanda y, icin de gegerlidir. y den y, 1 ¢ikarirsak,

[G-x0)pdx =0

G

elde edilir ve ¢ fonksiyonun keyfiliginden y ve y,’ler G iizerinde denktir.
f (x), G i¢inden |k| mertebesine kadar siirekli tiirevlere sahip ise parcali

integrasyon formiilii uygulanarak f (x) icin (3.3.2.1) denklemi elde edilir. Sonug
olarak genellestirilmis tiirev siirekli tlirev ile c¢akisir. Tanim geregince
genellestirilmis tiirev, f* diferansiyelinin mertebesine bagl degildir. Ciinkii siirekli

tirevlere sahip herhangi bir mertebeden diferansiyellenebilen ¢ fonksiyonu ile

islem yapilabilir. [§]

Genellestirilmis tiirevin baz ozellikleri

)

1) f, ve f, fonksiyonlari fl(k) ve fz(k seklinde genellestirilmis tiirevlere sahip

ise ¢, ve c, sabitleri i¢cin cf, +c,f, lineer bilesiminin clfl(k) +czf2(k) seklinde
genellestirilmis tiirevi vardir.

2) fin genellestirilmis tiirevi aa—f=x ve y’in genelesmis tiirevi de o

X X,

seklinde ise o zaman f fonksiyonu,
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seklinde genellestirilmis tiireve sahiptir.

. . . of ’f
3) fin genellestirilmis tiirevi 0 ve ise bu durumda;
0X, X10X,
of | . ey e
ifadesi nin x;’e gore genellestirilmis tiirevidir.
0x, 0X, 0X,

4. Genellestirilmis tiirevin tanimindan anlasilacag: gibi; f ® G iizerindeki
bir f fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi ise G 'nin G’ olacak sekilde herhangi

acik alt kiimesindeki f fonksiyonunda genellestirilmis tiirevi olur.

3.3.2.2. Yardimc1 Onerme

f, G bolgesinde tanimlanan bir fonksiyon ve 1<p <o i¢in LISC (G) 'ye ait
olsun. Ayrica {f i }, G ’de tanimlanan ng° (G) ait bir fonksiyonlar dizisi ve 1< q <
icin f j(k) € ng° (G)genellestirilmis tiirevlere sahip olmak iizere ng° (G)' de j > « iken
f,—f ve LY(G)’de i,j— wicin (f (k) —£®)= 0 olsun. Bu durumda f fonksiyonu

G’de f¥e L'(G)olacak sekilde genellestirilmis tiireve sahiptir ve j—> o iken

L*(G) de £ — f® olur.

3.3.2.3. Genellestirilmis tiirev ile ortalama arasindaki iliski

Acik bir G kiimesi iizerinde tanimlanan L' (En )’e ait bir f fonksiyonu f (k)

seklinde genellestirilmis tiireve sahip olsun. Bu fonksiyonun ortalama fonksiyonu,

£, (x)=v" [f (¥)K((y-x):v*)dy

seklindedir. $imdi DEf , (x) bulalm. (f, e C*(E"))
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D];ka (x)= v _[f(y)D];K((y -x): v )dy

= (—I)M y M _[f(y)Dl; K((y—x):vk)dy

dir.

K((Y— X)Z Vx) fonksiyonu y fonksiyonu gibi davramr. x+S ; (K) kapali
kiimesi disinda yok olur. Eger kiime G ’nin iginde ise K((y—x): Vk) fonksiyonu
(3.3.2.1) formiiliindeki G ’de sinirh bir destekleyiciye sahip bir ¢ fonksiyonu olarak

(k)

almabilir. O zaman f, " seklinde genellestirilmis tiireve sahip oldugundan

(3.3.2.1) formiiliin yardimu ile,

Difvx (x) = V_W .[Dkf(y)K((y — x): Vk)dy

yazilir. Yani,
D (f, (x))=(D*f),: (x) (3.3.2.2)

olur.
Bu son esitsizlikten de anlasildigi gibi, tiirevin ortalama fonksiyonu ile

ortalama fonksiyonun tiirevi,

UZ{XIXEG,X-FSV,\(K)CG}

kiimesi lizerinde cakisir.

3.3.24.
(3.3.2.1) tanimina denk olan genellestirilmis tiirevin farkli tanimlar1 da
mevcuttur. Burada sadece Sobolev ve bir fonksiyonun mutlak siirekliligi bakimindan

genellestirilmis tiirevin varligina deginilecektir (24).



66

f, acik bir G kiimesi iizerinde,

ot
ox i

1

Dif =

seklinde genellestirilmis tiireve sahip ise G iizerinde f’ye denk bir y fonksiyonu
olusur. Bu y fonksiyonu, G tzerindeki hemen hemen her yerde k, mertebeye kadar

x; ’lere gore genellestirilmis tiirevlere sahiptir ve

a\l] akiflw

-1
0X;

Ox

) gessey

i

seklindedir. Tim sabit x = (X 0n X5 X X,)e G" oldugunda (Gm X, =0

1o Rigloeees

hiperdiizlem {tizerindeki G ’nin dik izdiigiimiinii gosterir.) G ’de tamimlanan X,
degiskenlerinin her hangi [a,b] kapali araligindaki mutlak siirekli fonksiyonlar i¢in
i) D f mevcut
i) peC;(G)
1i1) x; =sabit ile ¢ ’nin destekleyicisinin kesisimleri [a,b]’nm icinde
ise;

be‘;f pdx, =(-1)" b DY f)o dx, (3.3.2.3)
J£D; J ot

ifadesi gergeklesir.

[xi,xi + kit] dogru pargast G ’nin i¢inde ise

1

A (DS E(x) = D3 (x + te, )~ D (x) = [ D8k + Ce, )

esitligi 0 <s, <k, —1 durumunda s, 'nin her mertebeden tiirevleri i¢in gecerli olur.
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Yukaridaki denkleme birkag ardisik islem uygularsak

t t

AL () ()= o[ DEF(x (G +. G )d Gy

0 0

%f_/
k;tane
(3.3.2.4)
formiilii elde edilir ve
AF(OF (x)=A,(t)... A, (t)f (x)
k;tane
k; )
=Y CL(=1)"" f(x+jte;) (3.3.2.5)
=0
olur. (3.3.2.4) ifadesinin yardimu ile asagidaki esitsizlik bulunur.
ki -1 Ky
AN () f(x)[ <t [[DRF(x+Le|dg  t>0 (3.3.2.6)
0

3.3.2.5. Genellestirilmis lineer diferansiyel operator

a:(al,...,(x ) negatif olmayan tamsay1 koordinatlarina sahip bir vektor ve

n

D= (D1 ,...,Dn) seklinde tanimlayalim. Bu durumda,

D*=D;"...D;"
(DY (1) pr
P(D)=>C,D"

ifadeleri yazilabilir. Son yazilan ifade karmasik veya reel sabit katsayili bir

diferansiyel denklemi gostermektedir.
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Acik bir G kiimesi iizerinde local olarak toplanabilen bir f fonksiyonuna,

G ’deki genellestirilmis lineer diferansiyel operator P(D)uygulanabilir. Ancak bir
peCy (G) fonksiyonu i¢in G {izerinde local toplanabilen bir y fonksiyonu

olusursa,

uygulamasi yapilabilir.

O halde P(D)f =y almirsa yukaridaki denklem

[ PD)f(x)¢ (x)dx = [ £(x)P(=D)g (x)dx (3.3.2.7)

seklinde de yazilabilir.
3.3.3. Diferansiyallenebilen Fonksiyonlarin integral Gosterimi

f, local toplanabilen bir fonksiyon olmak iizere bu fonksiyon i¢in ¢ekirdegi

Q ve ortalama parametresi v* (A sabit vektor) olan f_, (x)=f(x,v)’de f ortalama
\Y%

fonksiyonu olusturalim. Ortalama f (x,v), ayn1 zamanda v >0 igin v parametreli

siirekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olarak da almabilir.

Bu yiizden Newton — Leibnitz formiilii yardimiyla 0 <& <h olacak sekilde

keyfi € ve h igin,

| %ka (x)dv (3.3.3.1)

denklemi elde edilir. Bu denklem tiim temsilleri elde etmek icin kullanilacak olan

baslangi¢ denklemidir.
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Uygun bir ortalama ¢ekirdek Q segilirse, (3.3.3.1) denklemindeki son terimi
integraller cinsinden veya f fonksiyonunun genellestirilmis tiirevleri ya da f
fonksiyonlariin sonlu farklari cinsinden gosterilebilir. Bu yiizden 6zel bir temsilci

elde etmek i¢in ¢ekirdek QQ oldukga onemlidir. f fonksiyonu (3.3.1.3) ve (3.3.1.4)

Yardimer Onermeleri saghiyorsa €>0 icin f.’nda f’e yaklagir. (3.3.3.1)

denklemindeki € — 0 ise ihtiya¢ duyulan f fonksiyonun integral gosterimini elde

edilmis olur.

3.3.3.1. Cekirdek Q(x)
Once ortalama gekirdek olan Q(x)’y1 elde edelim.

K(X) , (3.3.1) sartin1 saglayan bir fonksiyon oldugundan

[K(x)dx =1 (33.3.2)

EM

ve KeCj; (E“) dir.  Tanimlanan  K(x) fonksiyonundan yararlanarak

Q(x ) fonksiyonu olusturabiliriz. K(x) fonksiyonu belirtilen 6zelliklere sahip ayrica

yeni baz1 6zelliklere sahip olabilir. Oncelikle;

O(x)=D!| ——— [K(z)0 (x—z)dz (3.3.3.3)

seklinde tanimlayalim. Buradan k=(k,,....k, )i¢in kiler yeterince biiyiik dogal

sayilar ve G(X j)

seklinde tanimlanan Heaviside’s fonksiyonu asagida belirtilen 6zellige sahiptir.



e(t):{l ;t>0

0 ;t<0
Ayrica Qe Cy (En) ve supp Q c S(K) dir. Simdi,

J- Q(x)dx =1

(3.3.3.4)

oldugu gosterelim. 11k olarak Leibnitz’s ¢arpiminin tiirevi formu geregince,

k;
D™ % I K(z)6 (x - z)dz
s,

elde edilir. Burada,

s=1

T(x)= 3 CxD: [ ] K(z)@(x—z)dz]

seklindedir ve J, delta fonksiyonudur.

70
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Baz1 a degerleri i¢in supp K < I, oldugundan |xi| >0, i¢in T, (x)z 0 olur ve

Efl Dy {@ii), Ef K(z)6 (x - Z)dz} dx,

X; =00

_ [j K(z)e(x-z)dzm(x)}

Xj=—00

_ EI K(Z)[H (g (x, —zj)] dz (3.3.3.5)

denklemi elde edilir.

(3.3.3.4) denklemin sol tarafinda yer alan integral gosterimi ardisik integral

seklinde yazilip ve (3.3.3.5) formiilii n- kez ardarda uygulanirsa,

J.Q(x)dx: J. K(x)dX:l

E"

elde edilir. Q fonksiyonu (3.3.1) ifadesinde agiklanan ortalama cekirdegim tim

sartlarin1 saglar. O halde Q fonksiyonu ortalama g¢ekirdek olarak alinabilir.

A= (Xl,...kn), i=1,...,n icin A, >0 ve oldugunu varsayalim ve v pozitif bir
say1 olsun. Bu durumda,

Q. (x)=v"alx:v") (3.3.3.6)

fonksiyonu E"’deki x noktalarina gore sonsuz diferansiyellenebilen bir
fonksiyondur. Ayrica (3.3.3) esitliginde tanimlanan S ; (K) igin suppQ , =S, (K)

yazilabilir.

[o,x)dx=[valx:v)dx= [Qx)dx =1 (333.7)

ED ED
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va (x) ‘nin tlirevi v parametresine baglidir. Bu tiirev,

< (HG)Q(XJV-M_Zj)}dz}_’“ AT DR (V) (33.3.8)

~ k-1
ti(x)sz_k*e*{(XA Xi IK(ZI,...,Xi,...,Zn)

X[H 09 (x, -z, )sz(”} (33.3.9)

seklinde tanimlanir.

(3.3.3.8) formiiliinden anlagilacagi gibi Q , (x), v’ye gore tirevleri n
fonksiyonlarmin toplami seklinde gosterilebilir. Bu n fonksiyonlarin her biri x;

degiskenlerine gore k, —1 mertebeden sifir momentlere sahiptir. Bu 6zellik asagida

belirtilen durumlarda ¢ok sik kullanilir.

f fonksiyonu, rNi (x) fonksiyonunu destekleyicisini igeren bir G bélgesinde
tanimlandigimi diigiinelim ve G ’de genellestirilmis Di f tiirevine sahip olsun. Bu

sekilde,
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[£(x) DX 7(x)dx =(-1)" [DI f(x)D5" 1,(x)dx (¢, <k) (333.10)

elde edilir. Burada yer alan genellestirilmis tirev D" 1,(x)’in yerine ¢(x)

fonksiyonu alinirsa (3.3.2.1) denklemi elde edilir.

3.3.3.2 Fonksiyonlarin tiirevleri cinsinden integral gosterimi
E" icindeki G bolgesinde tanimlanan f fonksiyonu, f e LIOC(G)’ye ait ve

genellestirilmis tiirevleri de G ’de olsun. Bu bolge acik baglantili bir kiimedir.

f fonksiyonunun ortalamasi igin, Q(x) ortalama ¢ekirdekli ve v*ortalama

parametrili bir fonksiyon alalim.

fvx(x)zvfmji f(x+y)Q(y:VK)dy (3.3.3.11)

Burada k:(kl,...,kn), i=1,..,ni¢in A, >0ve v>0 dir.

(3.3.3.11) denklemindeki fonksiyona (3.3.3.1) formiiliini uygulayalim.
(3.3.3.8) esitliginin yardimiyla,

2 5= [ty Sl ey

= =3 f(x+y) DEaly:vt)dy
i=1 ED

elde edilir. Boylelikle,

hog .
f.(x)=f, (X)+I v dVIf(X—i—y)Df‘ ri(yzvx)dy (3.3.3.12)
€ E"

i
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esitligi elde edilir. 1=1,...,n i¢in ¢, keyfi negatif olmayan tamsayilardir. 1=1,....,n
icin ¢, <k, dir. Cekirdek Q ’da goriilen k;sayilari yeterince biiyiik secilebilir.
(3.3.3.10) denklemi kullanilarak ve (3.3.3.12) denkleminin y’ye gore integral

dontistimii alindiginda,
(S R Y W W Sy e A B}
D, ri(y.v )—V DD, ri(y.v )

ifadesi elde edilir. O halde

h n
£,()=1£, (x)+ [ Yv 7 av [ Df(x +y)z(y: v*)dy (3.3.3.13)
2

e i=l

olur. Buradaki;

t(x)=(-1)"ADN " 1(x) (i=1,..,n) (3.3.3.14)

1 1

dir.

(3.3.3.13) denklemindeki & ve h* parametreleri ortalama fonksiyonlarin fark
degerlerinin temsilleri olarak kabul edilir ve bu fonksiyon x noktasindaki koordinat

yonlerindeki integralleri cinsinden genellestirilmis tiirevleridir.
(3.3.3.13) denkleminde & — 0 iken asagidaki esitlik elde edilir.

n

f(x)=1,(x)+ e dVJ‘Df‘f(X+y)ri(yzvk)dy (3.3.3.15)
-1 fo

h

© Ly

1

(3.3.3.15), formiiliin sag tarafindaki elemanlar1 anlamli kilan kiime ig¢indeki

hemen hemen her x icin gecerlidir.
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Bu ifadeyi biraz daha agiklayalim, supprt, < S(K) oldugunu kabul edelim.

(3.3.3.15) denklemin sag tarafindaki ifadelerin integrali asagidaki kiime iizerinde

ayni gibi goriintir.

S(K.,Ah)= | S.(K) (3.3.3.16)

0O<v<h

Sonug olarak; X+S(K, k,h) kiimesindeki noktalarin, f fonksiyonunun ve

onun tiirevlerindeki degerler alinirsa, (3.3.3.15) denklemin sag tarafi (3.3.3.15)

denklemin temsillerin destekleyicisi olarak goriiniir.

G, f fonksiyonunun tanim kiimesi olmak tizere,
U={x:xeG,x+S(K,A\,h)c G} (3.3.3.17)

seklinde tanimlanirsa (3.3.3.15) denklemin sag tarafindaki ifadeler U kiimesindeki

tim x’ler icin gegerli olur. Ayrica Yardimci Onerme (3.3.1.4) geregince
feL(G) (p=1ligin) oldugu igin G ’nin hemen hemen her yerinde ve U ’nun

hemen hemen her yerinde ¢ -0 iken f; (x)— f(x) olur. (3.3.3.13) denkleminde

€ >0 iken U kiimesindeki hemen hemen tiim x ’ler i¢in gegerli olan (3.3.3.15)

esitlik elde edilir.

(3.3.3.15) formiiliin uygulamalarinda, K fonksiyonunun destekleyicisi

koordinat a¢ilarindan birinde kabul edilecektir.

b>0, i=1,..,nicin a, #0 ve

o. o.

1 1

1
S(K)c {x 250, 1< (X—J <1+b (i= 1,...,n)} (3.3.3.18)

olsun. Bu durumda,
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s(K,x,h)stj

0<v<h Q; Q;

1 1

= {x:£>0, v<[ﬁj i<(l+b)v (i_l,...,n)} (3.3.3.19)

elde edilir. V(%) bolgesi b’yi asan ve h yarigapinin %-boynuzu olarak adlandirilir.

(3.3.3.15) formiiliin en Onemli uygulamalarinda Xzéolarak alinir.

(i=1,..,n i¢in Ki=€i). O zaman /-boynuzu X+V(€) degisimi (3.3.3.15)

1
gosteriminin destekleyicisi yerine geger. ¢, =/, =...=/(_alimirsa V(E), ¢ -boynuzlu

bir konidir.

Ayni zamanda (3.3.3.15) denklemin sag tarafindaki ifadeler, f(x)’in tim

denklik fonksiyonlari i¢in herhangi bir x noktasinda aynidir. Bu yiizden tiim denklik

fonksiyonlariin siiflari temsilleri gibi davranir.

Sonug olarak, (3.3.3.15) denklemi iyi bilinen sobolev esitsizligidir. Ciinkii
(3.3.3.15) denklemi belirli dereceden bir fonksiyonun ve onun tiim tiirevlerinin

integralleri cinsinden fonksiyon temsillerini verir (28(a),(b), 18 )

3.3.3.3 Bir fonksiyonun diferansiyel polinomlar: seklinde temsili

o= (0.1 yeres an) negatif olmayan tamsay1 bilesenlerine sahip bir vektor olsun.

E=(&....8,)

b_0
0X;

D=(D,,..,D, ) olmak iizere

& =g B
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(e =(-1)e

D*=D",...D

n

seklinde tanimlayalim.

Burada, Q(&) seklinde bir polinom tammlayahm.Q(&) polinomu, ortak
(karmagik) kokleri olmayan P, (é)PN(i) polinomlarindan olussun. Bu durumda

bazi m dogal sayilar1 i¢in (xl(z”;),. c 0 (é) polinomlar elde edilir. O halde,

Q"(6)=Yu,e)P,(0)

J=1

seklinde yazilabilir.

l =(€1,...,€n) pozitif tam say1 bilesenlerine sahip bir vektor olmak iizere

A, =£i (i=1,.,n)ve A=(A,,...A, ) olsun.

1

M- Fes (-3

‘a:/,‘:l i=1 Y

seklinde tanimlanan polinoma /-polinomu adi verilir. Eger tiim /,’ler ortak m

degerine sahip ise P(&) polinomuna m. dereceden homojen bir polinom denir.

J=1,..,N i¢in P, (c“;) sabit (karmasik) katsayili /- polinomlariin bir toplami
ve &=0hari¢ P, (&)’nin ortak karmasik kokii olmasin. Boylelikle Hilbert’s teoremi
geregince yeterince biiytik bir m dogal sayisi i¢in o (&) polinomlar1 olusur.

(i=1,..,n ve j=1,..,N)
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=2 o(E)P(-¢) (i=1....,n) (3.3.3.20)

(3.3.3.20) esitligin sol tarafindaki ifadeler &fi"‘, m/ - polinomlart olduklarindan
0 (&)’ler de (m-1)¢- polinomlar: olarak kabul edilir. Bu ifade, o (é)’ler (3.3.3.20)
esitligini ve onlarin (m-l)é- polinom pargalar1 da bu esitligi sagladigindan

dogrudur.

Simdi (3.3.3.12) formiiliindeki k, yerine m/, alindiginda (i=1,...,n) ve f
fonksiyonuna, G’de genellestirilmis diferansiyel operatorii P, (D) (jzl,...,n)

uygulanabildigini kabul edelim. Bu durumda (3.3.3.20) esitligi yardimi ile (3.3.3.12)

denklemin sag tarafindaki ifadelerin y ’ye gore integrali alinirsa,

J‘f(x+y)D:‘i TNi(y:Vk)dy

EM

i] f x+y D)au(D)rl(y A )dy

=

esitligi elde edilir. Burada,

V.[Pj(D) f(x +y) a;(D) ti(y:VK)dy
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elde edilir. Bu esitligi ve

Tj(x) = 2 h0,(D) wi(x) (3.3.3.21)

degeri (3.3.3.12) formiiliinde kullanilirsa,

f, (x)= f. (x)+f[ i v dv.[Pj(D)f(x +y) T, (y : Vk)dy (3.3.3.22)

.]:l €

denklemi elde edilir. Agik bir sekilde (3.3.3.22) ifadesinde N=nve P(&)= &,

] J

j=1,...,nalmirsa (3.3.3.22) formiilii, (3.3.3.13) formiiliiniin genellestirilmis hali olur.
(3.3.3.22) denklemin her iki yanina D} operatdrii uygulanilirsa,

DIf, (x)= Dif., (x)

X

(1) S gy [ P(D) fx+y)D" T(y:v*)dy (33.3.23)
i1

£ E"

elde edilir.

Yukaridaki esitlikte €— Oigin limit alinirsa (va eL,. (G)) D'f(x)’in,

P. (D) f (x) cinsinden bir temsili elde edilir.

J

Supp T; = supp K, j=I....,N oldugunda (3.3.3.23) ifadesinin destekleyicisi

X+ S(K, A, h) veya X + V(Z ) -boynuzu ile yer degistirebilir. T; ¢ekirdegi i¢in;

[DT(x)dx=0  (j=1.2,..,N) (3.3.3.24)
o
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olsun. Burada a, negatif olmayan tamsay1 degerli vektorlerin birlesimidir ( 28(a),

7(b), 29,25).

3.3.3.4 Cok parametreli ortalama ve integral gosterimi

Simdiye kadar yapilan islemlerden goriilece8i gibi elde edilen integral

gdsterimi, v"ortalama parametreli olan f , tipindeki ortalamalarin arastirilmasindan

elde edilmistir. Bu sekilde olan ortalamalar tek parametreli ortalama olarak

adlandirilacaktir.
Bu temsillerin elde edilmesinin temel amaci, birka¢ degerli normlu kismi

tiirevlerin normlar1 arasindaki esitliklerin kurulmasinda kullanmaktir. Bununla

beraber bir¢ok esitsizlikler, asagidaki 6rnekte de goriilecegi gibi,

| :

bu temsillerle elde edilemez. Ciinkii tek parametreli ortalamalar kullanilarak belirli

o'f

2 2
0X,0X;

o
0X,

o
0X,

o°f
0x,0X,

p p

tipteki tiirevlerin karigik tiirevlerinin temsilleri elde edilir. Yani, D°f tiirevi
D" ftirevleri cinsinden gosterilebilir (i:O,l,...,n). Burada ki a:(al,...,an)

vektorii ve /' = (f el ‘l’) arasinda asagidaki kosul vardir.

Cok parametreli ortalamalarin temsilleri, farklt parametrelerin farkli
degiskenlerin veya degisken gruplarina gore ortalamasidir. Burada bu tiirden ¢ok

basit bir integral gosterimi verilecektir.

Bunun igin bazi notasyonlar tanimlanacaktir. e" =(l,...,n) dogal sayilar

kiimesi ve e’de e" ’nin rasgele bir alt kiimesini gostersin



Ayrica ¢’ =¢"\e , (eue' = e“) ve 1°= (8?,...,8:1) seklinde tanimlayalim

jeeise 6] =1ve je e ise 6] =0 dir(genellikle e bos kiime alinir). Ayrica,

dir.

81

. Burada,

ﬁz(ﬁl,...,fn) olmak Tlizere £e=(£7,...,€°) n-boyutlu (°’ler (5=1;,jee

n

igin bir vektdrli gostersin. jee igin ({=/; , jee' i¢in (=0 ve /; bilesenleri

1°| boyutlu bir vektordiir. Ayni zamanda / = (K °0° )
x°,ve,h%, e, x= (xe,xe' ), V= (Ve,ve' ),h = (he,hev)
Bu semboller sirastyla
X = (X1 yeees X, ), v= (V1 yeees V ), h= (hl,...,hn ), £= (z—:1 ,...,an)
eslesir.
Ayrica
DiF:i...iF,
v ov;  ov;
he b, b, s M
8[ Fdv = j dv, j Fdv, ={Hg{dvijF

seklinde tanimlayalim. Buradaki G <g, <h, (i=1,...,n) ve {j;.....j, }=¢ dur.

E"uzayin1 bir G bolgesinde tanimlanmis olan f, local toplanabilen bir

fonksiyonun ortalamasi,
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n

F(x;v)=F(x;v,,..,v, )= J.f(x+y)l_[Vj_1 Q(ijgl)dy (3.3.3.25)

j=1

v;>0 (j=1,..,n) dir. Buradaki Q j(t), fonksiyonunu tanimlayalim.

K, e C;"(El) ve

[k (t)dt=1 (i=1,..n)

olmak uzere

[K,(x)0 (t—7)dt (i=12,.,n) (3.3.3.26)

F(X;Vl,....,Vn), j=1,...,n ig¢in v;>0’m siirekli diferansiyellenebilen bir

fonksiyonudur.

£=1€.....&, )y h={h .., h, | Byleki j=1,...n i¢in 0<g, <h; olsun. Newton

— Leibnitz formiilii geregince;
F= (X; 81,....,8n)
h,
= F(x:h,,g,,....8, ) — .[FVI (X;V},85,0mr8, ) dv,

€

yazilabilir.
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Ayni denklemin sag tarafindaki ifadeyi v, degiskenine gore yazilirsa,

F= (X; €penens Sn)

=F(X;h1 h,,...,& jF le,hz, »E )dvl—

£

_TFV'(x;hl,vz,. »E dv2+f JZF (X;V,, Vs, )dv, dv,

&2 & &

esitligi elde edilir. Bu islemlere devam edilirse n. adimda (3.3.3.27) formiilii bulunur.
F=(xe le (x Ve he) ¢ (3.3.3.27)

(3.3.3.27) denklemi (3.3.3.1) formiilii ile ayni rolii oynar.

(3.3.3.25) ve (3.3.3.26) denklemlerinde, (3.3.3.28) ve (3.3.3.29) denklemleri elde

edilir.

jee'

SR || K O O
)

- (v i) [HVID fyv; )J

jee

(Hh Q(y;h J)j y (33.3.28)

jee

olur. Burada,

vz vy (a=a,,...a,) (3.3.3.29)
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0=

seklindedir. (3.3.3.28) denklemi (3.3.3.27) denklemine yerlestirilirse,

Fxie)= Y [v"g(xive,h )dve (3.3.3.30)

ifadesi elde edilir. Ayrica,

@ (x; Al he')
= [f(x+ y)(l‘[v;l D" rj(ij;I)J [Hh;nj(yih;l)} dy (33.331)
E" jee jee'
seklindedir.

Yardimer Onerme 3.3.1.3, (3.3.3.25) bicimindeki ortalamalar igin gegerlidir.
Yani fe LISC(G) (1 <p <oo) ise LISC(G)’deki g, —>0 (J :1,...,n) iken F(x, &€)—>f(x)
dir. Ek olarak p > 1 i¢in Teorem 1.1.27°de belirttigi gibi hemen hemen her yerde
xeG igin F(x,g)—> f(x) yakinsar (81 =..=¢, =¢,p= 1). Yani, fe LISC(G)ise

g&; =0 iken (3.3.3.30) denklemi f (x) fonksiyonu i¢in bir integral gosterimi olur.

D? , (3.3.3.30) esitligin her iki yanina uygulayalim. Ancak sag tarafindaki

ifadelerin ¢ekirdeklerine operatorii dogrudan uygularsak,
hﬁ?
D! F(xie)= 3 (-1)" [ v ¢ xivih e (3.3.3.32)

elde edilir. Burada,
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EM jee

¢(a)(X; vh® ): If(x " Y)(H v Dy D" Tj(ijj_l )]

x [Hh;ngjﬁQj(yjh;I )]dy (33.333)

jee'

f, e" igerisindeki tim e’ler i¢in D“f seklinde genellestirilmis tiirevlere
sahip olsun. Burada yer alan /7, :(f ool e,n), asagidaki sartlar1 saglayan vektor

bilesenleridir.

Ee’jSaj%rkj (jee), Ee’jﬁaj (jEe’)

Daha sonra ¢(°‘)(x;ve;he’) fonksiyonu

¢(“)(X; ve;he )
G [ty [T 0 o)

E" jee

X (th—l-ajﬁw- Daj_[“ QJ(thII )J dy (33334)

jee/

seklinde gosterilebilir. (3.3.3.34), (3.3.3.32) ve D’f igin elde edilen integral

gosterimi Sf& (W) smifindaki  fonksiyonlarin  6zelliklerindeki — ¢aligmalarda

kullanilmaktadir.

0<b<1 ve 6;ve I yada -1 olsun. Q j(t)’nin cekirdeklerini olusturmak i¢in

J

supijc{tzl—b<ei<l} (j=1,...,n)
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alinacaktir ve buradan su sonucu c¢ikartilabilir. Tim ¢;’ler i¢in 0<g;<h;,

j=1,.,n, (3.3.3.30) ve (3.3.3.32) ifadelerin sag tarafindaki ifadeler kenarlari

koordinat eksenlerine paralel olan dikdortgenler prizmasindaki x  kose

noktalarindaki f fonksiyonunun degerlerini igerir.

Daha kesin bir ifade ile x+ 1™ kiimesindeki noktalarda buna dahildir.

Buradan,
Y .
b {y ; O<9—J<hj (J:L,,,,n)} (3.3.3.35)

seklinde tanimlanir. (3.3.3.30) formiiliin bir sonucunu agiklayalim. f eLp(E“)

n

(1Sp<oo), g =...=¢,=¢, ve hy=...=h_=h olsun. (3.3.3.30) denklemin sag

tarafindaki ifade I° genel terimi ile gosterilirse Holder’s esitsizligi (2.1.1) yardimi

J

e
[Hh Pl ]sc||f||pa Pho?
jee

ile,

ho 1 N
< [H [v, va}”f"p [HHD 23
Jee ¢ jee

elde edilir ve buradaki c sabiti; f,e ve h’dan bagimsizdir.

SEX0) (e # e“) ise h > wiken I° — 0 olur. O halde (3.3.3.30) denklemi,

F(x;a):
i - S [T o
/e /e
:%I_IEOJ‘ '[dul .du Ifx+y HD 1:(yJ J)

1/h 1/h
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bulunur. € >0 iken E"’deki hemen hemen her yerinde %,sile ve l,hile
€

degistirilse dahi asagidaki esitlik elde edilir.

h—wo >0

—hmhmj .[dul u, J. f(x+y)1£[ijtj(yjuj)dy
B j=1

Bu formiil Fourier formiiliine benzerdir (8).
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4. BOLUM

4.1. Karmagik Tiirevler Yardimiyla Kurulan Normlu Uzaylarda iz Diisiim

Teoremi

Bu c¢alismada, n—boyutlu bolgede tanimli serbest n+1< |2| < 2"sayida

karmagik (karmasik olmayan) tiirevleri ile elde edilmis normlu agirlik fonksiyon
uzaylarinda fonksiyonunun iz 6zellikleri arastirilmistir. Dolayisiyla fonksiyonun s -

boyutlu yiizeyinin simirindaki tiirevlerin L | (Fs) normlari ile bu fonksiyonlarin genel
agirlik ile L (G) normu arasinda kiyaslama yapilmistir. Bu teoremi ispatlamak i¢in

degisken parametreli integral gosteriminin 6zel bir durumu kullanilmistir.
Bu calismada kullanilacak temel tanimlar sunlardir:

e, ={1,2,...n} dogal sayilar kiimesi icin %=, e, ’in belirlenen bir alt

n

kiimesi ve " < £ olsun. Ozel durumda £ =@ yada £ = alinabilir.

Herhangi bir E kiimesinin giiciinii (eleman sayisini),

E| ile gosterelim.

Ornegin, E=¢, ise |E| = |en| =nolur. |Z y1

==\ ]+ [z

seklinde gosterelim.

>\ 3" kiimesinin tiim miimkiin alt kiimelerinin (& ve £\X" de dahil olmal)

say1sl, N=2‘E\E ‘dlr. Kolaylik saglamasi agisindan X\ ’niin tim miimkiin alt

kiimelerini e',e’,...,e" ile gosterelim.
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ieX eleman ve e cZ\X (k=1,...,N) karsilik gelen bilesenleri, pozitif
tam say1 olan vektér m"" =(mi’k,....,mi;k) seklinde ve suppm™,m"™ vektoriin
destekleyicisini gostersin. Yani, m"™ vektoriiniin sifirdan farkli m}* koordinatlarina

uygun tiim indekslerin kiimesi

eku{i}g suppmi’k cX (ieZ*,kzl,...,N)

olsun.

e" alt kiimesi ve i=0’a karsilik gelen vektori m®* :(mlo’k,...,mo’k) ile

n

gosterelim. Ayrica, e* < supp m” < X olsun.

ik
n

Diger taraftan m"™* = (mil’k,....,m ) vektoriiniin her bir bileseni ie X’ ve

k=1,..,N i¢in

0,k : k
m~ >0 , jee

m* >0 , jex\e*
m* =0 , jee, \Z
ve
m* >0 , jelijue*
m* >0 , jex\({ijuet)

m* =0 , jee, \Z

kosullarini saglasin. Bu durumda;

m:(ml,....,mn), m; >0 (j:1,2,...,n)

vektorii igin D™f(x,,X,,....,X, ) gosterimi

m m yme_ O o™
D f(xl,xz,....,xn): D"..Df = o o

seklinde yazilir.
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f=f(x,,....x,), GcE,bolgesinde 6lgiilebilir ve m,+m,+...+m,
mertebeden diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve g= g(x) >0 i¢in bu bolgede

tanimli bir agirlik fonksiyonu ise;

1/p
[£]., ) = {I ¢ IdeJ
G

1/p
lfl, o) =11, [J gy d j . 1<pess

G

normlar1 tanimlanir.

Tanm 4.1.1.

G bolgesinde tanimli ve Sobolev anlaminda
D™'f (162 u{oj=2,, k=1,. ,N) genellesmis tiirevleri sirastyla Lp(G;gik)

agirlik uzaylarin elemanlar olan f (x)fonksiyonlar sinifi,

N <mb>
ﬂ N L, (Gg,) (4.1.1)
iex; k=l
seklinde tanimlanir. Dolayisiyla
N <m k> "
ﬂ N L, (Gg,)= {f:Dm'feLp(G;gik), ieX, ,k:l,...N}
iex; k=l

olur ve bu uzay altinda tanimlanan norm

£ 5 2 e =18 = 2 lef

iezg k=1 1520 =

(4.1.2)

<ml’
L, (Gsgi)

seklinde yazilir.
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Sonraki agsamada ise;

ks

N <
ﬂ ﬂ Lp (G;gik)
LY

iex, k=

gosterimi, E"’de sonsuz mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlar kiimesinin

(4.1.2) normu ile kapanis1 seklinde kabul edilecektir.

(4.1.1) sinifinda X" # & ise;

z <m" >

L, (Gg,)

k=1

agirhik fonksiyonlar uzayi elde edilir. Bu uzay A.D. Dzhabrailov tarafindan

Z|) vektori  sifir

arastirlmistir  (12). Ozel durumda g=1 ve m" (kzl,...,

vektoriinden farkli ve herhangi

r= (rl,...,rn), (supp r= Z)

vektoriiniin koordinat eksenleri ve yiizeyindeki iz diistimii seklinde alinirsa,

StW(Q)

Nikolski’s uzay1 elde edilir. Bu uzay hakkindaki genel bilgiler; O.V. Besov vd. ve
A.D. Dzhabrailov’un caligsmalarindan elde edilebilir (12,8).

(4.1.1) uzaymda X" =X ise o zaman (4.1.1) uzay1

N L Geg)

S
ieX,

uzayma doniisiir. Bu uzay, agirlik fonksiyonu durumunda A.D. Dzhabrailov ve

agirlik fonksiyonu olmayan durumunda ise V.P.Il tarafindan incelenmistir (12, 17).
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Tanmm 4.1.2.
Q= go(x;n): ((p(x,nl),....,(p(x,nn)) vektor fonksiyonunu goz oniline alalim.

Bu durumda,

ve iee” \X iken ¢, =1 seklinde yazilir.

xeGcE" igin (pi(x;ni)>0 ve n, >0 ve goi(x;ni) (ieZ) fonksiyonu n,

parametresine gore artan ve diferansiyellenebilen fonksiyonu igin,

lim ¢,(x;n,)=0  (ieX)

70"

olsun.

supp & =X olmak iizere, 8 = (5,,...,5, ) vektorii igin 8, =+1 ve 5, =—1 (ie Z)

olsun. Bu durumda 6 vektorlerin sayist, 2" olur. Farkli sayidaki vektorleri,

5, (j=1...2")

ile gosterelim ve

R, =R,(¢p;H) ile

U {ys ¢, < Y0 <c; (i € Z)} (c;,c; birer pozitif sabitlerdir).
0<n; <H, ?; (X; n; )

kiimesini gosterelim. supp H =X ve supp y = X olsun. Yani;
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y;#0; eger jeX
su =
PPy y;=0;eger jee, \X
{Hj?&O;eger jeX
suppH = N
H;=0; eger jee, \X
ve
v, ;ieZ\¥
niz *
t ; 1eX
H ;ieZ\3
H; = #
T ; 1eX
olsun.

X + Rs(go, H) kiimesi, tepe noktast x € G olan ve giicii (eleman sayisi) |Z|
olan “ ¢ -yar1 boynuz” kiimesi olarak adlandirilacaktir. Her bir x noktasinda belirli bir
H i¢in birbirinden farkl 2™ sayida “g@-yart boynuz’lar elde edilir. &=3’
alindiginda |Z| giiciine sahip tek bir “¢-yar1 boynuz” elde edilir. Ozel durumda,

9% ¢

¥ =% =¢e, iken “¢@-yar1 boynuz”, “ ¢ -boynuz” una déniisiir (7(c,d)).

Tanim 4.1.3.

H > 0sayist ve 8 vektorii, Vx € G ve

x+R, (pH )G
ise G < Galt bolgesi, x; degiskenine gore “¢ -yar1 boynuz” kogulunu saglar denir.

G cE" bolgesi x j(jeZl) degiskenlerine gore “¢-yar1 boynuz” kosulunu
saglar. Ancak G bolgesinin sonlu sayida alt bolgeleri x j(j € Z) degiskenlerine gore

“@-yart boynuz” kosullarin1 saglamak zorundadir. Bu 06zellige sahip bdlgeleri

A(go; H:T;Z,>° ) seklinde gosterelim.
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Tanim 4.1.4.

a(i = 1,...,y) alt bolgeleri G bolgesini ortsiin ve G € A((p; H ;T;Z;Z*) olsun.

b =b(x) fonksiyonu, y € R 5 Ve X € 51 icin

(¢, >0 ve c; >0 sabittir)

kosulunu saglasin. Bu durumda &' < §* (kzl,...,2‘z‘) vektorleri  secilecektir.
‘v’xea’ler i¢in x+R c G ise; b:b(x) fonksiyonu GeA((o;H;T;Z;Z*)

bolgesinde (B) kosulunu saglar denir. Kolaylik saglamasi agisindan ilerde £ =¢e_ ve

Y e, alalim.

T,,s—boyutlu (1<s<n-1) ve asagidaki

X, =X
X, =X,
X, =X

(4.1.3)

denklemlerle tanimlanan yiizey olsun. Burada \yi(x*), (X* =(x1,...,xs))

(i =S +1,...,n), s— boyutlu Q_ bolgesinde tanimli ve birinci mertebeden stirekli

kismi tiirevlere sahip fonksiyonlar olsun. Ayrica,

sup

*
X €Qq

<M (k:I,...,s; i:s+1,...,n)

0 .
OX, Wi(x )
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kosullarin1 saglasin. Bu 6zelliklere sahip yiizeyleri AY ile gosterelim. T +7 ,s—
boyutlu yiizey ileI", ylizeyi asagidaki denklemlerle baghdir.

X =X
X2=X2
Xs:Xs

Burada yer alan wi(x*), (i=s+1,...,n) (4.1.3) ifadesi, I’

. yuzey
denklemindeki fonksiyon ile aymidir. I'; € 0 G durumunda 7" = (O, 0,z

ennZy)
dyle segilmelidirki T', +z~ < G olsun.

I's e A ve I', € G oldugundan,

1/p lp
( [ o], deS] < ( [ Ipre(ex))f |}“|pdx*J
I Qq

) c( Tl dJ

(4.1.4)

dir. Burada ¥, Jakobian matrisi ve P(X*):(Xl,....,XS; Yoy (X e X ey, (x50.X,))
seklindedir.



I',, G bolgesine ait degilse, I', © 0 G tanimindan dolay1 I', c0 G ve

1p 1p
deSJ L;mo[j D pd(Fs+z**)J
27 T+z"

I

I +z

‘z“‘—)O o,

1p
< lim [j ‘Dkf(P(x*)—i-z**)‘pdx*]

olur. Buradaki P(X*>+ 7" = (xl,....,xs; Vo, () +2Zenw, (X)) + 2, )dlr.

A=(hd )2 20(=1,00m) , m* = (mi*,...,m™*)
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(i ee, U {O}; k=1,2,.N; N= 2‘63"/)S ) vektorleri tamsay1 koordinatlarina sahip ve

asagidaki kosullar1 saglansin.

. k k
i) e“ csuppm™ ce,

e* Ulijcsuppm™ ce, ; (ieZ*;k =1,2,..., N)

i) A, <m® (jee*)

A Zm?’k (jeen \ek)

i) A, <m™ (jefijue)

A, >mi* (jee, \ijue®) (k=1.2,...N)
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Teorem 4.1.5.
sl
fel (| Ly (Gey) . I<p<w
ez, kA

olsun. Burada,

ik

De =TI~ (e, k=12..N)

.]eeﬂ

I G eA(go;H;T;e 'Z*l goz(blrl,....,bnrn) vektor fonksiyondur.

n?’

b, =b,(x), (k=1,2,..,n) fonksiyonu (B) kosulunu saglasin ve T :rj(nj)

diferansiyellenebilir fonksiyon i¢in : t'j(n J.)> 0,

limr.(n.)zo; n,=h,, jee, \Z'; n,=T,ieX

n;—0 J J

olsun. Ayrica (i, ii, iii) kosular1 ve

h; mbK 3y Av. .
@ [ [0 )] alv) (jec.iex,, k=1,...N)
0

Tj(vj)

o [Tk d:((tt)) <o flez’ k=1,.N)

kosullar saglansin.



Bu durumda D[, €L,(I)veT, >0, H, >0 dyle

ki,0<T<T,ve 0<h;<H, (jee, \X) igin,

Koaj-vj

[b]" "o

jee,

<C), Zwlks (h,T)

i
ieX,

esitsizligi yazilir. C =sabiti >0,f, H; ve T, dan bagimsizdur.

L,(G)

98

sayilardir

Bu teoremin 06zel durumlar1 O.V .Besov, L. D. Kudryavcev ve A. D.

Dzhabrailov ¢aligmalarinda incelenmistir (7 (d,a), 20, 12).

Ispat:

Teorem 4.1.5.°in ispat1 i¢in (21) integral ayrilisindan yararlanilirsa,

suppN* =% =@ (ieZ;,k=1,...,N)

Pl cX=e, ={1,2,...,n}ve(pj(x;nj)=bj(x)rj(nj) 5 M; =hj(je(en \Z*))\ek)

"j:T(jEZ*) ; nj:"j(jeek)

olur. O halde integral ayrilisi,

Dkf(x)=kZN_;C0k(h,T)T H[rj(vj)]mj _M%%y) X

T ey
> e[ T1
k=l jes’ 0 JEZ 0 jeek

d ik sk
’C(V I{H[b (x+y)] Dm'f(x+y)¢ik6

jee mes(R NE, )ik

(4.1.5)
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seklinde yazilabilir (21). Burada,

S 1 IOy (CT

jele, i \e jeZ‘

2) Cy (h)= (1) 7 2" H[r( h )|

(e \Z

b;(x+y) "
3) ¢1k5:¢1k5 H{ b.(x) :l )

.]Eell

. b |
Pis = Pus Jl;[ |:bj(X+y):|
4)mes(RmEn)0k=Hbj(x)A H r( )Hr H’L’( )

iex :k=1..N)

mes(RmEn)ik:Hbj(X) [1 Tj(hj)HT HT()

jee, jelen\=" ek jez® jeek

(4.1.5) integral ayrilis1 asagidaki gibi yazilirsa,

N
)Lf X)=ZQ0k(X;hT I 0k X+y 0k8 y
k=1 E"

+ i ZQik(Xh _[ ik X+y 1k6 (4.1.6)

k=1 jez’

m0sk )‘

D QulxhiT)=(-1)  2° ‘IH[I ol

0 Jee

M ko) ol

d ( ) Je(e A )ek jez*
7;(v;) [meS(R N En)Ok]

lfyj



5 Q,(ch)=(1) 2 [Tkl dr((t))

mik de(Vj) H[’L’J(h])]

je(e, \ = )\e"

IH[T (V

0 jee* 7,(v;) [mes(RmEn)]HJ

50 -p" O Tb,o]

JE€y

¢ik5 () = ¢ik5 ()H{ J(X . Y)}

jee, bJ (X)

; J€ {1,...,5}

; J€ {s+1,...,n}

olur.
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4.1.7)

M
G= UUq alindiginda U, +R,, € G olur. Budurumda U, alt bolgesi

q=1

“@-yarnt boynuz” kosulunu saglar. U + R, bolgesi i¢in F, = F(Dkf;Uq +R ésq)

yardime1 fonksiyonunu ele alindiginda,
U, +R, i, +27)
bolgesinde D* f fonksiyonu ile cakisir. Dolayisiyla,

F, =F(D'U, +R, )=

Qu [Px) 42 51 T] [ Fo [P ) 427 +y] x ¢, dy+
)

+Z Z Qi [P(X Y+z' h]J.?Flkq[P(x Yz +y] B0 AY

k=l jex’

(4.1.8)
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olur. Burada %ikq = x(U +R Sq) T, dur. x(E“), E" ’in karakteristik fonksiyonudur.

q

(4.1.6) ifadesinde & =8 kabul edilip (4.1.7) ile karsilastirilirsa, D*f ve T,
fonksiyonlarinm, T +z~ yiizeyi ile U, +R,, bolgesinin kesisiminde ¢akistigi

goriliir.

(4.1.4) ifadesinden,

HDka“ " )SCHDXf(P(.)+z**) N
N M
S; 4 Z_: H?f;quL (E,)
=l ey, 97

esitsizligi elde edilir. Burada 6nce H?iquL © )’i degerlendirelim ve kolaylik saglamasi

agisindan 8% = (1,...,1) alalim.

Y=Y Ve » Yoryoey, ) vektoriinii y=(y’,y")seklinde gosterelim. Burada

Y = (¥, ¥.) Ve " =(Yo, 1y, ) dir. Kordinatlar;
X, <Yy Sxk+bk(P(x*)+Z**) 7. (n,) (k=1,..,s)
esitsizligini saglayan y’ noktalarimin kiimesini Q; (...) ile gosterelim. Koordinatlar;

wk(x*)—i- z, <y, <z, +\|/k(x*)+ bk(P(x*)+ z**) rk(nk) (k = s+1,...,n)

esitsizligini saglayan y” noktalarmin kiimesini ise Q. (...) ile gdsterelim.
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Aciktir ki,
mesQ; (...) = {1_[ }bj(P(X*)JFZ**) Tj(nj)
jel,....s
mesQ," (...) = {H }bj(P(X*)JFZ**)Tj(nj)
jeis+l,..n

bx fonksiyonlar1 ve G, (B) kosulunu sagladigindan ve ¢ekirdek fonksiyonunun

finitlik 6zelliginin yardimiyla esitsizlik,

cc 1 kel ko] &0

‘ ikq

jele, =" )\e 0 JeZ (t)
2= de(Vj) 1
I Jl:e[ [T( )] 7;(v;) {mesQ:(...)mesQ:is(...)} -
x [dy [ [Fualy:y )|dy” (4.1.9)
oi(.) ()

seklinde yazilabilir. Holder esitsizligi (2.2.1) kullanildiginda,

?ikq(y’; yﬂ) ) L (e {meSQ:is(...)} p

]

Qn-s("')

dy" < C |, (v

olur ve

1kq

<c 1 ko)l [TTko) " &0,

je(e,\= )Nk 0 jez” ( )

3f‘kq (y,a')

dy' (4.1.10)

Lp (En-s )

miK 2y de(Vj) 1
IH [T 7;(v;) mesQ;(...) J.

0 jee* sv/ ()

seklinde yazilir. Tekrar Holder esitsizligi kullanilirsa,
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olur ve

seklinde yazilir. Benzer sekilde;

%qu <C W, (h;T) Foxq (4.1.11)
Lp (Es) Lp (En)
gosterilebilir.
(4.1.10) ve (4.1.11) esitsizliklerinden,
N M
DA f| < C z z ?ikq
re+z™ L, (r5+z**) k=1 ieZ(: q=l L,(E,)
N M
<C Z Wi Z Fig
k=1 ieX, q=1 L, (E )
N m}‘k—?.j—yj "
<cy S w[Ib,]” bt (4.1.12)
k=l s, jee L,(G)

elde edilir. Burada,



1) W, (h;T) I [Tj(hj)]mj‘ o I1 [Tj(T)]mJ’ M X

jele, \2" )\ek A{s+l,...n} je=" A{s+,...n}

.....

g kel I kel SO

..... n} jex ﬁ{l,...,s} 1(t) jeekm{s+l,...,n}

T "t dr(v) r wi s dr(v))
X.([[Tj("j)] T (v,) jeeklm_{ll;..,s} _([[TJ(VJ‘)] T (v))

dir. C >0 sabiti, f,H; ve T, bagh degildir. (4.1.12) esitsizliginde [z”| - 0 iken

< lim
sl @) 20

Df|

L, (rs+2")

Ko

[b]" "o

jee,

N
Z 1ks

(4.1.13)

L,(G)

elde edilir. Bu durumda teorem ispat edilmis olur.
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