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AMAC

Son yillarda Yalinkat ve p-katli Fonksiyonlar Kurami, karmasik analiz alaninda
calisan pek ¢ok matematik¢inin ilgisini ¢ekmistir. Herhangi bir fonksiyonun yalinkat
veya p-katli olmasi durumu, bu fonksiyonun davranisinin belirlenmesinde oldukga
onemli rol oynamaktadir. Fonksiyonlarla g¢alisirken siir belirleme ¢abasi alisilagelen
bir durumdur. Yalinkat ve p-katli Fonksiyonlar Kuraminda da katsayi sinirlarini,
fonksiyonun modiiliiniin alt ve {ist sinirlarin1 veya fonksiyonun integral ortalamasi igin

kesin iist sinirlar1 bulma problemi 6nemli bir yer tutar.

Bu caligmadaki esas amacimiz, yalinkat ve p-katli fonksiyonlarin bazi alt

siniflari i¢in integral ortalama esitsizliklerini hesaplamaktir.

Bir diger amacimiz ise, bu alanda c¢alisan arastirmacilara yol gosterici bir kaynak

olusturmaktir.



OZET

Bu caligma alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, yalinkat ve p-kathi fonksiyonlar simiflarinin tanimlari, bu
siniflara ait fonksiyonlar ile ilgili bazi 6nemli teoremler ve bu smiflarin belirli
altsrmflar1 verilmektedir. Ayrica Subordinasyon Ilkesi verilerek, integral ortalama
esitsizliklerini hesaplayabilmek ic¢in bir zemin hazirlanmaktadir. Bundan baska, bu
boliimde kesirsel hesaplardan bahsedilerek, analitik fonksiyonlar i¢in kesirsel hesap

tanimlar1 yapilmistir.

Ikinci béliimde, bazi integral esitsizlikleri verilerek, integral ortalama hesabi
anlatilmaktadir. Ayrica Subordinasyon ilkesi ile integral ortalama hesabi1 arasindaki

yakin iliski de bu bdliimde ele alinmaktadir.

Birinci ve ikinci boliimlerde, gereksiz tekrarlardan kagmmmak ve konunun
biitlinliigiini bozmamak amaciyla, ispatlar i¢in dogrudan ulasilabilecek kaynak

gosterilmesi yoluna gidilmistir.

Uciincii ve Dordiincii béoliimlerde, ok katli fonksiyonlar igin integral ortalama
hesab1 yapilmaktadir. Ayrica bu bdliimlerde ispatlanan teoremler, verilen orneklerle

desteklenmektedir.

Besinci Béliimde, ¢ok katl fonksiyonlar i¢in integral ortalama hesabi, {igiincii
ve dordiincii bolimde yapilandan farkli olarak kesirsel hesaplamalar yardimiyla

hesaplanmaktadir.

Son olarak Alfinct béliimde ise, genellestirilmis Salagean Operatdrii yardimi ile
yeni bir sinif tanimlanarak bu smifa ait fonksiyonlar icin katsayr esitsizlikleri ve
ekstrem noktalar1 hesaplanmaktadir. Bundan baska, bu siif icin integral ortalama

hesab1 yapilmaktadir.
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ABSTRACT

This study consists of six chapters.

In the first chapter, definitions of univalent and p-valent functions, the
theorems and their results for the functions belong to these classes and some their
important subclasses of these classes are given. Additionally, by giving subordination
principle, a background is made for calculating integral means inequalities.
Furthermore, by making mention of fractional calculus, definitions of fractional

calculus for analytic functions are given in this chapter.

In the second chapter, by giving some integral inequalities, integral means
inequalities are explicated. Moreover, in this chapter, the close relationship between

Subordination principle and integral means is also given.

In the first and second chapters, by the aim to avoid unnecessary repeats and not
damage the completeness of topics, to show references which can be straightforwardly

obtained is prefered for the proofs.

In the third and fourth chapters, we have calculated integral means
inequalities for p-valent functions. Moreover, theorems that are proved in these chapters

are supported with examples.

In the fifth chapter, as distinct from in third and fourth chapters, integral means

inequalities for multivalent functions are calculated by using fractional calculus.

Finally, in the sixth chapter, a new subclass of analytic functions involving
Generalized Salagean operator is defined. Coefficient inequalities and extreme points
for the functions in this class are calculated. Furthermore, integral means inequalities

are given for this class.
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ONSOZ

Yalinkat  fonksiyonlar ~ kuraminin  baslangicinin,  Koebe’nin  [20]
U={z:1zI<1} birim diskindeki her bire-bir f(z)=z+a,z’ +a,z’ +--- doniisiimiiniin
resim bolgesinde, |wl<k diski kapsanacak sekilde mutlak bir £ sabitinin ve sadece
Izl ye bagh olan | f’(z)| modiilii lizerindeki simrlarin varhigim ispatladigi 1907
yilindaki c¢aligmasi oldugu yaygm bir goriistir. Daha sonralar1 matematikgilerin

gayretleri, bu sinirlar1 veya | f (z)| modiiliiniin biiylimesiyle ilgili olan diger sabitleri tam

olarak belirlemek iizerine yogunlagmistir. Seksen yil kadar sonra bulunan sonuglar
“Temel Yalnkat Fonksiyonlar Kurami” olarak anilmaya baslanmig ve boylece tiim
yalinkat fonksiyonlar simif1 ile ilgili problemlere odaklamlmistir. Bir diger destekleyici
calisma ise, karmasik diizlemin basit baglantili bir Q bolgesinin, ¢/ birim diski iizerine
bire-bir eslenebildigini ifade eden Riemann Doniisiim Teoremi ve daha genel olarak
konformal doniisiimler ile ilgili ¢alismalar olmustur. Ozellikle konformal doniisiimlerin
sinir davraniglan giiniimiizde oldukca ilgi cekici hale gelmistir.

1913 yilinda Study’nin [45], karmasik diizlemde U/ birim diskini, bire-bir olarak
konveks bir bolge lizerine doniistiiren analitik doniisiimler olan konveks doniisiimlerin
smif1 lizerinde goz Oniine aldig1 calismalari, Alexander’in yalinkat doniisiimlerin 6zel
smiflart tizerine yaptig1 calismalar icin bir altyapr olusturmustur. Study, “bir yalinkat
doniisiimiin birim disk iizerinde konveks olmasi1” gercegini yani bu tiir doniisiimlerin
orjin merkezli 1’den kiiciik yaricapli her bir diski bir konveks bdlge iizerine
doniistiirdiigiinii ifade etmistir.

1915 yilinda Alexander, bir w(z) fonksiyonunu birim disk icine bire-bir olarak
doniistirmek i¢in bir takim gerekli kosullar elde etmeyi amacladigi bir ¢aligmasim

yaymlamistir [1]. Bu kosullar, w(z) fonksiyonuna, esdegeri olan “birim diskteki tiim z,
ve z, noktalar igin (w(z)-w(z,))/(z,—2,)#0” kosulundan ok daha kolay

uygulanabilir kosullarda.

Alexander, Study’nin g¢aligmalarma makalesinde yer verdigi zaman heniiz
yalinkat fonksiyonlar kurami; fonksiyon siniflari, ekstremal problemler, konvoluasyon
operatorleri ve benzerleri gibi iyi bilinen alanlara boliinerek incelenebilir degildi. Bu
caligmasinin ardindan Alexander yalinkat fonksiyonlarin pek ¢ok altsinmifim

tanimlayarak, Taylor katsayilar ile sifirlarinin ve kritik noktalarinin yerlerini igeren,

v



yalinkatlig1 garantileyen bazi kriterler gelistirdi. Sonug olarak, Geometrik Fonksiyonlar
Kuraminda arastirmacilar i¢in yeni kapilar acgti. Aralarinda J. Dieudonn’e, G. Szegd, M.
S. Robertson, R. Nevanlinna, L. Fej’er ve L.Bieberbach’in da bulundugu pek ¢ok {inlii
Matematik Analizci, Alexander tarafindan ortaya ¢ikarilan bu konuyu daha da
gelistirerek giiniimiize kadar getirdiler.

Geometrik Fonksiyonlar Kuraminin en fazla gbze carpan gelismelerinden biri
Ludwig Bieberbach tarafindan gerceklestirilmistir. Bieberbach [4] 1916 yilinda
normallestirilmis bir yalinkat fonksiyonun katsayilari icin iinlii la, |<n kestirimini
yapmistir ve n =2 durumu i¢in sinirlar ispatlamistir. Bu 6nemli kestirim tizerinde pek
cok matematikci caligmig ancak 1984 yilinda Louis de Branges [5] tarafindan
ispatlanincaya kadar bir kestirim olarak kalmstir.

Bieberbach Kestiriminin esitlik hali, birim diski konformal olarak —1/ 4 den —oo

a negatif gercel eksensiz karmasik diizlem iizerine doniistiiren f(z) = z/ (1-z)* Koebe
fonksiyonu i¢in saglanir. Birim diskin Koebe fonksiyonu altindaki resmine yalinkathgi
bozmadan herhangi bir acik kiime ekleyemedigimizden bu fonksiyon en biiyiik yalinkat
fonksiyondur.

Yalinkat fonksiyonlar Kuraminin onemli ve giincel problemlerinden biri de

integral ortalama hesaplaridir. integral ortalama hesabinin amaci, 0 < g < oo igin,

1 27 u Vu
)b i0
Mﬂ(r»f)—{zﬂ.([‘f(re )‘ dé’} , O<r<l

integral ortalamasi icin kesin iist simirlar bulmaktir. x=1 durumunda problem,
Bieberbach Kestirimine gider. ¢/ birim diskinde analitik, yalinkat ve normallestirilmis

fonksiyonlar siifit olan & smmfindaki tiim fonksiyonlar arasinda, M ,(r,f) integral

ortalamasinin en biiyiigii Koebe fonksiyonu ic¢in saglanir. Giiniimiizde bu alana Owa,
Sekine gibi matematik¢iler 6nemli katkilarda bulunmuslardir. Bu c¢alismada Owa ve
Sekine’nin caligmalarina benzer olarak bazi analitik fonksiyon siniflart i¢in integral

ortalama esitsizlikleri hesaplanmistir.



1. BOLUM

YALINKAT VE COK KATLI FONKSIYONLAR

Bu boliimde sirast ile yalinkat ve cok katli fonksiyonlar ile bazi
altsimiflart icin birtakim onemli tanimlar, teoremler ve bunlarin

sonuglart verilmektedir.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Karmagik analizde, karmasik diizlemin acik bir D altkiimesi iizerinde
tanimlanmis bir f(z) fonksiyonu, kendi f(D) resmi {iizerine 1-1 oluyorsa bu
fonksiyona D bdlgesinde yalinkattir denir. Bu tanim asagidaki bicimde de verilebilir.

Bir f(z) fonksiyonu i¢in

f(z)=f(z) ; zeD , €D
kosulu z; = z, esitligini gerektiriyorsa, f(z) fonksiyonuna D bolgesinde yalinkattir.

Bu kavram icin cesitli terimler kullanilir. Yalinkat fonksiyonlara tek katli,
univalent veya schlicht fonksiyon da denir. Rus¢ada bu tip fonksiyonlara tek dalli
anlamina gelen odnolistni ad1 verilir. Biz bu tez boyunca ayni zamanda analitik olan
yalinkat fonksiyonlarla ilgilenecegiz.

Yalinkat fonksiyonlar teorisi Oylesine engin ve karmasiktir ki baz1 basitlestirici
kabuller gerektirir. Cok yaygin bir goriis, keyfi D bolgesini uygun olan bir bagkasiyla,
cogunlukla da ¢ ={ z: IzI<1} birim diskiyle degistirmektir.

Yalinkat fonksiyonlara ornek olarak, ¢/ birim diskindeki f(z) = (1+z)2
fonksiyonu verilebilir. Birim diskteki bu fonksiyonun yalinkathigimi geometrik olarak
gormek kolaydir. Gergekten 1+ z, birim diskin yerini saga dogru 1 birim kaydirir ve

1+ z nin karesini almakla olusacak durumu resimlemek kolaydir (Sekil 1).






Benzer hesaplamalar w=( 1+z2)° fonksiyonunun ¢/ birim diskinde yalinkat

olmadigini gosterir. (Sekil 2)

SIS
o=

==

Eger g(z) fonksiyonu U birim diskinde analitik ise, g(z) fonksiyonunun
g(D)=by+hz+b2" +--=Y b,
n=0

seklindeki Maclaurin agilimina sahip ve birim diskte yakinsak oldugunu biliyoruz.

Burada g(z) fonksiyonunun bu gosterimi hakkinda iki soru sormak dogaldir.
{b,} katsayilarmin dizisi verildiginde bu dizi g(z) fonksiyonunun geometrik

ozelliklerini nasil etkiler?

g(z) fonksiyonunun bazi ozellikleri verildiginde, bu ozellikler Maclaurin
acilimindaki katsayilar1 nasil etkiler?

Ancak biz yalinkathk ile ilgilendigimizden bu iki soruyu su sekilde

ozellestirebiliriz:



1. g(z) yalinkat bir fonksiyon ise, bu gercek, g(z) icin Maclaurin serisindeki
katsayilar nasil kisitlar?

2. Maclaurin ag¢ilimindaki katsayilar verildiginde, g(z) fonksiyonunun D
bolgesinde yalinkat olup olmadigina karar verebilir miyiz?

U birim diskinde yalinkat bir g (z) fonksiyonuna, sabit bir C eklemekle elde
edilen g(z)+C fonksiyonu, sadece bolgeyi kaydiracagi i¢in bu yeni fonksiyon da
birim diskte yalinkat olur. Sonug olarak Maclaurin agiliminda b, sabit terimi keyfidir.
O halde g(z) fonksiyonundan b, sabitini ¢ikararak g (z)—b, fonksiyonunu goz dniine
alalim. g'(zo)zo iken g(z) fonksiyonu z, noktasimin herhangi bir komsulugunda
yalinkat olmadigindan, eger g(z) fonksiyonu ¢/ birim diskinde yalinkat ise
b, =g'(0)#0 yazilir. Bdylece b, sayisina bolerek f(z)=(g(z)—b,)/b fonksiyonunu
gdzoniine alabiliriz. Fonksiyonumuz 1/b, ile ¢arpildigindan resim bolgesi sadece doner
ve genisler (veya daralir). Buradan, g(z) fonksiyonu D bolgesinde yalinkat ise
f(z)=(g(z)—by)/b, fonksiyonunun da ayni bolgede yalinkat oldufunu ve tersine

f(z) fonksiyonunun D bolgesinde yalinkat olmasi durumunda g (z) fonksiyonun da

yalinkat oldugunu goriiriiz. Maclaurin agiliminda Z—" =a, yazarak
!

f@Q=z+a," +a;2 +=z+ ) a,7" (1.1)
n=2

“normalize” formunu elde ederiz. (1.1) ile verilen fonksiyona ‘“normallestirilmistir”

denir. Eger f(z) fonksiyonu yalinkat ve (1.1) ile verilen formda ise normallestirilmis

yalinkat fonksiyon adim1 alir. U birim diskinde analitik ve yalinkat olan
normallestirilmis fonksiyonlarin sinift S ile gosterilir.
Yapilan aciklamalara gore, U birim diskinde, yukarida Maclaurin agilimi

verilen yalinkat g(z) fonksiyonu uygun bir M ile ¢arpilabileceginden, |5, | degerinin

keyfi biiyiikliikte olabilecegi aciktir. Bununla beraber, normallestirilmis yalinkat

fonksiyonlarin S smifi diigiiniildiigiinde her bir n>2 icin S smifinin her f(z)
elemanina karsilik | an|< A, olacak sekilde A, smirmin varligi sanisini ortaya atabiliriz.

Bu nedenle, A, siniri i¢in bir yaklasim elde edebilmek icin, yeterince biiyiik katsayilara

sahip bir yalinkat fonksiyon olusturmaliyiz.



Bunun ig¢in,

u(z)zf—Z L gD =u’(2) . f(z)zi(g(z)—l)

dizisini diisiinelim. u(z) fonksiyonu I/ birim diskini Reu >0 yar diizlemi iizerine

doniistiiriir. Bu durumda g(z) = u*(2) fonksiyonu bir yan diizlemi negatif gercel eksen
hari¢ biitiin karmagsik diizlem iizerine resmeder. Son olarak f(z)= %(8 (z)—1)

fonksiyonu, yukarida aciklanan normallestirme isleminin bir sonucudur. Bu durumda,

f(2) fonksiyonunu

1|(1+z2 2 (1+z)2—(1—z)2 z
= - _1 = =
1@ 4{(1—1) :l 4(1—z)2 (l—z)2

seklinde yazabiliriz. Bu fonksiyon o6zellikle Koebe Fonksiyonu olarak adlandirilir ve

k(z) sembolii ile gosterilir. Koebe fonksiyonunun olusumunda kullanilan doniigiimler

dizisi Sekil 3 te belirtilmektedir.

k(z) =— S=24227 432+ =D "
(I_Z) n=1

ile verilen Koebe fonksiyonu S sinifindadir ve ¢ birim diskini w=—co dan w=—1/4
e kadar negatif gercel eksen boyunca olan yarik hari¢, biitiin karmasik diizlemden
olusan D bolgesiile 1-1 esler.

Sezgisel anlamda, yalinkatlifi bozmayan noktalarin bir agik kiimesi resim
bolgeye eklenebileceginden, bu fonksiyon S smifindaki “en biiyiik” fonksiyondur.
Bununla beraber, bu 6zellige sahip olan tek bolge bu degildir. I" egrisini sonsuz
noktasini sonlu w, noktasina birlestiren bir egri olarak alirsak, ¢/ birim diskinde
analitik ve yalinkat olan ve U birim diskini I" egrisinin tiimleyeni iizerine doniistiiren
bir fonksiyon bulunabilir.

Koebe fonksiyonunun birim diski resmettigi bolgenin “maksimal” ozelligi,

simetrik olusu ve katsayilarinin ol¢iisii bizi asagidaki Bieberbach Kestirimine gotiiriir.

Bieberbach Kestirimi : f(z) fonksiyonu S swfinda (1.1) ile verilen Maclaurin agilimina

sahip ise, her bir n 22 icin | an|S n esitsizligi saglanir [4]. ¢



\W |
(1-2)°
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Fonksiyonlarin herhangi bir sinifinin sistematik olarak incelenmesinde, kiimenin
bir fonksiyonunu alarak, ayn1 kiimenin bagka bir fonksiyonuna gétiiren islemler yapmak
yararlidir. Simdi § sinifi i¢in bu tiir temel iglemleri toparlayacagiz.

Eger (1.1) ile verilen f(z) fonksiyonu S sinifinda ise asagida verecegimiz

fonksiyonlar da S sinifindadir.

() Yf(%)=z+ > a, " V" o gergel ( Dénme )
n=2
(i) f(Z)=z+). a," ( Eslenik alma )
n=2
1 - _
(i) ;f(l )= Z+Zant" 12" 0<r<l ( Genisleme )
n=2

1
(iv) [ f(z")w =z+6;€—zzk+l+2—]1<2(2ka3—(k—1)z2k+1+---, k pozitif tamsayr  ( Kok )

(v) Eger f(z)=7y denklemi D bdlgesinde z ile ¢oziime sahip degil ise f(z)
fonksiyonuna D bolgesinde “ ¥ c¢ikarilmis" denir. Eger f(z)e S fonksiyonu U birim
diskinde ¥ c¢ikarilmis ise

g(2) =&=Z+ (ay +%/)Z2 +-- (Atilmis Deger )

l_f(%

fonksiyonu da S sinifindadir. ¢

Sonsuzda rezidiisii 1 olan basit bir kutup hari¢, ¢/ birim diskinin dis1 olan

A={z :1z1>1} bolgesinde analitik ve yalinkat
g(2)=z+by+b 2 +b,z +-=z+by+ Y b
n=1

fonksiyonlariin sinift 2. ile gosterilir. Bu simif, S sinif1 ile yakindan ilgilidir. Her bir
g €2 fonksiyonu, A bolgesini kompakt baglantili bir E bolgesinin tiimleyeni tizerine

dOniistiiriir.



Y. simfinda g(z)#0 yani Oc E kosullu fonksiyonlarimin kiimesi Y~ ile
gosterilir. Herhangi bir ge 2. fonksiyonu, sabit b, teriminin uygun bir sekilde
ayarlanmasi ile 2" smifina ait olur. Boyle bir ayarlama sadece g fonksiyonunun
goriintiisiinii degistirecek ve g fonksiyonunun yalinkatligim1 bozmayacaktir.

Her bir f(z)e S fonksiyonundan ters donme uygulanarak elde edilen fonksiyon

> smifina aittir. Gergekten, her bir f(z)e S igin,

g(z)={f(lj} =z—a,+(a; —a,)z" +
4

fonksiyonu " smmfina aittir. Diger taraftan, bu ters donme doniisiimii, dogal olarak

S ve Y. siniflar arasinda bire-bir bir eslemedir. Y. sinift,
G(2)=4g(z")
karekok doniisiimii altinda korunur. Bu her geY i¢in uygulanamaz, ancak geY’

olmas1 durumunda olanakhdir. Ciinkii karekok, g(z°)=0 iken bir brans noktasina

sahip olacaktir.

| zI>1 olmak lizere, g(z)=z+b,+ an z" fonksiyonunun yalinkathgi
n=1

b,, (n=12,...) Laurent katsayilarmin 0l¢iisii iizerine kuvvetli sinirlama getirir. Bu

durum yalinkat fonksiyonlar kuraminda temel olan Alan Teoremi olarak bilinir. Bu

teorem 1914 yilinda Gronwall tarafindan ispatlanmistir [14] :

— C
Teorem 1.1.1 Eger f(z)=2z+ Z—:’l fonksiyonu A={z: 1zl >1} bolgesinde yalinkat ise,
n=0 <

bu durumda

2
ancn I"<1
n=1

esitsizligi saglamir. Esitligin saglanmast igin gerekli ve yeterli kosul, f(A) in sifir alanl

( f(A) nun tiimleyeni hicbir acik kiime kapsamayan) bir kiime haric tiim karmagik diizlemi

ortmesidir. ¢



1.2 Katsayilar Icin Temel Sumirlar

S smifindaki fonksiyonlarin ikinci katsayist i¢in kesin sinir Bieberbach [4]

tarafindan 1916 yilinda verilmistir.

Teorem 1.2.1 (Bieberbach Teoremi) : (1.1) ile verilen f(z) fonksiyonu S sufinda ise
la,| <2 esitsizligi saglamr. Bu esitsizlik kesindir. Egsitlik halinin olmast i¢in  f(z)
Sfonksiyonunun, Koebe fonksiyonunun bir donmesi seklindeki

Z

—_— 1.2
(1_elaz)2 ( )

f(z)=e%k(e®z)=

fonksiyonu olmast gerekli ve yeterlidir ¢

Verilen kosullar altinda, esitlik isaretinin korundugu kabul edilebilir bir
fonksiyonun varligindan hareketle esitsizligi diizeltmek (yani bir {ist sinir1 azaltmak
veya bir alt sinint arttirmak ) imkansiz ise, bu esitsizlige kesin esitsizlik denir. Koebe
fonksiyonu S sinifinda ve bu fonksiyon i¢in a, =2 oldugundan Teorem 1.2.1 deki

la,| <2 esitsizligi kesindir. “Kesin” terimini ilk kez kullanmis olmamiza ragmen pek
cok yerde bu terimle karsilasacagiz. Esitligi saglayan bir fonksiyona da ekstremal
Jonksiyon denir. Boylece (1.2) ile verilen fonksiyonlar ekstremal fonksiyonlardir.
Bieberbach’a ait olan bir bagka ilgin¢ katsay1 esitsizligi ise, f(z)e S olmasi
durumunda
‘a% - a3‘ <1
esitsizligidir. Bu esitsizlik de kesindir. Esitlik hali i¢in f(z) fonksiyonunun, Koebe

fonksiyonunun bir donmesi olmasi gerekli ve yeterlidir. Ayrica f(z) bir tek fonksiyon

ise, a3| <1 esitsizligi saglanir. Burada

f=2(1-"2)" | Be R

fonksiyonunun alinmasi esitligin saglanmasi icin gerekli ve yeterli olacaktir [37].
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1.3 Ikinci Katsayimn Uzerindeki Stmirin Anlami

1.3.1 Biikiilme Teoremleri
S siifindaki herhangi bir f(z) fonksiyonu i¢in la, <2 gercegi, bu sinifla ilgili

diger teoremleri ispatlamak i¢in kullanilabilir. Ger¢ekten, S sinifina ait bir fonksiyonu,
yine S sinifina ait bagka bir fonksiyona tasiyan herhangi bir doniisiim, heniiz tiiretilen
sinira uygulayabilecegimiz ikinci katsayi icin bir ifade verecektir. Eger doniisiim uygun

secilirse hem ilging hem de kesin sonuclar elde ederiz.

Teorem 1.3.1 f(z2)eS ve f(z), ¥ cikarimus ise, bu durumda |}’|21/4 olur. Bu esitsizlik

kesindir ve esitlik halinin olmast icin gerekli ve yeterli kosul f(z) fonksiyonunun Koebe

Sfonksiyonunun bir donmesi olmasidir [12]. ¢

Bu teorem, f(z)e S olmasi durumunda &/ birim diskinin f(z) fonksiyonu
altindaki resminin orijin merkezli, 1/4 yarigaph bir acik diski drtmesi gerektigini ifade

eder. Bu teorem bize S sinifinda sinirin biikiilmesine bir yaklagimin varoldugunu
soylediginden, bu teoremi bir Biikiilme Teoremi olarak adlandiririz. Yani teoremde

tanimlanan yaklagimin 6tesinde orijin civarina sikistiritlamaz.

Teorem 1.3.2 (Biikiilme Teoremi) f(z)€e S ise, U birim diskindeki her bir z=re icin

|f()|< I+r (1.3)

<1+ )3 B -y’
esitsizligi saglamr. Her iki esitsizlik de kesindir. Esitlik hali f(z)= z/(l— z)2 fonksiyonu igin

vardir [12]. ¢

Bir yalinkat fonksiyonun tiirevinin argiimani ile ilgili de baz1 6nemli teoremler

verilebilir. ik olarak Bieberbach [12] asagidaki teoremi ispatlamistir:

Teorem 1.3.3 f(z)e S ise U birim diskindeki her bir 7 icin

|argf'(z)|£21ni+—r

esitsizligi saglanr. ¢
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Bu esitsizlik kesin degildir. Daha sonra Loewner’e [26] ait daha derin ve
karmagik yontemler kullanarak, Rus matematik¢i G.M.Glouzin [11] 1936 yilinda

asagidaki kesin versiyonu elde etmistir.

Teorem 1.3.4 (Donme Teoremi) f(z)€ S ise,

4arcsinr rsﬁé

|arg f/(2)|< 2

71'+1n1r 5 \/§4<r<1
-r

esitsizligi vardir. ¢

Asagidaki teoremde, cember iizerindeki arg f'(z) 'nin degisim orami icin alt ve

ist sinirlar verilmektedir.

Teorem 1.3.5 f(2)e S ise, U bolgesindeki her bir z=re" icin

» 2
Zf,(z) S2r +;lr
f(2) 1-r
ve
2 ” 2
2r _4rSRer,(Z)S2r +4r
1-r2 f(2) 1-r2
esitsizlikleri saglanir [12]. ¢

Biikiilme Teoreminde verilen (1.3) esitsizligini integre edersek, | f (z)| icin sinirlari

elde edecegimizi umariz. 1924 yilinda Pravilov [12] bu diisiinceyi genellestirerek

asagidaki teoremi elde etmistir.

Teorem 1.3.6 f(z)eS ve 0<r<1 icin m'(r) ile M'(r) gercel degerli fonksiyonlar

olmak iizere

m' (r)<| () |<M'(r)

oldugunu varsayalim. Bu durumda
r r
[m@yar<| f|<[M @) (14)
0 0

esitsizligi saglanir. ¢
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Biikiilme teoremine gore Teorem 1.3.6 da m'(r) = =r T ve M (r)= L+r 3
(1+r) (I1-r)

alabiliriz. Bu durumda, integral alirsak asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 1.3.7 (Biiyiime Teoremi) Eger f(z)e S ise, U birim diskindeki her bir 7 icin

r r

(1-r)

<| f(2)|<

+r)? " - el=r

esitsizligi saglanmir [12]. ¢

Bazi durumlarda daha kullanish olabilen ve biikiilme ve bilyiime teoremlerinden

elde edilebilen bir diger esitsizlik asagidaki sekilde verilebilir:

Teorem 1.3.8 Eger f(2)€S ise, U bélgesindeki her bir 7 icin

2 f(2)
f(2)

l—rS
1+r

S1+r
1-r

esitsizligi saglamir. Bu egitsizlik kesindir. Eyitlik hali f(z)zz/(l—z)2 fonksiyonu icin

saglanir [7]. ¢

1.4 Pozitif Gergel Kisma Sahip Fonksiyonlar

g(z) fonksiyonunun U birim diskinde analitik oldugunu ve g(U/) bolgesinin en

az bir agik yar1 diizlemde kapsandigini varsayalim. Bu tip fonksiyonlar hakkinda pek

cok soru sorabiliriz. Bunun i¢in, yalinkat fonksiyonlarda oldugu gibi baz
normallestirmeler vermek uygun olacaktir. Burada keyfi yari diizlemi, H*: Rew>0
yari diizlemiyle yer degistirelim ve f(z) normallestirilmis bir fonksiyon olmak iizere
f(0)=1 alalim.

Bu normallestirmeyi tamamlamak icin g(I{) bolgesinin L:w=A+e %
dogrusu ile sinirlandirilmis agik yan diizlemde bulundugunu varsayalim. Burada ¢ ve

t gercel, L dogrusu, L nin ¢, —eo dan oo a artarken tamimlandigi bicimle uyumlu

olarak yonlendirilmis olsun ve g(l{), L dogrusunun saginda bulunsun. Bu kosullar
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altinda, h(z)=e'“(g(z)—A) fonksiyonunu olusturalim ve (1) nun H':Rew>0

yar1 diizleminde bulunduguna dikkat edelim. 4(0)=C +iD olsun. Burada h(E)cH"

oldugundan C >0 olur. Sonug olarak, eger f(z)=(h(z)—iD)/C fonksiyonunu

olusturursak f(U)cH™' ve f(0)=1 normallestirme kosullarimiz1 elde ederiz.

P sifl,

f(z)=1+plz+p212+---+PnZ"+~--=1+ZPnZn (1.5)

n=l1
formunda, ¢/ birim diskinde analitik olan ve birim diskteki z noktalar igin

Re { f(2) }>0 olacak sekildeki tiim fonksiyonlarin sinifidir. P sinifindaki herhangi bir

fonksiyona U birim diskinde pozitif gercel kisma sahiptir denir. Burada f(z)

fonksiyonunun yalinkat olmasi gerekmedigini belirtmeliyiz. Ornegin, f(z)=1+z7"

fonksiyonu herhangi bir n >0 tamsays: icin P smifindadir ancak n>2 igin bu
fonksiyon yalinkat degildir. P sinifiyla ilgili herhangi bir teoremin, ¢/ birim diskini en
az bir belirlenmis yar diizleme tasiyacak sekilde, bir g(z) fonksiyonuyla ilgili uygun

bir teoreme doniistiiriilebilecegi aciktir.

Koebe fonksiyonunun S sinifi i¢in oynadigr merkezi rol gibi,

lo(z)=i+—z=1+2z+222+---:1+222”
-z

n=l1

Mobius fonksiyonu da P smifi igin merkezi bir rol oynar. Bu fonksiyon
P smifindadir, birim diskte analitik ve yalinkattir ve iistelik birim diski H™ yar
diizlemi {iizerine donistiirir. Ancak [Lj(z) fonksiyonunun karakteri ile Koebe

fonksiyonu arasinda dikkate deger bir fark vardir. S smifi i¢in pek ¢ok ekstremal

problemde Koebe fonksiyonu (veya bir donmesi) yegane coziimdiir. Bu durumun
aksine, L(z) fonksiyonu P simfindaki | pn| degerini maksimize eder fakat n =2 ise
p,, =2 olacak sekilde P sinifinin sonsuz ¢oklukta baska fonksiyonu vardir ve bunlarin

hicbiri, bir digerinin donmesiyle elde edilemez.

P smuft konvekstir. Yani baska bir ifadeyle g, ve u,, u,+, =1 kosuluyla

negatif olmayan sayilar ve f|(z) ile f,(z) P smmfina ait fonksiyonlar ise

F @)= fi(D)+ 1, 1,(2)
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fonksiyonu da P smifindadir. Verilen bu denklemden, bir sonlu toplama ve sonra her

k igin 4, 20 ve Y g =1 kabulii ile
k=1

f@= 1 fi(2)
k=1
sonsuz toplamina gegmek dogaldir.
P smifindaki fonksiyonlar1 yine P simifindaki fonksiyonlara resmeden bazi
islemler asagida verilmistir:
f(2), fi(2) ve f,(z) fonksiyonlarinin P sinifinda olduklarini varsayalim. Bu

durumda, daha Once verilen sartlarla, asagida verilen g(z) fonksiyonlar1 da P

sinifindadir:
(i) g(2)=f(%) , a gercel

(i) g()=[f(2)]" veya g(z)= f(tz), —1<<1

_ 1
(i) g(Z)—f(Z)

(iv) g=[A@ L@, 0<t,t, , 1+, <]

(v) g(z)=l{f( S j—bi} , fA)=a+bi , 1eU
a 7+ Az
. _ f)+ib
(vi) g(z)_—1+ibf(z) , b gergel

P smifina ait fonksiyonlarin katsayilart icin kullanigh bir teorem 1907 yilinda

Carathéodory tarafindan verilmistir [6].

Teorem 1.4.1 (Carathéodory Teoremi) N =1 belirli bir tamsayt olsun. Eger (1.5) ile

verilen f(z) fonksiyonu P sinifinda ise |py <2 esitsizligi saglanmir. Bu esitsizlik kesindir.

271'%
n=e ‘N vek=12,...,N icin 4, 20 olmak iizere

oo

L "
F@)=Ym—LEi=1+Y Pz
= 1l=n"z n=1

N
ve z,uk =1 ise, F(z) fonksiyonu P simifindadir ve Py =2 olur. ¢
k=1
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Pozitif gercel kisma sahip fonksiyonlarin katsayilari i¢in kesin sinirlar asagidaki

gibi verilir.

Teorem 1.4.2 f(z)e P ve z=re'% ise

1+r 1-r
ve
, 2
< 1.7
f@] TS (1.7)

esitsizlikleri saglanir ve bu egitsizlikler kesindir. Esitligin gerceklesmesi icin f(z) = lo(eiaz)

fonksiyonunu almak gerekli ve yeterlidir [12]. ¢

Bu teoremin ispati i¢in birkac¢ yol vardir. Biz burada yeni ve kolay bir teknik

olan baskin kuvvet serileri teknigiyle ilgileniyoruz.

R>0 olmak iizere U, ={ z: IzI<R} diskinde yakinsak

f()=>a,"
n=0
ve

F(z)= z A,7"
n=0
kuvvet serilerini alalim. Her n>0 tamsayis1 i¢in la, I<A, oluyorsa, f(z), F(z)

tarafindan bastinhir ( veya F(z), f(z) ye baskindir) denir ve f(z)<< F(z) ile

gosterilir. Baskinlikla ilgili birkag basit durum asagida verilmistir.

f(z)<< F(z) oldugunu kabul edelim. Bu durumda
(1) A >0,n=0,12,..

2) |f(@|<F@) , 0<lzl=r<R

3) ()<< F(2)
@ [f(&dé<<[F(&d¢
0 0

(5) ef(z) << eF(Z)
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(6) Eger en az bir L{p diskinde | F(z)| <1 ise, bu diskte

—In(1- f(2)) << -In(1- F(2))
olur.
(7) 1b1<B ve k=0 herhangi bir tamsay1 ise

b zkf(z) <<B sz(z)
ve

[f(1 <[F@T
ozellikleri de saglanir.

(8) f(z2)<< F(z) ve g(z)<< G(z) ise bu durumda

f(2)+8(2)<<F(2)+G(2)
veE
f(2)g(2)<<F(2)G(z)
olur.

Teorem 1.4.2 nin ispaty : |p, | <2 oldugundan

F(2)<<Ly(x)=F2
1-z2

oldugu aciktir. Bu durumda (2) 6zelligi (1.6) esitsizliginin sag tarafini verir ve (2) ile (3)
ozellikleri (1.7) esitsizliginin sag tarafim1 verir. (1.6) ifadesindeki alt sinir i¢in (1.6)

esitsizliginin sag tarafin1 f(z) fonksiyonu P sinifinda oldugu zaman P sinifinda olan

fonksiyonuna uygulayabiliriz.

f(2)
1 < 1+r
lf()l 1-r
oldugu agiktir ve buradan
F(lz =
1+r

yazilir. Esitlik icin gerekli ve yeterli kosul f(z)=L,(e'%z) ve z=%Fe'% olarak

secilmesidir [12]. ¢

P sinifindaki bir fonksiyon igin f’(z) sifir olabileceginden f(z) iizerinde bir

takim ek varsayimlarda bulunmadik¢a higbir pozitif alt simir (1.6) ifadesindeki gibi

verilemez. f(z) fonksiyonunun k kez tiirevini alarak, her bir adimda (3) 6zelligini

kullanarak asagidaki sonug elde edilir.
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Teorem 1.4.3 f(z) fonksiyonu P sufinda ve k>0 ise

d* (1+ 2(k!
‘f(k)(z)‘ < _k(_zj :(—k)+1

dz" \1-z o d=7)
esitsizligi saglamr. Ozellikle k = 2 ise

» 4

(2)] =
ralsts

olur [12]. ¢

1.5 Subordinasyon Ve Lindelof Prensibi

Bu kesimde, Subordinasyon ve Lindelof Prensibi kullanilarak, f(z) fonksiyonu
icin belirlenmis halka bolgenin (1.6) esitsizligi ile Sekil 4 te goriilen diske
indirgenebilecegini gorecegiz.

F(z)=ay+a;z+--- fonksiyonu U/ birim diskinde analitik ve yalinkat olsun ve
F(U)=D oldugunu varsayalim. Eger f(z) fonksiyonu I birim diskinde analitik,
f(O)=F@©) ve f(U)c D ise, f(z) fonksiyonu F(z) fonksiyonuna subordinedir
denir ve f(z)< F(z) seklinde yazilir. Aymi zamanda F(z), f(z) fonksiyonuna

siiperordine de denir.

Teorem 1.4.2
nin bolgesi

Teorem
1.5.1in
bolgesi

A

-
N

<
<

SEKIL 4
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Teorem 1.5.1 Eger f(z) fonksiyonu P swmfinda ise, U birim diskindeki her bir sabit z

2

degeri icin f(z) fonksiyonu, 1—2 merkezli 2
—r -r

yaricapli kapali disk icinde bulunur.

Eger 7 #0 ise, f(z) fonksiyonunun diskin bir suuir noktast olmasi icin gerekli ve yeterli kosul
en az bir & gercel sayisticin f(z) = Lo(eiaz) olmasidir. Boylece, eger f(z)e P ise

2r

1-r

1+72

5 <
1-r

2

‘f(z)—

kesin egitsizligi saglamr [12]. ¢

f(2) fonksiyonunu kapsayan diskin ¢ap uc noktalari T—r ve 1-%—_r noktalaridir.
+r -r

Bu teoremin ispatinda Schwarz Yardimci 6nermesinin gercekten dogal bir genislemesi
olan Lindelof Prensibini kullanilir. Bu teoremin ispatin1 burada vermeyecegiz ama
subordinasyon ilkesi icin onemli olmasi bakimindan Schwarz Yardimci 6nermesini

vermek yararli olacaktir.

Teorem 1.5.2 (Schwarz Yardimct Onermesi) By, | f(2)I<1 olacak sekilde U birim

diskinde analitik olan f(z) = anz" fonksiyonlarimin sinifi olsun. b(z)€ By alalim. Béylece

n=1
birim diskteki 7 degerleri icin b(z) analitik, b(0)=0 ve |b(2)I<1 olur. Bu durumda her bir
O<r<1 icin |b(rei0)|Sr esitsizligi saglamr. Eger bu esitsizlikte bir z, = re'? noktast icin
esitlik saglaniyorsa, bu durumda en az bir & gercel sayist icin b(z) =¢'%Z olur. Sonug olarak

1 1=16(0)I1  esitsizligini  ve |b/|=1 olmast icin gerekli ve yeterli kosulun
b(z)=B(2)=¢'%z oldugunu elde ederiz [42]. ¢

Bu teorem, yalinkat B(z)=¢€'"% fonksiyonunun bir anlamda, 5(0)=0 kosullu
tim sinirh fonksiyonlar arasinda bir maksimal fonksiyon oldugunu veya sinirli b(z)
fonksiyonlarinin, yalinkat B(z) fonksiyonuna “subordine” oldugunu ifade eder.

Subordinasyon taniminda verilen F(z) fonksiyonunun ¢/ birim diskinde
yalinkat olduguna fakat f(z) fonksiyonunun degerligi hakkinda herhangi bir kabuliin

olmadigina dikkati ¢ekelim. Hem F(z) hem de f(z) fonksiyonlar1 z =0 noktasin
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ayn1 noktaya resmeder ve f(z), U birim diskini, diizlem tizerine izdiisiimii D de kalan
(olasilikla ¢ok yaprakli) en az bir yiizey iizerine resmeder. Ornegin Schwarz Yardimci

Onermesindeki b(z) fonksiyonu iizerindeki kosullar ile b(z) < B(z) = €%z olur.

Simdi f(z)< F(z) ve F(U)=D oldugunu varsayalim. Bu durumda F 1 tersi
D bolgesinde analitiktir ve F _l(ao) =0 ile D bolgesini U/ birim diski iizerine
doniistiiriir. Bu nedenle b(z) = F~' (f(0))=F"(a,) =0 olur. Boylece b(z) fonksiyonu
Schwarz Yardimci Onermesinin kosullarim saglar ve f(z)=F (b(z)) ¢ikar. Bu sonug

asagida verecegimiz teoremin yeterlilik kismidir.

Teorem 1.5.3 f(z) ve F(z) birim diskte analitik fonksiyonlar olsunlar ve F(2)

fonksiyonunun aynmi zamanda yalinkat oldugunu varsayalim. Bu durumda birim diskte

f(2) < F(2) olmasi icin gerekli ve yeterli kosul Schwarz Yardimct Onermesinin kosullarini ve

f(D)=F (b(z)) esitligini saglayan bir b(z) fonksiyonunun var olmasidir [12]. ¢

Subordinasyon taniminda, F(z) fonksiyonunun birim diskte yalinkat oldugunu

kabul ettigimizi belirtelim. Subordinasyon kavrami, F(z) fonksiyonunun yalinkat
olmadigi duruma genisletilebilir ve bunu yapmanin en kolay yolu f(z)=F (b(z))
denklemini f(z)< F(z) subordinasyonunun tamimi olarak kullanmaktir. Bdylece
f(2) < F(z) olmast icin gerekli ve yeterli kosul f(z)=F(b(z)) olacak sekilde bir
b(z)e B, fonksiyonunun olmasidir.

Ornegin, n bir pozitif tamsayr ise birim diskte z" <z olur. Eger F(z)
fonksiyonunun yalinkat olmasini istemezsek 7% < 7% olur fakat z*""! fonksiyonu birim

diskte z* fonksiyonuna subordine degildir.

Teorem 1.5.4 (Lindelof Prensibi) U birim diskinde f(z) <F(z) oldugunu varsayalim. Bu
durumda her r e [0,1] icin f(U,) C F(U,) kapsamast dogrudur. Ayrica f(r eig), O<r<1
ile bir 7y = ré'® noktast F(U,) nin simirt iizerindeyse f(z) = F(€'%7) olacak sekilde o

gercel sayist vardir ve birim diskteki her z=reé'? noktas icin f(rei‘g), FU,) sin

tizerindedir [23]. ¢



20

Bu teorem, Sekil 5 te gosterilmistir. Boylece eger f(U)c F(U)=D ise f(U,),

F(U,) nin resmi olan golgeli bolgede kapsanir.

D=F(U)

A

AN
N

N

P
<

z-diizlemi w-diizlemi

SEKIL 5
Asagidaki Teorem Schwarz Yardimc1 Onermesinin ufak bir genellestirmesidir :

Teorem 1.5.5 N 21 belirli bir tamsayt olsun ve

n=N

fonksiyonunun Schwarz Yardimct Onermesinin  kosullarimi  sagladigim varsayalim. Eger

O<r<l ise
‘b(reig)‘SrN
esitsizligi saglamr. Eger 0<r<1 iken bir z=rée'® noktast icin esitlik saglaniyorsa, bu
durumda b(z)= e'%zY olur ve U birim diskindeki tim z degerleri icin bu esitsizlik, esitlige
doniigiir. Sonug olarak
1w
by [=—[p™ <1
| By =52 ©
ve
| by [=1

olmast icin gerekli ve yeterli kosul b(z)= €' %z" olmasidir [12]. ¢
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1.6 Noshiro-Warschawski Teoremi

Acaba P smifinin yalinkat fonksiyonlar teorisiyle ilgisi var midir? Bu sorunun
cevabi olarak bu kesimde bunlar arasindaki bazi bagintilan arastiracagiz. Teorem 1.6.2
de bagimsiz olarak Noshiro’ya [32] (1935) ve Warschawski’ye [49] (1935) ait olan

yalinkatlik i¢in giizel ve sade olan bir yeterli kosul verecegiz.
Teorem 1.6.1 Eger f'(z)e P ise f(z) fonksiyonu U birim diskinde yalinkattir [12]. 4

Alexander ‘a [1] ait olan Teorem 1.6.1, ashinda asagidaki teoremin 6zel bir

halidir:

Teorem 1.6.2 (Noshiro-Warschawski Teoremi) Bir konveks D bolgesindeki tim z

degerleri ve en az bir & gercgel sayist icin

Re (e f(2))>0 (1.8)

oldugunu varsayalim. Bu durumda f(z) fonksiyonu D bolgesinde yalinkattir. ¢

Simdi, pozitif gercel kisma sahip olmak ile yalinkat olmak arasindaki iliskiyi bir

ornekle inceleyelim.

Ornek : f(z)=-z-2In(1-z) fonksiyonunun S sinifinda oldugunu gosterelim.
Coziim : Bu fonksiyonun tiirevi,

F= 2o (e

-z
olur. U birim diski konveks bir bolge oldugundan f(z) fonksiyonu I/ diskinde

yalinkattir. (Sekil 6)

TS K
NN
BN

SEKIL 6
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Eger Alexander Teoreminin kosulunu hafifce yumusatirsak, f(z)

fonksiyonunun bir keyfi yiiksek degere (kata) sahip olacag: ispatlanabilir. Gergekten

Goodman [13] 1972 yilinda V& >0 ve her pozitif p tamsayisi i¢in U birim diskinde
| arg f(z) |<%+8 olacak sekilde bir f(z) fonksiyonunun oldugunu ve bu fonksiyonun

U birim diskinde en az bir degeri en azindan p kez aldigin1 ispatlamigtir.

D bolgesinin bir konveks bolge olmadigini varsayalim. Bu durumda Noshiro-
Warschawski Teoremi beklenen sonucu vermez. 1951 yilinda Tims [48], en az iki sinir
noktas: ile basit baglantili konveks olmayan her bir D bolgesi icin, bu bdlgede
Re f(z)>0 olacak sekilde analitik ama yalinkat olmayan bir f(z) fonksiyonunun

oldugunu ispatlamistir.

1.7 Ekstrem Noktalar Ve Krein-Mil’man Teoremi

Bu O6nemli teorem, diizlemde konveks kiimeler tizerinde temel bir teorem
olmaktan ziyade bir topolojik vektdor uzaymna tam genellestirmedir. Konuyu
basitlestirmek icin oncelikle teoreme diizlemde bakalim. Sekil 7°de gosterildigi gibi, C

kapali ve sinirli konveks bir kiime ve L, L,, L; diizlemde dogrular olsunlar.

SEKIL 7
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O, noktast B F dogru parcasinin bir i¢ noktast ve @, noktast PP, dogru
parcasinin bir i¢ noktasidir. C kiimesindeki her bir nokta ya bir i¢ noktadir ya da C de
kapsanan bir dogru pargasinin bitim noktasidir. C nin bir sinir noktast ayn1 zamanda C

de kapsanan bir dogru pargasimin bir i¢ noktasi olabilir. Ornegin P,, C de kapsanan
B P, parcasinin bir i¢ noktasidir ve P, yine C de kapsanan F,F parcasmnin bir i¢
noktasidir. Diger taraftan, P,, C de kapsanan herhangi bir dogru pargasimin bir i¢
noktasi degildir. C nin bu tiir noktalarina “C nin ekstrem noktalart” denir. Sekil 7°de
ekstrem noktalar F, ve PP, P F, yaymin sinir1 lizerindeki tiim noktalardir.

E(C) ile C nin tiim ekstrem noktalariin kiimesini belirtelim. Geometrik olarak
Sekil 7 ile verilen C kiimesinin, bitim noktalar1 C nin ekstrem noktalari olan tiim
dogru parcalarinin noktalarinin birlesimi oldugu geometrik olarak agiktir. (C kiimesini
P,P, gibi dogru parcalarindan elde etmek gerekli degildir).

Bir baska durumda, bitim noktalar1 E£(C) de olan dogru pargalar1 C yi meydana
getirmeye yeterli olmayabilir. C nin bir PQR iicgeni ile liggenin tiim i¢ noktalarindan
olustugunu varsayalim. Bu durumda E(C), sadece P, Q ve R noktalarim1 kapsar.
Bitim noktalar1 E(C) de olan tiim dogru parcalarinin kiimesi sadece kenarlar1 verecek,
ticgenin i¢indeki noktalar1 vermeyecektir. C nin tamamin1 meydana getirmek i¢in &, S
ve ¥y, a+pf+y=1 olacak sekilde negatif olmayan sayilar iken, aP+ BQ+ ¥R
formundaki tiim dogrusal birlesimleri alabiliriz.

Uciincii 6rnek olarak, |argw|£ﬂ'/4 olacak sekildeki tim w noktalarn ile

orijinden olusan bir kiimeyi goz Oniine alalim. Burada E(C) kiimesi yalnizca orijini
icerir. Ayrica C nin E(C) kiimesinden dogrusal birlesimlerle meydana
getirilemeyecegi de aciktir. Inceledigimiz teorem icin, C kiimesini simrl bir kiime
varsaymaliyiz.

Diizlem hakkindaki bu basit fikirleri, keyfi bir X uzayindaki keyfi bir C
kiimesine nasil genellestirebiliriz?

[Ik olarak, bir dogru parcasi fikrine ihtiyactmiz var. Bu nedenle uzayimiz
toplama ve skalerle carpma islemlerine sahip olmali. Boylece f ve g, X uzayinda
herhangi iki nokta ve «,f belirli bir F cisminden iki say1 ise h=af +fg de X

uzayindadir. Bu 6zellige sahip bir X uzayina, F cismi lizerinde bir vektor uzay: denir.
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Esas amacimiz F =C ile U birim diskinde analitik olan tiim fonksiyonlarin A uzay1
oldugundan F cisminden bir daha bahsetmeyecegiz. Ayrica bir kapali kiime ve bir
kompakt kiime fikirlerine ihtiya¢ duyuyoruz ve boylece X kiimesi bir topolojiye sahip
olmalidir. A kiimesindeki topoloji, birim diskin kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin
yakinsaklik ile indirgenir. Son olarak, yerel konveks uzay kavramina ihtiya¢ duyacagiz.

Bir topolojik vektdr uzayinin, konveks kiimelerinden olusan topoloji i¢in bir
taban1 varsa bu uzaya yerel konvekstir denir. Bu hazirliklardan sonra X kiimesinde
konveks kiime ve ekstrem nokta kavramlarini1 tammlayabiliriz.

Bir vektor uzayinda f ve g yi birlestiren L(f,g) dogru parcasi, 0<tr<1
olmak iizere h=tf +(1—t)g formundaki tim % noktalarinin kiimesidir. f ve g
noktalarina L(f,g) dogru parcasinin u¢ noktalari denir. 0<t<1 ise h noktasi
L(f,g) nin bir i¢ noktast olur.

Eger C kiimesindeki her f, g nokta cifti icin L(f,g) kiimesi de C

kiimesinde oluyorsa, C kiimesi X te konvekstir.

Konveks bir C kiimesindeki bir # noktasi, C kiimesinde kapsanan herhangi bir

L(f,g) dogru parcasinin bir i¢ noktasi degilse bu noktaya C kiimesinin bir ekstrem
noktast denir. C kiimesinin tim ekstrem noktalarinin kiimesini E(C) ile gosterecegiz.
Eger f, C kiimesinin bir i¢ noktasi ise E(C) kiimesinde olamaz. Ancak bu, C
kiimesinin tiim sinir noktalarinin E(C) kiimesinde olacagi anlamma gelmez. Ornegin
Sekil 7°de P, ve P, noktalari, C kiimesinin siir noktalaridir fakat C kiimesinin

ekstrem noktalar1 degildirler.

Eger bir M kiimesi konveks degilse, konveks bir kiimeye genisletilebilir. Bir
M kiimesinin kapali konveks ortiisii (hull), M kiimesini kapsayan en kii¢iik kapal

konveks kiimedir. Bu kiimeyi # (M) ile gosterecegiz (Bazi yazarlar c/(coM ) ile

gosterir). Boyle bir kilme daima vardir ¢iinkil kapali konveks bir M < X kiimesi i¢in

M kiimesini kapsayan kapali konveks kiimelerin arakesiti olan #'(M ), M kiimesinin

kapali konveks bir ortiisiidiir.

Bu hazirlik bilgilerinden sonra asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 1.7.1 (Krein-Mil’man Teoremi) C, bir X yerel konveks topolojik vektor

uzaywmnda bir kompakt konveks kiime olsun. Bu durumda C, ekstrem noktalarimin kapali konveks

ortiisiidiir. Sembolik olarak C = H (E(C)) yazilabilir [21]. ¢

Verilen bir M kiimesi i¢in pek ¢ok problemin ¢oziimii, M kiimesinin ekstrem
noktalar1 i¢in problemi ¢dzmeye indirgenebilir. Bu sebeple E (M) kiimesini bulmak
oldukg¢a faydalidir.

Yalinkat fonksiyonlar teorisinde kullanilan kiimelerin cogu konveks degildir.
Bununla beraber herhangi bir M kiimesi zaten kapali konveks ortiisiinde kapsanir ve

M kiimesindeki belirli bir ekstremal problemin ¢6ziimii, daha biiyiik olan H (M)

kiimesindeki ¢6ziimii ile aynidir.
1.8 Konveks Ve Yildizil Fonksiyonlar

Yalinkat bir fonksiyonun, ¢/ birim diskini en az bir iyi 6zellikli bolge iizerine
doniistiirdiigiinii biliyorsak, bu durumda fonksiyon hakkinda daha keskin caligmalar
yapabiliriz. Konveks bir bolge, iyi ozellikli bir bélgenin en gbéze ¢arpan Ornegidir. Bir
baska ornek, bir noktaya gore yildizil olan bir bolgedir. Bizim ilgi merkezlerimiz agik
kiimeler olmasina ragmen, tanimlarimizi sinir noktalarinin higbiri, bazist ya da tiimii
eklenmis olan bolgeler icin verecegiz.

Bir f(z) fonksiyonu, ¢/ birim diskini konveks bir bolge iizerine doniistiiriiyorsa
f(2) fonksiyonuna konveks fonksiyon ad1 verilir.

Eger w, baslangi¢ noktali her bir 1s1nin D nin i¢iyle kesisimi bir dogru parcasi
ya da bir 151n oluyorsa D ye w, noktasina gore yudizl kiime denir. Bir f(z)
fonksiyonu, ¢ birim diskini w, noktasina gore yildizil bir bolge iizerine
doniistiiriiyorsa  f(z) fonksiyonuna w,, noktasina gore yudizil fonksiyon adi verilir.
w, =0 oldugu 6zel durumda f(z) fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir.

Konveks ve yildizil bolgeler sirasiyla Sekil 8 ve Sekil 9 de gosterilmistir. Sekil 9

deki bolge w, noktasina gore yildizil olmasina ragmen, orijine gore yildizil degildir.

lﬂ(z)=i+—z fonksiyonu, birim diski bir yar1 diizlem {izerine doniistirdiigii igin
-z
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konvekstir. Koebe fonksiyonu bir yildizil fonksiyondur. Gergekten, k() bolgesi, her

bir w, >—1/4 noktasina gore yildizildir.

A Im
| C B
v
SEKIL 8
Im
A
< » Re
0 W,
v
SEKIL 9

Herhangi bir dairesel disk veya herhangi bir yan diizlem bir konveks kiimedir.
Konveks kiimelerin herhangi sayidasinin arakesiti de bir konveks kiimedir (tabii ki
arakesit bos ya da sadece tek noktadan olusabilir). Konveks bir D kiimesi, her bir i¢
noktasina gore yildizildir. Tersine bir D kiimesi, her bir i¢ noktasina gore yildizil ise,

bu durumda D kiimesi konveks bir kiimedir.
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Konveks ve yildizil fonksiyonlar konusuna, I', egrisinin, I', lizerinde analitik
olan bir f(z) fonksiyonu altindaki resmini g6z Oniine alarak baglayalim. I', bir egri,
bir dogru pargasi veya diger temel yaylardan biri olabileceginden I', yi x(r) ve y(¢)
gercel fonksiyonlar olmak iizere bir

() =x@)+iy(), a<t<b
parametrizasyonu ve
7 =xX0)+iy’t)#0, a<t<bh
kogulu ile bir diizgiin egri olarak varsayalim. I", yay1 bir yonlendirilmis yaydir ve yonii

t artarken belirlenir. I', T', lizerinde analitik olan bir f(z) fonksiyonu altinda I',

yayinin resmi olsun ve w, noktasinin I, iizerinde olmadigin varsayalim (Sekil 10).

W, T

SEKIL 10

Eger arg(w—w,), t nin azalmayan bir fonksiyonu ise yani,
d
Earg(w—wo) >0, tela,b]

oluyorsa, Iy, yaymna w, noktasina gore yildizildir denir. Bu esitsizligi daha kullanish

bir forma ¢evirirsek,

d d d
= —w) =—TImln(w—w,) =Im| —In(w—
arg(w—w) 5 mIn(w—w,) m( X n(w wo))

dt
=Im (iln(w_ Wo)%j — Im[ f’(Z) %j
dz dt F(2)—w, di
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ifadesini elde ederiz. Boylece, I',:z=2z(r) egrisinin f(z) fonksiyonu altindaki
resminin w, noktasina gore yildizil olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
m(&z’(z)jzo, tela.b]
f(@—-wy
olmasidir diyebiliriz.

Eger I',, yaymnn tegetinin argiimani, ¢ nin azalmayan bir fonksiyonu ise I',,
yayina konvekstir denir. I', nin tegetinin yonii argz’(r) olur ve doniisiim, bu teget
vektoriinii bir arg f'(z) agisi boyunca dondiiriir. Boylece I',, yaymin konveks olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul

dz'
dt

olmasidir. Bu esitsizligi de daha kullanish bir hale getirebiliriz:

5 (arg(z'(t) f/(2))) 20, rela,b]

;’ (are(Z(0) 1)) =—Im(lnz (O)+1n £(2)))

(t) ., WAz Z'(t) f(z)
—Im| 2 L 22
( o dz( f(z))dJ ( o e <>J

Boylece I',:z=z(r) iizerinde f’(z)#0 olmak iizere I', yaymin f(z) fonksiyonu
altindaki resminin konveks olmasi icin gerekli ve yeterli kosul

m(z 0, @
o f@)

()j>0 tela,b]

olmasidir.

1.9 Birim Diskte Yalmkat Olan Fonksiyonlarin
Bazi Onemli Altsiniflart

f(z), U birim diskinde analitik ve yalinkat olsun. Eger f(z), Cy ={z:1zI=R}
egrisini basit kapali konveks bir egri lizerine doniistiiriirse, bu durumda bu egri bir
konveks bolgeyi sinirlar. Tersine, eger f(z) fonksiyonu Uy (R <1) diskini bir konveks

bolge iizerine doniistiiriirse, bu durumda bolgenin sinir1 basit kapali konveks bir egridir.

Benzer bir durum yildizil egriler icin de gecerlidir.
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Teorem 1.9.1 f(z) fonksiyonu U_R ={z:1zISR} kapali diskinde analitik ve yalinkat olsun.

Bu durumda f(z) fonksiyonunun M_R kapaly diskini bir konveks bolge iizerine doniistiirmesi

icin gerekli ve yeterli kosul Cp ={z :|z|= R} iizerindeki z noktalari i¢in

Re(l+m]20 (1.9)
f(2)

olmasidir [45].

Bundan bagska, f(0)=0 oldugunu varsayalim. Bu durumda f(z) fonksiyonunun Uy
bolgesini w=0 noktasina gore yildizil bir bolgeye doniistiirmesi igcin Cp ={z:1zI=R}

iizerindeki z noktalari icin

Re(mjzo (1.10)
f(z)

olmasi gerekli ve yeterlidir [31]. ¢

Teorem 1.9.1 de f(z) fonksiyonunun yalinkat olmasi varsayimi vazgecilmezdir.

Aksi takdirde hataya diiseriz. Gercekten f (z):z2 oldugunu varsayarsak, (1.9) ve

(1.10) esitsizlikleri 2 >0 halini alir. Boylece bu esitsizlikler saglanir fakat bu fonksiyon
altinda U diskinin iki katli resmi konveks veya yildizil bir bolge degildir. Konvekslik
ve yildizillik kavramlari ¢ok kath bolgelere genisletilebilir. Bu genislemeler tam olarak
arastirilmistir fakat biz sadece diizlem bolgeleri gbz oniine alacagiz.

Eger f(z) fonksiyonu, U diskinde yalinkat ise, f'(z)#0 oldugunu ve bdylece
(1.9) esitsizliginin sol tarafindaki ifadenin U/, de bir harmonik fonksiyon oldugunu ve
minimum degerini C, nin sinirinda aldigini goriiriiz. Buradan, eger f(z) fonksiyonu

Cr egrisini bir kapalh konveks egri lizerine doniistiirlirse, her bir r<R i¢in f(z)

fonksiyonu Cj egrisini bir konveks egri ilizerine ve bdylece Ur kapali diskini bir
konveks bolge iizerine doniistiiriir. f(z)e S iken z=0 bir kaldirilabilir tekil nokta
oldugu i¢in ayni tipteki diisiinceler (1.10) ile verilen esitsizlige de uygulanabilir.

f(2)eS olsun ve R<1 oldugunu varsayalim. Eger f(z) fonksiyonu, U,
bolgesini bir konveks bolge iizerine doniistiiriirse, bu fonksiyon her bir pozitif r<R

icin U, bolgesini de bir konveks bolge iizerine doniistiiriir.
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Benzer sekilde, eger f(z) fonksiyonu, Uy bolgesini orijine gore yildizil bir
bolge lizerine doniistiiriirse, her bir pozitif r<R ic¢in U, bdolgesini de orijine gore
yildizil bir bolge tizerine doniistiiriir.

Konveks ve yildizil fonksiyonlar arasindaki temel ve giizel bir bagint1 ilk kez

J.W.Alexander [1] tarafindan verilmistir.

Herhangi bir f(z) fonksiyonu igin,
F(2)=zf"(2)

yazalim. Bu durumda

F'(2) _ . f(@+z2f(2)
F(2) zf(2)

ve boylece F(z) #0 iken

F'(2) _ 14 z2f"(2)
F(z) (2

elde ederiz. Eger f(z) fonksiyonu orijinde k-ninc1 mertebeden bir sifira sahipse, son

esitligin her iki tarafi da orijinde analitik olur. Simdi bu son esitlik ile konveks ve

yildizil fonksiyonlar i¢in verdigimiz (1.9) ile (1.10) esitsizliklerini karsilagtiralim. Bu

Re [—ZF,(Z) } =Re [1 + £ f/”(z)}
F(2) (@)

oldugundan, asagidaki teoremi elde ederiz.

durumda,

Teorem 1.9.2 (Alexander Teoremi) U, bilgesinde f'(z)#0 oldugunu varsayalim. Bu

durumda  f(z) fonksiyonunun U, bolgesinde konveks olmast igin gerekli ve yeterli kosul

F(z) =7 f(z) fonksiyonunun bu bélgede yildizil olmasidur [1]. ¢

llging bir ornek olarak, ¢/ birim diskini Rew>-1/2 yar diizlemi iizerine

doniistiiren

1-z
fonksiyonunu g6z oniine alalim. Bu fonksiyon birim diskte konveks oldugundan
d-z2)-z=D_ =
(1-2)° (1-2)°

fonksiyonu birim diskte yildizildir. Bildigimiz gibi bu son ifadenin sag tarafi Koebe

f(z)=i—z+iz"
n=2

F(2)=zf(2)=z¢

fonksiyonudur.
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U birim diskini konveks bir bolge iizerine doniistiiren birim diskte yalinkat ve
normallestirilmis tim fonksiyonlarin kiimesini I sembolii ile gosterecegiz. Ayrica, U

birim diskini orijine gore yildizil bir bolge {izerine doniistiiren birim diskte yalinkat ve

normallestirilmis tiim fonksiyonlarin kiimesi icin S " semboliinii kullanacagiz. Bu yeni

semboller ile Teorem 1.9.2 yi asagidaki gibi yeniden olusturabiliriz.

() f(eK=zf(2)e S
(ii) F(z)e S" :j%g)dge/c
0

S sinifmna ait bir f(z) fonksiyonunun la, | katsayilari i¢in kesin sinirlar1 hala

artyor olmamiza ragmen, bu problem S* ve K altsimflar icin ¢cozilmiistiir. S™ simifina

ait fonksiyonlar i¢cin Nevanlinna [31] (1921) asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 1.9.3 Eger

f@=z+) a7 (1.11)

n=2

. * . . .. . .
fonksiyonu S sinifinda ise, her bir pozitif n tamsayisi icin
la, I<n

esitsizligi vardir. Bu eyitsizlik her n icin kesindir ve eger sadece bir n=2 icin esitlik

saglanirsa, bu durumda f(z) fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir donmesidir. ¢

Diger taraftan Loewner [25] 1917 yilinda KC sinif1 icin asagidaki sonucu elde

etmistir:

Teorem 1.9.4 Eger (1.11) ile verilen f(z) fonksiyonu K swnifinda ise, her bir pozitif n
tamsayisi igin

la, 1<1

olur. Bu egitsizlik her n icin kesindir ve eger sadece bir n=2 icin esitlik saglanirsa, f(z)

fonksiyonu, 1 £ fonksiyonunun bir donmesidir. ¢

S” simifindaki fonksiyonlar ve tiirevleri i¢in alt ve iist sinirlar asagidaki gibidir.
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Teorem 1.9.5 f(z)e S” olsun. Bu durumda

<
0 )2_|f<>| )
1+r
<
<1+ )3—|f()| .y
ve her bir k 22 icin
kl(k+r)

‘f(k)( )‘ W

esitsizlikleri saglamir. Bu esitsizliklerin tiimii kesindir. Esitlik hali icin f(z) fonksiyonunun

¢

Koebe fonksiyonunun bir donmesi olmasi gerekli ve yeterlidir [12].

Teorem 1.9.5 teki ilk iki esitsizlik S simifindaki elemanlar i¢in Teorem 1.3.2 ve

Teorem 1.3.7 de verilmisti. Koebe fonksiyonu da yildizil bir fonksiyon oldugundan bu

esitsizlikler bu altsinif i¢in de kesindir.

Konveks fonksiyonlar i¢in farkli sinirlar olacagini beklemek dogaldir.

Teorem 1.9.6 f(z)e K olsun. Bu durumda

r
—5|f(Z)|5:

|f()|<

<1+ - >
ve her bir k 22 icin

‘f(k) (z)‘s#

esitsizlikleri saglanir. Tiim bu esitsizlikler kesindir. Esitlik hali icin f(z) fonksiyonunun, N
—Z

¢

Sfonksiyonunun bir donmesi olmasi gerekli ve yeterlidir [12].

IC siifindaki fonksiyonlar ve tiirevleri i¢in Teorem 1.9.6 da sozii edilen sinirlar

1916 yilinda Gronwall [15] ve 1917 yilinda Loewner [25] tarafindan birbirinden

bagimsiz olarak elde edilmistir.



33

Nevanlinna [31] 1920 yilinda S siifindan bir fonksiyon altinda, her bir
r<2-43 icin lzl=r cemberinin resminin bir basit kapali konveks egri olacagini
gosterdigi gibi herhangi bir r>R, i¢cin & smifinda Izl=r c¢emberinin resmi bir
konveks egri olmayan bir fonksiyonun varligini da ispatlamistir. Bu sebepten, burada
verilen R, =2-3 sayis1 kesindir. R, =2-3 sayisina S sumifimin konvekslik
yaricap: diyoruz.

Grunsky [16] ise 1934 yilinda S sinifinda yddizillik yaricapinin lni-i_—rzg
—r

denkleminin kokii olan

7%
e’?2-1 V4
RS* = 77— = taﬂhz = 0, 65579
e’?+1
sayist oldugunu gostermistir.

Robertson [39] 1936 yilinda & mertebeli konveks ve o mertebeli yildizil

fonksiyonlar kavramlarim agsagidaki gibi tantmlamistir.

f()=z+ z a,z" fonksiyonu, tim z€ U igin

n=2
Re (ﬂjza

f(2)
kosulunu sagliyorsa, bu fonksiyona « mertebeli yildizil fonksiyon adi verilir. Bu
sekildeki fonksiyonlarin kiimesi S () ile gosterilir. Aym fonksiyon,

Re (Hw]z(x

[ (@

kosulunu sagliyorsa, bu fonksiyona & mertebeli konveks fonksiyon adi verilir. Bu

fonksiyonlarin kiimesi () ile gosterilir.

'@ _,7®
f(@ | @)

=1 oldugundan <1 olmas1 gerektigi aciktir. Aksi
z=0

takdirde S” (&) ve K(«) kiimelerinin ikisi de bos olacaktir. Ayrica, a=1 ise S (o) ve
K(e) kiimeleri yalniz bir fonksiyona sahip olur : f(z) = z. Biz genelde 0<a <1 dogal

kosulunu koyacagiz. Burada o degeri arttik¢a S'(@) ve K(a) kiimeleri

kiigiilmektedir.
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Robertson [39] 1936’da K (&) sinifindaki bir fonksiyonun tiirevinin sinirlart i¢in

asagidaki teoremi ispatlamistir

Teorem 1.9.7 0<a <1 olmak iizere f(z)e K(&) olsun. Bu durumda

1 ;i 1
- - < < -
(1+r)2(1—a’) _‘ f (re )‘_ (l_r)2(1—(l)
esitsizligi saglamir. Eger o0 #1/2 ise
1+r)2% 11 o 1-(1—r)**!
d+r) S‘f(reg)‘ﬁ d-r)
201 21

ve eger o =1/2 ise
In(1+7) s‘ f(rei‘g)‘S—ln(l—r)

olacaktir. Tiim bu esitsizlikler kesindir. Ekstremal fonksiyonlar

1_(1_Z)2a—1 ‘ |
f(=1 2a-1 ’ aié

~In(l-z) a:%

fonksiyonlarinin donmeleridir. ¢

Alexander Teoreminin, bu yeni siniflarla ilgisi agiktir:
f(Re K@) e F()=zf(2)eS ().

Sonug olarak Teorem 1.9.7, F(z)e S () iken | F(z)! icin kesin smurlart verir. Diger

bir deyisle
- <« NP
(1+r)2(1—a) —‘ F(re )‘_(1_r)2(1—a)
olur. Burada
* Z
k (z,0)=————
(1 _ Z)Z(I—a)

bir ekstremal fonksiyondur.

S” simfini kapsayan ve basit bir geometrik tanima sahip S sinifinin ilging bir
altsimifi da konvekse-yakin fonksiyonlardir. Bu simif, 1952 yilinda Kaplan [19]
tarafindan gelistirilmistir.

Bir f(z) fonksiyonu | zI <1 bolgesinde analitik olmak iizere,

Re(f,(z)]>0

’

g (2)

olacak sekilde konveks bir g(z) fonksiyonu veya esdeger olarak,
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Re( zf’<z>]>o
g(2)

esitsizligini saglayan yildizil bir g(z) fonksiyonu varsa f(z) fonksiyonuna konvekse-
yakin fonksiyon denir. f(0)=f’(0)—1=0 kosullarin1 saglayan, yani normallestirilmis
konvekse-yakin f(z) fonksiyonlarinin siift CK sembolii ile gosterilir. Burada f(z)
fonksiyonunun yalinkat olmas1 Oncelikli kosul degildir. Ayrica g(z) fonksiyonunun
2 (0)=g’(0) —1=0 normalize kosullarin1 saglamasi gerekmez.

Her konveks fonksiyon konvekse-yakindir. Daha genel olarak, her yildizil

fonksiyon konvekse-yakindir ve her konvekse-yakin fonksiyon yalinkattir. Bu sonuglar,
KcScekcsS

kapsama zinciri ile 6zetlenebilir.
Konvekse-yakin fonksiyonlar i¢cin Kaplan Teoremi olarak bilinen agagidaki ifade

onemlidir.

Teorem 1.9.8 (Kaplan Teoremi) f(z) fonksiyonu, U bolgesinde analitik ve yerel yalinkat,

yani f’(z)#0, olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonunun konvekse-yakin olmast igin, 6 <6,

kosullu her bir 6,6, gercel say ¢ifti ve her bir r (0<r<1) sayisina karsilik z=reé" olmak

lizere,
6, ”
JRe(H M}le >—7
5 ()
esitsizliginin saglanmast gerekli ve yeterlidir [19]. ¢

Burada f’(z)#0 kosulu gereklidir. Aksi takdirde, f(z)=z" (n>1) fonksiyonu
teoremi gercekler ancak yalinkat degildir ve dolayisiyla konvekse-yakin olamaz.

)—2ei”‘ cosa

Ornegin; «, ( 0< |0{| <z/2 ) bir gercel say1 olsun. Bu durumda f(z)=z(1-z
fonksiyonu konvekse-yakin olmadigi halde, cosy %0 kosulu altinda U birim diskini
yarigapa ait olmayan bir yari-dogrunun tiimleyenine doniistiiren

f(2)=(z—2* cosyw)(1—eY 7)™
fonksiyonu konvekse-yakindir.

S siifinda konvekse-yakin fonksiyonlarin konvekse-yakinlik yaricapt da

0.80... olarak bilinmektedir [22].
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1.10 p-Kath Fonksiyonlar Ve Baz1 Alt Siniflar

Bu kesimde p-katli fonksiyonlar1 ve bazi 6zel alt siniflarin1 tanimlayacagiz.

w = f(z) denklemi, bir D bolgesinde her farkli w degeri icin en fazla p tane
koke sahip ise f(z) fonksiyonuna p-kath fonksiyon (veya D bolgesinde p mertebeden
cok degerli veya kisaca ¢ok katl) denir. Esdeger olarak, f(z) fonksiyonu konveks bir
D bolgesinde analitik ve & gergel bir sabit olmak iizere,

Re (e (7 (2)) >0
oluyorsa, f(z) fonksiyonu D bolgesinde p-kathidir. Bu ifade,
f(2)=z"+ i a, 7"
n=p+l
fonksiyonunun { bolgesinde analitik ve Re " (z)>0 olmasi durumunda o/

bolgesinde p-katli oldugu anlamina gelir.

Teorem 1.10.1 f(z) fonksiyonu |z|£l de analitik ve |z|=1 iizerinde f'(z)#0 olmak

lizere
2T ”»
[ |1+Re Zf, @46 <27(p+1)
0 )
esitsizligi saglantyorsa, f(z) fonksiyonu | z |S 1 de en fazla p-katlidir [7]. ¢

a, #0, pe N :{1, 2,3,...} olmak tizere, | z|< 1 birim diskinde analitik olan

f(@=>a,z"

n=p

seklindeki fonksiyonlarin sinifim1 A (p) ile gosterelim.

A (p) smifindaki bir f(z) fonksiyonuna, ¢ birim diskinde, ReM >0 ve

f(2)

Re [1+ Z;c,((i) J >0 kosullarin1 saglamasi durumunda, sirasiyla, p-katlh yildizil
Z

Jonksiyon ve p-katl konveks fonksiyon denir. A(p) sinifinin alt siiflari olan p-kath
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yildizil ve p-katli konveks fonksiyonlarin smiflari, sirasiyla, S; ve ICP ile gosterilir.

p-kath fonksiyonlarin alt siniflari i¢in, yalinkat fonksiyonlarin alt siniflarina ait bazi

ozellikler saglanir.

Teorem 1.10.2 f(z) fonksiyonu U birim diskinde p-katli yildizil bir fonksiyon ise, bu

bolgede p-katlidir. Benzer sekilde f(z) fonksiyonu U birim diskinde p-katli konveks bir

fonksiyon ise, yine bu bélgede p-katlidir [7]. ¢

Teorem 1.10.3 A(p) sinifina ait bir f(z) fonksiyonu igin,

fek, e Zf];(Z)e S,
onermesi dogrudur. Ayrica
K,cS,
bagintist da yazilabilir [33]. ¢

K, ve S; , p=1 durumunda sirasiyla, yalinkat fonksiyonlarin alt siniflar1 olarak

bilinen konveks ve yildizil fonksiyonlar siniflart olur. Yani, K =KcS§ :Sl*

olacaktir.

f(z)e A(p) i¢in U birim diskinde

Re(1+ 2@ J <p+t
[ (@) 2

yazilabiliyorsa, f(z), U bolgesinde p-katl yildizil fonksiyon ve ze U iken

0< 2 f(2) < 2p(ptD)

f(2) 2p+l
olur [36]. Bu durumda,
Re[&) >0
8'(2)

olacak sekilde p-kathh konveks bir g(z)e A(p) fonksiyonu bulunabiliyorsa,
f(2) fonksiyonuna p-katli konvekse-yakin fonksiyon adi verilir ve bu fonksiyonlarin

smifi CC, ile gosterilir.
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Diger taraftan, f(z) fonksiyonu, Vzeld ve pe N olmak iizere bazi

0 < @ < p degerleri igin

veE

kosullarini sagliyorsa, a -mertebeli p-katl yudizil fonksiyon adini alir. A (p) siifinin
alt smifi olan «-mertebeli p-katlh yildizil fonksiyonlarin smnifi S; (o) ile

gosterilecektir.
A(p) smifina ait bir f(z) fonksiyonunun -mertebeli p-kathh konveks
Jfonksiyon olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, Vze i/ ve pe N olmak iizere en az bir

0 < a < p degeri icin

Re(l + Zf, (Z)j > o
()
ve
JR( Zf(Z)Jde 27
olmasidir.
a - mertebeli p-kath konveks fonksiyonlar i¢in bir bagka tanim da asagidaki gibi
verilebilir.

A (p) smufindaki bir f(z) fonksiyonu V ze U ve en az bir & =0 degeri i¢in

Re((l a)zf(Z) a(lﬁf@)} >0
f(@) (@)

esitsizligini sagliyorsa f(z), & -mertebeli p-katl konveks fonksiyon adini alir. p-kath

« -konveks fonksiyonlarin sinifit K, () ile gosterilir.
Verilen son tanimda 6zel olarak &= 0 alindiginda
K,(0)=S,0)=S,

oldugu agiktir. Ayrica K, (&) ve S Z (0{) siiflart igin
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fe K, () <

ef @) S*(a)
p P

onermesi dogrudur ve 0 <& < p durumunda
(i) S, (a)cS,0)
(ii) K,(@) € K,(0)
(i) K,(a) < S, (a) = A(p)

kapsamalar yazilabilir. Ayrica p-katli & -konveks fonksiyonlar ile yildizil fonksiyonlar

arasindaki ilgiyi agiklamak iizere asagidaki ifade verilebilir.

Teorem 1.10.4 ¢ > 0 icin

a

A
f(2)e Ky(a) & IFesS : f(2)= 5{%&
0

onermesi dogrudur [38]. ¢

A (p) smifina ait bir f(z) fonksiyonunun o -mertebeli p-katl konvekse-yakin

Jonksiyon olmas1 icin gerekli ve yeterli kosul, Vze U4 ve pe N olmak iizere en az bir

Re( f:(Z)J >o
8'(2)

olacak sekilde g(z)e K fonksiyonunun bulunabilmesidir. & mertebeli p-kath

0 < a < p degeri icin

konvekse yakin fonksiyonlarin sinift CK, (@) ile gosterilir.
Bir f(z)e A(p) ve bir g(z)e K fonksiyonu igin,

f@_,

y <l-«a
8'(2)

olmasi, & - mertebeli konvekse—yakin fonksiyonlar icin

Re(f,(z)j >a

’

g (2)

esitsizligini gerektirir.
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1.11 Kesirsel Hesap

Geleneksel integral ve tiirev, en kisa sodylemle, dogal ve suni sistemlerle
caligmay1 ve onlart kavramayi esas alan profesyonel teknolojinin bir unsurudur.
Kesirsel hesaplama, tipki tamsay1 degerli lislerin kesirsel iislerden farkli gelismesi gibi,
tiirev operatorii ve integral hesabin geleneksel tanimindan farkli gelisen bir
matematiksel caligma alamdir.

Us kavrammin fiziksel anlamimi g6z oniine alalim. ilkokul 6gretmenlerine gore
tisler, bir sayisal degerin tekrarlanmis carpimini ifade etmenin kisa bir yoludur. Bununla

birlikte bu fiziksel tanim, tamsay1 degerli olmayan isler diisiiniildiigiinde karigik olmaya

baslar. Hemen hemen herkes x° = x.x.x oldugunu bilir. Fakat x** hatta x” "nin fiziksel
anlamim nasil aciklayabiliriz? Bir sayinin kendisi ile 3,4 kez veya 7 kez ¢arpilmasini
tasavvur etmek miimkiin degildir. Lakin bu ifadelerin herhangi bir x degeri i¢in sonsuz
seri acilimlart veya daha pratik olarak, hesap makinesi ile belli bir degerini bulmak
miimkiindiir. Simdi aym yolla integral ve tiirevi géz Oniine alalim. Bunlar haliyle daha
karmagik kavramlardir; ancak yine de bunlan ifade etmek miimkiindiir. Bir kez
uzmanlagildiginda integral alma ve tiirev islemleri de kolaylikla yapilabilir. Birkag
kisitlama ekleyerek (6rnegin fonksiyonun siirekliligi) n -integral de carpma kadar kolay
bir hal alir. Fakat yine de »’in tamsay1 olmamasi durumunda bunun nasil yapilacagini
merak etmemek elde degildir. Yine ilk bakista fiziksel anlam biraz karisik olabilir.
Fakat kesirsel hesap, geleneksel tanmimlarimizdan kolaylikla ilerletilebilir ve tipki

karekok gibi kesirsel iislerin sayisiz denklem ve uygulamalarinda kullamldigi gibi 1/2

veya diger kesirsel mertebeden integral hesab1 da bircok modern ya da gelismis bir
problemde kullamilabilir.

Bu konu iizerinde calisan pek ¢ok yazar, kesirsel hesaplamanin dogum giinii
olarak anilan 6zel bir tarihten bahseder. Leibniz, L.’Hopital’e 1695 yilinda bir mektup
yazarak su soruyu sorar:

“Tamsayr mertebeli tiirevlerin anlami, tamsayr olmayan mertebeden
tiirevlere genellestirilebilir mi?”’

L’Hopital’in, yaymlarinda f(x)=x dogrusal fonksiyonunun n-inci tiirevi i¢in

n

kullandig1 6zel bir gosterim olan jf hakkindaki sasirtici sorusuyla hikdye devam

Dx

eder.



41

“Eger n=1/2 olursa sonug ne olur?”’
Leibniz’in 30 Eyliil 1695 tarihli mektubunda verdigi yanit ise su olmustur:
“ Giiniin birinde bundan yararl sonuclar elde edilecek olan apagcik bir paradoks.”
Iste bu kelimelerle “kesirsel hesap” dogmustur.

L’Hopital ve Leibniz’in ilk sorgulamalarin1 izleyen kesirsel hesaplar,
matematikteki bu yeni fikir i¢in ilk ¢aligmalar olmustur. Aralarinda Fourier, Euler ve
Laplace’in da bulundugu pek ¢ok matematikgi kesirsel hesaplar ve bunun matematiksel
sonuglariyla ilgilenmistir. Bunlardan bircogu kendi kavram ve gosterimlerini kullanarak
tamsay1 olmayan mertebeden integral ve tiirev kavramina uygun tanimlar bulmuslardir.
Bu tamimlardan kesirsel hesap diinyasinda popiilaritesi olan en iinlii ve en kullanish
tanim Riemann-Liouville tanimidir.

Kesirsel hesap giiniimiizde sayisal analiz, kontrol teorisi, 1s1 iletimi, elektrik
bilimi, mekanik, kaos ve fraktalar gibi pek ¢ok alanda uygulamalara sahiptir.

Kesirsel hesap ile ilgili tamimlarimiza ge¢meden Once, bu tamimlarda

kullandigimiz ve matematikte dnemli bir yere sahip olan ve Re{z} >0 i¢in
I'(z)= j e dt
0

ile tammli Gamma fonksiyonunun sik kullanilan birka¢ 6zelligini hatirlatalim:

@ T+D)=zI(z), T1=1

(ii) I'(n)=(n-1)!, neN"

(iii) I'(z) =0 olacak sekilde hi¢cbir z noktasi yoktur. z=0,-1,-2,...
noktalar1 hari¢ her yerde analitiktir ve z =—k noktasindaki rezidiisii

D’

k!

Re z I'(z)= seklindedir.

Simdi artik kesirsel integral ve kesirsel tiirev tanimlarimiza gecebiliriz.
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Tamm 1.11.1 f(x)e C([a,b]) ve a< x<b ise, A€ (—e0,) iken

[

_ 1
D f(x)=
a f(x) F(/l) ;|: (x_g)l_

rdé

integraline A mertebeli Riemann-Liouville kesirsel integrali denir. Benzer sekilde

A€ (0,1) igin

1 di £
jff

A —_ -
Pal@O=r02 dd (x—¢)

7de

degerine de A mertebeli Riemann-Liouville kesirsel tiirevi denir.
Bu operatorlere Riemann-Liouville kesirsel integral operatiorleri veya kisaca
R-L operatirleri denir. A =1/2 zel halinde kesirsel tiirev, yari-tiirev adini alir.

Riemann-Liouville kesirsel integral operatorleri hakkinda olduk¢a yararli bir

durum, kesirsel integralin asagidaki yar1 grup ozelligidir:

Teorem 1.11.1 Herhangi bir f(x)e C([a,b]) icin Riemann-Liouville kesirsel integrali,
A>0,n>0 iken

DD f(x) = D; % £ (x)

esitligini saglar. ¢

Simdi, Riemann-Liouville kesirsel integrali ve kesirsel tiirevini analitik

fonksiyonlara genellestirelim.

Tarmum 1.11.2 Orijini kapsayan karmagsik z-diizleminin basit baglantili bir bolgesinde analitik
olan ve 7—&>0 iken log(z—&) degerinin gercel olmast gerektiginden (z—¢& )+ kathihig

kaldvrilmus bir f(z) fonksiyonu icin, A mertebeli kesirsel integral

- 1t f©©
D f(z)= dé, (1>0
@) m)g(z_gy)l_ﬂ £ (A>0)

seklinde tanmimhdr.
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Tamim 1.11.3 Tamm 1.11.2 deki gibi kisitlanmis ve (Z—é:)_l katliigi kaldirnilnus bir f(z)

fonksiyonu icin, A mertebeli kesirsel tiirev

D f(z)= j (5) g, (0<A<))

r(1/1 Z 3y (

seklinde tanimlidrr.

Tanim 1.11.4 Tamum 1.11.3 ile verilen varsayimlar altinda, bir f(z) fonksiyonu igin, n+ A

mertebeli kesirsel tiirevi

n

D" f(z) = Dﬂf( ) (0<A<1;ne Ny, =NuU{0})

seklinde tanimlidrr.

Tanim 1.11.2 ve 1.11.3 ten

- I'(k+1) 442
DK =T A>0),
 TTk+A+D “4>0)
ve
D/Izk—wzk_’1 0<A<])

T Tk=-A41)
oldugu kolayca goriilebilir.

1.12 Salagean Operatorii

U ={z:1zI<1} birim diskinde analitik ve

2)=z+).a;7’
=

formundaki fonksiyonlarin sinifi .4 olsun.

A siifina ait bir f(z) fonksiyonu i¢in 1983 yilinda G.S.Salagean [41],

Df(2)=f(2)
D'f(z)=7(2)

D"f(z)=DD"'f(z)) (neN=1,2,3,.)

seklinde bir operator elde etmistir.

(1.12)

(1.13)
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Bazi basit hesaplamalar ile A siifina ait bir f(z) fonksiyonu i¢in
D'f(z)=z+) j"a;z/  (neNy=NuU{0})
j=2

oldugu, tanimdan kolayca bulunabilir.

Daha sonra F.M.AI-Oboudi 2004 yilinda bu operatorii asagidaki gibi

genellestirmistir [2]:

D’f(2)=f(2)

D'f(z)=(1-8)f(2)+ 067 (2) =Dsf(2) 520

D"f(z)=Ds(D""'f(z))  (neN=1,23,.)
A smifindaki bir f(z) fonksiyonu igin

D"f(z)=z+ ) [1+(j-DSV"a;z/  (ne Ny=NuU{0})
j=2

oldugu, tanimdan kolayca goriilebilir.

Al-Oboudi’ye ait olan bu genellestirilmis Salagean operatoriinde, 6 =1 alinmasi

durumunda Salagean Operatoriinii elde edecegimiz aciktir.



2. BOLUM

BAZI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Yalinkat fonksiyonlar teorisinde en 6nemli problemlerden biri,
0 < <oo igin,

Ji

Mﬂ(r,f)={$2ﬂf(rei9)‘ﬂd0} . 0<r<l
0

integral ortalamast icin kesin st sinirlar bulmaktir. g =1

durumunda problem, Bieberbach Kestirimine gider. Bu boliimiin

amaci, S smifindaki tiim fonksiyonlar arasinda, M ﬂ(r, )

integral ortalamasinin en biiyiigliniin Koebe fonksiyonu icin

oldugunu gostermektir.

2.1 Fejerve F.Riesz Teoremi

Bu teorem yalinkatligi gerektirmemekle birlikte u kapali birim diskinde

analitik olan herhangi bir fonksiyon i¢in saglanir.

Teorem 2.1.1 Eger f(z) fonksiyonu u kapalr birim diskinde analitik ise, sol taraftaki

integral gercel eksen boyunca alinmak iizere

1 4
[lr @) dz < % [ ‘f(reig)‘zde (2.1)
-1 -

esitsizligi vardir. Kisaca, bir ¢ap iizerindeki integral, U diskinin st iizerindeki integralin

yarisini gecemez.

Ispat : 11k olarak f(z) fonksiyonunun [-1,1] araliginda gercel oldugunu varsayalim ve

sonra da (2.1) ifadesinin sol tarafinin
1
J=[(2dz
-1

seklinde gosterilebilecegini belirtelim.

45
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Cauchy integral teoremi ile integralin yolu J yi degistirmeksizin ¢/ diskinin

simirinin iist (veya alt) yarist icine degistirilebilir. Bu durumda z = ¢ ile
0 0
2J= I fz(z)dz+ff2(z)dz
- VA

yazilabilir. Bu son esitsizligin sag tarafinin mutlak degerini alirsak (2.1) ifadesini elde
ederiz.

Eger f(z) fonksiyonu [-1,1] araliginda kesin olarak gercel degilse n=0,1,2,...
icin «,, 8, gercel olmak iizere

f@= (a,+if,)"

n=0

oldugunu varsayalim. g(z)=2anz" ve h(z)=z,3nz" alarak, f(z)=g(2)+ih(z)
n=0 n=0

buluruz. Simdi g(z) ve h(z) fonksiyonlarinin her ikisi de [-1,1] aralifinda gercel olur.

Artik ispatin ilk kismin1 g(z) ve h(z) fonksiyonlarina uygulayabiliriz. Boylece

1 1 1
J = J|JC(Z)|2 dz ='[ g% (z)dz+ I R (2)dz=J,+J,
-1 el 5

= %i\g(e”)f d9+%_];‘h(e’€)‘2 de
S%_];\g<e"9)+ih<e”)\2 d9+é_]i[g(ei9)l_z(ei9)—g(ei‘g)h(ei‘g)]de

bulunur. g(z) ve h(z) fonksiyonlarinin katsayilar1 gercel oldugundan h (eie) = h(e_i‘g)
ve §(ei9) = g(e_ig) olur. Sabit terimlerin integrali sifir oldugundan ve k #0 iken 0

fonksiyonu 27 periyotlu oldugundan son integral sifira gider. Bu da ispati tamamlar

[12]. ¢

(2.1) ifadesinde esitligin olabilmesi i¢in f(z) =0 olmas1 gerekli ve yeterlidir.
Ayrica bu ifadedeki 1/2 sabitinin daha kiiciik olan herhangi bir sayiyla
degistirilemeyecegini ancak 2 iisstiniin herhangi bir pozitif say1 ile degistirilebilecegini

birazdan gorecegiz.
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Teorem 2.1.2 f(z) fonksiyonu u kapali birim diskinde analitik ve 1 >0 ise, sol taraftaki

integral gercel eksen boyunca alinmak iizere
. 1% 0 |1
[lf )l dz < 3 [|ree®| e (2.2)
-1 -

esitsizligi saglanr.

Ispat : 1k olarak I/ diskinde f(z)#0 oldugunu varsayalim. Bu durumda

g(z):\/f(7 fonksiyonu da ¢/ diskinde analitiktir. Bu g(z) fonksiyonuna Teorem
2.1.1 i uygularsak, (2.2) esitsizligini elde ederiz.

Simdi de f(z) fonksiyonunun I/ diskinde sifirlara sahip oldugunu kabul
edelim. Bu durumda f(z) ya sifira 6zdestir ya da u kapali diskinde sadece sonlu
sayida sifira sahiptir. Birinci durumda (2.2) esitsizliginin dogrulugu aciktir. Ikinci
durumda, kathihigina gore siralanmak iizere by,b,.,...,b, , f(z) fonksiyonunun U kapali

diskindeki sifirlarinin kiimesi olsun ve

k z—b,
0(z)= 7
gl—bjz

@
0(2)

fonksiyonu u kapali diskinde analitiktir ve burada higbir sifira sahip degildir. Boylece

esitligini olusturalim. Bu durumda lzl=1 i¢in 1Q(z)I=1 olur. Ayrica g(z)=

ispatin ilk kismu ile
: I AR 1% 0 |1
[ls@f dz<= [|e) ao=— [ |re”| a6
-1 2—7r 2—7r
olur. Diger taraftan —1<z<1 icin |f(2)|=|Q(z)||g(2)|<|g(2)| olur. Bunu yukaridaki

esitsizlikte kullanirsak (2.2) esitsizligini elde ederiz [12]. ¢

(2.2) esitsizligi, f(z) fonksiyonunun analitik oldugu herhangi bir kapali diskin

sinir1 ve ¢api icin dogrudur.

Bu teoremin geometrik yorumuna gecmeden Once bazi gOsterimleri verelim.

C.={z:lzl=r} olmak tizere L(r, f) (veya L(r)), f(C,) egrisinin uzunlugu olsun.
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Diger taraftan,

2z

L =L(r,f)=r j
0

f '(re"g)\de (2.3)

oldugunu biliyoruz. Bundan baska 0<t<r icin L(a,r, f)=L(a,r), f(e'“t) egrisinin

uzunlugu olsun. Bu durumda

L@ r=Lar, f)=]|f |ar (2.4)
0

olur. Son olarak, D,, —r<t<r c¢apmm belirtsin ve L(D,,f)=L(D,), f(D,) nin

uzunlugu olsun. Bu durumda

r

L(D,)=L(D,.f)= |

-r

f@ldt (2.5)

olur.

f(z) fonksiyonunun bir yalinkat fonksiyon ve egrinin basit diizlem egrisi

olmas1 gerekli degildir. Egriler bir Riemann yiizeyi lizerinde bulunabilirler ve
izdiisiimleri kendiyle kesisen pek cok noktaya sahip olabilirler. Bu durumda (2.3), (2.4)
ve (2.5) formiilleri yine de dogrudur.

(2.2) denkleminde bir degisken degistirme, bize
r ) U r 27 .y
[ ‘f(e’“t)‘ dr <7 [ ‘f(re’g)‘ e
-r 0

esitsizligini verir. Simdi burada =1 seger ve f(z) yi f'(z) ile degistirirsek asagidaki

teoremi elde ederiz.

Teorem 2.1.3 Eger f(z) fonksiyonu, U birim diskinde analitik ise herhangi bir re (0,1)

icin L(D,) < L(r)/2 olur. Yani, C, egrisinin herhangi bir capinin resminin uzunlugu en fazla
C, egrisinin resminin uzunlugunun yarist olur [12]. ¢

|zI=1 ¢cemberinin resmi bir diizeltilebilir egri oldugu siirece, bu teorem ¢/ birim

diskinin sinirina genisletilebilir.

Daha 6nce de sdyledigimiz gibi, Teorem 2.1.2 deki 1/2 sabiti, herhangi bir daha

kiictik sabitle degistirilemez. Gergekten g(z):lni-i_—Z fonksiyonu ¢/ birim diskini
-z
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IIme<% seridi tizerine doniistiiriir. Her bir r <1 i¢in g(C,), asal ekseni D, nin resmi

M_)l olacag1 aciktir. Eger

olan bu seritte kapsanan bir egridir. r —1 iken
L(r) 2

f(2)=g'(z) alinirsa, bu =1 iken Teorem 2.1.2 deki 1/2 sabitinin azalamayacagini

_ 8@ _ 1
f(2)=4 ) (1_Z2)1/,u

gosterir. Keyfi bir 4 >0 i¢in

M olur.
2

yazilirsa, | f (z)|ﬂ =

Simdi Teorem 2.1.3 iin bir yarim daire versiyonunu goz oniine alalim. u kapali

diskinde analitik her bir f(z) i¢in

1 V4
[ @|dz<c|
-1 0

f’(eig)‘ o (2.6)

olacak sekilde bir C sabiti var midir?

Eger f(z) sadece analitik ise cevap hayir olur. Gergekten, k >0 ile f'(z)= e

ikz |:

alalim. Bu durumda —1<z<1 iken le 1 olur. Boylece (2.6) ifadesinin sol tarafi1 2

ikz )= ¢7*5n9 Glur ve k —> oo iken (2.6)

olur. Diger taraftan z = " ise, bu durumda e
ifadesinin sag tarafi sifira yaklasir.

Piranian [12], eger f(z) fonksiyonunu u kapal1 diskinde analitik ve yalinkat
olarak kisitlarsak, (2.6) ifadesinin hala dogru olabilecegi kestiriminde bulundu. Bu
kestirim dogruydu ve Gehring ile Hayman [10] bu durumu 1962 yilinda 7z <C <74
olmak iizere baz1 C degerleri icin ispatladilar. Jaenisch [18] 1968 yilinda tiim yalinkat

fonksiyonlar icin 4,5<C <17,5 olmak iizere bazi C degerleri i¢cin bu esitsizligin

saglandigim gostererek bu araligin her iki sinirimi da diizeltti.

2.2 Subordinasyon I¢in Daha Fazla Bilgi

Birinci boliimde verilen Subordinasyon tanimim tekrar hatirlayalim. | f(z)I<1

olacak sekilde U/ birim diskinde analitik olan f(z)= anz" fonksiyonlarinin sinifi B,

n=1

olmak iizere, eger
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f(2)=F(b(2))
olacak sekilde b(z)e By varsa f(z), F(z) fonksiyonuna subordinedir diyorduk ve
subordinasyonu f(z) < F(z) sembolii ile gosteriyorduk. Bu denklemde F(z)

fonksiyonunun yalinkat olmasi gerekli degildir.

Tamim 2.2.1 Eger
1 o p Yu
_ ig
Mﬂ<r,f>—[—2ﬂ { £ rei®) deJ

integrali r — 1" iken stmrli ise, f(2) fonksiyonuna 7 () Hardy sinifindadir denir.
1925 yilinda Littlewood [24] asagidaki esitsizligin saglandigini gdstermistir.

Teorem 2.2.1 Eger U birim diskinde f(z) < F(z) ise, her r€[0,1) ve 1t =0 icin

M, (r, f)<SM ,(r,F)

esitsizligi saglanr. ¢

M, (r, f) tamminda normallestirme islemi yapmak ve islem yapma kolaylii

saglamak amact ile 7, (r, f)= [M u(r f )]ﬂ yeni semboliinii vermek uygun olacaktir.

Boylece Teorem 2.2.1 yerine
1 2z o 1 2z .
L == [ |ree®)| ao<— [|Fee®)|" ao=1,0,F) @.7)
2z 2z g
esitsizligini verebiliriz.
Simdi, f(z)= Zanz” ve F(z)= z A, 7" fonksiyonlarimi géz Oniine alalim.
n=0 n=0

Sonug 2.2.1 Eger f(z) < F(2) ise, bu durumda her re (0,1) igin

1 27 0 1 2z 0
E!ln‘f(re Jdo<= £ In|F(re)|d),

Slaf < X[,
n=0 n=0
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ve

max |f(z)| < max|F(z)|

esitsizlikleri saglanir. ¢

Yine Littlewood [12] tarafindan elde edilen bir diger sonug¢ da soyledir:

Sonug 2.2.2 Eger f(z) < F(z) ve r= 1—l ise
n

|an| < Emax‘f(re"g)‘
r o6
esitsizligi vardir. ¢
1943 yilinda Rogosinski [40] U birim diskinde f(z)< F(z) iken f(z) ve

F(z) fonksiyonlarinin katsayilariyla ilgili pek cok ilging esitsizlik ispatlamistir. Bu

esitsizliklerden bazilar1 asagida listelenmistir. Her bir teoremde a,=A, =0 ve A =1

olmak iizere f(z)= z a,z" ve F(z)= z A,z" kuvvet serileri kullanilmustir.
n=0 n=0

<
2

ise la, I<n,

1. f(2)<
7

1-z2
2. f(z)<F(z) ve F(z)e K ise la, <1,
3. f(2)< F(2) ve F(z)e S ise la,|<n.

Bu sonuclar Rogosinski’nin asagidaki genellestirilmis kestirimine gider:
“f(2)=<F(z2) ve F(z)e § 1se n=2,3,... i¢in | a, I<n esitsizligi vardir.”

Herhangi bir fonksiyon kendine subordine oldugu icin bu sonug eger dogru ise

S smufindaki her fonksiyon icin | A, I<n esitsizliinin ispatin verir. Bununla beraber,
Rogosinski’'nin la, |[<n kestirimi, S simifindaki bir fonksiyon i¢in | A, I<n orijinal

kestirimini ispatlamaktan daha zordur.
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Marx [29] 1932 yilinda yildizil olan bir f(z) fonksiyonunun
/@) k@)
z b4

subordinasyonunu sagladigini ispatlamistir. Bu sonug, Marx’1n

1+z

“f(z)e 8" ise, U birim diskinde f'(z)<k’(z)= 5

subordinasyonu saglanir”
I-z

seklindeki kestirimine gider.

Pek cok fonksiyon icin k(z) Koebe fonksiyonu bir ekstremal fonksiyon

oldugundan her £ >0 ve f(z)e S i¢in
1F N 12 ok
— ‘ f(re”g)‘ do<— [ ‘k(re“g)‘ e 2.8)
2 27

esitsizligini tahmin etmek dogaldir.
Gorliniiste, bu f(z) < k(z) iken dogru olan (2.7) esitsizligine benzer fakat ne
yazik ki & sinifinda, S nin bir diger fonksiyonuna subordine olan bir fonksiyon

yoktur.
Baernstein teoremine gegcmeden Once, kisa bir hatirlatma yapalim.

—oo < x < oo {izerinde siirekli bir Q(x) fonksiyonu, eger

QG(H y)j < %(Q(x)ﬂl(y))

esitsizligini saglarsa bu fonksiyona konvekstir denir. x=y olmadik¢a kesin esitsizlik

saglaniyorsa Q(x) fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir.
Bu hatirlatmalardan sonra Baernstein teoremini agsagidaki gibi verebiliriz.

Teorem 2.2.2 Q(x), —oo< x <o icin azalmayan konveks fonksiyon olsun. Eger f(z)€ S

ise, bu durumda
2r ) 2r )
[ Q(ln‘f(re”g)‘)dﬁ < Q(ln‘k(re’g)‘)de (2.9)
0 0

esitsizligi saglamr. Eger en az bir r € (0,1) igin esitlik saglanirsa ve S kesin konveks ise baz

|77 1=1 degerleri icin f(z)=nk(Rz) olur [3]. ¢
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Ornegin, Q(x)=e*" fonksiyonu kesin konvekstir ve (—oo,00) araliginda
artandir. Boylece her f(z)e S ve her x>0 i¢in kesin sonug (2.8) esitsizligidir.
Bir diger ornek olarak

X x>0

Q(x):{o x<0

fonksiyonunu alalim. Bu durumda Q(x) gerekli 6zelliklere sahiptir ve (2.9) ifadesi, her
f(2)e S i¢in

i6 i6 46

2z 2z
J In* dé< j In*
0 0
esitsizligini verir.

Baernstein Teoreminin ispati [7] olduk¢a uzun ve zordur. Bu yiizden ispati

burada vermeyecegiz.

Baernstein, Teorem 2.2.2 de verilen Q(x) fonksiyonu ile ilgili olarak, her

f(z2)e S igin

1 T 1

‘f(re )‘ j Q ln‘k(re’g)‘ do

jgln

esitsizligini de ispatlamistir.

2.3 Tiirevler icin Integral Ortalama Esitsizlikleri

Baernstein Teoremi’ni tiirevlere genisletip genisletemeyecegimiz sorusunu

sormak dogaldir. Daha 6zel olarak
L,(r. f(2))<1,(r,k'(2)) (2.10)
esitsizligini yazmak miimkiin miidiir?

4 <1/3 i¢in bu esitsizlik yanhstir. Tim g <1/3 degerleri i¢in r —1 giderken
1,(r,k'(z)) smirlt oldugundan k’(z) fonksiyonunun 77 (#) Hardy uzaymda oldugu
dogrudan hesaplamalarla goriilebilir. Diger taraftan Lohwater, Pranian ve Rudin,
herhangi bir x>0 icin tiirevleri # (%) simfinda olmayan, yani [ ﬂ(r, f(z)) degeri

siirsiz olan S sinifina ait fonksiyonlarin varligini gostermislerdir [27]. Boyle bir f(z)
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fonksiyonu ve her bir ¢ <1/3 i¢in (2.10) esitsizligi 1 civarindaki tim r degerleri i¢in
yanlis olacaktir.
Yiiksek mertebeden tiirevlerle ilgili olarak MacGregor [28] 1972 yilinda

asagidaki teoremi vermistir.

Teorem 2.3.2 =1 ve f(z)e CK olsun. 0<r <1 ve tiim n>1 degerleri icin
1°F |4 1°F o4
— [|r@ e ao<— [k e[ a6
2z 2z g

egitsizligi saglamr [12]. ¢

f(2)e S ise, I ﬂ(r, f (")(z)) icin kesin iist simir bilinemez fakat Feng 1974

yilinda [9] ve Feng ile MacGregor 1976 yilinda [8] bazi giizel tist sinirlar elde

edilmislerdir.

Z

Teorem 2.3.3 F(2) = N Sonksiyonunu alalim. Eger f(z2)e K, £=0 ve n=0,1,2 ise

—Z

Iﬂ(r,f(")(z))ﬁIﬂ(r,F(")(z)) (O<r<l1)

esitsizligi saglamr [12]. ¢

Diger n degerleri icin de [ ﬂ(r, f (")(z)) ifadesinin giizel iist sinirlar elde

edilmistir, ancak »n > 2 i¢in kesin iist sinir hala bilinmemektedir.

1934 yilinda Nabetani [30] tarafindan ispatlanan bir diger teorem de asagidadir:

1+
£ fonksiyonunu alalim. Eger f(z)e P ve u=1 ise, bu durumda

Teorem 2.3.4 F(z)= 1
-z

0<r<1 vetim n=0 degerleri icin

L(r. f"@)<1,(r.F® ()

olur. Eger n=0 ise ayn esitsizlik tiim gercel U degerleri icin saglanir. ¢



3. BOLUM

COK KATLI FONKSIYONLARIN
INTEGRAL ORTALAMA HESABI I

Littlewood, f(z)=<g(z) subordinasyonunu saglayan analitik
f(z) ve g(z) fonksiyonlarmin integral ortalamalari i¢in bazi
ilging sonuglar vermistir [24]. Bu boliimde, Littlewood tarafindan
verilen bu integral ortalamalarin bazi uygulamalarini yaparak,
bunlarla ilgili ilging 6rnekler verilecektir. Verilen teoremler, Owa
ve Sekine’ye ait teoremlerin genellestirmesidir [34]. Yapilan bu
calisma, “Journal of Inequalities in Pure and Applied

Mathematics” adli dergide yayinlanmistir [17].

3.1 Temel Tarmimlar

Ap’n , U birim diskinde analitik, cok katli ve
f@=z"+ Y a 7" (neN={1,23,...}), (3.1
k=n+p

formundaki fonksiyonlarin sinifi olsun.

.Ap’n smifina ait fonksiyonlar i¢in ¢ mertebeli ¢ok katli y1ldiz1l fonksiyon ve «

mertebeli cok katli konveks fonksiyon siiflart sirasiyla S;’n(a) ve A, (@)

sembolleriyle gosterilir.

Bu smiflar icin Owa [35] asagidaki katsayi esitsizliklerini vermistir.

Teorem 3.1.1 Eger f(z)e A, fonksiyonu O < & < p icin

oo

> k-a)ya <p-a (3.2)
k=n+p
esitsizligini sagliyorsa, bu durumda f(z)€ S;’n (@) olur. ¢

55
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Teorem 3.1.2 Eger f(z)e A,, fonksiyonu 0 < & < p igin

Y kk-a)a<p-a (3.3)
k=n+p
esitsizligini sagliyorsa, bu durumda f(z)e le’n (@) olur. ¢

3.2 f(z) ve g(z) Fonksiyonlari icin Integral Ortalama Hesabt

Bu kesimde, f(z)e Ap’n ve
g(2)=z" +b,2/ +by; 2" (j2n+p) (3.5)

ile taniml1 g (z) fonksiyonlar: i¢in integral ortalama hesab1 yapacagiz.

Teorem 3.2.1 f(z)e ./41,’” ve g(z) (3.5) ile verilen fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu

icin

i | <[y -[B5]  (]B] <|B2s0] ) (3.6)

esitsizligi saglamirsa ve

by (WD) b, (D) = 3 a2 =0

k=p+n
olacak sekilde analitik bir w(z) fonksiyonu varsa, bu durumda >0 ve z=reé'’? (O< r<l)
icin

27 27
[lr@ldes [|sf ae
0 0

esitsizligi dogrudur.

Ispat : z=re'? (0< r<l1) iken, f(2) ve g(z) fonksiyonlar icin,

Y7
de :rﬂﬂj

v

I|f(z)|”dt9 J 2P+ Z a, 7*

k=p+n

1+Zakz -r

k=p+n

ve
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2r 27 ) . P o . . p
[le@ do=[|2"+b,2 +by 2277 (a0 =r"# [ |14b,27 " 4y, 227727 a6
0 0 0

esitliklerini kolayca yazabiliriz. Toerem 2.2.1’e gore, istenen esitsizligi gosterebilmek
icin
1+ Y a, 2P <1+b;z P +by; 22UV
k=p+n
subordinasyonunu gostermek yeterlidir. Bu subordinasyonu gosterebilmek icin, w(z)
fonksiyonunu
S - - 20j-p)
14+ Y a2 =1+b;(w@) " +by,_, (W)
k=p+n
veya esdeger olarak
2(j-
by ()T 4 (D) = Y a7 = (3.7)
k=p+n

seklinde tanimlayalim. Boylece z =0 i¢in
(@) { by, (W) b, } =0

oldugundan, w(0)=0 olacak sekilde ¢/ birim diskinde analitik bir w(z) fonksiyonu

vardir.

Simdi w(z) fonksiyonunun
i |l <[bay -0 ([oi]<[a] )
k=p+n

esitsizliginin saglanmas1 varsayimi altinda,

gosterelim. (3.7) esitliginden her bir ze U/ icin

oo

2 a

k=p+n

|21y (@) b, ()Y

Zakzp

k=p+n

yazabiliriz. Buradan

| by, | | W) P77 =By [w) 7= S || <0 (3.8)

k=p+n

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikte t=| w(z) |j "7 (120) alarak
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Gg):\sz_p\ﬁ_\bj\t_ki EX

=p+n

fonksiyonunu tanimlayalim.

Eger G (1)=0 ise, bu durumda G (t)< 0 i¢in <1 olur. Ger¢ekten de

oo

G()=|by, ||t = X |al=z0

k=p+n

yani

oo

> |ak|3‘b2j—p‘_‘bj‘

k=p+n
olur. Sonug olarak eger (3.6) esitsizligi saglanirsa, f(z)=g (w(z)) esitligi saglanacak

sekilde | w(z) |< 1(zeUd) ve w(0)=0 kosullarim1 saglayan analitik bir w(z)

fonksiyonu vardir. Bu da ispat1 tamamlar. ¢

Sonu¢ 3.2.1 f(z)e Ap’ ve g(2), (3.5) ile verilen fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu

n

Teorem 3.2.1 in kosullarin saglarsa, bu durumda 0< U< 2 ve z=reé'? (0< r<l)icin
2z
2 2 4 K2
[lrfao< 2m1’ﬂ{1+\bj\ PO by, | r“(H’)}
0

2 2 ul2
<271'{1+‘bj‘ +‘b2j_p‘ }
esitsizligi  saglamr. Ayrica, 7 () Hardy Uzaymi belirtmek iizere 0< <2 icin

f(2)e ' (U) olur.

Ispat : g(z) fonksiyonu igin

2r 2z
J.|8(Z)|ﬂdl9= I ‘zp‘ﬂ‘ 1+b; zj_f’+b2j_17 20" a0
0 0

esitligini yazabiliriz. 0< ¢ < 2 icin Holder Esitsizligini kullanarak
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27 27 2 2-w)2 27 2/ /2
flg(z)|“des{ [ (1271 )zn dﬁ} {j Ul+bjzf‘l’+b2j_p zz(j_”)‘ﬂj da}
0 0 0

= { 2 PH] =40 I dﬂ} { I ‘1+bj by, Zzu—p)‘ dg}
0

0

122 " o\ 142
= {2z 2@ ¥ o g (11, P 200 1y 24070 )
=27z rPH (1+|b 2 P20 p, . P r‘“f"l’))”/2

J 2j-p

2 2 ul2
<27(1+1b; P+1by; , P)

esitsizligini elde ederiz. Ayrica u= 2 icin
27 5 ) ' ) '
Jlr@Faosazrir{ispf 2o ss,, [ ro]
0
2 2
<27z{1+‘ bj‘ +‘ ij_p‘ }
oldugunu gormek kolaydir. ¢

Yukarida yapilan islemlerden, O< u#< 2 igin

2z /2
iggi;[|f(Z)|ﬂd9S2”rpﬂ{1+‘bj‘2+‘b2f‘p‘2]ﬂ <oo

yazarsak, f(z)e Z® (U) oldugu goriiliir. Hardy Uzaylar icin O<r<pu<eo iken

A 577" oldugunu belirtelim.

Ornek 3.2.1 f(2)e A, , fonksiyonu, Teorem 3.1.1 deki (3.2) katsay: esitsizligini

saglasin ve 0 < < p iken

g)=+———e 45277 (|e|=|8]=D)
p+n—«o

neé
olsun. Burada b; = and b,;_, =6 olur.

p+n—a
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(3.2) ile verilen katsay1 esitsizliginden

n
k§n|ak|< p+n-a =1- p+n-a _‘b”_”‘_‘bj‘

yazabiliriz. Boylece eger Teorem 3.2.1 deki kosullar1 saglayan bir w(z) fonksiyonu

varsa, f(z) ve g(z) fonksiyonlar1 Teorem 3.2.1 in kosullarim saglar. Buradan

0<u<2ve z=re'? (0< r<1) icin,

2z 2
[lr@fdes 27[#”1{”(#] r2p +r4(f"’)}
0 ptn—«a

2 u2
<27z{2+(Lj }
p+n—a

42

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.2.2 f(z)e A

p.n

ve g(2), (3.5) ile verilen fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu

i Kla < @j=p)|boy|=ilb| (|6 <|B2ses] ) (3.9)

k=p+n

esitsizligini saglarsa ve

Q2= by, (W) 4 b, (w(2)” Z ka, 257 =0

k=p+n

olacak sekilde analitik bir w(z) fonksiyonu varsa, bu durumda >0 ve z=reé'’? (O< r<l)

icin

27 2
[lrofdes g de
0 0
esitsizligi saglamr. ¢

Holder Esitsizligi yardimiyla asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.2 f(z)e A

p.n

ve g(z) (3.5) ile verilen fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu

(3.9) ile verilen esitsizligi saglarsa, 0< (< 2 ve z=reé'? (0< r<1)icin



61

i 2 : 2 . u/2
IEAGIRIE 2m(”‘”“{ pr+ P[] PP @ p)?| by r4<f-P>}
0

<2z{p? +f\bj\2+(2j—p>2\bzf'—pr]ﬂ/z

esitsizligi saglanr. ¢

Ornek 3.2.2 f(z)e Ap,n fonksiyonu, Teorem 3.1.2 deki (3.3) katsay1 esitsizligini
saglasin ve 0 < a < p iken

; o
7/ +

———
J(ptn—-a) 2j-p

g(a)=2"+ 2P (e]=|S|=D

n€é

olsun. Burada b; = Ve by, = — olur. Verilen katsay: esitsizligi
Jjintp-a) 2j=p
S -a n , .
3 kla|<—2 =1- =Q2j=p)|byy|- i|b]
kmptn p+n—« p+n—a

seklinde yazilabildiginden, eger Teorem 3.2.2 deki kosullart saglayan bir w(z)

fonksiyonu varsa f(z) ve g(z) fonksiyonlari Teorem 3.2.2 in kosullarin1 saglar.

Boylece Sonug 3.2.2den O< <2 ve z=reé'? (0< r<l) icin,

uj2

2 2
J.|f/(Z)|lud9S27Z'r(p_1)ﬂ{P2+(—n J I‘Z(j_p)+r4(j_p)}
0

n+p-«o

2 u/2
<zz{p2+1+(LJ }
n+p—-«a

esitsizligi saglanir.
3.3. f(z) ve h(z) Fonksiyonlari icin Integral Ortalama Hesabt

Bu kesimde, f(z)e Ap’n ve

h(2)=z" +b,2) +by, 2P +by; 5,27 (j2n+p) (3.10)

ile tanimh % (z) fonksiyonlar i¢in integral ortalama hesab1 yapacagiz.
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Teorem 3.3.1 f(z)e A, ve h(z), (3.10) ile verilen fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu

p.n
5 lal sl ol (bl dns)) @
k=p+n

esitsizligini saglarsa ve

b3j_2p(w(z))3(j_p)+b2j_p(w(z))2<j_p) w(z) Z a,z27 =0

k=p+n

olacak sekilde analitik bir w(z) fonksiyonu varsa, bu durumda (>0 ve z=re'? (0<r<l)

icin
2 2
[|r@[ ae< [|n@) a6
0 0
esitsizligi saglanr.
Ispat : Teorem 3.2.1 in ispatinda kullanilan yontemle, f(z)=h(w(z)) olacak sekilde

w(0)=0 ve |w(z) |< 1(zeU) kosullarin1 saglayan analitik bir w(z) fonksiyonunun

varligim gostermeliyiz. w(z) fonksiyonunu

by;a, (WD) 4 by, (W(2)? T b, (W(2) Z a, 77 (3.12)

k=n+p

seklinde tanimlayalim. z =0 igin

(w(0))"" {b3 2y (WO 4by (W) +b, } -0

oldugundan w(z) fonksiyonunun w(0)=0 kosulunu sagladigini sdyleyebiliriz.

Diger taraftan

| by, | | W 7 =]y W@ P77 = by [ w2 |7 - S [ <0

k=p+n

yazabiliriz. t=| w(z) |j 7 (t20) yazarak,
k=p+n

fonksiyonunu tanimlayalim.
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Buradan H (0)<0 ve

H/(f)=3‘ b3j—2p‘t2 _2‘ brj—p

124
olur. H'(¢) fonksiyonunun diskriminanti sifirdan biiyiik oldugundan, H’(1)> 0 ise

H (1)< 0 olmast icin t< 1 olmalidir. Boylece

oo

H(D)=]bs |~ by |- b)] = 2 || 20

k=n+p

veya

oo

> ] <| by =] Boyon|-| 6]

k=p+n
esitsizligine ihtiyac duyariz. Bu ise teoremimizin varsayimidir. Bu da Teoremin ispatini

tamamlar. ¢

Sonu¢ 3.3.1 f(z)e "417, ve h(z), (3.10) ile verilen fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu

n

Teorem 3.3.1 in kosullarin saglarsa, bu durumda 0< U< 2 ve z=re'? (0< r<l)igin

T | f)“d6 <2z rH { D R N P r6<j_p)}ﬂ/
0
2 2 24/
<2n{1+\bj\ by, |53y }
esitsizligi saglanr. ¢

Ispat : h(z) fonksiyonu igin
2 27 P . . | .
j |h(z) |/‘d¢9 = J' ‘ZP‘ ‘ 1+b; 2P 4 by, Z2(j—p)+b3j_2p A0 g0
0 0

esitligini kolayca yazabiliriz. 0< g < 2 i¢in Holder Esitsizligini kullanarak
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27
[lnfde
0
2z _ Q2=m/2 (5, 2/ ul2
< { [ (12" I“)z/(2 . dﬁ} { [ ( ‘1+bj Py U g z”"’)‘ﬂj d&}
0 0

o7 Q2=m/2 ( 5y 5 w2
= { rZPﬂ/(Z—/l) J dﬁ} { J ‘1+bj ZJ—P + b2j—p ZZ(j—P) +b3j—2p Z3(j—17)‘ dg}
0 0

L2 . . 2 eiim\ 12
= {2z 2w} {27[( L+, 2077 41p, 2 40D +‘b3j_2p‘ Y p))}

- . M2
=277 (1416, P PP by, PP | by | 2r007P)

) ) 2 u/2
<2;z(1+|bj| by, P+ by s )

elde ederiz. Ayrica 0< <2 icin f(z)e Z“ (U) olur. ¢

Ornek 3.3.1 f(z)e A, , fonksiyonu, Teorem 3.1.1 deki (3.2) katsayr esitsizligini

saglasin ve 0 < a < p iken

h(z)=zp+n—tezj+M5z2j_p+0'23j_2p (|e|=|]=|o]=1 ;0<t<1)
p+n—a p+n—a

nt n(l-t)
olsun. Burada b; =———¢ , by, ,=——0

ve by, =0 olur.
ptn—a p+tn—-a mep

(3.2) esitsizliginden

2, lals pi;fa =1_pniln_—t)a_p+’:at—a:‘b”‘z”‘_‘bz”"_‘bj‘
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yazabiliriz. Boylece eger Teorem 3.3.1 deki kosullar1 saglayan bir w(z) fonksiyonu

varsa f(z) ve h(z) fonksiyonlar1 Teorem 3.3.1 in kosullarin1 saglar. Buradan

O<pu<2 ve z=re'? (0< r<l) icin,

2 2 2 /2
[lffao< 27zr””{1+(”—’J r2</—p>+[M] A=) +r6<j—p)}
0

p+n—a p+n—a

2 ul2
<27z{2+(2r2—2z+1)(—” J }
p+n—a

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.3.2 f(z)e Ap’n ve h(z) (3.10) ile verilen fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu

i k|ay| < (31'—21?)‘b3j—2p‘_(2j_p)‘b21—l"_j ‘bf‘ ’

k=p+n
(j‘bj‘+(2j—p)‘b2j_p‘<(3j—2p)‘b3j_2p‘) (3.13)
esitsizligini saglarsa ve
Bj=2p)bs 0, (W) + 2= Py, (WD) + jb, (w(2)) Z ka, 7P =0
k=p+n

olacak sekilde analitik bir w(z) fonksiyonu varsa, bu durumda (>0 ve z=re'? (0<r<l)

icin
27
[lraf o

0

esitsizligi saglamyr. ¢

Sonu¢ 3.3.2 f(z)e A . ve h(z) (3.10) ile verilen fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu

p.n

Teorem 3.3.2 in kosullarin saglarsa, bu durumda 0< U< 2 ve z=re'? (0< r<l)igin
2
[l @l ae
0
(p-bu) 2 20y |*20-p) N2 2 4G-p) - 2 2 o-p
<27 ﬂ{p + 72| by PP 2= ) by, | TP 4 B =2p) by, | POV 1’}
2, 2 2 - 2 2 . 2 2|42
<27f{p +J \b,-\ +(2j-p) \sz_,,\ +@Bj—-2p) ‘b3j—2p‘}

esitsizligi saglanr. ¢
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Ornek 3.3.2 f(z)e A, , fonksiyonu, Teorem 3.1.2 deki (3.3) katsay1 esitsizligini

saglasin ve 0 < a < p iken

h(z)=z"+ nt ezl + n(-1) Sz72p +LZ3J—2P
J(p+n-a) 2j-p)p+n-a) 3j-2p

(|e|=|d]=|o]=1 ;0<i<1)

olsun. Burada

bj :‘Lg , b2j—p = - nd-1 ve b3j—2p :'L
J(p+n-a) Qj-p)p+n-a) 3j-2p
seklindedir.
d r-a . n s e .
k§+nk|ak|s p+n_a—l p+n_a—(31 2)| b, | = 25 = P)| By |- ] 1))

oldugundan eger Teorem 3.3.2 deki kosullar1 saglayan bir w(z) fonksiyonu varsa f(z)
ve h(z) fonksiyonlar1 Teorem 3.3.2 in kosullarini saglar. Boylece Sonu¢ 3.3.2 den
0<pu<2ve z=re'? (0< r<l1) icin,

uf2

2 2 2
.Hf/(Z)rldHS27Z'F(p_1)ﬂ{P2+{—nt j Fz(j_p)-i-(—n(l_t) J r4(j_p>+r6(j_p)}
0

p+n—o p+n—o

2 w2
<27z{p2+1+(2r2—2r+1)(LJ }
ptn—a

esitsizligi saglanir.

Not 3.3.1 : Bu boliimde amacimiz teoremlerin kosullarimi saglayan analitik bir w(z)

fonksiyonunun var oldugunu ispatlamak degildir. Bununla birlikte, biliyoruz ki eger bu

boliimdeki teoremlerde bazi 6zel f(z) fonksiyonlarimi goz oniine alirsak, teoremlerin
kosullarini saglayan analitik bir w(z) fonksiyonu vardir. Boylece eger boyle bir w(z)
fonksiyonunun Ap’n sinifindaki herhangi bir f(z) fonksiyonu i¢in var oldugunu

ispatlarsak, teoremlerde w(z) fonksiyonu icin kosul vermek gerekmez.

Not 3.3.2 : Yukarida verilen Teoremler ve 6rneklerde p =1 alimirsa Owa ve Sekine’ye

ait sonuclar1 elde ederiz [34]. Bu boliimde ispatlar yapilan teoremler, Owa ve Sekine’nin

calismasinin genellestirmesidir.



4. BOLUM

COK KATLI FONKSIYONLARIN
INTEGRAL ORTALAMA HESABI I1

Bu boliimde, iiglincii boliimde ele alinan 6zel g(z)

fonksiyonunun genellestirmesi yapilarak ispatlanan teoremler ile
bunlarla ilgili ilging sonuglar verilmistir. Bu béliimde yapilan
calisma, “International Journal of Mathematics and

Mathematical Sciences” adli dergide yaymlanmistir [47].

4.1 f(2) ve p(z) Fonksiyonlariicin Integral Ortalama Hesabt

Bu kesimde, f(z)e A,, ve

P =2+ by (1),2" U7 (jZn+p; neN; m22) 4.1

s=1
ile tamimhi p(z) fonksiyonlari icin integral ortalama hesab1 yapacagiz.

Oncelikle, teoremlerimizin ispatinda bize gerekli olacak Sekine, Owa and

Yamakawa’ya [44] ait bir Yardimci 6nermeyi vermek yararl olacaktir.

Yardimct Onerme 4.1.1 P, (), ¢;(i=1,2,---,m)degerleri keyfi pozitif sabitler ve d =0
olmak iizere

P.(t)=ct" —ct" " ==, 1*—c,t—d (t20)
seklindeki polinom olsun. Bu durumda, P, (t)=0 denklemi t >0 icin tek bir ¢oziime sahiptir.

Eger ¢oziim 1 ile verilirse, 0 <t <t, icin P,(t) <0 ve t > 1, icin P, (t) >0 olur.

67
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Teorem 4.1.1 f(z)e Ap’n ve p(2), (4.1) ile verilen fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu

by—s-1p| <] B

iken
) m—1
>l < B = 2| Byis-yl
k=p+n s=1

esitsizligini saglarsa ve

m oo

s(j-p) k=p _
Z‘,l7sy'—(.v—1)1ﬂ"(2)Y P~ z az- P=0
s=1 k=p+n

(4.2)

(4.3)

(4.4)

olacak sekilde analitik bir w(z) fonksiyonu varsa, bu durumda (>0 ve z=re'? (0<r<l)

icin

27 27
[lr@fdes [|p@)| ae
0 0

esitsizligi saglanr.

Ispat : 7= re' (0< r <1) alarak f(2) ve p(z) fonksiyonlar icin,

. u
1+ z a,z2""

k=p+n

[l do=rm ]

ve
U

2 2
J.0”|p(z)|ﬂ de = rpﬂ.[oﬂ

m
Sj—sp
1+ 2 b5
s=1

esitliklerini  kolayca yazabiliriz. Littlewood teoremine gore,

gosterebilmek icin

oo m
1+ Y a7 <1+Zb“j_(s_1)pz“'(”’)

k=p+n s=1

do

istenen esitsizligi

4.5)

subordinasyonunu gostermek yeterlidir. Bu subordinasyonu gosterebilmek icin, w(z)

fonksiyonunu

1+Z bsj—(s—l)p{W(Z)}S(j_p) =1+ z akzk_p

s=1 k=p+n

veya esdeger olarak

Z bsj—(s—l)p {W(Z) }S(j—P) :{W(Z) }j—p (z bsj—(s—l)p {W(Z) }(S—l)(j—p) J
s=1 =1

seklinde tanimlayalim.

= i aka_p
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Boylece z=0 igin

(WO} (i by (51, (W(2)} P J=0

s=1

olacaktir. Eger (4.4) esitligini saglayacak sekilde bir analitik w(z) fonksiyonu varsa,
w(0) =0 olacak sekilde &/ birim diskinde analitik w(z) fonksiyonunu g&zoniine

alabiliriz.

Bundan baska, bu analitik w(z) fonksiyonunun

oo m—1 m—1
2 laf=< bmj—(m—l)p‘_z; By-(s-1yp| (Z

o] < By 1>pU
k=p+n s= =

iken Iw(z)I<1 (ze€ U) kosulunu sagladigin1 gostermemiz gerekir.
(4.4) esitliginden, ze U igin

)(m—l)(j—P) +b

(m-2)(j-p)
(m=2) j~(m—3)pW(2)

b

(j-p)
mi—m-1)pW(2)" T + by

m-1) j—(m-2)pW(Z

+...+sz_pw(z)2<f"’)+bjw(z)j_”‘S i ‘akzk_p‘< 2 la
k

yazabiliriz ve boylece

bm/ (m=1)p ‘W(Z)m(j 17)‘ Z

5j—(s— 1)pHW(Z)|S(j P Z la, 1<0
k=p+n

olur.

simdi, 1 = |w(z)" " (1 20) alarak,

—1
by ooty - Z la |

s=1 k=p+n

P()=|b

mj—(m—1)p

)

seklinde m dereceli bir P(¢) polinomu tanimlayalim.
Yardimci Onerme 4.1.1 den, eger P(1) >0 ise, P(t)<0 igin t<1 elde ederiz.

Iw(z)l<1 (z€ U) olmasi igin

bj—(m- 1),,‘ Z

P(1)= Do S g 120

k=p+n

ve buradan

Z || <‘b mj—(m— 1)p‘ Z‘ (s l)p‘

k=p+n
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esitsizligine ihtiya¢ duyariz. Bu esitsizlik ise bizim teoremimizin varsayimidir. Boylece

(4.5) ile verilen subordinasyon saglanir. Bu ispat1 tamamlar. ¢

Teorem 4.1.1 bize asagidaki sonucu verir.

Sonug 4.1.1 f(z)e A, ve p(z) (4.1) ile verilen fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu

Teorem 4.1.1 in kosullarin saglarsa bu durumda 0 < 4<2 ve 7 = re' O<r<1) icin,

u/2
2 2s<j—p)j

bsj—(s—l)p‘ r

2 m
jo | f(2) ¥ d6 < 27rPH (1+Z_;

m 2 “e
<27r(1+§, | Bys-1yp| J

esitsizligi saglamir. Ayrica 0 < <2 icin f(z)€ H(ﬂ)(b{) olur.

Ispat : p(z) fonksiyonu icin

U

2 2
u _ p M
jo | p(2)| de_jo 1z | do

4D by (gyp 27
s=1

esitligini yazabiliriz. 0< g < 2 i¢in Holder Esitsizligini kullanarak
2

jo” | p(z) 1 d6

2
p 2/ uf

deé

IN

— /2
27| P2 ) )(2 W2 ) o
(jo (1 z P4y dé jo

m
s(j=p)
W Dy iyp?
s=1

2 u2
dé

m

s(j—p)
4D By s1yp 2
s=1

) 42
25(j-p)
bs/—(s—l)p‘ r j}

5 uj2
,,ZS(J—p)J

2—u)/2
(FZPﬂ/(2—ﬂ)J()2”d9)( i

J~27r
0

(27zr2pﬂ/<2—u> )(2_" /2 {27[(1+§:
s=1

by(s-1)p ‘

27xrPH (Hi
s=1

w2
2
bsj—(s—l)p‘ J

N

27[(1+i
s=1
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elde ederiz. Ayrica 4= 2 igin

0

2 m ) "
J " f()P do<2mr?? (1+Z ij—(s—l)p‘ r2.s(]‘1’)j
s=1

2
by(s-1)p ‘

oldugunu gormek kolaydir. ¢

< 27[(1+i
s=1

Yukarida yapilan islemlerden, O < #<2 i¢in

sup=— [ a6 < (Hi
s=1

zeU 2

2
bsj—(s—l)p‘ J <o

yazarsak f(z)e & @) oldugu goriiliir.

Ornek 4.1.1 f(z)e Ap,n fonksiyonu, Teorem 3.1.1 deki (3.2) katsay1 esitsizligini

saglasin ve tim ie N lerigin | & =1 ve 0<a < p olmak iizere, m =2 i¢in
P n j 2j-p
p(2)=z"+——&z7' + &z
p+n—o
ve m =3 icin,

-2 m—1___(m—1)—s

nt™ ; nt 1-t¢
p(z): Zp ++—€1ZJ + #g
p

Z‘sj—(s—l)p + ngmj_(m_l)P
n—o 2 ptn—«a

olsun. Burada m =2 i¢in,

n
b,=—¢, b,._ =&
o p+tn-a ! 2mp 2

ve m =3 igin,

) (m—1)—s
nt"™ nt 1-t¢
bj:—gl, bsj—(s—l)pzéguv {s=2,3,--,m—1}
p+n—«a p+n—«a
ve by n-1), =&y, Olur.

Bu 6rnegin  m =2 durumu 3.Boliimde Ornek 3.2.1 de gosterilmisti. m >3 igin,

Teorem 3.1.1 de (3.2) ile verilen katsayi esitsizliginden
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(44
Z Iakl<p—
kmpn ptn—o

—1 nl,(m—l)—ﬁ(l_t) ntm—Z

=1-

‘ mj—(m— 1),,‘ Z‘bv (s 1)p‘ ‘bj‘

esitsizligini yazabiliriz. Boylece f(z) ve p(z) fonksiyonlari Teorem 4.1.1 in

kosullarini saglar. Buradan O<u <2 ve z= re®(0<r<1) icin,

joz’ﬁ F(2) de

2
m=2 m—1 (m-D-s 1 _ . .
L27zrP* {1+ m— 2(/ p)+z t—(lt) rZS(j—P)+r2m(j—p)
- s=2 p+n—6¥

wglos I’ll‘m —2 2+m -1 nt(m—l)—s(l_t)
p+n—a s p+n—o

esitsizligi saglanir.

w2

2 u2

4.2 f'(z) ve p'(z) Fonksiyonlari icin Integral Ortalama Hesabt

Bu kesimde Teorem 4.1.1 de kullanilan teknigi kullanarak tiirevler i¢in integral

ortalama hesab1 yapacagiz.

Teorem 4.2.1 f(z)e A

p.n

ve p(z) (4.1) ile verilen fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu

m—1
(mj—(m— I)P)‘ i —(m— l)p‘> Z(sj—(s—l)p) bsj—(s—l)p‘
]

s=
iken

S Klay| < (mj—(m— D P)Bsmery |- Z<s] (s-Dp)p

k=p+n

55— 1>p‘

esitsizligini saglarsa ve

Z sj—(s— l)p 8= (s—l)p{w(z)}S(j_p)_ Z kakzk_p =0

s=1 k=p+n
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olacak gekilde analitik bir w(z) fonksiyonu varsa, bu durumda >0 ve z=reé'? (O< r<l)

icin

J~27r
0

esitsizligi saglanr.

, 2z
ffaos|

P dé

Bundan baska, Holder esitsizligi ile asagidaki sonucu yazmak miimkiindiir

Sonug 4.2.1 f(z)e Ap’n ve p(z), (4.1) ile verilen fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu

Teorem 4.2.1 in kosullarini saglarsa 0 < <2 ve z = re' O<r<l) igin

J-Zﬂ'
0

fffde < Zﬁﬂww{%2+§kg—@—Dpf
s=1

) ul2
25(j-p)
bsj—(s—l)p‘ r j

u/2
m 2
< 27{192 + Z(Sj —(s —1)P)2 ‘b‘sj—(s—l)p‘ J
s=1

esitsizligi saglanr.

Ornek 4.2.1 f(z)e .Ap’n fonksiyonu, Teorem 3.1.2 deki (3.3) katsay1 esitsizligini

saglasin ve tim ie N lerigin | & =1 ve 0<a < p olmak iizere, m =2 i¢in

— j 2j-p
p(z)=z" +— £z +———&2
j(p+n-a) 2j-p
ve m 23 icin,
ntm—Z )
p(2)=z7"+——g7’
j(p+tn-a)
+m_1 nt" 7 (1-1) s~(s=Dp Em mj—(m=1) p
Sly-(G-Dpllp+n-a) ° mj—(m—=1)p
olsun. Burada m =2 i¢in,
n 1
J ](p+n—0!) =P 2j—p
ve m =3 icin,
ntm—Z nl(m—l)—S(l_t)
b; = &, by, =

[si—(s—=Dpl(p+n-a) *
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ve
£
b o - m
mj—(m—1) p m]—(m—l)p
olur.

Bu 6rnek igin m =2 durumu 3.Bélimde Ornek 3.2.2 de gosterilmisti. m >3
icin, Teorem 3.1.2 deki (3.3) katsay1 esitsizliginden
m=2

Zkla < PO ’"Z nt" V(-0 ot
g p+n—a o ptn-«a p+n—o

k=p+n
m—1

(m] (m— 1)p)‘ mj—(m— 1),,‘ (Sj—(s—l)P);‘b.sj—(x—l)p‘_j‘bj‘

esitsizligini yazabiliriz. Boylece f(z) ve p(z) fonksiyonlar1 Teorem 4.2.1 in

kosullarini saglar. Buradan O< <2 ve z= re®(0<r<1) icin,

joz’ﬁ F(Hde

42
p+n—o S\ ptn-o

m=2 N2 me1{ . (m-l)-s
<2 p2+l+(—m J + (—m d t)j

p+n—a s p+n—o

m-2 (m—1)—s
< 2 PDu p2+( nt j 2j- p)+z(”f - f)J 250-p) | p2m(j=p)

2 u/2

esitsizligi saglanir.

Not 4.2.1 Yukaridaki teoremlerde p =1 alinirsa, Sekine, Owa and Yamakawa’ya ait
sonuclar [44], eger m = 2,3 alinirsa, 3.boliimde verilen sonuglar elde edilir. Boylece, bu

boliimiin 3. boliimiin bir genellestirmesi oldugu kolaylikla goriilebilir.



5. BOLUM

COK KATLI FONKSIYONLARIN
KESIRSEL HESAPLARI ICIN
INTEGRAL ORTALAMA ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde, ¢ok katli fonksiyonlarin kesirsel integrali ve kesirsel
tiirevi icin integral ortalama esitsizliklerini elde edecegiz. Bu
bolimde yapilan calisma, “Fractional Calculus & Applied
Analysis” adl1 dergide yayinlanmistir [46].

5.1 Kesirsel Tiirev icin Integral Ortalama Esitsizlikleri

[lk olarak kesirsel tiirevler icin integral ortalama esitsizliklerini verelim:

Teorem 5.1.1 f(z)e Ap’n, p(2) ise (4.1) ile verilen fonksiyon olsun ve p > A kosulu ile,
A=0yadal (0L0,v<l)ve 2<A<n (0<0,v<]l) iken, (k—2),,,

(k=2) 4, = (k=A)(k=-A+1)...k

seklinde tanimli Pochhammer semboliinii belirtmek iizere

& S (sj—(s=Dp+DI(p=A+1-V)['(n+ p+1-1-9)
k—A < b ..
2 (k=D zF(sj—(s—l)p—/1+1—V)F(n+p—ﬂ)r(p—/7,+l—5)‘ “J‘(“‘”’"

k=p+n s=1

(5.1)

esitsizligi saglansin. Bu durumda 7 = re (0<r<1) icin

J~27I
0

esitsizligi saglamyr.

22|D(p=A+1-v) -Opi
0 |IT(p—A+1- 5)°

DI f(2)f o<

p(z ) u>0) (52

75
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Ispat : (1.13) ile verilen kesirsel tiirev formiilii ve Tanim 1.11.4 ten, (3.1) ile

verilen f(z) fonksiyonu icin

B(k) = I'(k—A) {2:0 yada 1 (0<5<1)

= 7 sk2n+p, neN
I'k+1-4-9) 2<A<n 0<d<1)

olmak iizere

D e LD ]y § TE4DEp-2+1-0) k_,,}

T(p-A+1-0)" T(p+ DTk -A+1-0)

k=p+n

TT(p-A+1-0) T(p+1)

I(p+1D) 2P0 14 i (k_;b)qu)(k)akzk—p}

k=p+n

esitligini yazabiliriz.

®(k) fonksiyonu k nin azalan bir fonksiyonu oldugundan her k2n+ p,ne N

iken 0<d<1i¢in A=0yadalve 0<d<1 igin 2<A<n olmak iizere

I'n+p-A)

0<P(k)<D(n+p)= T p1 115

yazmak miimkiindiir. Benzer sekilde (4.1) ile verilen p(z) fonksiyonunu kullanarak,

yine (1.13) ile verilen kesirsel tiirev formiilii ve Tanim 1.11.4’ten

v I'(p+1) —A-v - L(g—(s=Dp+DI(p-~A+1-Vv) s(j-
DM — p 1 ) (j-p)
© PO o) © [ (DG~ G Dp— At 1=y Lo’ }

s=1

esitligini elde ederiz. Boylece

I'(p— A+1-v) V—5Dﬂ+v

Tpire- = M@

__ p+D) S 1+i1“(Sj—(s—1)p+1)1“(1l?—/1+1—V) _ 0P
IL(p—A+1-6) T(p+DI(si—(s—D)p—A+1-y) Y DP

s=1

esitligini yazabiliriz.
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z=re®(0<r<1) icin

U

e T(p—A+1-5) 10

1+ > (k=A) TorD

k=p+n

SIOMH

D (k)a, 7"

IZE
0

ir(sj_(s—l)p+1)l"(p—ﬂ+1—v) s(j—p)ﬂdg (u>0)

si—(s—1)p<
[(sj—(s=D)p-A+1-»)[(p+1) TP

s=1

esitsizliginin saglandigin1 gostermeliyiz. Bunun icin, Teorem 3.1.3 te verdigimiz

Littlewood Teoremini uygulayarak

- I'(p—A+1-6
' 2 b

k=p+n

D (k)a, 257

G L(sji—(s—Dp+DI(p—-A+1-v) sG—p)

' 5.3
ZT(si—(s—D)p—A+1-V)[(p+1) I (5.3)

<1+

subordinasyonunun  saglandigim1i = gostermek  yeterlidir. Bu  subordinasyonu

gosterebilmek icin,

[(p—A+1-9)

k=p
Iﬂ(l)4_1) qb(k)(lkz

1+ Z (k_l)ﬂﬂ
k=p+n
_ +§:F(Sj—(S—l)p+l)F(p—/1+1—v)

B [(si—(s=D)p—A+1-V)[(p+1) YU

s=1

{VV(Z)}x(j_p)

esitligini yazarak w(z) fonksiyonunu
{W(Z)}S(j_p)

T(p-A+1-3) Sk 7 1

= Z (k=) 1

k=p+n

I'(p+1) iF(sj—(s—l)p+l)F(p—/1+1—V)

“T(s5i—(s—D)p—A+1-V[(p+1) Y EDP

seklinde tanimlayalim. Boylece z=0 icin w(0) =0 oldugu kolayca goriiliir. |w(z) |<1

oldugunu gosterirsek ispat biter.



(5.1) ile verdigimiz varsayim yardimiyla

1
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" T(sj—(s—Dp+DT(p—A+1-v)

SI(sj—(s—D)p—-A+1-)['(p+1)

2 k=D a

‘k=p+n

oo

Iw(z)[ P
3 L(p-A+1-9) -
s k=Apn—— 7 PW)| |z
D v CICA
CI)(n—l-p)M
<|¢" T(p+1)
iF(sj—(s—l)p+1)F(p—z+1—v)‘b.
SI(sj—(s—Dp—-A+1-)I'(p+1) si—(s—1)p
C(n+p-L(p—A+1-9)
=|" L(p+DI(n+p+1-1-9)
iF(sj—(S—l)p+1)F(p—i+1—v)‘b.
s=1 F(s]_(s_l)p_//1/+1—V)F(p+1) si—(s—1)p
<|¢|" <1

2 (k=20 a

‘k=p+n

‘ bay‘—(s—l)p‘

esitsizliklerini yazabiliriz. Bu son esitsizlik ile (5.3) subordinasyonunun saglandigini

sOyleyebiliriz. Bu da teoremin ispatini1 tamamlar.

Not 5.1.1 Teorem 5.1.1 de verilen (5.2) esitsizliginin sag tarafina O< <2 ve

T(p-A+1-6)

iken Holder Esitsizligini uygulayarak

[FIFl a0 < [7|F( | do " e g
0 ¢ “1Jdo o # Jo

p(2)

={I02”|F(Z)|2 d@}ﬂﬂ (27[)(2—/4)/2

esitsizligini yazmak miimkiindiir.

Simdi kesirsel integraller i¢in integral ortalama esitsizliklerini elde edelim:

Q-2

¢
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Teorem 5.1.2 f(z)e Ap’n , p(2) (4.1) ile verilen fonksiyon olsun ve A,v >0 icin

i k|a |<iF(Sf‘(S—l)P+1)F(p+1+V)F(n+p+1+5)‘b. |
‘e [(si—(s—Dp+1+V)[(n+ p)L(p+1+5) | Y Er

k:p+n s=1

esitsizligi saglansin. Bu durumda 7 = re' O<r<1l) igin

'[2”
0

esitsizligi saglanr.

y

LY D (o) 48 (> 0)

D_5 Hu < 2
L) aos] C(p+1+6)

0

Ispat : Birinci boliimde (1.12) ile verilen kesirsel integral formiilii ve (1.13) ile verilen

kesirsel tiirev formiilleri 1s51ginda Teorem 5.1.1 de & degerini —d(d > 0) ile, v degerini

ise —v(v > 0) degistirirek ve A =0 koyarak ispat tamamlanur. ¢

0 =V igin, Teorem 5.1.1 bize asagidaki sonucu verir:

Sonug¢ 5.1.1 f(z)e Ap’n ve p(z), (4.1) ile verilen fonksiyon olsun ve p>A kosulu ile,

0<A<n, 0<6< iken

< < T(sj—(s=-Dp+DI'(n+ p+1-4-9)
2 k=Aafals 2 L(sji—(s—1)p—A—-S8+D(n+ p—A)

si~(s=1)p ‘
k=p+n k=p+n

esitsizligi saglansin. Bu durumda 7 = re' O<r<l) icin

J~27r
0

esitsizligi saglanr. ¢

H 2z H
D?Jrﬁf(z)‘ dGSIO Df”p(z)‘ de (u>0)

0 =V icin, Teorem 5.1.2 bize asagidaki sonucu verir:

Sonu¢ 5.1.2 f(z)e .Ap’ ve (4.1) ile verilen p(z) fonksiyonu icin

n

- 2I(sji—(s—Dp+DI(n+ p+1+0)
2 Kal<2, I(si—(s—1)p+1+8(n+p)

Sj—(s—l)p‘
k=p+n s=1

esitsizligi saglansin. Bu durumda z = re’ O<r<l) igin

J~27r
0

esitsizligi saglanr. ¢

D f (2| do< joz”

D p)| o (u>0)
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A=0 ve A=1 o6zel durumlarinda Sonu¢ 5.1.1 den asagidaki sonuglari elde

ederiz:

Sonug 5.1.3 f(2)e Ap’ ve (4.1) ile verilen p(z) fonksiyonu icin 0<d <1, j=>n+p ve

n
ne N olmak iizere

< ST(sji—(s—Dp+DI(n+ p+1-9)
kla |<
k=zp+n |ak|<; I'(si—(s—1)p+1-0)'(n+ p)

sy’—(s—l)p‘

esitsizligi saglansin. Bu durumda z = re’® (0 < r <1) icin
2z
J

esitsizligi saglanr. ¢

Pl ff do< jj” Dlp)f e (u>0)

Sonug 5.1.4 f(z)e Ap’n ve (4.1) ile verilen p(z) fonksiyonu icin 0<d <1, j=>n+p ve

ne N olmak iizere

> B > [(si—(s—D)p+1D)I'(n+p-9)
2, khk=Dlafs 2 r(sj—(s—l)p—a)r(mp—l)‘b“"‘(“““”‘

k=p+n k=p+n

esitsizligi saglansin. Bu durumda 7 = re' O<r<l) igin
'[2”
0

esitsizligi saglanr. ¢

u 2 u
P r(| do<[ [P pa)| d6  (u>0)

Teorem 5.1.1 ve 5.1.2 de p =1 alinmasi durumunda sirasiyla asagidaki sonuglar

elde ederiz [43]:

Sonug 5.1.5 f(z)e A, olsunve p(z) fonksiyonu

p(z)=2+2 bz (jZn+1; neN; m22) (5.4)
s=1

seklinde tanimlansin.



Ayrica, A=0yadal (0<0,v<l)ve2<A<n (0<0,v<1) olmak iizere

> T(sj—s5+ 202 = A-WT(n+2—A-5)
2 /l)/m|ak|SZF(sj—s+2—/1—V)F(n+1—/1)r(2—/1—§)

k=n+1 s=1

sj—s+1

esitsizliginin saglandigini varsayalim. Bu durumda 7 = re' (O<r<1) igin

J~27r
0

r2-A-v)

u

V=0 jyA+V
D do 0
r(z—/l—a)z . p(2) (u>0)

D r () do< jj”

esitsizligi saglanir.

Sonug¢ 5.1.6 f(z)e A, ve (5.4) ile verilen p(z) fonksiyonunun A,v >0 icin

i [(sj—s+2)LQ+V)[(n+2+3)
I(sji—s+2+V)[(n+DHLQ2+F)

2 kla|=

k=n+1 s=1

sj—s+1

esitsizliginin saglandigint varsayalim. Bu durumda 7 = re’ (O<r<l) igin

J-Zﬂ'
0

LC+v) sy

U
1“(2+5)Z D" p(z)| d8 (u>0)

D ab<|”

esitsizligi saglanir.
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6. BOLUM

ANALITIK FONKSIYONLARIN
GENELLESTIRILMIS SALAGEAN OPERATORU
ICEREN YENI BIR ALT SINIFI ICIN INTEGRAL

ORTALAMA ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde genellestirilmis Salagean operatorii ile yeni bir sinif
tanimlayarak, bu sinifa ait katsay1 esitsizlikleri, ekstrem noktalari
ve kesirsel tiirev yardimiyla bu siniftaki fonksiyonlar i¢in integral
ortalama esitsizliklerini hesaplanacaktir. Bu bdliimde yapilan

calisma yayina gonderilmis olup, halen incelemededir.

6.1 Temel Tamumlar

A, U={z:1zI<1} birim diskinde analitik ve
f(2)=2+D4a;z’ (6.1)
j=2
formundaki fonksiyonlarin sinifi olsun.

Sm’n’é‘(a), baz1 0<a <1, me N, neN, ve tim ze U degerleri i¢cin D",

Genellestirilmis Salagean operatoriinii belirtmek iizere

Re[w] >o
D"f(z)

kosulunu saglayan fonksiyonlardan olusan, .4 smifinin bir altsinift olsun.

Bu bélimde S, , s(@) swmfi igin katsayr esitsizlikleri ile bu smmfa ait

fonksiyonlarin kesirsel tiirevleri i¢in integral ortalama esitsizliklerini hesaplayacagiz.
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6.2 Katsay: Egitsizlikleri

Teorem 6.2.1 Eger f(z)€ A fonksiyonu, bazt 0< <1, me N, ne N, §(5=0)
degerleri icin

lP(m,n,j,é',O{):‘[1+(j—1)5]m—(1+0{)[l+(j—1)5]"

+{[1+(-DSI" + Q-1+ (j-DSI")  (6.2)

olmak iizere,

S (.. j.5.a) | <2(1-a) (6.3)
j=2

esitsizligini saglarsa, bu durumda f(z)€ S, , s(&) olur.

Ispat : (6.3) esitsizliginin saglandigim varsayalim. f(z)e A olmak iizere

D'
D" f(2)

fonksiyonunu tamimlayalim. Ispat1 tamamlayabilmek icin bu fonksiyonun

F(2)

F(z)-1
F(z)+1

<1 (ze l)

esitsizliginin saglandigim gostermek yeterlidir. Temel matematiksel islemler ile,

D"f()_,
|F(2)-1|_|D"f(2)
[F@+| D" @),
D"f(2)
_|p"f@-ap"f@)-D"f(2)
D" f(z)-aD"f(z)+D"f(2)]
Ot—i([1+(j—1)é']’”—(1+0¢)[1+(j—1)é']")ajzj_1 ‘
Q2-a)+ Y (1+(-DS" +A-a[1+(j-1ST" a2’
j=2
a+ Y 1+ =DST" A+ @)1+ =DST ||a ||
< =2

2-a)- Y ([1+ (=D + (- )1+ (i~ 13T

j=2

j-1
“1“4
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0{+Z‘[l+(] DST" — A+ a)[1+(j-DS]"

j=2

C-a)- Y (1+(j-DoT" + (-1 +(j-)oT")

j=2

<

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlik, eger

a+ i‘[l+(j—l)§]m—(1+0{)[1+(j—1)§]" a

j=2

=2 (+G =D + (-1 +(j-1ST")
j=2

oluyorsa iistten 1 ile smirhdir. Bu son esitsizlik, teoremimizdeki (6.3) kosuluna

esdegerdir. Bu da ispat1 tamamlar. 4

Simdi, S, , s(@) sinifindaki fonksiyonlarin a, katsayilari igin bir tist sinir bulahm.

Teorem 6.2.2 Eger f(2)€ S, s(@) ise k22 icin  f=2(1-a) ve

v =[1+(k=1)O1" —[1+(k—1)31" olmak iizere

B, ﬂZ[H(J DLIy "z‘"22([1+<jl—1)5][1+<jz—1>5]>"+

|ak|S
| k| Jj=2 ‘Vj‘ 2> =2 ‘vjlvjz‘
5 ’i i i ([1+ (jy = DS+ (jp — DS+ (3 —1S])” B+ 2H[1+(J o]
>0 2> §i=2 ‘vjlvjzvjz ‘ f‘

esitsizligi saglanr.

Ispat :

l-a\ D"f(z)

seklinde bir p(z) Carathéodory fonksiyonu tanimlayalim.

p(2) =L(D f(z)—a’J:1+ichj
j=1
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Carathéodory fonksiyonu icin

.‘32 (j=1,2,3,..)

‘CJ

oldugunu biliyoruz. p(z) fonksiyonunun tanimlanisindan

L(D’"f(z)—aD"f(z)):D"f(z)(Hicjsz (6.4)

( 1 - 0() j=1
esitligini yazabiliriz.

D"f(z)= Z+i[l+(j—1)5]"ajzj (ne N, =NuU{0})

j=2
oldugundan
D" f(z)—aD f(z)=Z+(l+5) —a(1+0) a2Z2+(l+25) —a(1+29) )a3z3+---
-« -« -«
+[l+(k—1)5] —a[l+(k—-1)0] akzk+...
-«
ve
D'f ()| 1+ c;z/ |=| 2+ D[N+ (j-DoT"a,z’ || 1+D e,z
j=1 j=2 j=1
olur. Boylece (6.4) denklemi
Z+(l+5) —a(l+9) a2Z2+(1+25) —a(1+20) a3z3+---+
-« -«
[t (kDS —all+ DOV | vy [ S (nara e | 145
- QG t..=|z 2 J a;z '1CjZ
j= j=

esitligi seklinde yazilabilir. Bu son esitlikte, esitligin her iki tarafindaki z* 11 terimlerin

katsayilarin1 gézoniine alirsak

14 (k=1 —e[1+(k-1)8]" S
([ +(k=1) ]1_(;[ +(k—1)o] —[1+(k—1)§]"jak=;[1+(k_j_1)5]nak—jcj

esitligini elde ederiz. Buradan, Carathéodory fonksiyonunun ‘c j‘SZ (j=1,2,3..)

katsayi esitsizligini de kullanarak
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l-«a M
= [1+(k—j-1)d1"a,_.c;
] 0+ (k=DOT" —[1+(k-1)S]" ; (k=j=Dholac;
-
S . .
[1+(k=1)ST" —[1+(k-DST"|| = “k—x” /‘J
2(1-)
< ( ak ]‘}
1+ (k=S =[1+ (k=1)o]"

esitsizligini yazabiliriz. Buradan her bir k=2 igin |ak| degerini hesaplayarak ve

timevarim yontemini kullanarak g=2(1-a) ve v, =[1+(k-1)o]" —[1+(k-1)J]"

olmak iizere

“—+(1+20)" £+(1+3§) £+ +

|V%| |V4|

la | < B {1+(1+§)
id

P

2 2
+(1+0)"1+26)" p +(1+8)"(1+30)" — s +(1+9)"(1+49)" p

|V2V%| |V2V4| |V2V5|

2
1+20)"(1+30)" ’B +(1+20)"(1+40)" — ’B +--+(1+30)"(1+406)" s et

|V3V4| | V3V 5| |V4V5|

s B
+(1+0)"(1+20)"(1+30)" +(1+0)"(1+30)"(1+40)" +...+

133
+(1+20)"1+30)" (1+406)" +}
|V3V4V5|
I+ =0T | o 52 (04 (= DS+ (j, ~DS)"
- g 5 5
Vi ‘ j‘ h>J Ji=2 ‘levjz
o928 [1+(J'1—1)5][1+(j2—1)5][1+(j3—1)5]) B2 [+ -DT"
ADIDIDY II
B>h > =2 ‘Vj1vjzvj3 ‘ j‘
esitsizligini elde ederiz. Bu teoremimizin ispatin1 tamamlar. ¢

6.3 S, s Suufumin Ekstrem Noktalar

Bu kesimde S, , s(@) smfinin ekstrem noktalarin1 bulacagiz. Bunun igin
oncelikle S, , s(a) smifinin, (6.3) ile verdigimiz katsay1 esitsizligini saglayan

fonksiyonlardan olusan Sm’n’a(a) altsimifini tanimlayalim.
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Teorem 6.3.1 f(z)=z ve lP(m,n, J,0, a), (6.2) ile tamimlanan fonksiyon olmak iizere

fi@=z+ g|=1)

2(1-ao)e; .
2D i (=23,
¥ (m,n, j,d,a)

olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonunun Sm’n’a(a) sinifinda olmast icin gerekli ve yeterli

kosul, bu fonksiyonun y; >0 ve z V; =1 iken
j=1

f@=27,f2
j=1

Sformunda yazilabilmesidir.

Ispat : f(z) fonksiyonunun

S > 21-w)e,
f(Z):Zijj(z):z+Z?’ij(—)’
J=1 j=2

7/

(m,n, j,6,a)

seklinde yazilabildigini varsayalim. Bu fonksiyona (6.3) ile verdigimiz katsay1
esitsizligini uygularsak

o 2(1—a)|e j|

Y (m,n,j,0,0)—— A —
];2 ( )‘{‘(m,n,],5,a)

V= 22(1_ )Y

=

=2(1-2))y;
j=2

=2(1-o)(1-n)
<L2(1-o)

elde ederiz. Buda f(z) fonksiyonunun Sm’n’ s(a) sinifinda oldugu anlamina gelir.

Diger taraftan f(z)e Sm’nﬁ(a{) olsun. S’m’n’(g(a') sinifina ait bir fonksiyon igin

J=2,3,...0lmak iizere
|a)| -
N (myn, j,0,a)
esitsizligi yazilabildiginden
¥ (m,n, j,d,a) w
iU T I (e 07

ifadelerini yazabiliriz.
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Buradan

F@=Y7,f
j=1

olur. Bu da ispat1 tamamlar. ¢

Sonug¢ 6.3.1 Sm’n’(g(a) siifimin ekstrem noktalart f,(z) =z ve lP(m,n, J,0, 0!), (6.2) ile

verilen ifade olmak iizere
2(1-o)e;

fi@)= Z-|_‘I‘(171,11,]',5,0()

o (i=23.5]g]=1)

fonksiyonlaridur. ¢

6.4 Integral Ortalama Esitsizlikleri

Bu kesimde, Sm,n,a(“) simfindaki fonksiyonlar i¢in integral ortalama

esitsizliklerini hesaplayacagiz.

Teorem 6.4.1 f(z)e S'm,n,a(a) ve baz j2p22, 0<A<1 degerleri igin
lI’(m,n, Js (5,&’), (6.2) ile verilen ifade olmak iizere

2(1-a)L(k+1)[F3-A-p)|

S =Py 0| <

(6.5)
e ¥ (m,n.k,8,a)|T(k+1-A-p)||T2-p)|
esitsizligi saglansin. Ayrica k 22 i¢in
2(1-a)e, X
zZ)=z+ (k225 |=1 6.6
fi(2) ¥ (m,n,k,d,) ( k| ) (00)
fonksiyonunu tamimlayalim. Eger
1 Y(mnk,0,0)Tk+1-A-p) & . I(i- .
{W(Z)} = ( ) Z(J_P)pﬂ.(J—p)aj j-1
20-a)I'(k+1)g, ) (j+1-41-p)

olacak sekilde analitik bir w(z) fonksiyonu varsa, bu durumda z = re' O<r<l) igin

J-Zﬂ'
0

prf| ao<|”

DI f ) o (u>0)

esitsizligi saglanir.
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ispat : (1.13) ile verilen kesirsel tiirev formiilii ve Tanim 1.11.4 ten, (6.1) ile verilen

fonksiyon i¢in

~_  IG-p) .
®(j)_—f‘(j+l—i—p) 0<A<l; j2p=22)

olmak tizere

1-A-p o :
prAp N % FQ-A-plGi+D)
@ r(z—ﬂ—p){”z TG+-A-p) o }

j=2

B Zl—ﬂ—p oo ‘ ‘ .
“To—i-p|" ;F(Z— A=p)j=P)paO(ja;z

esitligini yazabiliriz.
®(j) fonksiyonu j nin azalan bir fonksiyonu oldugundan

I'2-p)

yazmak miimkiindiir. Benzer sekilde (6.6) ile verilen f,(z) fonksiyonunu kullanarak,

yine kesirsel tiirev formiilii (1.13) ve Tanim 1.11.4 ten

prvig (e 27 { 2(1-a)T@=A-p)L(k+De, k_l}

rQ-A-p)| ¥(mnk 6,.a)T(k+1-A-p)

esitligini elde ederiz. Boylece z = re(0<r<1) icin

y7i
2 had .
J.() 1+Zr(z_l_p)(]’_p)p+1®(j)aij_l dé

J=2

1+

2(1-a)I'2-A-p)(k+1)g, e

u
de 0
¥ (m,n,k,8,)C(k+1- - p) (1> 0)

2
<
0

esitsizliginin saglandigin1 gosterirsek ispat biter. Bunun ig¢in, Teorem 3.1.3 ile

verdigimiz Littlewood Teoremini uygulayarak

20-a)I'2-A-p)(k+1)g, e

6.7
¥ (m,n,k,8,)T(k+1-A—p) ©D

1+ Y. TQ@=2-p)(j-p) @ a;z/ " <1+
j=2

subordinasyonunun  saglandigimi = gostermek  yeterlidir. Bu  subordinasyonu

gosterebilmek icin,

20-a)'2-A-p)(k+1)g,

k-1
¥ (m,n,k,8,a)T(k+1-A-p) w(z)

1+ > TQ=A=-p)(j—p)u®(az’ " =1+
j=2
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esitligini yazarak w(z) fonksiyonunu

k-1 P(monk,8,0)T(k+1-A-p) &

w(z = 0())a; 2"
{w(2)} - Tk e, ,Zz(’ P)p1®0)
seklinde tanimlayalim. Boylece z=0 i¢in w(0) =0 oldugu kolayca goriiliir. |w(z) |<1
oldugunu gosterirsek ispat biter. (6.5) ile verdigimiz varsayim ile

_ I'k+1-
|W(Z)|kl=§ (m,nk,8,a)I'(k+1-A-p) &

2(1-a)I'(k+1)g, jzi(] P)pn®()a; e

¥ (mnk.0.a)[Ctk+1-6-p)| &
- 2(1-a)T(k +1)

Z(j P)p+1|®(l)” “Z|j

¥ (m.n.k,8,0)|0(k +1-A—p)| o
S|Z| 2(1-a)T(k+1) |®(2)|j§(] P)pﬂ‘aj‘
Y (mnk,8,a)|[Tk+1-2-p)| [T@-p)|
=]z 2(1—a)T(k+1) TG-o- |Z(J P)p| 4|
<|z|<1

esitsizliklerini yazabiliriz. Bu son esitsizlik ile (6.7) subordinasyonunun saglandigini

sOyleyebiliriz. Bu da teoremin ispatini1 tamamlar. 4

p =0 6zel durumunda Teorem 6.4.1 den asagidaki sonucu elde ederiz :

Sonu¢ 6.4.1 f(z)e §m,n,5(a) ve ‘P(m,n,j,5,0!), (6.2) ile verilen ifade olmak iizere

j2p=22,0<A<1 icin

i la ‘ 21-a)T(k+1)T (G- 1)
o ¥ (m,n,k,8,0)T(k+1-2)

esitsizliginin saglandigint varsayalim. [, (z), (6.6) ile verilen fonksiyon olmak iizere, eger

{W(Z)}k—l _

l{l(m,n,k,a,a)r(kﬂ—ﬂ)i C(j+1) e
20-a)Tk+1)g,  ST(j+1-4) ’

olacak sekilde analitik bir w(z) fonksiyonu varsa, bu durumda 7 = re ve 0<r<1 icin

J-ZJZ
0

esitsizligi saglanr. ¢

”desjoz”

sz(Z)‘ﬂdﬁ 0<A<l, u>0)
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SIMGELER
Sayt Kiimeleri
N : Dogal Sayilar Kiimesi
N, . Nu{o}
R : Gergel Sayilar Kiimesi
C : Karmasgik Sayilar Kiimesi
Bolgeler ve Kiimeler
u : {z:1zl<1}, Birim disk
Uy : {z:1zI<R}
A : {z: Izl >1 }
L{_R o {z:1zIER}
Cr : {z:1zI=R}
H" : Rew>0
EC) : C nin tiim ekstrem noktalarinin kiimesi
H(M) . Kapali konveks ortiisi (konveks hull) (c/(‘coM ))
H (E(C)) : C’nin ekstrem noktalarinin kapali konveks ortiisii

A . Hardy sinifi
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Ozel Fonksiyonlar ve Fonksiyoneller

k(z) 5 Koebe Fonksiyonu
(1-2)
Ly(z) : t—z Mobius fonksiyonu
L(f,g) : Bir vektor uzayinda f ve g yi birlestiren dogru parcasi
L(r, f) : f(C,) egrisinin uzunlugu
L(a,r, f) © f(e"t) egrisinin uzunlugu(0 <t <r)
M, (r,f) . f(z) analitik fonksiyonu i¢in integral ortalama
(k—=A);,; : Pochhammer sembolii
I'(z) : Gamma Fonksiyonu

Ozel Bagintilar ve Operatorler

f(2)<< F(z) : f(2), F(z) tarafindan bastirilir

f(2)<F(z) : f(z), F(z2) ye subordine
Df f(2) . f(z) fonksiyonunun kesirsel tiirevi
D;/1 f(2) . f(z) fonksiyonunun kesirsel integrali

D"f(z) . f(z) fonksiyonunun n. Mertebeden Salagean Tiirevi

97
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Fonksiyon Kiimeleri

A

S’ (@)
K(x)
CK

A(p)

cK
S, (@)

Ky(@)

U birim diskinde analitik olan tiim fonksiyonlarin uzay1

: Birim diskte analitik, yalinkat ve normallestirilmis fonksiyonlar sinif1

: Rezidiisii 1 olan, sonsuzda basit bir kutup hari¢, A bolgesinde analitik ve

yalinkat fonksiyonlarinin sinifi
2. smifinda g(z)#0 (0e E) kosullu fonksiyonlarinin kiimesi

Pozitif gergel kisma sahip fonksiyonlar sinifi

| f(z)I<1 olacak sekilde ¢ birim diskinde analitik olan f(z) = anz"

n=1
seklindeki fonksiyonlar siifi

Konveks fonksiyonlar sinifi

Yildizil fonksiyonlar sinifi

o mertebeli yildizil fonksiyonlar sinifi
o mertebeli konveks fonksiyonlar sinifi
Konvekse-yakin fonksiyonlar sinifi

a,#0, pe N={1,2,3,...} olmak iizere, | z|< 1 birim diskinde analitik

olan f(z)= z a, 7" seklindeki fonksiyonlar sinifi

n=p

A(p) smifina ait p-katl y1ldizil fonksiyonlar sinifi

A(p) smifina ait p-katli konveks fonksiyonlar sinifi

A(p) smifina ait p-katli konvekse-yakin fonksiyonlar sinifi
o -mertebeli p-katl y1ldizil fonksiyonlar sinifi

o -mertebeli p-katl konveks fonksiyonlar sinifi



CICI, (@)

p.n

S, (@)

Ve o (&)

99

o mertebeli p-kath konvekse yakin fonksiyonlar sinifi

. Birim diskte analitik, ¢ok katli f(z)=z" + z a, z* formundaki

k=n+p
fonksiyonlar sinifi

Ap,n smifina ait & mertebeli ¢cok katli yi1ldizil fonksiyonlar siifi

A

o Stnifina ait & mertebeli ok katli konveks fonksiyonlar sinifi



Alan Teoremi

Alexander Teoremi

atilmis deger

Baernstein Teoremi

baskin kuvvet serileri

Bieberbach Kestirimi
Teoremi

Biikiilme Teoremi

Biiyiime Teoremi

Carathéodory
Fonksiyonu
Teoremi

Do6nme Teoremi

donme doniisiimii

ekstrem noktalar

ekstremal fonksiyon

eslenik alma

Fejer ve F.Riesz Teoremi

Gamma Fonksiyonu

genisleme

Hardy sinifi

i¢c nokta

integral ortalama
kesirsel integral icin
kesirsel tiirev i¢in
tiirevler igin

kapal1 konveks ortii

Kaplan Teoremi

kesin esitsizlik

kesin konveks fonksiyon
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kesirsel hesap 40, 75
Koebe Fonksiyonu 5,9, 13, 26, 30, 32, 45, 52
konveks
bolge 28, 29, 31
hull 24,25
kiime 24, 26
sinif 13
yay 28
konveks fonksiyon 25, 30, 35, 37
o mertebeli 33
o mertebeli p-kath 38, 55
p-kath 36, 37
konvekse-yakin fonksiyon 34,35
o mertebeli p-kath 39
p-kath 37
kok alma doniisiimii 7
Krein-Mil’man Teoremi 22,25
Lindelof Prensibi 17,19
Littlewood Teoremi 50, 68, 77, 89
Maclaurin A¢ilimi 3
Mobius Fonksiyonu 13
Noshiro-Warschawski Teoremi 21
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